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Resumo

Apresentamos neste trabalho um estudo sistematico e detalhado sobre integrais e deriva-
das de ordens arbitrarias, o assim chamado calculo de ordem nao-inteira, popularizado
com o nome de Cdlculo Fraciondrio. Em particular, discutimos e resolvemos equagoes
diferenciais e integrodiferenciais de ordem nao-inteira e suas aplicacoes em diversas areas
do conhecimento, bem como apresentamos resultados inéditos, isto é, teoremas de adigao,
envolvendo as fungoes de Mittag-Leffler.

Apés abordar as diferentes definigbes para a derivada de ordem nao-inteira, jus-
tificamos o fato de utilizarmos, em nossas aplicagoes, a definicao de derivada conforme
proposta por Caputo, mais restritiva, e nao a definicao segundo Riemann-Liouville, em-
bora seja esta a mais difundida.

Nas aplicagoes apresentamos uma generalizacao para a equacao diferencial associ-
ada ao problema do telégrafo na versao fracionaria, cuja solucao, obtida de duas maneiras
distintas, deu origem a dois novos teoremas de adi¢ao envolvendo as funcoes de Mittag-
Leffler. Numa segunda aplicagao, discutimos o conhecido sistema de Lotka-Volterra na
versao fraciondria; por fim, introduzimos e resolvemos uma equacao integrodiferencial fra-
cionaria, a assim chamada, equacao de Langevin generalizada fraciondria.
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Abstract

At this work we present a systematic and detailed study about integrals and derivatives
of arbitrary order, the so-called non-integer order calculus, popularized with the name
Fractional Calculus. Particularly, we discuss and solve non-integer order differential and
integrodifferential equations and its applications into several areas of the knowledge, as
well as introduce some new results, i.e., addition theorems, involving the Mittag-Leffler
functions.

After approaching the different definitions to the non-integer order derivative, we
justify the fact that we use, in our applications, the definition proposed by Caputo to
the fractional derivative, which is more restrictive, instead of the Riemann-Liouville ones,
although this one is best known.

Into the applications we presented a fractional generalization to the equation
associated with the telegraph’s problem, whose solution, obtained by two different ways,
was the origin of two new addition theorems to the Mittag-Leffler functions. As a second
application, we present the fractional version of the Lotka-Volterra system; finally, we
introduce and solve the fractional generalized Langevin equation.
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Introducao

Este texto tem por objetivo ser o primeiro trabalho escrito em portugués a fazer um
estudo completo e detalhado sobre integrais e derivadas de ordens arbitrarias, o assim
chamado célculo fracionario, em particular equagoes diferenciais de ordem nao-inteira e
suas aplicagoes em diversas areas do conhecimento, bem como apresentar alguns resultados
inéditos.

O célculo fracionério tem sua origem em 30 de Setembro de 1695 em uma carta
escrita por I’'Hospital ao seu amigo Leibniz [83, 94], na qual o significado de uma derivada
de ordem meio é proposto e discutido.

A resposta de Leibniz ao seu amigo, somada a contribuicdo de intmeros bri-
lhantes matematicos como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, Liouville,
entre outros, levaram as primeiras defini¢oes de derivadas e integrais de ordens nao-inteiras,
que no final do século XIX, devido primordialmente as defini¢goes propostas por Riemann-
Liouville e Griinwald-Letnikov, pareciam estar completas.

Até préoximo ao final do século passado o desenvolvimento do célculo fracionario
deu-se estritamente no campo da matematica pura, sem grandes aplicacoes em outras
areas. Contudo, em 1969 M. Caputo, em seu livro Elasticita e Dissipazione [17], resolveu
problemas de viscoelasticidade utilizando uma nova definigao, proposta por ele, para a
derivada de ordem fracionaria. Além disso, o autor utilizou sua definicao para descrever
problemas de sismologia [18]. Por outro lado, a assim chamada derivada fraciondria de
Griinwald-Letnikov, mostrou-se bastante eficiente para resolver problemas numéricos [28,
108] e em 1998 Lorenzo e Hartley [71, 72] propuseram uma interpretacao geométrica para
a derivada fracionaria utilizando esta mesma definicao. Além disso, destacamos o trabalho
de Podlubny [58, 95] no qual interpretagoes fisicas e geométricas sdo propostas para a
derivada e a integral fracionarias, em casos particulares.

A partir das defini¢oes introduzidas por Caputo e Griinwald-Letnikov, que tém
um carater local, nas ultimas décadas diversos autores mostraram que a modelagem feita
a partir do calculo fracionario oferece uma descrigao mais fina de fenomenos naturais que
aquela feita a partir do calculo usual, tendo em vista que derivadas fracionarias propor-
cionam uma excelente descricao para efeitos de memoria e propriedades hereditarias de
diversos materiais, como por exemplo, polimeros. Este efeito de memoria é um dos impor-
tantes aspectos do célculo fracionério [71, 72].



A maneira canonica de se utilizar o calculo fracionario para refinar a descricao de
um fenomeno é substituir a derivada de ordem inteira da equacao diferencial ordinaria ou
parcial, que o descreve, por uma de ordem nao-inteira. De maneira natural, este método
nos conduz a equacoes diferenciais de ordem nao-inteira e a necessidade de se resolver
tais equagoes; entretanto métodos efetivos de se resolver tais equacoes nao podem ser
encontrados nem nos mais avancados trabalhos acerca do calculo fracionario. Isto somado
ao fato de termos uma série de definicoes nao equivalentes para a derivada fracionaria e uma
nao evidente interpretagao nem fisica nem geométrica, contribuiu para a nao utilizacao em
larga escala do calculo fracionario.

Outro fator que faz com que a solucao de uma equacao diferencial de ordem
nao-inteira costume ser mais complexa do que a da respectiva equagao de ordem inteira
[56, 63, 64, 74], advém do fato de o conhecimento das fungées inerentes ao calculo fracionario
nao ser tao avancado quanto o conhecimento das fungoes relacionadas ao célculo de ordem
inteira, as assim chamadas fungoes especiais [15].

Dentre as fungoes relacionadas ao cédlculo fracionario, uma das mais importantes
¢é a funcao de Mittag-Leffler, que tem um papel fundamental no estudo de equagoes diferen-
ciais de ordem nao-inteira. A fungao original, contendo um parametro complexo, foi intro-
duzida em 1903 pelo matematico sueco Gosta Mittag-Leffler [84] como uma generalizagao
para a func@o exponencial. Em 1905 Wiman [115] e mais tarde Humbert-Agarwal [60] intro-
duziram a assim chamada funcao de Mittag-Leffler de dois parametros como uma possivel
generalizacao para a funcao de Mittag-Leffler original. Esta funcao tem aplicagao em di-
versos problemas envolvendo derivadas fracionérias [78,; 83]. Depois destas duas fungoes
varios autores propuseram outras generalizacoes utilizando trés parametros, em particular,
Prabhakar [97] e mais recentemente Chamati-Tonchev [24]. Também mencionamos um
trabalho recente de Shukla-Prajapati [107] no qual é apresentada outra generalizacao para
a funcao de Mittag-LefHer.

No presente trabalho, além de apresentar um estudo detalhado das fungoes de
Mittag-LefHler estabelecemos novas relagoes para estas fungoes [34, 36, 38|, particularmente,
teoremas de adigao.

Apesar das dificuldades anteriormente mencionadas, importantes resultados e ge-
neralizacoes foram obtidos, através do calculo fracionario, em diversas dreas do conhe-
cimento tais como, probabilidade [94], biomatemética [31, 35|, psicologia [109], funcoes
especiais [67, 112] e mecanica dos fluidos, fenomenos de transporte e redes elétricas [30].
Destacamos a seguir alguns destes resultados.

Hé& alguns anos atras Mainardi [75] resolveu quatro equagoes associadas a vérios
fenomenos fisicos substituindo derivadas de ordem inteira por derivadas de ordem nao-
inteira nas respectivas equacoes diferenciais parciais associadas a estes fenomenos. Dentre



as referidas equagoes destacamos, as equacoes diferenciais ordindrias associadas ao relaxa-
mento e a oscilacao, e equacoes diferenciais parciais associadas com difusao e propagacao
de onda, todas elas discutidas em termos da metodologia da transformada de Laplace?. O
mesmo autor [77] discute as solugoes fundamentais para a equagao diferencial fraciondria de
onda-difusao, novamente substituindo a derivada temporal por uma derivada de ordem nao-
inteira. Além disso, uma interessante relagao de reciprocidade envolvendo a correspondente
funcao de Green é obtida. Finalmente, o autor mostra que a equacao diferencial fracionaria
de onda-difusao pode governar processos generalizados com interpolacao e extrapolacao,
dependendo da ordem nao-inteira, isto €, generalizando a equagao de difusao cléssica.

Destacamos ainda que Caputo [20] discutiu a equagao associada ao movimento de
um ponto oscilando livremente em um meio viscoso na versao fraciondria, isto é, trocando
o termo de viscosidade por uma derivada de ordem fracionaria. Beyer-Kempfler [12] recu-
peraram o problema apresentado por Caputo, como caso particular, do problema onde o
termo de viscosidade é nao-local. Para discutir esta equagao, isto é, para obter a solugao
Unica para a equacao diferencial de ordem fracionaria os autores utilizaram a metodologia
da transformada de Fourier. Além disso, eles apresentam a existéncia e unicidade da
solucao e estendem o resultado para a equacgao generalizada das oscilagoes em um meio
viscoso.

Por outro lado, ha varios autores que consideram a derivada fracionaria na parte
espacial. Orsingher-Zhao [89] discutem a equagao (espacial) fraciondria do telégrafo através
da técnica da transformada de Fourier. Em particular, eles discutem o caso unidimensional
de uma particula que se move para frente e para tras com saltos de amplitudes aleatorias.
Orsingher-Beghin [90] discutiram as equagoes (temporais) fracionérias do telégrafo e pro-
cessos envolvendo a equacao do telégrafo com tempo browniano, no qual mostraram que
alguns processos sdo governados por equagoes (temporais) fraciondrias do telégrafo. Uma
discussao matematica envolvendo as propriedades da solugao também é apresentada. Cas-
caval et al. [22] discutem a equacao (temporal) fraciondria do telégrafo utilizando a abor-
dagem de Riemann-Liouville para resolver o problema de Cauchy. Momani [85] discute
solugoes analiticas e aproximadas para a equacgao do telégrafo com parte temporal fra-
cionaria e para a equagao do telégrafo com parte espacial fracionaria utilizando o chamado
método da decomposi¢ao Adominiana [2]. Destacamos que aqui, no presente trabalho, é
apresentada e resolvida uma generalizacao para a equacao do telégrafo tendo tanto a parte
espacial quanto a parte temporal fracionarias [38].

E fundamental citar que existem dreas onde a utilizacdo do cdleulo fracionario ¢
indispensavel, como por exemplo no estudo de alguns sistemas de alta energia discutidos
por Lorenzo e Hartley [71, 72] e na teoria de fractais [79], onde a derivada fraciondria
tem outra interpretacao. O desenvolvimento da teoria de fractais abriu novos campos

2Em uma das secoes do trabalho de Mainardi é apresentada uma interessante discussio sobre a esséncia
do assim chamado céalculo fraciondrio de Riemann-Liouville. Além disso, é estabelecida a conexao com a
defini¢ao de derivada fraciondria segundo Caputo.



e perspectivas para a teoria de derivadas fracionarias, especialmente na modelagem de
sistemas dinamicos e estruturas porosas.

Além disso, a assim chamada difusao anomala, que ocorre quando na difusao ha
um crescimento nao linear da variancia no decorrer do tempo, tem o seu estudo intimamente
ligado ao calculo de ordem nao-inteira, sendo possivel, neste caso, analisar a derivada de
ordem nao-inteira como uma taxa de variagdo mais fina [27, 93]. A difusdo anomala pode
ser classificada em duas classes distintas, as quais necessitam de diferentes modelos fisicos,
ambos envolvendo a assim chamada equagao (espacial) fraciondria de difusdo. A fungao
de Green e os propagadores para a equacao multidimensional de difusao envolvendo o
Laplaciano fraciondrio foram obtidos por Hanyga [52].

No trabalho de Chen [27] a origem da difusao andomala ¢ investigada através da
conjectura de duas hipéteses: (a) Invariancia Fraciondria e (b) Equivaléncia Fractal. E
proposto um modelo através do conceito da derivada de Hausdorff e discutido o problema
de Cauchy associado a equacao de difusao anomala unidimensional. Por fim, mencionamos
dois artigos de Saxena et al., nos quais os autores estudam as solugoes de varias equacoes
fraciondrias, em particular, a equagao de difusao [103] e a equacao de reagao-difusao [104].

Uma aplicacao do célculo fracionario em matemética financeira foi recentemente
apresentada por Wyss [117], que obteve a solucao para a assim chamada equagao de Black-
Scholes através da metodologia da transformada de Laplace. Novamente, esta é uma
aplicagao na qual a derivada temporal é substituida por uma derivada de ordem nao-
inteira.

Intimeros problemas quanticos sao discutidos através da equagao de Schrodinger
que descreve o comportamento mecanico-quantico nao relativistico. Guo-Xu [50] discutem
algumas aplicacoes fisicas da equacao de Schrodinger fracionaria associada a uma particula
livre e a um pocgo de potencial infinito, bem como apresentam a funcao de Green em um
espalhamento quantico. Bhatti [13] apresenta uma discussao para a equagao de propagagao
de onda de Schrodinger através da metodologia da justaposicao de transformadas, ou seja,
a transformada de Laplace na parte temporal e a transformada de Fourier na parte espacial.
E calculada a correspondente funcao de Green de modo a discutir o principio de incerteza.

Arikoglu-Ozkol [6] implementaram o assim chamado método da transformada
diferencial no campo das equagoes diferenciais fracionarias, mostrando ser esta técnica de
aplicacao simples. Sao discutidos exemplos numéricos.?

Por fim, nao podemos deixar de citar o livro de Miller-Ross [83], no qual os
autores apresentam, de maneira minuciosa, o desenvolvimento do calculo fracionario até o
ano de 1970 tendo como base a definicao de Riemann-Liouville para a derivada fracionaria.

3No artigo de Arikoglu-Ozkol, também é mencionada uma aplicacdo, até onde sabemos, inédita do
célculo fraciondrio em Psicologia [3]. Os autores mostram a importancia das fun¢oes de Mittag-Leffler
como uma generalizagao para a fungao exponencial.



Lamentavelmente este livro ndo menciona os trabalhos de Caputo. Oldham-Spanier [87],
o primeiro e um dos mais importantes livros no tema, apresenta uma série de aplicacoes
do célculo fraciondrio. Além disso, citamos o livro de Pudlubny [94] que além de ser
bastante completo tem um enfoque bastante pratico, sem deixar de ser rigoroso, e tem
suas aplicagoes baseadas na derivada fracionaria segundo Caputo. Por fim, mencionamos
que varias outras aplicagdoes podem ser encontradas nos livros Samko et al. [100], Kyriakova
[67] e Kilbas et al. [65].

Convém notar que a teoria aqui apresentada pode ser estudada em termos das
assim chamadas derivadas fracionarias generalizadas, no sentido de distribuigoes [69] que,
neste trabalho, nao serao consideradas.

Aqui, neste trabalho apresentamos uma visao geral do cédlculo fracionario, pas-
sando por seu desenvolvimento histérico, definicoes mais aceitas para a integral e a derivada
fracionarias, equagoes diferenciais fracionarias, métodos para se resolver tais equacoes e
aplicagoes. Como um dos objetivos principais deste trabalho é tornar esta bela e poderosa
teoria mais acessivel as ciéncias, em todo desenvolvimento foi dado um enfoque maior as
abordagens diretamente relacionadas com aplicagoes reais, isto é, na maioria das aplicagoes
utilizamos a definicao de Caputo para a derivada de ordem arbitraria, conforme ficara mais
claro no decorrer do texto. E importante ressaltar que nao tratamos aqui do problema re-
lativo as dimensoes fisicas, tal problema foi estudado num trabalho recente de Inizan [61].

Este trabalho contém 9 capitulos dispostos da seguinte maneira. No Capitulo 1
¢ apresentada uma visao geral do célculo fracionario, sua origem, principais contribuigoes
de matemadticos importantes e primeiras aplicagoes. Também discutimos brevemente um
dos pontos polémicos da teoria, isto é, se a derivada de uma constante é ou nao nula e
finalizamos o capitulo apresentando a abordagem classica para as diferentes definicoes da
derivada fracionaria.

No Capitulo 2 apresentamos a justificativa formal para se aceitar a definicao de
Riemann-Liouville para a integral de ordem fraciondria, ou seja, justificamos a definicao a
partir da férmula integral de Cauchy, cléssico resultado da teoria de funcoes analiticas.

No Capitulo 3 formalizamos a definicao da integral fracionaria, apresentamos
técnicas para o seu calculo, bem como alguns exemplos, estabelecemos uma relacao entre
integrais de ordens inteiras e fracionarias, introduzimos a transformada de Laplace, mos-
tramos a validade da assim chamada lei dos expoentes para integrais fraciondrias e por fim
demonstramos a férmula de Leibniz.

No Capitulo 4 fazemos um desenvolvimento para a derivada fracionaria, analogo
ao feito no Capitulo 3 para a integral fracionaria, além disso, é apresentada a definicao de
Caputo para a derivada fraciondria, analisamos sobre quais hipéteses a lei dos expoentes se
aplica para a derivada fraciondria e finalizamos o capitulo com a férmula de Leibniz para
derivada fracionaria segundo Caputo.



No Capitulo 5 utilizamos um trabalho de Lorenzo e Hartley acerca de funcoes de
inicializagdo para a derivada e a integral fraciondrias [72], para justificar o fato de termos
adotado a definicao de Caputo em nosso trabalho.

No Capitulo 6 apresentamos um estudo detalhado da funcao de Mittag-Leffler,
passando por sua definicao formal, generalizagoes, transformada de Laplace, relagoes com
outras funcgoes especiais e finalizamos apresentando dois teoremas originais envolvendo a
funcao de Mittag-LefHler, bem como algumas consequéncias destes resultados.

Nos Capitulos 7, 8 e 9 apresentamos nossas aplicagoes. Mais precisamente, no
Capitulo 7 propomos e resolvemos a equacao do telégrafo fracionaria, tomando tanto a deri-
vada temporal quanto a derivada espacial como sendo de ordens nao-inteiras, obtendo uma
série de importantes consequéncias. Novos resultados, envolvendo as funcoes de Mittag-
Leffler, sao obtidos e demonstrados de forma indireta e os resultados sendo confirmados
pela demonstracao formal.

No Capitulo 8 discutimos a generalizacao fraciondria do sistema dinamico de
Lotka-Volterra que descreve, por exemplo, os sistemas presa-predador, parasita-hospedeiro
e planta-herbivoro [1, 35].

No Capitulo 9 apresentamos e discutimos uma generalizacao fracionaria da equagao
integrodiferencial de Langevin, que pode ser encarada como uma forma natural de se es-
tudar a difusdo anomala, [45, 46, 96].

Por fim, no Apéndice apresentamos um estudo sobre as fungoes gama e beta.
Finalizamos com nossas conclusoes e trabalhos futuros.



CApPiTULO 1

Calculo Fracionario

1.1 Introducao

O calculo fracionario tem sua origem na seguinte questao: E possivel estender o significado
de uma derivada de ordem inteira, d"y/dx", quando n € uma fragio? Tempos depois,
buscou-se solugao para esta indagacao no caso em que n passa a ser um irracional ou
complexo. Uma vez que esta questao foi respondida afirmativamente, o nome mais preciso
para a teoria que vamos abordar seria cdlculo de ordem arbitrdria, contudo utilizamos a
denominacao cldssica, ou seja, cdlculo fraciondrio.

Neste texto, mostramos inicialmente um apanhado histérico, comentando, sem
discutir a validade, algumas tentativas de justificar a resposta afirmativa para a indagacao,
bem como descrevemos as primeiras utilizagoes préticas do cédlculo fracionario. Por fim,
comentamos os eventuais erros cometidos, apresentamos as definicoes para integrais fra-
cionarias mais aceitas e introduzimos o assunto de nosso préximo passo, isto é, a justifica-
tiva de utilizarmos tais definigoes.

1.2 Origem do Calculo Fracionario

Em 1695 I’'Hopital perguntou, em carta, ao seu amigo Leibniz, pai da notacao moderna
do cdlculo diferencial, qual seria o significado de D"y = d"y/dz™ quando n fosse igual a
1/2. Mesmo sem muito rigor e com um tom profético Leibniz afirmou: Segue que D%z
serd igual a x/ dx : x. Este é um aparente paradozo do qual um dia importantes aplicagoes
serao obtidas.



A idéia de um derivada de ordem genérica também nao escapou da atencao de
Euler que em 1730 escreveu que a dificuldade em se obter tais derivadas poderia ser mais
bem entendida com o auxilio de interpolagoes na derivada.

Ja Lagrange contribuiu de maneira indireta para o calculo fraciondrio quando,

em 1772, desenvolveu a assim chamada lei dos expoentes, isto é;
dm dn dern
dzm da:”y ~ dgmn

y .

Em notacao moderna, o ponto na equacgao acima é substituido pela simples jus-
taposicdo (uma vez que o ponto nao denota uma multiplicacdo). Embora tenha sido
demonstrado que a lei dos expoentes nao é valida para toda funcao y, quando n e m sao
arbitrarios, esta foi de grande utilidade no desenvolvimento da teoria do calculo fracionario
83].

Em 1812, Laplace definiu a derivada fraciondria em termos de uma integral, e em
1819 a primeira mencao, em um texto cientifico, as derivadas de ordem fracionaria foi feita
por Lacroix. Em um livro de mais de 700 paginas, Lacroix dedicou menos de duas destas
a um problema que visava obter a derivada de ordem fracionéaria de um polinémio y = x™.
Para tanto, partiu do seguinte fato: No caso em que n é um numero natural temos, para

m > n, que

d"” m! e

dan” (m —mn)! ’ (1.1)
sendo assim, fazendo uso da fun¢ao gama [15] poder-se-ia concluir que quando n nao é um
nimero natural temos

" I'(m+1)

dan? F'im—-n+1)
Um caso particular da equagao acima pode ser obtido tomando-se m = 1 e n = 1/2, de
onde segue o resultado

™ (1.2)

d1/2 ) \/E

LY = e (1.3)
E interessante notar que apesar de ser em certa instancia ingénua, a deducao feita por
Lacroix coincide, neste caso, com a obtida pelo método mais aceito nos tempos atuais,
ou seja, o método proposto por Riemann-Liouville, entretanto esta, ao contrario daquela,
possibilita varias aplicacoes interessantes como vamos ver adiante.

Fourier, 1822, também nao se absteve do estudo das derivadas de ordem fra-
cionéria. Seu estudo estd baseado na seguinte representacao integrall:

f@) =5 [ " fa)do / " coslp(a — a)] dp. (1.4)

IEsta representagao integral é conhecida hoje como representacao integral de Fourier [33].
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Seja k € IN. Temos, entao,

—senz se n=(1+4k)
cos( _i_@) ) —cosz se n=(2+4k)
Tty T senz  se n=(3+4k)
cosx se n =4k,
de onde podemos escrever
dn
Ton cos[p(z — a)] = p" cos [p(x —a) + %] .

A partir da equacao anterior, Fourier concluiu que para u arbitrario obtemos

du
dav

f(x) = % /_0; f(a)da /_Zp“ cos [p(ac — )+ ug] dp. (1.5)

1.3 Contribuicoes de Abel e Liouville

Apesar de varios outros notaveis matematicos terem se dedicado ao calculo fracionario
Abel foi o primeiro a encontrar, em 1823, uma aplicacao para esta teoria. Utilizando o
calculo fracionario Abel resolveu o problema da tautdcrona, isto é, determinar a curva tal
que o tempo de descida de um corpo abandonado sobre ela e sujeito a acao da gravidade
seja o mesmo independentemente do ponto onde este seja abandonado®. A formulacao de
Abel nos leva a seguinte equagao integral

T = /Ox(x — )7 Y2f (1) dt, (1.6)

na qual 7 é o tempo de descida. A integral da equacao acima, como vamos ver adiante,
exceto por um fator multiplicativo 1/T°(1/2) é um caso particular da defini¢do de integragao
fraciondria de ordem 1/2. Tendo essas informagoes em mente e aceitando que, neste caso,
a lei dos expoentes de Lagrange é valida, podemos escrever, aplicando a derivada de ordem
1/2 em ambos os lados da equagao, que

4/
iz’ = VT f(z). (1.7)

20 problema da tautécrona relativista foi discutido por Kamath [62].



Entao determinamos a expressao para f(x) a partir do célculo da derivada de ordem 1/2
de 7 em relacao a variavel z.

Uma importante constatacao a ser feita é que a derivada fracionaria de uma
constante nem sempre ¢ igual a zero. Este é um dos pontos polémicos da teoria, que sera
mais bem discutido adiante e que traz consigo uma das questoes em aberto na teoria: Qual
é a interpretacao geométrica da derivada fraciondria? Esta é uma pergunta extremamente
pertinente uma vez que a interpretacao classica de que a derivada é a taxa de variacao nao
se aplica neste contexto, como ficou claro na aplicacao proposta por Abel.

As contribuigoes de Abel e Fourier chamaram a atencao de Liouville que foi o
autor do primeiro grande estudo do célculo fracionario. Seu ponto de partida, em 1832,
foi a seguinte relacao
Dmeazv — ameaw
A partir desta ele concluiu que
Dueaa: — aueaa:

[e.e]
na qual u é arbitrario. De maneira natural, se f(z) = E e, podemos escrever
n=0

[e.o]

D f(x) = ch aye?’, (1.8)

n=0

A equagao acima é conhecida como primeira férmula de Liouville para a derivada fra-
cionaria. Esta expressao generaliza de maneira natural a nogao de derivada, uma vez que
v pode ser natural, fracionério, real ou complexo. Contudo, esta definicao esta condi-
cionada a uma classe bastante restrita de fungoes, esta restricao é a motivagao para o
desenvolvimento da segunda definicao, dada a seguir.

Sejam a > 0 e x > 0. Consideremos a seguinte integral

o
I:/ u e " duy.
0

Introduzindo a mudancga de varidvel zu = ¢ e tendo a defini¢do da fun¢do gama [15] em

mente podemos escrever
(e.]
I = xa/ t* e tde
0

= 1z T(a).

Isolando ™% na equacao acima e aplicando o operador D” em ambos os lados da equacao

obtemos W e
DYy ¢ = Q / uaJruflefxudu’
I'(a) Jo
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ou seja,

DYz ¢ = (_1)VF(& + V) x—(a—l—y).
I'(a)
Apesar de elegante, esta segunda definicao de Liouville também estd restrita a uma nao
muito ampla classe de fungoes, isto é, as funges do tipo = (com a > 0).

(1.9)

1.4 Uma Grande Controvérsia

Como mencionamos anteriormente, a derivada de ordem fracionaria de uma constante,
calculada pelo método de Lacroix, pode nao ser nula. Uma vez que o calculo fracionario
deve generalizar o célculo de ordem inteira®, é necessario que esta questao seja muito bem
trabalhada de forma que a teoria do cédlculo fracionario nao seja inconsistente.

William Center [23] foi um dos pesquisadores que dedicou algum tempo a esta
questao. Utilizando 2° para denotar a unidade e o método de Lacroix para calcular de-
rivadas, Center concluiu, a partir da equacao (1.2), que a derivada de ordem 1/2 de uma
constante é dada por

vz, 1 12 1
= R 1.10
dai2” F(l/Z)x N (1.10)

Entretanto, utilizando a segunda definicao de Liouville para a derivada fracionaria,

(=)D (a + 1/2){(%1/2)

I'(a) ’
Center tomou o limite a — 0" e concluiu, a partir do resultado lim I'(a) = oo, que
~DY2I'(a+1/2
D220 = lim DY?2~% = lim (=1) (at+1/ );E*(QH/Z) =0. (1.11)
a—0 a—0 F(CL)

Sem concluir qual das duas possibilidades era a correta, Center sensatamente afirmou
que: O dilema imposto por estas duas equacoes fica reduzido ao entendimento exato do
qué significa d"z°/dx". Quando esta questao for respondida teremos automaticamente a
solucao do suposto dilema.

1.5 Contribuicoes de Riemann

Uma descoberta péstuma mostrou que nos tempos de graduacao Riemann tam-
bém se preocupou com o célculo fracionario. Esta descoberta foi publicada em 1892, e

3No sentido de que a derivada de uma funcdo mede a taxa de variacao da mesma e, portanto, a derivada
de uma constante é nula.
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nesta Riemann sugeria uma generalizacao para a série de Taylor e para as derivadas, a
4
saber®:

3 f(x) = ﬁ /x(x — )L ()t + (). (1.12)

Para minimizar a ambiguidade advinda do limite inferior da integral acima, ¢, Ri-
emann introduziu a fungdo complementar ¥(z). A introdugao desta fungao complementar
em detrimento de uma mais bem elaborada definicao de ¢, acabou por tornar ineficiente
e demasiadamente complexa a definicao dada por Riemann. Nos dias atuais a assim cha-
mada definicao de Riemann-Liouville para a integracao fracionaria é exatamente a dada
pela equagdo (1.12), porém sem a fun¢ao complementar e com J” substituido por .JV, com
c e x denotando os limites de integragao inferior e superior, respectivamente.

1.5.1 Origem da Definicao de Riemann-Liouville

O primeiro trabalho intimamente ligado a assim chamada definicao de Riemann-Liouville
data de 1869 e foi publicado por Sonin [108]. O ponto de partida de seu trabalho foi a bem
conhecida formula integral de Cauchy envolvendo a derivada de ordem n, ou seja,

ey M f(€)
D" f(2) /C(g_z)nﬂdg. (1.13)

271
Obviamente, tomar a derivada fracionaria de f(z) nao consiste simplesmente em mudar,
na equagao acima, n € IN por v ¢ IN e n! por I'(v + 1), pois ao tomar n ¢ IN na equacao
acima o integrando deixa de possuir um polo e passa a possuir um ponto de ramificagao

em z = £, e consequentemente o contorno C' deve ser mudado para algum contorno do tipo
Bromwich modificado [33].

As modificacoes acima foram feitas em detalhes por Laurent em 1878 em um
trabalho que trata de operadores generalizados [68]. O referido trabalho foi o ponto de
partida para o desenvolvimento moderno do calculo fracionario. Laurent também se baseou
na férmula integral de Cauchy para formular sua defini¢ao, entretanto utilizou um contorno
aberto, tal método conduziu a seguinte definicao para a integral de ordem arbitraria v

IV () = ﬁ / Sw— U 0dL Re(w) > 0. (1.14)

Note que a definicao dada por Laurent coincide com a proposta por Abel, equacao
(1.6), no caso em que v = 1/2; e com a proposta por Riemann, equagao (1.12), no caso em

4Embora alguns autores utilizem a notacdo D~" para a integral fraciondria de ordem v, neste trabalho
deixamos o simbolo D apenas para a derivada. Para denotar a integral de ordem v utilizamos a notagao
moderna, introduzida por Gorenflo ¢ Mainardi [49], J”.
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que x > ¢, extraindo-se a funcao complementar. A versao mais usada da equacao acima é
aquela em que ¢ = 0,
1 xX
oI () = —— / (x— )1 f(0)dt,  Re(w) > 0. (1.15)
I'(v) Jo

Esta forma é conhecida como integral fracionédria de Riemann-Liouville. A seguir discuti-
mos condi¢oes para que a integral da equacdo (1.14) seja convergente para os valores de
¢ = 0, ou seja, as chamadas funcoes da classe de Riemann e ¢ = —o0, isto €, as chamadas
funcoes da classe de Liouville.

eFuncoes da Classe de Riemann

Uma condicao suficiente para que uma funcao f seja da classe de Riemann é que

f (%) =0(z'"%), e>0. (1.16)

Exemplos de fungoes desta classe sao, constantes e funcgoes do tipo

x“, a>—1. (1.17)
eFuncoes da Classe de Liouville
Por outro lado quando ¢ = —oc0 a equacao (1.14) toma a forma
1 T
) = s / @=L Relw) >0 (1.18)

Uma condigao suficiente para que a integral na equagao (1.18) seja convergente, ou seja,
que f seja da classe de Liouville é que

f(—=z) =O0(xz7"7°), e >0, T — 00. (1.19)

As fungoes do tipo
x Y, a>v>0, (1.20)

sao exemplos de funcoes da classe de Liouville. Entretanto, se —1 < a < 0, entao depen-
dendo dos valores de v as duas classes podem se sobrepor.

No caso em que f(t) = e, com Re(a) > 0, pela equagao (1.18), podemos escrever
—oodie™ =a""e™,

Se considerarmos que a lei dos expoentes, D[J” f(z)] = D'” f(z) é valida neste caso, sendo
0<v<1,temos que p =1—r >0 a equacao acima pode ser escrita como

oo DEe™ = ate”, Re(a) > 0.
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Concluimos, desta forma, que a primeira férmula de Liouville, equacao (1.8), é condizente
com o procedimento aqui utilizado.

Por outro lado, se f(z) = 2~% a > v > 0 temos, pelas equagoes (1.18) e (1.20)

I'a—v)

_ JI/ —a _ _1 —v —a+v
oo Ctx ( ) F(a) )
para x < 0, além disso, se 0 <v < l,entaou=1—v >0¢e

['(a+ )
I['(a)

oo DErT = (=1 Tk
Este é o mesmo resultado obtido por Liouville em sua segunda defini¢ao, equagao (1.9),

porém nesta equagao tinha-se como hipétese que = > 0 e aqui temos que x < 0. De fato,
se x > 0 o resultado ¢é valido apenas para 0 < v < a < 1.

Sendo f(z) = z* e v > 0, temos a partir da integral fracionaria de Riemann-
Liouville, equagao (1.15), que

['(a+1)
Jat = ——— gt > —1 1.21
0 Tatv+y = ° ’ (1.21)
mais uma vez admitindo que a lei dos expoentes ¢é valida e tomando 0 < v < 1,
['(a+1)
Diz* = ——————a*" > —1. 1.22
07a Ia—v—+ 1):10 ’ “ (122)

Evidentemente para f(x) = z e v = 1/2 na equacao acima obtemos o mesmo resultado
obtido por Lacroix. Além disso, podemos agora tentar elucidar a questao proposta por
Center para a derivada de ordem fraciondria de uma constante. Considerando f(z) =1 e
v =1/2, a equagao (1.22) nos mostra que

OD}C/on _ I'(1) -1/2 _ 1

T(—1/2+1) Nexd

Por outro lado, Center se equivocou ao utilizar a definicao de Liouville para
mostrar que a derivada de ordem meio de uma constante é nula, uma vez que uma constante
nao é uma funcao da classe de Liouville e sim da classe de Riemann.

Outra definicao de integral fracionédria que vem se tornando mais comum ¢ a dada
por Weyl, isto é,
1 o0
W) = s / (t— 2 f(H)dt,  Re(r) > 0. (1.23)
4 T

A definigdo acima pode ser obtida a partir da equacao (1.18) através da mudanga da
variavel t = —7 [83].
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1.6 Heaviside e os Operadores Generalizados

Oliver Heaviside publicou, em 1892, uma grande quantidade de artigos dedicados a resolu-
¢ao de equacoes diferenciais lineares através da metodologia dos operadores generalizados
[57]. Tal método, posteriormente conhecido como Cadlculo Operacional de Heaviside, é
bastante aplicavel em problemas de engenharia, como por exemplo na teoria de transmissao
de corrente elétrica em cabos.

Como ja mencionamos, o cdlculo operacional de Heaviside tem como objeto ope-
radores lineares. Denotando o operador diferenciacao por p e tratando este como se fosse
uma constante, a equacao do calor,

92
_ 2
@u(x,t) =a“—u(x,t)

com a? uma constante positiva, toma a seguinte forma

%u = a pu,

cuja solucao geral é dada por
u(z,t) = Aerar'? | Be’”pw,

na qual A e B sao constantes. Esta é exatamente a solucao que teriamos se p fosse
constante. Como p nao é constante, Heaviside expandiu a exponencial em poténcias de
pl/? = dY?/dz'/2 = DY? ¢ a validade do resultado obtido foi posteriormente comprovada
utilizando-se a definicao de Riemann-Liouville. Na teoria dos circuitos elétricos Heaviside
utilizou frequentemente o operador p/? e sua interpretacdo para DY 2(1) coincide com a
apresentada na secao anterior, ou seja, d'/?/dz'/22% = (y/zz)~'. Uma vez que constantes
sao fungoes da classe de Riemann e nao da classe de Liouville, operadores de Heaviside
devem ser interpretados no contexto dos operadores de Riemann, (D.

Heaviside nao era um pesquisador muito rigoroso, por esta razao, embora seus
resultados fossem corretos, somente foram bem aceitos depois de alguns anos quando
Bromwich os formalizou de modo consistente [83].

1.7 Contribuicoes do Século Passado

Entre os anos de 1900 e 1970 poucas contribuicoes foram feitas a teoria do calculo fra-
cionario. Porém em 1974, por iniciativa da University of New Haven, foi realizado o pri-
meiro congresso internacional sobre calculo fracionario. Neste congresso uma gama muito
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grande de assuntos foi tratada, incluindo o calculo fracionario propriamente dito, operado-
res generalizados, inequacgoes obtidas através do calculo fracionario e aplicacoes do calculo
fraciondrio em modelos estatisticos [32].

Os resultados deste congresso foram notaveis. Poucos anos apds sua realizacao o
numero de pesquisadores voltados para o calculo fraciondrio aumentou significativamente e
em 1984 o segundo congresso internacional foi promovido pela University of Stratchclyde,
na Escocia [81].

Nos anos 80 o Japao foi responsavel por grandes avancos tedricos, em especial,
no estudo de equagoes diferenciais de ordem nao-inteira e suas aplicagoes. Muitos destes
resultados foram apresentados no terceiro congresso internacional, sediado na universidade
Nihon de Tokyo, no Japao [§].

Embora o calculo fracionario tenha sofrido uma consideravel evolugao neste periodo
algumas questoes desta teoria permanecem em aberto, entre elas uma de fundamental im-
portancia: E possivel encontrar uma interpretacao geométrica para a derivada de ordem
nao-inteira?

1.8 Abordagem Classica

Nesta secao apresentamos a forma mais utilizada das integrais fracionarias de Riemann,
Liouville e Riemann-Liouville e algumas propriedades elementares de tais integrais®. Como
ficou claro pelo que expusemos até aqui existe mais de uma definicao de integracao fra-
ciondria, por conveniéncia consideramos: a versao de Riemann como sendo

IV (@) = ﬁ / et AL o> (1.24)
a versio de Liouville Lo
@) = s /_ CRUaICL (1.25)
bem como a versao de Riemann-Liouville
oI f(z) = ﬁ /0 “(o— ()t (1.26)

A maioria de nossos estudos serd baseada nesta ultima versdo. Além dessas trés versoes
utilizamos também a versao de Weyl, isto ¢,

W2 f() = % / (- .

5Como neste ponto estamos apenas apresentando um apanhado histérico, ndo introduzimos aqui a
versao que para nés sera a mais importante, i.e., a definigdo da derivada fracionaria devida a Caputo, que
sera apresentada em detalhes no Capitulo 4.

6A defini¢do aqui apresentada é a mesma da equagio (1.23).
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Uma observacao trivial que conecta as defini¢oes desta secao aos estudos propostos
por Heaviside, ou seja, operadores lineares, é que todas as definigoes de (1.24) a (1.26) sao
exemplos de operadores lineares, isto é, sendo D a representagao de qualquer um deles,
a, 8 constantes e f, g funcoes, temos

Diaf(z) + Bg(x)] = aD f(x) + Dg (). (1.27)

Um de nossos objetivos para os proximos capitulos é convencer o leitor que as
defini¢oes apresentadas nesta secao sao de fato bastante aceitaveis e completas.
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CAPITULO 2

Justificativas

Neste capitulo temos como objetivo justificar a aceitacao das defini¢oes apresentadas na
ultima secao do capitulo anterior. Para tanto, utilizamos dois diferentes procedimentos
baseados, respectivamente, no calculo elementar e nas variaveis complexas. Iniciamos este
capitulo definindo a notagao para a derivada e para a integral de ordens fraciondrias.

2.1 Calculo Elementar

Para recuperar e justificar o resultado da equagao (1.24) consideremos a seguinte integral

I:/ da:l/ dxg/ dx3~-~/ ) dt,

na qual f é uma fungao real e continua no intervalo [c,b] e b > z e n € IN. Mostramos
a seguir que a integral da equagao acima coincide com a definigao de .J” f(z), dada pela
equagao (1.24), no caso em que v = n € IN. Reescrevendo o lado direito da equacao acima
temos

I— / Kol ) f(1)dt, (2.1)

na qual o nucleo K, (z,t) é uma fungao de n, x e t. Mostramos que esta fungao faz sentido
mesmo quando n & IN e definimos .J” f(z), para todo v tal que Re(v) > 0, por

Afe) = [ Ko trwdr (2:2)
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Para provar o que foi dito acima consideramos uma funcao G(z,t) continua em [c, b] X [c, ],
com b > x. Sabemos, pelo teorema de Goursat, que

/ d.fEl/ .Tl, dt / dt/ [Bl, dl’l

Em particular para G(z,t) = f(t) podemos escrever

/dxl/ F(6)dt = /dt/ F)day = /(x—t)f(t)dt.

De maneira analoga, para n = 3 podemos escrever

() :/jdxl [/jl(xl—t)f(t)dt] _ fo(t)dt/tx(xl ~ f)day :/fo(t)Mdt

Repetindo este procedimento n vezes concluimos que

K, (0.1) = (x —t)" ! B (x —t)" !

=1~ T (23)

Entao segue-se que a funcao K, (z,t) estd bem definida para n > 0, ou seja, que é plausivel
a defini¢ao de .J¥ f(z) dada pela equacao (1.24) , isto é,

= /x K, (x,t)f(t)dt = p(l,,) /I(x — )" f(¢)dt. (2.4)

2.2 Variaveis Complexas

Sejam f(z) uma fungado complexa, analitica em uma regiao aberta do plano complexo A,
A uma regiao aberta em A e C' a curva que descreve a fronteira de A. Nestas condigoes,
como j& mencionamos anteriormente [33], a férmula integral the Cauchy nos possibilita
calcular a derivada de f(z), ou seja,

v [
D16 = 57 [ e e

Como haviamos mencionado, no capitulo anterior, tomar a derivada de ordem fracionaria
nao consiste simplesmente em mudar, na equacao acima, n € IN por v ¢ IN e n! por
['(v 4+ 1), pois ao tomar v € IN na equagao acima o integrando deixa de possuir um pélo e
passa a possuir um ponto de ramificagdo em z = £. Por esta razao, vamos definir D% f(x)
da seguinte maneira!

I'(v+1)
271

I'(v+1)
271

(x+)
DY (x) = /H (€ — o) f(E)de = / (€ —2) U )de, (25)

'Por simplicidade tomamos z = = € IR. O caso em que z € IR pode ser recuperado através de uma
simples translagao.
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na qual Ha denota um contorno do tipo Hankel [34] orientado no sentido anti-horario,
como nos mostra a Figura 2.1, enquanto que a segunda igualdade é devida ao teorema de
Cauchy [33].

Im(z) 4

—

A

\'4

Re(2)

Figura 2.1: Contorno de Hankel.

Sendo f(z) uma funcao analitica, o integrando da equagao (2.5) possui singula-
ridades apenas ao longo do ramo de logaritmo, (em negrito na Figura 2.1) desta forma
podemos, pelo teorema de Cauchy, deformar o contorno de Hankel como nos mostra a Fi-
gura 2.2. O contorno, conhecido como contorno de Bromwich modificado, torna os célculos
mais simples pois podemos dividi-lo em trés partes: dois segmentos de reta, [c, z — 7], de-
notados por Ly e, Lo, e uma circunferéncia, v, de raio r e centrada em =x.

Im(z) A

Y
r
< 0
C S ® R’()

Figura 2.2: Contorno de Bromwich modificado.

Note que a constante c é escolhida de forma, em principio arbitraria, respeitando
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apenas a condicao x > c.

v—1

Supondo que £ — z é um ndimero positivo, definimos In(§ — x)~ como sendo

um nimero real. Podemos escrever para £ em 7y a expressao?

(f _ x)fufl _ e(fufl) [1n\§fx|+i9]‘

Uma vez que o contorno esta orientado no sentido anti-horério, # = m em L; e

(é-_x)fufl _ e(fufl) (In|{—z|+im] _ e(fufl) [In(z—&)+in]

em Lo, 0 = —7, consequentemente

(5 . I_)—l/—l _ e(—l/—l) In(z—¢&)—in]

Levando em conta estas considera¢oes podemos calcular, para Re(r) < 0, a integral da
equagao (2.5) da seguinte maneira

/C($+)(§ —x)VTH()de = /L2 + /q, + rLl

_ ei(u+1)7r / (.I . t)fuflf(t)dt

T / (€ — 2) VU f(E)dE + o / ( — £y (),

vy T—r

na qual t=Re(§). Temos que a integral sobre a curva 7 é nula, quando tomamos o limite
r — 0, de fato

/(f . l’)_y_lf(f)df _ /_ﬂ r_”_le_i(l’ﬂ)ef(x + Tew)(irewdQ),

de onde podemos escrever

™

Je- x)“f(f)ds] < R [5Gt e an,
i

—T

ou seja,

lim [ (€~ )" f(€)de = 0.

0
r— ~y

Sendo assim, podemos escrever, tomando o limite » — 0, que

(z+) A . x
/ (6 — ) F(E)dE = [T _ i / (— ) f (1),

?Dados um niimero complexo z, seu argumento @ e um parametro ¢, podemos escrever: z = |z|e??, de
onde zt = et Inz — ot — ot (ln|z|+1,0).
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ou ainda,

I'(v+1

(a+)
DUf(r) = ) [ e

2mi
IF'(v+1)sen(v+ 1)

- /$(x — 1)V f(t)de.

™

No Apéndice mostramos em detalhes que

F(v+1)sen(v+1)m _ 1 ‘ (2.6)
T ['(—v)
Tendo em vista as duas tultimas equagoes, chegamos ao resultado desejado, isto é,
1 x
D) = @) = 5y [ @070 Rew) <0 @)

No caso em que ¢ > 0 temos a versao de Riemann para a integral de ordem
fraciondria, para ¢ = 0 temos a versao de Riemann-Liouville e para ¢ = —o0o, temos a
versao de Liouville. Uma discussao mais profunda sobre qual é o valor mais preciso para a
constante ¢ é apresentada no Capitulo 5.
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CAPITULO 3

Integracao Fracionaria

Nos capitulos anteriores, além de mostrar os aspectos histéricos referentes ao célculo fra-
ciondrio, apresentamos uma série de justificativas para torna-lo o mais légico e intuitivo
possivel. Nos capitulos que se seguem, iniciamos o desenvolvimento de nossa teoria ma-
tematica. Comecamos com uma formalizagao da integral fracionaria de Riemann-Liouville,
definindo cuidadosamente a classe de fungoes na qual este operador pode ser aplicado. Al-
guns exemplos de integrais fracionérias sao apresentados e discutidos. Como vamos ver
adiante, esta analise requer o conhecimento de algumas fungoes especiais como, por exem-
plo, as fungoes de Mittag-Leffler! [34] F, 5(z) e as fungoes Cy(v, a) e Si(v, a).

Também apresentamos técnicas que possibilitam o calculo de integrais fracionérias
de fungoes mais complexas, dentre elas destacamos a generalizacao da férmula de Leibniz
para integrais fracionarias e uma relagao que estabelecemos entre integrais de ordem inteira
e ordem nao-inteira.

Na pentltima secao apresentamos a demonstracao formal de um dos pilares do de-
senvolvimento desta teoria, a assim chamada lei dos expoentes para integrais fracionarias,
isto é, mostramos que ¢J"(oJ*) = ¢J"™* para todos v e p positivos. Concluimos este
capitulo com um estudo da transformada de Laplace, em particular mostramos o teo-
rema da convolucao e utilizamos este para calcular a transformada de Laplace de algumas
integrais fracionarias. A transformada de Laplace, como vamos ver mais adiante, sera fre-
quentemente utilizada neste trabalho, em especial, quando estivermos estudando equagoes
diferenciais fraciondrias.

'Recomenda-se, fortemente, que o leitor que ndo tenha familiaridade com estas funcdes avance até o
Capitulo 6 para uma melhor compreensdo dos assuntos que se seguem.
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No préximo capitulo, um estudo similar ao desenvolvido neste é feito para a
derivada fracionaria para que assim possamos passar ao estudo das equagoes diferenciais
fracionarias e suas aplicagoes.

3.1 Definicao da Integral Fracionaria

Como haviamos mencionado, estamos interessados em investigar os diversos aspectos da
integral fraciondria de Riemann-Liouville. Nesta primeira secao apresentamos a definicao
formal, seguindo a notagao moderna introduzida por Gorenflo e Mainardi [49].

Sejam X um ntimero maior que zero, f uma fungao continua por partes em [0, X|
e v > 1. Neste caso temos, por resultados do calculo de ordem inteira, que a integral de
Riemann

/0 (= e f(e)de

existe para todo t € [0,X]. Sabemos, também pelo cdlculo elementar, que existem
condicoes mais gerais para que a integral acima convirja, como por exemplo, que f seja
continua em (0, X| e que tenha comportamento similar a t* para —1 < A\ < 0 em uma
vizinhanga da origem, e se 0 < Re(r) < 1, entdo a integral acima existe como integral
imprépria, contudo para os nossos estudos a condigao f continua por partes é suficiente.

Defini¢ao 1 Sejam Re(v) > 0, f uma fungao continua por partes em (0, 00) e integravel
em qualquer subintervalo de [0,00). Entao para ¢t > 0 denotamos por J” e definimos a
integral fracionaria de Riemann-Liouville de ordem v como sendo a seguinte integral

t
0 =30 = o [ 0= e (31)
I'(v) Jo
Embora utilizemos a notagao J” para designar a integral fracionaria de Riemann-Liouville,
em alguns casos em que possam ocorrer ambiguidades ou em que os limites de integracao
forem o foco de nosso estudo, como no Capitulo 5, vamos recorrer a notacao classica,
oD f(t), para a integral de ordem v de f().

Facamos agora algumas consideracoes acerca da definicio acima. Assim como
j& haviamos observado anteriormente, a equacao (3.1) é uma integral imprépria quando
0 < Re(r) < 1. A hipétese de que f é continua por partes em (0,00) é tomada com o
intuito de que fung¢oes que tenham comportamento similar a Int e t*, com —1 < < 0 em
uma vizinhanca da origem também tenham sua integral fracionaria definida. Definimos C
como sendo a classe das fungoes que satisfazem a Definicao 1.

Como um primeiro exemplo calculamos a integral de ordem nao-inteira, v, de um
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monomio x* com p > —1. Pela definicao temos que

o = ﬁ /Ox(x e lpedt — F(ly) /O [x (1 _ é)r_lt“dt. (3.2)

Sendo u = t/x podemos escrever

Vot = 1 11’” —u”’lxu“u:xwu 1u“ — )" tdu
JVx F(u)/o (1 ) (xu)Pd F(u)/o (1 ) id .
— ﬂB( + 1 I/): F(M + 1) v+
o) T Tt

na qual a terceira e quarta igualdades sao devidas a definicao da fungao beta e a equagao
(A.4), respectivamente. A primeira constatagao a ser feita acerca da equagdo anterior é
que esta recupera o resultado da integracao de ordem inteira. Além disso, note que o lado
direito da equagao (3.2) é essencialmente a fungao beta? e como p+Re(v) pode ser negativo,
concluimos, através deste exemplo o porqué de termos ¢t > 0 em nossa definicao da integral
fracionaria. Com o intuito de evitar complicacoes matematicas, nao relacionadas ao calculo
fracionario em si, tomamos a constante v como sendo real e deixamos explicito nos casos
em que isto nao se verificar?.

3.2 Exemplos de Integrais Fracionarias

Iniciamos esta secao discutindo alguns casos triviais de integrais de ordem fracionaria.
Mesmo para estes casos mais elementares é de fundamental importancia que o leitor tenha
conhecimento sobre as fungoes apresentadas no Capitulo 6.

Como consequéncia natural do exemplo que j& discutimos na equagcao (3.3), isto é,

a integral fraciondaria de x* com p > —1, temos que a integral fracionaria de uma constante

K é dada por
K
JK = ——t", v>0. 3.4
F(v+1) (34)
Como vamos ver a seguir, mesmo o cdlculo de integrais fraciondrias de funcoes simples
costuma passar por relevantes complicagoes, isto justifica a quantidade, em certa instancia

pequena, de exemplos apresentados.

Seja f(t) = ™, com a € R. Uma vez que a fungio e™ é de classe C, temos, pela
Definicao 1, que
1

L'(v)

Jueat _

/t(t — &) te™de, v >0.
0

2Veja Apeéndice, equacio (A.2).
3Uma discussio envolvendo operadores fraciondrios com v complexo pode ser encontrada em [73].
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Introduzindo a mudanca de variavel x =t — £ podemos escrever

eat

I'(v)

t
Jret = / 2’ ey, v>0.
0
Claramente o lado direito da equacao acima nao é uma funcao elementar, porém podemos
fazer uma associacao entre ela e a fungao gama incompleta® [15, 34], denotada por 7* e
definida da seguinte maneira

* _ 1 ! v—1
(v, t) = o) tv/05 e d¢. (3.5)

A partir das equacOes anteriores podemos escrever
JVe™ = tVe"~*(v, at).

Nao é de se espantar que a equacgao acima seja extremamente frequente no estudo de
equagoes diferenciais de ordem nao-inteira, uma vez que esta representa a integral fra-
ciondria da funcao exponencial. No Capitulo 6, mostramos que®

El,u—l—l(m) = ex'y*(,u,, I)

na qual E, g(x) é a assim chamada funcao de Mittag-Leffler de dois parametros. Desta
forma concluimos que

JVe™ = tYe"' ~*(v,at) = t" Ey 41 (at). (3.6)
Como ja haviamos mencionamos anteriormente, importantes propriedades das funcoes
gama incompleta e de Mittag-Leffler podem ser encontradas no Capitulo 6 e em [34].

A partir da definicao da integral fracionaria para as funcgoes seno e co-seno defi-
nimos, respectivamente, as fungoes S;(v, a) e Cy(v, a), da seguinte maneira

Si(v,a) = JVsenat = ﬁ /Ot ¢! sen[a(t — €)] d¢, v>0 (3.7)

1
I'(v) Jo
Tendo obtido uma expressao para a integral fracionaria das fungoes seno, co-seno e expo-

nencial, passemos ao estudo de um caso mais complicado. Seja f(t) definida da seguinte
maneira

Ci(v,a) = J” cosat = t§”_1 cosla(t — &)] d¢, v > 0. (3.8)

f)=(a—t)>  a>t>0.
Claramente f € C, logo podemos calcular sua integral fraciondria, ou seja,

1

Pla=tP= 5o [ -9 -9t

4Veja Capitulo 6.
*Ver equagao (6.13).
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Sendo x = , temos que

a —

g_t—ax o ﬁ_ t—a
Cl-x de (1 —z)?

Introduzindo a mudanca de variavel descrita acima, podemos escrever

Pa— 1) = /to [t(l — :f)_—xt + a:c} [a(l — i;)_—; + ax [Zl(ci;;g]d

x?
a

rearanjando os termos obtemos

Pla—t) = /t ﬁ[z(a C a0 — H)Ma — Bda,

ou ainda

a — v+ t/a
J(a—1t) = % /0 2" (1 — )M e

A integral da equagao acima ¢ justamente a definigao da fungao beta incompleta® [83], logo

a — t)l/—l—)\

J(a—t)* = ( o) Bija(v, =X —v). (3.9)

3.3 Técnicas de Integracao Fracionaria

De maneira geral, explicitar a integral de ordem fracionaria de uma fungao f(£) nada mais
é do que tentar efetuar a integral

/0 (t— & ) de,  v>o.

Realizar estes calculos é, na maioria dos casos, uma tarefa um tanto ardua, dada a natureza
do niicleo (t — &)”~!. Contudo, este nicleo também nos permite desenvolver técnicas que
permitam o calculo imediato de integrais fraciondrias para uma ampla classe de funcgoes.
O objetivo desta secao é desenvolver tais técnicas.

Seja f € C. Mostremos que
Jf)] =tJf(t) —v I (). (3.10)
Temos, pela Definigao (3.1), que

[t £(1)] = ﬁ / (t — €)1 F(E))de.

6Veja Capitulo 6.
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Substituindo o termo entre colchetes, da equagao acima, por

[t — (= 1f () = 1(S),

podemos escrever

O N e R NG

t ! v—1
- 15 | -9 e
- oo | oo

de onde segue o resultado desejado, isto é,

JefO)] =37 f(t) —v I ().

Como consequéncias da equagao (3.10) temos que

Jte™ = tE(v,a)—vE(v+1,a), v>0
JV[t cosat] = tCy(v,a) —vCi(v+1,a), v>0 (3.11)
J[t senat] = tSi(v,a) —vSi(v+1,a), v>0.

Passemos a generalizacao da equagao (3.10). Seja p um ntmero nao-inteiro, temos que

P f (1) = ﬁ / (t— € er F(€))de.

Facamos uma mudanca similar a que haviamos feito anteriormente, isto é,

& = lt= (e - = (-1 (] )otie - 9"

k=0

onde ( ) para p ¢ Z é dado pela equagao abaixo [83]

(_nz) B n!r%l__zzi n (—1)”% = (=1)" (Z " Z - 1). (3.12)

Combinando as duas equacgoes anteriores temos que

D il () KRV BT
= ﬁ > (-1 (i)r(u + R)PTRIR ().

Utilizando a equ¢ao (3.12) podemos escrever a generalizacao da equagao (3.10) da seguinte
maneira

p

IR F(t) Z( ) [DFEP)[ V4 £ (1)) (3.13)

=0
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3.4 Relacao entre Integrais de Ordem Inteira e de Or-
dem Nao-Inteira

Seja f uma funcao continua em [0, X]. A integral fraciondria de Riemann-Liouville de
ordem v é dada por

PRl = ﬁ/o(t—g)”‘lf(g)df, V>0, 0<t<X

L () — x)dx
_ W/o(‘”) F(t - x)da,

na qual a segunda igualdade é devida a uma mudanca de variavel. Além disso, se a fungao
f for analitica em a para todo a € [0, X|, temos que [83]

- D¥F(t)
£ |

(3.14)

flt =) = £+ 3 (-1 =

1

e a série da equagao acima converge uniformemente para todo = pertencente a (0,¢). Subs-
tituindo o resultado da equagdo anterior em (3.14) podemos escrever

1

IO = 7l /0 e

t o0 k
o [ lz<_1)kD 10 ] .

Uma vez que, por hipétese, a convergéncia é uniforme podemos comutar o somatério e a
integral, ou seja,

(3.15)

Jf(t) = F(ly)f(t) /Ot ¥ + F(ly) Z(—l)k% (/Ot x”+k_1dx) .

0o
k=1

Calculando as integrais resultantes obtemos a seguinte equagao

N IO T IONES
Jf(t)_yr(yﬁr(y);(_l) K (1/+k)’

a partir da qual podemos escrever

v 1 o~ (GO D)
Jf(t):F(V)Z "ot R i (3.16)

A equacao acima apresenta uma relagao entre as integrais de ordens nao-inteira e inteira,
que ¢ justamente o resultado que buscavamos.
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3.5 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace [33] é uma ferramenta fundamental para o desenvolvimento de
nossa teoria, em especial quando estudamos equagoes diferenciais de ordem fracionaria. Por
esta razao dedicamos esta secao & uma breve revisao acerca da transformada de Laplace”
e ao calculo da transformada de Laplace de algumas integrais fracionarias.

Definigao 2 Seja f(¢) uma fungao definida no intervalo 0 < ¢ < co. Definimos a transfor-
mada de Laplace de f(t), denotada por F'(s) ou por £[f(¢)], como sendo a integral

F(s) = £lro) = [ T e,

0

na qual s, chamado parametro da transformada, é tal que Re(s) > 0.

A convergéncia da integral acima, numa regiao do plano complexo, pode ser
garantida para uma classe bastante ampla de fungoes chamadas admissiveis.

Definigao 3 Uma funcao f : [0,00) — IR é chamada admissivel ou de ordem exponencial
se as condigoes abaixo sao satisfeitas:

a) A funcao f for continua por partes em [0, 00).

b) Existirem duas constantes positivas M e u tais que para todo t € [0,00) vale
a desigualdade
lf ()] < Met.

Neste caso também dizemos que f(t) é de ordem exponencial p. Além disso, sabemos que
a transformada de Laplace de uma funcao admissivel existe e estd bem definida®.

3.5.1 Linearidade

A linearidade da transformada de Laplace, bem como a linearidade das transformadas de
Fourier, Mellin e Hankel, advém do fato delas estarem definidas em termos de integrais,
que sao operadores lineares [33].

3.5.2 Convolucgao

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas funcgoes nao é o produto das
transformadas, porém introduzimos a seguir o conceito de produto de convolucao, que é um

"Para uma analise mais minunciosa recomendamos a leitura da referéncia [33].
8A demonstragao deste fato (teorema) também pode ser encontrada em [33].
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produto conveniente no sentido em que esta propriedade seja valida, isto é, a transformada
do produto de convolucao é o produto das transformadas. Vamos ver adiante que esta
propriedade é de fundamental importancia no calculo de transformadas de Laplace de
integrais fraciondrias.

Definigao 4 Sejam f(t) e g(t) duas fungdes de ordem exponencial « e 3 e com transforma-
das de Laplace F(s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0, c0). Definimos a convolugao
de f(t) e g(t), denotada por (f * g)(t) como sendo

(f * g)(t /ft—T dT—/f g(t—1)d

Calculemos a transformada de Laplace de um produto de convolucao, isto é,

sw*g)(m:/ —Stdt/f ot —)d

Introduzindo a mudanca de varidvel t — 7 = 7’ podemos escrever

S0l - [ dr / e+ f(r)g(r) dr

Definindo-se ¢(t) = 0 para t < 0, o limite superior em vez de ¢ pode ser tomado oo, logo

i+ ) (1)] = / e dr / " f)e T dr = F(s)G(s),

i.e., a transformada de Laplace do produto de convolucao é o produto das transformadas.

3.5.3 Transformada de Laplace Inversa

Tendo utilizado a transformada de Laplace, na resolucao de um problema envolvendo
uma equacao diferencial e condigoes iniciais, para que possamos recuperar a solucao da
equagao original, ou ainda, a solucao da equacao associada ao problema de partida devemos
introduzir o conceito de transformada de Laplace inversa o qual é dado pelo teorema que
se segue.

Definigao® 5 Seja F(s) = £[f(t)] a transformada de Laplace da funcao f(¢). Entao
£71F(s)] = f(t) é dada por:

9A defini¢do que apresentamos aqui é, na verdade, um teorema, cuja demonstragao é dada em [33].
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1 y+ioco .
— F(s)e™d t>0
F6) =4 2mi /Vioo (s)e*ds se
0 set <0,

onde a integracao deve ser efetuada ao longo de uma reta s = ~ no plano complexo,
com s = x + 1y, x,y € IR. O ntimero complexo 7 deve ser escolhido de tal forma que
todas as singularidades do integrando estejam a sua esquerda, isto é, Re(s) > . No caso
em que nenhuma das singularidades é ponto de ramificacao podemos utilizar o chamado
contorno de Bromwich enquanto que nos casos em que ha pontos de ramificagao utilizamos
o contorno de Bromwich modificado [33].

3.5.4 Calculo da Transformada

Nesta secao, vamos apresentar a transformada de Laplace de algumas funcoes e vamos
mostrar como, através destas transformadas e do teorema da convolucao, podemos calcular
uma série de integrais fracionarias.

Sabemos que as funcoes t#, com pu > —1, e®, t*"Le® com pu > 0, cosat e sen at
pertencem a classe C e sao de ordem exponencial. Além disso, célculos elementares!'®
mostram que

I'(p+1 [ T(p+1
g{t”} - (SMJrl ) = £ 1 |: (SM+1 ):| =t (317)
at 1 -1 1 at
E{e}zs_a = £ el Bl (3.18)
- X0 EEERAD -
Y2 1 _at — 1 = H Laat 1
L{th e} G = £ {(s T e (3.19)
__ 5 -1 5 —
L{cosat} = o = £ LQ " aQ} = cosat (3.20)
- * e PR :
L{senat} = o = £ L’Q n aQ] sen at (3.21)

Sendo f e g pertencentes a C e de ordem exponencial, F'(s) e G(s) suas respectivas trans-
formadas de Laplace, temos, pelo teorema da convolucao, que

Sl g)(0)] = £ { NG S)g(f)df} — F(5)G(s).
Além disso,

() = % / (t — € F(e)de,

O0Veja [33].
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ou seja, a definicao da integral fracionéaria pode ser interpretada como o produto de con-
volucao de duas fungoes. Tendo isto em mente podemos escrever

eIy = ﬁﬂ{t”‘l}ﬁ{f(t)} (3.22)
= sil’F(s), v > O,

para v = 0 a equagao acima nao estda determinada, contudo temos que

N U
Jimn, € {r(y)} ==t (3:23)

Utilizando os resultados das equagoes (3.17)-(3.22) podemos escrever, para v, u > 0, que

S N B BT
£{J%e) = Sy(sl_ 5 N a1 -SV(Sl_ a)} _ et
. NSt i T
£{J" cosat} = m = gt M] = J" cos at
£{J"senat} = m = gt :M] = J"senat.

Passemos agora ao cédlculo da transformada de Laplace de integrais fracionérias
de derivadas e de derivadas de integrais fracionarias. Como de costume, tomemos f e sua
derivada D f como sendo fungoes definidas em [0, 00), pertencente a classe C e de ordem
exponencial. Neste caso, podemos escrever, pela equagao (3.22), que

S(I'DIW)} = s vL{DI1)
— [sF(s)— f(O),  v>0,

(3.25)

na qual F(s) é a transformada de Laplace de f(t).

Sabemos que se f é uma fungao continua em [0,00), ¥ > 0, Df é continua e de
classe C entao!! sao vélidas as seguintes equacoes

f(0)

JHDf ()] = IV f(t) — T+ 1)

t” (3.26)

1A demonstragio deste fato pode ser encontrada no Capitulo 3 da referéncia [83].
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fO)
to (3.27)

Utilizando as trés ultimas equagoes podemos escrever

D f(6)) = JIDf()] +

D]} = S{DFD]}+ F(0)L {ltw }

= s7'[sF(s) = J(0)] + 57"/ (0) (3.28)
= s'7VF(s), v > 0.
No caso em que v = 0, recuperamos a expressao

LDf(B)} = sF(s) — f(0). (3.29)

Note que embora nao seja esse o resultado que obtemos ao substituir diretamente v = 0
na equagao (3.28), esta aparente descontinuidade vem do fato que

tu—l

lim =0.

v—0 I'(v)

Comparando a equagao acima com a equagao (3.23), fica claro que os operadores transfor-
mada de Laplace e limite sao nao comutativos!?.

Lembrando que J'e* = E,(v,a), J'cosat = Cy(v,a) e J'senat = Si(v,a), e
utilizando (3.24), concluimos os ultimos resultados desta segao, ou seja,

S{E,(v,a)} Tl—a) L g ﬁ} — E(v,a)
1 T 1 B
L{Cy(v,a)} = T ) = £ :m} = Cy(v,a) (3.30)
L£L{S;(v,a)} = ) = gt m} = Si(v,a).

Outras maneiras de calcular a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler e
consequentemente das fungoes Cy(v, a) e Si(v, a), podem ser encontradas em [34].

3.6 A Lei dos Expoentes para Integrais Fracionarias

No célculo de ordem inteira as propriendades dos operadores integral e derivada com res-
peito as leis de comutacao e soma de expoentes sao bem conhecidas. Sabemos que

Jm Jn — Jern, DmDn — Dern’

12De fato, esta ndo comutatividade vem do fato que, exceto nos casos em que temos convergéncia
uniforme, a comutatividade dos operadores limite e integral nao pode ser garantida.
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onde m,n = 0,1,2,3,.... A equacao acima é conhecida como Lei dos Fxpoentes, para
integrais e para derivadas, respectivamente.

Nesta secao utilizamos a transformada de Laplace e o produto de convolugao, bem como
relacoes entre as funcoes gama e beta!®, para demonstrar a lei dos expoentes para integrais
fraciondarias, que é um dos mais importantes resultados para o desenvolvimento de nossa
teoria. Como vamos ver no préximo capitulo esta propriedade nao se aplica, em geral, para
derivadas de ordem fracionaria.

TEOREMA 1: Sendo J o operador integral fracionaria, «, > 0 temos que
JoJp = Joto, (3.31)
ou seja, a chamada propriedade de semigrupo e consequentemente a propriedade comuta-
tiva [7], J* JP = JP J*, sdo satisfeitas.
DEMONSTRACAO: Inicialmente introduzimos a seguinte funcao auxiliar
tOl*l
P, () = ——,

na qual o subindice 4+ denota que a funcao é nula para t < 0. Uma vez que o > 0, a fungao
®,(t) é localmente absolutamente integravel em IR™, ou seja, ®,(t) € C.

a>0, (3.32)

Como ja haviamos mostrado na secao anterior a integral fracionaria pode ser
interpretada como sendo o produto de convolucao de duas funcoes, isto é,

JUf(t) = D,(t) * f(2), a>0. (3.33)
Mostremos a seguinte relagao
(I)a(t) * q)ﬂ(t) = q)a-l—ﬂ(t)‘ (334)
Através da definicao do produto de convolugao podemos escrever
t _—a—1 t — B—1
Do (t) * Dy(t) = / L Gk i
0

L(a) T(B)
o1

_ e tTa—l — T /-1 .
- rmww»é (L =r/tydr,

Introduzindo a mudanca de varidvel v = 7/t, utilizando o resultado da equacao (A.4) e a
definicao da funcao beta podemos escrever
A1

Bult) * 25l = T, (0 = 0 )

ta+ﬂ—1

= 1uo‘_1 —uw)ldu
Sl vre el MRl

ta+ﬂ—1

= 4F(Oé n ﬂ) = q)a-l—ﬁ(t)‘

13Ver Apéndice.
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Tendo demonstrado o resultado da equagao (3.34) e tendo em vista a equacao (3.33) con-
cluimos a demostracao da lei dos expoentes da seguinte maneira:

JOIPf() = Du(t) * JPf(t) = Du(t) * Ds(t) f(t)=
= Doyp(t) * f(t) = I f(t)

na qual f é tal que J7 f(t) faz sentido para todoy >0 =

3.7 Foérmula de Leibniz para Integrais Fracionarias

De grande importancia para o calculo convencional, a férmula de Leibniz nos da a expressao
para a derivada de ordem n do produto de duas funcdes'* f(t) e g(t), em termos de suas
derivadas de ordem menor que n e é dada por

Drlf @90 =3 () a(elo" o) (3.35)

Sabemos [83] que para uma fun¢ao f pertencente a classe C, para g(t) = t?, com p € IN e
sendo v > 0, podemos escrever!®

e = (7))ot (3.36)

O objetivo desta secao é mostrar que a equagao acima é valida para toda fungao g analitica
em a, para todo a € [0, X], ou seja, demonstrar o seguinte teorema:

TEOREMA 2: Seja f continua em [0, X| e g analitica em a, para todo a € [0, X|. Entao,
ser>0el0<t<X temos

r1roa] = Y- (7 )mtsol sl (337)

DEMONSTRAGAO: Sendo f continua em [0, X] e g analitica em a, para todo a € [0, X]
temos, por definicao, que

DI (1)g(t)] = % / (t — € [ (€)gl€)]de.

Em todos os casos considerados, salvo disposto em contririo, f e g tém todas derivadas de ordem
inteira e pertencem a classe C.
15No préximo capitulo estendemos a férmula acima para derivadas fraciondrias.
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além disso, como por hipétese g é analitica, temos

09 = S g = g+ - e

k=0 ’ k=1

Agora, utilizando os resultados das duas ultimas equacoes podemos escrever
1 t
PUDW] = g F(0) + ( ; / (-8 1(©)
X Z t — &)L

k=1

Uma vez que f é continua em [0, X] e v > 0 o produto (t — £)” f(&) é limitado em |0, ]
e uma vez que f € C a integral converge uniformemente, ou seja, podemos comutar o
somatoério e a integral de modo a escrever

oo

P00 = U Dt o)
k=0 i ' (3.38)
= () wranm s,

que é justamente o resultado que desejavamos =
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CApPiTULO 4

A Derivada Fracionaria

Sendo D = d/dx o operador diferencial e n um ntmero natural, o significado de D" f(z),
a derivada de ordem n da fungao f, é bastante conhecido. Nos capitulos anteriores,
atribuimos um sentido para J”, com Re(r) > 0, isto é, definimos a integral fracionédria
de ordem wv.

Neste capitulo, apresentamos as definigoes de Riemann-Liouville, Caputo, Weyl
e Griinwald-Letnikov para o operador fraciondrio*, D?, com Re() > 0, ou seja, apresen-
tamos possiveis definicoes para a derivada de ordem fracionaria.

A escolha mais precisa do operador fraciondrio dependera do problema que tiver-
mos abordando, por exemplo, mostramos que a definicao de Caputo é mais conveniente
quando estamos estudando equagdes diferenciais com condigoes iniciais [26] e que a de-
finigdo de Griinwald-Letnikov [51, 71, 72| é a mais conveniente quando trabalhamos com
problemas numéricos.

Neste trabalho um de nossos principais objetivos é resolver equagoes diferenciais,
por esta razao mostramos que para todas as definigoes anteriormente citadas a derivada
fracionaria de polinomios coincide, tendo em vista a ampla gama de problemas que podem
ser resolvidos pelo método de Frobenius [16].

Este capitulo esta disposto da seguinte maneira: Apresentamos as definicoes mais
conhecidas para a derivada fracionaria e discutimos as diferengas entre as duas mais ampla-
mente difundidas, a saber Caputo e Riemann-Liouville. Discutimos a nao validade da lei
dos expoentes para a derivada fracionaria e concluimos o capitulo apresentando a férmula
de Leibniz para derivadas de ordem fracionaria segundo Caputo e Riemann-Liouville.

'Embora denotado de mesma forma fica claro que aqui este operador tem um sentido generalizado.
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4.1 Definicao de Riemann-Liouville

A definicao da derivada de ordem fracionaria, segundo Riemann-Liouville, estda baseada
essencialmente no fato de a derivada ser a operacao inversa da integracao e na lei dos
expoentes, e estabelece que a derivada de ordem fraciondria é a derivada de ordem inteira
de uma determinada integral de ordem fracionaria da seguinte maneira:

Sendo € € com Re(3) > 0, n o menor inteiro maior que Re(f3) e v = n — 3, podemos

escrever
0 <Re(v) <1.

Definimos a derivada de ordem [ de f(x), para x > 0 por

oDy f(x) = D" [J” f(2)], (4.1)

na qual D" é a derivada de ordem n inteira e J” é a integral de Riemann-Liouville de ordem
v, conforme equagao (3.1).

Facamos inicialmente uma observacao trivial. Sendo n € IN e I o operador
identidade temos que
oD J" =1, J"oDL # 1, (4.2)
ou seja, (DI é o operador inverso de J" a esquerda e nao o ¢ a direita. De fato podemos
notar que

n—1 k
DR = (1) = 3 FP0) 1 60 (43)
k=0 ’

Desta forma, convém ressaltar que a derivada fracionaria de ordem [ € IR segundo
Riemann-Liouville, ODf , foi definida como sendo a inversa & esquerda de J?, ou seja,

DI =1,  B>o0. (4.4)

Para motivar a definicao apresentada vamos calcular a derivada de ordem ( da
fungao f(x) = a*, u > —1 e vamos recuperar o resultado da equagdo (1.2). Pela equacao
(4.1) temos que?

D? f(x) = D" [J” 2"].

Sabemos, pelo resultado da equagao (3.3), que

JI/ I‘H — F(M + 1) xVJFH
F'p+v+1)

logo, sendo Re(v) > 0, x > 0 podemos escrever, pela equagao (4.1), que

2Deste ponto em diante, quando estivermos utilizando a definicio de Riemann-Liouville, omitimos
subindices do operador fracionario D, contudo seu significado permanece claro. Nos casos em que possam
surgir ambiguidades, deixamos os subindices explicitos.
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I'(p+1)
M'p+rv+1)
I'(p+1)
F'p+v—n+1)

v+p

Dzt = D

v+pu—mn

Uma vez que v = n — 3 podemos reescrever a equacao acima de modo a recuperar o
resultado da equagao (1.2), isto é,

C(p+1) "
T(p—B+1)"

Convém ressaltar que, no recente trabalho [58] encontramos uma interpretagao fisica para
a derivada segundo Riemann-Liouville.

Dyt = (4.5)

4.2 Derivada Fracionaria Segundo Caputo

Vimos na secao anterior que, segundo Riemann-Liouvile, a derivada fracionaria é a derivada
de ordem inteira de uma integral fraciondria. Nesta secao apresentamos a definicao da
derivada fracionaria segundo Caputo que ¢é bastante similar a de Riemann-Liouville, porém
invertendo a ordem de integracao fracionaria com a ordem de derivacao.

Novamente, tomamos 5 € € tal que Re(3) > 0, n o menor inteiro maior que
Re(B) e v =n — 3, ou seja, 0 < Re(r) < 1. Nestas condigbes, a derivada de ordem [ de
f(2), segundo Caputo [49], denotada por D?, é definida da seguinte maneira

DY f(x) = J; [D" f(2)] (4.6)

na qual x > 0. Com excecao do indice %, os indices tém o mesmo significado que na
derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville e para § =n € IN definimos D? = D", ou

seja, .
1 AN
T(n—75) / (- nobsgsn

dn
@f(t) [ =n.

DIf(t) = (4.7)

Claramente, esta definicao é mais restritiva que a definicao de Riemann-Liouville
uma vez que requer a integrabilidade da derivada de ordem n da funcao. Sempre que
utilizarmos o operador D? serd considerado que esta hipétese é satisfeita.

De maneira analoga ao que fizemos para a derivada segundo Riemann-Liouville,
calculemos, segundo Caputo, a derivada de ordem 3 da fungao f(z) =2, u > —1e u #0.
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Sabemos que

r 1
D"zt = —(M +1) i "
C(g—n+1)
além disso temos, pela equagao (3.3), que
JVaphn — F(,u — N+ 1) n—n—v

F'p—n+rv+1)

A partir das equacoes acima podemos escrever

r 1
D’f ot = Jv [Dn x,u] S (:u + ) u—n
C(g—n+1)
— F(,LL + ]') I_V—l—,u,—n

Mpu+v—n+1)

Uma vez que v = n — 3 podemos reescrever a equacao acima de modo a recuperar o
resultado da equagao (4.5), ou seja,

Df oM = 4F(,u i 1) xufﬁ7
T(p—B+1)

que é exatamente o resultado desejado.

4.3 Caputo x Riemann-Liouville

Antes de introduzirmos a definicao da derivada fracionaria segundo Weyl apresentamos
uma discussao envolvendo as versoes de Caputo e de Riemann-Liouville. Inicialmente
notemos que sendo f(¢) uma fun¢do na qual a integral e a derivada fracionarias podem ser
aplicadas temos

DY f(t) = D™ [I"7 f(t)] # I 7 [D™ f(t)] = DI f(t) (4.8)

ou seja, de maneira geral, ao comutar a integral fracionaria com a derivada, alteramos o
resultado final.

Convém ressaltar que se f(t) e suas derivadas de ordem inteira menores que m se
anulam em ¢t = 07 a comutacao é possivel®. E por esta razao que a derivada fracionaria de
ordem € R da funcdo f(z) = 2", p > —1 e u # 0, coincide quando utilizamos a versao

3De fato, para que possamos comutar a integral com a derivada é suficiente que em ambos os casos a
integral convirja uniformemente [70].
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de Riemann-Liouville e a versao de Caputo, pois f(”)(0+) = (0 para todon < m — 1. De
fato, integrando por partes podemos escrever param —1 < 3 <met >0,

m—1 k-
D?f(t) = D2 F(1) + 3 p— /07 (49)
k=0

Utilizando o resultado da equagao (4.5), podemos reescrever a equagao acima da seguinte
maneira
m—1 tk
B — 2 k) +
DIf(t) = ( - a0 ) (4.10)
k=0

A equagao (4.10) mostra que a derivada fracionaria segundo Caputo incorpora
os valores iniciais da fungao e de suas derivadas de ordem inteira menores que ou iguais a
m — 1. Este fato é crucial para o desenvolvimento do célculo fracionario como vamos ver,
em detalhes, no Capitulo 5.

Embora para polindmios nao-constantes as defini¢oes segundo Riemann-Liouville

e Caputo para a derivada fracionaria coincidam, isto nao ocorre para constantes, uma

vez que na definicao de Caputo primeiro tomamos a derivada de ordem inteira e depois a

integral fracionaria. A derivada de ordem fracionaria segundo Caputo de uma constante é
nula, ou seja,

D1 =0, (4.11)

o que nao ocorre quando calculamos a derivada segundo Riemann-Liouville*. Partindo da
interpretacio fisica deste fato, alguns autores® julgam que a derivada segundo Caputo é
mais precisa que a derivada segundo Riemann-Liouville.

Observemos outras importantes diferencas entre a definicao de Caputo e a de-
finigdo de Riemann-Liouville. Pela equagao (4.5) temos que

Dt~ =0, B>0,  t>0, (4.12)
pois I'(z) — oo quando = — 0.

A partir das equagoes (4.8)-(4.12) podemos escrever para duas fun¢oes com deri-
vada de ordem 3 coincidentes, t >0em — 1 < 3 <m, que

DP f(t) =D g(t) <= f(t) +Z ;979 (4.13)

1Veja equacao (1.10).

®Na referéncia [26] os autores concluem que dizer que a derivada fraciondria de uma constante nao é nula
seria 0 mesmo que dizer que em um sistema em equilibrio a energia nao se dissipa, o qué consequentemente
tornaria a definicdo de Caputo mais precisa.
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DI f(t) =D g(t) <= f(t) =g(t) + Z et (4.14)

nas quais c¢; sao constantes arbitrarias.

Podemos utilizar o resultado da equacao (4.12) como exemplo de que D” nao é o
inverso a direita de J?, pois

Dt =0 mas DPJIPTL =401 B >0, t>0. (4.15)

Através das defini¢oes e formalmente tomando o limite § — (m — 1) podemos notar outra
importante diferenga

B—(m—1)=Df(t) = D™Jf(t) = D™'f(1)

(4.16)
B—(m—1)=D]f(t) = ID™ f(t) = D" f(t)— fo1(0").

4.3.1 Transformada de Laplace e Convolucao

Consideremos agora a transformada de Laplace nas duas formulacoes para a derivada
fracionaria. Para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville a transformada de Laplace

requer o conhecimento de condigbes iniciais dadas em termos da integral J”™¢ e de suas
derivadas de ordem k =1,2,--- ,m — 1 uma vez que [49]
m—1
L{DPf(t)} = sPF(s) — ) DF Jm=A) f(o+) sm=1=k, (4.17)
k=0
e de maneira analoga
m—1
gt {sﬂF(s) — ) " DF I f(0F) sm—l—’f} = DAf(1), (4.18)
k=0

nas quais F(s) = £{f(H)}em -1 < G <m.

J&4 a derivada fracionaria segundo Caputo parece ser mais apropriada quando
utilizamos a metodologia da transformada de Laplace para a resolugao de uma equacao
diferencial de ordem nao-inteira, por exemplo, uma vez que requer o conhecimento de
condicgoes iniciais dadas na fungao e em suas derivadas de ordem inteira, que sao fisicamente
interpretaveis. De fato, notemos que

JIDIf(t) = J7 I D" f(t) = I" DM f(t) = f(t) = ) fP0T) 5 (4.19)
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Além disso, temos, pela definicao do produto de convolucao, que

b -t t —7'"‘_ﬁ_1ﬂ T)dT = G * ”
DA =y [ (6= 7" o = s (3 0)).

naqual m—1< 3 <m.

Segundo a equacgao (3.22) temos que
I f0)} =s"F(s) <= s F(s)} =07 f(1),  B>0,

na qual F'(s) é a transformada de Laplace de f(¢). Aplicando a transformada de Laplace
na equacao (4.19) e utilizando a equagao anterior podemos escrever, para o primeiro termo,
que

{17 DI f(1)} = s 7L{D] f(1)}.

Por outro lado, aplicando a transformada no tltimo termo da equacao (4.19) temos®

S{IP D F(1)) = F(s) = 3 /O 0) s

3

i

Combinando os resultados das trés ultimas equagoes obtemos a expressao para a transfor-
mada de Laplace da derivada segundo Caputo, isto é,

DS (1)) = 57 F(s) — 3 f0(0) 5, (4.20)

3

i

e de maneira analoga para a transformada inversa

3

S F(s) = 3 F9(0) 851} = DY f(0). (4.21)

0

B
Il

Tendo em vista as consequéncias de se comutar a ordem de integracao com a de
derivagao e o fato de nao haver, até a presente data, uma definicao que se possa tomar como
sendo a mais adequada sempre, utilizamos cada uma das defini¢oes segundo a conveniéncia
dos problemas em questao.

4.4 Lei dos Expoentes para Derivadas Fracionarias

Vimos na Se¢ao 3.6 que a assim chamada lei dos expoentes se aplica para integrais de
ordem fracionaria. Em geral, ambos operadores D? e D? nao satisfazem esta propriedade.

6Note que £{t"/k!} = s7* 1 «—= ¢~ H{s7 1} =tk /Rl
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A nao aplicabilidade da lei dos expoentes para derivadas de ordem fracionaria pode ser
separada em dois casos,

(a) D* D7 f(t) = DD f(t) # D™ f(t)
4.22
(b) D* D7 g(t) # D Dg(t) = D**g(t). .

Utilizamos a equagdo (4.5), funcdo f(t) = t7'/2, a = B = 1/2 para verificar o caso (a).
Temos que

DY2f(t)=0, DY2DY2f(t)=0, mas  DYXVIf(t)#£0.

Para dar um exemplo relativo ao caso (b) novamente utilizamos a equacio (4.5), g(t) = t/2
ea=1/2, f=23/2. Sendo assim

D“Qg(w:@, D*?g(t)=0,  mas  DY?’D*?g(t) =0,

—13/2 _3/2
e DY) =D(t) = —

Uma analise detalhada da Lei dos Expoentes pode ser encontrada no livro de Miller e Ross
[83]. Para os nossos objetivos ¢ suficiente destacar um dos resultados mais importantes 14
apresentado.

D3/2D1/29(t) —

TEOREMA 3: Seja f(t) = t*n(t) ou f(t) = t* Intn(t), na qual A > —1 e n(t) = Zan t"
—0

com raio de convergéncia R, entao para 0 <t < R, as seguintes férmulas sao Véligas:
w>0 e 0<v<y — DY JH f(t) = I f(¢t),
w>0 e v> — DY J* f(t) = D" f(¢), (4.23)

0<pu<A+1 e v>0 = D” D* f(t) = D** f(¢).

A demonstragao deste teorema no caso em que f(¢) ndo tem o fator In ¢, segue
como consequéncia da definicao dos operadores J e D. A demonstracao completa do teorema
pode ser encontrada em [83].

4.5 Derivada Fracionaria Segundo Weyl

Vimos, nas secoes anteriores, que tanto a definicao segundo Riemann-Liouville quanto a
definicdo segundo Caputo para derivada fracionaria de ordem 3 da fungao f(z) = z*,
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u>—1e p7#0no caso em que ¢ =0 é dada por

C(p+1) B
C(p—p+1)

ou seja, nenhuma das duas definigdes é aplicdvel a f(x) = 1/z pois a fungao acima nao
esta definida para p = —1.

Definigao 4 Definimos a classe de funcoes S como sendo o conjunto de fungoes infinita-
mente diferenciaveis em todos os pontos, de tal maneira que suas derivadas de ordem n
sejam de ordem ¢~".

Com o intuito de escapar da controvérsia advinda da ordem de integracao e de-
rivagao, discutida na secao anterior, introduzimos a derivada de Weyl em conformidade
com Miller e Ross [83], isto é, definimos a derivada da integral de Weyl para uma fungao
f pertencente a classe S, pois neste caso as integrais

/ 2" f(x + t)da, e / x”_lg (x +t)dz,

sao uniformemente convergentes, de onde segue que

DIWf(t)] = D{ﬁ/ooox”_lf(x%—t)dx}

1 > v—1 T T
= @, wPre0a

na qual W f(¢) fo v=1f(x+t)dx é a definicao de Weyl para a derivada fraciondria.

E conveniente ressaltar que, por defini¢do, a funcdo f(z) = 1/, cuja derivada fraciondria
nao estava definida para as derivadas fracionarias segundo Riemann-Liouville e Caputo,
pertence a classe de fungoes S.

Uma conclusao natural do que foi discutido anteriormente é que

DW= f ()] = WD f(2)]. (4.24)

Contudo, por conveniéncia, utilizamos o operador E = —D para’ definir a deri-
vada fracionaria de ordem 3 segundo Weyl da seguinte maneira: Sendo n o menor inteiro
maior que 3 e

v=n-—p,

"Os detalhes desta conveniéncia podem ser vistos em [83]. Numa visdo mais simplista, podemos pensar
que esta mudancga do operador D para o operador E é feita de modo a tornar a derivada fracionéria de

2~ coerente com o resultado advindo do célculo diferencial usual.
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definimos a derivada de ordem 3 segundo Weyl, W?, por
WIf(t) =E"[W™f()],  Re(8)>0. (4.25)
Pelas razoes anteriormente mencionadas, finalizamos esta secao calculando expli-
citamente a derivada fracionaria segundo Weyl de f(z) = 1/x.

Calculos envolvendo a funcao gama, similares ao que fizemos para calcular a
derivada fracionéaria de polinomios segundo Riemann-Liouvile, nos permitem escrever

Ty —
WY = Mm”_“, 0 < Re(v) < Re(u), x> 0. (4.26)
IN(D)
Logo, para f(z) = 1/x podemos escrever
1 —-v)
v _—1 __ v—1
W™ = 7“1) ',
e consequentemente
Wit = B WYz
- E» F(]' — V) xufl
I'(1)

= (-D)""'T'(n+1—-v)z" !

= (=1)"I(B + 1)z~ Y,

onde a ultima igualdade é devida as definicoes de v e n. Note que quando § = 1, e

consequentemente n = 2, recuperamos a derivada, no sentido usual, de f(x) = 1/z, isto é,
—2

—x7 .

Além dos resultados referentes a funcao f(x) = 1/x, a derivada fracionaria se-
gundo Weyl pode ser utilizada para propor uma possivel interpretacao geométrica da funcao
g(x) = sen (ax), na qual a é uma constante. Note que esta interpretagao nao é vélida, em
geral. Sabemos do calculo elementar que

0
D%sen (ax) = sen (ax + >2< 7r)

1 x
D!sen (ax) = acos(ar) = asen (aac + 5 7r)
2xm

1 x
D2sen(ax):a2005(ax+ QW):(:LQsen (aa:—i— 5 )
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Mostra-se, trivialmente, por inducao que

D" sen (ax) = a" sen ((m + n77r> . (4.27)

Além disso, pensando a integracido como processo inverso da diferenciacio, ou seja, D™,
podemos dizer que a equagao (4.27) é valida para todo n € ZZ.

Também pela equacao (4.27) podemos interpretar a derivagao como uma rotacao
de m/2 no sentido anti-horério e a integra¢ao como uma rotacao no sentido horario, como
nos mostra a Figura 4.1.

g(x) A

-

[\
=R
=

\-\>1
A
3 ~
~— [(\)
)
2y
=
=

\
&'

Figura 4.1: Possivel interpretacao geométrica para D"g(z).

Tomando n = a € IR na equagao (4.27) obtemos a seguinte equagao

D%sen (ax) = a® sen <aw + %) , (4.28)
que pode ser considerada como uma rotagao, no sentido horario, de um angulo «, como
nos mostra a Figura 4.2.

O processo de generalizacao da equacdo (4.27) para a equagao (4.28) que apresentamos é
bastante ingénuo, porém o resultado da equagao (4.28) é o mesmo obtido quando utilizamos
a derivada de Weyl para calcular a derivada de ordem « de g(z).

Uma interessante e recente aplicacao que utiliza a derivada fracionaria de Weyl
pode ser encontrada em [11], na qual o autor estuda o problema das assim chamadas esferas
de fluidos com fronteira fracionaria.
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D%g(x)

Figura 4.2: Possivel interpretacao geométrica para D%g(x).

4.6 Derivada Fracionaria Segundo Griinwald-Letnikov

Embora haja outras definicoes® para o operador fraciondrio, finalizamos este capitulo apre-
sentando a defini¢ao de Griinwald-Letnikov [51], dada a grande aplicabilidade desta de-
finicao em problemas numéricos e por esta nao apresentar a dependéncia da constante c,
que é um dos pontos polémicos desta teoria, como vamos ver em detalhes no préximo
capitulo.

Além disso, em um belissimo par de trabalhos Lorenzo e Hartely [71, 72] uti-
lizam a definicao de Griinwald-Letnikov para propor, numericamente, uma interpretacao
geométrica para a derivada fraciondria. No trabalho [95] Podlubny propde uma inter-
pretacao fisica para a derivada segundo Griinwald-Letnikov. Apresentamos aqui uma mo-
tivacao para a derivada de Griinwald-Letnikov bem como uma interpretacao probabilistica
para a mesma no caso da derivada de ordem 1/2.

Mencionamos que utilizando a derivada fracionaria segundo Griinwald-Letnikov,
para calcular a derivada de um polinomio nao-constante encontramos o mesmo resultado
que obtivemos utilizando a definicao de Riemann-Liouville ou Caputo e que como nosso
interesse primordial é a resolucao de equacoes diferenciais, na forma analitica, quando
possivel, nao entramos em muitos detalhes desta definicao e recomendamos fortemente a
leitura das referéncias [51, 83, 94]. Como uma aplicacao recente desta formula¢ao mencio-
namos o artigo [92] no qual o autor utiliza a definigdo de Griinwald-Letnikov, para resolver
a equacao diferencial fraciondria de onda-difusao no caso em que ha simetria cilindrica.

Sejam f uma funcao definida em um intervalo qualquer e zy um ponto fixo no

8Estas definigdes podem ser encontradas na referéncia [83].
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interior deste intervalo. Sabemos, pela definicao de derivada que

le(xo) — lim f(.To) - f(xo — h)

h—0 h ’

D2f($o) = lim f(xo) = 2f(zo — h) + f(z0 — 2h)

h—0 h,2 ’

utilizando uma inducao e o triangulo de Pascal obtemos

>0 (1) o = i

D" f(w) = lim == m

Sendo 3 um nimero real, a definicio de Griinwald-Letnikov para D? aplicado na funcao f
e calculada em x4 é dada pela generalizagdo da férmula anterior, ou seja, [83]

>0 (2) taw =

D f (o) = lim == %

(4.29)

Fica claro, pela equacao acima, que ao calcular o valor da derivada fracionaria
em um dado ponto xy levamos em conta o valor da funcao em uma quantidade de pontos
maior que a da respectiva derivada de ordem inteira. Além disso, no particular caso em que
a variavel é temporal, ao considerarmos a derivada fracionaria da funcao estamos levando
em conta o comportamento da funcao em momentos anteriores ao que estamos medindo,
esta é a razao pela qual dizemos que a derivacao de ordem nao inteira conserva efeitos de
memoria e, consequentemente, oferece uma descricao mais fina de fenomenos.

No caso em que = 1/2 temos

D2 f(z9) = lim fxo) —1/2f (w0 — h})ZJ2 L/Af (w0 —2h) — -+

Como 1/2+1/4+1/8+--- =1 podemos pensar a derivada de ordem 1/2 como uma média
entre o valor presente da funcao e seus valores passados.

E importante ressaltar que a série apresentada na equagao (4.29) é justamente o
aparente paradoxo ao qual Leibniz se referiu em sua carta a I'Hopital®.

9Ver Secao 1.2.
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4.7 Derivada Fracionaria Segundo Riesz

Nesta se¢ao apresentamos a integral fracionaria de Riesz, também conhecida como potencial
de Riesz, com o intuito de definir a derivada fracionaria de Riesz que é de fundamental
importancia, por exemplo, no estudo de equacoes diferenciais de ordem nao inteira, nas
quais uma de suas variaveis assume valores em toda reta.

Iniciamos com a definicao da integral de Riemann-Liouville a esquerda que é
justamente a nossa defini¢ao da integral de Riemann, dada pela equagao (1.24), ou seja,

I f(z) = ﬁ /I(a: — )" f(t) dt, x> a.

Por outro lado, a definicao da assim chamada integral de Riemann-Liouville a direita é
dada por

b
Jif(x):ﬁ/(t—x)”lf(t)dt v>0.

Definimos a integral fraciondria de Riesz por [5]

S f (@) +J7 f(x)

Jf(x) =

2
b
— 72;(”)/ |z —t|""1f(t) dt.

Note que ha outras formas de se definir a integral de Riesz, em particular, a que inclui um
fator de 1/ cos(mv/2) é comumente encontrada [106].

(4.30)

De maneira geral, e nos casos em que utilizamos a definicao do potencial de Riesz,
os limites da integral acima sdo a = —o0 e b = 4+00. Desta forma a equagao (4.30) é vélida
para apenas para uma classe especial de fungdes [5, 106], chamadas funges da classe de
Riesz'.

Definimos a derivada fracionéaria de Riesz de maneira analoga a que fizemos para
a integral, isto é, em termos das derivadas de Riemann-Liouville a esquerda e a direita.

A derivada fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda coincide com a nossa
definicao usual para a derivada de Riemann-Liouville, ou seja,

DL = ot () [ om0

= DI f().

10Neste trabalho sempre que estivermos considerando a integral ou a derivada fraciondria de Riesz de
uma fungao estaremos assumindo que esta pertence a classe de fungoes de Riesz.
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Jé& a derivada fraciondria de Riemann-Liouville a direita é definida por

D’ f(z) = ﬁ(—%)nf(t—x)"ﬁlf(t)dt

= (=1)"D"J" P f(x).

Desta forma, definimos derivada fraciondria de Riesz!'! por

DY f(x) + (=1)"D” f(x)

D} f(z) =

2

Concluimos esta secao apresentando a definicao que sera utilizada em nossas
aplicagoes, isto é, a definicao de Riesz-Caputo. A derivada fracionaria de Caputo a esquerda
coincide com a nossa definicao usual para a derivada de Caputo, logo,

O s (%) Pty at
= JUPD"f(x).

(4.31)

Definimos a derivada fracionaria de Caputo a direita por

b n
DLfw) = gy - (—g) S0
= " (=1)"D"f(z).

Sendo assim, definimos derivada fracionaria de Riesz-Caputo por

Dzﬂch(l’) = Df* (x)""(_l)an_f(x)

2
— ﬁ/abyx—ty"ﬁl (%)nf(t) dt.

Novamente, ressaltamos que em geral consideramos os limites da integral acima
como sendo a = —o0o0 e b = +00.

(4.32)

" Esta definicio também é encontrada na literatura com o nome de derivada fracionéria de Riesz no
sentido de Riemann-Liouville.
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4.8 Foérmula de Leibniz para Derivada Fracionaria

No capitulo anterior mostramos a férmula de Leibniz para integrais fracionérias, ou seja,
mostramos o resultado da equagao (3.37), a qual nos diz que se f é uma funcao continua
em [0, X] e g é analitica em a, para todo a pertencente a [0, X] entao'?

risse) =3 ()il o

k=0

Além disso, mostramos um caso particular da equacao acima bastante aplicavel, isto é, no
caso em que g é um polinomio e f € C, também podemos escrever

p
el =Y () piertson v
k=0
na qual p é um inteiro positivo.

O objetivo desta secao é mostrar um resultado analogo para derivadas de ordem
fracionaria, ou seja, queremos saber sobre quais condicoes a férmula

D70 = Y- ;) Dro@ID 0l w0 (4.33)

¢ valida. Iniciemos com o seguinte lema:

LEMA 1: Se f(x) é uma funcao pertencente a classe C em (a, b), entao

D% f(z) = Z (Q) z—a)? ™ (), a>0, ze€(ab). (4.34)

c~\n 'n+1—-0a)

DEMONSTRAGAO: Uma vez que [ pertence a classe C em (a, b) ela é analitica em (a, b) e,
sendo assim, pode ser representada pela série

0 ) (4
ity =S D e,

Como a > 0 e f € C, temos que a definicao para a derivada fracionaria de Riemann-
Liouville coincide com a de Caputo, ou seja, sendo m—1 < a < m e = m — « temos que
D*f(z) = JPD™ f(x) = D™JP f(x). Utilizando este fato, a representacio em série para f(t)
e tendo em vista as propriedades das funcoes pertencentes a classe'® C, podemos escrever

- T(v+k
2Note que (3”) = (=1)* k(!lli?”)).
13Como f € C podemos comutar o somatério com a derivada.
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D f(z) = D"™Jf(x)

o [ -8 )
=D _;(n)F(l+ﬁ+n)

Utilizando a férmula de Leibniz para derivadas de ordem inteira, dada pela equagao (3.35),
podemos escrever

o = ()2 ()i arei

n=0 k=0
B oo oo _ﬁ m I_n—aJrkf(nJrk)(x)
B ;;(n)(k)f‘(n—a—kkjtl)'

Note que podemos tomar o limite superior do segundo somatério como sendo infinito pois
(?) = 0 se j > n. Introduzindo a mudanca de variavel j = n 4 k e invertendo a ordem dos

somatorios podemos escrever'

D) = 3 [E (_nﬂ) (j Tn)] I%—f—;)fl))

7=0 Ln=0
_ i (a) 2o f0)(z)
s Jj)T(—a+1)
que é justamente o resultado que buscdvamos m

4.8.1 Demonstracao da Férmula de Leibniz Generalizada

De posse do lema anterior podemos demonstrar o teorema que se segue.
TEOREMA 4: Sejam f(z) e g(x) fungoes analiticas em [a,b]. Entao

Delfato] =3 () Dbaln ) (4.35)

k=0

paraa € Rea# —1,-2,....

1A segunda igualdade é devida & equacdo (3.12).
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DEMONSTRAGAO: Pela equagao (4.34) temos que

[e.o]

069 =3 (7)) ppr 1y o)

Utilizando, novamente, a férmula de Leibniz para o caso inteiro e comutando os dois
somatérios!®, podemos escrever

D*(fg) = igmi (z) (?)%f@ /)

Jj=0 n=j
7 m\nti j JTn+j+1—-0a)”

Utilizando o fato que (,%.) (") = () (*7) obtemos

D(fg) = i::() “Z(&_])—Z;? T
=

R

A partir da equagao (4.34) com « — j ao invés de a obtemos

D(fg) =Y (%)s2 0500

J=0
que é justamente o resultado que buscdvamos m

Note que, embora o resultado da equacao acima esteja correto para funcoes f e
g analiticas, a férmula traz consigo o incomodo fato que a derivada fracionaria de fg nao
é, trivialmente, igual a derivada fracionaria de gf. A férmula

o0

o( o) — Lla+1)
Jo= 2 Pla=y—=j+ DIy +j+1)

j=—00

[D7 f] D™ g, (4.36)

na qual v é arbitrario, foi originalmente publicada por Watanable [116] e a exata regiao
na qual ela é vélida foi determinada por Osler [91]. Aqui, apresentamos a demonstragao

15 Temos que i 2”: = z": i

n=035=0  j=0n=j
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baseada no trabalho de Trencevski [111]. Sejam, a € €, f e g, duas fungdes analiticas.
Sem perda de generalidade podemos supor que

tm "
f(t) = TmtD) °© g(t) = Tt 1)

Desta forma utilizando a linearidade do operador diferencial podemos escrever:

Do {F(F(n+m+ 1) gmtn }

D*(fg) = n+ O0(m +1) T(n+m+ 1)

Utilizando o resultado da equagao (4.5) temos que

r 1
Datﬁ — (ﬁ + ) t,@*Ol
Fg—a+1)
de onde podemos escrever
I'n+m+1) e

D9 = F DT+ D T m—a T 1)

Substituindo a expressao anterior no lado direito da equagao (4.36), obtemos

oo

F(a—i—l) a—y—j Y+, —
Zf(a—v—j+1)F(7+j+1) D S g] =

j=—o0

. Z F(()é+ ].) thrjfonr’y tmiji'y
FG+y+DMNa—j—y+Dl(n+j-—a—-y+)I'(m—j—y+1)

Para obter o resultado da equacao (4.35) devemos demonstrar que:

oo

Z Fla+1)I(n+m—a+1) _
~ Tm—j—y+1)In+j—a-—NLG+y+ ) a—j—vy+1)

j=—o00

_ Tn+m+1)
 I'(n+DI(m+1)

Para tanto, introduzimos os seguintes parametros
a=mn-—", b=m-+v—a, c=" e d=a—".

Desta forma, o lado esquerdo da penultima equacao acima pode ser escrita da seguinte

forma
o0

3 T(a+b+1) T(c+d+1) .
T(a—j+O)I(b+j+1) D(ctj+ DI(d—j+ 1)

j=—00

Para completar a prova, basta compararmos o coeficiente de t**¢ na identidade

(1 + :L‘)a+b(1 + x)c-l—d — (1 + x)a-l—b-l—c-l—d'
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CAPITULO 5

Inicializacao

A questao da inicializacao, isto é, a escolha de uma funcao complementar, como proposta
por Riemann em uma publicacao péstuma', ou a escolha mais apropriada para a constante
¢, ¢ uma questao comumente negligenciada na literatura. A definicao de Liouville para
a integral fraciondria, com o limite inferior —oo, e a definicao de Riemann, com o limite
inferior arbitrario ¢ estao essencialmente ligadas a inicializagao. Miller-Ross [83] ressaltam
o fato de que para a lei dos expoentes fazer sentido a funcdo f(t), a ser integrada ou
diferenciada, bem como suas derivadas de ordem inteira, devem ser nulas para ¢t < c.

No mesmo livro é mencionado um relato sobre a historia do cédlculo fracionario,
na qual é citada uma referéncia feita por A. Cayley ao artigo no qual Riemann define a
derivada fraciondria utilizando a funcao complementar?, a saber: Ao meu ver, a grande
dificuldade da teoria de Riemann estd na interpretacao da funcdo complementar... Miller-
Ross dizem ainda: A ezisténcia ou nao da fungao complementar foi motivo de muita
confusao. Liouville e Peacock cometeram erros e a fun¢ao complementar de Riemann
tornou-se demasiadamente trabalhosa.

Em um trabalho recente Lorenzo e Hartley [72] apresentam um estudo profundo
sobre a inicializacao através de uma funcao complementar. Neste capitulo apresentamos
uma discussao do referido trabalho.

Wer Secao 1.5.
2Ver equagao (1.12).
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5.1 Prova da Inicializacao nao Constante

Na solugao de equagoes diferenciais de ordem fracionaria, muitos autores ([29, 83, 88|, entre
outros) tém implicitamente inferido que uma inicializagdo constante, isto é, sem a fungao
complementar, ou com um conjunto de constantes, representando os valores das integrais
e derivadas de ordem fraciondria (em ¢t = 0) fornecem uma representagao adequada para
os chamados efeitos de meméria® para cada integral e derivada. Mostramos a seguir que
isso nao é verdade.

Consideremos duas integrais* de ordem ¢ da funcao® f(¢), ambas com a inicia-
lizacao constante, sendo uma iniciada em t = a e outra em t = ¢ > a e mostremos que
para elas coincidirem devemos introduzir uma funcao que depende do tempo e nao uma
constante.

Temos que
aD;qm):%q) / (-1 fDdr e D) :ﬁ / (t — ) f(r)dr.

Logo, admitindo que f(t) é nula para todo ¢t < a, temos que o periodo entre t =a e t = ¢
deve ser levado em conta de tal forma que as duas defini¢oes coincidam. Para tanto, uma
inicializacao, ¥, deve ser adicionada a .D; ?f(t), ou seja,

Dy f(t)+ ¥ =,D,f (1), t>c.
A partir da equacao acima podemos escrever
U =,Df(t) = D (),
de onde segue que
U= / (t— )" f(r)dr = D.f(t), t>c. (5.1)

A equagao acima mostra o resultado que buscavamos, isto é, que ¥ é uma funcao da
varidvel independente ¢. Utilizando ¢ = 1 na equagao (5.1), recuperamos o caso ordinério

U= / f(r)drT = constante.

Tendo mostrado a necessidade de uma inicializacao nao constante, passemos as
defini¢oes do calculo fracionario inicializado.

3Memoria para nés é a referéncia ao periodo imediatamente anterior ao que iniciamos a integracao, isto
é, para os valores de t < c.

4Neste capitulo, por conveniéncia e simplicidade nos calculos, voltamos para a notacdo classica,
oDy 1f(t), para denotar a derivada fracionéria de ordem g.

5Todas as funcoes aqui consideradas satisfazem as hipSteses de convergéncia estabelecidas anterior-
mente, conforme a Secao 1.5.1.
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5.2 Definicoes para o Calculo Fracionario Inicializado

Varias formulacoes podem servir de base para o cdlculo fracionério inicializado, como por
exemplo as formulacoes de Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikov. Uma vez que estamos
interessados em resolugoes de equacoes diferenciais em forma analitica, a formulacao de
Caputo e de Riemann-Liouville serdo as tnicas consideradas nesta secao®.

Nesta secao, dois tipos de inicializacao sao considerados, a inicializacao terminal,
na qual se supoe que o operador fracionario de Riemann-Liouville, i.e., o operador dife-
rintegral, somente pode ser inicializado eficazmente antes do instante inicial, ¢ = ¢, e a
inictalizacao lateral, na qual uma inicializagao inteiramente arbitraria, pode ser aplicada
ao operador diferintegral no tempo ¢ = ¢. Nas discussoes seguintes, consideramos que a
variavel temporal ¢ é a varidvel independente e que f(t) é a fungao a ser diferintegrada.

5.3 Integral de Riemann-Liouville

5.3.1 Inicializacao Terminal

Consideramos que, a integracao fraciondria de interesse se inicia em t = ¢, f(t) = 0 para
todo t < a e que integracao fracionaria ocorra para t > ¢ > a. Definimos o intervalo de
inictalizagao como sendo a regiao a <t < c.

A definicao classica da integral de ordem fraciondria somente serd aceita nesta
segao no caso em que o diferintegrando f(¢) = 0 para todo t < a, isto é,

DV f(t) = ! )/t(t—T)V_lf(T)dT, v>0,t>a.

T

Nos demais casos, ou seja, nos casos em que o limite inferior da integral é ¢ > a, utilizamos
a seguinte definicao para a integral fracionéria’

1
L)

DV f(t) = /t(t — ) (T)dr + Y (f, —v,a,c,t), v>0,1t>a. (5.2)

A fungao ¥(f, —v,a,c,t) é a chamada fungao de inicializagao e é definida de modo que

Dy f() = D) > (5.3)

6Uma formulagao tendo como base a defini¢cio de Griinwald-Letnikov pode ser encontrada em [71, 72].

"A equacdo (5.2) mostra que ou a funcio a ser diferintegrada, f(t), e suas derivadas de ordem inteira
tém um comportamento muito especifico, ou uma funcao nao constante de inicializacao deve ser utilizada.
Vamos usar o argumento negativo, —v, na definigao da fungao ¥, para enfatizar o fato de estarmos lidando,
inicialmente, com integrais fracionarias.
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ou seja,

1 ' v—1 . 1 ¢ —7-1’_1 Ndr D ae
iy [ = = s [ 0 e - w -va,

t c t
Como/ g(T)dT:/ g(T)dT—l—/ g(7)dr, podemos escrever,

c
U(f,—v,a,ct)=,D."f(t) = L/ (t — 1) f(r)dr, t>c, v>0. (5.4)

I'(w) Ja
Esta expressao para ¥(t) aplica-se para a condic¢ao de inicializac¢ao terminal. Claramente, ¥
fornece a definicao da integral fracionaria os efeitos do passado, ou seja, os efeitos da integral
fraciondria de f(¢) de a a c. Este efeito evidentemente vai influenciar o comportamento da
fungao depois do instante t = ¢. A fungao ¥ tem o poder de permitir que a fun¢ao f(t)
e suas derivadas se iniciem em valores diferentes de zero, o chamado valor ,D_7f(¢)|i=.-
Além disso, a funcao ¥ continua contribuindo para o comportamento da integral fracionaria
depois de t = ¢, que é justamente o resultado que haviamos obtido na secao anterior, ou
seja, que a funcao ¥, que é adicionada a integral fracionéaria é uma funcao do tempo e nao

apenas uma constante.

Para as integrais de ordem inteira, a funcao ¥ pode ser obtida a partir da equacgao
(5.4) através de uma inducao e da integragao por partes,

n
U(f,—n,a,ct) =) ct'  n=123- (5.5)
=0
na qual, para cada i, ¢; denota uma constante. O resultado da equagao acima recupera o

resultado obtido através do calculo usual, com as constantes de integragao.

E importante ressaltar que a inicializagao de uma integral fracionaria de ordem ¢
de uma fungdo f(t) ndo é tnica no sentido que se segue. Suponhamos que f(t) seja dada
pela seguinte composicao de funcoes,

f&) =g@)U(t —c) + h(O[U(t —a) = U(t — ¢)]
na qual U(t) é a fungdo degrau unitério, isto é,

0, t<0
, t > 0.

Desta forma a funcao a ser diferintegrada é g(¢t)U(t — ¢) e a fungao na qual a inicializagao
estd baseada é h(t)[(U(t —a) — U(t — ¢))].

Isto é andlogo a escolher uma constante arbitraria para inicializar a integracao de
dy/dz na solugao de uma equagao diferencial ordindria.
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5.3.2 Inicializacao Lateral

Quando utilizamos a inicializagao lateral a equagao (5.2) continua sendo a definigdo ope-
racional, contudo

U= V()

ou seja, U é arbitraria e consequentemente a equagao (5.4) nao se aplica em todos os casos.

5.4 Inicializacao para a Derivada Fracionaria Segundo
Riemann-Liouville

Antes de estendermos a definicao das secOes anteriores para a derivada fracionaria é con-
veniente levantarmos duas questoes: Derivadas de ordem fraciondria necessitam de uma
funcao de inicializacao? Neste contexto, derivadas de ordem inteira necessitam de uma
funcao de inicializacao? Como nossa intuicao estd acostumada a trabalhar com ordens
de derivacao inteiras, onde a derivada pode ser interpretada como a taxa de variagao da
funcao e consequentemente a derivada de constantes é nula, é natural imaginarmos que
nao ha necessidade de uma funcgao de inicializacao.

Contudo, em um estudo sobre as representacoes de sistemas semi-infinitos utili-
zando equagoes diferenciais fracionarias Lorenzo e Hartley [55, 71] sugerem que a derivada
fracionaria nao é uma propriedade local como no caso inteiro. Além disso, para resolver
este tipo de equacao diferencial fracionaria uma funcao de inicializagao é necessaria para
ajustar os efeitos das distribuicoes. Outro aspecto que foi sugerido pelos autores é que,
no contexto fraciondrio, as derivadas de ordem inteira necessitam de uma fungao de ini-
cializacao, o que, segundo os autores, faz com que as respostas para as duas questoes do
inicio desta secao sejam sim. Sendo assim, podemos passar para as defini¢coes da derivada
fracionarias com a funcao de inicializagao.

5.4.1 Inicializacao Terminal

Em analogia ao que fizemos para a integral fraciondria, definimos a derivada fracionaria
de tal forma que
Dif(t) =.Dif(t), Vit>c>a, Re(q) > 0.

Além disso, é necessério exigir compatibilidade entre as derivadas inicializadas em t = a e
t = c, para t > ¢, de onde segue que

DI D Pf(t) =D DT f(1), g>0,t>c>a.
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Expandindo os termos da equagao acima, utilizando as generalizacoes da secao anterior,
temos

D! {ﬁ / (P () (. —poae t)} _

DY {ﬁ / (= P (D) dr 4+ U —paa, t)}

a1/
= — | —— t— p—l d \II h - ) 7t )
R L (G RR )
na qual hy = ,D;”f(t) e hy = ,D;” f(t). As derivadas de ordem inteira sao nao inicializadas
em t = a, portanto W(hy, m,a,a,t) = 0, desta forma, utilizando as equagdes anteriores
temos

dm 1

Wt m,a,e.) = S {@ /ac(t — P () dr — U (f, —pac, t)} . 56)

5.4.2 Inicializacao Lateral

Definimos a derivada fracionaria com inicializacao lateral da seguinte maneira

q — m L ' _7—1’_1 VdT —m.a.c e &
D) =D | [ (= o+ v paco) . Rel) 20> .

e m é o menor inteiro maior que Re(q) e ¢ = m — p, ou equivalentemente

Dif(t) = i—z [ﬁ/c (t — T)plf(T)dT] + i—zllf(f, —p,a,c,t) +V(h,m,a,c,t)

na qual ¢t > ce h(t) = ,D,”f(t). Note que neste caso ambos os termos da inicializa¢ao sao
arbitrarios, mas eles podem ser tomados como um tnico termo
dm
‘Ij(fv q,a,c, t) = dt—m‘lj(f’ —-p,a,c, t) + \Il<h7 m,a,c, t)

No caso da inicializac¢do terminal para a integral, parte da equacdo acima, ¥(f, —p, a, ¢, ),
deve ser definida como na equagao (5.6).
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5.5 Inicializacao para a Derivada Fracionaria Segundo
Caputo

Mostramos na equagao (4.9) que dado m — 1 < 8 < m temos
DPf(t) =DIf(1) +

ou seja, a derivada fracionaria segundo Caputo incorpora o valor da funcao e de suas
derivadas de ordem inteira e menores que 3 em ¢t = 0T, isto é, os efeitos de memoria, e
portanto nao é necessario utilizar uma fungao de inicializacao, uma vez que a subtracao
do polinomio de Taylor de grau m — 1 implica na regularizacao da derivada fracionaria.

Por esta razao e pela argumentacao apresentada na Secao 4.3, neste trabalho
quando estudamos equacoes diferenciais de ordem fracionaria utilizamos a derivada fra-
cionaria segundo a formulacao de Caputo.
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CAPITULO 6

Funcoes de Mittag-LefHer

Assim como o desenvolvimento do calculo elementar depende intrinsecamente do conhe-
cimento das funcgoes a ele relacionadas, suas caracteristicas e propriedades, também o
desenvolvimento do céalculo fracionario esta diretamente relacionado com o conhecimento
das funcoes a ele relacionadas. Por esta razao, antes de passarmos as aplicacoes do calculo
fracionario vamos apresentar, neste capitulo, a assim chamada funcao de Mittag-LefHer
[34, 78], uma das mais importantes e comuns fungoes relacionadas ao célculo de ordem nao-
inteira. Apresentamos sua defini¢ao, generalizacoes, transformada de Laplace, propriedades
e relagoes com outras funcoes especiais. Além disso, apresentamos um resultado original
[36, 38] envolvendo a chamada fungao de Mittag-Leffler com dois parametros e uma série
de consequéncias a ele relacionadas.

6.1 Funcao de Mittag-Lefler de um Parametro

A fungao de Mittag-Leffler, F,(z) ¢ uma fungao complexa! que depende de um parametro
complexo a com Re(a) > 0 e, conforme introduzida por Mittag-Leffler [84], é dada a partir

da seguinte expressao
o0

Eo(z) = Z m (6.1)

k=0

1 Utilizamos a notagao E,(z) no lugar de E,(z) nos casos em que a variavel for real.
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que pode ser interpretada com uma generalizacao para a funcao exponencial visto que, no
caso em que « = 1, podemos escrever

ZFkJrl Z%: ' (62)

k=0 k=0

6.2 Funcao de Mittag-Lefller de Dois Parametros

A funcao de Mittag-Leffler de dois parametros tem um papel importante no desenvolvi-
mento do calculo fraciondrio e foi originalmente introduzida por Agarwal [4] da seguinte

maneira?

o0 n

Eogs(z) = ZO m Re(a) >0,  Re(3) > 0. (6.3)

como sendo uma outra possivel generalizacao da funcao de Mittag-Leffler a qual se reduz
no caso em que (3 = 1, isto é,
Eo1(z) = Eu(2).

Além disso, segue da equagao (6.3) que:

o0 [o¢] 100 Z—]_
ZEIC kzorkm ; .:;Z (k+1)! PR (6:4)

> 2F 2k 1 e —l—z
Bralz ZO T(k+3) Z(k:+2) :_22 (k+2) 22 (65)

De maneira mais geral temos a seguinte relacao:
m—2 k
L fe-S5) 60

Por ser uma generalizacao da fungao exponencial é de se esperar que as fungoes seno e
co-seno hiperbdlicos também sejam casos particulares da funcao de Mittag-Leffler, de fato

El,m(Z) =

[ee] [ee]
Z
E = cosh z 6.7
21() =2 T I( 2k: +1) Z ’ (6.7)
k=0 k= 0
Fy(22) i i senhz (6.8)
z = = . .
22 k:0F2k+2 — (2k+1)! 2
2A generalizagdo original de Agarwal é dada por E, 5(z Z Tt a , contudo aqui apresentamos

apenas a forma mais utilizada, isto é, a definicao apresentada na equa(;ao (6 3).
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As chamadas fungoes seno e co-seno fraciondrios também podem ser escritas em
termos da funcao de Mittag-Leffler com dois parametros, de fato

0 1 2(2 a)k+1 )
Sa E—a - —a7
N
0 —1)* (2—a)k+1
Csale) = S ATy ()

T((2—a)k+ 1)

Sendo assim, as propriedades das fungoes seno e co-seno fracionarios podem ser mostradas
a partir das propriedades das funcoes de Mittag-Leffler de dois parametros.

k=0

6.2.1 Relacoes de Recorréncia

Nesta secao apresentamos relacoes de recorréncia, mostramos um resultado envolvendo uma
relacao contigua e concluimos com uma representacao integral para a funcao de Mittag-
Leffler com dois parametros em termos de uma outra fungao de Mittag-Lefller porém com
os dois parametros sendo iguais.

Utilizando a definicao da funcao de Mittag-Leffler em termos de uma série, pode-
mos escrever a relagao de recorréncia envolvendo a derivada

d

d
EEaﬂ(z) = ZEEa,a—l—ﬁ(z) + Eaatp (2) (6.9)

bem como a relagao envolvendo a mudanca de argumento da funcao de Mittag-Leffler
E, (") = E, 5(2). (6.10)

Por outro lado, uma rela¢ao contigua envolvendo o parametro 3, no caso em que Re(3) > 1,
é dada por

azdiiEaﬂ(z) =E,p5-1(2) + (1 — B)Esp(2), (6.11)

que sera mostrada a seguir.

A fim de mostrar a expressao anterior, consideramos

d d & 2"
G D DS AT
B i 1 z 22 23 N ]
 dz |[I(B) T(a+pB) TRa+p) TBa+p)
_ [ 1 22z 3 22 L nz" ! }
[ T(a+pB) T'Qa+p) TBa+p) C(na+ fB)



Por outro lado podemos escrever

Bapa(2) = Zr om—i—ﬁ—l)
— i 22 23
a [F a+ﬁ—1)+F(2a+5—1)+F(3a+g_1)+.._]
- { a+ﬁ—1) P2a+p-1) 23(3a+ﬁ—1)+..l
= I(a+ f) F'2a+p) FBa+p) 7

na qual a segunda igualdade se deve a relacao de recorréncia da funcao gama3.
A partir da equacao acima podemos escrever
-1 2(a—1) 2*2a-1) z2@Ba-1)
+ + + +
B Ta+p) TRa+pB) TBa+p)

1 z 22 23
- [F(ﬂ) T+ "TRa+p) +r<3a+ﬂ>+”']+

Eop-1(2) — ﬁEaﬂ(z) =

N { 1 N 2z N 322 +]
az MNa+p8) TRa+p) TBa+pf)

d
- —E, — Eas(2),
8(2) +az Eap(2)

que ¢ o resultado desejado.

6.2.2 Relacao Integral

Com auxilio da equagao (A.5), apresentamos a seguir uma relagao integral envolvendo uma
funcao de Mittag-Lefller com os dois parametros iguais, isto é, a seguinte integral

1 z
Ferl®) =15 * 1

que, num particular caso, isto é, para o = 1 = 3 fornece a seguinte expressao

1
/ N1 = 1) B, o (2*) dt,
0

1
El,l(z) =1+ Z/ ELl(Zt) dt
0

uma identidade, como podemos verificar.

1 _z—1
I'z—1) T(2)°

3A relagdo I'(z 4+ 1) = 2I'(z) implica em
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6.2.3 Formula de Duplicagao

Vamos apresentar nesta secao, em analogia a férmula de duplicacao de arcos na trigono-
metria, uma expressao envolvendo a funcao de Mittag-Leffler com uma outra funcao de
Mittag-Leffler porém com os parametros sendo um o dobro do outro, ou ainda, a chamada
formula de duplicagao para a cléssica funcao de Mittag-Lefter.

TEOREMA 5: Sendo z € € e a um parametro real, temos:

Eaalz) = %[Ea(zm) + By (—2'12)]. (6.12)

DEMONSTRACAO: Vamos explicitar a soma que aparece no segundo membro, a saber,

0 Zk/2 & (_1)k Zk/2
P = Tk
S1/2 5 53/2
- {H Tlat1) " TRa+t1) T(Ba+l) +} +
S1/2 - 53/2
* {1_ Fa+1) TRa+1l) T@Eatl) +}

) P
B F2a+1) T@a+1) T(6a+1)

o0 k
z
- 9 oz
kz:% I'2ak+1)
= QEQQ(Z),

que ¢é justamente o resultado enunciado na equagao (6.12).

6.2.4 Relacao com a Funcao Gama Incompleta

A fungao gama incompleta, v*(a,x), é uma fungao inteira na varidvel = contendo um
parametro e pode ser definida pela seguinte integral

T
v(oz,x):/ et tde
0

com Re(a) > 0, ou ainda, em termos da fungao hipergeométrica confluente [15], 1 F(a; ¢; x),

na seguinte forma
o)

x
y(a,x) = ElFl(Oé%Oé +1;—x),
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sendo a representacao em série da funcao hipergeométrica confluente, dada por

R S N (O
1F1(a7c7x)—§(c—)zg,

com (a), sendo o simbolo de Pochhammer, conforme equagao (6.23), a seguir.

Aqui, nesta secao, apresentamos a funcao de Mittag-Leffler, com o primeiro
parametro igual a unidade, em termos da fun¢ao gama incompleta bem como em termos
da funcao hipergeométrica confluente.

Utilizando a definicao da funcao gama incompleta e tomando o = 1 na expressao
para a funcao de Mittag-Leffler obtemos

By (x) = "y (p, ) (6.13)

enquanto que, em termos da funcao hipergeométrica confluente, temos
T

By, (z) ﬁ (e — 1 s —x)
1
— m 1FL(1 s ).

A partir das relacoes envolvendo as funcgoes hipergeométricas confluentes é possivel obter
varias relagoes com a funcao de Mittag-Lefller com um dos parametros conhecido.

6.2.5 Relagcao com a Funcgao Erro

Finalizamos esta secao mostrando que a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros
também tem como caso particular a funcao erro [34].
TEOREMA 6: Para todo z € € temos

E%J(iz) = e *'[1 + erf(iz)] = e [erfe(—iz)). (6.14)

DEMONSTRAGAO: Consideremos a seguinte relacao [34]
pxnp+1

et —
f fz (np + 1)p!

que para n = 2 fornece uma representacao para a funcio erro em termos de um somatério,
isto é4,

(6.15)

px2p+1

2 [o.¢]
1
erf(x \F/ WZ ISR (6.16)

p:0

4Note, pela equacdo (6.16), que a funcdo erro é fmpar o que torna a segunda igualdade da equacio
(6.14) trivial.
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Para demonstrar a equagao (6.14) utilizamos a representacao acima e a defini¢ao
da funcao de Mittag-Lefler para iz, ou seja,

Bailis) = > mis o
k=0
" iz N i2® N 24 N i2° 28
= e A G —— e — - — —
T(1+1/2) T2+1/2) 2 "T@B+1/2) 3

Separando as poténcias pares, P, e as poténcias impares, P; podemos escrever:

4 6 8 10

z z z z
e T T R
5 5 . (6.17)
P z B z N z B z L
‘ rr+1/2) T(@2+41/2) T'B+1/2) TI'(4+1/2)
de onde concluimos que
(6.18)
k=0
Utilizando a relagao de recorréncia da fungao gama [15],
1 1 1
P(neg) = (-3)r(n-3)
1 3
= |n—<)|n—z|T(n-— 3
2 2 2
1 3 5 1 1
- _Z _2 B IV e I Al
(=3) (=2) (-2)- () (d)
podemos escrever, para a segunda equacao de (6.17), que
z 23 2° 27
rr+1/2) T(@2+41/2) T'(B+1/2) T'(4+1/2)
- z 23 N 2° 27
1 31 531 7531 (6.19)
—I'(1/2 ——F12 ——=I'(1/2 ———=I(1/2 :
ST(/2) S5T/2) SST/2) o5 T/
B 2 223+2225 23 7 N
- I(1/2) 3 5.3 7.5.3 ’
ou ainda, utilizando o conceito de duplo fatorial [15], na forma
o k2k 2k+1
Pi= 1/2 kz:% (2k + 1)!!
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Finalmente, utilizando a relagao T'(1/2) = /7 e as equacoes (6.17)—(6.19), obte-

mos
0 (_1)k 2k; Z2k;+1

6.20
2k + D1 (6:20)
Para concluir que E%J(iz) = e’z2[1 + erf(iz)] basta verificar, pela equacao (6.20),

que e *erf(iz) é igual a soma das poténcias fmpares de E%J(iz). Para tanto consideremos
a representagao para a fungao erro dada pela equagao (6.16), ou seja,

0 2p+1
ﬁerf(iz) = Z
2 2p + 1
p=0
(99 + 1)
= 2p + 1L)p!
Sendo assim, temos
N3 3 28 27 2°

+

e erf(iz) =% {z +Z ++ I

5% s Ts5 73 T T

o7 ~ . _ .2
Utilizando a representacao em série para e~ > temos

]

e 2—7T erf(iz) = =z ZO

P (—1)’“(z2)’“
T3l T
k=0
25 e (_1)k(z2)k
TP IRy
k=0
27 e (_1)k(z2)k
+ ﬁ; Mot

Expandindo os somatorios do lado direito da equacao acima podemos escrever
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2 VT B z z z
e Q—Zer(zz) = z—i—ki—g%—---
+ 23 25 + 27 29 +
3 3 2l 33!
2’5 27 29 le
t o521 T B2l T 5291 52131 T
27 29 211 213
+ - =4 — e

73 73t r3t2t 7313l

2z3+2225 23 27 N
— z — _ e
3 5.3 7.5.3

de onde segue-se

- X k‘2k 2k+1
e erf(iz) Z CrEE (6.21)

que ¢é o resultado desejado =

6.3 Funcao de Mittag-Lefller Generalizada

Dentre as diversas formas de se generalizar a func¢ao de Mittag-Lefler [107] de dois parametros
a proposta por Prabhakar [97] é aquela que serd utilizada nas aplicagoes, em particular no
estudo da equagao do telégrafo fraciondaria [35, 38].

A generalizacao proposta por Prabhakar é dada por

Eopl,g(z) = kz:% % ok (6.22)

na qual a, 3, p €C, Re(a) > 0 e (p)x é o simbolo de Pochhammer,

(Po=1, (ph= £t H)

) =plp+1)---(p+k—1). (6.23)
Note que E 43(2) = Eap(2).

6.3.1 Relacao com a Funcao de Dois Parametros

Nesta secao estabelecemos uma imporante relagao entre a funcao de Mittag-Leffler gene-
ralizada E&”ﬁ(z) e a derivada de ordem m = 0,1,2,... da funcao de Mittag-Lefler de
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dois parametros. Sendo EC%)(,Z) = 68;71 E, 5(z), podemos escrever, a partir da definicao da

funcao de Mittag-Leffler de dois parametros, a relacao

00 k

Z (k+m)! i
— I'(ak+am+v) kI

A fim de introduzir o simbolo de Pochhammer, (p); = F(F"(Jp’)k ) — (p(:f;)ll)!, tomamos m = p—1
e reescrevemos a equagao anterior da seguinte forma,
- ~ (k+p—1)! kK
20 = (Y B sl

(p—1)! T(ak+alp—1)+vr)

= p—i—lkz
E |

Utilizando a definigao da fungao de Mittag-Leffler generalizada, dada pela equagao (6.22),
podemos escrever

EY) . (2) = plEE (2),
ou ainda,
k
EY)(2) = K 5L (), (6.24)

para k=0,1,2,3...

A partir da equacao (6.24), justifica-se trabalhar com a fungao Ef ;(z) em vez da
k-ésima derivada da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros.

6.4 Transformada de Laplace

Nesta secao vamos utilizar a relacao existente entre a funcao de Mittag-LefHler, e suas
generalizagoes, com a funcao exponencial de modo a obter suas transformadas de Laplace.
Para isto, calculamos a transformada de Laplace da funcao t*e®
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Inicialmente notemos que

> 1
/ e et = ——, |z| < 1. (6.25)
0 1F 2
De fato, utilizando a representacao em série para e*, podemos escrever
00 00 00
iz 1
—t 2t otk k
e leTdt = = tvdt = +2)F = ,

na qual a terceira igualdade é devida & definicao da funcao gama?®.

Simulando uma derivada em relacao a z em ambos os lados da equagao (6.25)

obtemos
k!

[ee]
—pt 4k +zt _ .
\/0 ept € dt—m ‘Z|<1

Introduzindo a mudanca de varidvel £z = 4+a — p + 1 na equacao anterior obtemos a
transformada de Laplace da funcao t*e*®, ou seja,

* k!
e Prihetulqt = —— Re(p) > |al.
/0 (pF a)F+! ( |
Utilizamos o mesmo procedimento para calcular a transformada de Laplace da funcao
tP~1E, 5(at®). Entao, temos, pela definigio que

o0

L{t" 1 E, s(£at®)} = / et By g(at®)dt = ) I k+ B / e SRy,
Oé
k=0

Introduzindo a mudanca de varidavel st = u temos, novamente utilizando a definicao da
funcao gama, que

[e%S) a—pf3
51 N Z( ta\" 1 1 s .
S Eap(Fat)} = sok+h sﬁ ( ) 8 1Fa/s® s*Fa
=0

Derivando ambos os lados k vezes em relacao a a e utilizando a regra da cadeia®

k! s&—

ak+p—1 (k) a\]
U B (at)} = o

(6.26)

na qual E{ikg(z) = 6k 55 Pap(2).

Um interessante resultado a partir do qual obtemos a transformada de Laplace
da funcao de Mittag-LefHler generalizada é obtido quando desenvolvemos o lado esquerdo
da equacgao (6.26). Calculando explicitamente Q{to‘kW*lEg%(ata)} podemos escrever:

*Ver equagao (A.1).
6Segue, pela regra da cadeia, que 9/da = t* 9/d(at®).
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LI E S )y =

00 0 | (ata)n—k
—styak+f-1 n dt
¢ Z(n—k)!r(anw)

S—

_ i n! a" " 1 /Oo o~ Uy k81,
— (n— k) (an+ 3) 20 [,
1 & n!  a"

n

B I <(n+k)!/a
o gok+s Zo (n)! (s_a)
Utilizando a equagao anterior e o resultado da equagao (6.26) podemos escrever

[e's) (n+k)' a n_ Sa(k-{—l)
2w <s_a> T (5o —a)kH

n=0

Reescrevendo a equagao anterior em termos do simbolo de Pochhammer e tomando a
mudanca de variavel £ 4+ 1 = p temos

5P

i (Z)!n (%)n - (6.27)

n=0

De posse da equagao (6.27) podemos calcular a transformada de Laplace de t7~'Ef, ,(at®)

E{tﬁflEzﬁ(ata)} _ /OO o sth—1 i = (p)n (ata)ndt

0 “~T'(an+p) nl
= io: ﬁ (p)n 1 /OO e—uuak+,8—1du
= nlD(an+ B) s*t0
1 < (p)n a\"
] Z n! (s_a>
n=0
1 sP

Y

s (5@ —a)P

na qual a penultima igualdade se deve a equagao (6.27). Explicitando ainda mais o re-
sultado da equagao anterior temos a transformada de Laplace da fungao de Mittag-LefHer
generalizada, ou seja, em geral

Sapfﬁ

L{t" T EL j(+at®)} = G Tay (6.28)
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Temos que a transformada inversa pode ser escrita da seguinte forma’

-1 Sap_ﬁ _ 4B8-17p o
g {(SO‘ZF/\)P} — LR (L), (6.29)

com Re(s) > 0 e Re(3) > 0.

6.5 Novos Teoremas para a Funcao de Mittag-LefHler

No préximo capitulo, vamos ver que ao resolver a assim chamada equacao do telégrafo
fracionaria [35, 38, 39] por dois caminhos distintos chegamos a dois resultados novos, te-
oremas de adicao, envolvendo a funcao de Mittag-Lefller generalizada. Apresentamos a
seguir os teoremas, suas demonstragoes formais, bem como alguns corolarios.

TEOREMA 7. Sejam z,y € R com |z| < 1 e |y| < 1. Se x # y entao

= = arEh,a x __yllx a\lY
e S I R
k=0 k=0

DEMONSTRACAO.8 A demonstracao da primeira igualdade segue diretamente da definicao
da funcao de Mittag-LefHler generalizada, isto é,

o0

%0 i T(k+€+1) 1 (z +y)*
—ay)R B — ) =
P PN ) ZO —y) ez T(¢+1) I(al+2ak+2a) ¢

- T(l+k+1) 1 -
— l E€—|—1 )
Z(IW) Z I'(k+1) T'(2ak+al+2a)T k+1 Z (% +9) Banatrza( oY)

=0 k=0 =0

Demonstremos agora a segunda igualdade. Sendo |z| < 1, |y| < 1, a partir
da definicao da funcao de Mittag-LefHler generalizada podemos escrever para o primeiro
membro da equagao (6.30)

o0 o0 0 (k+1).  (z+y)
Q=) (—xy)"EEY, ) :
2 aokat2e (T T Y) ; —ay) go I'(al +2ak +2a) /!

"Note que, para obter a transformada de Laplace inversa da funcdo de Mittag-Lefler com dois
parametros basta tomarmos p = 1 e para a transformada de Laplace inversa da fungdo de Mittag-Leffler
classica p =g =1.

8 A demonstracdo deste teorema foi originalmente por nés obtida a partir de duas formas distintas de
se calcular a funcao de Green associada a equagao do telegrafo fracionaria, como vamos ver no préximo
capitulo.
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Utilizando a expressao do binomial e rearranjando os somatorios podemos escrever

ii L(k+(+1) ztnyn
IN¢ oz€+20zk+20z) (¢ —n)!

0 ’ n=0 {=n

—r )k

7

Q:

i

Introduzindo a mudanca ¢ — ¢ + n na equacao anterior obtemos

8

(—2y)* = Y — (k+l+n+1) 2af
0= g
Z k! Zn'gfa€+an+2ak+2@)€

k=0 ’ n=0

Fazendo a mudancga de indices, n — n — k e { — { — k temos

> »* & I(l+n—k+1) 2af
Q=
z:% k' ; 'ez:; F(al + an+2a) (¢ — k)!

que pode ser escrita da seguinte maneira:

= e " (=DF (0 —k)!
Q=2 ZFaﬁ+an+2a) K (n— k) — k)

n=0 =0 =0

comn > kel >k, nos demais casos ) = 0.

A fim de efetuar a soma em k utilizamos a seguinte relacao para os coeficientes

binomiais [98]: )
2 (1)) =(2h )

Desta forma concluimos, para o primeiro membro da equagao (6.30), que

00 [ee] [ee]

k k+1 -
Z(—IB?J Eana+2a :U—l-y - ZZF ag_|_om+2a)
k=0 0 £=0

n=

Por outro lado, o segundo membro da equacao anterior, pode ser escrito da se-
guinte forma

14

Z;Faﬁ—kan%—Za ZF@£+20¢ Z( )

n =0 n=

A partir da seguinte expressao



valida para x # y, obtemos

ZZF@€+O¢n+2a) B x—y%f‘(aﬁ—i—Qa)

n=0 ¢=0

i i xfyn T Ea,Qa(‘I) -y Ea,?a(y)

[(al +an+2a) r—y

0 que prova o teorema =

TEOREMA 8. Sejam z,y € R com |z| < 1e |y| < 1. Se x # y entao

oo

Z( y)* [Ezz}xk—l—l(‘x +y)— (v + y)Engtlyk-i—a-i—l(‘I +y)] =
- Fu) —yEar)
T —yE,(x
Z y+2) Eg;rikﬂ( yz) — (y + Z)Em ak—l—a-{—l( yz)} z—y :
k=0
DEMONSTRACAO.? Seja ) = Z( ) Effgikﬂ(x +y). Temos, pela defini¢ao da funcao
k=0
de Mittag-Leffler generalizada, que
- S (k+1)¢  (z+y)
0 = k )
! kz% —y) z;r (ol +20k+1) 4

Utilizando a expressao associada ao binomio
¢

¢!
£ _ e dn,n
(r+9) _Zon!(ﬁ—n)!x Y

n=

e rearranjando os somatdérios, podemos escrever

00 0o 00 k+ 1)6 I.éfnyn
0, = Y ( |
1 %( ry) L [(al 4 20k + 1) (€ — n)!

9A demonstracdo da primeira igualdade é andloga a feita no teorema anterior, isto ¢, segue diretamente
da defini¢ao da funcao de Mittag-Lefller generalizada.
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Introduzindo a mudanca de indices ¢ — ¢ + n, obtemos

0o 0o ., 00 ko 1)£+ 2
0 =S (—ay) S L ( n z.
! ;( ) ; n! ; (ol + an+2ak + 1) 0!

Utilizando a definicao do simbolo de Pochhammer!® temos
i kigi Fl+n+k+1) 2
k! nl i T(af + an + 2ak + 1) £

n—=

As mudancas de indices n — n — k e £ — £ — k nos conduzem a seguinte expressao

()& oyt Il —k+n+1)a*
Ql_z Z( 'Z Mal+an+1) 0

0 ’ n=k

k

i

Visto que todos somatdrios convergem uniformemente podemos mudar a ordem, de onde
segue que

- > > 1"“‘ €+n—k)
lezynz Z 9
—" (a€+an+ 1) e — k)l(n —Ek)!

ou ainda,

|
218

"i i (e+n—k)( n )
o €:0Fa€+om+1 — {—k n—=k)’

agora, utilizando a propriedade do binémio (complementar), na forma

nz%y Z a€+;n+1 i (€+Z_k)(2)

=0

()= ()

Uma vez que [98]

concluimos que

(e} (o) [ee] Il n
0 = kgl _ Y : 6.32
1 Z( Y) Easania (7 ) ZZF(aﬁ+an+l) (6.52)
k=0 n=0 £=0
De maneira inteiramente analoga temos
=) (o' @+yEhuanE+y) = @4y ) Maltantarn (033
k=0 n=0 (=0
10 _ F(ﬁ + k)
(B = =
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Sendo'! A = Z —azy)* [EXSL (x4 y) — (x4 y)ENS) (z +y)] = Q1 — Qs, podemos

a,2ak+1 a,2ak+a+1
k=0
escrever
A=
;;F(aﬁ%—an—kl) (z+y) ;;Faﬁ%—an—koﬁ—l)
ou ainda,
0o l 00 l
A= (5) - ()"
;Fafjtl nz:% x+y);;ra€+oa+1 —

Utilizando a soma da série geométrica

com x # y podemos escrever
041

20 1yt 1 20 plHl _ gt 1
A= — :
; r—y T(al+1) (x—l—y); r—y Dal+a+1)

Fazendo a mudanca de indice £ — ¢ — 1 no segundo somatério da expressao anterior,
temos!?

1 e =y a4y xt — oyt
Ao x—y; F(@£+1 T —y Z I(al + 1)
= - i " {2Ey () — yEo(y) — (2 + y)2 Lyt (x) + (2 + Y)Yy Lo a1 (y)}
— T {eB(0) ~ YEu(y) — (24 D[Eae) ~ U+ o+ ) [Ealy) — 1)

z Eo(y) — y Ea(z)
T—y '
Sendo assim, concluimos que
z Ea(y) — y Ea(x)

A= Z Eﬁgikﬂ(ff +y)—(z+ y)EéiZikJraH(x + y)] - -y )
k=0

que é justamente o resultado que buscdvamos m

HNote que A equivale ao lado esquerdo da equagao (6.31).
12A terceira igualdade a seguir é devida ao fato *Eq a+1(2) = Ea1(x) — 1 = Eo(z) — 1.
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6.6 Aplicacoes e Casos Particulares

Iniciamos esta se¢ao apresentando algumas consequéncias naturais advindas dos teoremas
7 e 8, acima demonstrados. Apresentamos estes resultados como corolarios.

COROLARIO 1. Para x € R com |z| < 1 temos que

e}

> () Buan(20) = 1+ ) Buonlo) (631

=0
DEMONSTRACAO. Utilizando a regra de I'Hopital e tomando o limite y — x na equacao

(6.30) segue-se o resultado =

COROLARIO 2. Para x € R com |z| < 1 temos que

Z FIER L (22) — 22 ERE! (2z)] = Eu(z) — z E (). (6.35)

a,2ak+1 a,2ak+a+1
k=0

DEMONSTRACAO. Novamente utilizando a regra de I’'Hopital e tomando o limite y — x
na equacao (6.31) segue-se o resultado m

COROLARIO 3. Para x € R com |z| < 1 temos que

Ea,?a (ZL’) + Ea,?a(_x)
2

Z kaEa,ZakJrZa(O) = = EQQ,QQ(IBQ). (636)
k=0

DEMONSTRACAO. Novamente utilizando a regra de I'Hopital e agora tomando o limite
y — —x na equagao (6.30) obtemos o resultado desejado =

COROLARIO 4. Para x € R com |z| < 1 temos que

Zx%Ek—f—l ) _ Ea(x) + Ea(_x) _ Ega($2). (637)

a,2ak+1 9

DEMONSTRACAO. Mais uma vez utilizando a regra de I’'Hopital e o limite y — —x na
equagao (6.31) obtemos o resultado da equacao (6.37) =
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Note que para a = 1 a equagao (6.37) recupera a representacao em série para a
funcao co-seno hiperbédlico. Além disso, utilizando a relacao existente entre a funcao de
Mittag-Leffler generalizada e a funcao hipergeométrica confluente,

F(ﬁ)Efﬂ( )_IFI p7ﬂa EZZ—Z_

k=0

com p, 3 € C, e tomando o = 1 em todas as relagoes acima podemos escrever varios novos
resultados envolvendo regras de soma e teoremas de adicao para a funcao hipergeométrica
confluente. Explicitamos aqui apenas dois destes resultados.

Tomando o = 1 na equagao (6.31) podemos escrever a seguinte nova regra de
soma para a funcao hipergeométrica confluente

$_ey

Z 1'1F1(k+1 % + 20+ y) = (6.38)
=0

(2k + T

Concluimos esta secao com o resultado obtido através da equacao anterior, tomando o
limite y — x, ou seja,

Fi(k+1;2k + 2;:2x) = e”. 6.39
§2k+111(+7+ax)e ( )

6.7 Comportamento Grafico

Como ja dissemos anteriormente, e vamos observar no capitulo das aplicagoes, o célculo
fracionario é uma importante ferramenta para refinar a descricao de fenomenos naturais,
em particular, aqueles que possuem dependéncia temporal.

Assim como a resolucao de uma equacao diferencial parcial com coeficientes cons-
tantes tem sua solugao dada, em varios casos, em termos da fungao exponencial, uma
equacgao diferencial de ordem nao-inteira tem, em muitos casos, sua solucao dada em ter-
mos de funcoes de Mittag-Leffler!

Sendo assim, ao entender a forma que a funcao de Mittag-Leffler generaliza a
funcao exponencial estamos, de certa forma, entendendo o porqué de, em alguns casos,
uma equacao diferencial de ordem nao-inteira fornecer uma descricao mais fina de um
dado fenomeno do que a respectiva equacao de ordem inteira.

13Neste sentido, podemos dizer que a funcao de Mittag-Leffler é a generalizacdo fraciondria da funcao
exponencial.
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A fim de elucidar este entendimento apresentamos a seguir alguns graficos refe-
rentes a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros. Estes gréaficos foram obtidos com o
programa MATLAB. Para tanto, fixamos o valor de (3 e consideramos valores de a. Inicia-
mos nossa analise grafica considerando 3 = 1, isto é, consideramos inicialmente a fungao
de Mitttag-Leffler classica. Como em muitas aplicacoes consideramos derivadas de ordem
inferior a um, apresentamos uma analise para o < 1, no particular caso em que 3 = 1.

Euyﬁ(x) para =1

0.4 :
o=0.3 o
a=0.4 ;

0351 @=05 &
=06 v

03H -+ a=07 5
oa=0.8
a=0.9

0.25

0.2

0.15

Ea,ﬁ(x)

0.1

0.05

I
o
o
a
T

Figura 6.1: Gréfico de E,(z) para 0 < o < 1.
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Ea’B(x) para =1

a=0.3
a=04
a=05

. . e . - a=06
0.4 oo s - oa=07

. T =08
a=0.9

0.3

Figura 6.2: Gréfico tridimensional de F,(x) para 0 < a < 1.

Ea’ﬁ(x) para =1

Gk
a=1
=2

Sr =3
a=4

4 a=5
=6

3k

2k

I
i

Figura 6.3: Gréfico de E,(z) para o > 1.
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Ea’ﬁ(x) para =1

Figura 6.4: Gréfico tridimensional de F,(z) para o > 1.
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anﬁ(x) para =1

Figura 6.5: Superficie gerada por E,(x).

Nos graficos referentes a funcao de Mittag-Leffler classica podemos observar os diferentes
comportamentos da funcao para diferentes valores de a. Em azul, a = 1, temos a fungao
exponencial, note que para valores de a@ > 4, a funcao apresenta um comportamento
praticamente linear e a medida que a aumenta a inclinacao da reta, referente a funcao
de Mittag-Lefler, diminui. Para valores muito grandes de « a inclinacao é praticamente
nula. Além disso, destacamos que F,(0) = 1 para qualquer valor de a.. Por fim, notamos
o comportamento bastante similar de E, (z) para valores de o menores que 1.

A seguir estudamos o caso em que § = 2.
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anﬁ(x) para f=2

R R R KR K K
o oA wWN =2

Figura 6.6: Gréfico de E, (x) para varios valores de a.

Ea‘ﬁ(x) para p=2

R R R R K R
1l
o oA wWN =

Figura 6.7: Gréfico tridimensional de F, 5(z) para varios valores de .
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E%B(x) para =2

Figura 6.8: Superficie gerada por E, »(z).

Nos gréaficos anteriores notamos que a funcao E,»(z) tem um comportamento bastante
similar ao da funcao de Mittag-Leffler de um parametro. Porém, as curvas sao menos

sinuosas, como fica claro ao observar, por exemplo, as fungoes Fs5(x) e F2(z) e, na maioria
dos pontos, temos que |E,2(x)| < |Eq(z)].

Ea,B(X) para =3

0.7

R R KRR KR K
L T I R
o0 A W=

Figura 6.9: Gréfico de E, 3(z) para varios valores de .
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Eavﬁ(x) para =3

0.8

R R R R R R
[ T T I
o0 A WN =

Figura 6.10: Gréfico tridimensional de E, 3(x) para varios valores de a.

Ew(x) para B=3

Ea,ﬁ(x)

Figura 6.11: Superficie gerada por E, 3(z).

Ao observar os gréficos para E, 3(x), com a > 1, notamos que embora este também tenha
um comportamento similar ao da fun¢ao E, () este nao admite valores negativos, o que
pode ser um fator importante ao se modelar um evento.
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Eu,B(x) para p=4
0.4r .

o

w

T
R R R KR KRK
L TR [ I T |}
o g NN =

Figura 6.12: Grafico de E, 4(x) para varios valores de a.

Ew(x) para =4

0.4,

D0 A W =

R K R R R

0.3

Figura 6.13: Gréfico tridimensional de E, 4(z) para varios valores de a.
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Ea’ﬁ(x) para =4

0.4

Figura 6.14: Superficie gerada por E, 4(x).

Fica claro ao analisar todos os graficos que quanto menor o valor de 8 mais rapidamente
se d4 a convergencia da funcao E, g, para a reta y = 0, a medida que aumentamos o valor
de . Além disso, pudemos analisar a forma que a funcao de Mittag-Leffler generaliza a
funcao exponencial o que, em determinados eventos, pode ser 1til para entender o porqué
de um modelo que utiliza derivadas fracionarias, generalizar o respectivo modelo que utiliza
derivadas inteiras.
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CAPITULO 7

Equacao do Telégrafo Fracionaria

A andlise matematica do comportamento das linhas de transmissao elétrica iniciou-se a
partir dos trabalhos de Maxwell, Kelvin e Heaviside. Em 1855 Kelvin formulou o modelo
de difusao de corrente em um cabo submarino. O modelo previu de maneira correta o
fraco desempenho do primeiro cabo submarino de telégrafo através do Atlantico, que ficou
inutilizado depois da transmissao de apenas setecentas mensagem, devido as fortes corren-
tes empregadas. Quando o segundo cabo foi colocado, no ano de 1866, as recomendacoes
de Kelvin foram adotadas e este obteve maior sucesso. Trinta anos mais tarde, em 1885,
Heaviside publicou um artigo no qual descrevia suas analises sobre propagacao em cabos
e a forma moderna da assim chamada equacao do telégrafo.

A equacao do telégrafo, é uma equacao diferencial parcial utilizada para descre-
ver varios fendmenos tais como voltagem e corrente em uma linha de transmisao elétrica e
propagacao de onda. A equacao do telégrafo pode ser dada pela equacao

(a Df—i—th—cDi) Glﬂ(x,t) = F(x,1), (7.1)

na qual a, b e ¢ sao constantes reais, com a e ¢ # 0. Neste capitulo é apresentada e resolvida
uma generalizacao para a equagao do telégrafo tendo tanto a parte espacial quanto a parte
temporal considerada no sentido de Caputo fracionarias [38].

Para discutir a equacao (7.1) utilizamos a metodologia da justaposigao de trans-
formadas [33], isto é, aplicamos a transformada de Laplace na parte temporal e a transfor-
mada de Fourier na parte espacial e recuperamos a solucao do problema original através
das respectivas transformadas inversas'.

I'Lembramos que nao tratamos aqui do problema relativo as dimensoes fisicas, tal problema pode ser
encontrado em [61].
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A fim de aprimorar, no sentido de uma possivel generalizacao, a classica equacao
do telégrafo, permitimos que a ordem das derivadas, tanto espacial quanto temporal, possa
tomar valores nao inteiros, isto €, consideramos a equacao diferencial fracionéria associada
ao problema do telégrafo. Esta generalizacao nos permite recuperar o problema cléssico
através de um caso particular enquanto que o caso geral permanece para estudos futuros,
ou seja, uma interpretacao para a equacao diferencial fracionaria.

Este capitulo estd disposto da maneira que se segue. Na Secao 7.1, apresenta-
mos o calculo da fungao de Green associada a equagao (espacial e temporal) do telégrafo
fracionaria. Na Secao 7.2, um caso particular é resolvido através de outro método. Na
Secao 7.3, a partir da comparagao dos resultados para a fungao de Green recuperamos os
teoremas 7 e 8 demonstrados formalmente na Secao 6.5.

7.1 Funcao de Green

Nesta se¢ao investigamos a solu¢do de uma equagao diferencial parcial fracionaria (EDPF)
com o segundo membro igual ao produto de duas fungoes do tipo delta de Dirac, isto é,
calculamos a assim chamada funcao de Green associada a esta equacao.

Sejam a, b e ¢ constantes reais e «, (3 e v parametros reais satisfazendo as seguintes
condigoes 0 < v <1,0< f<1e0< vy <1 Sendo D¢ = 9/ com £ igual a t, variavel
temporal considerada no sentido de Caputo, ou igual a x, varidvel espacial considerada no
sentido de Riesz.

Consideramos a seguinte EDPF| para a variavel temporal ¢ > 0 e varidvel espacial
—00 < T <00

<a D2 1 HDf — ¢ Df;) G} 5w, ) = Md(t) S(x) (7.2)

com A; sendo uma constante real. A solugao da equagao (7.2) pode ser interpretada como
a funcao de Green fracionaria. Outra maneira de introduzir a funcao de Green fracionaria
pode ser encontrada em [77]. Para o = [ = v = 1 recuperamos a cldssica equagao
diferencial do telégrafo. Sendo assim, a equagao (7.2) pode, de fato, ser interpretada como
uma generalizacao da classica equacao do telégrafo. Esta equacao também descreve a
difusdo anémala e o propagador de sinais como mostrado por Mainardi [77].

Para resolver a equagdo (7.2), primeiramente consideramos todas as constantes
a, b e ¢ diferentes de zero. Os casos em que algumas delas podem ser nulas devem ser
discutidos como casos particulares. Além disso, devemos distinguir dois casos: (i) Se 5 # 1
a equagao é sempre uma EDPF e (ii) se § = 1 temos duas possibilidades, i.e., EDPF, como
nos mostra a Tabela 1 e EDP, como na Tabela 2 abaixo
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0 <~vy<1/2 Primeira ordem no tempo
1/2 <y <1 Primeira ordem no tempo
0 <~vy<1/2 Segunda ordem no tempo
1/2 <y <1 Segunda ordem no tempo

v =12 0 < a<1/2 Primeira ordem no espago
1/2 <a <1 Primeira ordem no espago
_ 0 <a<1/2 Segunda ordem no espago ( [77])
7= 1/2 <a <1 Segunda ordem no espago ( [77])

Tabela 1. Casos em que (3 # 1, sempre tem-se uma EDPF.

a=1/2 ~v=1/2 Primeira ordem no tempo e no espago

a=1 vy=1 Segunda ordem (Equagao do Telégrafo Classica)
a=1/2 v=1 Segunda ordem no espago (Equacao de Difusao Classica)
a=1 v=1/2 Segunda ordem no tempo

Tabela 2. Casos em que 3 = 1, sempre tem-se uma EDP.

Por outro lado, temos duas possibilidades para o parametro n, da derivada fra-
ciondria: (i) n=1para0 <a <1/2e (ii)n=2paral/2 <a<1.

Como ja mencionamos, discutimos a equagao (7.2) através da justaposi¢ao de transforma-
das de Laplace na parte temporal e Fourier na parte espacial, no caso em que a, b e ¢ sao
constantes nao nulas. Sem perda de generalidade consideramos a seguinte equacao

(D3 +22D7 = D) G (2. ) = Ai6(1) 6(x) (73)

na qual A é constante. Esta equacao também pode ser interpretada como a generalizacao
do caso unidimensional discutido por Hanyga [53].

A fim de resolver o caso geral tomamos as seguintes condigoes iniciais

0
Ggﬁ(x, 0) = \d(x) e % [Glﬁ(x,t)]t:o =0

com A, uma constante real, e as seguintes condicoes de contorno

. _ 0

$l_1)rinoo G 4(x,t) = 0= lim {%Glﬁ(x,t)} .

Para v =1, A\; = 0 e Ay = 1 temos o caso anteriormente discutido por Orsingher-Beghin
[90]. De maneira geral, devemos distinguir as solugoes, isto é, para a equagao diferencial
nao-homogeénea com A\; = 1 e Ay = 0 temos a funcao de Green propriamente dita e, para
a equacao homogenea, A\ =0 e Ay = 1 temos o assim chamado propagador.
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Seja @lﬁ (z,s) a transformada de Laplace na parte temporal da fungao Glﬁ (z,t)
definida pela seguinte integral

@gﬁ(x, s) :/o Glﬁ(x,t) e st dt
com Re(s) > 0. Aplicando a transformada de Laplace na equagao (7.3) podemos escrever

(s +2Xs" — 2 D2Y) @gﬂ(x, ) = [A1 + X827+ 208775 (2). (7.4)

Seja Gl 5(w, 5) a transformada de Fourier da funcio @g (2, 8), definida por

Glﬂ(w, s) = / G 4z, s) ™" dx

—00

a qual temos para a derivada®

o2 v/2 R
5(-) Gusles)| = lE0w0

Aplicando a transformada de Fourier na equagao (7.4) obtemos uma equacao algébrica®,
cuja solugao ¢ dada, em termos de A = —|w|?’, por

- )\1 + )\2(82a_1 + 2\ 8’8_1)

G
as(@:9) s2 42X s8 + A

(7.5)

Para obter a solucao de nosso problema devemos calcular as transformadas inversas. Para
tanto, inicialmente calculamos a transformada de Laplace inversa. Manipulando a equacgao
(7.5) podemos escrever

820475 + 2)\)k+1 )

) 0 Asfﬁ 1 -
§ _ 9 =0 (=1)FAF
Ga,ﬂ(w, s) A 5208 1 2\ Ash ;( ) (

+ s2a=B 4 2\

onde = A\ + Ao(s2 71 +2X5%71). A segunda igualdade da equacio acima é devida ao
fato de estarmos considerando |A s77/(s%*7 7 + 2))| < 1.

Utilizando a linearidade da transformada inversa e a equacao (6.26) temos

e}

G, 4w, t) = Z(—A)k D e O O R B (7.6)
k=0

2Esta relacio pode ser generalizada para o operador Laplaciano da seguinte forma [82] §[(—A)*/2 f ()] =
|w|*Lf(Z)] onde w? = wi +wF + -+ +wy.
3No caso em que a EDPF possui coeficientes constantes, a equacdo transformada é sempre algébrica.
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+ Agt* [Egi—l,a,mkﬂ(_u t2a7ﬁ) +p t2a7ﬁE§;—1ﬁ,2ak+2a—ﬁ+1 (—n thiﬁ)} }

na qual p = 2, EY, 5(z) é a fungao de Mittag-Leffler introduzida na Segao 6.3 e @Zlﬁ(w, t)
¢ a transformada de Laplace inversa de Gl 5w, 5).
Para obter a solucao da equagao (7.3), satisfazendo as condigdes correspondentes,

ou seja, a funcao de Green fracionaria, calculamos a transformada de Fourier inversa.
Calculemos a integral

1 > - —iwT
G, 4(z,t) = Py G, s(w,t) e ™" dw
—0o0
1 [P
- Z(‘A)k {M t2ak+2a_1E§;—1,a,2ak+2a(_Mt2a_ﬁ)+
T k=0
+ ot [E§;—12a,2ak+1(_ﬂ t2o=F)

+ Mt2a_ﬂE§;r—l,a,2ak+2a—ﬂ+1(_M t2a_ﬂ)] } e dw .

At
Tendo em mente a relacdo §[|t|Y|(z) = v/m2 ! (%) |z| !, vélida para A € C, A # 0,

I'(=3)
A # —1 —2m com m € Ny, podemos escrever
1 = . ok
G, 4(z,t) = - Zsm(wrk) D29k 4 1) - || 72F 1
k=1
{M et e BT raa (— t2077) (7.7)

+ At [Egtj—lﬁﬂak—i-l(_ﬂ t2>P)

_3 ik _
+ ot ﬂE2otlﬁ,2ak+2a—ﬁ+1(_Nt2a ﬁ)}}7

com x # 0. Esta expressao ¢ a fun¢do de Green fraciondaria associada a equagao (7.3).

7.2 Caso Particular o =

Nesta segao discutimos a equacao (7.3) no caso em que o = 3 e recuperamos, para valores
especificos dos parametros, o resultado obtido por Orsingher-Beghin [90] como vamos ver
na segao seguinte. Tomando o =  na equagao (7.3) obtemos

(Dfa +2ADY — Di’Y) Gg,a(l’, t) = Mé(t) 6(x)

101



cuja solucao, satisfazendo as mesmas condigoes impostas anteriormente, pode ser obtida
através da equagao (7.7), com 0 <y < 1,0 < a < 1, ou seja,

1 o0
Gy oz(xa t) = —— Z Sin(’yﬂk) . F(ny]{ + 1) . |x’72'ykz71
’ T

T B aa (=i t)

k+1 k+1
+ Aot [Eatkﬂ( pt®) + taEa—szJraJrl( Mta” } :
Notemos que no limite em que 27k é um nuimero inteiro, a expressao para a

transformada de Fourier se simplifica para
Sl (z) = 2(=1)"M(2n+ Dlz| "2 para z e R;neN,
St (x) = 0 para x € R;n € Nj.

Se considerarmos os parametros Ay = 0 e Ay = 1, no caso v = 1, temos o propagador,

o0

D (=)TE k)L fa)

1
T
k=0

Gl (x,t) =

gk [Efiﬁcﬂ( pte) +NtaE§§c+a+1( Uta)] )

por outro lado tomando A\; = 1 e Ay = 0 podemos escrever a funcao de Green, ou seja,

o0

= 7 Ul DB (),

k=0

>1|H

GlG x,t)

7.3 Regras de Soma para a Funcao de Mittag-Leftler

Nesta secao apresentamos dois novos resultados envolvendo as fungoes de Mittag-LefHer,
ambos consequéncias do nosso calculo para a funcao de Green fracionaria.

Outra maneira de se resolver a equagao (7.3) no caso em que o = [ é considerar

o denominador na equagao (7.5) escrito na seguinte forma
S2 42N+ A = (8% — puy)(5Y — po)

onde p; = =A—VA2 — Aepuy = —A+vA2 — A com A = —|w|?. Utilizando estas expressoes
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podemos escrever

A 1

éz"a(w’s) T s [ s — p -
- M1 - M2
2a—1 1 a—1 1
T < R o )
S% — p1 8% — o S% — p1 8% — o

B A <M1 s HQS_Q)_i_
e AN e T N

)\ a—1 a—1 —1 -1
N 2 {uls CE +2)\[u18 Y ]}
M1 — p2 S — p1 8% — o 5% — 1 8% — o

Através da linearidade da transformada de Laplace inversa e da equagao (6.29), com p = 1,
obtemos as seguintes expressoes para a transformada de Laplace inversa

200—1
Glowt) = M (11 B 20 (111%) — 12 Eg 20 (12t™)]
M1 — M2
A2 o o
+ (11 Ea1 (1) — poBo 1 (pat®)] +
M1 — H2
2\ Ao £° § §
+ (11 Eaar1(p1t®) — po Eg a1 (u2t®)] .
H1 — M2

Em particular, no caso em que A\; =0 e Ay = 1 e utilizando a relacao
TEqa11(2) = Eqa(x) — 1
recuperamos o resultado obtido por Orsingher-Beghin [90].

Por outro lado, tomando o = 3 na equacao para a transformada de Fourier
inversa, equagao (7.6), temos, para u = 2\, que

[e.o]

Gralw,t) = Y (=0 {2t B (™) +

k=0
+ )‘2t2ak [Eiﬁikﬂ(—u ta) + p t0‘E§Eék+a+1(_N ta)] } .

Discutimos dois casos interessantes associados a G, ,(w, t). Inicialmente conside-
ramos A\; = 0 e Ay = 1, nas duas equagoes anteriores, logo,

D (=M [EESL (e t®) + pt ERG L (—pt®)] =

00
k=0
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_ M Eoi(pt®) — po Egq(pot®) n 2Nt
M1 — M2 H1 — M2

onde p; = —A— VA2 —Aepuy =X+ VA2 — A com A = —|w|*?, que pode ser reescrita
da seguinte forma

[,ul Ea,aJrl (,ulta) — M2 Ea,aJrl (MZta)] )

Z(_A52)k [Eﬁzikﬂ(—u §) + MfESEiHaH(_N f)} =

00
k=0

_ i Ba(in ) — pp Ea(pn) | 26

M1 — 2 H1 — H2
onde = t* e utilizamos a relagao E, 1(z) = E,(z).

(11 B ag1(118) — p2 B ar1(1286)]

Simplificamos o segundo membro da equacao anterior de modo a obter

- 1 Eo(p12€) — pa B (116)
Z(_ASQ)]C [Efifgikﬂ(—u §) + u sz,Jgék;+a+1(_U 5)] = - (7.8)
P M1 — M2

Analogamente, tomando, agora, Ay =1 e Ay = 0 obtemos
. Eopa(pat®) — poFo o (p2t®)
—A thakEk-I—l —ut®) = H1La,2 ) 7
;( ) a,2ak+2a( pte) 11—t
ou ainda
- ,ulEa,2a(N1 5) - M2Ea,2a(ﬂ2 5)
Z(_Ag)kEiEikwa(_N §) = — ’ (7.9)
0 M1 — 2

novamente t* =¢ e u; = —A— VA2 —Aepy = —-A+ VA2 — A com A = —|w*.

As equagoes (7.8) e (7.9) podem ser interpretadas como novas regras de soma
envolvendo as fungoes de Mittag-Leffler. Na préxima secao apresentamos estes resultados
na forma de teoremas.

7.3.1 Teoremas de Adicao

Um teorema de adigao [36, 43| é uma férmula matemadtica que, para uma fungao particular
f, estabelece uma relacao entre f(z 4+ y) e f(x) e f(y), como por exemplo na cldssica
formula de soma de arcos

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen (a) sen (b).

Existem formas canonicas de se apresentar os assim chamados teoremas de adigao en-
volvendo funcgoes especiais. Aqui, utilizamos um problema fisico, a equacao do telégrafo
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fracionaria, para apresentar os novos teoremas de adicao associados a funcao de Mittag-
Leffler generalizada. Note que estes teoremas e suas consequéncias ja foram apresentados
e formalmente demonstrados na Secao 6.5.

TEOREMA 7. Sejam z,y € R com |z| < 1 e |y| < 1. Se x # y entdo

Z(—xy)’“EfiEima(x +y) = :

- T Ea,2a($) — yEa,2a(y)
k=0 Ty

TEOREMA 8. Sejam z,y € R com |z| < 1 e |y| < 1. Se x # y entdo

x Ea(y) - yEa(x)
Y ey [ (@ +y) = (@ + 9 E o +9)] = z—y .
0

o
k=

DEMONSTRAGAO. As demonstragoes dos teoremas 7 e 8 sdo obtidas diretamente
através da introducao das mudangas de varidveis (1§ = x e s = y nas equagoes (7.9) e
(7.8) respectivamente.
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CAPITULO 8

Sistema de Lotka-Volterra
Fracionario

O modelo de Lotka-Volterra é composto por um par de equacoes diferenciais que des-
crevem as interacoes entre presa e predador em seu caso mais simples (uma populacao
de predador e uma populagao de presas). Este modelo foi desenvolvido por volta de
1920, independentemente, por Alfred Lotka e por Vito Volterra e é caracterizado por
oscilagoes tanto na populacao de predadores quanto na de presas, com o pico da oscilagao
de predadores ocorrendo logo apds o pico da oscilacao de presas.

Este modelo tem sérias restrigoes, do ponto de vista da modelagem: 1) a po-
pulagao de presas cresce exponencialmente na auséncia do predador; 2) a populac¢do de
predadores morre de fome na auséncia da presa (ao invés de buscar uma nova espécie
de presa); 3) predadores podem comer uma quantidade infinita de presas e 4) nao hé
complexidade ambiental (isto é, ambas populacoes estdo se movendo aleatoriamente em
um meio homogéneo).

Destacamos ainda, que o sistema de Lotaka-Voterra tem diversas aplicagoes em
biologia, como por exemplo, para descrever os modelos parasita-hospedeiro [59], cresci-
mento de plantas e as interagoes planta-herbivoro [54], dentre outras

Neste capitulo propomos uma generalizacao fracionaria para o sistema de Lotka-
Volterra utilizando derivadas fracionédrias no sentido de Caputo. O objetivo desta gene-
ralizagdo é minimizar os efeitos das restrigoes anteriormente citadas [35]. Este capitulo
esta disposto da seguinte maneira: na Secao 8.1 apresentamos o classico sistema de Lotka-
Volterra; na Segao 8.2 apresentamos e resolvemos o sistema de Lotka-Volterra fracionario
linearizado e na Secao 8.3 apresentamos um exemplo numérico.
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8.1 O Sistema de Lotka-Volterra

Sejam a, b, ¢ e d constantes. Por simplicidade, denotamos = = x(t) e y = y(t). Nestas
condicoes o sistema associado ao problema presa-predador é dado por

dx
E - x(a—yb),

(8.1)
% = —y(c— xd).

Este sistema quase linear apresenta dois pontos criticos, P(0,0) e Q(c/d, a/b). O primeiro é
um ponto de cela que nao sera discutido aqui. Neste trabalho concentramos nossa atengao
no ponto Q).

Consideramos as constantes a, b, ¢ e d como sendo positivas, () é um ponto que
representa a coexisténcia de predadores e presas em equilibrio. Nosso objetivo é investigar
se este ponto critico é estavel.

Introduzindo as mudancas de varidveis u = x — ¢/d e v = y — a/b, transladamos
o ponto critico para, R(0,0)!, associado ao seguinte sistema nas varidveis u e v.

% = —g(vc—i-uvd),
dv d
5 = E(ua+uvb).
Sabemos que o correspondente sistema linearizado
du __le,
a4’
dv _
a - "

possui elipses centradas no ponto critico como trajetorias, as assim chamadas trajetérias
linearizadas.

Para encontrar as trajetdérias no sistema original, nas varidveis x and y, basta
dividir a segunda equacao de (8.1) pela primeira, desta forma temos

@__gc—a:d

dx ra—yb
Apo6s resolver este sistema obtemos

flz,y) =clnae —zd+alny — by = K,

!Este ponto R nao deve ser confundido com o ponto P, associado ao sistema nas varidveis x e y.
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na qual K é a constante de integracao. As trajetorias definidas pelo sistema sao as curvas
de nivel da funcao f(z,y).

Na proxima secao, modelamos o sistema presa-predador através do assim cha-
mado sistema de Lotka-Volterra fracionario e para resolve-lo utilizamos a metodologia da
transformada de Laplace.

8.2 Sistema de Lotka-Volterra Fracionario

Como afirmamos anteriormente, o sistema original de Lotka-Volterra possui uma série
de restricoes. Compensar estas restricoes é a motivagao para introduzir a generalizacao
fraciondria do sistema [37], ou seja,

Dyx(t) = %x(t) = ax(t)—bx(t)y(t),
(8.2)
o8
D/y(t) = o5u(t) = —cy(t) +da(by().

na qual 0 < o, 8 < 1, a, b, ¢ e d sao constantes positivas e as derivadas fracionarias sao
tomadas no sentido de Caputo [19]. Este é um sistema nao linear no qual z(t) denota o
ntimero de presas e y(t) o de predadores ambos no instante ¢. Note que permitimos que as
derivadas nas equagoes (8.2) sejam de ordens diferentes. O objetivo deste procedimento é
compensar a restricao 4, mencionada na introducao do presente capitulo. Numa situagao
real a e (3, assim como a, b, ¢ e d devem ser determinados experimentalmente.

A dimensao efetiva do sistema, D, é dada pela soma das ordens da equagao,
ie., D = a+ (. Este tipo de generalizacao de sistemas dinamicos através de derivadas
fracionarias foi utilizado, por exemplo, na descricao de fenomenos de viscoelasticidade como
o sangue humano [110].

De maneira analoga a feita na se¢ao anterior introduzimos as variaveis

() = u(t) + 2 e yt)=ov(t)+ .

Utilizando a derivada fracionaria no sentido de Caputo, o sistema linearizado correspon-
dente é dado por

Dult) = —oeu),
(8.3)
Dt’gv(t) = C%du(t).
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A fim de resolver o sistema fracionario linearizado tomamos a transformada de
Laplace nas duas equacoes, de onde podemos escrever

goth=l be P71
Fls) = ul0) G5 ae =0 o e

¢ SoHrﬁfl ad Safl
Glo) =0 e PO e

na qual u(0) e v(0) denotam, respectivamente, as populagoes inciais de presa e predador.
Além disso,

F(s) = £lu(t)] e G(s) = Lv(t)].

Introduzindo a notacao u(0) = wug e v(0) = vy e tomando a transformada de Laplace inversa
podemos escrever a solucao, isto é,

be

u(t) = ug Eoyp(—act®™?) — g = t* Boy a1 (—act®™?) (8.4)
¢ d
0(t) = vy By g(—act™P) + ug % 1% B g ga1(—act™+h) (8.5)

na qual E,(z) e E,,(z) denotam as fungoes de Mittag-Leffler de um e de dois parametros.

8.3 Exemplo Numérico

A fim de ilustrar numericamente o resultado obtido na secao anterior consideramos um
sistema da forma de (8.2), coma =2,b=3/2, c=2ed=1/2. Além disso, vamos supor
que z(0) = 1000 e y(0) = 150.

As Figuras 8.1 e 8.2 mostram diversas curvas obtidas através das equagoes (8.4)
e (8.5), utilizadas para resolver o sistema. Cada curva corresponde a uma combinagao
particular dos parametros o e  que definem a derivada fracionéria de z(t) e y(t). Estas
curvas mostram como « e [§ interferem na convergéncia para o ponto critico Q(4,4/3).
Para o = 8 =1, a curva é uma elipse centrada em @), ou seja, de fato recuperamos o caso
envolvendo derivadas de ordem inteira. A medida em que reduzimos a dimensao efetiva
do sistema, ou seja, a + 3, a convergéncia para o ponto () é acelerada. Note que curvas
bastante similares foram obtidas para os pares (« = 0.9, f =0.9) e (« = 1, § = 0.8),
assim como para (¢« = 0.8, 5 =0.8) e (=1, §=0.6).

E importante ressaltar que as figuras foram obtidas utilizando o MATLAB e
mostram apenas a linha de tendéncia, sendo assim elas devem ser interpretadas da seguinte
maneira, toda vez que a curva toca o eixo y a populacao de presas se estingue, desta forma,
ha uma queda significativa no nimero de predadores, por outro lado, se a curva toca o eixo x
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a populacao de predadores se estingue, consequentemente, a populacao de presas aumenta.
Além disso, a solucao nos mostra que quando a dimensao efetiva do sistema é menor
que 1.8 as solugoes nao tém problemas de extincao, o que, dependendo do problema que
estamos modelando, pode ser uma vantagem bastante significativa do sistema fracionario
em relacao ao sistema de ordem inteira.

Os resultados que se seguem foram obtidos fixando [ e variando «. Os resultados
em que « é fixo e [ varia sao bastante similares e por isso nao foram mostrados na figura.

y

=N \w s

-2 { 2 4 6 8 10
-1

(d) a =06, 8=0.6.

Figura 8.1: Curvas obtidas para valores de a = (3. Os dois eixos estao em escala de 1 para
1000.
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d) a=1, =0.2.

Figura 8.2: Curvas obtidas para valores de a # 3. Os dois eixos estao em escala de 1 para
1000.

112



CAPITULO 9

Equacao de Langevin Fracionaria

Nos tltimos dez anos tem havido um crescimento no nimero de processos envolvendo
difusao anomala. Estes processos ocorrem em intmeras areas do conhecimento como, por
exemplo, na Biologia [25, 66] e na Fisica [9, 14, 80].

Em um recente trabalho [99] uma fun¢ao de Mittag-Lefller foi introduzida no es-
tudo da equagao cinética, deslocamentos aleatdrios e difusdo anomala [82]. Outro recente
trabalho [113] mostra a solugao exata da equagao de Langevin para uma particula harmo-
nicamente confinada. Os mesmos autores [114] apresentam e discutem a difusdo anémala
induzida por uma funcdao de Mittag-Leffler correlacionada a um ruido, na qual os autores
apresentam alguns casos particulares que caracterizam o ruido. Além disso, de acordo
com o valor do expoente da difusao anomala, eles distinguem subdifusao e superdifusao.
Também neste trabalho sao citados artigos nos quais a teoria foi aplicada com sucesso.
Mencionamos ainda, que a difusao anomala desempenha um importante papel no estudo
da onda de reagao-difusao [44, 45].

Uma forma natural de se estudar a difusao anomala é através da equacao de
Langevin generalizada [96]. No referido artigo os autores mostram como o comportamento
de longo prazo do deslocamento médio quadratico, para os sistemas descritos pela equacao
de Langevin generalizada, dependem das propriedades da fun¢ao de correlagao e do ntcleo
de memoria.

No presente capitulo estudamos a versao fracionaria da equacao de Langevin gene-
ralizada na auséncia de um campo deterministico’. Este capitulo esté disposto da seguinte
maneira: Na Secao 9.1 apresentamos alguns resultados associados a classica equacao de

INovamente para as correspondentes dimensoes fisicas recomendamos o trabalho de Inizan [61].
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Langevin generalizada, incluindo a metodologia da transformada de Laplace, a qual é
utilizada para obter a solugao em termos da funcao de relaxacao. Na Secao 9.2 introduzimos
a versao fracionaria da equacao de Langevin generalizada, recuperando os resultados da
Secao 9.1. Na Secao 9.3 utilizando uma funcao de correlagao particular obtemos a funcao
de relaxacao. Na Secao 9.4 apresentamos nossos principais resultados, ou seja, calculamos
explicitamente os ntucleos em termos da funcao de Mittag-Lefler generalizada.

9.1 Equacao de Langevin Generalizada

Nesta secao apresentamos a classica equagao de Langevin generalizada (ELG) e sua solugao
em termos de uma fungao de relaxacao que caracteriza o processo fisico, obtida através da
transformada de Laplace.

A abordagem cléssica, conhecida como teoria de Ornstein-Uhlenbeck (ou Einstein-
Ornstein-Uhlenbeck) do movimento Browniano foi inicialmente apresentada por Langevin,
enquanto que a difusao usual e o movimento Browniano estao associados com a equacgao
de Langevin. A equacao de Langevin classica e sua generalizacao, foram revistas com
um tratamento fraciondrio alguns anos atras por Mainardi-Pironi [76]. Neste trabalho os
autores discutem a equacao de Langevin associada apenas a velocidade. Para discutir
a equacao de Langevin associada ao deslocamento é necessario calcular uma integral em
relagao a variavel temporal.

A ELG, na auséncia de um campo deterministico, é dada por

Da(1)+ [ i — &) Dere) de = FI1) 91)

com D, = d/dy na qual y = ¢,&, e pu(t) é o nicleo de memdria dissipativa e F(t) é uma
forga aleatéria. Consideramos a equagao (9.1) com duas condigoes deterministicas, isto é,
x(0) = xg, condicao inicial, e #(0) = v, velocidade inicial da particula de massa unitaria.

Para resolver a equagao (9.1) introduzimos a transformada de Laplace. Utilizando
o teorema da convolucao podemos escrever

[° + s7(s)]@(s) = o[s + Als)] + vo + F(s) (9-2)

na qual fi(s), z(s) e F (s) denotam, respectivamente, as transformadas de Laplace de pu(t),
x(t) e F(t), e s é o parametro da transformada de Laplace.

Introduzindo a funcao de relaxacao, H(t), como sendo a transformada de Laplace

inversa, i.e.,
~ 1

H(s) = pprT (9.3)
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podemos escrever R R
Z(s) = H(s){xo[s + 1(s)] +vo + F(s)},

cuja respectiva transformada inversa é dada por

2(8) = 20 + voH (1) + /0 CH(t - ) F(6)de

a qual pode ser reescrita na seguinte forma

£(t) = {x(t)) + / H(t - €)F(€)de (0.4)

onde consideramos (x(t)) = xo + voH ().

A primeira derivada da equagao (9.4) é dada por

E(t) = (i(t)) + / Wt — €)F(€)de (9.5)

na qual (z(t)) = voh(t) e a funcao de relaxacio, h(t), é a derivada de H(t), i.e., h(t) = H(t).
Desta forma, temos

h(s) = = sH(s)

s+ 1i(s)
com as condigoes H(0) =0 e h(0) = 1, obtidas através das equagoes (9.4) e (9.5).
Novamente, com auxilio das equagoes (9.4) e (9.5), podemos discutir as equagoes

explicitas para as varidveis associadas a equagao (9.1), em particular a difusao anémala e
a distribuigao de probabilidades [96].

9.2 Equacao de Langevin Fracionaria Generalizada

Existem varias maneiras de se explicar fenomenos envolvendo difusao anomala, em particu-
lar, estendendo a definicao de entropia na estatistica convencional de Gibbs-Boltzmann bem
como, através da equacao de Fokker-Plank com derivadas fracionarias ou com coeficientes
associados a difusao variando no tempo [46].

Aqui, nesta secao, seguindo a via da generalizacao fracionaria, apresentamos e
discutimos a assim chamada equagdo de Langevin fraciondria generalizada(ELFG), consi-
derando a metodologia da transformada de Laplace de maneira similar a feita para a ELG
na secao anterior.

A ELFG, versao fracionaria da ELG, é definida por
t
Dfa(t) + [ n(t— € DIs(€) s = F() (9.6)
0
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coml<a<2e0<f<1. O operador D denota a derivada fracionaria considerada no
sentido de Caputo.

Aqui x(t) representa a posi¢ao de uma particula, p(t —t') o nicleo de memoria
dissipativa o qual é tomado de maneira similar ao utilizado em [114], i.e., em termos de
uma fungao de Mittag-Leffler? e F(¢) é uma forca gaussiana. Tomando os limites a — 2 e
(8 — 1, os resultados envolvendo a ELG sao recuperados.

Por outro lado, em um recente trabalho [101] foi apresentado uma classe de ELG
com derivadas fracionarias, também no sentido de Caputo. Os autores discutem um sistema
envolvendo processos de difusao com uma funcao de correlagao de dois tipos: a exponencial,
a lei de forca e os termos associados ao campo deterministico iguais a zero, ou seja, a
equagao (9.6) para o caso em que 0 < o < 1 e § = 1. O mesmo autor [102] discute a equagao
de Langevin fracionaria com a derivada fracionaria no sentido de Riemann-Liouville. Ele
compara estes resultados com os obtidos em [101] considerando o termo deterministico
como sendo nulo. Foi discutida recentemente [114], a difusdo anémala induzida por uma
funcao de correlacao de ruido como sendo uma funcao Mittag-Leffler. No trabalho os
autores obtém a expressao exata para os valores principais, variancia e coeficientes de
difusao para uma particula em termos da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros e
suas derivadas. Mencionamos que a equacao discutida naquele trabalho é uma ELG, ao
contrario da equagao apresentada em [102], que é uma ELFG.

Aqui, discutimos as solugoes analiticas da equagao (9.6) através da transformada
de Laplace. Desta forma, aplicando a transformada de Laplace na equagao (9.6) e utilizando
a relacao que envolve a tranformada de Laplace e derivadas [38], obtemos

[s* 4 s°7(s)]Z(s) = s o + 5 209 + 205" fi(s) + F(s)
a qual para o = 2 e = 1 recupera a equagao (9.2).

Introduzindo a funcdo de relaxacdo, H(t), podemos escrever a equagao anterior
na seguinte forma

7(s) = H(s) {220 + 5Ri(s)) + 005" + F(s)}
cuja transformada inversa, denotada por £ ![f(s)], pode ser escrita como
2(t) = 3o + v [H(s)s™ 2] + 27 [H(5)P(s)] .

Utilizando o teorema de convolugao, associado a transformada de Laplace, obtemos a
solucao

z(t) = zo + v &1 [ﬁ(s)sa_Q] + /0 t H(t— &)F(¢)d¢

2Como o ruido estaciondrio é exponencialmente correlacionado parece natural propor uma generalizacao
utilizando a funcao de Mittag-Leffler.
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onde H (s) é a transformada de Laplace da fungao H(t). A partir deste ponto devemos
distinguir uma funcao de relaxacao particular.

Como ja dissemos anteriormente, para o = 2 e = 1 os resultados associados a
equagao (9.1), bem como suas consequéncias, sao mostrados em [101]. Estes resultados sao
generalizagoes no sentido em que, consideramos sua versao fracionaria e tomamos o modelo
de funcao correlacionada como sendo uma funcao de Mittag-Lefler conveniente, ou seja, a
classica fungao de Mittag-Leffler com um parametro, como considerado em [114].

9.3 Uma Funcao de Correlacao Particular

Nesta se¢ao explicitamos o célculo dos nicleos, H(t) e h(t), que aparecem nas expressoes
envolvendo variancias [82], supostas na forma

0e(t) = kpTI[2I(t) — H*(t)]
ow(t) = kpT[1—h*t)]
ou(t) = kpT H(t)[1 - h(t)] (9.7)

onde .
1) = [ agHee)
0
kp ¢é a constante de Boltzmann e T' é temperatura absoluta do meio [96].

A equacgao (9.1) representa um sistema em estado de equilibrio, as fungdes pu(t),
o nucleo de meméria dissipativa e C(t), a fungao de correlagao, sao relacionadas pelo
conhecido teorema de flutuagao-dissipagao [96]

Aqui, consideramos o caso no qual o nucleo de memoria dissipativa pode ser
escrito da seguinte forma [114]

p(t) = WEN=(t/7)]/ 7 (9-8)

com 0 < A < 2. Temos que pu(t) deve ser determinado por um mecanismo dinamico
associado ao processo fisico. E\(:) é a fungao de Mittag-Leffler de um parametro®, v, é

3A funcdo de Mittag-Leffler cldssica, para 0 < A < 1, é uma funcio estritamente monétona e para
1 < A < 2 pode ser decomposta em uma funcao completamente mondtona somada a uma contribuigao
oscilatéria [105].
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uma constante que depende de A mas nao possui dependéncia temporal e 7 é a memoria
temporal caracteristica. O caso particular para A = 1 é associado com processo de Ornstein-
Uhlenbeck padrao [10]. Utilizando a expressao (9.8) a fungao de correlagao pode ser escrita
como

C(t) = CoN T B[~ (t/7)"]

onde 7 age como uma meméria temporal caracteristica e Co(A) = v, kg T é o coeficiente
de proporcionalidade dependendo do parametro A.

Procedendo de maneira analoga a feita na Secao 9.1, utilizando o nucleo de
memdria dissipativa dado pela equagao (9.8), podemos escrever a respectiva transformada
da seguinte forma

R S)\fl

—ry— 9.9
1i(s) N o (9.9)
a qual fornece a transformada de Laplace correspondente a funcao de relaxacao
H(s) = Hy(s) + Hy(s) (9.10)
com Hi(s) = 7*s *Hy(s) na qual Hy(s) é dado pela seguinte expressao
A—a
i (9.11)

o) = S Gy s (W)

que para a = 2 = 23 recupera os resultados obtidos em [114].

9.4 Nucleos e a Funcao de Mittag-Leffler
Generalizada

Nesta ultima secao, utilizando a equacao (9.11) obtemos os niicleos necessarios para se
calcular as variancias. Todos os resultados sao apresentados em termos da funcao de
Mittag-Leffler generalizada, ao contrério da notagao utilizada em [114] no qual os auto-
res apresentam os resultados em termos da derivada da funcao de Mittag-Leffler de dois
parametros?.

Devemos agora calcular a transformada de Laplace inversa da equagao (9.11).
Para tanto, utilizamos a definicao da transformada de Laplace para escrever

4A relacdo entre a funcdo de Mittag-Leffler generalizada e a derivada da funcdo de Mittag-Leffler de
dois parametros foi estabelecida pela equagao (6.24).
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00 1 00
SR (ot = S L / e SR,
| ap(at”)] ;F(a—l—ﬁ)k! 0

Note que podemos comutar a integral e o somatério da equacao acima, pois tanto
a integral como o somatorio convergem uniformemente.

Através da integral acima e da definicao da série geométrica temos

L EL g(at®)] = o ap

na qual Re(s) > 0, Re(8) > 0, a € C, e |as™®| < 1, cuja correspondente transformada
inversa é dada por

gt [m] = " B! S(at®).

Utilizando a equacao anterior e a série geométrica podemos escrever a seguinte
relagao

£71 Sp_l e i(—A)rt(aﬁ)T ErJrl (_B ta) (9 12)
s+ AsP+B| — aatl—pt(a=p)r '

na qual Re(a) > Re(8) > 0.

Para calcular a transformada de Laplace inversa da equagao (9.11) utilizamos a
relagdo obtida na equagao (9.12) e obtemos

Hy(t) = £ [Ho(s)) = Y (- 3) ¢ B, [~ (/7)) (9.13)
onde v =a—(+1.

Procedendo como anteriormente temos

S )] = MY (- 8) B, @Y (019)

r=0

H,(t)

Por outro lado, para obter o nicleo h(t) a transformada de Laplace inversa é
calculada da seguinte maneira
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ho(t) = £ Y sHo(s)] e  hi(t) = £ [sHy(s)]

entao obtemos h(t) = ho(t) + hi(t). De maneira similar temos
a— A\ vr T
ho(t) = 723" (=5 ) 7B 1, [t/ (9.15)

m(t) = 3 (5 B g [ (9.16)

ondev=a—(+1.

Finalmente, por integragao, obtemos I(t) = Iy(t) + I1(t), onde

no = [ aet(©) = 3 (<) B, [0/ (9.17)

7—>\
r=0

L) = /MY (- 5) B i [0/ (9.18)
comv=a—[+1.

As equagoes (9.13)-(9.18), generalizam os resultados obtidos em [114] e sao os
resultados mais importantes deste capitulo. Com estes nicleos podemos obter a evolucao
temporal do valor da posicao, (x(t)) = zo + voH (t), e a velocidade, (&(t)) = voh(t), assim
como as variancias dos processos, a partir das equagoes (9.7).
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Conclusoes

A diferenciagao, normalmente denotada por D = d/dz, é familiar para todos que ja tenham
estudado o cédlculo elementar. Além disso, para uma dada funcao f a derivada de ordem
n da funcao f, denotada por D" = d"f(z)/dz", é bem definida e suas interpretacoes
fisica e geométrica sao conhecidas, no caso em que f é uma funcao conveniente e n é um
nimero natural. Em 1695 numa famosa carta I’Hopital questionou seu amigo Leibniz a
respeito do possivel significado de D" f no caso em que n fosse um nimero fraciondrio.
Em sua resposta Leibniz utilizou uma série infinita® para calcular DYz e profetizou: Este
€ um aparente paradoro do qual um dia importantes aplicacdes serao obtidas. A partir
daquela data o cdlculo fracionario chamou a atengao de outros importantes matematicos,
tais como, Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Laurent entre outros. Gragas
a contribuicao destes e de outros importantes matematicos, em 1884 a teoria de operadores
generalizados atingiu um nivel de formalismo e coesao suficientes para dar inicio aos estudos
mais modernos. A partir deste ponto a teoria se estendeu de modo a incluir operadores D",
com v podendo ser um nimero natural, inteiro, racional, irracional e até mesmo complexo.
Desta forma, o nome cdlculo fraciondrio é menos preciso que cdlculo de ordem arbitrdria,
entretanto, por tradicao, encontramos as duas denominacoes para a mesma teoria.

Durante aproximadamente trés séculos a teoria do cédlculo de ordem arbitraria
desenvolveu-se exclusivamente no campo da matematica pura, sem grandes aplicagoes.

Entretanto, nas ultimas décadas a importancia do cédlculo de ordem arbitraria
tornou-se evidente, com a utilizagao de equacoes diferenciais de ordem nao inteira para
modelar a descricao de diversos fenomenos, em especial os que possuem dependéncia tem-
poral, tendo em vista que derivadas fracionarias proporcionam uma excelente descri¢ao
para efeitos de meméria e propriedades hereditarias® [21]. Notou-se que, na maioria dos
casos, a modelagem feita a partir de equagoes de ordem nao inteira fornecia uma descri¢ao
mais precisa que a respectiva de ordem inteira.

No presente trabalho, tinhamos o interesse de estudar a fundo o calculo de ordem
arbitraria, desde suas origens historicas, definigdes mais aceitas e verificar a sua consisténcia
teorica e foi exatamente isso que fizemos nos cinco primeiros capitulos do presente trabalho.

®De fato, a série utilizada por Leibniz é a base da definicio de Griiwald-Letnikov.
5De maneira geral, os efeitos de memdria e as propriedades hereditdrias sdo negligenciadas quando
utilizamos o célculo de ordem inteira.
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Além disso, objetivavamos dar um grande enfoque pratico, por esta razao demos maior
destaque as defini¢oes de Caputo, Riesz e Griinwald-Letnikov, para a derivada fracionaria,
visto que elas tém um carater local, bem como exploramos as diferencas e pontos em
comum destas definicoes com a classica definicao de Riemann-Liouville.

Assim como em muitos casos a solucao de uma equacao diferencial parcial com
coeficientes constantes esta associada a funcao exponencial, também, em muitos casos, a
solucao de uma equagao diferencial fracionédria com coeficientes constantes estd associada
as funcoes de Mittag-Leffler, que para valores especificos de seus parametros recuperam a
funcao exponencial.” Sendo assim, o conhecimento profundo destas funcoes é uma ferra-
menta imprescindivel para o estudo das equacoes diferenciais fracionédrias. Por esta razao,
dedicamos o Capitulo 6 deste trabalho ao estudo das funcoes de Mittag-Leffler. Destacamos
ainda, que neste capitulo apresentamos um resultado original, um teorema de adicao, para
as fungoes de Mittag-Leffler, cuja demonstracao, consequéncias e aplicacoes, resultaram
em uma série de trabalhos [34, 36, 39, 43] e apresentagoes orais em congressos [40, 41, 42].

A equacgao do telégrafo é uma equagao diferencial parcial utilizada para descrever
varios fenomenos dentre eles, voltagem e corrente em uma linha de transmissao elétrica
e propagacao de onda. No Capitulo 7 apresentamos um de nossos principais resultados
[38], ou seja, introduzimos e discutimos uma generalizacao fraciondria para a equacao do
telégrafo e recuperamos, como casos particulares, uma série de resultados classicos.

Por outro lado, a difusdo anémala [114], que ocorre quando na difusdo ha um
crescimento nao linear da variancia no decorrer do tempo, encontra uma série de aplicagoes
em Biologia [25] e em Fisica [9]. Uma forma natural de se estudar a difusdo anémala é
através da equacao de Langevin, que além disso, possui uma série de aplicacoes relacionadas
a estatistica. No Capitulo 9 apresentamos e resolvemos uma generalizagao fracionaria para
esta importante equacao.

Continuacoes naturais deste trabalho sao as mais diversas possiveis, podem ser
feitas tanto no campo da matematica pura, na busca de mais relagoes envolvendo as fungoes
relacionadas ao calculo fraciondrio [47], na pesquisa de métodos mais efetivos de se resolver
as equacoes diferenciais fracionarias, bem como na busca de novas generalizagoes e con-
sequente refinamento de modelos jé existentes. Ainda mais, nao menos importante, no
estudo das equagoes diferenciais parciais com coeficientes nao constantes, em particular,
como nos trabalho de Gafiychuk et. al [48] e de Nishimoto [86].

Concluimos fazendo uma analogia entre o cdlculo fracionario e a mecanica quantica.
Assim como a mecanica de Newton parecia estar completa até o surgimento das teorias
de Einstein, também o cédlculo como nds o conheciamos parecia estar completo, e com o
advento do célculo fracionario estamos diante de uma evolugao cujas consequéncias podem
ser tao formidaveis quanto as advindas da fisica quantica.

"Desta forma, as funcdes de Mittag-Leffler podem ser encaradas como generalizacoes fracionarias para
a fungao exponencial.
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APENDICE A

Sobre as Funcoes Beta e Gama

Neste apéndice, temos por objetivo mostrar alguns resultados envolvendo as fungoes gama
e beta, também conhecidas como fungoes de Euler de segunda e primeira espécies, respec-
tivamente [15]. Finalizamos o apéndice mostrando o resultado da férmula (2.6).

A.1 Definicoes
A funcdo gama, denotada por I'(z), é definida pela integral imprépria

['(z) = /OOo e ft*tde (A.1)

com Re(z) > 0 de modo que a integral convirja.

Através de uma integracao por partes e uma mudanca de variavel podemos con-
cluir que
I'(z+1) ==zI(2),

ou seja, a fungao gama generaliza o conceito de fatorial.

Por outro lado, a funcao beta, denotada por B(p, q), é definida por

B(p,q) = /0 P11 —¢)e e (A.2)

Introduzindo a mudanca de varidvel ¢ = sen 26 podemos escrever a funcao beta da seguinte
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maneira

jus

B(p,q) = 2/2 sen P10 cos®1 0do. (A.3)
0

A.2 Relacao entre as Funcoes Beta e Gama

Mostramos a seguir uma importante relagao envolvendo as fungoes gama e beta, que é
essencial para mostrar o resultado da férmula (2.6), isto é,

B(p.q) = %- (A.4)

Para tanto, consideramos o produto

I'(p)T(q) = /0 e_“up_ldu/o e vl dy

[ee] [e.e]
= / / e Pyt o,
o Jo

Tomando u = 22 e v = y? podemos escrever

I'(p)T(q) = 4/ / o=@V 201y 201y iy
o Jo

Introduzindo as coordenadas polares no plano, x = rcosf e y = rsen 6, temos

I'(p)T'(q) = 2/ e 2201 g0 /2 cos® 10 sen?10 db.
0 0
Utilizando a definigdo da funcao beta dada pela equagao (A.3), obtemos
I'(p)T(q) = 2B(p.q) / ey,

0

Por fim, considerando t = 72 na integral da equacio acima obtemos

I'(p)T'(q) = B(p,q) /0 N e fPraTld, (A.5)

de onde segue que
I'(p)T'(q) = B(p, q)T'(p+q)

que é justamente o resultado desejado.
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A.3 Integracao no Plano Complexo e a Funcao Gama

Como consequéncia da equagao (A.4) temos que

00 tzfl

N@Fﬂ—z%:B@J—z%:/‘ dr. (A.6)

o 14+t
Calculamos a seguir a integral na equacgao anterior e obtemos outra importante relacao
envolvendo a func¢ao gama a partir da qual deduzimos o resultado da equacao (2.6).

Consideremos a seguinte integral no plano complexo

/V%dé

cujo integrando tem um polo simples em & = —1 e um ponto de ramificacao em £ = 0
visto que 0 <Re(z)< 1. O contorno 7, ilustrado na Figura A.1, é composto de duas
circunferéncias concéntricas C'r e C., de raios R e €, respectivamente, e dois segmentos de
reta Ly e Ly.

Cr

Figura A.1: Contorno para a integral (A.6).

Utilizando o teorema dos residuos [33] podemos escrever:

/ & d¢ = 2miRes [( & ) &= —1} = 27ri(—1)z_1 — orieim(e=1)
v 1+¢ 1+¢)° !
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na qual Res[f(£); £ = a], denota o residuo de f(£) no ponto & = a. Percorrendo o contorno

Y podemos escrever
fz—l /R xz—l / gz—l
de = dz + dé+
A 1r¢ 1tz o 1+ €

3 (xe%ri)z—l / gz—l
- S dr + d
/R [ o 1+¢& .

= 2mieimal)

A integral sobre C. pode ser calculada através da mudanca de variavel

£ = ee' com 0<6<2m

/ 1‘2_1 4 /O (5ei9)2_15iei9d6
Tr = —_—
c.l+z or 1+ eet?

Como a integral é tomada em relacao a # ao tomar o limite ¢ — 0 podemos comutar o
limite com a integral, de onde segue que

de onde

z—1

dx = 0.

lim
e—0 C. ]_ +x

Pelo lema de Jordan [33], a integral em Cg é nula quando R — oo. Desta forma tomando
os limites € — 0 e R — oo temos para as integrais em L, e em Lo

oo z—1 0 ,.2—1
/ x dx + ™1 / Lz da = 2mie™ (=1
0 l+=xz o 1+

—im(z—1

ou ainda, multiplicando-se os dois lados da equagao acima por e ) na forma

‘ ‘ o8 xz—l
[eminlemD) _ ginz-1) / dz = 2mi,
0o 14z

e finalmente,

/oo xzfl T T
dr = = .
o 14z sen [r(z —1)] senwmz

Concluimos, portanto, que
T

L)1 —2) =

senmz
Para recuperar o resultado da equacao (2.6), ou seja,

Fv+1)sen(v+1)r 1

s ['(—v)

basta tomarmos z = v + 1 na equagao (A.7) e rearranjar.
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