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Abstract

The main objective of this dissertation is a rigorous study of several mathematical concepts
that are essencial in Modern Physics theories, e.g., the necessary algebra to a rigorous
definition of the concept of spinor and the differential geometry and topology that permits
the introduction of spinor fields in a diferentiable manifold M (dim M = m) endowed
with a metric g with signature (p,q). The question that guided this study was: how
the formalism of Clifford Fiber Bundle of differential forms and theory of Extensors can
be applied to the geometry of differentiable manifolds and their submanifolds, producing
interesting results? We believe that this work answers this question by showing that in
this formalism: (i) the remarkable structure of the curvature extensor of a submanifold
M of R™ (endowed with a metric with signature (p, ¢)) and endowed with the Levi-Civita
conection D of g = 4"g and its relation with the shape extensor and the shape biform of
M (generalization of the Weringarten shape operator); (ii) a remarkable relation between
de Ricci operator of (M.g, D) and the square of the shape operator.

Resumo

O principal objetivo dessa dissertacao é o estudo rigoroso de diversos conceitos ma-
tematicos que sao essenciais em teorias da Fisica Moderna, como, e.g., a algebra ne-
cessaria para a defini¢ao rigorosa do conceito de espinor e a geometria diferencial e topo-
logia que permitem a introducao de campos de espinores em variedades diferenciaveis M
(dim M = m) dotadas de uma métrica g de assinatura (p,q). A pergunta que norteou
nosso estudo foi: de que maneira o formalismo do fibrado de Clifford de formas diferenciais
e a teoria de extensores pode ser aplicado na geometria de uma variedade diferenciavel
e suas subvariedades, produzindo resultados interessantes? Acreditamos que o presente
trabalho responda esta questdo ao mostrar neste formalismo: (i) a notavel estrutura do
extensor de curvatura de uma subvariedade M de R"™ (equipada com uma métrica de as-
sinatura (p, ¢)) e equipada com a conexao de Levi-Civita D de g = i*g e sua relagao com
extensor de formato e com a biforma de formato de M (generalizagdes do operador de
formato de Weringarten); (ii) uma relagao notavel entre o operador de Ricci de (M.g, D)
e o quadrado do operador de forma.
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INTRODUCAO

Esta é uma dissertacao de Matematica Pura. Porém devemos desde ja anunciar que a mo-
tivacao inicial para sua elobaragao surgiu com o nosso desejo de modelarmos geométrica e
topologicamente? os FS (“Falaco Solitons”), descobertos pelo Professor R. M. Kiehn [26].
De fato um F'S é uma notével estrutura fisica, um defeito topoldgico (na agua) facilmente
criado em uma simples piscina sob determinadas condicdes®. Para eventualmente atingir-
mos nosso objetivo faz-se necessario o conhecimento de diversas teorias matematicas. Na
presente dissertacao, estudamos e desenvolvemos alguns dos pré-requisitos matematicos
necessarios para um futuro estudo completo dos F'S, bem como de objetos de natureza
analoga que podem ser vistos como subvariedades de dimensoes maiores que as dos FS,
como por exemplo buracos de minhoca na Relatividade Geral [45]. Com esse intuito, o
trabalho esta estruturado em trés capitulos:

Capitulo 1 Nesse capitulo, intitulado algébrico, definimos as algebras de Clifford reais
e complexas de dimensao finita, e apresentamos na se¢ao 1.6.1 uma definicdo ma-
tematica rigorosa desse conceito que, em nossa opiniao, esclarece e complementa
as definigoes destes objetos que sao fornecidas em textos de Fisica e também de
Matemaética.

Capitulo 2 Esse é o capitulo mais importante da dissertagao. Desenvolvemos usando
o formalismo do fibrado de Clifford de formas diferenciais e a teoria de extensores
uma formula¢do da geometria de uma variedade diferencidvel M (dim M = m)
equipada com uma metrica g de assinatura (p,q) (com p+ ¢ =m ) e uma conexao
de Riemann-Cartan V compativel com g. Em seguida analisamos com detalhes
a geometria de uma subvariedade orientavel M de M ~ R" (equipada com g,

2Bem como em uma segunda etapa entendermos o comportamento dindmico destas estruturas como
resultado de um campo de velocidades em um liquido como solugoes de uma uma equagao de Navier-
Stokes.

3Na Secdo 3.2 encontramos alguns dos modelos propostos por Kiehn dos FS.



uma métrica de assinatura (p,q), p+ ¢ = n, e com a conexao de Levi-Civita de
g) e tal que g : i*g onde i aplicacdo de inclusdo ¢ : M — M e M encontra-
se equipada com a conexa0 de Levi-Civita de g. Introduzimos diversos conceitos
que nao aparecem nas formulagoes padroes dos textos de geometria diferencial, por
exemplo, o operador de Dirac e seu quadrado; e um campo dito biforma de curvatura
para o qual obtemos diversas expressoes equivalentes em termos do operador de
projecao P: secCﬁ(]\oL g) — secCl(M,g) e do operador de formato S e da biforma de
formato §. Mostramos também um resultado notavel: que o quadrado do operador
de Dirac possui duas decomposicoes distintas, uma delas permitindo definir um
operador extensorial muito importante dito operador de Ricci e que este operador
é o negativo do quadrado do operador de formato S. A dissertacao também analisa
com alguma profundidade as condigOes necessarias e suficientes para que campos
espinoriais possam ser definidos em uma estrutura (M, g).

Capitulo 3 Campos espinorias ditos Euclidianos e de Majorana sao usados para uma
apresentacao da teoria de superficies minimais e maximais, conceitos importantes
para a formulagao de diversas teorias fisicas modernas. Apresentamos no final varios
superficies geradas pelo programa Maple que eventualmente podem servir como um
modelo para os FS.

Mais detalhes sobre o contetido dos capitulos, podem ser encontrados no Sumario.



CAPITULO 1

CAPITULO ALGEBRICO

1.1 Algebra Tensorial

Aqui trabalharemos apenas com espagos vetoriais de dimensao finita. Seja V um espago
vetorial sobre o corpo dos reais R e seja, dim'V = n,n € N. Denotamos o espago dual de
V por V*. Note que dim V* = dim V. Os elementos de V sao chamados de vetores e os
elementos de V* sao chamados de covetores ou 1-formas.

1.1.1 Cotensores

Definigao 1. Chamamos de espago dos k-cotensores, denotado por T,(V), o conjunto de
todas as transfrmacoes k-lineares 7, tal que

T : VXV x. ... xV =R, (1.1)

k-vezes

onde identificamos Ty(V) =R, e T1(V) = V*1.

Multicotensores

Definigao 2. Considere a soma direta exterior T(V*) = 3" @ Ti(V) = @, Tk (V).
Um multicotensor de ordem N, € N é um elemento de T(V*) da forma ™= Y07y ® T,
7 € Tx(V), de forma que todas as componentes 1, € T(V) de T sdo nulas para k > N..
T(V*) é chamado de espago dos multicotensores.

Por vezes é conveniente denotarmos um elemento de T'(V*) por

T:(To,Tl,...,Tk,...). (12)

Note que esta definicao, como aplicacoes multilineares, coincide com a definicdo mais geral apresen-
tada em [24] pois estamos considerando espagos de dimensao finita.



Definigao 3. O operador k-ésima parte é uma trasformagao ( ) : T(V*) — T(V*) tal
que para todos j,k € N, j # k tenhamos que ((T)x); = 0, onde ((T)x); € T;(V). Onde, se
T=(T0,T1y- -y Thy--.) € T(V*) teremos (1) = (0,...,0,7x,0,...).

Definicao 4. Um multicotensor 7 € T(V*) é dito homogéneo de grau k se e somente se
T =(T).

Produto Tensorial de Multicotensores

Defini¢ao 5. O produto tensorial de multicotensores € uma aplicagao @ : T(V*) X
T(V*) = T(V*) tal que:

(i) Sea,beTy(V)=R,a®b = ab.

(ii) SeacReTeT,(V),p>1, entdo a®T =7 ® a = ar.

(iii) Seoc € Ty(V) et € T;(V), comi,j > 1 assim o @ 7 € T;1;(V) e € tal que para
Vi,.., Vi, Vi, ..., Vigj € V teremos

oR® T(Vl, sy, Vi, Vi, .. 7Vi+j> = O'(Vl, R ,Vz‘)T<Vi+1, Ce ;Vi+j)- (13)

(iv) O produto tensorial € distributivo pela direita e pela esquerda e € associativo, i.e.,
para a,b € R,o € T(V), 7 € T;(V), ¢ € T,(V)

(0+T)Ro=0R0+T7® 9,
PR +T)=0pR0c+0RT, (1.4)
(cRT)®P=0®(T®9).

(v) Seo,m€T(V*) entdo
(0TI =21_(0); ® (T)r—y. (1.5)

Observacgao 6. Note que podemos definir os multitensores assim como seu produto de ma-
neira andloga a feita acima. E também possivel estender a defini¢cao do produto tensorial
permitindo o produto de um r-tensor com um s-cotensor. Denotaremos, como usual, por
TI(V)=V®..VaV*®..V =V*'®...V'®V®...V o espaco dos r-contravariante
e s-covariante tensores. P € T (V) é uma transformagao (r + s)-multilinear

P:VXVx.. XxXVxV'xV"x. . . xV'5R (1.6)

Se P € T/(V) e S € TP(V) definimos de maneira andloga o produto tensorial de
P por S como a transformacao multilinear P @ S € T;j:f(V). A soma direta exterior

T(V) =®D,~.-01: (V) equipada com o produto tensorial é um espago vetorial sobre R,
chamdo de dlgebra tensorial de V.



Involucoes

Definigao 7. A involugdo principal ou involugdao de grau é um automorfismo " : T(V*) —

T(V*) (ouT(V) — T(V)) tal que:

(i) seaeR,a=q;

(ii) se a1 ®..0 0 €TH(V), k> 1, (1 @...0a;) = (—1)*fa; ®...®a;
(iii) sea,b € R e o,7 € T(V*) entao (ac + br) = ad + b7;

(iv) se =3 1o ok, Tk € T1(V) entdo

>

= e oTh (1.7)

Definigao 8. O operador transposicio® é um antiautomorfismo —: T(V*) — T(V*) (ou
T(V)—=T(V)) tal que:

(i) sea e R,a=q;
(ii) sea1 ®..0, €TH(V),E>1, (1 ®...Q0a;) = ® ... ay;
(iii) se a,b €R e o, 7 € T(V*) entio (ac + br) = ad + bT;
(iv) se T =3 12 o, T € Ti(V) entdo
7= reoTh (1.8)
onde T € chamado de transposto de T.

Definicao 9. A composicao da involucao principal com a transposicao, denotada pelo
simbolo — € chamada por alguns autores de conjugacao e, T € chamado de conjugado de
7. Temos T = (7) = (7) .

1.2 Produto internoem V e V*

Definicao 10. Uma correlagcao € uma aplicacao linear 7 : V—V*. Uma correlagao define
naturalmente um 2-cotensor g : VX V — R através de

g(v,u) = 7(v)(u).

Seker 7 = {0} a correlagdo € dita ndo-degenerada. Dizemos também que V e o 2-cotensor
g sao nao-degenerados.

2Também chamado de reversdo.



Definicao 11. Um tensor métrico € um 2-cotensor g que é simétrico e nao-degenerado.
Uma base {e} de V € dita ortonormal se g(ey, ) € igual a +1 ou igual a —1 e g(ey, e;) =
0 para j # k. Temos

1 se 1=7=12..p,
gleie;) =gleje)=g;=4¢ -1 se i=j=p+1p+2,..,p+q, (1.9)
0 se i # g,

comp+q=mn. A assinatura de g € definida por q e por vezes dizemos que a métrica tem
assinatura (p,q). Denotamos g(v,w) = v -w e chamamos o ponto - de produto escalar
ou produto interno em V. O par (V,g) é chamado de espaco quadrdtico.

Considere a correlagdo # : V. — V* dada por V 5 v — #v = g(v,-) € V* tal que
dado w € V, tenhamos

#v(w) =g(v,w), (1.10)

se g é nao-degenerado teremos que # é um isomorfismo. Dizemos que g induz um iso-
morfismo natural entre V e V*.

Definigao 12. Uma métrica em V* é um 2-tensor g € T*(V), i.e., uma transformagao
g: V*xV* = R que é simétrico e nao-degenerado. Vamos introduzir um produto escalar
em V* por

a'ﬁzg(aaﬂ)v (111)

para o, 8 € V*, quando o tensor métrico envolvido na defini¢ao do produto escalar estiver
claro pelo contexto, usaremos o simbolo - ao invés de -.
g

Estaremos particularmente interessados numa métrica g € T%(V) tal que se {e*} é a
base de V* dual a uma base {e,} de V (c¥(e;) = d¥), entao

g(e',el) =glel, ') = g”, (1.12)

e g’g;r = 0;, ou seja, a matriz com elementos g9 ¢ a inversa da matriz com elementos
8ij-

Seja b = #"1:V* — V, assim teremos b : V* 3 a — ba = g(a, ) € V. Note ainda
que - 5 = gba,bB) e v-w =g(#v, #w). Esses isomorfismos sdo chamados por alguns
autores de 1somorismos musicais.

Definigao 13. Seja {*} uma base de V* dual a uma base {e,} de V. Uma base {e*}
de V ¢ dita base reciproca de {ey} se e somente se € = be* para todo k = 1,2,...,n.
E também, uma base {e} de V* é chamada de base reciproca de {e*} se e somente se
gL = #eg para todo k=1,2,...,n.

: - k _ sk k.~ _ sk
Pode-se verificar facilmente que €” - e; = 0 e e” - g; = 05.



1.3 Algebra Exterior, de Grassmann e de Clifford

Definicao 14. A dlgebra exterior de V € a dlgebra quociente
T(V
/\V — _<[ ), (1.13)

onde I C T(V) € o ideal bilateralP em T(V') gerado pelos elementos da forma u®@v+v®u,
com u,v € V. Os elementos de \'V serdo chamados de multivetores?.

Seja m : T(V) — AV a projecao candnica de T'(V') sobre A V. A multiplica¢do em
AV serd denotada por A : AV — AV, chamada de produto exterior e definida como:

Defini¢ao 15. Para w(A),n(B) € AV,
T(A)Am(B) :=7m(A® B) = [A® B, (1.14)
onde @ : T(V) = T(V) é o produto tensorial usual.

A dlgebra A\ 'V é uma élgebra 2"-dimensional associativa com unidade e Z—graduada,
ie.,

AV=®',\ V. (1.15)
/\7‘ VA /\s Ve /\7’+SV’

r,s > 0, onde A"V =7(T"(V)) (N°V=R,A\'V=V,\"V ={0} para r > n). Se
A e NV dizemos que A é homogéneo e teremos

ANB=(-1)"BAA, (1.16)
com, B € A\°V.
A algebra AV herda os operadores *,~,~ da algebra tensorial T'(V), e teremos
(AB) = AB,
(AB) = BA, (1.17)

(A)” = (4) =(4)
paratodoA,BE/\V,comA:AseAeR,A:—AseAEVeA:AseAERou

AeV.
Note que podemos fazer defini¢oes completamente anédlogas para V*, A V* =

T(V*)
-7 -

3Dada uma algebra associativa A, um ideal bilateral I é uma subdlgebra de A tal que para qualquer
a,be Aeye I, tem-se ayb € I.

4Fazemos a mesma construcao da 4lgebra exterior usando V* ao invés de V, os elementos dessa algebra
serao chamados de multiformas.



1.3.1 Produto Escalar em AV, A V* e Algebra de Grassmann

Suponhamos que V e V* estejam equipados com os seguintes tensores métricos g € T5(V)
e g € T?(V*) de assinatura (p,q) (com g dada pela Eq.(1.12)). Usaremos estes tensores

métricos para induzirmos um produto escalar em A 'V e A V*. Faremos para exemplificar
em /\ V¥

Definicao 16. O produto escalar em \V* € a aplicagdo linear - : \ V¥*x A V*=R dada
por

A-B= det(g<uivuj))a (118)

g
para elementos homogéneos A=uiA...ANu, € N"V* e B=uviA...ANv, € N V* uy,v; €
V,i =1,...,r. Estendemos este prduto por linearidade a todo \ V* e temos a ortogo-

nalidade A - B =0 se A € N"V*B € \°V*r # s. Note que teremos a - b = ab se
g g
a,be \'V* =R,
Seja Tz uma orientagdo no espago vetorial métrico (V*, g) dada por n-vetor de volume

7z € \"V* tal que
g Tg = (—1)%. (1.19)

Com isso podemos introduzir um isomorfismo natural entre os espacos " V*e A" V*
(r=0,...,n).

Definigao 17. O operador estrela de Hodge (ou dual de Hodge) é a aplica¢ao linear
*: NV = N V* tal que
AN*B = (A- B)1g, (1.20)

para todo A, B € \" V*. Podemos estender esse operador para o isomorfismox : \ V*— A\ V*
por linearidade.

A inversa x~': A""V — A"V do operador estrela de Hodge é dada por
*x 1A= (=1)""sgn g« A, (1.21)

para A € A"V e onde sgn g = det g/| det g.

Contragoes

Definigao 18. Para multivetores X,Y,Z € \'V as contragoes a esquerda (1) e a direita
(L) sao as aplicagoes 1: AV AV > AVe: AVXAV = AV tais que

(X aYs) = (XoYo) o (1.22)
(XJY)-Z=Y - (XNZ),
(XLY)-Z=X-(ZAY).

5Quando nao houver risco de confusdo denotaremos - por -.
g



Onde X =%, XpeY =)V, com X; = (X) e Y = (Y). Por vezes as contracoes
(1) e (L) sdo chamadas de produto interior. Munindo o espago vetorial A 'V com todas
essas estruturas, podemos fazer a seguinte definicao. Defini¢goes completamente analogas
sao feitas para V*.

Definicao 19. Chamamos de dlgebra de Grassman de multivetores a estrutura algébrica
(AV, A, 1,0), que serd simplesmente denotada por (\'V,g).

Temos as seguintes propriedades:
(i) Paraa,beR,eY e AV
asb = acb = ab, (1.23)
altY =aLY =aY.

(ii) Para a,by,....bp €V

(1Y (a-b)by Ao Abj AL Ay, (1.24)

k
as(bi A AbE) =)

j=1
(iii) Para Y, € A"V eY; e NV com j <k

VY = (—1)7* DYy (1.25)

(iv) ParaYy e N*VeY, e NV

Y; Y, =0, se j >k, (1.26)
YLV, =0, se j <k.

1.3.2 Algebras de Clifford

A cada espago vetorial V n-dimensional, munido de um produto interno (2-cotensor
simétrico e nao-degenerado) estd associado uma tnica dlgebra de Clifford, da seguinte

maneira:

Defini¢ao 20. A dlgebra de Clifford C4(V,g) de um espago vetorial (V,g) dotado de
uma métrica g € definida como a dlgebra quociente

onde Iy C T(V) € o ideal bilateral de T (V) gerado pelos elementos da forma u® v +v ®

u—2g(u,v)-1, comu,v € V5. Os elementos de C{(V,g) so, por vezes, chamados de
“nmeros de Clifford”.



Algebras de Clifford geradas por formas bilineares (2-cotensores) simétricas sdo nor-
malmente chamadas de ortogonais, de forma a distinguir das algebras de Clifford simpléticas,
que sao geradas por formas bilineares anti-simétricas.

Seja q a forma quadratica associada a forma bilinear simétrica g, ou seja, q: 'V —
R;q(v) = g(v,v),Vv € V. Considere também I, o ideal bilateral de T'(V) gerado pelos
elementos da forma v ® v — q(v) - 1, para v € V = TH(V); note que teremos I = I,.
Entao podemos denotar C/(V,q) = C4(V,g) = %2’)

Seja mg : T(V) — Cl(V,g) a projegao canonica de T(V) sobre C/(V,g). A multi-
plicagdo em C/(V,g) serd denotada por justaposicao e chamada de produto de Clifford,
da seguinte maneira:

Definigao 21. Para A,B € C{(V,g) ,
re(A)g(B) i= mg(A® B) = [A@ B), (1.25)
onde @ : T(V) — T (V) € o produto tensorial usual.

Note que V estd naturalmente mergulhado em T'(V), basta identificar o vetor v € V
com o elemento i(v) = (0,v,...,0,...) € T(V). Se considerarmos iq = mq © 7, temos V
mergulhado em C/(V, q), pois note que a aplicacao iq € injetora. Assim, identificamos V
com iq(V) em CL(V,q) (V=1i4q(V) ).

Note também que C4(V,q),q=0é AV a élgebra exterior de V.

1.3.3 Propriedade Universal das Algebras de Clifford

Proposicao 22. Se A ¢é uma dlgebra associativa com unidade sobre um corpo K (aqui
vamos trabalhar apenas com R), entao toda aplicagao linear ¢ : V. — A tal que (¢(v))* =
q(v) - 1,¥v € V pode ser estendida de maneira inica a um homomorfismo ® : CL(V,q) —

A
CUV,q)

iq T N\? (1.29)

V- A
¢

Demonstracao. Toda aplicagao linear ¢ : V. — A pode ser estendida a um tinico homo-
morfismo ¢”: T(V) — A tal que ¢’(v) = ¢(v),Vv € V. Basta tomar

O'(Viy @ .. @Vy,) = (Vi) . (Vi) e (1) =1 (1.30)

e estender por linearidade. Observe que Iq C ker ¢’ pois ¢ (v@ v — Iq(v) - 1) = ¢'(v) ®
O'(V)—Ig(v) - @' (1) = ¢(v) - p(v)—Iq(v) - 1 = Iy(v) - 1=I4(v) - 1 = 0, logo ¢’ induz um
homomorfismo sobrejetor

O :CUV,q) = Y = 4,

] 67(A). (131

10



E assim esta provada a proposicao. m

Suponha que C é uma algebra associativa com unidade sobre um corpo Ke j5:V — B
um mergulho com a propriedade de que toda aplicacao linear f : V. — A (A uma algebra
associativa com unidade sobre um corpo K), tal que (f(v))? = q(v) - 1,Vv € V estenda
a um unico homomorfismo F' : C — A. Entd@o o isomorfismo entre i4(V) C C{(V,q) e
j(V) C C induz um isomorfismo entre C4(V,q) e C.

1.3.4 Propriedades

Seja C£°(V, q) aimagem de @5 ,T2*(V) em CL(V, q) através de mq (projegio canonica); e
seja C0'(V,q) a imagem de @5 ;T#*+(V) em Cl(V, q) através de mq. Tal decomposicao
define C4(V,q) como uma algebra Zs-graduada, i.e.,

(i) CU(V.q) =CL°(V,q) @ Cl'(V,q),
(ii) Se A € Cl'(V,q),B € Cl(V,q) entao AB € C*(V,q) tal que k = (i 4 j) mod 2.

Os elementos de C/°(V, q) formam uma subélgebra de C¢(V, q) chamada de subdlgebra
par de C/(V,q), por vezes denotada por C/T(V,q). Os elementos de C¢'(V,q) sdo
chamados fmpares, note que C¢* (V,q) nao é uma subélgebra, por vezes denotada por
Cl~(V,q). Podemos definir as seguintes aplicagoes:

Definicao 23. Involucdo Principal: E um automorfismo a em Cl(V,q) construido a
partir de iq : V. — CU(V,q), onde a(v) = —iq(v),¥v € V. Note que (a(v))* = q(v) -1,
assim pela Prop.(22) podemos estender a : C{(V,q) — CU(V,q). Temos a(A) = A se
A e ClO(V,q) e a(B) = =B se B € Cl*(V,q). Denotamos a(A) = A. Note que a
graduacao em CL(V,q) pode ser definida em termos de

ClH(V,q) ={AeClV,q); A= (-1)'4,i=0,1}. (1.32)

Definigao 24. Transposicdo: E um antiautomorfismo em Cl(V,q) definido a partir da
transposi¢dao definida em T(V) (Def.(8)). Note que A € Iu = A € 14. Portanto podemos
definir (mq(A)) = mq(A).

Definicao 25. Conjugacao: E um antiautomorfismo em CU(V,g) definido como a
composicao da involucao principal com a transposicao, denotada pelo simbolo —. Temos
T=(4) =)

Uma consequéncia indireta da universalidade é que C/(V, q) é isomorfa, como espaco
vetorial sobre R, a dlgebra de Grassmann (A V,g). Existe um mergulho natural ([27]
pég.10) AV —=Cl(V,g). Entao C/(V,g) é um espago vetorial 2"-dimensional sobre R e
dado A € C{(V,g) podemos escrever:

A= ZLO (A), | (1.33)

com (A), € AV —=Cl(V,g) a projecao de A em A" V.
O produto de Clifford satisfaz: [15]:

11



(i) V‘ae ReYe AV —=ClV,g)=aY =Ya
(ii) Vv e V =Cl(V,g) e YE AV —=Cl(V,g) teremos
vY =viyY+vAY eYv=Yv+Y Av. (1.34)

(iii) VX,Y,ZEAV =X (YZ) = (XY)Z.

Se o espagco vetorial (V*,g) é orientado por 74, podemos estender o operados estrela
de Hodge definido para a élgebra de Grassmann para a algebra C{(V*,g) , tomando
*x: Cl(V*,g) = Cl(V,g) dada por

* A= Zr* (A) . (1.35)

De forma que com algum trabalho conseguimos as seguintes propriedades ([47] pag.
33):
Para A, e N"VeBse AV, r,s>0:

A, N (%Bs) = By A (¥A,); 1=,

A, - (*Bs) = B, - (*Ar>; r+s=mn,

Ay A (%By) = (=1)"6" Y % (A, LB,); 1< s,
A, a(*Bg) = (—1)" x (/L ABg); r+s<mn,
*Ar = zzlr_n'g = /LT@,

(1.36)

*Tg = sgng; *1 = 7z.

Proposicao 26. Se {e;};i = 1,...,n € uma base de V, identificamos mqy(V) =V e
Tq(e);, = e;, entdo 1 com os produtos €;, ...e;;1 < iy < ... < i < n formam um
conjunto de geradores para o espago linear CL(V,q).

Demonstragao. Um elemento de C{(V,q) = C{(V,g) é uma soma finita de termos da
forma iq(¢" " e; ®...®e; ). Em C{(V,g) teremos e; e;,,, = e;, e, +2g(e;, e, ) 1
ee; e, = q(eij) -1, logo, qualquer sequéncia e, . ..e;, pode ser reordenada de modo que

nenhum termo repetido apareca e iq(€e;, ® ... ®e; ) =€; ...€;,. R

Corolario 27. Se {e;};i =1,...,n é uma base ortogonal de V entio CL(V,q) € gerada
por 1 e e; sujeito as relagoes

ee; =q(e;) - 1, (1.37)

€e; = —ejei,i 7é j

1.3.5 Extensores

Seja W um subespago arbitrario de /\ V. Considere os seguintes subespagos arbitrarios
Wi, ..,.W,, de AV

Definicao 28. Uma aplicacao multilinear t : W1 x ... x W, = W ¢ chamada de um
extensor sobre V [47].

12



1.3.6  (p, ¢)-Extensores

Definigao 29. Sejam p,q € N com 0 < p,q < n. Um extensor V. com dominio \"'V e
contradominio \*V € chamado de um (p, q)-extensor sobre V. O espago vetorial real dos
(p, q)-extensores sobre V € denotado por ext(\''V, \* V).

Note que se dim V = n entao dimezt(A” V, A" V) = (7) ().

P/ \q

1.3.7 Classificacido das Algebras de Clifford Reais

Se V é um espago vetorial real n-dimensional munido de um produto interno (forma
bilinear simétrica nao-degenerada), g : V x V — R, entao existe uma base {ej,...,e,}
de V tal que g(e;,e;) = q(e;) = £1 e g(e;,e;) = 0 para i # j.

Definigao 30. Seja RP? (p+ g =n) o espago vetorial R™ munido de um tensor métrico
g de assinatura (p,q). Denotaremos por R, , = C{(RP?,g) a dlgebra de Clifford de RP1.

Veremos agora que as algebras de Clifford R, , sao isomorfas a dlgebras de matrizes
sobre R, C ou HI, reais, complexos e quatérnios, respectivamente.

Proposicao 31. Seja K(n) a dlgebra das matrizes n x n sobre K, entdo,

1) Rl,o ~R D R, 11) Ro,l ~ (C, lll) RQ,O ~ R(2), (1 38)

iV) RO,Q >~ H, V) Rl,l >~ R(Q) ’
Demonstragdo. i) Se e; é base de R, {1,e;} com €? = 1 é uma base de R;o. Assim
definimos o isomorfismo R; y — R @ R tal que

1~ (1,1),
1.39
e (1.-1), 39
onde identificamos R x R = (RU{0}) ® ({0} UR) ~R® R,
ii) Se e; ¢ base de R, {1,e;} com e = —1 é uma base de Rp;. Assim definimos o
isomorfismo Ry ; — C tal que
1=, (1.40)
€] — 1.
iii) Se {e;, ey} é base de R?, {1,e;,e5,e1€} com e? = 1,i = 1,2 ¢ eje; = —eqe; é
uma base de Ry . Assim definimos o isomorfismo Ry g — R(2) tal que
Loy ( 10 > o s ( 1 0 )
) 1 )
0 1 0 —1 (1.41)

er—>01 e|ey — 01
2 10 ) 1€2 -1 0 .

13



iv) Se {ej, ey} é base de R?, {1,e1,ey,e1e5} com €2 = —1,i = 1,2 ¢ ejey = —ege; ¢
uma base de Ryo. Assim definimos o isomorfismo Ry — H tal que

1 1 i

T e (1.42)

e —j, eey — k=ij.
v) Se {ej, ey} é base de R?, {1,e;,es,e;e;} com e? = 1,e3 = —1 ¢ eje; = —eqge; é

uma base de R; ;. Assim definimos o isomorfismo Ry ; — R(2) tal que
1 ( 10 ) o s ( 1 0 )
) 1 )
1 —1

0 0 (1.43)

l—)Ol ee|—>01.
€2 _10712 10/

E a proposicao esta provada. m

Teorema 32.

i) R(n) ®@g R(m) ~R(m - n),Yn,m € N,
i) R(n) g K~ K(n); K=R,C ou H,Vn € N, (1.44)
i) Ceg C~CaC, iv) Ceg H~C(2), v) Hor H~R(4).

Demonstragao. Para demonstragao, consulte a pag. 189 de [39]. m

Teorema 33.

i) R0 ®Roa =~ Ropya, (1.45)
ii) Ro,n ® Rgﬂo ~ Rn+2,07
iii) Rp,q & Rl,l =~ Rp+1,q+1-

Demonstragdo. i) Seja {ey,...,€,12} uma base ortogonal de R"™? com produto interno
tal que q(e;) = —1,i=1,...,n+2. Considere €, ..., €, os geradores basicos ortogonais
de R,, o com produto interno tal que q’(e;) = 1,i =1,...,n e e”, €y os geradores bésicos
ortogonais de Ry, com produto interno tal que q”(e;) = —1,7 = 1, 2. Defina

¢:R"™ 5 R, ® Ry, por (1.46)
p(e;) = {

e’;®e’e”yparal <i<n,
1®e”;,_, parat=n+1,n+ 2.

Temos (¢(e;))> = q(e;)-1®1 parai =1,...,n+2. Estendendo por linearidade temos
(6(v))?> =q(v)-1®1,¥v € R"™. Logo pela propriedade universal Prop.(22), ¢ se estende
a0 homomorfismo ¢ : Ronte = Ry ® Rpo. Como 95 leva um conjunto de geradores de
Ro,n+2 & um conjunto de geradores de R,, 0 @ Ro o e dim(Rg ;,42) = dim(R,, 0 ® Ro2) temos
que ¢ é um isomorfismo.
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ii) Andlogo a i).

iii) Seja {eq,...,€p41,€1,...,8,41} uma base ortogonal de RF 7™ com produto in-
terno tal que q(e;)) = 1,0 = 1,...,p+1eq(e) = —1,j = 1,...,¢g+ 1. Sejam
e’,...,e’y;e’,...,e, ee’,e os geradores de R, , e Ry ; respectivamente. Defina

¢:RPFIT? 5 R, @Ry, por (1.47)

B(e:) = e’; ®e”8” paral <i<p,
Yo 1®e”, parai=p+ 1.

gb(é) . é,j ®e”1é”1 para 1 S j S q,
I 1®e” para j =q+ 1.

Estendendo por linearidade temos (¢(v))? = q(v) -1 ® 1,Vv € RPT*2 Logo pela
propriedade universal Prop.(22) ¢ se estende ao homomorfismo ¢ : R,41 441 = R, , @Ry 4
e como no caso acima o resultado segue. m

Se usarmos os isomorfismos do Teorema (33) repetidas vezes teremos o seguinte co-
rolario, que classifica todas as algebras de Clifford reais.

Corolario 34. (Periodicidade) Para n > 0 ezistem isomorfismos
1) Rn+8,0 ~ Rn,[) X R&(), (148)

11) RO,n+8 ~ RO,n & Ro’g,
iil) Ry g8 = Ry g @ Ry,

onde RO,S ~ RS,O ~ R(16)

Podemos reunir esses resultados na tabela a seguir (onde p = [n/2] significa a parte
inteira de n/2):

Lod 1 2 3 4 5 6 7
R(2+) H(2#)
Rpq R(2Y) e  RE@2Y) C(2Y) H(2) S H(2#~%)  C(2)
R(2) H(2"~)

Tabela 1. Representacao das algebras Clifford R, , como algebras de matrizes.

1.3.8 Classificagao das Algebras de Clifford Complexas

Definicao 35. Seja V um espaco vetorial sobre R tal que dimg V = 2m = n. Uma
aplicagao linear

J: VoV, (1.49)

tal que
J? = —Idy, (1.50)

¢ chamada de uma aplicagao estrutura complexa.
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Definicao 36. Seja V como na defini¢ao anterior. O par (V,J) € chamado de estrutura
de epaco vetorial complexo, denotado por V¢, se

2v = (a +ib)v =av + bJv, (1.51)
onde z € C e v € V. Teremos dim¢c Ve = m.

Definicao 37. Uma complezificacao de V € uma estrutura complexa associada com o
espago vetorial real VOV, onde J(v,w) = (—w, v). O espago vetorial complexo resultante
¢ denotado por VE. Tome v,w € V, elementos de V© sio normalmente denotados por
c=v+iw, e se C>z=a-+ib teremos

zc = (av — bw) + i(bv + aw), (1.52)

claramente, temos que dime V€ = dimg V. Podemos notar ainda que C®V ~ VC onde o
isomorfismo € dado por zQv +—zv. Dada uma forma bilinear simétrica g em 'V, definimos
a sua extensio g€ para VC como

gC(V1 + vy, W1 + iWa)= (g(Vv1, W1) — g(V2, W2)) + i(8(V1, Wa) + g(Va, W1)),
gc(vl ® 21, Vo ® 29)= g(V1,Va) ® z129. (1.53)

Proposicao 38. Seja o par (V,g) um espago quadratico sobre R e CL(V,g) a sua dlgebra
de Clifford real. Considere a dlgebra de Clifford compleza CL(V®,g%) para o espago
quadrdtico complexificado (VE,g%). Entao

CU(VE, gt ~CeCV,g). (1.54)

Demonstracao. Defina ¢ : CQV — C®CI(V, g) de forma que tenhamos ¢(a®@v) = a®v,
onde subentendemos que v = iz(v) do lado direito dessa equagao. Assim (¢(a ® v))? =
(a@Vv)(a®Vv) =a®@vv=ga®v,a®v) -1®1. Logo pela propriedade universal
Prop.(22), ¢ se estende ao homomorfismo ¢ : C£(VC, g€) — CaCl(V,g). Como ¢ leva
um conjunto de geradores de C/(V®, g®) a um conjunto de geradores de CRC/(V,g) e
dim(C(VC, g®) = dim(C®RCL(V,g)) temos que ¢ é um isomorfismo. m

Definigao 39. Seja CP4 = C ® RP? = (RP9)C.  Denotamos C,, = CL(CP9,g")
~ CRCIRM, g) =CoR,,.

A seguir veremos que as algebras de Clifford complexas dependem apenas da paridade
de n = p+ ¢q. Denotaremos portanto C® R,, ~ C,, = C,".
Sen=2képar,p—q=0,2,4,6

p—q=0mod8,C,, ~CRR,, ~C®R(2¥) ~ C(2"),
p—q=2mod8,C,, ~C®o®R,, ~ CxR(2") ~C(2"),
p—q=4mod8,Cyy~CoR,, ~ CaH(2"") ~ C(2"),
p—q=06mod8,C,y~CxoR,, ~CeH(2"") ~C(2"). (1.55)

"Note que esta construcio poderia ser simplificada consideravelmente, se tivéssemos notado que que
todas as formas quadraticas ndo degeneradas em C™ sdo equivalentes [27] (pdg.27).
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Sen=2k+1éimpar,p—q=1,3,57
p—q=1mod8,C,, ~CoR,, ~Cx [R(2F) @ R(2")) ~ C(2¥) @ C(2"),
p—q=3mod8,C,,~C®R,,~CxC(2") ~ C(2*) @ C(2"),
p—q=>5mod8,C,,~C®R,,~Cx H2"") @ H((2" ")) ~ C(2") ¢ C(2"),
p—q="T7mod8 C,, ~C®R,, ~C®C(2*) ~ C(2") @ C(2"). (1.56)

Dessa forma, para as algebras de Clifford complexas teremos

n par Cor = C(2%)

n fmpar | Copy 1 = C(2F) & C(2F)

Tabela 2. Representacao das algebras Clifford C,, como algebras de matrizes.

1.4 Representacoes, Idempotentes e Ideais

Minimais de Ry,

Definigao 40. Um dlgebra associativa A é simples se os unicos ideais bilaterais sdo {0}

e A.

Definicao 41. Um elemento e € A é chamado idempotente se e = e. Um idempotente
¢ dito primitivo se mao puder ser escrito como a soma de dois idempotentes ortogonais
nao-nulos, i. e., € # e; + eg, com ejeg = ege; =0 e ef = e, e% = ey.

Definigao 42. Agora, seja A uma dlgebra associativa e simples sobre o corpo F (R ou
C), e seja S um mddulo sobre um anel de divisao K D F e seja E = EndgS = Homg (S, S)
a dlgebra dos endomorfismos de S, ou seja a dlgebra das transformacgoes T : S — S, tal
que T'(asy + bsg) = aT(s1) + bT'(s2),Va,b € K e Vsy,sy € S.

Definigao 43. Uma representacao de A em S é um K-homomorfismo® de dlgebras p : A
— E = EndgS que leva a unidade de A em Idg. A dimensao dimg S € chamada de grau
da representacao.

Defini¢ao 44. A adi¢cao em S junto com a transformagio A x S—S, (a,x) — p(a)x
transforma S num A-mddulo®, chamado de mdédulo de representacao d esquerda.

Observagao 45. Temos que se A é uma dlgebra sobreF e S é um A-mddulo, entao S pode
ser sempre considerado como um espaco vetorial sobre F e, a transformacao x : A — E =
EndgS, a — x. tal que x.(s) = as,s € S, € uma representacio de A em S, denominada
representacao reqular. Assim o estudo de A-mddulos € entao equivalente ao estudo de
F-representacoes de A.

8Lembremos que um K-homomorfismo de lgebras é uma transformacio K-linear p tal que YA, B €
A, p(AB) = p(A)p(B).

9Note que temos médulos & direita e & esquerda, assim podemos definir também representacio modular
a direita de A definindo a transformagao S x A — S, (x,a) — zp(a). Isto torna S num A-mdédulo &
direita, chamado de médulo de representagao a direita.
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Definicao 46. Uma representacio p € fiél se o seu nicleo é zero, i.e., p(a)r = 0,Vz €
S=a=0. O nicleo de p é também conhecido como o anulador de seu modulo.

Definicao 47. p ¢é dita simples ou irredutivel se os unicos subespagos invariantes de
pla),Ya € A, sio S e {0}.

Quando nao houver risco de confusdo p(a)z serda denotada por a % z ou ax.

Observagao 48. Seja A uma dlgebra semissimples'®. Uma representacio p : A — E =
EndgS € redutivel, entdo o espaco S pode ser escrito como uma soma direta nao trivial,
S =S ® Sy tal que p(a)(S;) C S;,i = 1,2,Va € A. Neste caso, escrevemos p =
p1® pa; pi = plg, i =1,2.

Definicao 49. Duas representacoes p; : A — E = EndgS,i = 1,2, sao ditas equivalentes
se existe um ismorfismo K-linear ¢ : S; — Sq tal que

popi(a)od™ = pafa),Va € A. (1.57)

Considere a representagao L : A — E = EndgA,a — L, tal que L,(b) = ab,b € A.
Denominamos L a representacdo reqular. Seja I C A tal que L(a)(I) C I,Va € Ael é
minimal com essa propriedade. Por definicao I é um ideal a esquerda minimal da algebra
A. Portanto, o espago de representacao associado a uma representacao regular irredutivel
é um ideal a esquerda minimal da algebra, sendo, para o estudo a seguir, de fundamental
importancia o estabelecimento de algumas propriedades de ideais minimais das algebras
R

p,q; DEM como encontra-los.

1.4.1 Idempotentes e Ideais Minimais

Para os desenvolvimentos que se seguem vamos estabelecer alguns resultados concernentes
a ideais minimais das algebras R, ,.

Podemos observar das tabelas 1 e 2 das algebras de Clifford reais e complexas, respec-
tivamente, que todas as dlgebras R, , ou C,, sdo da forma K(m) ou K(m) & K(m) onde
K =R, C ou H para algum m. Desta forma, a teoria de representacao de tais dlgebras é
bastante simples.

Definigao 50. Definimos as matrizes E;; € K(m) tais que seus elementos sao da forma
(Eij)rs - 5ir5js'
Note que assim teremos que o conjunto
{Ei

¢ uma base de K(m).

19Que definiremos aqui, como sendo uma lgebra que pode ser decomposta como A = A; @ ... D A,,
onde cada A; (i =1,...,n) é simples.
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Proposicao 51. Temos que os sequintes conjuntos I sdao ideais a esquerda de K(m)
I - <E131, E2j1, PR 7Emj1, E1j27 E2j27 e e ,Emj2, El]k’ E2jk’ ey Emjk> 3 (1.59)

onde a notagdao (S) significa o espago gerado pelo conjunto S e 1 < j1 < jo < ... < Jr <
m. Ou seja, os elementos de I sao matrizes cujas colunas py,ps,...,p; sGo nulas, onde
{p17p27 .- pl} = {17 s 7n}\{j17j27 . jk}

Demonstragio. Suponha I # {0}. Seja a € I portanto a = Y a" E;;, assim sejam 4, j
2

tais que a” # 0, logo (Q%Ekz)a € I = Ej; € I Vk. Assim, se considerarmos o conjunto

{J1, Ja; - - - ji} dos indices tais que a”s # ( para algum i, temos que o resultado segue. m

Corolario 52. Temos que os sequintes conjuntos I de K(m) sdo ideais minimais
I ={(FEia,...,Ena) (1.60)

para algum A = 1,...,m. Ou seja, seus elementos sao matrizes cujas colunas sao to-
das nulas com excecao de uma. Assim, podemos identificar os elementos desses ideais
minimais de K(m) com matrizes colunas.

Proposigao 53. Os ideais colunas a esquerda I de K(m) sdo da forma I = K(m)e onde
e ¢ um idempotente.

Demonstra¢ao. Suponha I # {0}. Note que assim segue
] = <E1j1, Ele, c. 7Emj17 5 E1j27 E2j2, ce >Emj27 Eljk7 Eija ceey Em]k> 3 (161)

segundo a notacao acima. Teremos portanto I = K(m)(E;,j, + Ejyjoy + - .- + Ej, ;) Dois
temos EZ]S = EZJS (EJUI +Ej2j21 +.. +Ejk]k)7 V’L, s. E o elemento (Ejljl +Ej2j21 +.. +E.7k]k)
é claramente um idempotente. m

Proposicao 54. Seja e um idempotente, o ideal K(m)e € minimal < e € primitivo.

Demonstragao. (=) Suponha que e nao seja primitivo, portanto existem idempotentes
nao nulos e, ey tais que e = e; + ey, com ejes = eqe; = 0 e e% = el,eg = e9. Teremos
que K(m)e = K(m)e; & K(m)es. De fato, claramente K(m)e C K(m)e; & K(m)ey pois
e = e; + ey e a intersecgao de K(m)e; e K(m)ey é nula pois eje; = ege; = 0; e note que
e; = ee; = ere, i = 1,2 portanto K(m)e; @ K(m)es = K(m)eje ® K(m)eze C K(m)e como
e,e9 # 0= K(m)ey, K(m)ey # {0} portanto o ideal K(m)e nao é minimal.

(<) Suponha K(m)e ndo minimal, assim existe ideal {0} # I & K(m)e, temos [ =
K(m)e para algum idempotente € logo € € K(m)e = € = ze = ee = ¢; usando esse fato e
que e = eé +¢(1 — &) concluimos que e nao é primitivo, pois pode ser escrito como a soma
de dois idempotentes nao nulos e ortogonais e e e(1 — €). m

Se e é um idempotente primitivo, teremos I = K(m)e = (E1a, Eaa, ..., Eyna) para al-
gum A =1,...,m, note que se considerarmos o idempotente F 44 teremos I = K(m)e =
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K(m)E 44, ou seja, por simplicidade podemos considerar apenas os idempotentes primi-
tivos F 44, quando estamos tratando com ideais minimais.
Um elemento de eK(m)e é da forma

(Z aiEiA)(Z bjkEjk)(Z a'Epa) = Z a'd' V" EisEjrEia =
7 7.k l

Z’?j?k7l
—_——

e e

> (Y Eia) = ce, (1.62)
k i
———

€

onde ¢ € K e note que usamos E;;Ej; = d;,L;. Com essa andlise podemos concluir que

eK(m)e ~ Ke ~ eK ~ K.
Seja I um ideal minimal de K(m), com as ideias expostas acima, temos que os elemen-
tos de I podem ser vistos como matrizes colunas, ou seja, I ~ K" portanto Endg/ ~ K(m).
Com esses resultados e a classificagdo das dlgebras R, , (tabelas 1), teremos o seguinte:

Teorema 55. Se p+ q é par ou impar com p — q # 1(mod 4), entdo

R, ~ K(m) ~ Endk(1,,), (1.63)
onde K=R,C ouH; e I,, =R, 4e,,, ondee,, € um idempotente primitivo de R, .
dimg (1, ,) = m, (1.64)
e
K ~ eK(m)e, (1.65)

onde e € a representagdo de e,, em K(m).
Se p+q é impar, com p — q = 1(mod 4), entdo

R,, ~K(m) @ K(m) ~ Endk(I,,) ® Endk({,,) (1.66)

onde K =R ou H; onde I,, = R, sep4 € [, = R, 6,4, onde e,, € €,, sao um idempo-
tentes primitivos de R, ,.

dimg(I,,) = dimg(1,,) = m, (1.67)

KoK~ (e®e)(K(m)®K(m))(ede), (1.68)
onde e &0 € a representagdo de e,, em K(m) @ K(m) e 0 © € € a representagio de €,,
em K(m) ® K(m) .

Demonstragao. Para a prova do teorema veja, e.g., [16]. m

Seja K(m) ~ Endk(/,,) ~ R, , 3 z, para acharmos uma representagao de x em K(m)
usamos o isomorfismo ¢ : R, , — Endg({,,) definido por ¢(z) = L, € Endg({,,), sendo
L,:1,,— I,,arestricio a I, ,de L, : R, , = R, ,, definida por L, (y) = zy,Vz,y € R, ;
com isso dado z € R, , tomamos uma base {&;} do ideal I,, e estudamos a agdo de x
sobre esta base, ou seja, x&€; = Zj z;;€;, e (z;;) é a matriz que representa x. Para o caso
K(m) ® K(m) ~ R, , 3 =, fazemos construcao analoga.
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1.4.2 Encontrando os Idempotentes

Para concluir esse assunto é oportuno estabelecermos um resultado que nos permita obter
um idempotente em R, ,. Vamos seguir aqui as construgoes e demonstragoes feitas em
[49].

No que segue utilizaremos a notagao de multi-indices: seja {ey, ..., €,—p+,} um con-
junto de geradores ortonormais de R, ,, um elemento de R,, da forma e, ...e,, serd
denotado por

€ =€u u =€u €y (1.69)
onde denotamos por I = (pg, ..., fx) o conjunto de multi-indices.
Teorema 56. Seja R, , a dlgebra de Clifford de RP? e {ey,...,e,—piq} uma base or-
tonormal desse espago quadrdtico. Encontramos um idempotente primitivo de R, , da
forma
1 1
€pq = §(l—|—e[1)...§(1+elk), (1.70)
onde {er,,...,en} é um conjunto de elementos de R, , que comutam entre si e tais que
(er,)*=1parai=1,...,k que geram um grupo de ordem 2* onde k = q — r,_,, onde r;

sao os numeros de Radon-Hurwitz definidos por

v | 1011123141567

(1.71)
| Jol1]2]2]3]3]3]3

com a relagao de recorréncia ri g = 1; + 4.

Demonstragio. Tomemos um elemento e, de R,, tal que (e;,)? = 1. Dessa forma, os

elementos 1 1
ffzi(l—l—eh) ef; 25(1—(3[1), (1.72)
sao idempotentes tais que f” + f; = 1 e ortogonais f; f; = f; f;{7 = 0. Entdo podemos

decompor R, , da seguinte forma:
R,, =R, &R, f;. (1.73)

Note que pela simetria entre f; e f;, teremos dim R, ,f;{” = dim R, f; = &~ =271,
Seja agora ez, um outro elemento de R, , tal que (er,)? = 1. Entao

1 1
f;— - 5(1 + 612) S f2_ - 5(1 - 612), <174)

sao idempotentes tais que £ +f; =1 e fff; =f;f; =0.
Se ej, e ey, comutam podemos construir quatro idempotentes:

TS P i S o B P o (1.75)

todos ortogonais entre si, cuja soma dd a identidade. Assim a algebra R,, pode ser
decomposta na soma de quatro ideais cada um com dimensao 2" 2.
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Se continuarmos com esse raciocinio poderemos formar um conjunto de 2¥ idempoten-
tes da forma 1

S +en) (1 +er) (1.76)

e decompor R, , na soma de 2* ideais cada um com dimensao 2"*. Podemos continuar

2"F seja igual a m, que ¢ a dimensao de um ideal minimal,

com esse processo até que
onde temos R, , >~ K(m) ou R, , >~ K(m) & K(m). Agora com algum trabalho, podemos

notar que k é dado pela férmula acima. m

Observacao 57. Um elemento de um ideal minimal a esquerda de uma dlgebra de Clifford
CU(V,g) € dito um representante de um a-espinor se CL(V,g) for uma dlgebra simples e
um representante de um semi a-espinor se C{(V,g) for a soma de dlgebras simples (que
sao ditas semisimples). A razio do termo representante usado acima ficara claro apds a
Secao 1.6.

Tendo em mente as consideracoes acima podemos identificar os elementos de ideais
minimais de acordo a classificagao que fizemos das algebras de Clifford. Considerando o
caso das algebras de Clifford simples (R ou C) teremos, por exemplo, R, , >~ K(m) (com
K = R,C,H). Assim, um ideal minimal a esquerda de R, , ¢ isomorfo a K™, ou seja
nesse caso os representantes dos a-espinores sao vistos como elementos de K™. No caso
da algebra ser semisimples temos R, , ~ K(m) @ K(m) e um ideal minimal a esquerda é
isomorfo a K™. Neste caso os representantes dos semi a-espinores também sao classificados
como elementos de K. Nesse caso a soma de dois representantes de semi a-espinores é
chamada de um representante de um a-espinor (note que nesse caso o ideal nao serd
minimal). Assim para uma dlgebra semisimples um representante de um a-espinor sera
um elemento de K™ @ K™. Ou seja, olhando a tabela de classificagao das dlgebras de
Clifford reais e complexas fica facil classificar os a-espinores.

1.5 Grupo de Clifford e subgrupos e ngq

1.5.1 As subalgebras pares joq

Definimos R) == C(°(R,,, q). Se olharmos a tabela de classificacio das algebras R,
veremos que normalmente temos R, , ¢ R, ,, a0 mesmo tempo que Rg’q o~ ngp. A prova
deste resultado sera dada em seguida.

Proposigao 58. R) ~R, ;.

Demonstragao. Seja {ei,..., €, €pi1,...,€,1,} uma base ortogonal de RP*? com produto
interno tal que q(e;) = 1,i = 1,...,peq(e;) = =1, =p+1,...,p+ ¢ Seja RPT!
o subespago de RP™? gerado por {e;},i = 1,...,p+ g — 1. Considere a aplicagdo f :
RPte=t — RY - dada por f(e;) = ee,q,i # p+ ¢q. Note que para todo x € RrFe-!
teremos f(x)? = x? = q(x)-1. Pela propriedade da universalidade Prop.(22) f se estende
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a um homomorfismo de lgebras f : Ry,q-1 — Rgﬂ. Como f leva um conjunto de geradores
de R, 4-1 a um conjunto de geradores de R) e dim(R,4-1) = dim(R) ) temos que f ¢
um isomorfismo. Assim a proposicao estd provada. =

foF 0

Proposigao 59. R, ~ R,

Demonstra¢ao. Fazemos como no caso anterior, mas usando f(e;) = eje;. m
s _ o O ~ 0

Corolario 60. R, ~ R/ .

~ 0 0
Demonstragao. Ry, ~R,, 1 ~R, . &

1.5.2 Grupo de Clifford

O conjunto dos elementos inversiveis de R, , constitui um grupo nao-abeliano que ¢ de-
notado por RY . Podemos definir os homomorfismos[31](pég.220):

Ad: Ry — Aut(R,,); u— Ad,, com Ad,(z) = uazu™", ¢ (1.77)
Ad : RS, — GI(R,q); u+— Ad,, com Ad,(z) = uza ™.

Definicao 61. O grupo de Clifford-Lipschitz € o conjunto
Ipg={ue[® )U([R,, ) |VveRM Ad,(v) =uvu ' € RP}. (1.78)
Observe que Ad,= Ad, para u € RY,-
Proposigao 62. Se v € R?? e q(v) # 0, entao Ad,(RP?) = RP1.

Demonstracao. Basta notar que v=v,v_! = ﬁ e que 2g(V, W) = VW + WV para w €
RP4. Assim Ady(w) = vwv! = (2g(v,w) —wv)(ﬁ) = —w + 28Wy  Assim o

a(v)
resultado segue. m

Proposigao 63. O nicleo de Ad : T',, — Aut(R,,) € o grupo multiplicativo R* = R\{0}.

Demonstracdo. Seja g € KerAd, entao gv = vg,Vv € RPY. Escreva g = go + ¢1,90 €
Rg’q,gl € R}J?q. Assim, (go +g1)v=v(g0+ g1) :

{ JVZVI gy e RP9, (1.79)
qav =Vag
Seja {eq,...,e,} uma base ortogonal de RPt?. Podemos escrever gy = ag + e1bg. Se

aplicarmos a involugao em gq concluimos que ag € R%q e by € R;q. Fazendo v = e; em
Eq.(1.79) temos goe1 = e1go = e1aq + €3by = ager + e1bpe; = erag — efby, pois ag € RY |
e by € R} . Portanto efby = q(e1)by = 0 = by = 0, assim gy nao envolve e;. Aplicando o
mesmo argumento com os outros vetores da base, mostramos que gy nao envolve nenhum
deles, e portanto gy € multiplo de 1. go =t-1,t € R.

Podemos usar o mesmo argumento para g; = a; + e;b; e concluirmos que g; nao
1 . . s . 7z
envolve ey, ..., e,. Como g; € R, temos g; = 0. Logo g = go € R e como g ¢ invesivel,
geR" m
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Definicao 64. O conjunto ngq =1,,N Rqu é chamado de grupo de Clifford-Lipshitz
especial.

Definicao 65. O grupo Pin, , € o subgrupo de I', , tal que
Pin,, ={uel,,| N(u)==£1}, (1.80)

onde
N:R,,—»R,,,N(z) = (ix)o. (1.81)

Definicao 66. O grupo Spin Spin,, € o conjunto

P
Spin,, = {uel}, | N(u)==+1}. (1.82)
Definicao 67. O grupo Spin, , € o conjunto
Spin;, , ={u €Ty | N(u) = +1}. (1.83)

O indice e, significa que Spin,, , € a componente conexa com a identidade. Pode-se provar
e . R
que Sping, . € conexo para todos os pares (p,q) com a excecao de Spinj , =~ Sping, [47].

Seja G a matriz diagonal n x n cujas entradas G;; sao
G = [Gy;] = diag(1,1,...,—1,—-1,... — 1), (1.84)
com p numeros positivos e ¢ negativos.

Definicao 68. O,, C EndrRP? é o chamado de grupo ortogonal, tal que as matrizes
n x n reais L que representam O, 4, sao tais que

LGL" =G, detL? =1, (1.85)
ou seja, as transfomagoes contidas em O, , preservam a norma em RP1.

Definicao 69. SO, , C EndgRP? € o chamado de grupo ortogonal, tal que as matrizes
n x n reais L que representam O, 4, sao tais que

LGL" = G, detL? =1, (1.86)

ou seja, as transfomagoes contidas em SO, , preservam a norma e a orientagdo espacial
em RPY,

Definigao 70. O grupo SO, , € a componente conexa a identidade de SO,

q

10s grupos O, 4 e SO, , sdo grupos de Lie, veja a Definigao (89).
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Teorema 71. ([49] pdg.164) ([47]) pdg.70) Ad
nucleo Zs.

Piny, - Pilypg — Op, € sobrejetora com

. . ’ . ’ . e e s
Ad‘Spinp’q : Spin,, , — SO, € sobrejetora com niicleo Zy. Ad’Spinqu : Sping, , — SO, , €
sobrejetora com nicleo Zs.
Portanto teremos,

Spin,,
Lo

B Pin,, ,
pq = )
Loy

€
Splnp7 g

0) 7

SO, = — 22, SO%, = (1.87)

Teorema 72. Para p+q <4, Spin(p,q) = {u € R) | N(u) = £1}.

Demonstragao. Note que Spin(p, ¢) € {u € R) | N(u) = £1} é trivial. Nos resta mostrar
entao que se v € RY ¢ tal que N(u) = £1 implica em que ¥Yv € RP? teremos Ad,(v) =
Ad,(v) € RP7. Mas note que se u € R) , teremos w =Ad,(v) = Ad,(v) = uvu~!. Como
u € R?w =W ERIIW. Seja e;,i = 1,...,4 uma base ortonormal de R”? p + g = 4. Temos

1

w = —uvu - = —w. Escrevendo na base:

w=> wle;,+ Y wtee;ey

5 ik i ik
) | } w',w* € R (1.88)
w=—> we + Yy witeeje, ’
( iaj’k
pois &; = —e; e €;€;6; = e;e;e;,. Daqui w* = 0,Vi, j, k portanto w ERP4. m

1.6 Os Conceitos de Espinores

Os espinores foram introduzidos originalmente em 1913 por E. Cartan em [9].

Seja ¢ € C3, um vetor complexo associado a dois vetores v,w € R3Y (ortogonais
entre si e de mesma norma) de forma que tenhamos ¢ = v +iw,i = v/—1. O vetor
¢ = (¢!, 0%, ¢%) , ¢' =v' +iw', i = 1,2, 3, satisfaz a equagao:

(61)7 + (6)" + (¢%)" =0, (1.89)

e é ¢é dito nulo ou isotropico.

A Eq.(1.89), implica na reducao de um grau de liberdade complexo de nosso vetor com-
plexo. Podemos portanto expressar, e.g., ¢!, ¢, ¢* em termos de somente dois nimeros
complexos independentes , e p; como segue :

o' = p — ¢ 0" = —i(g] + ¢1); 8° = 20001 (1.90)

Segundo Cartan os niimeros complexos g, 1 sao as componentes de um espinor eucli-
diano bidimensional ¢ = (z(l)) (simples) puro [10, 11]. Da Eq.(1.90) vemos imediatamente
que os espinores (gf) e (:f;?) determinam o mesmo vetor complexo ¢ € C?. Ao conjunto

Cl={p= (ig), ©o, p1 € C} Cartan chamou de espago espinorial. Como veremos mais
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avante o espaco C? ¢ dito carregar a representacdo D'/ do grupo SU(2) que é o grupo

de recobrimento universal do grupo (especial) de rotacoes em R3°.

No que segue formalizaremos o conceito de espinor a partir dos resultados apresentados

na Secgao 1.4. Acreditamos que nossa abordagem baseada em [46] seja mais inteligivel do

que a apresentacao desse conceito como aparece em textos de Fisica, por exemplo em

3, 27, 38].

1.6.1 Espinores Algébricos

Comegaremos introduzindo o conceito de espinores algébricos. Os (vii) passos a seguir

sao essenciais para a Definigao 79:

(1)

(iii)

No que segue V é um espago vetorial n-dimensional sobre os reais R. Seja
g:VxV =R, (1.91)

uma métrica de assinatura (p, q).

Seja SO(V, g) o grupo de endomorfismos de V que preserva g a orientacao espacial?.
Pela definicdo que demos de SO, , vemos que SO(V,g) ~ SO, ,, mas note que
esse isomorfismo nao é natural pois ele sé pode ser exibido apds fixarmos uma
base ortonormal em V. Sua componente conexa com a identidade é denotada por
SO“(V,g) e SO°(V,g) ~SO;, .

Denotaremos novamente por C¢(V,g) a algebra de Clifford de V associada a (V, g)
e por Spin®(V, g) (=~ Spin;, ,) a componente conexa com a identidade do grupo Spin,
Spin(V,g) ~ Spin, ,. Sabemos que pelo Teorema (71) que %&\’,g) ~ SO(V,g).
Seja entao L o homomorfismo 2 : 1

L : Spin“(V,g) — SOV, g),
u— L(u) = Ly, (1.92)

de forma que Spin®(V, g) age em V, identificado pela inclusao em C/(V,g) ~ R, ,,

da seguinte maneira!:

1

Spin®(V,g) > u— Ad, € AutC{(V,g)
Adylv : V=V, v uvu =1L,

(v). (1.93)

L,(v) denota a agao padrao de L, em v, como L, € SO¢(V, g)

g(Lu(v), Ly(v)) = (v, v). (1.94)

12Tal significa que duas bases de V relacionadas por um elemento de SO(V,g) estdo relacionadas por

uma matiz (representado o elemento de SO(V,g)) com determinante positivo.
13AutCl(V,g) denota os automorfismos de C4(V,g).
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(iv) Escolha arbitrariamente uma base ortonormal

bo={E1,....E,, Epiry.. By} (1.95)

) —ptq

de V, que a partir de agora chamaremos de base fiducial, ou referencial fiducial'*.
Seja B o conjunto de todas as bases ortonormais de V que podem ser obtidas de by
através de um endomorfismo em SO°(V, g). Com essa escolha definimos a aplica¢ao
1—-1

¥ :S0¢V,g) — B, (1.96)
dado por:

L,—X(L,) := 3, = Lubo, (1.97)
onde ¥p, = Lyb ¢é uma maneira de escrevermos {ey,... 1€ €pils -ty
€p+q} € B, tal que

e, =L,(e), := L,ji'ej, ,j=1,...p+q. (1.98)

Dessa maneira podemos identificar uma base vetorial b de V com a isometria L, que
leva o referencial fiducial by em b. O referencial fiducial by sera também denotada
por X, onde Ly = e, o elemento identidade de SO°(V, g).

Antes de prosseguirmos, introduzimos ainda as seguintes definicoes:

Definigao 73. Seja by € B o referencial fiducial e escolha um elemento arbitrario
up € Spin®(V,g). Fize um par (ug, by) e o denomine referencial espinorial fiducial.
Definigao 74. O espaco {(u, b), ubu™ = ugbyuy '} C Spin(V,g)xB serd chamado
de espaco dos referenciais espinoriais algébricos e serd denotado por S.

Observacgao 75. E de fundamental importancia para o que seque, observar que a

Defini¢ao (74) implica que um dado b € B determina dois e somente dois referen-
ciais espinoriais, (u, b) e (—u, b), desde que Fub(Fu™) = ugboug .

Definicao 76. Agora vamos estender a construgdo em (iv) trocando SO*(V,g)
pelo seu grupo de recobrimento Spin®(V,g) e B por S. Para tanto introduzimos a
aplicagao 1 — 1

=: Spin(V,g) — ;9 (1.99)

u = B(u): = 2,= (u, b),

onde ubu™! = u, bougl = by. O referencial espinorial fiducial sera denotado por Ey.
Fica claro da Eq.(1.99) que

BE(—u) =EB_,= (—u,b) # (u, b) = E,. (1.100)
A agdo a direita natural de a € Spin®(V,g) denotada por @ em S € dada por
aeZ, = ae (u,b) = (ua, Ad,1b) = (ua,a 'ba). (1.101)

1Em inglés “fiducial frame”.
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(vii)

Observe que se 2, = (v, V') = u'eZ ¢ B, = (u, b) = ue=, entao,
o= (u)eZ, = (v, v tubuM). (1.102)

Note que existe uma aplicagao natural 2-1
s: S—B, By b= (Fu)bo(£u), (1.103)

tal que
s((u™u')eE,)) = Ad(u-14)-1(S(Ey)). (1.104)
De fato,

s((u™'u')eZ,)) = s((u'u)e (u, b))
— u/—lub(u/—lu)—l — b/

= Ad(uflu/)—lb = Ad(uflu/)—l (S(Eu)) (1.105)

Isso significa que as agoes a direita de Spin®(V,g), em S e B, respectivamente, co-
mutam. Notemos também que os referenciais espinoriais 2, 2_, € S, que sao clara-
mente distintos, determinam o mesmo referencial vetorial ¥y, = s(2,) =s(E_,) =
Yy,_,. Temos,

ZLu = ZL,U = LuualzLuo’ Luual € SOe(V, g) (1106)

Em resumo, podemos dizer que o espaco S dos referenciais espinoriais algebricos
pode ser visto como uma eztensao do espaco B dos referenciais vetoriais, onde
mesmo se dois referenciais vetoriais tiverem os mesmos vetores ordenados, eles serao
considerados distintos se o eixo de rotacao espacial de um referencial for rotado por
um miltiplo impar de 27 em relagao ao outro referencial, e considerado o mesmo
se for rotado por um multiplo par de 27, isso se deve ao fato de o grupo SO*(V, g)
nao ser simplesmente conexo para dim'V > 2. Para mais detalhes [1, 18, 20, 38|.

Antes de prosseguirmos é importante estabelecermos mais algumas notacoes. Vimos
anteriormente como construir um ideal minimal & esquerda (& direita) numa dada
algebra de Clifford a partir de uma base vetorial b € B para V — C{(V,g) dada.
Essa construgao nos sugere rotular um dado idempotente primitivo, que corresponde
a esse ideal, com o subindice b. Entretanto, levando em consideracao a discussao
acima sobre referenciais vetoriais e referenciais espinoriais algébricos e suas relagoes,
se mostrara mais Util para o que se segue, indexar o dado idempotente primitivo
e seu ideal correspondente com um subindice u, i.e., E,. Esta notagao também é
justificada pelo fato de um dado idempotente, de acordo com a defini¢ao 79, ser o
representante de um espinor particular num dado referencial espinorial =,,.

Agora note que pelo Teorema 53 temos que um ideal minimal & esquerda de C4(V, g)
é do tipo
[Eu = CK(V, g)e—

=y

(1.107)

onde ez, é um idempotente primitivo de C/(V,g).
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E facil ver que os ideais Iz, = C{(V, g)ez, e Iz, = Cl(V,g)e= , tal que

ez, = (v tu)eg, (u'tu) ! (1.108)

u

u,u’ € Spin®(V,n) sao isomorfos.

=

Definigao 77. Dois ideais Iz, = CL(V,g)ez, eIz , = CL(V,g)e= , tais que seus idempo-
tentes geradores estao relacionados por Eq.(1.108) sao ditos geometricamente equivalentes.

Observacgao 78. Se u € simplesmente um elemento do grupo de Clifford, entdo os ideais
sao ditos algebricamente equivalentes.

Mas note que nenhuma relacao de equivaléncia foi definida até agora. Temos:

(v ), (1.109)

Espinores Algébricos do tipo Iz,

Seja {Iz,} o conjunto de todos os ideais minimais geometricamente equivalentes a um
dado ideal minimal Iz, como definido na Eq.(1.109). Seja,

T={(E,,Vg,) | ue Spin®(V,g), B, €S, Vg, €Iz, }. (1.110)

Tome E,,E, € S, Vg, € Ig,, Vg, € Iz ,. Definimos uma relagao de equivaléncia £ em
¢ por:
(Eua\DEu) ~ (EUH\IJEU/); (1111)

se e somente se us(E Ju ' = u's(E,)u' e
uh = Vgt (1.112)
Definicao 79. Uma classe de equivaléncia

Vs =|[(E,,Vg,)] € T/E (1.113)
¢ chamada de um espinor algébrico do tipo I, para CL(V,g). Um elemento =, € Iz, €
dito um representante do espinor algébrico Vg, no referencial espinorial =, .

Observe que os pares (E,,Vg,) e (E_,, Vs ,) = (E_,, —¥g,) sdo equivalentes, mas
os pares (2,,¥g,) ¢ (BE_u, V= ,) = (BE_,, V=

=

) ndo sdo. Damos uma estrutura linear
ao espago (sobre o corpo dos reais) ao conjunto ¥, onde:

al(Eu, Y2,)] + b[(Eu, ¥z, )] = [(Bu, a¥e,)] + [(Ew, b¥z,)],
(a+)[(Bu, Va,)] = a[(Bu, ¥g,)] + V[(Eu, V=, )]. (1.114)



1.6.2 a-espinores, c-espinores e os o-espinores

A definicdo de espinores algébricos que acabamos de introduzir é essencial para a de-
finicao de campos espinoriais em variedades que possuam estrutura spin como veremos no
proximo Capitulo. Contudo, antes de investigarmos esta questao é oportuno saber como
a definicao apresentada se relaciona com outras defini¢oes de espinores que o leitor encon-
trara ao consultar textos de Fisica e de teoria de representacoes do grupos ortogonais e
seus recobrimentos. Aqui recordaremos brevemente as principais definigoes, seguindo as
ideias apresentadas em [17].

(i) A defini¢ao covariante [7], onde um particular tipo de espinor covariante (c-espinor),
em uma dada base espinorial, ¢ um elemento de um dado espaco vetorial complexo
(que carrega uma particular representacdo de um grupo Spin) e dotado de uma
métrica espinorial invariante sob agoes de um dado grupo Spin.

(ii) A definigao por ideais [11, 40, 19], onde um particular tipo de espinor algébrico (e-
espinor), em uma dada base espinorial, é um elemento de um ideal lateral (definido
pelo idempotente e) numa algebra de Clifford apropriada. Quando o idempotente e
é primitivo nds escrevemos a-espinor ao invés de e-espinor.

(iii) A definigdo como operador [21], onde um particular tipo de espinor operatorial (o-
espinor) é um ndmero de Clifford numa élgebra de Clifford apropriada R, ,. Para
mais detalhes veja [17].

Para nossa formulagao, comecaremos por relembrar alguns dos tipos de c-espinores
usado na literatura de Fisica.

c-espinores de Pauli

Estes objetos sao usualmente identificados como os vetores de um espago 2-dimensional
C? equipado com a métrica espinorial

By C? x C* = C, B,(vh, ) = ¥,

b = ( 1 > o= ( 9 )xy €C,i=1,29" = (2,73, (1.115)
Y2

T2
onde o simbolo z* significa o complexo conjugado de z € C.

Observacao 80. Nesta definicao e nas demais nesta secao ao denotarmos um dado espi-
nor por ¢ fica subentendido que estamos nos referindo a @ como um representante numa
dada base espinorial E, de um objeto abstrato ¢ como introduzido na Definicio 79 onde
os elementos do ideal gerado por um dado idempotente sao representados por matrizes
colunas complexas. Mais especificamente recordemos que se p=, € p= , S0 08 Tepresen-
tantes de ¢ em I_ e I_ , temos que agdo do grupo Sping, em =, € tal que (veja a
Eq.(1.112)) ’

U=, > P, = P=.U, U, € Sping, (1.116)
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Contudo note que como ideais geometricamente equivalentes possuem a mesma repre-
~ . . 2 .
sentagao matricial tanto ¢=, como Y=, , pertencem ao mesmo espago C*. Assim, se p e
¢’ sdo os representantes de =, € Y=, em C? a Eq.(1.116) se traduz em

¢ = uep, (1.117)

onde u € C(2) € o representante Dz deu e Sping, ~ SU(2) A relagdo explicita entre
=, € serd dada na Segao 1.6.4.

Note que a metrica espinorial é invariante sob a agao do grupo'® SU(2) ~ Sping g, i.e.,

Bp(ah,ue) = B,(1, ¢) (1.118)

ou seja a métrica ¢ invariante por mudanca de referencial espinorial. Dizemos que os
espinores de Pauli carregam a representacao fundamental irredutivel D> de SU (2) [17].
Os c-espinores que acabamos de introduzir podem ser identificados com os espinores puros
de Cartan mencionados no inicio da Segao 1.6.

c-espinores de Weyl

Estes objetos foram introduzidos por Weyl [50]. Temos as seguintes definigoes.

Espinores Nao-Pontuados Contravariantes FEstes objetos sao elementos de um
espaco vetorial complexo 2-dimensional C? equipado com a seguinte métrica espinorial

B:C*x C* = C,B(n,&) =n'C¢,
1
n t 1,2 0 1
" (772),77 (n',7%) (_10)
Essa métrica espinorial é invariante sob ac¢ao do grupo SL(2,C).i.e.,
Bun,ué) = B(n,€) & u'Cu=C < ue DI/, (1.119)
Aqui u ¢ a representagdo matricial bidimensional D(/29 de SL(2,C) ~ Spin{ 5.
Espinores Nao-Pontuados Covariantes Estes objetos sao elementos do espaco dual
A
(C%)" =: C? definidos por
S8 A A
Con:C=C ) =ns:=8m9),

AN
(m,m2) =0 :=n'C=(n*,—n"). (1.120)

155U(2) é o recobrimento universal de SOj .
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Espinores Pontuados Contravariantes FEstes objetos sao elementos do espaco dual

(CH" = C? definidos por
C* 50 =: (gimy) = (™) = ', € C, (1.121)
podemos equipar C2 com a seguinte métrica espinorial
B:C2x C? = C, B0, &) = iCE", (1.122)

e temos que

B(,€) = B, {u*) & u*Cu* = C. (1.123)

Espinores Pontuados Covariantes Estes objetos sao elementos do espago dual
A

((Cz) . C? definidos por

A A A

C? 5 & = B(-,)in(€) = né = nC¢, (1.124)

e (9)-(4)-(5) e

Portanto as leis de transformacao dos espinores pontuados sob a acao do grupo
SL(2,C) sao

daqui segue que

VAN
0 quts e (). (1.126)

As matrizes u e (u*)_1 sao as representacoes nao equivalentes DGO ¢ DO de
SL(2,C) [17].
c-espinores de Dirac (na Representagao de Weyl)

Estes sao elementos de um espaco vetorial complexo 4-dimensional C*, equipado com a
seguinte métrica espinorial

B CixCl s C,
Ba(ta, ¢a) = 1 Boa, (1.127)

onde um elemento desse espaco é da forma

A A n

. X 2
CeC=Clopy=naé= g . (1.128)

1

&s
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Na base canonica de C* a matriz B é a representacao de 3 e

C 0
B= < 0 C ) ’
Ba(Ya, ba) = Balp(W)iba, p(0)da),

plu) = ( 8 (u*o)_l ) ,u € SL(2,C). (1.129)

A lei de transformagao dos c-espinores de Dirac, sob a agao de SL(2,C), é entao
u 0
> _ . 1.130
v (5 ey ) v (1.130)

. : . . ~ 1 1
Dizemos assim que os c-espinores de Dirac, carregam a representacao D29 @ D©2) de

SL(2,C).

1.6.3 Construcao e Representacao de a-espinores e de Métricas
Espinoriais

Vamos agora mostrar como representar alguns c-espinores numa algebra R,, , conveniente,
fazendo portanto contato com a definicao abstrata dada na secao 1.6.1. Dada uma algebra
de Clifford real R,,, chamamos de um a-espinor, um elemento de um ideal minimal a

esquerda (direita) R, 4e,4 (€pRpq) ou RY €8 (&) RY ), onde e, e €

P4 Pq \TPq P p.g 540 idempotentes

primitivos de R, ;.

Dadas as definigoes do grupo Spin,, , e dos a-espinores num ideal I, , = R, 4, 4, pode-
mos introduzir uma métrica em I, , que mimetiza os resultados da se¢ao anterior e que ¢é
invariante sob as transformagoes ¢ — ut), u € Spin, ,, ¥ € I,,

Sabemos que a involugao principal é um automorfismo, enquanto a transposicao e a
conjugacao sao antiautomorfismos. A imagem de um idempotente primitivo por um iso-
morfismo é um idempotente primitivo. Um automorfismo (antiautomorfismo) transforma
um elemento de um ideal minimal a esquerda num elemento de um ideal minimal & es-
querda (direita). Para vermos isso, note que se ¢ € I,,, entdo ¢ = xe,, com = € R,

e
Y= (zepy) =28pg =V € Ly =Ry 85,
Y= (zepy) ==Y €l =68,R,,,
Y= (ze,,) =€ =0 €l =¢,R,,, (1.131)

Se usarmos o isomorfismo R, , ~ Endg(/,,) ~ K(m), quando R, , é simples, iden-
tificaremos os elementos de ideais minimais a esquerda de R, , com matrizes colunas de
K(m). Daqui, ¢ € I,, tem uma representagao como uma matriz coluna em K(m), entao

v e ¥ tem como representacoes matrizes linha de K(m), portanto teremos que g e 1@
sao elementos de K, para v, p € I,
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Portanto podemos definir os seguintes produtos escalares em I, ,
Bi=1p,x1,, > K,i=1,2, (1.132)

B, ) = Py e Ba(1h, @) = Do, Vih, @ € I, .. Lounesto em [30] obtém esses produtos
escalares e classifica os grupos de automorfismos desses produtos, i. e., os homomorfismos,
L, = I — s,s € R,,, que preservam o produto na Eq.(1.132). Note que de
B1(s1, s¢) = B1(¥, p) temos s = 1 e de Ba(st), sp) = B2, @) temos §s = 1. Lounesto
denotou por Gy ={s € R, ;;5s =1},Gy ={s € R, ;55 = 1}.

Em [17] é estabelecida uma relacao entre o grupo Spiny e os grupos G e Gy de

q
forma que podemos introduzir em uma élgebra R, , (para apropriados p e ¢) os resultados
sobre c-espinores descritos nas secoes anteriores. Para tanto devemos inserir o conceito
de métrica espinorial em uma dada &lgebra de Clifford.

Note que Spin, , C ]Rg’q, portanto é interessante definirmos uma métrica num ideal
1), =RY e . Assim aproveitamos que para s € R)  teremos § = 5 e definimos a seguinte
métrica espinorial

B:I . xI) —K, (1.133)
B, ) = . (1.134)

Note que G = {s € Rgg; ss = 1} é o grupo de automorfismos que mantém a métrica
espinorial invariante e G C Gy, G C Gbs.

Sabemos que para p+ ¢ < 4
e _ 0 L~ = o
Sping , = {u € R, ;;tu = uu = 1}, (1.135)

Assim temos uma nova interpretagao para um grupo Spiny , quando p + ¢ < 4; de
fato, esse é o grupo que deixa a métrica espinorial Eq.(1.133) invariante. O importante é
que agora podemos reproduzir a construcao dos c-espinores dentro de algebras de Clifford
apropriadas. Seguindo as construgoes feitas em [17], vamos refazer a construgao dos a-
espinores de Pauli em Rj.

a-Espinores de Pauli

Consideremos a algebra de Pauli R3, >~ C(2), gerada por 1, ey, e;, €3 tal que e;e; +eje; =
20,5,1,7 = 1,2, 3, e seja

T = a1l + aze; + azey + ase3 + asejey + agees + areses + asejeses € Ry,
a; €Ri=1,...,8. (1.136)

Vamos obter primeiramente a chamada representacao espinorial para essa algebra.

Considere o idempotente ez o = %(l—f—eg). Conforme discutido acima temos dimg R3 ges o =
dimgR3o0 _ 23 _ 92

5 5 , portanto dime¢ Rs ges g = 2 e assim I3y = R3 e3¢ ¢ um ideal minimal a
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esquerda de R3o. Com uma breve inspecao vemos que {es o, €1€30, €2€30, €1€2€30} ¢ UmMa
base sobre R de I39. Um elemento y = ez gzeso € e39R3pe30 ~ Cezp ~ C tem a forma

y = [(a1 + as)1 + (a5 + ag)eiezesles, (1.137)

assim identificaremos com C o subespago de Rj gerado por {1, e;ese3} sobre R e deno-
taremos e;ese; = I. Note que I comuta com todos os elementos da algebra e I? = —1.
Escrevemos z = zesy € Rjpes na forma

z = [(a1 + a4)1 + (a5 + ag)X]es o + [(az + ag)1 + (a3 + ar)I]eies, (1.138)

assim o = {e3p,e1e30} ¢ base de I3 sobre C, que chamaremos de uma base espinorial
para I3p = R3es.
. . — _ 1 .

Considere o idempotente €39 = 5 (1—e3). Pelo mesmo argumento anterior teremos que
I30 = R30€30 ¢ um ideal minimal a esquerda de Rz . Aqui {€;0,€1€50, €263, €1€2630} ¢
uma base sobre R de I54. €30R30€30 >~ Cesp >~ C. Escrevemos z = zegy € R €30 na
forma

Z= (a1 — as)1 + (—as + ag)I]eso + [(az — as)1 + (—as + ar)I]e€s, (1.139)

assim 8 = {€30,€1€30} ¢ base de I3 sobre C, que chamaremos de uma base espinorial
para I3o = R3e3.

Para conseguirmos uma representagao conveniente para R; o em C(2) consideraremos
as bases v e B de I3 e I3 e denotaremos

En = €3,0, & = €1€3.0,
E1p = ez, Ean = €30, (1.140)

note que teremos &;;Eu = 0x€ust, J, k.1 = 1,2, Seja x € Ryg ~ I3 @ 1:3,0 ~ C(2),
podemos escrever

r = $11811 + Iglggl + 1312512 + IQQSQQ, Lij € (C, l,j = 1, 2. (1141)
Portanto, em vista de Eq.(1.58) e Eq.(1.141) temos que

J RQJ,’D — C(Q)
T =x11E1 + 21E21 + T12E12 + T22E
—> :UHEH + $21E21 + $12E12 + LEQQEQQ, (1142)
¢ um isomorfismo de 4lgebras. Considerando as seguintes relacoes
1=E&1 4 En,e1 =E10 + Ean,
e3 =& — Exn,e1e3 = Ey — &,
€€y = Ieg = Igll — 1522, €9€3 — 161 = 1512 + 1521,
€y — Ie1e3 = 1521 — ]:512, €jeqse3 — 11 = 1811 + :[822, (1143)
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conseguimos entao a seguinte representacao matricial para Rs g

=g 1 )erted=(1 g ).

e = (03 ) e = (5 ). (1.144)

que sao as conhecidas matrizes de Pauli o; = p(e;),i = 1,2, 3.
Com isso dispomos das seguintes representacoes matriciais para Rso > z, 2,7,

T11 T12 . x5 -5
(C(2)93::( T = 22 A,
T21 T22 —Tip Ty
T Ty 92 —X12
j:( . 31),93:( ) (1.145)
Tig Too —T21 T11
Estamos capacitados agora para introduzirmos a seguinte métrica espinorial

Ba 130 x I39 — C; ﬁd(l/% 90) = 1;1901 + 1/_12 2, Vo € I3. (1~146)

A representacao de [y na base o é entao

[Bala = ( (1) ? ) =1, (1.147)

logo, Ba(v, ) = Ba(uw), up) & wu=1uec U(2).
Agora, se x € Rgp ~ Ry ~ H, temos a seguinte representacao para z na base «

:c:(xl _5?); i:x:( g xQ), (1.148)
To Ty —T2 I

Entao, N(z) = Tz = detz-1 = N(z) = 1 & detz = 1. Ou seja, os elementos u € RY
tal que By(uy), up) = Ba(1h, ), 1, ¢ € I, = R§ yes, satisfazem au = 1 e detw = 1, i.e.,
u € SU(2) ~ Sping 5. Completamos entao a afirmacao de que os c-espinores de Pauli sao
representados por elementos de I g{o. Dizemos assim que os espinores de Pauli carregam a
representacdo D'/2 de SU(2).

Representacao Espinorial de R; 5

Para alguns desenvolvimentos do Captulo 4 é necessério conhecermos a representagoes
espinoriais fundamentais de Ry 5 e de Ry ;. Consideremos a algebra R o >~ C(2), gerada
por 1,eq,eq,e;3 tal que e;e; +eje; = 2¢;;,4,j = 1,2, 3, onde (;; = diag(1, —1, —1) e seja

T = a1l + ase; + azey + ases + ase ey + agejes + areges + agejezes € Ry o,
a; €ERi=1,....8. (1.149)
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. . . dimg R

Considere o idempotente e; o = %(1 + eje). Novamente temos dimg Ry 9e1 2 = % =
3 . . , . .. N

% = 22 portanto dimc Ri2e12 = 2 e assim [; 2 = Rj 2e1 2 ¢ um ideal minimal a esquerda

de Ry5. Com um pouco de calculo vemos que {e; 2, eje12,€3e12,€1€3¢1 2} é uma base

sobre R de I; 5. Um elemento y = e; 2xe;1 2 € €12R; 9e19 >~ Ce; o =~ C tem a forma
y = [(a1 + as)1 + (a4 + ag)eiezesle; o, (1.150)

assim identificaremos com C o subespaco de R; 5 gerado por {1, ejese;} sobre R e deno-
taremos ejese; = I. Note que I comuta com todos os elementos da algebra e I? = —1.
Escrevemos z = xey; € Ry 2eq 2 na forma

z=[(a1 + as)1 + (a4 + ag)l]er 2 + [(ag + a3)1 + (ag + ar)I]ee; 2, (1.151)

assim o = {eg1,€1e21} ¢ base de [ 5 sobre C, que chamaremos de uma base espinorial

para 11’2 = RLQ@LQ.

Considere o idempotente €, 5 = %(1 —ejey). Pelo mesmo argumento de antes teremos

que I1 5 = Ry 56 5 é um ideal minimal a esquerda de Ry 5. Aqui {€) 2, €161 2, €2€; 2, €1€2€1 2}
¢ uma base sobre R de [} 9. € 2R 9612 >~ Ce; 9 >~ C. Escrevemos z = ze; o € Ry 9615 na
forma

z = [(al - CL5)1 + (—CL4 + a8)I]él,2 + [(a2 - CL3)1 + <—Cl6 + CL7)I]€1§172, (1152)

assim 0 = {€12,€1€12} ¢ base de jl,g sobre C, que chamaremos de uma base espinorial
para I o = Ry 2€; 0.

Para conseguirmos uma representagiao conveniente para R; o em C(2) consideraremos
as bases v e Bde I15 € 1:1,2 e denotaremos

En = €1,2, & = €1€1,2,
E12 = €181 2, &9 = €19, (1.153)

note que teremos &;;Eu = 0x€ust, J, k1 = 1,2, Sejax € Rig ~ [15 @ 1:1,2 ~ C(2),
podemos escrever

r =211 + 221E21 + T12E12 + 202E20, 7,5 € C 1,5 =1,2. (1.154)
Portanto, em vista de Eq.(1.58) e Eq.(1.154) temos que
p:Ryy — C(2)
r = 211&11 + 121E21 + T12E12 + T22E00 >
— 11 B + o1 By + TioFig + Taa Fao, (1.155)
¢ um isomorfismo de dlgebras. Considerando as seguintes relacoes
1=C&1 + Exnye1 = Ep + &,
eiey = &1 — Exn, e = Ey — o,
eres = ley =18 — 1€5, e0e3 = Ieg = 1E + 1€y,
ez = leje; = 1€ — I€99, e1e0e3 = 11 = 1&; + I&ys, (1.156)
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conseguimos entao a seguinte representacao matricial para R o

o=y )orter=(1 3 )

e = (7 ) e = (1 ) (1.157)

Representacao espinorial de R

Consideremos agora a algebra Ry; o~ R(2) @ R(2), gerada por 1, e, ez, e tal que e;e; +
eje; = 20,1, j = 1,2,3, onde onde 9;; = diag(1,1, —1) e seja

T = a1l 4+ ase; + aszes + ases + ase e + age1e3 + arese3 + ageiexe3 € ]RQJ,
a; €eRi=1,...,8. (1.158)

Considerando os elementos ese; e ejeses, temos (ese3)? = 1 e (ejeze3)? = 1. E
eles comutam: (ejeqe3)(eze;) = e e (eqge3)(ejese;) = €. Considere os idempotentes
= %(1 + ezes) e ff = %(1 + ejege3). Portanto temos que os idempotentes g =

1+f2+7g2 = f1+f§7g3 = fff;7g4 = fff; sao primitiVOS'

Temos que 1'2171 = Ry g1 é um ideal minimal & esquerda de Ry;. Note que a; =
{g1, €221} é uma base sobre R de I3 ;.

Temos que 1'2271 = Ry g2 ¢ um ideal minimal a esquerda de Ry;. Note que ay =
{g2, €282} é uma base sobre R de I3 .

Temos que Ig”l = Ry ;g3 ¢ um ideal minimal a esquerda de Ry;. Note que az =
{g3, e2g3} é uma base sobre R de I3 .

Temos que I;l’l = Ry ;g4 ¢ um ideal minimal a esquerda de Ry;. Note que ay =
{24, €284} é uma base sobre R de I ;.

Para conseguirmos uma representagao conveniente para Ro; em R(2) @ R(2) conside-
raremos as bases aq, ao, a3 e ay de I3, 12, I3, e I}, respectivamente e denotaremos:

&1 = g1, & = egy,
E12 = €283, Eap = g3,
511 = g2,<9~21 = €22,
512 = €284, 522 = &4, (1-159)

note que teremos &;;&y = 0;x€u;1, 5.k, 1l = 1,2 ¢ gijgkl = 5jk<‘:’il;z’,j, k,l = 1,2. Seja
reRy~ (I, @)@ (I3, ®I,) ~R(2) ®R(2), fazendo como acima, conseguimos
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entao a seguinte representacao matricial para Ry ;:

PRy — R(2) ®R(2),
(V)e(ot)
e (o 5 )e ()
(1a)e(Vs)
e (1) (5 o) 160

1.6.4 Espinores Algébricos em Rj

Seja B, € S um referencial espinorial para R3*°, tal que
s(8,) = {ei, ez, e3} € B, (1.161)

onde essa base é a que utilizamos na Eq.(1.136) para definirmos o idempotente ez . Es-
crevamos

1
IEu = ]Rg,,oegu, ez, = 5(1 + eg), (1162)

entao cada Vg, € Iz, pode ser escrito como
Uz, = v=,cz,, ¥z, € Rsp, (1.163)

seja B, € S tal que os ideais Ig, e Iz, sejam geometricamente equivalentes, entao da
Eq.(1.109) teremos

Eu’u/_lueau = ¢Eueau7 ¢Eu/ ) ¢Eu S R3,07 (1164)

uma possivel solu¢do para a Eq.(1.164) é
Ye, U =Yg, (1.165)

Se considerarmos T como na Eq.(1.110) e com a mesma relacdo de equivaléncia &
os espinores algébricos em Rgy ou espinores algébricos de Pauli serao classes Wg, =
(B, Vg,)] € T/€ com B, € S\Vg, € Iz, com Iz, dado pela Eq.(1.162) para cada
referencial espinorial =,.

Tome

s(E,) ={ei,es,e3} € B,s(E,) = {e}, €}, e} € B, (1.166)

com s(E,) = us(E))ut e s(E,) = u's(E,)u" duas bases arbitrarias de R*? — Ry.

Com os idempotentes ez, e ez, podemos escrever
Iz, 5 Vg, = Zl Vifi, e Iz, 2 Vg, = ZZ Ui fi, (1.167)
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onde

fi=e=,, fo=eez,; fl=c=, fy = €=, (1.168)
Desde que
Vg, = Vg, (u 'u)™, (1.169)
teremos
Vs, =D i) =D 0 ST i = Gt (1.170)
entao

Y = ZZ Sik(u™ ")y, (1.171)

onde Si;(u~'u') sdo as componentes matriciais da representagao em C(2) de (u~'u') €
Sping 5, as matrizes S(u) = u correspondem a representagao D'Y2 de SU(2) ~ Sping .

Notemos mais uma vez que o conjunto de todos os ideais {Iz,} geometricamente equi-
valentes a um dado ideal {/g,} tem a mesma imagem I = C(2) f, onde f é a representacao
em C(2) de eg,, dada a representacao

o :R39— C(2) ~ EndcC(2)f, (1.172)
z—o(x): C2)f — C(2)f,

temos que
ole;) = a(e}),o(fi) = a(f)), (1.173)
para todo {e;}, {€}} tal que e} = (v "u)e;(v'~tu)L.

Observacao 81. Note que toda a informacgao a respeito dos referenciais espinoriais Z,
e By desaparecem na representagio matricial dos ideais Iz,, Iz, em C(2) uma vez que
todos esses ideais sao mapeados no mesmo ideal em C(2). Note que essa argumentagao
pode ser feita nas outras dlgebras R, ,. Vemos portanto que a defini¢ao de espinores como
classes de equivaléncia de elementos de T € indispensdvel para que estes objetos fiquem
bem caracterizados, pois para definirmos os idempotentes primitivos acima, e consequen-
temente os ideais minimais, € necessdrio fizarmos uma dada base, que foi chamada de

fiducial, conforme nomenclatura introduzida em [47].
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CAPITULO 2

CAPITULO GEOMETRICO

2.1 Variedades Diferenciaveis

Aqui introduziremos alguns conceitos e notacoes a respeito da teoria de variedades dife-
renciaveis, que serao necessarias para o desenvolvimento que se seguem.

Defini¢ao 82. Um espago topoldgico é um par (E,U) onde M é um conjunto e é uma
colecao de subconjuntos de M tal que:

(i) 9,FelU.
(i) UaerU, €U se U, € U,Ya € T um conjunto de indices qualquer.

(iil) NaealUs €U se U, € U, Y € A um conjunto finito de indices qualquer.

Cada elemento U € U é chamado de conjunto aberto.

Defini¢ao 83. Uma familia {Us}aer, Uy € U € dita uma cobertura de E se UperU, = E.
Um espaco topologico é dito Hausdorff se para quaisquer x,% € E existirem conjuntos
abertos U, U, tais que UNU =@, x €U ex € U.

Definicao 84. Temos:

(i) Um espago topoldgico (E,U) é dito compacto se para toda cobetura {Uy}aer, Us € U
de E, ezistir uma subcobertura finita, ou seja, UaepUy, = E, com A C T e A finito.

(ii) Um espago (E,U) € dito paracompacto se existe uma cobertura {Uy}aer de E tal que
todo ponto € coberto por um numero finito U,’s.

Para intuito deste trabalho faremos a seguinte definicao de variedade diferencidvel:
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Definicao 85. Uma variedade diferencidvel M é um conjunto tal que:

(i) M ¢é um espago topologico Hausdorff paracompacto.

(i) Ewiste uma familia de pares {(Uy, ¢a), @ € I'}, chamados cartas, onde {U,} € uma
familia de abertos que cobrem M e {V, C R",a € '} é uma familia de abertos
difeomorfos a R" tal que as aplicagoes ¢, : Uy — Vo sdo homeomorfismos. Com
1sso dizemos que cada ponto x € M tem uma vizinhanca que € homeomorfica a R™.
Dizemos também que a dimensao de M € n e escrevemos dim M = n.

(iii) Dadas duas cartas (U, vo) € (Ug, ¢3) da familia descrita em (ii) tal que U,NUp # @
a aplicagio Vs, = ot 1 0o (UaNUs) — 05(UsNUp) € infinitamente diferencdvel.

A familia das cartas {(Ua, ¢a), @ € '} é chamda de um atlas de M. Chamamos a
condicao (7i7) de condi¢ao de compatibilidade entre as cartas. Dois atlas {(U,, pa), @ € I'}
e {(Ugs, pp), B € Q} sao ditos equivalentes se a familia {(Us, o), @ € TUQ} também for um
atlas de M. Uma classe de equivaléncia de atlas é chamada de uma estrutura diferencidvel

para M.

As fungoes coordenadas de uma carta (U, ¢) sao definidas como as fungoes x' = p'op :
U—R,i=1,...,nondep’ : R"— R sao as habituais funcoes coordenadas de R, tais que
pay,...,a,) = a;,i = 1,...,n. Escrevemos x‘(z) = 2,2 € U e chamamos o conjunto
de ntmeros (z!,...,2"), que denotaremos também por {z'}, de coordenadas do ponto

x € U na carta (U, ¢), ou simplesmente, chamamos de coordenadas de x.

Seja (U, ¢) uma outra carta de M. Se x € U N U teremos x"*(z) = #". Definimos as

funcoes diferencidveis ¢/ : R*— R,j = 1,...,n como:
| (<1 n i (.1 n % 19
V(x (@), x" (@) = (@, .., 2") =x7(2) =27, (2.1)
algumas vezes usamos a notagao reduzida z7 = 7 (z%),i,5 = 1,...,n, ou também, x”7 =
on e ) . . o /j
Y (x"),i,7 = 1,...,n; por vezes denotaremos também as derivadas parciais %1/; por 8;7.

Definicao 86. Sejam M e N wvariedades diferenciaveis. Uma aplicacao f: M — N é
dita uma aplicacdo diferencidvel em x € M, se existem cartas (U, ) e (V,s) de M e N
respectivamente, tais que x € U,y = f(x) €V, eco fop™t é uma aplicagao deferencidvel
em R™. Da condi¢io (i) da defini¢ao acima vemos que dadas outras cartas quaisquer
(U, ) e (V,Q) seco fop™ € deferencidvel entio o f o @ também o serd.

Considere um difeomorfismo f : M — N e cartas (U, ) e (V,s) de M e N respectiva-

mente, tais que z € U,y = f(z) € V. Fazendo x'(z) = ', y'(y) = y' e f = gofop~! escre-
of _ oyl

vemos f(z',...,2") = (y',...,y"). Frequentemente denotamos y/ = f(z%) e 2L, = 2.

! Consideraremos uma aplicacao como diferencidvel se for infinitamente diferencidvel.

42



Definicao 87. Seja M uma variedade conexa n-dimensional, ou seja, dados dois pontos
a,b € R existe um caminho continuo f : R — M ligando a,b. Dizemos que M € orientdvel,
se existe uma cobertura {(Uy, o), € I'} de M tal que dados U, e Ug tais que U,NUs # &
tenhamos que as fungoes coordenadas {x},} e {x}}, para Uy e Ug sdo tais que det[%] > 0.
Esse atlas que cobre a variedade M é chamado de uwm atlas coerente.

Definicao 88. Um grupo topoldgico grupo topolégico G, é um espago topolégico, munido
de uma estrutura de grupo compativel com a estrutura topologica, ou seja, as funcgoes

multiplicacao
m:GxG— G,
(9,h) = m(g, h) = gh, (2.2)
e 1nversao
1:G— G,
g—ilg)=97" (2.3)

sao continuas.

Definicao 89. Um grupo de Lie G éum grupo que € ao mesmo tempo uma variedade
diferencidvel, tal que as operacoes multiplicagao

m:GxG— G,
(z,y) = m(z,y) = vy, (2.4)
e 1nuersao
1:G— G,
s i(z) =at, (2.5)

sao diferencidveis.

Exemplo 90. Com algum trabalho vemos que o grupo Gl(n,K) o grupo das matrizes
mversiveis n X n sobre K é um grupo de Lie sob a operacdo de multiplicacao de matrizes.
E note também que os grupos SO, , e Spin
de Lie.

»qr €Studados mo capitulo anterior, sao grupos

2.1.1 Vetores Tangentes

Seja C'(M,x) o conjunto de todas as funcoes (que tomam valores em R) infinitamente
diferencidveis em alguma vizinhanca de x € M. Aqui consideraremos iguais duas fungoes
que coincidem numa vizinhanca de x.
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Definicao 91. Um vetor tangente a M no ponto x € M € uma aplicagao linear v :
C(M,z) — R, que obedece a regra de Leibniz, ou seja, para f,g € C(M,x);a,b € R,
temos:

(1) vl laf +bg] = av[ [fT+bv],[g],
(i) vl [fgl = v, [flg+ f v, [g]- (2.6)

Vemos facilmente que o conjunto dos vetores tangente a x formam um espaco vetorial
sobre o corpo dos reais, isso justifica chamd-los de vetores.

Definicao 92. O espaco vetorial de todos os vetores tangentes a M em x serd denotado
por T, M e serda chamado de espaco tangente em x. O espaco dual de T, M € denotado
por T>M e serd chamado de espago cotangente em x. E da mesma forma denotaremos
por T M o espago dos r-contravariante e s-covariante tensores em x.

Dada uma curva em M,0 : R D I :— M;t — o(t) nés podemos construir a seguinte
aplicacao:
o.(t) : C(M,z) - R, (2.7)

tal que para qualquer funcao f € C'(M,x),

7. (0)[f] = IF o ol(t). 2.9

Note que 0,(t) é uma derivagao, que chamaremos de vetor tangente & curva o, que é uma
generalizagao de derivada direcional de f na direcao da curva ¢ do cdlculo no R".

Definigao 93. Sejam {x'} as fungoes coordenadas de uma dada carta (U,p) de M em
9| = 9| tal que para cada

x. Definiremos os sequintes vetores tangentes em x € M :

f e C(M,x), teremos e
0 _ 0 |l _of _of
| 1= glroe™| = hteten = gl 29)
com i ) i
f="rfo¢ i flel@) = fa). (2.10)

Algumas vezes usaremos alguns abusos de notacao. Por exemplo fop~! serd denotado
muitas vezes simplesmente por f e assim f(z') é denotado simplesmente por f(x?). Outro

abuso frequentemente cometido para simplificarmos a notagao é 8?:1' L= %(m), ou
ainda % = 8{ Também escrevemos 9% (z) ou 2% para %’x (x7), i.e.
g, o Ox! oxt
— X'=—()=—-— =7 2.11
oxd x[ ] (9x1( ) oxd J ( )

Proposigao 94. ([28] pag. 64)Se {x'} sdo as funcgoes coordenadas de uma dada carta
(U,p) de M em x temos que os vetores {321. L0 = 1,...,n} formam uma base (que

chamaremos de base coordenada) para o espago tangente a M em x, T, M.
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2.2 Fibrados, Fibrados Principais e Fibrados
Vetoriais

Aqui recordaremos algumas das principais defini¢goes e conceitos da teoria de fibrados
principais e seus fibrados vetoriais associados, que serao necessarias para introduzirmos
os fibrados de Clifford e os fibrados espinoriais. Para um estudo mais detalhado o leitor
deve consultar, e.g., [12, 18, 23]. Aqui seguiremos as defini¢oes apresentadas em [12].

Definicao 95. Seja M uma variedade diferencidvel. Um fibrado diferencidvel sobre M
serd denotado por (E,M,m,G,F), com um grupo topolégico G dos homeomorfismos de
F nele mesmo, onde E ¢ uma variedade chamada de espaco total do fibrado, 7 : E — M
¢ uma aplicacao diferencidvel e sobrejetiva, chamada de projecao canonica e F' é a fibra
tipica. Nesta estrutura valem sequintes condicoes:

(a) 7= Y(x), a fibra em x, é difeomorfa a F,Nx € M.

(b) Temos que {U;,i € A}, onde A € um conjunto de indices, € uma cobertura de M,
tal que:

e Localmente o fibrado E ¢ trivial, i.e., € localmente difeomorfico a um produto,
i.e., T Y (U;) =~ U; x F para todo i € A.

e Os difeomorfismos ®; : 7= 4(U;) — U; x F tém a forma:
®(p) = (7(p); Pi.2(p)), (2.12)
Dilr1(a) = P 7 (x) = F é um difeomorfismo.
A familia {(U;, ®;),i € A}, é chamada a familia das trivializagdes locais de E.
e O grupo G age na fibra tipica. Seja x € U; NU;, entdo®:
Giwo @iy F— F, (2.13)
coincide com a agdao de um elemento de G para todo x € U;NU; ei,j € A.

e Chamamos de funcoes transicao do fibrado as aplicagoes induzidas:
gij : U;N Uj — G, onde gz](l‘) = gbi@ o gb]_,; (214)

Note que as aplicagoes g;; estao bem definidas, o que podemos ver com uma
construgao perfeitamente andloga a feita em [4] (pdg.44). Teremos também a
sequinte condi¢ao de cociclo:

9i;(2)gjk(x) = gi(z),Vor € U; N U; N Uj. (2.15)

2Sem muito trabalho vemos que esta aplicagao estd bem definida [4] (pag.44)
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Definicao 96. Sejam M wuma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Uma es-
trutura de Fibrado Principal sobre M, denotada por (P,M,n,G,F = G) = (P,M,n,G)
consiste numa estrutura de fibrado diferencidvel como acima, onde temos uma variedade
diferencidvel P e uma acao a direita de G nos elementos p € P, tal que:

(a) A aplicagio (que define a agdo a direita) P X G > (p,g) — pg € P € diferencidvel.
(b) Dados g, € G e Vp € P,(pg)g = p(93)-
(c) Yz € M,m~(x) é invariante sobre a agdo de G.

(d) G age livremente e transitivamente em cada fibra =1 (x), ou seja para a,b € 7=*(x),3g €
G, tal que ag = b, e se ag = a = g = 1. Esta condi¢ao é necessaria para a identi-
ficacao F = G.

Definicao 97. Um fibrado (E, M, 7,Gl(n,K), F = V), onde K é um corpo, Gl(n,K) ¢ o
grupo (pode ser um outro subgrupo também) das matrizes inversiveis n x n sobre K e V
€ um espaco vetorial n-dimensional sobre K, é chamado de fibrado vetorial.

Definigao 98. Um fibrado vetorial (E, M, 7, Gl(n,K), F' = V) € dito associado ao fibrado
principal (P, M, 7,G) pela representacao p de G em F =V, se suas fungoes de transi¢ao
sao imagem sob p das fungoes de transi¢ao correspondentes de (P, M,w,G). Ou seja,
considere as sequintes trivializagoes de P e E respectivamente:

D, : 7T71<U1') — U; x G,
(

(
Zilg) = (7(a), Xi.0(a)), (2.16)
onde Xi|7~r,1(m) = Xiz : 7 (x) = V. Entdo, para todo x € U; N Uj;, teremos
Xj,x © X;,; = p((bj,:v o (b;;) (217)

O fibrado (E, M, 7, Gl(n,K), V) € denotado por E = P x,V. As foras 7' (x) sio espagos

vetoriais isomorfos ao espacgo de representacao V.

Definicao 99. Seja € = (E, M, 7w, G, F) um fibrado e U C M um aberto de M. Uma
secao local desse fibrado em U € uma aplicacao s : U — E tal que

mos=Idy. (2.18)
Uma secao € dita global se U = M.
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Notagao 100. Tome e U C M um aberto de M; diremos que p € secE(U) (ou p €
sec E(U)) se existir uma se¢do s local tal que

s:U—=E, v (x,p(x)), comp:U — F, (2.19)

Nestas condicoes escreveremos p € secU = sec E|;, C secE ou simplesmente quando

nao resulte confusio, p € sec J; onde sec E € o conjunto de todas as se¢oes sec E|,; com
U C M aberto de M.

Observacao 101. Cada se¢ao local (s : U C M — P) para um fibrado pricipal (P, M, 7, G)
determina uma trivializagao local ® : 7= (U) — U x G de P

o~ (z,9) = s(x)g = py. (2-20)
Reciprocamente, ® determina s, desde

s(z) = @ (x,e). (2.21)

2.2.1 Fibrado dos Referenciais

O fibrado tangente T'M de uma variedade diferencidvel n-dimensional M é um fibrado
associado a um fibrado principal, chamado de fibrado dos referenciais F'(M) = Uzep Fi M,
onde F,M é o conjunto de todos os referenciais em = € M. O grupo que age em F'(M) é
Gl(n,R), o grupo de estrutura do fibrado. Sejam {z'} as coordenadas de uma carta local

(U,¢) de M. Entéo, T,M tem como base {2 JemUCM.
Definicao 102. Um referencial em T, M é um conjunto ¥, = {ei1|,,..., en|,} de vetores
linearmente independentes tais que
el = F o . (2.22)
onde (F?) € Gl(n,R).
Notemos que uma trivializacao local para F(M) é dada por
®, : 7 1(U;) — U; x Gl(n, R), (2.23)

A acdo h = (h!) € Gl(n,R) em um referencial f € F(U) é dada por (f, ) — fh, onde
o novo referencial é dado por
q)l(fh) = (I, Sa:)u ﬂ-(f) =T,

Yo ={&l, ., el },
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Reciprocamente, dados dois referenciais em z, ¥, e 3, existe h = (h‘l7 ) € Gl(n,R) tal que
a Eq.(2.24) é satisfeita. Assim temos que Gl(n,R) age livremente e transitivamente nas
fibras de F'(M).

Sejam {z'} e {#'} as coordenadas associadas com as cartas locais (U;, ¢;) e (U;, ¢;) de
M. Se x € U; N U, teremos

9 -0
| = pY — FJ
ellx 7 8331 . E 8.Q~TZ m’

(FY), (FY) € Gl(n,R). (2.25)

Como Fij =F ,ﬂ (gﬁk) temos que as fungoes de transicao sao dadas por
xX

Ox*
oha) = (5o)

€ Gl(n,R). (2.26)

T

Observagao 103. Diremos no que se seque que a escolha de uma se¢ao de F(U) C F(M)
¢ a escolha de um calibre em F(M).

2.2.2 Fibrado dos Referenciais Ortonormais

Se uma variedade M est4 equipada com uma métrica g € sec Ty M de assinatura (p, q), p+
g = n, podemos introduzir referenciais ortonormais em cada T, M. Aqui também deno-

taremos um referencial ortonormal por ¥, = {eq]_,..., e,],}, onde
.0
gl
61|CE 7 ax] x?
gleil,. el,)|, =diag(l,1,...,—1,-1,... - 1), (2.27)

com (Hf ) € O,4, 0 grupo ortogonal de dimensao n = p + ¢q. Podemos assim construir
o fibrado dos referenciais ortonormais, o qual serd denotado por Po, (M), e neste caso
dizemos que o fibrado dos referenciais foi reduzido (mais detalhes podem ser encontrados
em [?] pag.131) para o fibrado dos referenciais ortonormais. Da mesma forma, se M for
orientdvel, podemos construir Psoe (M).

2.3 Fibrados de Clifford, Fibrados Espinoriais e
Estrutura Spin

Vamos primeiramente considerar a definicao de um fibrado de Clifford.

Definicao 104. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n e seja T, M o espago
tangente a x € M. Suponha que a variedade M estd equipada com uma métrica g € sec Ty M
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de assinatura (p,q), p+q =n, logo (T, M,g) ~ RPI. Seque que em cada ponto x € M po-
demos definir uma dlgebra de Clifford CU(T,M,g) ~ C{(RP?, g) ~ R, .. A unido disjunta
destas dlgebras de Clifford locais constitui-se no chamado fibrado de Clifford®

COUM. g) = U,y CUT: M. g). (2.28)

Como CU(T,M,g) é também um espago vetorial de dimensao 2" podemos dar uma
estrutura de variedade pra o conjunto |J,,,C¢(T,M,g) seguindo uma construcao analoga
a feita em [28] (pédg.66).

Chamaremos de um campo de Clifford em M uma secao do fibrado de Clifford.

O fibrado de Clifford ¢ um fibrado vetorial associado ao fibrado principal Psos (M)
[47, 27|

Cl(M,g) = Psog (M) Xaa Ry g, (2.29)

onde

Ad": SO, , — Aut(R,,),
Ad . (a) = Ad,(a) := gag™". (2.30)

a(g)

Note que Ad’ estd bem definida, pois gag™' = (—g)a(—g)~ .

2.4 Estrutura Spin

Definicao 105. Uma estrutura spin ou espinorial em M consiste em um fibrado principal
s ° Pspinqu(M) — M, chamado de Fibrado dos Referenciais Espinoriais, com grupo
Spin, , € uma aplicagao

p: PSpinf,’q (M) — Psog’q (M), (231)

satisfazendo as sequintes condicoes:
(i) 7(p(p)) = 7s(p), VP € Psping (M), onde 7 € a projegao candnica m : Psoe (M) — M.

(i) p(pu) = p(p)Ady, Vp € Pgpine (M) e Ad : Sping, , — SO;, , Ady(a) = uau™".

p,q’

Definicao 106. Chamaremos uma se¢ao de Pspin;q(M) de campo de referenciais espi-
norial. Denotaremos B € sec Pspine  (M).

2.5 Existéncia de Estrutura Spin

Estamos interessados em definir campos espinoriais algébricos (e seus representantes ma-
triciais) sobre uma variedade M como segdes de um fibrado vetorial apropriado (fibrado

#Podemos construir de maneira completamente andloga CA(M,g) = J, ¢, CUTx M g).
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espinorial) associado a Pgpine (M). Para tanto a compatibilidade entre Pspine (M) e
Psoe (M), dada pela Defini¢ao (105) é essencial.
A pergunta natural agora é quando existe uma estrutura espinorial sobre uma varie-
dade orientdvel M7 Para respondermos isso, vamos seguir a construcao feita em [34].
Note que a existéncia de uma estrutura espinorial

S Pspin;’q(M) — Psoqu(M), (232)
em M ¢ definida pelas fungdes de transicio ;;(z) € Spin;, , tal que

O interessante é notarmos que nem toda estrutura (M,g) admite uma estrutura es-
pinorial. O fato de uma variedade nao admitir uma estrutura espinorial é medido pela
segunda classe de Stiefel-Whitney que toma valores no grupo de cohomologia de Cech
H?(M,Zs). Vamos definir essa estrutura a seguir.

2.5.1 Grupos de Cohomologia de Cech

Seja Zy o grupo multiplicativo {—1,41}. Seja Uy = {U, : @ € A} uma cobertura aberta
de M, uma r-cocadeia® de Cech é uma funcéo

f : (io,il,...,ir) S ZQ, (234)
onde g, 1,...,% € A sao tais que U;, NU;; N...N U, # & e que é simétrica sob uma
permutacao P,

flipy, 1Py, - - -5 ipe)) = flio, i1, ., ir). (2.35)

Seja C"(Un, Z9) o grupo multiplicativo das r-cocadeias de Cech, com a multiicacio
dada pela composigao. Definimos o operador de cobordo § : C"(Uy, Zs) — C™(Uy, Zs)
por

0f oy - - vivg1) = [Tiiof (os -y igs - yipsn), (2.36)
onde a varidvel com ¥ é omitida. Note que § é nilpotente
0% f(io, - - ying2) = [Topoof (i0s - js oy yipsn) = 1, (2.37)
i#k

pois note que —1 aparece um numero par de vezes nessa multiplicacao (por exemplo, se
floy oyt e oy ipr2) = —1, teremos f(ig, ..., 0, .- y25,...,0rp2) = —1). Assim, se
f é uma r-cocadeia de Cech

§Pf =1 (2.38)

4Um complexo de co-cadeias (A*, h*) é uma sequéncia de grupos abelianos ou médulos
L ATEATL A AL A2

conectada por homomorfismos A" : A® — A"+ tais que A"A"T1 = 0.
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O grupo dos r-cociclos Z"(Un, Zs) e o grupo dos r-cobordos B"(Uy, Zs) sao definidos
por

Z"(Un, Zo) = {f € C" (U, Zs);6f = 1},
B'(Un,Zy) = {f € C"(Up, Zs): 3f € C""NUn, Zy), f =61} (2.39)

Agora definimos o r-ésimo grupo de cohomologia de Cech subordinado & cobertura
Upr ={U, : a € A} por

H"(Uy, Zs) = kerd,/Im6,_y = Z"(Un, Z3)/ B" (Uy, Z). (2.40)

2.5.2 Classes de Stiefel-Whitney

Seja Ur = {U, : a € F}, onde (U, Ya)acr € uma cobertura por cartas locais de M,
tal que a interseccao de qualquer nimero de cartas ou ¢é vazia ou um aberto contratil.
Chamaremos aqui essa tal cobertura de cobertura aciclica. A classe de Stiefel- Whitney w,
é uma classe caracteristica que toma valores em H"(Uy,Zy) := H"(M,Z5)°. Seja TM =
M o fibrado tangente de M com grupo de estrutura O, ,. Considere ¢;; : U; N U; — O,
as fungoes de transigdo do fibrado, seja {e;,} um referencial ortonormal sobre U;, temos
Cio = Lij€ja, definimos a 1-cocadeia de Cech f(i, ;) por

fi,7) == det(t;;) = +1. (2.41)

Note que realmente temos um elemento de C' (M, Z,) pois f(i,7) = f(j, 7). Da condigao
de cociclo t;;t.tk; = Id, temos

Assim f € ZY(M,Zs) e portanto define um elemento [f] € H*(M,Z,). Note que este
elemento ¢ independente do referencial local escolhido. Seja {é;,} outro referencial em Uj;
tal que &, = hi€iq, tal que h; € O, ,. De &, = t;;€ja, temos t;; = h;t;ih;*. Se definirmos

a 0-cocadeia fo por fo(i) := det h;, teremos v
= det(h;) det(h ) det(t U) = (5f0(2 3 fGi, 7). (2.43)

Portanto [f] = [f]. Esse elemento wy(M) := [f] € H'(M, Z,) é chamado a primeira classe
de Stiefel-Whitney.

Proposicao 107. Seja TM = M o fibrado tangente de M. M € orientdvel se e somente
se wi (M) € trivial.

5Classes caracteristicas sdo subconjuntos das classes de cohomologia do espaco base do fibrado, para
mais detalhes consulte o Capitulo 11 de [34].
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Demonstragao. Se M ¢é orientavel, o grupo de estrutura pode ser reduzido para SO, , e
f(i,j) == det(t;;) = 1, e daqui wy (M) =1 € Zs.

Agora se wy (M) é trivial, f é um cobordo; f = dfy. Como fy(i) = £1, podemos
sempre escolher h; € O,, tal que deth; = fy(i) para cada 7. Se tivermos um outro
referencial €;,, = h;e;,, as fungdes de transigdo serdo tais que para qualquer par (i, j),
numa intersegao U; N Uj;, teremos det(t;;) = 1 (pois suponha que f(i,j) = dett;; = —1
para algum par (i, j), entdo sem perda de generalidade terfamos fo(i) = —1 e fo(j) = 1,
daqui det(t;;) = —dett;; = +1). Portanto M ¢ orientavel. m

Essa proposi¢ao nos diz que a primeira classe de Stiefel-Whitney é uma obstucao a

orientabilidade. Seja agora entao M uma variedade orientavel e T'M seu fibrado tangente.
Para as funcdes de transicio t;; € SO, , e sejam #;; € Spin,, , tal que

Ad(??z]) - tij7 thi - E,L-_jl, (244)

onde Ad : Spin,, , — SO, ; ¢ um homomorfismo 2 : 1, note que podemos escolher Ad(fij) =
t;; ou Ad(—ﬂj) = t;;. Esse levantamente sempre existe localmente. Note que

Ad(ttintei) = tijtinte = 1d, (2.45)

teremos #;;i,1tr; € ker Ad = {£Id}. Para t;; definir um fibrado Pspinpvq(M) [5, 33] sobre
M, eles precisam satisfazer a condicao de cociclo

Defina a 2-cocadeia de Cech f: U; N U; N U, — Zy por

Perceba que f é simétrica e fechada (§f = 1), assim f define um elemento wy (M) = [f] €
H?(M,Z,) chamado de segunda classe de Stiefel-Whitney. Com algum trabalho vemos

que [f] independe da escolha do referencial local e da escolha de #;; ou -#;;. Note também

e

.g» considerando o homomorfismo 2 : 1

que podemos fazer essa mesma construgao para SO
e Ad qne

Spin,, , — SO, .

Teorema 108. Seja T'M o fibrado tangente sobre uma variedade orientdvel M. FExiste

uma estrutura espinorial sobre M se e somente se wo(M) € trivial.

Demonstracao. Suponha que exista uma estrutura espinorial sobre M, teremos entao que
as fungoes de transicao t~,~j satisfazem fijfjkfh = Id na intersegao das cartas U; N U; N Uy,
e segue portanto que wy(M) é trivial.

Reciprocamente, suponha que wo(M) é trivial, teremos H*(M,Z,) > [f]=1= f €
B?(M,Zs), tal que
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Se escolhermos como novas fungoes de transigao f;j = 1;;f1(i, j), teremos
titithe = L L@ D fr(G, k) fr(k,0) = (f(3, 5, k))* = 1d, (2.49)

de onde vemos que {#];} define uma estrutura espinorial sobre M°. m

2.6 Campos Espinoriais

Dada uma variedade orientavel M, a ideia intuitiva de um campo espinorial sobre M, nada
mais é do que “espetarmos” em cada ponto da variedade um espinor algébrico, ou um
espinor covariante, contravariante, etc. No que segue formalizaremos esta ideia intuitiva.

Primeiramente precisamos supor que M admita uma estrutura espinorial, ou seja, con-
forme vimos na secao anterior, precisamos supor que exista um fibrado principal chamado
de fibrado dos referenciais espinoriais denotado por Psping’q(M ) que é o recobrimento
duplo de Psoe (M), ie., existe uma aplicagdo 2 : 1 p : Pgpine (M) — Psos (M) dado
pela Def.(105), os elementos de Pgpine (M) sao chamados de referenciais espinoriais.

Em completa analogia com o que fizemos na secao 1.6.1, escolheremos uma segao
bo = {E.} € secPso: (M), fixemos essa escolha e a partir de agora a chamemos de um
campo de bases fiducial ou referencial fiducial”. Seja By o conjunto de todas as secoes de
Pso;’q (M ) .

Considere

u: x> u(r) € Spiny, (M) C CU(M, g), (2.50)

e assim como fizemos na segao 1.6.1, seja by € Bjs o referencial fiducial e escolha um
elemento arbitrdrio ug € secSpiny (M). Fixe um par (ug, by), € o chame de campo de
referenciais espinoriais fiducial.
O espaco
{(u,b), ubu™" = ugbug '} C secSpinf (M) x By (2.51)

serd chamado de espaco de campos de referenciais espinoriais algébricos e sera denotado
por Sy;. Definimos agora a aplicacao 1 — 1

E: Spin, (M)

_)
2.52
u — E(u): = Eu= (u, b), (2.52)
onde ubu~! = ugbouy ' = bo.
Note que existe uma aplicacao natural 2 — 1
s: S—B, Eiy > b= (Fu)bo(Eu), (2.53)

SEm [33] Mostra-se que o ntimero de estruturas espinoriais nao equivalentes em M é H(M, Zs).
"Quando ndo existir a possibilidade de confusdo, abreviaremoscamo de referenciais para simplesmente
um referencial.
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Com estes objetos e recordando o material da Se¢ao 1.6.1, estamos equipados para
apresentarmos as seguintes definicoes.

Seja {Ig,} o conjunto de todos os ideais geometricamente equivalentes a um dado
ideal minimal {/z, } conforme definido na Eq.(1.109), onde agora u,u’ € sec Spiny, (M)
(Eq.(2.50)). Tome entao

(‘{M = {(1‘, (qujau)) | VIS M,u(x) S Spin;q(M)aEu € SMa
Us 12— \I/Eu(l’) €lzg Vs P e d \I/Eu’ (ZE) € ]Eu’} (254)

u =0 w

Considere uma relagao de equivaléncia Ry, em Ty, tal que

(z,(Bw, ¥a,)) ~ (4, (Bu, ¥=,)), (2.55)
se e somente se T =,
u(z)S(Bym)u(z) ™ = u/(z)s(B,)u' " (), (2.56)
e
Ug,u ' =Ug u (2.57)

Definigao 109. Um campo espinorial algébrico (CEA) do tipo Iz, para M é uma classe
de equivaléncia g, = [(z, (B4, Vg,))] € Tv/Ru. Dizemos que Vg, € Iz, € um repre-
sentante do CEA W=, no campo de referenciais espinorial Z,,.

=y

Assim vemos que campos espinoriais algébricos sao um quociente das segoes de
Pspine (M ) X Ig,. Da mesma maneira definimos campos espinoriais covariantes como
segoes de Pspine (M) xC" para algum n conveniente, campos espinoriais de Dirac-Hestenes

~ ’ O
como segoes de Pgpine (M) x R [47].

2.7 Mais Algumas Definicoes

Fibrados Tangente, de Cartan e a Diferencial d

Definiremos TM = UyepyToM e T*M = U,epTi M respectivamente como os fibrados
tangente e cotangente de M. E definiremos também 77 M = UzepnTL, M como o fibrado
dos tensores r-covariante e s-contravariante®.

Definigao 110. Seja U C M um aberto de M. Uma se¢ao local de TM em U (um campo
vetorial) € uma aplicagdo

s: U — TM tal que mo s = Idy, (2.58)

onde m : TM — M,n(v|,) = x. Uma secdo é dita global se U = M. Recorde que se
s(x) = (x,v(x)) escreveremos v € secTU C secTM. Notagao analoga serd usada para os
demais fibrados vetoriais mencionados abaizo.

8Devemos dar uma estrutura de variedade para todos esses conjuntos, mas note que aqui também,
podemos seguir, sem maiores dificuldades as construgoes feitas em [28] (pdg.66).
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Definicao 111. O fibrado de Cartan sobre o fibrado tangente de M ¢é o conjunto

ANTM= | N\T:M = é/\r T* M, (2.59)

xeM zeM r=0

onde NT:M, x € M, é a dlgebra exterior do espago vetorial T!M. N'T*M C NT*M ¢é

dado por
N1m=JN\ M, (2.60)
zeM
que € chamado de fibrado das r-formas (r =0,...,n).

Defini¢ao 112. A diferencial exterior (também dita derivada exterior) é a aplicagdo
d: sec/\T*M — sec/\T*M, (2.61)
satisfazendo:

i) d(A+ B)=dA+dB;

ii) d(AANB)=dAANB+ ANdB; (2.62)
0

A~ N/~

iii) - df (v) = v(f);
(iv) d*=

para todo A, B € sec NT*M, f € sec \°T*M = C(M) e v € secTM.

Observacao 113. Da Definicao (87) temos que uma variedade conexa n-dimensional M
¢ orientdvel se e somente existe uma se¢do global que nunca se anula de N\"T*M. FE
7,7 € sec N"T*M definem a mesma orientagcdo (respectivamente orienta¢ao oposta) se
existe uma funcao global A € sec /\OT*M tal que A > 0 (respectivamente A < 0) tal que
T = AT.

2.7.1 Aplicagao Diferencial e o Pull-back

Sejam M e N duas variedades diferenciaveis, dim M =m, dimN =ne ¢ : M — N uma
aplicacao diferenciavel. Dizemos que ¢ é um difeomorfismo, se ¢ é uma bijecao e se ¢ e
¢! sao diferencidveis.

Definicao 114. O pull-back de uma funcao g : N — R € a funcao ¢*g : M — R dada
por
¢*g=go9. (2.63)

Definigao 115. Considere ¢ : M — N uma aplicacao bijetora e v € secTM. A imagem
de v sob ¢ é o campo vetorial ¢, v € secT'N tal que para qualquer g : N — R

d.v[gl = v[gogloo™! (2.64)

Nesse caso chamamos
¢« 1 secTM — secTN, (2.65)

de a aplicacao diferencial de ¢.
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Definicao 116. Considere a aplicacao ¢ : M — N, o pull-back associado a ¢ € a aplicacao

@* isecT*N — secT* M,
d*w(v) =w(d.v) o b, (2.66)

para todo campo vetorial v € secTM. ¢*w € secT*N € também chamado de pull-back de
w.

2.7.2 Subvariedades

Vamos seguir as definigdes e construgoes feitas em [12] (pédg.239)

Definicao 117. Um subconjunto Z de uma variedade n-dimensional M, € uma subvari-
edade® de M se todo ponto x € Z estd no dominio de uma carta (U, o) de M tal que

©:UNZ — RP x {a} onde,
o(x) = (z',... 2", a", ... a""P), (2.67)

onde a é um elemento fizo de R"P. Teremos que as cartas (U,p), onde U = UNZ e
¢:U — RP com p(x) = (xt,...,2P), formam um atlas em Z.

Considere o par (Y, f) onde Y é uma variedade diferencidvel e f : Y — M é um mapa
diferencidvel. Se a aplicacao f,| - LY — T)M for injetiva para todo y € Y, dizemos
que f é uma imersao. Uma imersao, nao é necessariamente injetiva; portanto f(Y’) nao
¢ necessariamente uma variedade.

Uma imersao injetiva, é chamada de um mergulho. O conjunto f(Y') com a estrutura
diferenciavel induzida pelo mergulho f é uma variedade diferenciavel. A estrutura dife-
rencidvel em f(Y) induzida por f é o conjunto de cartas {(F(V,,),¥,0 F~!),a € A} onde
{(Vay o), € A} é um atlasem Y e F': Y — f(Y) tal que F(y) = f(y); a aplicagdo F
difere de f no fato de ser sobrejetiva.

Entretanto, a estrutura de variedade induzida por f em f(Y') pode nao ser equivalente
a estrutura de subvariedade em f(Y) C M. Se f(Y) tem a sua estrutura de subvariedade
equivalente a sua estrutura de de variedade induzida por f, entao o mergulho é dito
regular. Assim se f é um mergulho regular, entao f(Y') é uma subvariedade de M.

Métrica Induzida

Seja N uma variedade n-dimensional e M uma variedade m-dimensional. Tome f : N —
M uma aplicacao diferenciavel e suponha que M seja munida de um tensor métrico g. O
pull-back f*g de g é um 2-cotensor simétrico em N definido por

(f*g)m(v7 W) = gf(;v)(f*V, f*W) (2-68)

90 leitor atento, pode notar uma variacido dessa definicio para vérios autores. Por exemplo, o que
aqui é chamado de uma subvariedade é algumas vezes chamado de uma subvariedade prépria ou regular;
de forma que uma subvariedade seria um objeto menos comportado.
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para todos v,w €T, N.

Proposicao 118. Se a aplicacao f : N — M € uma imersdo tal que g(f.v, fov) # 0 Vv €
TN, entao o tensor f*g define uma métrica em N.

Demonstracao. f*g é claramente simétrica. f*g é nao degenerada pois as seguintes
afirmacoes sao equivalentes devido as condigoes do teorema

a) (f*g).(v,w) =0 para todo v,
b) gse)(fov, fow) = 0 para todo v,
c) fuiw =0,

d) w =0, desde que f. é injetiva.

E o resultado segue. m

2.8 Geometria Diferencial no Fibrado de Hodge

2.8.1 Estruturas Riemannianas e Lorentzianas em M

Tome em M um campo diferencével de tensores métricos g € secT9¥M e considere a
definicao:

Definigao 119. Um par (M,g), dim M = n, é uma estrutura Riemanniana n-dimensional
(ou uma variedade de Riemann) se g € sec Ty M é um tensor métrico diferencidvel de as-
sinatura (n,0). Se g tem assinatura (p,q) com p+q =n, p#n ou q # n, entio o par
(M,g) € chamado de uma variedade pseudo-Riemanniana. Quando dim M = 4 e g tem
assinatura (1,3) o par (M,g) € chamado de uma variedade Lorentziana.

Como vimos acima, dizemos que uma variedade Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana
ou Lorentziana) é orientdvel se e somente se admite um campo continuo de elementos de
volume 74 € sec A" T*M dado em coordenadas locais {z'} para U C M por

Tg = /|det g|ldz' A ... A da™, (2.69)

onde

o 0

Considere agora M = (M, g, 7g),dim M = n, onde g é um campo tensorial métrico

de assinatura (p,q) e 74 € sec A" T*M. Denotamos por g € sec TOQM o tensor métrico
o 0

do fibrado cotangente tal que se g(32, 57) = gi; entao g(da’, da?) = ¢ e g"*gy; = 0}.
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O produto escalar em A T*M induzido pelo tensor métrico g € sec T¢ M serd denotado

por'® . :sec AT*M x sec NT*M — sec \°T*M. Se A, B € sec N"T*M teremos
g

(A- B)ry = AA«B, (2.71)
g

g

notando que A\ T*M — Cl(M,g), podemos escrever usando as Eq.(1.36)
* A, = ATJTg = 121,,7'@ (2.72)
2.8.2 Fibrado de Hodge
Definicao 120. O fibrado de Hodge da estrutura M, € a tripla
AM) = (N T°M, -, 7). (2.73)

Definicao 121. O operador codiferencial de Hodge no fibrado de Hodge \(M) € a
aplicagao 0 : sec NT*M — sec NT*M, dado para multiformas homogéneasa por:
g

§ = (—=1)"x 'dx, (2.74)
g g g
onde x € o operador estrela de Hodge associado ao produto escalar -''.
g g
Definicao 122. O operador laplaciano de Hodge € a aplicacdo
O "M — M 2.75
O 1 sec /\ sec /\ (2.75)
dado por:
O = —(do + 0d). (2.76)
g g g

Pode-se mostrar sem dificuldades que a diferencial exterior, o codiferencial de Hodge
e o laplaciano de Hodge satisfazem as seguintes relagoes [47](pg.113):
dd =66 =0; O =(d—9)>
gg g g
Ao =<od;,  §0 =230
g g gg  g¢g
ok = (—1)"lxd;  *0 = (—1)"dx
g8 g gg g

dox = x0d; *dd = ddx; *O = Ox.
g g g g

gg gg gg gg

(2.77)

Observacao 123. Quando for claro pelo contexto qual tensor métrico estd envolvido,

usaremos os simbolos x, & e <& no lugar dos simbolos %, & e & para simplificarmos a
g g8 g

escritura das equagoes.

0Quando nao ouver risco de confusdo denotaremos - por -.

g
HOnde x~1 é dado pela Eq.(1.21).
g
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2.9 Geometria Riemanniana e Semi-Riemanniana

no Fibrado de Clifford C/(M, g)

2.9.1 O Operador de Dirac

Primeiramente vamos introduzir o conceito de conexao afim no sentido de Koszul [48]:

Definicao 124. Uma conezao afim V em uma variedade M é uma aplicagao diferencidvel:

secT'M x secTM — secTM,
(X,Y) — VxY, (2.78)

tal que VX;,Y; €secTM,i =1,2:

VxisxY = Vx, Y + Vx, Y,
Vx(Y,+Y,) = Vx Y + Vx Yy,
VixY = fVxY,
Vx(fY) = fVxY + X())Y, (2.79)

Vf e C®(M), onde C®(M) é espago de todas as fungoes, definidas em M, infinitamente
diferencidveis (tomando valores em R).

Definigao 125. Um campo de vetores X € secTM ¢é dito paralelo (com respeito a V) ao
longo de uma curva diferencidvel y : t — ~(t) € M, se,

V;X =0, (2.80)
para todo ponto da curva . Dizemos que X € transportado paralelamente a curva .

Considere TM = @7._,T'M o fibrado dos tensores sobre M e P € secTM um

r,s=0
campo tensorial qualquer. Vamos introduzir o conceito de derivada covariante também

em T M.
Defini¢ao 126. Tome TM = P, Tr M, onde M ¢é uma variedade Haussdorff e para-

r,s=0
compacta munida de uma conexdo afim V (no sentido de Koszul), existe um inico ([48]

pag.345) operador
V :secTM x secTM — secTM,

(X,P) s VyP, (2.81)

que satisfaz, VP, Q € sec TM,Yf € C(M):
VixigvP = f[VxP+gVyP,
Vx(P+ Q) = VxP + VxQ,
Vx(fP) = fVx(P) + X(f)P,
Vx(P® Q) =VxP ®Q+PaVxQ, (2.82)
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Pediremos também que ¥V comute com a contrag¢ao de tensores.
Em termo das componentes, a contracao C' mapeia um tensor K €T7 (V) com compo-

nentes K;llzfs em um tensor C(K)eT! (V) cujas componentes sio dadas por
i1 i1okin
C<K)ji...js_11 = Zk Kjll...k...js7 (2.83)

onde o sobrescrito k aparece na i-ésima posicao e o subescrito k aparece na j-ésima
POSICAO0.

Observacao 127. Alguns autores incluem na definicdo anterior a ressalva de que quando
se escreve (P + Q) deve-se supor que P,Q € TT M. Tal condi¢io é naturalemente desne-
cessdria pois a soma de segoes de TT M eTST,/M (s # &', r #1') estd bem definida como um
elemento de TM = P, T M.

Definicao 128. A diferencial absoluta de P €secT! M ¢é dada pela aplicagao

VisecTy M — secT, M,
VP(X,X,,....,X;,0q,...,04)
=VxP(X,,..., X5, a1,...,0.),
Xq,..., Xy €s8ecTM,an,...qp €secT*M. (2.84)

2.9.2 Equacoes de Estrutura

Vamos munir a variedade métrica (M, g), com uma conexao afim arbitraria V obtendo
assim a estrutura (M, g, V).

Definicao 129. Os operadores de tor¢ao e curvatura e os tensores de tor¢ao e curvatura
de uma conexdo V, sao respectivamente® as aplicagoes:

T:secTM x secTM — secT M,
7(u,v) = Vyv — Vyu — [u, v, (2.85)

p:secTM x secTM — EndT'M,

p(u,v) = VyVy = ViV = Vi (2.86)

e
O €secTH M, O(a,u,v) = a(r(u,v)), (2.87)
R €secTy M, R(a, w,u,v) = a(p(u, v)w), (2.88)

para todo u,v,w € secTM e o € secT*M.

12EndTM significa o conjunto dos endomorfismos TM — TM.
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A notagao [u, v] significa o comutador de um campo de vetores, dado por

[u,v] € secTM,
[, v](f) = u(v(f)) = v(u(f)),Vf € C(M). (2.89)

Note que para fungoes diferenciaveis f, g, h € C(M) teremos
T(gu,hv) = ght(u,v),
plgu,hv) fw = ghfp(u.v), (2.90)

propriedades essas que seguem da Eq.(2.87), Eq.(2.86) e Eq.(2.79).
Considere, a partir de agora, um referencial {e,} em TU C TM, e tome {6”} como
sendo o referencial dual de {e,} (i.e., 8”(e,) = %2 ). Denote:

leq,e5] = c?"ﬁep,
o 291
Ve.€3 = Lf’(mep7 ( )

onde chamamos!? c” de coeficientes de estrutura do referencial {e,} e chamamos L’ of

de os coeficientes de conezxao neste referencial. Repare que aqui usamos a notacao de
Einstein para somas, por exemplo expressamos

leq, es5] = cfgﬁep = Zn ) c,’gﬂep, n=dmT,M, x¢& M, (2.92)
p:

onde subentendemos que indices repetidos, um sobrescrito e outro subescrito, sao somados.
Essa notacgao sera sempre usada quando nao houver riscos de confusao.
Podemos escrever os tensores © e R nas bases {e,} e {6}, obtendo

O=T0e, 020", R=R" e, 00'x0"x0" (2.93)
assim as expressoes para os coeficientes dos tensores de curvatura e torcao, sao dadas por:

Tiy = OO, as05) = LI, = Ly, = &

R s = R(07, eu,ea,eﬁ) (2.94)
= eo‘(L-pB“u) — eﬁ(Lf)a )+ L~ oL, — LgaLgM — Tl

Para continuarmos tome o aberto U C M e considere uma carta de um atlas de M
cobrindo U, com fungoes coordenadas dadas por {x#}. Temos g € secTyM a métrica
dada em TM e g € secTZM a métrica correspondente para T*M, conforme definimos
acima. Tome {0,} a base coordenada com respeito a {x*} de TU, U C M e {* =
dz#} a base dual de {0,}. A base reciproca de {#"} serd denotada por {f,}, e assim
g(0",0,) = 6*. Podemos entdo introduzir um conjunto de funcdes diferencidveis hs U
U—R o B,uv=1,...,n tais que:

130Onde os pontos nos indices ajudam a manter a ordem quando subirmos e descermos os indices.
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hil = 6%, hEIS = 6. (2.95)

De forma que
es = hjo, e 0% = 120" = 1%da”, (2.96)

ou seja, expandimos {e,} e {#”} em termos da base coordenada, de onde com alguma
algebra e usando as propriedades da diferencial exterior (Eq.(2.62)) e que V comuta com
a contragao, obtemos que:

dgr = —Lc2 0% N 0P
2Cas? 1 (2.97)

V. 0 = —L.paﬂﬁﬁ

Definigao 130. As I-formas de conezxdo w,pﬁ' € sec /\1 T*M, as 2-formas de tor¢ao ©F €

sec /\2 T*M e as 2-formas de curvatura Rfjﬁ’ € sec /\2 T*M, sao dadas respectivamente

por:

why = L2 50,
eF = %Tﬁé@“ A7
Ll
RO, = §R(’W69 NS (2.98)

Agora, multiplicando as Eqgs.(2.94) por 0% A 6° ¢ usando as Egs.(2.97) e (2.98), e
também notando que %Ha N —%9’3 A 0%, obteremos as importantes equacoes de
estrutura de Cartan:

d0p+w_pﬁ'/\9f8 = Or,

R, (2.99)
dw, 4+ Wi AWl = RE,.
Definicao 131. Uma tripla (M, g, V):
(a) serd chamada de um espago de Riemann se e somente se
Vg=20 e O[V] =0, (2.100)
e nesse caso, o par (V,g), € chamado de estrutura Riemanniana de M.
(b) serd chamada de um espaco de Riemann-Cartan se e somente se
Vg=20 e O[V] #0, (2.101)
(c) serd chamada de teleparalela, se e somente se
Vg =0, O[V] #0 e R[V] =0. (2.102)

62



Para uma dada métrica existe apenas uma conexao satisfazendo as condigoes da
Eq.(2.100) [12] (pag.308), que serd chamada de conexdo de Levi-Civita da métrica consi-
derada, e sera denotada por D.

Dado o tensor métrico g de assinatura (p, q) (com p+q =n), e M ~ R", denotaremos
a estrutura (R", g, D) por R?? neste caso a conexao de Levi-Civita é conhecida. Quando
g =0 (ou p=0), RP é dito espaco Euclidiano;. quandop =1,g=n—1ouqg=1,p=
n — 1, RP? é dito espago de Minkowski (ou de Lorentz). Para p,q arbitrarios tais que
p+q=n, RP? é dito espaco pseudo-Fuclideano.

2.9.3 Representacao dos Campos de Clifford como somas de
Formas Diferenciais

Defini¢ao 132. Se¢ioes de CL(M,g) sao chamadas de campos de Clifford.

Aqui recordaremos algumas notagoes e convengoes. Por F(U) denotaremos o fibrado
dos referenciais de U C M. Uma secao de F(U) serda denotada por {e,} € sec F(U). O
referencial dual de {e,} serd denotado por {6}, onde 0* € secT*U. Quando {e,} €
sec F'(U) é o referencial coordenado associado as fungoes coordenadas {x*} de uma carta
local cobrindo U usaremos ao invés da notacao e, a notacao e, = J, e nesse caso ¢ = dz“.
Quando {e,} se refere a um referencial ortonormal, usaremos ao invés de e, a notagao e,
e ao invés de 0% a notagao 6°.

Relembre que, como espago vetorial sobre R, C/(T* M, g,) é isomorfa a &lgebra exterior
N\ T:M do espago cotangente

NTM = EB::O ATz, (2.103)

onde /\k T*M é o espaco (Z)—dimensional das k-formas, e lembre ainda que existe um
mergulho natural A\ T*M < Cl(M,g) de forma que as segoes de C{(M,g), os campos
de Clifford, podem ser representados como soma de formas diferenciais nao homogéneas.
Seja {e,} uma base ortonormal para TU C T'M, e sua base dual {§*} € sec \' T*M <
secCL(M, g). Denotaremos por {0;} a base reciproca de {0}, i.e., 6; : i = 7.

2.9.4 Operador padrao de Dirac

Considere a tripla (M, g, D), onde D é a conexio Levi-Civita de g. Dados u € secTM
e A € secTM, tome a aplicagao tensorial A — DyA € sec TM. Desde que DyJg C Jg,
onde Jg é o ideal usado na defini¢do de C/(M, g), vemos imediatamente que a nogao de
derivada covariante (relacionada a uma conexao de Levi-Civita 1) passa para o fibrado
quociente CA(M, g), i.e., podemos definir Dy[A] = [Dy(A)]. Note ainda que dados A, B €

14E mais geralmente, para qualquer conexio compativel com a métrica.
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sec T M, e percebendo que Dug = f)ug = 0, teremos:

o o

Pu([AIB)) = Du([A® B]) = [Duz(A® B~ Bo A) + &(4, B)]

_ [Eu%(A 9B —B®A) + (Dug)(A, B) + g(DuA, B) + 5(A, DuB)]
= (DulA])[B] + [A](Du[B]). (2.104)

Para simplificarmos (quando nao houver risco de confusio), escreveremos Dy A em lugar
de Dy[A]. Observe que o mesmo vale para qualquer segao de A\ T*M — Cl(M, ). Antes
de continuarmos convencionaremos que o produto escalar e a contracao induzidos por g

serao denotados simplesmente por - e 4 ao invés de - e _.
& &

Definigao 133. O operador de Dirac padrao agindo em se¢oes de CL(M, §) é o operador
diferencial dado por

o o

d=06°D,,. (2.105)

Atente que essa definicao independe da escola da base. Pela propriedade do produto
de Clifford, para A € secCl(M, g),

DA = 0%(De, A) = 0°4(De, A) 4+ 6% A Dg, A), (2.106)

assim definimos: . .
0_A = eaJ(DeaA)a

; 2.107
ANA = 6°A (Do, A), (2.107)

de forma que teremos:
d=8.+dn. (2.108)

Observagao 134. Note entretanto que para o caso A € sec \' T*M < secCl(M,§)
podemos também escrever

dA=08 A (2.109)

Proposicao 135. Verificamos sem difuculdades que os operadores 8. e ON satisfazem
as sequintes identidades ([47] pag.125),

(a) ONAANB)=(ONAAB+AN(DAB),
(b) 9(A,B,) = (DA A)uB,+ A u(81B,); r+1<s, (2.110)
(c) Ok = (1) %A ; *01= (=1 IN.

Proposicao 136. O operador de Dirac 8 estd relacionado com a diferencial exterior d e

o codiferencial de Hodge § por:
0=d-9, (2.111)

e temos ON=d e 81 = —§6.
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Demonstracio. Se f é uma funcao, OAf = HaAbeaf =e,(f)0*=df e d.f = Qa_j)eaf =
0% - lo)ea f = 0. Para o campo de 1-formas 6° de um referencial em T*M, teremos O A 6P =
0% A Do, 07 = —L07 0 N 0% = =08 N 07 = dbr.

Agora, para um campo de r-formas w = %wal_“aré’al A ... N\ B0, obteremos, usando a
Eq.(2.110a),

o

1
ONw = —(dway.a, NO N NOY +way 0, dO™ NOW AL NG
T
o (D) w07 A A A dO)
= dw. (2.112)

Finalmente, usando a Eq. (2.77¢) e Eq.(2.110¢), teremos 8w = —dw. n

2.9.5 O Quadrado do Operador de Dirac

Como vimos na se¢ao anterior, dada uma estrutura (M, lo?, g) podemos construir a dlgebra
de Clifford C¢(M, g) e o operador padrao de Dirac, 8 ,dado pela (Eq.2.111)

o

0=d-o. (2.113)
Vamos investigar agora o quadrado do operador padrao de Dirac.

Definicao 137. O quadrado do operador padrao de Dirac o ¢ definido como
8 2=2090 :sec \"T*M — secCl(M,§) — sec N’ T*M < secCl(M, g), dado por:

82=(d—8)(d—6)=—(dé + dd). (2.114)

Notamos que H2=0éo Laplaciano de Hodge da estrutura (M, g) , introduzido pela
equagao (Eq. 2.76).
Por outro lado vamos lembrar que Eq.(2.105)

o o

d=6"D,,, (2.115)

onde {#*} é um referencial dual na variedade e D é a conexao de Levi-Civita da métrica
g. Com essas equagoes escrevemos:

<, e , o ae e , ,
0% =(0"De,)(0°De,) = 0*(60° D, Do, + (De,0”) D,
= §f (De, Dey — L2 5De,) + 0% A 08 (De,Dey — L2 De,). (2.116)

E entao definimos os operadores:

5.8 — (D, Do — i.D,
(a) oa 60 ga ( Ba N 8 R -O{Bop”p)g (2117)
(b) dAD = 6° A0 (Do, Do, — L7,De),
com 0s quais podemos escrever:
O=8%?=8-8+dn0, (2.118)
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ou ainda,

%= (814 0N (81+ ON),
—DLON+ONDL. (2.119)

Com base no que vimos acima, definimos:
Definigao 138. O operador 0 =8 -8 é chamdo de D’Alembertiano covariante.

Note que podemos escrever o operador -8 da seguinte forma:

° o 1 © > a = >
— _goB N
0 -0 = 5g [DeaDeg + DegDea - b.paﬁDep] )

Vs = (L5 + L%,). (2.120)
Também podemos escrever o operador A é, da seguinte forma:
o o 1 o o o o o
_ a B -
8 N8 = 50" N0" | Do, Do, = Do, Do, = isDe, |
g =L — L%, (2.121)
Aplicando esse operador nas 1-formas do referencial {6*}, obtemos:

o o 1o
(DAY = R

pap

(0 N 67)0P = —RM07, (2.122)

onde R’;aﬁ sao as componentes do tensor de curvatura da conexao D. Pela propriedade
do produto de Clifford, vem que:

RIEOP = RO+ RY A G, (2.123)

O segundo termo do lado direito da equacao acima é identicamente nulo pois estamos
considerando o caso em que ©# = (. Para vermos isto basta derivarmos a Eq.(2.99).
Usando a Eq.(1.24) e a Eq.(1.25) podemos reescrever o primeiro termo do lado direito da
equacao anterior como:

o oo L o
RYO” = SR

(0% A O%)L6°
1 P ° N o [e%
= R0 — i)

— _gpa i 08 — [gh
= —§"RE 0% = RIG0°, (2.124)

onde R“ﬁ sao as componentes do chamdo tensor de Ricci da conexao de Levi-Civita D de

é, dado por

Ricci = R, da" @ dx”
R,, = R’ (2.125)

oy
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Assim teremos:

(8 A B)o" = R, (2.126)

onde RF = IO%,‘EHB sao as chamadas 1-formas de Ricci da variedade. Devido a isso, defini-
mos

Definicao 139. O operador ONO ¢ chamado de o operador de Ricci da variedade,
associado a conexao de Levi-Ciwita D de g.

Note que para A = A,0% € sec \'T*M — Cl(M, g) temos
(DND)(A) = Au(D A D) = AR, (2.127)
Portanto podemos escrever
(BANBYM) -0, =R0° -0, = Rso% = RE = R, (2.128)

que é a curvatura escalar de M.

2.9.6 Algumas Relagoes Importantes em C/(M, g)

Considere u € secTM e u € sec \' T*M < secCl(M,g) a 1-forma associada a u, i.e.,
u = g(u,). Tome aqui novamente {e,} uma base ortonormal para TU C T'M e {6}, 0 €
sec /\1 T*M — Cl(M,g) a base dual correspondente e considere também uma estrutura
de Riemann-Cartan (M,g, V).

Definicao 140. Definimos em M o sequinte operador

0:secCl(M,g) — secCl(M,g),
aC : = 0°3.,C (2.129)

onde O, ¢ a deriwada de Pfaff em campos de formas

6eac :Z:T:OES% <C>T (2'130)

tal que se (C), € expandido na base gerada por {02}, i.e., (C), = C, = %Cil,,,ireil'"i* €
sec \"T*M — secCl(M,g) teremos

1 . 1 .
6ea <C>r = ﬁea(Cil,,,iﬁ”'”‘r) = ﬁea(cilmh)ell“'“. (2131)

Dados dois pares de bases diferentes {e,, 0} e {€/,,0®} teremos que
6°0e,C = 00, C, (2.132)

desde que para todo C,

1 o 1 .
0C, = 00,,C; = 0 (Cl,_;, 0"") = 0eu(Ciy i, 07, (2.133)

010y ’f“
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Observacgao 141. Relembramos também que para qualquer B € sec /\QT*M — secCl(M, g)
e qualquer A, € N'T*M — secCl(M,g) com r > 2 temos que

BA, = BJA, + B x A, +BANA,. (2.134)
onde para C,D € secCl(M,g) definimos

CxD— %(cp _pe) (2.135)

Observe também que para v € N'T*M — secCL(M, g) vale
B xv=Bww=—viB. (2.136)

v
Expresse por 0 := 0%V, o operador de Dirac associado a V, uma conexao de Riemann-

Cartan. Em [47] é introduzido o comutador de Dirac de dois campos de 1-formas u,v €
sec N\' T*M — secCl(M, g) associado com V por

[, :sec /\1 T*M x sec /\1 T*M — sec /\1 "M
[u,v] = (u- (%)v — (v~ (‘vﬂ)u — [u,v], (2.137)
onde
[u,v] = (u-8)v — (v - 9)u, (2.138)

¢ o colchete de Lie de campos de 1-formas!® e 8 é o operador padrao de Dirac associado
a D, a conexao de Levi-Civita de g.

Definicao 142. Para uma conexao compativel com a métrica V, relembrando a definicao
do operador de tor¢ao Eq.(2.85) nds convenientemente escrevemos [47]

7(u,v) = [u,v], (2.139)
a qual chamaremos de operador de tor¢ao (de formas).

Definigao 143. Relembraremos a a¢io do operador'® 8, (u € sec \' T*M — secCU(M, g))
num campo exstensorial F : sec N\' T*M — sec N T*M, u — F(u). Se u = u'6;, temos
que Oy 1= 91‘% agindo em F(u) € dado por

0 . 0 .
. pk 0\ .__ pk i _ pk _ ok Kk
Também a agdo do operador 0, A 0, (u = ulb;, u = u'6;) agindo num campo extensorial
G :sec N' T*M x sec N' T*M < sec \" T*M, (u,v) — G(u,v) € dada por
0 0
k 1 m, n m n
= 0% A 0'G (0, 0h). (2.141)

15 Teremos, e.g., que se [e,,ep] = c¥ieq, entao [0, 0] = ¢} 04.

6 Mais detalhes do conceito do operador derivagao 94 (A € secCl(M,g)) agindo num campo geral de
multiformas F : secC4(M,g) — secCL(M,g) podem ser encontrados, e.g., em [47] onde vérios exemplos
explicitos sao dados.
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Definicao 144. A aplicacao
t sec/\QT*M — sec/\1 T M,
t(B) = %B (O A Oy)T (1, v).
¢ chamada de campo (2-1)-extensorial de tor¢ao e
t(u Av) = 7(u,v).
Realmente, da Eq.(2.142) tomando B = a A b teremos

Hanb) = %(a AD) - (B A D)7, 0).

Agora,
(D4 A Oy) T(u,v) = (05 A 0" (04, 0)).

Entao,

tlaAb) = %(a Ab) - (0% A OYT(0r,0) = 7(a,b).

Definicao 145. A aplicacao extensorial

O: sec/\1 "M — sec/\2 T M,

1
O(c) = 5((% A Op)T(u,v) - ¢,
¢ chamada de campo de tor¢ao de Cartan.

Teremos que
tlu Av)=0.(uNv)-O(c)

e se Ve, 0" := —L% 6° entdo

z-t(u Av) = zquo® TS,

o Te co co
Tab - L-ab - L~ba — Cab -

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

Definigao 146. O campo (1-2)-extensorial de conexdo w num dado calibre é dado por

(v=2g(v,))
1 2
w:sec/\ T*M—>sec/\ T M,

1
v w(v) = §UCL9C'?6’,1 A Gy.
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Também introduzimos o seguinte operador
w: Sec/\1 TM — sec/\2T*M,
Vi wv) =wy = %’UCL%?QG A Oy, (2.151)
e fica claro que
w(v) = wy. (2.152)

Note que o fato de considerarmos a base ortonormal 6 € secT*M — Cl(M,g) é
de fundamental importancia, pois assim teremos L%’ = —L%% A seguir obteremos uma
féormula muito interessante e compacta relacionando a derivada covariante (compativel
com a métrica g) de um campo de Clifford C € secCl(M, g) e o (1,2)-extensor de conexao
w.

Proposicao 147. Seja C € secCl(M, g), para uma conexdo compativel com g, teremos
1
V.C =0,C + é[wv,C] = 0,C + wy x C, (2.153)

onde usamos as notagoes [wy,C|] = wyC — Cwy e wy X C = %[wv,C].

Demonstracao. Primeiramente vamos considerar o caso em que
1
C=a=aq € sec/\T*M — secCl(M, g). (2.154)
Temos por defini¢cao
Ve, il = eq(;)0" — oy L%, 0°. (2.155)
Considerando entao

L w(en), ] = wle, ) (@) = —(@6) e,

2
1 , 1 . .
:—éaiL?geu(eb NOe) = =5 (L + o LY16,)
1 . . .
= —5 (L + o L700,) = —a; L%,0°. (2.156)

Portanto se a0 € sec /\1 T*M, por linearidade temos
1
V.a = 0ya + §[w"’ al = 0ya + wy X a. (2.157)

Vamos fazer uma prova por indugao, suponha que a Eq.(2.153) seja valida para r-formas
A" € sec N"T*M < secCl(M,g) com 0 < r < k. Considere

r+1

A=Ay 3,07 .. 07 € sec /\ T*M — secCl(M, g), (2.158)
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teremos

VVA - vv(‘/4i1~~ir+19i1 to 6)%«-&-1) = vv((9i1)<Ai1.,.ir+19i2 ce 9iT+l))
= (Vo(0" ) (A ipn 07 070) + (07 Vo (Aiy iy, 072 075

= (6\,911 + —[wv, 921](147;1”,“_‘_1022 .. 97'”'1)

2
) ) ' 1 ‘ '
+ 0" <6V(Ai1mir+1912 ce QITH) + 5[(,«)‘,7 Ail...ir+1 0 ... QZTH])
o ) 1 . ‘ '
= Ov(Aipein 676%07) 4 5 (0% v, iy 62677

+ [wv, Qil])(Ail...iHl@i? . 9”“)

B (A, s 0707 0 4 S, (A

11l 1 9 11Tl

010" .. 6]
Assim, por linearidade teremos para qualquer C € secCl(M, g),

1
VC =0,C + §[wV,C] =0,C+wy xC
e a proposicao fica demosntrada. m

Observagao 148. Note que se v = g(v, ) entdo
v xC:=wviC.

E também perceba que
v
V.C =v-0C.

Definicao 149. O operador de curvatura de formas é a aplicacio'”

pisec( N\ M x N\ T°M) - End \ T*M,
plu,v) =[u-0v-09] — [u,v] -0
= [Vu, Vy| = Viuy
comu=g(u, ), v=g(v,), {uv}esecTU CTM

Definicao 150. O extensor de curvatura de formas é a aplicacao

p: sec(/\1 T"M x /\1T*M X /\1T*M) — Sec/\1 "M,
pla,b,c) =la-0,b-0c — [a,b] - Oc
= [Va, Vb]c — V[ayb]c

17Compare com a Eq.(2.86).
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com a =g(a, ), b=g(b, ), c=glc, ), {a,b,c} €secTU C secTM.
E trivial vermos que para uma conexao de Riemann-Cartan teremos

pla,b,c) = —p(b,a,c). (2.165)
Para a conexao de Levi-Civita teremos
pla,b,c)+ p(b,c,a) + p(c,a,b) = 0. (2.166)
Note entretanto que a Eq.(2.166) nao é verdadeira para uma conexao em geral.
Definigao 151. A aplicacdo
R: sec(/\1 T*M)* — sec/\0 T"M,
R(a,b,c,w) = —p(a,b,c) - w, (2.167)

coma = g(a, ), b =g, ), c=g(c,) w=g(w,) e{abc,w} €secTU C TM ¢
chamada de tensor de curvatura (de formas).

Desta definicao vemos que para a conexao V teremos
R(a,b,c,w) = —R(b,a,c,w), (2.168)

R(a,b,c,w) = —R(a,b,w,c), (2.169)

e para a conexao de Levi-Civita
R(a,b,c,w) = R(c,w,a,b), (2.170)

R(a,b,c,w)+ R(b,c,a,w) + R(c,a,b,w) =0, (2.171)
A Eq.(2.171) é conhecida como a primeira identidade de Bianchi.

Proposicao 152. Eziste um campo diferencidvel de (2-2)-extensores

R :sec N’T*M — N°*T*M,
B +— R(B) (2.172)

chamado de biforma de curvatura, de forma que para a,b,c,d € sec /\1T*M teremos
R(a,b,c,d) =R(aADb)- (cANd)=—(cNd)R(aAD) (2.173)
Teremos que, B — R(B) serd dado por
R(B) = —%B (B A 3y)D. A Bap(a, b, c) - d. (2.174)
e também veremos que

R(aNb) = —%86 A Ogp(a,b,c) - d. (2.175)
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Demonstracao. Primeiro, verificaremos que a Eq.(2.174) e a Eq.(2.175) sdo realmente
equivalentes. Realmente, a Eq.(2.174) implica a Eq.(2.175) desde que

mmAby:—%mAby«%A@ﬁ%Aam@ﬂmyd

1 a-0, a-0,

= 4det{b~8p b- 9,
1

=500, b- 0~ a0, b-0,)0c N Dap(p.q.c) - d

1
=5 (a0, b-0,) 0c A Dap(p.g.c) - d

1 ac A adp<p7 q, C) -d

1
= —586 A Ogpla,b,c)-d . (2.176)
Também, a Eq.(2.175) implica na Eq.(2.174) desde que usando a seguinte expressao

1
B = 5B (0a N Op)a AN'D (2.177)
teremos

SKB)zﬁﬂ%B-Q%AOQaAM

1
= 5B (04 N\ Op)R(a A D)
1
= _ZB (Oa N\ Op)O0e N\ Ogp(a,b,c)-d . (2.178)
Agora, mostraremos a validade da Eq.(2.173). Teremos usando a Eq.(2.175)

%MAMJCAQ:—é@Ady&%A@MWﬁy)q

c-0, c-0,

1
— et
2 e{d-@ d- 9,

} pla,b,p) - q

1
= —5(c-0,d-0,— ¢ 9,d-9,) pla.b.p) g

= —c- 0pd - O4p(a,b,p) - q
= —p(a,b,c)-d=Rla,b,c d), (2.179)

e a proposicao esta provada. m
Proposigao 153. A biforma de curvatura R(u Av) € dada por'®

R(uAv)=u-0ww)—v-0w(u)+w(u) X w(). (2.180)

8Note que na Eq.(2.181) [u, v] é o colchete de Lie de campo de vetores u e v e [u,v] := u-8v—v-du
é o comutador de campos de 1-formas u e v. Mais detalhes, se necessarios, podem ser encontrados em
[47].
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Demonstracao. A prova serd dada em trés passos (a), (b) e (c).
(a) Primeiramente mostraremos que a Eq.(2.180) pode ser escrita como

Y v
RuAv)=u-0wy —v-dwy + i[wu,wv] — Wuv]
1
= Vawy — Vewy + §[wu,wv] — W) (2.181)
com, u = g(u, ), v = g(v, ). Realmente, teremos
v 1
u-0(w(v)) =u- 5(w(v))+§[w(u),w(v)]. (2.182)

e relembrando a definicao da derivada de um campo extensorial, que é:
(u-0w)(v) =u-0 w) :=ud(w))—w(u-dv). (2.183)
chegamos em,

u-0(w(v))—v-0(wu) =u-0 w)—v -0 w(u)tw(udv)—w(v-0u)
=u-0w)—v-0 wu)tw([u,v])
=u-0wy — V-0 Wy + Wy, (2.184)

e usando as equagoes acima na Eq.(2.180) chegamos na Eq.(2.181).
(b) A seguir mostraremos que para qualquer C € secCl(M, g) teremos

(Vs Vo] = Viau))C = %[%(u Av),Cl, (2.185)

com R(u A v) dado pela Eq.(2.181). Como C € secCl(M,g) é a soma de formas nao-
homogeneas, i.e. C = > 7 (C, with C, € sec \"T*M — secC{(M,g), e notando que
Cp = %Ci
primeiramente a validade da férmula para 1-formas 6 € sec A\' T*M — secCl(M,g).
Teremos, usando a Eq.(2.181) e identidade de Jacobi

0 -0, 6 suficiente verificarmos o resultado para p-formas. Verificaremos,

[wv, [ww, 0] + [wu, [6° 01 + [67, [wy, wull =0, (2.186)
que

1 .
SR A ), 0]

1 . . 1 ) ) . .
=5 {(Vuw\ﬂl — QZVuwiji[[wv, wul, 0°] = (Vywud' + 'V wy — [w[uyv]ﬂl]}

1 i 1 i i 1 i i
=3 [Vuwv, 0 } + §[wv, [Wu, 0°]]— [vau, 0 } — §[wu, (wy, 0']] = [Wiuv]; O]
= VuVy0' — V Vol — Viuyb'. (2.187)
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Suponha que a férmula seja véalida para p-formas, calculemos entao o primeiro membro
da Eq.(2.185) para as (p + 1)-formas 67+t = g §ir+1

Vuvv(ﬁi) — Vvvu(eil'“iwl) _ V[uy](@il”'i’)“)
= Va((Vef)072 41 4 01V 02741 ) — Vo (V)07 7t 4 011V 107
_ (v[uyv}eil)gizmizﬁw . 9ilv[u,v]9i2"'ip+1

= (vuvvgz‘lwig...ipu + vveilvuﬁi?”i”“ + vugil vvei2~~~ip+1 + Qilvuvvgi?"%“
S A VAR VLRV RS LR v LR R v v LR R L v v L
_ (V[u’v}eil)eiz..‘iﬁl) B eilv[u,v]ei?“if’ﬂ

= Qil(vuvvgm"'ip“ — V V02— v[u’v}ez‘gmiﬁl)

+(Vu V"' =V V07 =V ) 07)672

1 o 1 o
= 0 (503 A 0), 0540) + (SR (u A ), 0]
1 o
= §[2)%(1; Av), 0% (2.188)

onde a ultima linha da Eq.(2.188) é o segundo membro da Eq.(2.185) avaliado para
girgiz ... Qin+1

(c) Agora, nos resta verificar que
R(u,v,t,z) = (t A z) - R(uAwv), (2.189)

com R(u A v) dado pela Eq.(2.181). Realmente, teremos que para quaisquer t,z €
sec N'T*M, e R(u Av) € sec \°T*M
(zAt) - RuAv)=—2z3(toR(uAv))
=z (R(uAo)Lt)
1

= §Z ' [%(U’?U)at]
FAEI)  (VaVut — VoVt — Vigwt) (2.190)
e a proposi¢ao estd provada. m
Em particular teremos:
R(u,v,2,t) = ztu0® R,
R, = €a(L%e) — en(L%e) + Lo Le — LicLise — capLie - (2.191)
e
R(62,0°,04,0,) = (02 AO°) - R(0a A Op) = R, (2.192)

onde R é a curvatura escalar.

Proposicao 154. Para v € sec \' T*M < secCl(M, g) teremos
[Veu; Ve, Ju =R(0, AOy) v — (T, — LS, + LS, ) Ve, v. (2.193)
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Demonstragao. Da Eq.(2.187) podemos escrever

1
[Ve,, Ve, Jv = 5[%(% A By), V] + Vie, e,V

= %(Oa A\ (9())I_’U + V[ea’eb}_veaeb_i_vebeav + Vveaeb’U — Vvebeav
- %(9@ A 9b>l_'U + V?Tc-

-a

= R(0a AN Op)rv — (TG — LG + LG,) Ve, v

i)eC'U + VLC['I'bec'U — vL?l;;zeC,U

que prova a proposicao. ®

Proposicao 155.
RO A Oy) = RY, = dwf, + Wi AW,

Demonstracao. Relembre que usando

([vek7 vez] - v[ek7el})0j = ﬁ(ekvel>9j = _R]zklez7
([Vek7 vez] - v[ek,ez]>ej = ﬁ(ekvel)ej = ngkleﬂ

teremos
RO, A Oy)v = v"p(eqy, )0, = V™R 0;.

De outro modo, para uma conexao em geral, podemos escrever
Rap := 1R 0% A 6!
ab ‘= 5 Uklab A

e entao

1
Rabw = §UmRklab(9k VAN Ql)l_gm = —Umleabel = Ulemabgl = va%’ab@l

e a proposicao esta provada. m

(2.194)

(2.195)

(2.196)

(2.197)

(2.198)

(2.199)

Proposigao 156. As 1-formas de Ricci '® RY := RZ6° e a biforma de curvatura R(0,\0)

para a conexao de Levi-Civita D de g estao relacionadas por,
1
Re = 5(9“ A 6°) (R (6, A 6,)L0%)
Demonstracao. Relembrando que o operador de Ricci é dado por

1
O N 90 = 5(0° A 0°) ([De,, De,)0" — 5, De.0)
lembre-se que

-cab

1
2

= —R% 0, — RE A O, = 0,R,

1
= EQCJ(QG NOYRE,
= Rij,0" = R™.

YAs R¢ := g°®RE;, sdo as componentes do tensor de Ricci.
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O que prova a proposi¢ao. ®
A Proposicao 156 sugere a seguinte

Definicao 157. O extensor de Ricci extensor € a aplicacdo
1 1
R : sec/\ "M — Sec/\ M
R(v) = 0, R(u Av). (2.203)

Observagao 158. Note que R(6%) = R, Assim
OR(uAv) = ebim(uke’f Av) = ebiukm(ek A)
Jub oub
= Obi}{(cﬁfek N U) = 0”9%(91) A U)
= 0" 2R(0, Av) + 0° ARG, A )
= 0"R(0, A v). (2.204)

Entao,
O R(uNAv) =0, 0R(uAv) e dy ANR(uAv)=0. (2.205)

2.10 Propriedades de uma Subvariedade M de M
Herdadas de M

Considere a estrutura (M , 8, D), onde M é uma variedade n-dimensional, & uma métrica
de assinatura (p, q) em M e D é a conexao de Levi-Civita de g. Seja M uma subvariedade
m-~dimensional de M.

Definigao 159. A métrica induzida g em M (dita primeira forma fundamental) é o
pull-back de g pela aplicagao inclusao

1M — ]\04,
i(x) =z, (2.206)

ou seja g = i*g Eq.(2.68).

No que se segue estamos interessados somente nos casos em que g é nao degenerada.
Pela definicao de subvariedade vemos que o espaco tangente T,M é um subespa(;o
vetorial m-dimensional de T, M, para cada © € M C M. Denotaremos por (T,M)*
T.M o complemento ortogonal de T,M com respeito a g. Se u,v € T,M C TmM,
podemos escrever
(Dyv), = (Duv)! + (Dyv)1, (2.207)

onde expressaremos por (Duv)H € T,M a componente de (lg)uv)w € T,M ao longo de
T.M e por (Duv)i € (T,M)* a componente de (D,v), normal a T, M.
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Proposicao 160. Temos que
1. A conexao de Levi-Civita de g em M, denotada por D, serd dada por

(Dav)s = (D), u,v e T, M. (2.208)

2. (Duv)i = (lo?vu)i, e (Duv)i depende somente dos vetores u, e v,.
Definicao 161. A aplicacdo simétrica
k, : T,M x T,M — (T,M)*,
(u,v) = ky(0,v) = (Dyv)7, (2.209)
€ chamada de sequnda forma fundamental da subvariedade M de M.

Demonstragio. 1. (a) Teremos que (Dyv)! depende linearmente de u e v; (Dy(fv))! =
(Duf)v + f(Duv)l e (lo?fuv)” = f(Duv)!. Propriedades estas que seguem
imediatamente das propriedades de D e da linearidade da projecao em 1, M.
Portanto o operador (u,v) — (Dyv)! = Dyv define uma conexio em M.

(b) Essa conexao D nao tem torcao, desde que D néo tem torgao. De fato Dyv —
Dyu = [117V]7 € como [11, V]” = [u,v] teremos

Duyv—Dyu = (D)l = (Dyu)l = (Dyv — Dyu)l = [u, v]! = [u,v]. (2.210)
(c) A conexao D é compativel com a métrica g. De fato, teremos Dg = 0 se
Dyu(g(v,w)) = g(Dyv,w) + g(v, Dyw), Yu,v,w €secT M. (2.211)
Mas note que
Dy(g(v,w)) = u(g(v,w)) = (Dug)(v, W) + g(Duv, W) +g(v, Daw), (2.212)

que se reduzira a férmula acima, para todo v, w €secT' M, se e somente se
Dyg = 0. Pela definicao de g

g(v,w) =g(v,w), (2.213)
assim u(g(v,w)) = u(g(v, w)) enquanto
g(Duv,w) = §(Dyv — (Dyv)", w) = §(Dyv, w). (2.214)
Agora, desde que i)g = 0 teremos
u(g(v,w)) = g(Duv,w) + &(v, Daw). (2.215)
Finalmente, comparando essas varias equagoes temos que
(Dyg)(u,v) =0, Yu,v,w €secTM, (2.216)

portanto Dg = 0. Portanto, D satisfaz as condi¢oes que a identificam como a
(inica) conexao de Levi-Civita de g.
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2. Note que a propriedade de simetria (Dyv)" = (Dyu)™ ¢ uma consequencia de b)
acima que nos da

Dyv—Dyu = Dyv — Dyu. (2.217)

a 1 . ~
Mostraremos que (DyV), depende somente dos vetores u, e v,. Seja f uma fungao
diferenciavel em M teremos

Dsuv = fDuv = f(Dyv + (Duv)") = Dsav + f(Duv)", (2.218)
com o que deduzimos, usando a simetria de k
k(fu, hv) = fhk(u,v), (2.219)

se h for outra funcao diferencidvel em M. Usando coordenadas locais (z*) podemos
ver facilmente que k,(u, v) depende apenas de u, e v,. Se

u—ui%, v_qﬂ'%, (2.220)
onde u’ e v* sao diferencidveis numa vizinhanca de x € M, temos que
k. (u,v) = u'(2)v? (2)k,( 8., i) (2.221)
oxt’ Oz’
depende somente dos valores de u! e v* em x. E a proposicao estd provada.

Curvatura Extrinsica de M

Temos que k, ¢ uma forma quadrética em T, M que toma valores em (T, M)+. No caso
em que n = p+ 1, i.e., quando M for uma hipersuperficie de M, (T, M)+ tem dimensao
1, ou seja, é gerado por um unico vetor normal n a M. Neste caso definiremos

k,(u,v) = K,(u,v)n. (2.222)

e K, é um 2-cotensor simétrico. Esse cotensor é chamado de curvatura extrinseca de M
como subvariedade de M.

2.10.1 Caso Particular, M ~R"

Tome agora M ~ R" e considere novamente a estrutura (M .8, D), onde g é uma métrica
de assinatura (p, q) em M e D é a conexao de Levi-Civita de g. Denotaremos a estrutura
(M ~R" g, D) simplesmsete por.RP4.

Pontos de M serdo denotado por x. As funcoes coordenadas naturais de M sio
x'(z) = (z',...,2"). Teremos {&]|, = ;%

base para T M tal que v'l, (&;],) = 0%. Nesse caso, teremos

_} uma base para T,M e {~|, = da|,} uma

Dg=0, ©[D]=0, R[D]=0. (2.223)
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Entao, em coordenadas naturais,

o .0

: - = f— = k =
D% i L% 9k 0= L7 =0. (2.224)
Claro que se escolhermos um outro sistema de coordenadas, digamos X'(z) = (z!,...,z")
para um aberto U C M, teremos
© a T k- 8
D%% = L.U@, (2.225)

e em geral L% # 0.
A estrutura (M, g, D) permite a introdugdo de um paralelismo global em M. Seja
x(t) uma curva qualquer passando por zg = z(0) e

. 0 o ,
Vz(0) = U;(O) 5 S Tm(O)M € Vyi) = v! "y € Tx(t)M. (2.226)
T la(0) T la
A condicao de transporte paralelo nos da que
lo):ic(t)vz(t) =0,

o .0 s 3 : 0 Ov?
J = it gk 2y = g2
b v (3xi oLy 8x’“) e

i o U —
T ort Ozl
: i i
e asslm teremos Uty = Va(0)- Podemos portanto comparar vetores tangentes com pontos

— 0, (2.227)

bases diferentes. Temos que

Ve =W, & v =,
0

onde v, = v —

T
ozt |,

0
oxt

i
S Wy =W

(2.228)

Y

A estrutura (M .8, D) pode ser identificada com (A", g), onde A" é um espago afim
baseado sobre o R™ 20,

Recordando a defini¢ao de subvariedade (Defini¢ao 117), seja (¢, U ) uma carta local
em torno de € M C M de forma que (n =m + )

0
{=—1| ;i=1,....mm+1,... m+1}, (2.229)
ozt |,
é uma base para Txl\of, tal que
{a ci=1 m} (2.230)
8xi . I It A I .
é uma base para T, M. Por Gram-Schmidt podemos obter uma base {&i,,...,&,,} orto-

normal para TI]\EZ , fica claro que

{€12 =12y .., €mz = €2}, (2.231)

29Confira o Apéndice B para a definicio de um espaco afim.
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¢ uma base ortonormal para T, M para cada z € M. Construimos assim localmente as

secoes
é,...,6, ¢c secT[O],
er,...,en €secTU, onde U =U N M. (2.232)
O conjunto {&,...,€&,} serd chamado de um referencial adaptado a U = U N M. Defina
0'(&;) = ot (2.233)
e coloque
0'=0',... 0" =0 (2.234)
onde 01,...,607 € secT*U. Note que teremos 0™+ = 0,...0mH = 0, i.e., para
™ ™
cada campo de vetores v € secTU ed =1,--- [ teremos
é’mﬂl‘ — 0. 2.235
oy V) (2.235)

2.10.2 As Curvaturas Média e Gaussiana de M

Definicao 162. Tome x € M. Para cada vetor v € TyM tangente a M e para cada
campo de vetores unitdrios n € secTM tal que ny € Ty M+ Yz € M normal a superficie,
definimos o operador de formato® de Weingarten [25], como

L,(v,n) = Dyn. (2.236)
Note que se n for trocado por —n, entao L, muda para —L,.

Definicao 163. Considere v € Ty M um vetor tangente a M e um campo de vetores
unitdrios tal que ny € TyM* normal a superficie. A funcio k(v,n) = g(L(v,n),n) é
chamada de curvatura normal de M, com respeito a n, na direcdo de v.

A seguir considere fixado um vetor normal a superficie n unitério, denotaremos k(v,n) =

k(v) e L(v,n) = L(v).

Definicao 164. Seja x € M. Os wvalores mdximos e minimos para a curvatura normal
k(v) de M em x serdo chamadas de curvaturas principais de M em z, e serdao denotadas
respectivamente por ki e ky. As direcoes nas quais esses valores extremos ocorrem serao
chamadas de direcoes principais de M em x. Vetores unitdrios nessas direcoes serao
chamados de vetores principais de M em x. Note que essa definicao depende da escolha
e firacao de n.

21Do inglés shape operator. Nao traduzimos shape por forma para nao confundirmos com forma dife-
rencial.
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Superficies em R??, p+ g =3

No caso de uma subvariedade 2-dimensional (chamada uma superficie) M C M ~ RP22,
com p + q = 3 temos o seguinte resultado:

Lema 165. Para cada ponto v € M C RP? (p+ q = 3), o operador de formato de
Weingarten, com respeito a n, é um operador linear™

L :secTM — secTM. (2.237)
Demonstracao. Como tomamos n normalizado sobre a superficie temos n-n = 1, portanto
0=vn-n] =28Dyn,n(z)) = g(L,(v),n(z)), (2.238)

onde v é tangente a M em x. Desde que n é também normal a superficie, como estamos
em R3, segue que L,(v) é tangente a M em z. Assim L, é uma aplicacao de T, M em
T,M.

A linearidade de L, segue da linearidade da derivada covariante. m

Para esse caso, M C R (p+ ¢ = 3), temos a seguinte

Definicao 166. A curvatura Gaussiana de M C RP? (p+q = 3) € fun¢ao real K = det L
em M.

Definicao 167. A curvatura média de M € a funcao H = %trL, onde denotamos trL
como traco do operador L.

Considere um referencial de vetores ortonormais{é;, &, €3} adaptado a M, teremos
De forma que poderemos escrever

L(v) = Dy&; = 0}(v)é; + 0% (v)es, (2.240)

0=v[g(&,&;)] = 8(Dv&;, &) + &(Dy&;, &), (2.241)

o que implica em &% (v) = —&% (v) Vv € TU. Portanto &% = —&% = &i; = 0.
Com esses argumentos temos o seguinte

22Escreveremos simplesmente M C RP+9, para denotarmos que M é uma subvariedade de M com as
estruturas (M,é, D) e (M,g, D) como construidas acima.

23Essa mesma construcao, do operador de formato de Weingarten L, : T,M — T, M, e a discussao
abaixo, vale para uma subvariedade (n — 1)-dimensional (chamada de hipersuperficie) de R?9, p+¢=mn
[36, 25].
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Lema 168. Valem as sequintes relacoes:

OhANGE = KO A6,

G5 A G2+ 0V AL = 2HO' A 62 (2.242)

Demonstracao. Para aplicarmos as definicoes K = det L e 2H = trL encontraremos a
matris de L com respeito a é; e €. Temos

23( )ézv
W% (8,)8,. (2.243)

°1.-/o °o1.70
(o) o) (2244
w3(81) wi(és)
Agora usamos a defini¢ao de w’; (Eq.(2.98)) temos o resultado desejado. m
As equagdes de estrutura Eq.(2.99) para RP¢ fronecem:

L(&)) = Dg, &5 = 0% (81)81 +
L(8y) = De,&5 = Wk (8,)é; +

Assim a matriz de S é

d9p+w /\Hﬁ—@p:()
2.245
dwp+w /\wﬁ—Rp:0 ( )
Assim,
0="RY=dos +oh AS (2.246)
Expressamos as 1-formas de conexao induzidas em M por

wh = |, = L20" + L5507, (2.247)
pois 63 = 0. Em vista das consideracoes que fizemos acima (Eq.(2.234)), escrevemos
™

wlh = Ly0" + L5,0°, (2.248)

que por fim resulta diretamente no seguinte corolario do Lema acima

Corolario 169. dwl, = K6' A 6.

Assim fazendo uma ponte com a teoria construida para variedades abstratas, podemos
escrever a partir das equagoes de estruturas Eq.(2.99) para (M,g, D) :

Ry = dwly; RY = dw?,
RL = K6' A 62,

R% = —K0' N6, (2.249)

onde RY = RL,0' A 6% e RY = R%,,01 A 0% (Eq.(2.98)). Portanto RLy, = —R%}, = K.
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Considerando o caso Euclidiano, temos que a curvatura escalar (Eq.(2.128)) serd dada
por

R=RY = R + R% = R%; + RYy, =
= —R%, + R, = 2K, (2.250)
ou seja, ela é o dobro da curvatura gaussiana. Assim, como esperado, a curvatura escalar

é uma generalizacao, para superficies abstratas, do conceito da curvatura gaussiana para
superficies.

2.10.3 Operador projecao P, Operador de Formato S e a
Biforma de Formato &

Suporemos no que segue que M é uma subvariedade orientavel de M , i.e., existe em M
um elemento de volume global 74 = I,,, € sec A" T*M < secCl(M, g) cuja expressao em
U C M é dada por (conforme a notacao usada na Sec.(2.10.1))

I, =0"0%..0m (2.251)

Definigao 170. Considere C = ) _,C,, com C, € sec NT*M < secClM*,g). O

operador de proje¢ao em M é um campo de extensores, dado por [21]

P:sec Cf(]\of‘, g) — secCl(M, g),
P(C) = (Culn)I". (2.252)

Observacgdo 171. Note que P2(C) = P(C). Note ainda que ¥ C, € sec N'T*M —
secCl(M*,g), com r > m teremos P(C,) = 0, mas pode ocorrer também que P(A,) =0
mesmo se A, € sec N"T*M — secCl(M*, &) com r < m.

Podemos agora definir o operador complemento de P por
P,(C)=C-P(C), (2.253)

e fica claro que P, (C) tem apenas componentes fora de C/(M,g). Usando a Eq.(2.235),
vemos que se C < sec CE(]\Z */g) possui apenas componentes que nao pertemcem a
secCl(M, g) teremos Cil,, = 0.

Considere o operador padrao de Dirac 8 de M e defina sua restricao a M como

0 = 0| , onde essa notagao significa que
M

d=>"" 0D, 0= 5‘M =3" 6., (2.254)

Usaremos no que se segue a notacao com os indices em negrito quando a soma for até m,
e com indices normais quando a soma for até n.
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Definicao 172. Dado C € sec Cé(M*,g’;) definiremos o operador de formato como®*

S :secCU(M*,g) — secCL(M*, ),
S(C) =oP (C) = 2(P(C)) — P(dC). (2.255)
Lembre-se que para C € secCl(M,g) e v € sec T'M escrevemos
DyC = (DyC), + (DyC) ., (2.256)

onde (lo)vC)” € secCl(M, g) e (DyC), € sec[CL(M, g)], .
Sabemos que para C € sec C/(M, g) a conexao de Levi-Civita D de g = i*§ é dada por

DyC = (DyC),, (2.257)
assim denotando v = g(v, ) podemos escrever
D,C = (v-8C), (2.258)
Também, escrevendo ]
(DyC), =P, (v-00), (2.259)

temos que

o o

v-80=Pv-9) = (v-9) = (v-) —v-8-P (v-8)=v-0-P_(v-0), (2.260)
onde denotamos
P(v-8)C =P(v-HC). (2.261)

Com isso obtemos a seguinte formula que nos sera importante logo a frente

(v-0) L)L, = (37,0 -+ (Dy + P (v-067)) - -- 0™}

m m

= (DI, + Py (v-065) A6 (2.262)

Agora note que, DI, € sec N"T*M — secCl(M,g) é um miltiplo de I,,, e desde
que I?, = +1 dependendo apenas da assinatura da métrica g teremos que Dy I,,, = 0.

Realmente,
0= D,I2 =2(Dy1,) 1 (2.263)

assim
0= (DyIn) I = Dy, (2.264)

Defini¢ao 173. A biforma de formato (um campo (1,2)-extensorial) € a aplicag¢ao
S:sec N'T*M — N*T*M,
v = S(v), (2.265)

tal que
v -0l = =S, (2.266)

24Na Sec.(2.13) faremos uma comparacio desse operador com aquele definido na Eq.(2.236).
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Da Eq.(2.134) segue que
SWw)al, =0e S(v) A1, =0. (2.267)
Desde que S(v)al,, = 0 temos que
P(S(v)) = 0. (2.268)
Agora usamos o fato de que Dy I,,, = 0, junto com a Eq.(2.266) e a Eq.(2.262) segue que
v -0, = (Py(v-00;) A, = —S(v)1,n, (2.269)

ie.,
S(v) = —P,(v-06;) A&, (2.270)

Com todas essas consideragoes, podemos escrever a seguinte importante

Proposicao 174. Para qualquer C € secCU(M,g) temos
DyC =v-3C+8(v) xC=Dy,C+8@)xC. (2.271)

Demonstragao. Tomando como referéncia a Eq.(2.270) teremos para v, w € sec /\IT*M —
secCl(M, g)

vaS(w) = —va(PL(w - 065) A 6)
= —(va(PL(w-06;))607 + /P (w - 06;)
= vIP (w-06;) = Py (w-0v) — P [(w-007)6j)]
=P, (w-v). (2.272)

Entao,

v- 0w = Pwow) + P (v-ow)
= Dyw 4+ vaS(w)
= Dyw — S(w)Lv. (2.273)

Agora, para, v, w € sec /\lT*M — secCl(M, g) teremos

Dy (wu) = (Dyw)u + wDyu = (Dyw)u + (S(v) X w)u 4+ wDyu + w(S(v) x u)
= (Dywu) + (S(v) x w)u — wlu x S(v))
= (Dywu) + (S(v) x wu), (2.274)

de forma que a proposicao segue sem muito trabalho por inducao finita. m
Assim, escrevemos

De.C = De,C + S(e;) x C (2.275)
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Agora, relembrando a Eq.(2.153) temos nesse dado calibre

De,C = 36,C + e, X C (2.276)
onde definimos para i,j = 1,---m, De,0} = D¢ 67 = —ZZZILJIka, e

Wy = %vcd)i'_bea A Oy, (2.277)

Entao, conseguimos

D,C=v-0C+S(v) xC
=0,C + (wy +S(v)) xC (2.278)
e em particular
De.C = 0¢,C + (we; + S(e;)) x C. (2.279)

Comparando a Eq.(2.279) com Eq.(2.153) (valida para qualquer conexao compativel com
a métrica) obtemos a importante férmula

wy = (Wy + S()). (2.280)
Encontramos assim sem nenhuma dificuldade que
wy = P(&y) (2.281)

pois da Eq.(2.268) temos P(S(v)) = 0.

1 m

Tome (x',...,x™,...x") as coordenadas naturais ortogonais de M ~ R™.

Proposigao 175. Para C € sec C{(M, g)

.0
D,C=v"—C+ S(v) xC. 2.282
v e+ S(0) (2252)
Demonstracao. Notando que D o dx’ = 0 teremos Wao = %(f’kil)dmk A dx! = 0. Usando
ozt Ozl
esse resultdo em D,C = D,C + S(v) x C com e; — % teremos o resultado desejado. m

Observagao 176. Isso nos mostra que S(v) ndo pode ser sempre identificado com w(v)
que € um operdor dependente do calibre.

2.10.4 S(0) = S(1) = By AP, (8) e S(i1) = By Py ()
Para C esec CU(M,g), de forma que C = P(C) teremos (com u € sec N'T*M < sec
CU(M, g))
A(P(C)) =0P (C) — P(dC)
=9,P, (C) —P(0C)
=9, AP, (C)+ 8,.P, (C) —P(dC) (2.283)
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onde

P, (C):=u-0P (C) =u-0(P(C)) —

(P(u-3C)).

Relembre que para v € sec /\IT*J\Z — sec Cﬁ(M , &) podemos escrever

S(0) =P () =

onde usamos que para qualquer C € sec Cl (M ,§) vale

0

8.P, (C) = LI 0

- 0P (C) =

i

Y16 De P (C) =

Colocando v = vy + v, = v + 0 teremos a

Proposicao 177.

S(0) = S(v) =

Demonstracao. Realmente,

S(v) = S(v)) +S(v,) =

entao, ¢ suficiente mostrarmos que

0,.P, (13”) =0 e O,NP, (@L

De P?(0) = P(0) temos

P.P(0)) + PP, (7))

Entao, para v e v, vale

PPu(f)H) =0 [§ PPu(lo)

Desde que PP, (0)) = 0 teremos que

0.,.PP (7))

De PP, (v,) = P,(v,) podemos escrever

O, NP, (0,) =0, NPP,(v,) =P(9,) NPP,(v

. NP, (v),

S(v1) =

Agora tome t,y € sec \'T*M — sec C{(M,g). Teremos

(tAy)-(Ou
=t((y-
=ta(y - o(P(bL)) —

= t,(P(y-00,.) — ' A

APP,(01)) =

6 /\P (UJ_)
(y-DUL)—H‘

= t_l(Dyf)L) — 0 A

de onde segue que

e a proposicao esta provada. m

. NP, (v,
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8. A ((yPu (i)
(y-(6: - d(P(01))

(yJP(Qi . Slo)l)))

(ya(De,01))) =0

)

=0

8. AP, (8) + 8y P, (9)

(t A y) ' (3u A PU(QO)L

)

oP (C)

80P ().

8. AP, (D) + 8P, (0)

) =0,
=P, (7)),
1) =P, (01).
9uPyu (1)) = 0.
1) =P(3, AP, (1))

)

— P(6; - 001)))

(2.284)

(2.285)

(2.286)

(2.287)

(2.288)

(2.289)

(2.290)

(2.291)

(2.292)

(2.293)

(2.294)

(2.295)



Proposigao 178. Seja C = v € sec \'T*M — sec CL(M,g) teremos
S(v) = S(v). (2.296)
Demonstracao. Temos
S(v) =d3(P(v)) — P(ov)
= v — P(v). (2.297)
Agora, v = 0Av + 0w e desde que P(0_v) = 0w segue que
S(v) = 0Av — P(dA0) (2.298)

Da linearidade de S é suficiente mostrarmos a Eq.(2.296) para v = 64,d =1, ...m. Calcu-
lemos entao

g = 31,05 De, b = Z;nzlzll:l,t;ékitkdgk N
= S i eaLat A 0"+ L Laat A 0 (2.209)
de onde segue que
S(60) = S S bt A0 = S0 S (R — Dt A (2300
Por outro lado
Oq - 01, = g -- .gmmf)ed(gl Ao Ay
— aDe, (01 0,)
= a0 S Ll 0 0

~~~
k-position
= o S Dby 0 -,
k-position
m m—+l 7 A
oy S Ly O O (2.301)
k-position
assim podemos ver que
S(0q) X Ly, = 04 - 01, (2.302)

e daqui segue que S(0g) = S(0q). m
Consiguiremos também a

Proposigao 179. Seja v, w € sec \'T*M — sec C{(M,g). Entio

v-Sw)=w-8S) (2.303)
Demonstragao. Relembrando a Eq.(2.300) podemos escrever

v-S(w) = Y0 ety S Licat® A 0"

t=m+1
1

= §Z?d:1viwd([o/tid - [D/itd)ét =w-S(v) (2.304)

e a Eq.(2.303) estd provada. m
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2.10.5 dAv=8Av+S(0)edw=20v

Escolha coordenadas ortogonais (z1, 22, ..., 2™) para U C M. Entao {x; = 9/0z'} e {! =
dr'} (i = 1,2,...,m) sdo bases ortogonais para TU e T*U. Relembrando a Eq.(2.270), i.
e., S(v) = =P, (v-00,)A0 teremos

S(W;) = —P (0 - 005) A = P AP (Dy,05) = # AP (Dy,0h). (2.305)
Entao,

A = AP(Dy ;) + ¥ AP L (Dy03)
=W A ijﬁi + S(Q?l)
— AN+ S(9) (2.306)

e claro que, para v € secT*M < secCl(M, g) teremos
dAv=0Av+S(v). (2.307)
Também, da (Eq.(2.289)) sabemos que 8,.P, (7)) = 0. Entao,

w =0(P(v)) =P (v) + P(d0)
=0, NPy (v) + 0,0P, (v) + v
=0, NP, (V) +0ANv+ 0w

=Sw)+0Av+ 0. (2.308)
e assim vemos que
v = . (2.309)
Entao podemos escrever
= 0v+ S(v). (2.310)

oC = 9C +8(C)

Podemos ainda generalizar a Eq.(2.307), i.e., teremos a

Proposicao 180. Para qualquer C € sec CL(M,g) vale

oC = 9C +8(C),
OANC=0ANC+S(C), 2.C=0L. (2.311)

Demonstragao. (i) Do fato de que para qualquer A, B € sec CK(J\OL g) vale P(AAB) =
P(A) A P(B), teremos diferenciando com respeito a u € sec A\'T*M < sec C{(M,g) o
seguinte

P.,(AANB)=P,(A) AB+ AAP,(B), (2.312)
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e fica claro que claro

P, (AL AB)) =P, (A)AB), P, (AL ABL) =0,
P (A ABy) = Pu(A)) A By + Ay APL(By)- (2.313)

(ii) Para C € sec Cl(M,g) temos C = P(C) e usando a Eq.(2.255) segue que

oC =P (C) — P(d0C)
=0AP (C) +0JP (C) +OC. (2.314)

(iii) Agora, usando que S(C) = S(C|+C.) = S(Cy) +S(C.) e seguindo os mesmos passos
que usamos na demonstragao da Prop.177 conseguimos mostrar que

S(C)) = S(P(C))) = 3AP (C))  S(C.) = P(S(CL)) = 3P (C)). (2:315)
(iv) Usando a Eq.(2.315) na Eq.(2.313) teremos
IAC +04C = AP (C) + 0P (C) + ONC + 0C (2.316)
ou

OAC +04C =S(C) +S(Cy) +INC +dC
=S(C) + INC + 0.C, (2.317)

0 que prova a proposicao. |
Proposicao 181. Para qualquer C € sec CU(M,g) teremos:

aC =P(C). (2.318)
Demonstracgao. Da Eq.(2.255) quando C € sec C{(M, g) vem que

P(S(C)) =0. (2.319)

Entao,
P(2C) = P(dC) + P*(S(C)) = P(9C) = aC (2.320)

e a proposicao estd provada. m

2.11 Biforma da Curvatura R(u A v) Expressa em
Termos do Operador de Formato

2.11.1 Expressoes Equivalentes para R(u A v)

Nessa segdo suporemos novamente que a estrutura (M, g, D) é tal que M é uma subva-
riedade de M ~ R™ e D ¢ a conexao de Levi-Civita g = i*g. Obtemos na secao anterior
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a equagao (Eq.(2.180)) para a biforma de curvatura 2R(u A v) para uma conexao geral de
Riemann-Cartan. Levando em conta o fato de que R é um objeto intrinseco, i.e., o valor
de R(u A v) nao depende da escolha da carta coordenada e da base para os campo de
vetores e formas usados no calculo de R, no que se segue tomaremos vantagem disso e es-
colheremos a base {z;,9'} para TU e T*U como introduzida acima, para a qual w(u) = 0.
Assim, teremos, considerando a Eq.(2.180) e a Eq.(2.181) que

R(uAv) =D, wv) — Dy, w(u) +w(u) X w(v) — W
= Dy, w(v) — Dy w(u) 4+ w(u) x w(v)
—w() x w(u) —wu) X w(v) — W
= D, w(v) — Dy wu) + w(u) X w(v) — Whav]- (2.321)

Por outro lado, no calibre em que w(u) = 0 teremos que w(u) = S(u) e assim podemos
também escrever

R(uAv) = D, w(v) — Dy w(u) + S(u) X S(v) — Sy (2.322)

Agora,

D, w(v) — D, w(u)

— — ' { Dy, S(9;) — Dy, S(0;)}

= ' Dy (Dy, I 1,') — D (Do L 1;,1)}
= —u'{ Dy, Dy 1) 1) + (D In) (D120
— (D Dy In) 1,") = (D L) (D 1,1}

= — v (D g Im ]‘1)—(DXJIm) (D 1Y) = (Dy 1) (Dy 121}

XiTm

= —u'vi{— (D) (Dxlfm ) = (D) (DI}
= — o {(Dx L) 1) (D 1M1 ) ((Dxlfm)fl) (D1, ) )}
— o { (D L) 1) (DT 1) = (Do T 1Y) (D) I}
= —u' IS (9;)S(Y;) + IS (95)S ()
= —-S(u)S(v) +S()S(u) = —28(u) x S(v). (2.323)
Assim, conseguimos
R(uAv) =-=8(u) x S(v) —S([u,v]). (2.324)

Agora, como R(u Av) € sec \°T*M < sec C{(M,g) devemos ter que
—S(u) x S(v) = S([u,v]) =P(=S(u) x S(v) — S([u,v])). (2.325)

Observando a Eq.(2.268), que nos diz que P(S([u,v])) = 0, conseguimos a
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Proposicao 182.
R(uAv) =—-P(S(u) x S(v)).

(2.326)

A Eq.(2.326) expressa a biforma de curvatura em termos da biforma de formato.

2.11.2 S%(v) = -9 A0 (v)
Nessa subse¢ao desejamos provar a
Proposicao 183. Seja v € sec \'T*M — sec CL(M,g). Entio,
S*(v) = -0 A0 (v)
Agora, para provarmos a Proposicao 183 precisaremos dos lemas a seguir
Lema 184. Seja C esec CU(M,g) e v € sec N\'T*M < sec CU(M,g). Entio
P,(C) =P(C) x S(v) — P(C x S(v)).

Demonstracao. Realmente,

PL(€) = Dy(P(C) ~ P(D:C)

Dy(P(C)) = S(v) x P(C) = P(DyC — S(v) x C)
= D,C—S(v) xP(C) — D,C+P(S(v) xC)
P(C) x S(v) —P(C x S(v)).
0 que prova o lema. m
Lema 185. Seja C €sec CU(M,g) e v € sec \'T*M — €sec CU(M,g). Entdio
DyC = D,C—P,(C).
Demonstragao. Segue da primeira linha da Eq.(2.329). =
Lema 186. Seja C €sec CU(M,g) e u,v € sec N'T*M < sec CA(M,g). Entdo
DuDyC = P(DyD,C) +P,P,(C).

Demonstrac¢ao. Usando a Eq.(2.330) teremos

Dyo(DyC) = Dy(DyC—P,(C))

= DyD\,C—P,(D,C) — Du(P,(C)) + P,P,(C).
Por outro lado teremos
P(DyDyC) = —P,(DyC) + Du(P(D,C))
= —P,(DyC) + Du(DyC)
—P,(D\C) + Du(D,C—P,(C))
= DyDyC—P,(DyC) — Dyu(P,(C)).

Usando a Eq.(2.333) na Eq.(2.331) obtemos o resultado desejado. =
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Lema 187. Seja C €sec CU(M,g) e u,v € sec \'T*M < sec C{(M,g). Entio
R(uAv) xC=[P,,P,C. (2.334)
Demonstragao. Usando a Eq.(2.331) temos

[Dy, Dy]C = P([Dy, DyIC) + [P, P,]C

= P(D[uN]C) + [Pu, PU]C

— DpuvC + [P, P,JC. (2.335)
De forma que chegamos em
([Du, Dy] = Diuy))C = [P, P,JC. (2.336)
Usando a Eq.(2.185) segue que
R(uNv) xC=[P,P,C, (2.337)

e o lema esta provado. m

Lema 188. Seja C €sec CU(M,g) e u,v € sec N'T*M < sec CL(M,g). Entdo,
R(uNv) xC=—-P(S(u) xS)) xC. (2.338)

Demonstragao. A prova segue diretamente da Eq.(2.326). =
Vamos agora calcular diretamente o primeiro membro da Eq.(2.339) para conseguirmos
a Eq.(2.342) a qual quando comparada com a Eq.(2.326) ird fornecer as identidades dadas
pela Eq.(2.343).
([Du, Dy] = Dpuy))C = R(u Av) x C. (2.339)

Dada a linearidade de 9R(u A v) calcularemos o primeiro membro da Eq.(2.339) para o
caso u = x;, v = x;. Notando que D,C = D,C + S(u) x C' chegaremos com calculos
similares aos da Eq.(2.323) que

[Dxi,ij]C = —8(191) X S(’l%) X C, (2340)
usando o fato de que [x;,x;] = 0 podemos escrever a iltima equacdo como
([Dxm ij] — D[xi’xj]>c = %(191 N 19J) xC=— S(ﬁl) X S(ﬁJ) X C, (2341)

de onde segue que

R(uAv) xC=—S8(u)xSw)xC. (2.342)
Note que P(S(u) x S(v) x C) € sec C{(M,g). Desde que S(u) x S(v) = P(S(u) x
S(0))+PL(S(u) x S(v)) e como ja sabemos que R(uAv) = —P(S(u) x S(v)) segue que
P, (S(u) x S(v)) =0 e por fim chegamos que
S

P(S(u) x S(v) x C) =P(S(u) x S(v)) x C =P(S(u) x S(v)) x P(C). (2.343)
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Lema 189. Seja C €sec CU(M,g) e u,v € sec \'T*M — sec CL(M,g), entio
R(uAv) =P, (S(u)). (2.344)

Demonstra¢ao. Tomando C = S(u) na Eq.(2.329) e lembrando da Eq.(2.268) P(S(u)) =
0. Conseguimos que

P,(S(u)) = —P(S(u) x S(v)). (2.345)
0 que prova o lema. ®
Observacao 190. Da Eq.(2.345) conseguimos imediatamente
P.(8(v)) = =P(8(v) x S(u)) = P(S(u) x S(v)) = —Py(S(u)) = —P,(S(u)) (2.346)
onde o ultimo termo seque do fato de que S(u) = S(u).

Demonstracao. (da Proposicao 183) Sabemos que R(v) = 9,R(uAv). Agora entao usando
a Eq.(2.346) e também a Eq.(2.255) podemos escrever

R(v) = 0,Py(S(u)) = —0,P,(S(v))
= P (S(v)) = —S(S(v)) = —S*(v). (2.347)

Desde que ja mostramos que R(v) = & A 8 (v) finalmente concluimos que
AN (v)=—-S*(v). (2.348)
e essa importante proposicao esta provada. m

Observacao 191. Note que enquanto S(v) € wuma se¢io de CE(]\?[,g),
S%(v) € sec N'T*M < secCU(M, g).

2.12 Algumas identidades envolvendo P e P,

O operador projecio P foi definido pela Eq.(2.252) e sua derivada covariante P, := u- 0P
foi definida pela Eq.(2.284). Seja C,D € secCl(M, g). Teremos que

P(C AD) =P(C) NP(D) (2.349)
entao para u € sec \'T*M — secCl(M, g) vale
P.(CAD)=P,C)ANP(D)+P(C)ANP,D). (2.350)
De P2(C) = P(C) segue que
P,P(C) + PP,(C) = P,(C) (2.351)
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Facilmente verificamos que
P,(w) =P, (u-dw), Py(u)="P,(w-du) (2.352)

Agora, calculando P, (u - dw) e P (w - 0u) com u and v expandidos numa base coor-
denada e lembrando que nessa base os simbolos de Chrisoffel sao simétricos, conseguimos

P.(w) =Py(u). (2.353)
Dessa ultima equacao segue imediatamente que
P.,P(w) =P, P(u). (2.354)

Agora dado que cada X € sec CE(M,Q) pode ser escrito como X = X + X, com
X = P(X) conseguimos da Eq.(2.351) que

PP,(X)) =0, PP,(X.)=P,(X.) (2.355)

Também, da Eq.(2.350) teremos imediatamente da Eq.(2.355) que paraC, D € sec Cf(]\;[, g)
vale

P.(C ADL) =C  AP,(Dy). (2.356)
Proposicao 192. Sejam u,v,w € sec /\1T*M — secCl(M,g). Entao,

R(uAv) = %aw A [Py, PJ(w). (2.357)
Demonstrag¢io. Da Eq.(2.334) com C = w € sec \ ' T*M < sec Cl(M, g) teremos

R(uAv) X w= [Py, P,l(w). (2.358)
Agora, o primeiro membro da Eq.(2.358) é

R(uAv) X w=—wiR(uAv)
Agora, podemos escrever

Ow N (R(uAv) X w) = =0y A (waR(uAv)) = —Gcaic

= —u' 0N A (BaoRijat* A 6') = —2R(u Av). (2.359)

A (w30g.R(u A v))

Levando em conta a Eq.(2.358) e a Eq.(2.359) a demonstragao segue.
Podemos também provar a proposi¢ao como segue: diretamente da Eq.(2.336) pode-
mos escrever

[P, P,)(w) = u*v"([Dey, De;] — Diey o)) = ukvleR?Ji'l;lQi. (2.360)
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Assim
1 1
§8w N [Pu, P’U] (w> == §9m A R}mklei
1 .
= X' Ryg = —R(u Av) (2.361)
e a demonstragao esta completa. m
Proposicao 193. Seja u, v, w € sec /\lT*M — secCl(M,g). Entao,
R(uAv) =0, ANP,P,(w). (2.362)

Demonstragao. Lembre-se que provamos a (Eq.(2.344)) que R(uAv) = P,(S(u)). Também
a £q.(2.287) nos diz que S(u) = S(u) = 9, A Py (1) para qualquer u, w € sec \'T*M <
secCl(M, g).

Agora da Eq.(2.353) teremos

P, (u) = Py(w) = u- 0P (w) =DyP (w) = Dy(P(w)) — P(Dyw) = (Dyw),  (2.363)

que significa que

P, (u) = (Py(u)),. (2.364)
Entao, teremos

R(uAv) =P,(S(u)) =Py(0p A Py(u)) (2.365)

= P, (0, A Pu(w)) = Pu((0)) A (Pu(w))) (2.366)

P20 5 AP Pu(w))1) (2.367)

e a prova esta completa. m

Observacao 194. De R(u Av) = —R(v A u), a Eq.(2.362) implica que para u,v,w €
sec \'T*M < secCl(M, g)

Ow NP, Py (w) = =0, A P,P,(w), (2.368)
sequindo da Eq.(2.362) com a Eq.(2.357).

Para finalizar observamos que embora alguns (mas nao todos) resultados nesse trabalho
aparegam em [21, 22, 41], nossa metodologia e muitas provas diferem consideravelmente.
Nés usamos o fibrado de Clifford de formas diferenciais C¢(M,g)) e demos provas de-
talhadas e (esperamos) inteligiveis de todas as férmulas, esclarecendo algumas questoes
importantes, apresentando, e.g., a relagao precisa entre a biforma de formato S avaliada
em v (um campo de 1-formas) e o extensor de conexao w avaliado em v (Eq.(2.280)).
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2.13 Algumas Identidades Notaveis

Com todo esse maquinario desenvolvido, podemos escrever algumas relacoes simples e
bem interessantes relacionando a biforma de formato com o operador de Weingarten
quando M ¢é uma subvariedade m-dimensional de uma variedade (m + 1)-dimensional
M ~ R"™. Consideraremos novamente as estruturas (M, g, D) e (M, g, D). Teremos para
a € sec \'T*M — CU(M, g)
S(a) = (a-31,)I " (2.369)
onde I, = 01 ...0™ . Definindo I = I, = 6 ...0™0™*+! podemos escrever
Ly =10 = (=1)"0™ ' T e I = (=1)"1 0,41, (2.370)
de forma que
S(a) = (a- (0™ 1) 0y
= {(a-00™ ) + 6" (a - 0I)H Opin
=0
= (a- 00" )01 = (a- 0psy )™ (2.371)
Portanto obtemos a interessante relacao entre a biforma de formato e o operador de
Weingarten para a € \' TM e a = g(a, ) € N' T*M
S(a) = L(a)0™" = L(a) A O™,
L(a) = (8(a) i), (2.372)
onde definimos o operador de Weingarten para formas como
1 1
L: Sec/\ "M — sec/\ "M,
a— L(a) = Dablpmy1.
L(a) = Dabmy1 = @' De,bmsr = a'Lly, 16,
L(a) = Daém-‘rl = CLZDeiém+1 = ang.(.m—i-l)ép' (2373)
Consideremos agora a aplicacao extensorial
n: NT*M — \T*°M,

E(a> =a- 660‘m+1 = baéerla

nlay A ... ANag) =nlar) A... An(ag) (2.374)
onde a, ai,...,a; € /\1 T*M — Cl(M,g). Obtemos assim rapidamente a expressao
1 Lm0 0 s
= 0m =00 g W
1 —m o = = 1 —m . 1
=— Za:l 0"+ Do, i1 = — Za:1 Liiminy = —trn. (2.375)



Esta expressao empata com a definicao que demos de curvatura média para uma subva-
riedade 2-dimensional. Da Eq.(2.344) podemos escrever

R(a Ab) = —P(S(a) x S(b)) = —P(n(a) A ™" x n(a) A ™) (2.376)

Mas
n(a) € \T"M. (2.377)

rm+1-m+1
L

De fato, lembrando que = 0 temos que

— .30 — adiD. 0 A N S
ﬂ((l) =a- 09m+1 =a Deieerl = Zj:ﬂ L-im+16j

= Y 05 (2.378)
Assim,
n(a) N = (@' L5 0,) A0 = a1 6,)0m (2.379)

Portanto se émﬂ . émﬂ = g(m+1)(m+1)
R(a Ab) = —P(n(a) A 0™ x n(b) A 0™ = n(a)f™" x n(b)™

6™ An(a) x 6 An(b) = % (0 n(@)) (@™ (b)) — (0" n(0)) (0" n(a)))

2

= 5 { @@ () (@)@ (b))
= 28" (n(b)n(a) — n(a)n(d)),
= gtV (b) A n(a). (2.380)

Entao
R(a Ab) = —P(S(a) x S(b)) = g™ D™y (b) A n(a). (2.381)

99



100



CAPITULO 3

SOBRE ESPINORES E
SUPERFICIES MINIMAS E
MAXIMAS

3.1 Superficies Paramétricas

Apresentaremos no que se segue o estudo de algumas superficies minimas [2, 13, 37, 43|
e maximas [14] como 2-subvariedades numa estrutura (M ~ R3 g D). Para este espaco
uma vez introduzida coordenadas cartesianas {x'} usaremos as denominacgoes espag¢o Fu-
clideano para R*° (ou R®?), espaco de Majorana para o caso R*! e espaco de Lorentz
para o caso RY2,

Introduzindo as coordenadas naturais (z',---,2") de R"™ e denotando a estrutura
(M ~ R”,g,b) por RP? escreveremos © € RP? para denotar = (z',---  2") € R"™.
Considere uma carta local (pq, Va) da subvariedade (Eq.(2.67)) M < M, dim M = 2.
Chamaremos x,, = ¢! de uma parametrizacao local de M, normalmente suprimiremos o
indice a. Tome U = p(V') C R? que intitularemos de u-plano. Escreveremos sem maiores
comentdrios u = (u',u?) € U.

Assim

x:U— M C RPY,

(u', u?) = x(ut,u?) = (3.1)

¢ uma aplicacao diferencidvel de um conjunto aberto & C R? em RP?. Lembre-se que
isso significa que se escrevemos

x(u',u?) = (z' (ut,u?), 2% (ut, u?), - 2" (uh u?)), (3.2)

as fungoes reais r'(u',u?) (1 = 1,2,--- ,n) sao diferencidveis.
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Em muitos textos de geometria diferencial denota-se muitas vezes os vetores de uma
base coordenada para Ty, M como

B ox
o

Xj

=12, (3.3)

x(u)

que definem derivagoes da seguinte maneira: seja f € C(M), temos

_aUex)| _ oo™

ox
(F) = ou’ ou’

out

x(u) U

Usaremos essa notacao no que segue.

3.1.1 Uma Interpretacao Geométrica dos Espinores de Pauli
Seja 0 # v € R¥* < R3 e considere a aplicagao linear
Ly R - R v s 2z = ohve), 2% = pv?, (3.5)

com ¢ € Ryg e p € RT. Note agora que se R € Sping, entdo w = RvR ¢ tal que

w2 = vZ; segue que uma solucao para a Eq.(3.5) é

Y = p*R, (3.6)

caso QL # 0. Agora, considere 1=, um representante de um espinor de Pauli num dado
referencial de =,,. Desde que ¢z, € ngo vemos que este espinor tal que ¥z, =, # 0 induz
uma aplicagao linear dada pela Eq.(3.5), a qual roda um dado vetor e o dilata.

Seja {e1, e3, e3} uma base ortonormal de RP? tal que {e;, e} seja um base ortonormal
para TU, U C M obtido pa partir de x; pelo processo de Gram-Schmidt e tal que
e3 = —I(e1A\ ey). Considere o vetor posi¢ao x que define nossa superficie M. Temos:

x=p: [senf(cos ¢ e; +sen ¢ ey) + cosb eg], (3.7)

onde 6 é o angulo que x faz com o eixo e3, e ¢ é o angulo que a projecao de x no plano
eje; faz com o eixo e;. Note que a Eq.(3.7) pode ser reescrita como

onde definimos o rotor R (um elemento de Sping ) por

Ie Ole
R = exp(—~ 2% exp(— %), 3.9)
com
I 01 0 0
exp(—¢ e3) = (cos% — Tezsen 5), exp(— 282) = (cos 5 Teysen 5) (3.10)
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Portanto

R = (cos? — lezsen ?)(COSQ — Teysen —)

2 2 2 2
0 0 0 0
= COS 5 cos 3 + cos 5 sen §e1e3 — sen % Cos §e1e2 + sen 5 sen §e2e3. (3.11)

Agora podemos representar 1) como um elemento de ) € C? através da representagao
dada pela Eq.(1.144):

a’® +ia® 0
V- ( —a? +ia' 0 ) ey =a+dle. (3.12)

Portanto no nosso caso em que x = weglﬁ da Eq.(3.11) obtemos

p%(cosgcos g) — zp%(sengcos gy 0
v = p2(cos sen?) +ip2(sen Lsen ) 0 (3.13)
) )

3.1.2 Superficies na Forma Explicita

Vamos agora considerar uma escolha especial de parametros que se mostrara muito tutil.
Tome i e j dois inteiros distintos no intervalo 1 até n, e seja o dominio U no plano (z*, z7).
A aplicacao

x:U — RPY,
X(Iivxj) = (f1($i7xj)7f2<$iv'rj)7"' 7xi7"' 7xj7"' 7fn('ri7$j)) (314>

define uma superficie M C RP?. Uma superficie definida dessa maneira sera dita na forma
nao-paramétrica ou na forma explicita. Usaremos quando de tal pratica nao resultar
confusao a notacao simpificada

(2t 7)) = Rt ), k=1,..,n; (2',27) €U, (3.15)
Em outras palavras podemos reescrever Eq.(3.15) na forma:
=t p! =P ot = Pt u?) kA (3.16)

Como exemplo tomemos o caso n = 3. Neste caso temos uma nica funcao f* que
denotaremos por f. Por exemplo, em R?*® a funcao z = f(z,y) = /1 — 22 — y? representa
uma superficie que é uma calota de uma esfera.

Muitas vezes nos livros de geometria diferencial na definicao de superficie! se pede que
dada a parametrizagao x tenhamos

ox

— =1,2 3.17
out T (3.17)

x(u)

1Que muitas vezes é chamada de superficie regular.
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linearmente independentes em Ty, M, mas note que como estamos definido M como
subvariedade de M, Ox e 2% sao l.i. automaticamente.
oul Ix(u) ou? |x(u)
O que notamos é que para que uma superficie possa ser expressa na forma nao pa-

ramétrica, é necessario que a projegao

(zh, ..., 2") = (2", 27), (3.18)
quando restrita a V' C M, seja 1 — 1. Isso nao é verdade em geral para a superficie M
como um todo, mas temos o seguinte lema que nos serd tutil:

Lema 195. Seja M uma superficie parametrizada por x, ou seja uma 2-subvariedade de
M. Tome x(u) € M, entdo eziste uma vizinhanca U de u, tal que a superficie ¥ obtida
da quando restringimos x a U tém a reparametrizacao X na forma nao-parameétrica.

Prova: Temos que x, é um isomorfismo. O teorema da funcao inversa, nos leva a
inferir que existe uma vizinhanga U de u na qual a reparametrizagao (u',u?) — (2%, 27)
é um difeomorfismo. Assim, se x(u) é diferencidvel, a transformacao inversa (z°,27) —
(u',u?) também ¢é diferencidvel, o que também é verdade para a seguinte composigao:

(2", 27) = (ur,u?) = (2t (ut,u?), - 2™ (b u?)), (3.19)

que define 3. m

Assim, quando estudamos o comportamento local de uma superficie, podemos, con-
forme for conveniente, supor que a superficie esta dada em forma nao-paramétrica. Ou
seja, que € localmente o grafico de uma funcao.

Para conhecermos com maiores detalhes comportamento da estrutura (M, g, D) em
uma vizinhanca U de um dado ponto x € M, consideremos todas as curvas passando
através do ponto e que pertencem a superficie.

Recordamos que por uma curva C C RP? entende-se o lugar geométrico em RP4
definido por uma aplicagao continuamente diferencidavel

o la, 5] — RPY
o(t) = (a'(t),...,a™(t)) (3.20)
onde [a, 3] é algum intervalo da reta real.?onde as fungoes o' (t),i = 1.2, - - n sao de classe
ct.
Denotaremos o vetor tangente a curva C no ponto x(ty) por

&(to) = (6 (to), - -+, 6" (tn))- (3.21)

A curva é regular em x(ty) se &(to) # 0.

2No que se segue usaremos eventualmente a notacao simplificada x(t) = o(t) para denotar a aplicagao
que define uma dada curva C sempre que de tal uso nao resultar confusao.
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Consideremos agora o conjunto {C} de todas as curvas pertencentes a M e que passam
pelo ponto b = x(a). Vamos supor que existe um valor fixo ty, a < to < 3, tal que para
qualquer curva C € {C} parametrizada por uma aplicagao o se tenha o(ty) = b. Para cada
curva C € {C} corresponde uma curva u(t) em D tal que u(ty) = a = (a',a?). Também,
para cada curva u(t) em U com u(ty) = a corresponde obviamente uma curva C € {C}
representada por o(t) = (x o u)(t)) em M, com o(ty) = b. Para um vetor tangente a
curva C temos a férmula

ox

& (to) = ' (to) 7 S (3.22)

(at,a?)
Para curvas que moram em R™° ou ainda para curvas tipo espaco® em R %! ou tipo
tempo? em RV™~1 definimos a norma do vetor tangente &(to) € Ty M por:

”O’ to H = to to gw to Uj(to) (323)

Para curvas que moram em R%" ou ainda para curvas tipo tempo® em R'™~1 ou tipo
espago® em R definimos a norma do vetor tangente ¢ (tq) € Ty, M por:

16(to)ll = /= (ta) - 6(t0) = 1/ —gisit (to)i 1), (3.24)

Fixado € € [a, 8] podemos associar a cada curva arbitraria C C M ( Eq.(3.20)) a

seguinte quantidade
t
:/ llo ()|l de. (3.25)

que é dita a fungao comprimento de arco da curva C C M entre os pontos o(¢€) e o(t).
Temos $(t) = |o(t)] = 0 ou $(t) = |o(t)] < 0 para a < ty < [, e portanto temos
uma fun¢do mondtona s : [a, f] — [0, L]. E como estamos trabalhando com uma curva o
regular, a funcao s(¢) tem uma inversa diferencidvel £(s).
A seguinte composigao

5(s): [0,1) 1Y [a, 8] ¥ RP7, (3.26)

¢ dita uma parametrizacao de C com respeito ao comprimento de arco. L é o comprimento
total da curva. Em cada ponto & € M para qualquer curva C C M C R™® (ou para
qualquer curva tipo espaco C M C R™ L) temos o seguinte campo vetorial tangente
unitario sobre C

_de o(t)
_5_%,

do ||

le@|l
—|l= =1 (3.27)

&)

3Uma curva tipo espaco em R"~%! é tal que o vetor tangente em cada um de seus pontos é tipo

espago, ou seja se ¢(t) - o(t) > 0, Yo <t < S.

4Uma curva tipo tempo em R ~1 é tal que o vetor tangente em cada um de seus pontos é tipo tempo,
ou sejase o(t)-o(t) >0, Va<t<p.

5Uma curva tipo tempo em R®~1:! é tal que o vetor tangente em cada um de seus pontos é tipo tempo,
ou seja se o(t) - o(t) <0, Va<t<p.

6Uma curva tipo em R ~! espaco é tal que o vetor tangente em cada um de seus pontos é tipo
espago, ou seja se 6(t) - 5(t) <0, Va <t < f.
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Assim dada a parametrizacao de uma curva C C M com respeito ao comprimento de
arco (Eq.(3.26)) definimos o campo vetorial sobre C, dito campo vetorial de curvatura por
o _db oethl tal que 22| e Mt vd € [0, L] (3.28)
— = — € sec al que — o(ayM—, , L], .
ds?> ds ds?|,_,
i.e, como a derivada do campo vetorial tangente unitario com respeito ao comprimento
de arco.
Lembre-se que sendo T, M o plano tangente a M em x, denotamos por Ty M+ seu
complemento ortogonal, um espago (n — 2)-dimensional chamado de espago normal a M
no ponto x. Se tivermos um campo vetorial n € T, M=, normal & superficie M, n em

particular é também ortogonal a %, % em todos os pontos de M, teremos

do  du' Oo
— = — 3.29
ds ds Out’ ( )
¢ d? d?ut 0 du® du? 02
o u' Jo u' du o
— = : —_—— 3.30
ds? ds? ou’ + ds ds Ouious’ ( )
d*o du® du?
— n=b;(n)——, 3.31
ds? n i(n) ds ds ( )
onde introduzimos as fungoes
bij :secTM — R,
0%
bij(n) :== R (3.32)

9%x
u; O
ponto u = a e assim obtém-se o valor da funcéo b;;(n) em b = x(a). Observando-se que

¢ obviamente calculado no

Para um particular ponto b = x(a) o campo vetorial 5

(%) =16l = yittico, (3.33)

du? ( du? ) ( ds

e que - = (5-)(%;), podemos reescrever Eq.(3.30) na forma
ds? B Uit (t) :
s gig' (1) (
ou ainda P
o

onde k(n,t) em cada ponto de & € M uma fungao real bem definida do campo vetorial
normal n em x e do campo vetorial tangente unitario t em x.

Observagao 196. Note que a fun¢ao k(n,t) € justamente a curvatura normal de M em
x na direcao de t com respeito a normal n.
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Fixado n e variando t, obtemos as quantidades
ki(n) = max k(n,t), ko(n)= mTin k(n,t), (3.36)

chamadas de curvaturas principais de M no ponto X, com respeito a normal n.
Como vimos, a curvatura média de M no ponto X, com respeito a a um campo vetorial
normal a M, n € secTM ¢ a aplicagao

H:secTM — R
_ ki(n) + ko(n)

H(n) :

(3.37)

Obtemos as seguir uma formula muito elegante H(n). Notamos que o lado direito de

Eq.(3.34) é o quociente de formas quadraticas. Assim, seus pontos de maximo e minimo,

que denotamos por ki(n), ko(n) sio as raizes da equagao’

det(by(n) — Agiy) = 0, (3.38)
que resulta na equagao:
det(gi)A° — (g22011(1) + gribaa(n) — 2g12b12(n)) A + det(by;(n)) = 0. (3.39)
Assim, da definigdo de H(n) temos imediatamente que

_ Ga2b11(n) + g11b22(n) — 2g12012(n)

H(n) 2 det(gs) , (3.40)
note que H(n) é linear em n € T, M=,
Note que a curvatura Gaussiana da superficie M é dada por ([35] pag.216)
K :secTM — R,
K(n) :=ki(n) - ka(n) (3.41)
Levando-se em conta a Eq.(3.39) temos imediatamente que:
K(n) = det(b;;) = b11(n)byz(n) — b12(n)2- (3.42)
Se {ey,...,e, o} é uma base ortonormal para T, M*, o vetor de curvatura média é
Hn) =Y [Hley)ex (3.43)

Definicao 197. Uma superficie M C R™° é uma superficie minimal se seu wvetor de
curvatura média H(n) for nulo em todos os pontos de M.

Definigao 198. Uma superficie M em R" 1! (ou em RY™™1) € dita uma superficie ma-
ximal se seu vetor de curvatura média H(n) for nulo em todos os pontos de M.

"Veja detalhes no Apéndice A.
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3.1.3 Mais Alguns Detalhes Sobre Superficies
Nao-Paramétricas

Nesta se¢ao vamos considerar superficies M C R na forma nao-paramétrica (Eq.(3.16))
e de classe C?. Assim:

ox af? afm\ ox af? afr
%—(mw’“'?aul)w—(“w’“'?auz - (3.44)

Da Eq.(3.44) segue que

02X 82f3 ann
Ouldul (0’ 0 oudui’ 8u18u3> (3.45)
Portanto para um dado campo vetorial arbitrario n = (n!,...,n"), temos
. (O . aftoft s (O
= —— ] . (3.46
g1 = 911‘}';9% (@u ) ; g2 = ngka T a2 92~ 922-1—;:;9% BN (3.46)
S
bij(n) = i ERE R (3.47)

Se igualarmos a Eq.(3.40) a zero teremos uma superficie minimal (ou maximal, de-
pendendo da assinatura da métrica do espaco onde a superficie em questao é uma subva-
riedade) e esta condigdo tomard a forma:

" i 3 afm afr a?fk o afm O fm 82fk
> k3 [(922 + 9mw 3 5.2) aure — 2 (G gur 32) putte (3.48)
+ afff o) 2% | 6 ol — . |
J11 +gmp oul dul | (Bu?)? gkm

Se introduzirmos a notagao vetorial f(z',z?) = (f*(z!,2?),..., f"(z', %)), a Eq.(3.48)
pode ser escrita como:

LR ot of ofN ok (. |OF) o (3.49)
922 g2 (Oxt)? Ozl 0x? ) 0x'0x? I Oy (022)2 7

Esta é a equacao para superficies minimais (ou maximais) em forma nao-paramétrica.

3.1.4 Parametros Isotérmicos

As propriedades intrinsecas de uma superficie minimal M C R™° ou de uma superficie
maximal M C R" Y1 em U C M sao independentes da escolha dos parametros (u', u?) €
D C R? que usamos para parametrizar U C M. Em muitas aplicacoes é conveniente
escolhermos parametros tais, que as propriedades geométricas da superficie M, sejam
refletidas no plano dos parametros. Por exemplo, se a aplicacao x do plano paramétrico
sobre a U C M for conforme, entao os angulos entre curvas na superficie sao iguais aos

108



angulos entre as curvas correspondentes no plano paramétrico quando o plano paramétrico
estd equipado com uma métrica Euclidiana. Analiticamente, esta condicao é expressa
através da primeira forma fundamental por

g1 = g22, g12 =0, (3.50)

com

9ij = N6 A= A(u) > 0. (3.51)

Definigao 199. Parametros (u',u?) € D C R? que satisfagam as condi¢oes Eq.(3.50) e
Eq.(3.51) sao ditos parametros isotérmicos.

Muitas das quantidades basicas consideradas na teoria das superficies simplificam-se
consideravelmente quando encontram-se referidas a parametros isotérmicos. Por exemplo,
da Eq.(3.51) temos

det gi; = \*, (3.52)

e a Eq.(3.40) para curvatura média se torna

. bll(l’l) + bgg(n)
B 2)2

Temos o seguinte resultado para o Laplaciano usual do vetor coordenada para uma

H(n)

. (3.53)

superficie arbitraria.

Lema 200. Seja uma superficie reqular M C M definida por x(u) diferencidvel, onde u'

e u? sdo pardmetros isotérmicos. Entdo

Vix = 2\°H (3.54)

onde H € um campo vetorial de curvatura média da superficie M, definido por H(n) =
H - n para todo campo vetorial n ortogonal a M

Prova: A Eq.(3.50) para parametros isotérmicos pode ser escrita na forma

ox 8x_(9x 8x_ ox 0x

oul oul  ou? ou2’ Oul ou?

Derivando a primeira destas equacoes com respeito a u', e a segunda com respito a u?

= 0. (3.55)

obtemos
Px O0x  Px  ox  Px 0x (3.56)
(Oul)2 oul  Oulou? Ou:  (Ou?)? Ouy '
e portanto
ox 0?x 0?x ox
2x. = . =0. 3.97
VX Ouy <((‘3u1)2 * (8u2)2> Ouy (3:57)

Também, diferenciando-se a primeira equacao com respeito a u? e a segunda com
respeito a u' obtemos

== o, (3.58)



Se ademais n é um campo vetorial normal arbitrario a M, temos

(gui(y ‘n+ (gu—;; ‘n = byy(n) + by(n) = 2A\*H(n), (3.59)

V2x -n =

o que nos leva a inferir que V?x é um campo vetorial ortogonal & M (Eq.(3.53)) e ademais,
V3x
227
curvatura média e isto prova a Eq(3.54). m

¢ um campo vetorial normal a M que satisfaz a definicao do campo vetorial de

Corolario 201. Tome x(u) diferencidvel definindo uma superficie reqular M e tal que
ul, u? sejam pardmetros isotérmicos. As funcgdes coordenadas x*(ut,u?) sio harménicas
se e somente se M C R™° € uma superficie minimal ou M C R" Y € mazimal .

Dada uma superficie M C R™" (ou M C R" 1! de tipo espago) parametrizada por
x(u), consideremos as fung¢oes complexas

OxF(ut,u?)  0zF(ut,u?)
k — ) . )
(z) = out T ow?

cz=ut Fiu? i=—1 (3.60)

Defina o campo vetorial complexo ¢ : M 2 x — C x RP? (com p = n,q = 0 ou
p=mn—1,q =1, conforme o caso) e seja ¢(u',u?) = @ ox(u).
Defina também

90<Z) = (§01<z)7 902(2)’ T 79071(2)), (361)
tal que
o(u',u?) = ¢(2). (3.62)
Defina a norma de ¢(z) por
le() 1 = G (2)¢' (2)- (3.63)

Entao
o . O0xFoxt . oxFoxt . OxF oo
[ (2)[I” = gklﬁﬁ - gkzmm - QIQM%w
o
oul ou? 8u1 Ou2
= g11 — G22 — 21g12. (3.64)

Denote ainda por ‘gok(zﬂg o g-modulo® de ©*(2), tal que:

}<Pk(z)\z = ik (g—fj) + Jkk (gﬂ) (3.65)

8Note que no caso em que § é uma métrica euclidiana a ¢-norma se reduz ao modulo da funcad

complexa ¢*(2)
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onde na Eq.(3.65) nao se soma na variavel k. Temos entao
n 2 W [02F\? WL [02F\?
Zk:1 ‘SOk(Z)’g = Zkzlgkk (w) + Zk:lgkk (w)
ox 0x n ox Ox
Jul OJul = Ou? Ou?
= g1+ 922 (3.66)

Da Eq.(3.64) e da Eq. (3.65) obtemos as seguintes propriedades das fungdes ¢*(2).

a) ¢©*(z) é analitica em 2 <= x* é harmonica em u!, u?;

A prova de a) segue imediatamente da teoria das fungoes analiticas.
b) Se u! e u? sdo parametros isotérmicos < ||p(2)|| = 0.
A prova de b) segue imediatamente da Eq.(3.50).

c) Sejam uq, uy sdo parametros isotérmicos. Entao M é regular se e somente se

S et £ 0. (3.67)

A prova de c) é imediata tendo-se em conta a Eq.(3.50).

Lema 202. Tome x(u) definindo uma superficie minimal (ou mazimal) com u'e u?
pardmetros isotérmicos. Entdo as fungoes ©*(z) definidas por Eq.(3.60) sio analiticas, e
satisfazem a Eq.(3.64) e a Eq.(3.65). Reciprocamente, tome p*(2), ¢*(2), -+, ¢"(2) como
sendo fungdes analiticas de z e que satisfazem as Eq.(3.64) e a Eq.(3.65) num dominio
D simplesmente conexo no plano complexo C identificado com o plano paramétrico (u',
u?) . Entdo existe uma superficie minimal (ou mazimal) reqular x(u) definida em D, tal

que as Eq.(3.60) sdo vdlidas.

Prova: A primeira afirmacdo segue imediatamente das propriedades a), b) e c),
levando-se em conta o corolario anterior. Para a reciproca da proposicao, se definirmos
as funcoes z* : (ut,u?) — C por

wl+iu?
¥ (u', u?) = Re / " (2)dz, (3.68)
0

k

entdo as =" sdo fungdes harmonicas que satisfazem a Eq.(3.60), e novamente aplicando

a), b) e ¢) na forma conversa, o resultado segue do coroldrio anterior.m

Observamos que o mesmo resultado acima enunciado continua valido se definirmos
ul +iu?
a*(ut, u?) = Im/ " (2)dz. (3.69)
0
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3.1.5 Campos Espinoriais e Superficies Minimais e Maximais

Quando Pgpine | (M) é trivial, os fibrados Pgpine | (M) XC", Pspine (M) xIz, e Pspins (M) X
R?),q sao triviais. Em particular se M = R", entao Pgpine q(M ) é trivial, pois R™ é contrétil
([42], pag. 53). Nesse caso, fixada a base espinorial =, o representante

W € sec Pgping (M) x C", (3.70)
pode ser visto como uma aplicagdo (Eq.(2.19))
U:M=R"—C" (3.71)
Esse é o caso importante para o estudo que faremos de algumas superficies minimas em
R3 e R2.

Observacao 203. Note que nem toda superficie minima ou mdxima admite uma estrutura
espinorial. Basta considerarmos uma superficie minima nao orientdvel [29], de forma que
nao admita uma estrutura spin. Contruiremos um campo espinorial na variedade contratil
M e restringiremos nossa aten¢ao nesse campo restrito aos pontos de uma subvariedade
M C M. Mas tenha em mente que este campo espinorial nao € intrinseco a M.

Campos Vetoriais Isotrépicos Associados a Campos Espinoriais Euclidianos

Fixada a base espinorial Z,, consideremos o representante de um campo espinorial de
Pauli
P € sec Pgyine R x C2. (3.72)

Seguindo a notacao introduzida na Eq.(2.19), teremos @ : R*® — C2. Tome a parame-
trizagdo de U C M dada por x : D > (u!,u?) — x(u*,u?) = x e seja

p=pox:D — C% (3.73)

O campo espinorial $ determina um campo isotrépico isotrépico) ¢ : M — C? tal que seu
representante na parametrizacao escolhida é ¢ = ¢o x e tem componentes

o' (ul, u?)
pu',u?) = [ ¢*(ut,u?) |, (3.74)

¢ (ut, u?)
onde os ¢' estao relacionadas com componentes de ¢ por uma férmula andloga & Eq.(1.90)
(ou ainda por outras eventualmente mais convenientes, como por exemplo a chamada

representacao de Weirstrass onde tomamos o representante ¢ do campo espinorial @ :
M — C? na parametrizacao escolhida como sendo

o= ( i‘l) ) (3.75)
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onde sendo «, 8 fungdes complexas (e a # 0) temos:

po =, @1 = g (3.76)

O campo isotropico de direcoes ¢ associado a este campo espinorial tem representante
¢ = ¢o x, com

o' =o(1 — (¢1)?), ¢° = Fipo(1 + (¢1)?), d° = F2p0p1. (3.77)

Conclusao 204. Uma vez que dispomos de um campo vetorial isotrdpico ¢ construido
como acima descrito. podemos agora associar por equacgoes andlogas as FEq.(3.68) e
Eq.(3.69), um campo vetorial posi¢ao X(uy,us). Portanto se considerarmos uma superficie
M c R*° parametrizada por coordenadas isotérmicas, e construirmos um campo vetorial
complezo ¢ (sobre M) de norma nula, com os ¢* funcées analiticas de’ z = u' +iu® temos
que x(uy,us) representard uma superficie minimal M C R3°.

Campos Vetoriais Isotrépicos Associados a Campos Espinoriais Lorentzianos
e de Majorana

Considere agora o espago (vetorial) real RM2. Este espago apresenta naturalmente vetores
isotrépicos k = (k! k2, k3) € R*! com os k' € R, i = 1,2,3. representando uma “tripla

Pitagorica” de nimeros reais, i.e.,
Kok = gyk'n = (k1) 4+ (k7)? — (k%) = 0. (3.78)

3

Podemos portanto expressar, x', k2, k% em termos de somente dois niimeros complexos

independentes g e ¢ como segue:

k' = @f — o} K2 = 200015 K2 = (0f + 7). (3.79)

Os nuimeros complexos ¢g, 1 sao ditos as componentes de um spinor de Majorana
bidimensional ¢ = (:Z?) (que denominaremos também como sendo puro [6]). Da Eq.(3.79)
vemos imediatamente que os spinores (3‘1)) e (:i‘;) determinam o mesmo vetor complexo
¢ € R*'. O conjunto C* = {p = (z(l’), ©o, 1 € C} é chamado de espago espinorial
de Majorana. Estes objetos formam base da representagao do grupo SU(1,1) que é o
recobrimento do grupo (especial) SO(2,1) de pseudo-rotagoes em R*! [31, 47].

Fixada a base espinorial =,, considermos o representante de um campo espinorial de

Lorentz
R € sec Pgying , R x C. (3.80)

Seguindo a notagao introduzida na Eq.(2.19), teremos % : R*® — C2.Considere a
parametizagao de U C M dada por x : D > (u!,u?) — x(u', u?) = x e seja

k=Fkox:D — C2 (3.81)

9Recorde-se da Eq.(3.61).
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O campo espinorial & determina um campo isotrépico 7: M — C3 tal que seu represen-
tante na parametrizgao escolhida (¢ = 7o x) tem componentes

Hut, u?)
v(ut u?) = | At e?) |, (3.82)
B(ut, u?)

onde os ¢" estao relacionadas com componentes de ¢ por uma férmula andloga & Eq.(1.90)
(ou ainda por outras eventualmente mais convenientes, como por exemplo uma anéloga a
representagcao de Weirstrass que discutimos acima.

3.1.6 Superficies Minimas e Maximas Associadas a Campos
Vetoriais Isotrépicos

Nesta secao utilizaremos a notacao C 3 z = u + v, onde u,v € R.

Hiperbdlicos Euclidianos

Levando em consideracao a discussiao de como gerar algumas superficies minimais em R3°
ou maximais em R?! ou R'2, considere agora o seguinte campo espinorial Euclidiano @
tal que seu representante na parametrizagao dada por (u,v) possui componentes analiticas
dadas por

o(z) = (A+1B) (?8) A, BER, A+iB#0, (3.83)
©a(2) — ¢3(2) = —cosh z, i(p3(z) + ¢i(2)) = isinh 2. (3.84)

Tal campo espinorial Euclidiano pode ser usado como ja sabemos para gerar um campo
vetorial complexo isotrdpico, e.g., #(z) = (¢*(2), $*(2), ¢*(2)) com

¢1 2 2 ¢2 2 2 ¢3
Aip ~ P e b gre = ileo ) = deoshz Gmy =

1 (3.85)

Entao temos que

/ " FQC = (—(A+iB)cosh 2, (A -+ iB)sinh z, (A +B)2) + const, (3.5
0

de onde obtemos usando-se a Eq,(3.68) e a Eq.(3.69) dois campos vetoriais que descre-
vem superficies minimais M, M’ C R3°, (que, com escolha conveniente da constante de
integragao) sao respectivamente (y = B/A):
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u+iv
s (u,v) = Re /0 B p(C)dC

= —A(cos v coshu — y sin v sinh u, sin v cosh u + x cos v sinh u, yv — u),
(3.87a)

u+iv
¥y, 0) = Im /0 Oy p(O)dC

= A(sinwvsinhu — x cos v cosh u, cosv sinh u — x sinv coshu, v + yu). (3.87b)

Hiperbdlicos de Lorentz

Agora vamos analisar o caso de uma superficie maximal M C R'? (métrica de Lorentz)
gerado por intermédio de um campo espinorial conveniente (veja o caso anterior) com o
qual se constro6i um campo vetorial (complexo) isotrépico ¢ tal que

/u+w %1 (Q)d¢ = (A +iB, —i(A +iB) sinh(z), —(A +iB) cosh(z)) + const,  (3.88)
0

que fornecem pelas Eq(3.68) e Eq.(3.69) dois campos vetoriais posi¢cao que representam
duas superficies maximais M, M’ C RY?, que denotaremos (com escolha conveniente da
constante de integragao) respectivamente

xpr(u, ) = Re fo ol (O)d¢
= (Asinhusinv + B coshucos v, Asmhucosv —|— Bcoshusinv, Au — Bv),

X (u,v) = Im f e ¢HL )d¢

= (—Acoshucosv + Bsinhussinv, —Bsinhucosv — A coshusinv, Av + Bu).

(3.89)

Hiperbdlicos de Majorana

Agora vamos analisar o caso de uma superficie maximal M C R*! (métrica de Majorana)
gerado por intermédio de um campo espinorial conveniente (veja o caso anterior) com o
qual se constréi um campo vetorial (complexo) isotrépico ¢y tal que

/u+w 0 (Q)dC = (—(A +iB)sinh z,i(A +iB) cosh z,i(A +iB)) 4 const,  (3.90)
0

que fornecem pelas Eq(3.68) e Eq.(3.69) dois campos vetoriais posi¢do que representam
duas superficies maximais M, M’ C R*!, que denotaremos (com escolha conveniente da
constante de integragao) respectivamente

xpar(u,0) = Re [i™ 0, (Q)d¢
= (—Acoshucosv 4+ Bsinhusinv, —B smhucosv — Acoshusin v, —Av — Bu),

u+iv
Xy (w,v) = Im [ 60, (€)dC
= (—Bcoshucosv — Asinhusinv, Asinhucosv — B coshusinv, Au — Bv).
(3.91)
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Elipticos Euclidianos

Vamos agora, definir um campo vetorial complexo isotrépico Euclidiano ¢gg (gerado por
um campo espinorial Euclidiano apropriado) tal que

/u+w % -(Q)d¢ = ((A+iB)sin z, (A +iB) cos z,i(A +iB)) + const, (3.92)
0

do qual pelas Eq(3.68) e Eq.(3.69) obtemos dois campos vetoriais posigao que representam
duas superficies minimais M, M’ C R3°. Com escolha conveniente da constante de
integracao temos:

xpp(u,v) = Re i ol p(¢)d¢
= (—Acosucoshv — Bsinusinhwv, Asmucoshv - B cosusinh v, —Av — Bu),

Xpp(u,v) =Im f p CbEE )d¢

= (—=Bcosucoshv + Asinusinhv, Bsinwucoshv + Acosusinhv, Au — Bv).

, (3.93)

Elipticos de Lorentz

Analisemos agora caso de uma superficie maximal M C R (métrica de Lorentz) gerado
por intermédio de um campo espinorial conveniente (veja o caso anterior) com o qual se
constréi um campo vetorial (complexo) isotrépico ¢y, tal que

/u+w % ()d¢ = (A +iB, (A +iB)sinz, (A +iB) cos z) + const, (3.94)
0

que nos fornece dois campos vetoriais vetores posicao (Eq(3.68) e Eq.(3.69): represen-
tando superficies maximais M, M’ € RY? tais que

+
xpr(u,v) fu Yol (Q)dC

= (Au — Bv,—Acosucoshv — Bsinusinh v, Asmucoshv — Bcosusinhv),

X (u,v) = Im f e ¢El

= (Av + Bu, —B cosucoshv + Asinusinh v, Bsmucoshv + Acosusinhv).

(3.95)

Elipticos de Majorana

Analisemos agora caso de uma superficie maximal M C R?! (métrica de Majorana)
gerado, como nos exemplos acima por intermédio de um campo espinorial conveniente
com o qual se constréi um campo vetorial (complexo) isotropico ¢pys tal que

/U+w qb]]f;M(C)dC = (—(A+iB)sinz,—(A+1iB)cos z, A + iB) + const, (3.96)
0
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que nos fornece (Eq(3.68) e Eq.(3.69)) dois campos vetoriais posigao representando
superficies maximais M, M’ € R>! tais que

i (u,v) = Re i ¢ (Q)dC
= (Acosucoshv + Bsinusinhv, Asmucoshv + Bcosusinhv, Au — Bv),

u+iv
Xpar (w,0) = Im 777 @l (€)dC
= (Bcosucoshv — Asinusinhv, —A cosusinhv — Bsinucoshv, Av + Bu).

(3.97)

3.2 Imagens das Superficies Minimas e Maximas
Geradas pelo Maple

Nesta segao vamos plotar as superficies acima definidas (geradas pelo Maple) para alguns
valores das constantes A e B, Para identificarmos se alguma tem uma forma geométrica
que possa ser associada a um F'S.

Euclidiano Euclidiano
R Real, fatores A=1,B=0 R Real, fatores A=0,B=1

Euclidiano FEuclidiano
R Imag, fatores A=1,B=0 R Imag, fatores A =0, B =1

Figura 3.1: Superficies geradas através de campos vetoriais posi¢ao produzidos a partir
de campos vetoriais isotropicos hiperbdlicos no caso Euclidiano.
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Catenoide de Lorentz
R Real, fatores A=1,B=0

18

Hélice de Lorentz
R real, "Canhota" A =0, B =1

Catenoide de Lorentz
R Real, fatores A =-1, B =0

Hélice de Lorentz
R Real, "Destra A =0, B=-1
24 i
14
0.4

05

Figura 3.2: Superficies geradas através de campos vetoriais posicao produzidos a partir
da parte real de campos vetoriais isotropicos hiperbdlicos no caso da métrica de Lorentz.
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Heélice de Lorentz Hélice de Lorentz
R Imag, "Destra" A =1, B=0 R Imag, "Canhota" A =-1, B =0

Catenoide de Lorentz Catenoide de Lorentz
R Imag, fatores A =0, B =1 R Imag, fatores A =0, B =-1

18

Figura 3.3: Superficies geradas através de campos vetoriais de posicao produzidos a partir
da parte imaginaria de campos vetoriais isotropicos hiperbélicos no caso da métrica de
Lorentz.
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Helice de Majorana
R Real, "Canhota™ A =1, B=0

Catenoide de Majorana
R Real, fatores A =0, B =1

Helice de Majorana
R Real, "Destra" A=-1, B=0

26

28

14

Catendide de Majorana
R Real, fatores A =0, B =-1

Figura 3.4: Superficies geradas através de campos vetoriais posicao produzidos a partir da

parte real de campos vetoriais isotrépicos hiperbdlicos no caso da métrica de Majorana.
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Catenoide de Majorana Catendide de Majorana
R Imag, fatores A =1, B =0 R Imag, fatores A -1, B =0

Helice de Majorana Helice de Majorana
R Imag, "Canhota” A =0, B =1 R Imag, "Canhota' A =0, B =-1

B

Figura 3.5: Superficies geradas através de campos vetoriais posi¢ao produzidos a partir
da parte imagindria de campos vetoriais isotrépicos hiperbdlicos no caso da métrica de
Majorana.
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Euclidiano Euclidiano
R Real, fatores A=1, B=10 R Real, fatores A=0,B=1

Euclidiano Euclidiano
R Imag, fatores A=1,B=10 R Imag, fatores A=0,B=1

Figura 3.6: Superficies geradas através de campos vetoriais posicao produzidos a partir
de campos vetoriais isotropicos elipticos no caso Euclidiano.
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Helice de Lorentz Helice de Lorentz
R Real, "Canhota™ A=1, B=0 R Real, "Destra'" A=-1, B=0

Catenoide de Lorentz Catendide de Lorentz
R Real, fatores A =0, B =1 R Real, fatores A =0, B =-1

Figura 3.7: Superficies geradas através de campos vetoriais posicao produzidos a partir
da parte real de campos vetoriais isotrépicos elipticos no caso da métrica de Lorentz.
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Catendide de Lorentz Catenoide de Lorentz
R Imag, fatores A =1, B =0 R Imag, fatores A =-1, B =0

Helice de Lorentz Helice de Lorentz
R Imag, "Canhota" A =0, B =1 R Imag, "Destra" A=0, B =-1

Figura 3.8: Superficies geradas através de campos vetoriais de posi¢ao produzidos a partir
da parte imaginaria de campos vetoriais isotrépicos hiperbdlicos no caso da métrica de
Lorentz.
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Helice de Majorana Helice de Majorana
R Real, "Canhota" A=1, B=0 R Real, "Destra" A=-1, B=0

6

286

'Q.é] 06
14
Catenoide de Majorana Catendide de Majorana

R Real, fatores A =0, B =1 R Real, fatores A =0, B =-1

Figura 3.9: Superficies geradas através de campos vetoriais posi¢ao produzidos a partir
da parte real de campos vetoriais isotrépicos elipticos no caso da métrica de Majorana.
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Catenoide de Majorana Catenoide de Majorana
R Imag, fatores A =1, B =0 R Imag, fatores A -1, B =0

Helice de Majorana Helice de Majorana
R Imag, "Canhota" A =0, B =1 R Imag, "Canhota® A =0, B =-1

=]

Figura 3.10: Superficies geradas através de campos vetoriais posi¢ao produzidos a par-
tir da parte imaginaria de campos vetoriais isotrépicos elipticos no caso da métrica de
Majorana.
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Helicoide
R Imag, "Canhoto" A =1, B =1

04
24

44

6.4
34 -14 0B 25388

Helicoide
R Imag, "Destro” A=-1, B=-1

Figura 3.11: Helicoides sao encontrados em todas as métricas analisadas, basta usarmos

os parametros A = £B.
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O que podemos notar é que as superficies maximais M C RY? (métrica de Lorentz)
geradas por campos vetoriais (complexos) isotrépicos hiperbélicos tém curvatura de Gauss
positiva, enquanto que as superficies minimais M C R3? (métrica Euclidiana) e as su-
perficies M C R*»! (métrica de Majorana) tém curvatura de Gauss negativa. As hélices de
Lorentz e Majorana apresentam um “buraco no centro, enquanto as hélices Euclidianas
nao tém um “buraco”.

Notamos que apenas os catenoides de Lorentz ou Majorana admitem singularidades
isoladas ou conicas. Os catenoides Euclidianos apresentam uma “garganta aberta” que
comunica as duas folhas da superficie; diferentemente dos casos com métrica de Lorentz ou
Majorana onde as folhas conicas s6 se comunicam se estiverem acopladas a uma “corda”
(sendo este, o modelo do F'S sugerido por Kiehn em [26]).
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APENDICE A

FALACO SOLITONS

Como dito na introdugao a motivacao para os estudos matematicos da presente dissertacao
foram os “Solitons de Falaco” (FS, do inglés “Falaco Solitons”), descobertos pelo Professor
R. M. Kiehn' [26], e apresentados na Figura A.1 (retirada de [26]), que mostra trés pares
de FS, alguns minutos apods terem sido criados. Cada F'S consiste em um par de saliéncias
(covinhas) rotacionais globalmente estabilizadas na descontinuidade de densidade ar-agua
na superficie da piscina. A primeira vista, a forma geométrica desses defeitos (as saliéncias)
¢é como se tivessem sido criadas por uma caneta com ponta em forma de cone que forgasse
uma cama elastica, causando uma deformacao em forma de cone. Entretanto as covinhas
de um FS nao sao estruturas estaticas, elas possuem uma rotacao dinamica. Nao é
visto na fotograﬁaQ, mas cada par de covinhas contra-rotantes parece a primeira vista
possuir um vértice (um ponto singular) que se encontra conectado por uma singularidade
unidimensional (uma “corda”) ao vértice da outra covinha do par. A conexao, muito fina
(a “corda”), pode ser vista colocando-se gotas de tinta no fluido préximo a depressao
(de preferencia antes deste se estabilizar). Estes objetos, ao que tudo indica, sdo estados
dinamicos da matéria longe de seu equilibrio termodinamico, e visto que permanecem
(em movimento) por varios minutos na dgua, mantendo sua coeréncia topoldgica, é licito
inclui-los na classe de objetos topoldgicos chamados solitons.

1O Professor R. M. Kiehn, B. SC. 1950, Ph.D. 1953, Fisica, Curso VIII, MIT, comecou sua carreira
trabalhando (durante os verdes) no MIT, e no projeto de submarino nuclear da marinha americana. Dr.
Kiehn se tornou professor de Fisica na Universidade de Houston em 1963. Hoje ele é aposentado como
professor emérito de fisica e vive em uma pequena vila no sudeste da Franca. Segundo as préprias palavras
do professor: “Os “Solitons de Falaco” vieram a minha atencao em 1986, quando em visita a um velho
colega de classe do MIT, José Haroldo Falcao, em sua piscina sob os brilhantes raios solares brasileiros
no Rio de Janeiro. No MIT, Haroldo foi sempre conhecido como Falaco, apés ter marcado 2 gols em uma
partida de futebol no MIT, e os jornais locais terem escrito errado seu nome. Assim eu coloquei os nomes
dos defeitos topoldgicos de “Solitons de Falaco”. Haroldo ird tomar seu lugar na Histéria.

2Um “link” & um video demonstrando o processo de formacio dos F'S pode ser encontrado em [51].
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FALACO SOLITONS

Topological Defects in a swimming pool

iy,

*Solar elevation Spm ™™g

¥
Surface Dimple projects to Black Hole by Snell refraction

Note Spiral Arms

Figura A.1: Solitons de Falaco, defeitos topoldgicos em uma piscina.

A principal propriedade dos FS, como apresentada em [26], é o fato deles poderem
ser modelados do ponto de vista matematico, como duas covinhas representadas por
superficies de curvatura média nula conectados por uma ‘corda’ ou mais realisticamente
por uma garganta aberta. A razao que levou Kiehn a conjecturar o uso de superficies de
curvatura media nula é o fato de que quando um FS; se encontra iluminado, observa-se a
formagao de sombras circulares negras no piso da piscina. Em contraste com a cor escura
da sombra temos a formacao de um anel brilhante ou halo de luz focada contornando-a.
Nota-se que a manchas negras no fundo da piscina sao circulares e ndo elipses distorcidas,
nao importando a elevacao solar, i.e., a projecao de cada uma das secoes circulares das
covinhas (paralelas ao no fundo da piscina) no fundo da piscina é “conforme”.
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APENDICE B

PONTOS EXTREMOS DO
QUOCIENTE DE FORMAS
QUADRATICAS

Considere as formas quadraticas b: R? - Re g : R? - R,

S
—~
»
~—
Il

b($1,$2> = Zijblj'(X)%il'j = bl'j(X).fi.CCj, bij = bji; Z,] = 1,2
glat,2®) = Cgn(x)zte! = bu(x)a*a’, gij = gji, k,1=1,2 (B.1)

2
X
I

Agora, suponha que g(x) #0, Vx € R? e considere a fungao

h(x) = -t (B.2)

Queremos determinar o méximo e/ou minimo de k. Devemos ter que as coordenadas
(x',2?), que darao o mdximo e/ou minimo de k,obedecam a:

ok

= =1,2. B.
e 0, m , (B.3)



Assim, temos:

(gri(x)xkat)?

(gri(x)2*0}, + gra(x)2'dy, ) (bij(x)x'27)
(gr(x)akat)?
Dbim (%) k(x) g (%)

B ITEY
= m[(bzm(x) - k(X)gmi(X))]ZL’Z = 0. (B4)
Agora, o sistema linear (b;,(x) — k(X)gmi(x))z* = 0 tem solugao nao trivial se e
somente se
det[bim (x) — k(x)gmi(x)] = 0, (B.5)

a qual fornece os valores maximos e minimos de k(x).
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APENDICE C

ESPACOS AFINS AV

Comecemos por recordar que um espago afim! A" é uma tripla (S, V,0) onde S é um
conjunto cujos elementos sao ditos pontos do espaco afim, V é um espaco vetorial real
n-dimensional e © : § x § -V ¢é a operacao dita diferenga de pontos, tal que dados trés
pontos distintos x,y,0 € S temos

(xOo)+(yoz)=yOo. (C.1)
Também Vz € § temos x © x = 0 € V. Fixado um ponto o € § temos ademais que
{(zx©0)|zeS}=V. (C.2)

Nestas condigdes da uma base arbitrdria {e;} de V, tomemos-se n pontos distintos b; € S
tais que
e :=bOo. (C.3)

Nestas condigoes podemos associar a cada x € S o vetor x€ V dado por
x=z—0=21'e. (C.4)

Os 2%, i =1,2,---,n sao ditos as coordenadas cartesianas de x € S na base afim
(0,{€;}). A construcdo apresentada mostra que fixada uma base afim (o, {e;}) podemos
identificar A" com o R™. Denotando os elementos de R por letras em negrito, podemos
identificar a operagao © agindo em § X § com a operagao

—:R" x R — R",

y—x=(y" —a' vy —2?

'Maiores detalhes podem ser encontrados, e.g., em [44].
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Definigao 205. Seja A™ um espago afim. Dadox € S o conjunto TS = {(yOz) |ye S}}
=V ¢ dito o espago tangente a S em x (ou algumas vezes o espaco tangente a A™ em
x). Os elementos de T,S sao ditos vetores tangentes a S em p.

Definigao 206. O conjunto |J,.sT,S € dito o fibrado tangente de S (ou ainda o fibrado
tangente de A™).

Definigao 207. Dados dois pontos distintos x,x' € S diremos que os vetores tangentes
v, = v'e,€T,S e w, = w'e;€TyS sao paralelos se v’ = w'.

Definigao 208. Dado um espaco afim A" um tensor métrico de assinatura (p,q) em
xr € S € uma aplicacao g, : T,S xT,S — R que satisfaz as propriedades da defini¢ao
acima.

Dada uma base afim para A" tais que as coordenadas de um ponto genérico z € S
sejam {z'} denotaremos por {dz’| } a base de TS (o espaco cotangente & S em x) dual
a base {e| } = {a?ci
todos os espacos tangentes e também todos os espagos cotangentes e assim escreveremos
doravante {e;| } = {e;} e {dz'|,} = {dz'} sempre que de tal convengao nao resulte

.1~ Dada a definicao de paralalelismo acima podemos identificar

confusao.

Definigao 209. Um campo tensorial continuo g diferencidvel de assinatura (p,q) para A"
¢ uma segao do fibrado T3S, i.e., o objeto que se escreve dadas as coordenadas cartesianas
de A", onde as g;; : R™ — R sao aplicacoes diferencidveis.

g = Gij (x)dx' ® da? (C.6)

Definicao 210. Um par (A", g) serd dito um espago afim métrico.
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