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Abstract

In this work we study the vector-valued Hardy spaces HP(A; F) (1 < p < o). We also
study the Banach spaces with the properties ARNP and RNP and the UMD spaces. We also
study the Banach spaces with the RNP and ARNP properties, and also the UMD spaces. By
following the approach of Taylor [36],[37] in the scalar-valued case, we prove that, when F' and
F’" have the ARNP property, when (H?(A;F)) and H?(A; F) are canonically topologically
isomorphic (for 1 < p, ¢ < o0, % + % = 1) if and only if F' is UMD.
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Resumo

Neste trabalho, estudamos os ja conhecidos espagos de Hardy de funcoes holomorfas
HP(A; F), 1 < p < oo. Estudamos também os espagos de Banach com as propriedades RNP
e ARNP e os espacos UMD. Tendo introduzido estes, a partir de resultados voltados para o
caso complexo dos artigos de Taylor [36], [37], que demonstram que (HP(A)) e HY(A) sao
canonicamente topologicamente isomorfos para 1 < p < oo, com ¢ conjugado de p, demonstra-
mos que sob as condigoes de F' e F” terem a propridade ARNP, (HP(A; F)) e HY(A; F') sao
canonicamente topologicamente isomorfos (para 1 < p,q < oo, % + % = 1) se, e somente se, F'

¢ UMD.
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Introducao

Temos como principal objetivo neste trabalho, a procura de uma representacao do dual do
espago de Hardy HP(A; F'), quando F' é um espago de Banach. Em particular, se considerarmos
que F e F’ tem a propriedade ARNP, obtivemos condi¢des necessarias e suficientes para que
(HP(A; F)) seja H1(A; F'), onde s@o p e ¢ indices conjugados.

Para obtermos estas condigoes, nos delineamos em grande parte pelos artigos de Taylor
[36] e [37]. Nestes, Taylor d4 uma representagao para o dual de H?(A;C) = HP(A), de maneira
que este é canonicamente topologicamente isomorfo a HI(A).

Alguns espagos com propriedades de destaque no trabalho, sao os espagos UMD ( ‘Un-
conditional Martingale Differences’), espagos com a propriedade RNP (Propriedade de Radon-
Nikodym) e espagos com a propriedade ARNP (propriedade de Radon-Nikodyn Analitica).
Esta ultima propriedade foi apresentada por A. V. Bukhvalov [5]. Temos aqui, uma extensao
ao caso vetorial do trabalho feito por Riesz [31] no caso complexo. Vale lembrar que Ryan
[34],[35] obtém o mesmo resultado que Bukhvalov para espagos reflexivos e separaveis, pouco
mais de dez anos antes. Um espaco F' que tenha a propriedade ARNP, admite um isomorfismo
topologico canodnico entre os espagos de Hardy HP(T'; F') e HP(A; F).

Definimos os axiomas P;,. .., Py, sempre relacionados a subespagos vetoriais de H(A; F))
denominados espagos normados do tipo H(A; F'), para k = 1,...,7. Aplicamos o estudo teérico
das propriedades destes espagos aos espagos HP(A; F'), sendo estes espagos do tipo H(A; F)7,
caso F' tenha a propriedade ARNP.

Construimos os espagos H® (do inglés ‘bounded’) e H¢ (do inglés ‘convergence’).
Estes sao obtidos a partir de espagos do tipo H(A; F')3 e demonstramos que os mesmos sao do
tipo H(A; F"),. Tais espagos apresentam grande importancia quando estudamos a dualidade
do espacos de Hardy.

Outro fato importante nesta tese é o destaque que damos aos espacos fracos, sempre
utilizando da letra ‘w’ (do inglés ‘weak’) e o estudo que procuramos fazer de cada um deles.
Por exemplo, no caso dos espagos LP(T'; F'), demonstramos que L2 (T; F') é um espago de Banach
com uma determinada norma, sobre a hipoétese de que F' seja reflexivo. Relacionamos ainda,
ao final, os espagos de Hardy fracos HP(A; F), 1 < p < oo, com a dualidade dos espagos de
Hardy tradicionais. Veremos que numa quantidade restrita de espagos ocorre que H? (A; F') =
HP(A; F), diferentemente do caso das fungoes holomorfas H(A; F') onde, independentemente
do espago de Banach F' em questao, H,(A; F) = H(A; F).

Em resumo, os principais resultados obtidos sao o Teorema de Representagao 6.1 e os
Teoremas 7.9 e 7.15, que relacionam respectivamente, a propriedade UMD com a existéncia de
isomorfismo topolégico candnico e com a igualdade HP(A; F') = HP(A; F), para 1 < p < o0.



Capitulo 1
Espagos LP(T'; F)

Nao s6 neste capitulo, como em todo este trabalho, F' sempre denotard um espaco de
Banach complexo.
Temos ainda,

T ={z€C;lz| =1},

ou seja, 1" representa a circunferéncia complexa unitéaria e,

A={zeC;lz| <1},

isto é, a letra grega A representara o disco unitario aberto do plano complexo. No que segue,
apresentamos inicialmente algumas defini¢oes conhecidas em Analise Funcional. Nestas, sempre
temos as fungoes restritas a 7' com imagem em F', devido ao nosso interesse de estudo, sendo que
tais fungoes poderiam ser mais gerais, com dominio sendo qualquer espago de medida. O mesmo
ocorre quando nos referirmos a medidas vetoriais, pois a o-algebra poderia ser qualquer outra
e nao necessariamente a de Borel, bem como o espago mensuréavel um compacto de Hausdorff
qualquer e nao simplesmente 7.

Para cada valor 1 < p < 00, consideraremos ¢ como indice conjugado de p, isto é,

+ = =1. No caso p = oo temos ¢ = 1 e vice-versa.

141
P q

1.1 Integral de Bochner

Daremos agora a defini¢ao de integral de Bochner. Nesta se¢ao, p1 sempre denotara uma
medida de Borel (complexa) em T'. Por isto, em todas as definigbes e resultados que seguem,
devemos levar em conta que estamos considerando o espago de medida (T, B, 1), onde B é a
o-algebra de Borel em 7. Uma definicao mais geral de o-algebra pode ser encontrado em Bartle
[1], pagina 6. Omitiremos algumas demonstragoes, sendo que estas podem ser encontradas no
livro do professor Mujica indicado em [28].

Definigao 1.1. Uma fungao f : T — F é simples, se existem conjuntos disjuntos Ay, ..., A €
B e vetores by, ...,b, € F tais que



para todo § € T, onde x4, ¢ a fungao caracteristica correspondente ao conjunto A;. Entao,
para cada A € B definimos

k
/Afdu = ZM(A N Aj)b;.

Proposicao 1.2. Seja f : T'— F uma funcao simples. Entao sao validos para cada A € B e
v e F:

a)l/}(/Afdu)z/Awofdﬂ;
b) 1| [ saull < [ 1l

Definigao 1.3. a) Uma fungao f : T — F' é mensuravel, se existe uma sequéncia de fungoes
simples f,, : T — F' que converge (pontualmente) para f quase-sempre.

b) Uma fungdo mensuravel f : T — F é Bochner integravel, se existe uma sequéncia de
fungoes simples f,, : T' — F' tal que

iy [ 14, = fldn = .
n—oo T

Podemos assim, definir a integral de Bochner como:

/ fdp=tim | fudn,
A A

n—oo

para cada A € B.

Observagao: O item (a), quando F for separavel, é equivalente & definigdo apresentada em
alguns livros, afirmando que uma funcao f : T — F é mensuravel, se dado um aberto U C F,
entao f~1(U) € B. No item (b), podemos afirmar que a integral de Bochner

/A Fd (1.1)

esta bem definida, pela Proposicao 1.2. Isto porque, a proposi¢ao garante que a sequéncia

(o)



é de Cauchy e, também garante que o valor da integral (1.1), vista na tultima observagao,
independe da escolha da sequéncia (f,,)nen-

A proxima proposicao apresenta propriedades bastante tuteis quando trabalhamos com
integrais de Bochner.

Proposicao 1.4. Seja f : T' — F' Bochner integravel. Entao:

a) A fungdo o f: T — C é integravel e
o [ sau) = [ veran
A A
b) A fungdo ||f]| : T — R é integravel e

|/ ga < [ 1510

Daqui para frente trabalharemos apenas com a medida de Lebesgue m dada por:

para cada i) € F' e A € B.

para cada A € B.

m(A) = - / 14,

2T A

para todo A € B, onde 1(e??) = 1 para todo 6 € [0, 27].
Na sequéncia, apresentamos o conceito de mensurabilidade fraca e uma relagao desta
com a mensurabilidade que apresentamos:

Definigao 1.5. Uma funcao f : T — F é fracamente mensuravel, se para todo ¢ € F’ valer
vof: T —C
¢ uma funcao mensuravel.

Defini¢ao 1.6. Uma funcao f : T — F ¢é denominada de valor separavel se o conjunto
{f(t) : t € T} é separavel. Ela é dita de valor separével quase-sempre, se existe um subconjunto
To C T, com medida nula, tal que {f(¢t) : t € T\Ty} seja separavel.

Teorema 1.7. (Pettis) Uma fungao f : T — F' é mensuravel se, e somente se, f é fracamente
mensuravel e quase-sempre de valor separavel.

Demonstragao: Ver Diestel e Uhl [13], pagina 42. B



1.2 Espacos LP(T; F)

Definigao 1.8. Seja 1 < p < co. Denotaremos por LP(T; F') o espago de Banach das (classes
de) fungées f : T — F, que s@o mensuraveis com respeito & medida de Lebesgue em T
satisfazendo || f||, < co onde:

7= (3 [ i) a<p<o

o Ifllo = esssup [|f(e”)]
0o<o<2m

sendo que esta ultima expressao, denominada supremo essencial, representa o valor

inf{ sup |[lg(e”)| : g€ Cy},
0<6<2r

onde Cf é o conjunto das fungoes g mensuraveis com valores em F', que coincidem com f
quase-sempre.

Observagao: No caso de p = oo, ainda temos que ||f|le = inf{c > 0 : || f(e?)| <
¢, quase sempre}.

Nota: Quando F' = C, escrevemos LP(T;C) = LP(T).

Para muitos dos espacos que veremos a frente, definiremos o espago fraco correspon-
dente, sempre utilizando da letra ‘w’ (do inglés ‘weak’) para diferenciagdo. Na proxima secao,
ja temos um primeiro exemplo.

1.3 Espagos L2 (T F)
Definicao 1.9. Para cada 1 < p < oo, denotamos por

LP(T;F)={f:T — F ;¢o f e LP(T) para toda ¢ € F'},
o espaco das fungoes fracamente Lebesgue integraveis.

Observacao 1.10. E facil ver que LP(T; F) C L2 (T; F) para todo 1 < p < oo e, que a igual-
dade ocorre quando F' tem dimensao finita. Pergunta: serd que existem casos onde aconteca a
igualdade se F' tiver dimensao infinita?

Proposicao 1.11. Paracada 1 <p < oo e f € LE(T; F) o seguinte supremo ¢ finito:

sup [0 fll,.

Yel|pl<1



Demonstragao: Demonstraremos o caso 1 < p < co. Para o caso p = 0o, a demonstragao
segue de forma andloga. Para cada f € L2 (T; F), seja a transformagao linear dada por:

Sy F' — LP(T)
Y — Ypof
Vejamos que a funcao Sy é continua, a partir do Teorema do Gréfico Fechado. Tendo
mostrado este fato, obteremos o desejado, pois

1 27 ) p
s = sw (5 [ lwestrepas)
YeF lv<1 \ 4T Jo

Seja (1, )nen uma sequéncia que converge a ¢ € F’. Suponhamos que Sf(¢,,) converge
a g e LP(T), ou scja,

n—oo

1 2 ] ) %
lim <%/0 |9 © f(ezo) — g(ela)deH) = 0.

Escrevemos h,,(e?) = 1, o f(e?) e obtemos que h, — g em LP(T). Por resultados
que podem ser encontrados em Bartle [1| paginas 72 e 73, podemos afirmar que existe uma
subsequeéncia (h,, ) de maneira que hy, (e") — g(e”) quase sempre. Portanto,

g(e"”) =1 o f(e”)
quase sempre. Ou seja, g = S¢(y) € LP(T'). Mostramos assim, que Sy é continua. l

Para a demonstracao da proxima proposicao, precisaremos da terminologia e resultado
seguintes:

Notagao: Se F e F sao espagos de Banach, entdao L(E; F') denota o espago das transformagoes
lineares continuas de E' em F'.

Resultado: O espago L(FE; F'), como a norma usual para transformagoes lineares, é Banach.

Proposicao 1.12. Para cada f € L2 (T;F) e 1 < p < 00, se definirmos

Ifll; = sap  lvro fllp,

YEF [lP[I<1

sendo este o mesmo supremo da proposi¢cao anterior, entao temos que:

a) (LL(T; F), ||.|l;)) ¢ um espago normado.

Se ainda, F for reflexivo, sao vélidos os seguintes itens:

b) O espaco (L2 (T; F), ||.||,) é isometricamente isomorfo ao espago L(F"; LP(T)).

c) (L5 (T; F),|.]l;)) ¢ um espaco de Banach.



Demonstracao: O item (a) ¢ imediato da Proposi¢ao 1.11. Provemos o item (b). Seja a
aplicagao

S:LP(T;F) — L(F';LP(T))
f = Sfa

onde S;(¥)(e?) = (f(e?)), para cada ¢» € F' e § € [0,27], conforme apresentamos na
proposicao anterior.

Pela defini¢ao de L2 (T; F"), podemos ver que S estda bem definida. Além do mais, é
um mergulho isométrico pois:

ISl = sup  [[Sp()l[ = sup o fll, =[£I}

YeF [lp<1 PeF |[y]<1
Mostremos que S é sobrejetora obtendo que a mesma é um isomorfismo isométrico.
Seja entao R € L(F'; LP(T)).
Como R é linear e continua, para cada e € T, temos que a funcao

Rg : F/ — C
Y — R()(e"),
é um elemento de F”.

Sendo F reflexivo, existe um tunico ay € F tal que Ry(v)) = ¢(ay), para todo ¢ € F".
Definamos

f-T — F

e? —  ay.

Neste caso, para todo e € T e todo ¢ € F’, temos

V(f(e?) = v(ag) = Ro(¥) = R(¥)(e”)

e, ainda ¥(f) = R(¢), resultando que f € L2 (T;F). Por defini¢do, Sy = R, concluindo o
desejado. W



Capitulo 2

Espacos de Hardy com Valores Vetoriais

I have never done anything 'useful’. No discovery of mine has made, or is likely to make,
directly or indirectly, for good or ill, the least difference to the amenity of the world.!

Apresentaremos aqui, os espacos de Hardy. O nome vem como uma homenagem ao
trabalho do matemaético inglés Godfrey Harold Hardy (07/02/1877 - 01/12/1947). Filho de
professores inclinados para a matematica, demonstrou afinidade com esta ciéncia exata desde
crianca, quando aos dois anos de idade, ja contava ntmeros até chegar aos milhoes e, quando
levado & igreja, se divertia fatorando os ntimeros representantes dos hinos de cada culto.

G. H. Hardy

2.1 Funcoes Holomorfas

Definigao 2.1. Uma funcao f : A — F é holomorfa em A se para todo z € A existir o
limite
flz+h) - f(z)

lim
h—0 h ’

fato que é equivalente a afirmar que f pode ser expressa como a série

'Frase citada por Hardy, em seu livrto A Mathematician’s Apology, 1940.



f(Z) = Z anzn7
n=0

onde a, € F. Denotaremos o espaco das fun¢oes holomorfas por H(A; F'). Se F' = C, escreve-

mos H(A) em lugar de H(A; C).

E um resultado conhecido que todo elemento de H(A; F) é continuo.

Escrevemos agora, a, = 7v,(f). A série acima, converge uniformemente e absoluta-
mente em discos abertos D, = {z;|z] < r} para 0 < r < 1. Notemos ainda que para a, 3 € C,
vale:

Mmlaf +B89) = a(f) + Bm(9),
para todas f,g € H(A; F).
Definigao 2.2. Denotamos por
Ho(A;F)={f: A — F;¢po feH(A),VY € F'}.
o espaco da funcgoes fracamente holomorfas.
Proposicao 2.3. E valida a seguinte igualdade
Hu(A;F) =H(A F).

Demonstragao: Ver Mujica [28], pagina 65. B
No que segue, sempre p é varidvel real com 0 < p < 1. Utilizaremos f,g e h como
simbolos representantes de elementos de H(A; F).

Definigao 2.4. Definimos para cada v € F', com ||v|| = 1, os seguintes elementos:
(2) = 2",

para z € A.

Definigao 2.5. Se f € H(A;F) e se t € R, escrevemos g = U, f quando g é o elemento de
H(A; F) definido por g(z) = f(ze), z € A.

Definigao 2.6. Se f € H(A; F) e se w é um namero complexo tal que |w| < 1, escrevemos
g=T,f, quando g ¢ um elemento de H(A; F) definido por ¢g(z) = f(zw), z € A.

Observamos que U, = T.it, para todo t € R. E facil verificar que, paraw € A, en € N
Yn(Twf) = wy,(f) e que Uy e T, sdo operadores lineares de H(A; F) em H(A; F).

Sabemos da teoria basica de Andlise Funcional, que F’ (o dual topolégico de F') é um
espago de Banach. Com base nisto, apresentamos na sequéncia uma outra defini¢ao:



Definigao 2.7. Sejam f € H(A; F) e g € H(A; F'). Temos:

f(z) = Zanz”, g(z) = anz”,
n=0 n=0

coma, € Feb, € I.
Definimos para z € A,

B(f.g:2) =Y < anb, > 2",
n=0

onde < ay,b, >= b,(a,). Em alguns casos, denotaremos a aplicagdo de um operador linear
sobre algum elemento de seu dominio desta forma. Isto para que algumas expressoes sejam
mais compreensiveis e elegantes.

Proposicao 2.8. Para f e g como na definigdo anterior, B(f,g;.) € H(A).

Demonstracgao: Para ver isto, tomemos 21, 29 € A, com z = z125. Por exemplo, z; e z5 podem
ser as raizes quadradas de z. Disto,

<y, by > 2" =< ap2], bpzh >= | < ap, by > 2" < |23 ||||anzt ||,
sendo a desigualdade obtida pelo fato de cada b, € F’, para cada n € N.
oo
Agora, como Z |la, 27| converge, pois f € H(A; F), e ||by2}| — 0 devido ao fato de

n=0

g € H(A; F"), podemos dizer que a série

o0
Z < Qp, b, > 2"
n=0

converge absolutamente e uniformemente em cada disco aberto D, = {z;|z| < r}, para valores
0 < r < 1, concluindo a demonstracao.ll

Caso seja do interesse do leitor, as afirmagoes que fizemos no paragrafo anterior sobre
séries de fungoes holomorfas, podem ser justificadas por resultados que podem ser encontrados
nas paginas 28 e 52 de Mujica [28].

Proposicao 2.9. A funcao B(f, g;.) satisfaz as seguintes propriedades para z € A:

1. B(f,g;z) é linear em f para g e z fixos.
B(f,g;z) é linear em g para f e z fixos;
2. B(Twf,9;2) = B(f,9,wz), sempre que [w| <1, f € H(A; F) e g € H(A; F');
2m

1 ) .
3. B(f,g;2) = %/ < f(zlew),g(zQe_’e) > df, onde z = z129, f € H(A; F) e
0

g€ H(A; F').

10



Demonstracao: Os itens 1 e 2 nao sao dificeis de se provar. Para o item 3, fazemos o seguinte:

1 27 . » 1 2w o0 vm o0 N
o J, < f(z1€”), g(z07") > df = o J, < mzoam(zle %) 7j§0bj(226 Y > do
=1 [T o
= Z —/ (216 (29 Y < @y, b; > d
Pt 2w Jo

00 1 2w
= Z —/ (lez)m < am,bm > df
— 21 Jo

= Z < U, by > 2™
m=0

= B(f.g:2).
A funcao B apresentada na Defini¢ao 2.7, sera fundamental em capitulos posteriores.

2.2 Espagos de Hardy H?(A; F))

Definigao 2.10. Para cada f € H(A; F'), definimos

s = (5 [ Isenras)”

onde 0 <r<lel<p<oo.

=

Definigao 2.11. Pelo simbolo H?(A, F'), denotamos o espago de todas as f € H(A; F) tais
que {M,[f:7]}o<r<1 € um conjunto limitado como func@o de r. Para cada f, definimos

1 fllp = Sup M,[f;r]. (2.1)

Seja agora, o seguinte teorema:

Teorema 2.12. (Teorema do Médulo Maximo) Sejam f € H(A; F) e U C A um subcon-
junto aberto conexo de A. Se existe a € U tal que ||f(2)|| < ||f(a)| para todo z € U, entao
Il f|| é constante em U.

Demonstragao: Ver Thorp & Whitley [38], pagina 641. B
E interessante que a partir deste teorema, podemos enunciar novamente, a defini¢ao
anterior, reescrevendo a equacao 2.1 da forma:

||f||p = }}Hi Mp[ﬁr]-

11



Observacao: E valida a seguinte desigualdade:

Mplfir] < My, [f;7], (2.2)

para 1 < p < p;.
A desigualdade 2.2 implica em LP*(T; F) C LP(T; F'). Demonstremos a validade da
mesma. Seja f € LP(T; F) e consideremos as fungoes

o=|fIPeLy(T) e WU=1eLnw(D).
Aplicando a Desigualdade de Holder para o produto { = ¢.1, resulta o que segue:

pP1—pP

(5 /OQWHf(reie)de@) < (5 /02”<||f<rei9>||1”>%d@)%(%/0%“”)T (23)

1 2 ] 1
~ (55 | Wrwempran)”.

Salientamos que a desigualdade 2.2 é estrita, a menos que f seja constante no disco
|z| = r, fato também advindo da Desigualdade de Hoélder.

Portanto, valem os fatos de que || f|, < [[f|l,, e H?(A,F) C HP(A, F),se 1 <p <
p1. Além disto, a fungao inclusao HP*(A, F) — HP(A, F) é continua. Podemos provar que
HP(A,F), com 0 < p < 00, é espago vetorial. Para 1 < p < oo, o resultado segue diretamente
da Desigualdade de Minkowski. Para 0 < p < 1, o resultado vem de

1F+gll” < (I Nlgl)? < 27TV Hlglh? < 22(LAP + llgl®),

onde (||fIIVlglD(z) = max{||f(2)], lg(2)||}. Dai, basta aplicar a integral em ambos os lados da
desigualdade que o resultado segue. Porém, quando 0 < p < 1, || ||, ndo satisfaz a desigualdade
triangular. Por este fato, restringiremos nossos estudos apenas para o caso onde 1 < p < o0.

Definicao 2.13. Usamos o simbolo H*(A, F') para denotar o espago das fungoes f € H(A; F)
onde

sup || f(z)] < oc.
zEA

A escolha da notagao é natural, pois se f € H(A; F') temos que

lim My[f;r] = max || f(z)]], (2.4)

p—00 |z|=r

e disto definimos

Meo[f; 7] = max [ f(2)]]

|z|=r

Analisemos a validade do limite em (2.4). E claro que paratodol <p < ooe0 <r <1

12



2 %
s = (5 [ IfeePap)” < max oL

|2|=r

Do que vimos na desigualdade 2.2, se escrevermos

U(p) = Mylfs7],

esta serd uma funcao crescente de p. Portanto, o limite em (2.4) realmente existe. Agora seja
L, = ﬁax |l f(2)]|. Podemos afirmar que dado € > 0, existe um conjunto A C [0, 27| de medida
Z|=r

de Lebesgue m(A) = o > 0, tal que ||f(re?®)| > L, — € para todo 6 € A.
Logo,

Myifir) 2 [ rre®)is > (1, = (o)

lim My[f;r] > L, —e.

p—00
Como € > 0 é qualquer, entao
lim M,[f;r] > L,
p—>00

terminando a justificativa do limite dado em (2.4). Com base nisto que mostramos, definimos
como norma em H*® (A, F') a seguinte:

[ flloc = sup Meo[f;7] (2.5)
0<r<1
ou, equivalentemente,
[fllee = sup [ f(2)]].
|z|<1

E facil ver que H*(A, F) é um subespaco vetorial de H?(A, F), sempre que conside-
ramos 1 < p < oco. Além disso, a inclusao H*(A; F) — HP(A; F') é continua.

Os espagos HP(A; F), 1 < p < o0, s@o denominados espagos de Hardy. Quando
F = C, escrevemos HP(A;C) = HP(A). Indicamos como referéncia para o estudo de espagos
de Hardy, onde as fun¢oes assumem valores complexos, os livros de Duren [19], Hoffman [24] e
Rudin [33]. Veremos mais adiante, na Proposigao 3.7, que os espagos de Hardy sdo espagos de
Banach.

Caso o leitor deseje, podera se dirigir aos artigos de Blasco [2| e Dowling [17], onde
encontrard interessantes caracterizagoes dos espagos HP(A; F).

13



2.3 Espagos Fracamente de Hardy H?(A; F)

Definigao 2.14. Para 1 < p < 0o, denotamos por

HE(AsF) = {f € H(A; F)iipo f € H'(A), Vo € F'}
o espacgo das funcoes holomorfas fracamente de Hardy.

Pela Proposicao 2.3, poderiamos reescrever o espago da definicao anterior da seguinte
maneira:

HP(A;F)={f:A— F;¢o fe H'(A),YY € F'}.

Proposicao 2.15. Se 1 <p < ooe f € HP(A; F), o seguinte supremo ¢é finito:

sup —|io fllp.

YeF [lylI<1

Demonstracao: A demonstracao é muito semelhante & que podemos ver para a Proposicao
1.11. Daremos os detalhes. Fixemos um valor 1 < p < 0co. Seja

= F' — HP(A)
Y — Yof
Vejamos que este operador linear é continuo e, portanto, o resultado segue. Utilizare-

mos do Teorema do Grafico Fechado. Seja (1, )nen uma sequéncia em F’ que converge a ¢ € F”.
Suponhamos que =¢(¢,) — g € H?(A) quando n — 00, ou seja,

2T %
lim sup (i / Hwnof(re”)—g(re”)llpde) —0.
0

n—00 g<r<1 \ 27

Portanto, para r fixado temos

lim (i / o e - g<rei">||”d9> -
0

n—oo \ 27

Agora, procedendo como na demonstragao da Proposicao 1.11, obtemos quase sempre
que

9:(0) = g(re”) = o f(re”). (2.6)

Pelas continuidades de g,, f e 1, podemos afirmar que a equagao 2.6 é valida para
todo 0 < 0 < 2.

Para o caso p = oo, suponhamos que ¥, o f — g em H*>°(A). Assim, para todo
1 < p < oo fixado vale que

n@w|\¢nof—9\|p =0

14



Como v, — 1, do que fizemos anteriormente, demonstramos 2.6 também quando
p=oc. B
Escrevemos para uma dada f € HP(A; F)

Iflly = sap o flp.

YeF [lp[I<1

Proposicao 2.16. Para 1 < p < oo temos:

a)(HE(A; F), ||-|I;)) ¢ um espago normado.

b) (3 (A: F), [L1%) = (H(2: F), |.).

Se ainda, F' for reflexivo, sao vélidos os seguintes itens:

c) (HE(A; F), ||.|I) é isometricamente isomorfo ao espago L(F'; HP(A)).

d) (H5(A; F), ||.]l;)) ¢ um espago de Banach.
Na verdade, independente do espago de Banach F, o item (d) é sempre valido, como
veremos na Proposicao 3.8.

Demonstragao: Pela Proposicio 2.15, || f||2, < oo para toda f € HE(A; F). E facil ver que se
w € C, entao ||wfly = |wl|.||f]|%, Também nao ¢ dificil provar que ||.||’ satisfaz a desigualdade
triangular, pois, ||.||, satisfaz a desigualdade triangular. Ainda, se f(z) = 0 quase sempre, entao
[fIly = 0. Para finalizar a demonstracao do item (a), basta mostrarmos que || f||’ = 0 implica
em f(z) = 0 quase sempre. Mas, se ||f[[;’ = 0 para algum 1 < p < oo, entdo, pelo que vimos
logo acima da Definigao 2.13 vale, utilizando da Proposi¢ao (1.2), que

1w (5 / Wf(re"%d@)‘ - \% / Ww<f<re”>>d0‘ < Mifbo fir] < Myfio fir] = 0

para todo 0 < r < 1 e ¢ € F’, implicando em

1 21 0
— “)do | =0
o (50 [ streyan)
para toda para todo 0 < r < 1 et € F'. Como consequéncia do Teorema de Hanh-Banach,
temos

1 2m »
— re")df =0
o [
para todo 0 < r < 1. Mas isto implica em f(z) = 0 quase sempre, obtendo o desejado.
O item (b) segue da Proposigao 2.15 e do Teorema de Banach-Steinhaus. De fato, se
f € HX(A; F), entdo para cada ¢ € F' temos que o conjunto {¢(f(e??))}o<g<or ¢ limitado em
C. Logo, pelo teorema citado, {f(e)}o<g<2r também é um conjunto limitado, provando que
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f € H®(A; F). O item (c) tem demonstragao semelhante aquela que foi dada na Proposic¢ao
1.12. O item (d) ¢ consequéncia de (c). W

Veremos, a partir do Teorema 7.14, que para 1 < p < oo, isto nem sempre ocorre:

HE(A; F) = HP(A F).

De fato, temos uma considerdvel restricao para a quantidade de espacos no qual a
igualdade acima ocorre.

Salientamos que para o caso p = 1, nao obtemos nenhum resultado relacionado com
esta igualdade.

2.4 Relagao entre H?(A, F) e LP(T; F)

Lembremos que p e ¢ sao sempre indices conjugados, isto é, % + % =1
Proposigao 2.17. Seja g € LY(T; F') e 1 < p < 0o. Suponha que existe um A > 0 tal que

1 21 ) )
5 [ < F gl > at) < Al
T Jo

para cada f € LP(T; F'). Entao ||g||, < A.

Demonstracao: Seja o operador

U LT F') —  (L(T:F))
g — Sy LP(TF) — C

2
foo— g [ < s >

Temos que, para cada g € L9(T; F') vale o fato de S, ser continua pela Desigualdade
de Holder.

Além do mais, sendo S um mergulho isométrico, independentemente do espaco de
Banach F', o que pode ser visto em Diestel e Uhl [13], pagina 97, temos

sup
I fllp<1

Pela hipotese, ||gll, < A. R

1 27 : ;
L / < (), g(e?) > de] — gl

Na sequéncia, definiremos uma propriedade necesséria e suficiente que F’ deva satis-
fazer para que o mergulho acima seja sobrejetor. Antes, precisaremos de alguns conceitos.
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Definicao 2.18. Uma fungao 4 : B — F é uma medida vetorial se para todos B; e By
membros disjuntos de B, valer

p(B1 + By) = pu(By) + p(Bz)

Definigao 2.19. Sejam B a o-algebra de Borel em T e 1 : B — F uma medida vetorial.
Denominamos por variagao total de 4 em um conjunto A C T, A € B, o valor

ul(A) =sup{D_ [lu(B)[; I € [T(4)}
Bell
sendo [[(A) = {Il = {By,..., By}; onde {B;}7_; ¢ uma particio de A, com cada B; € B}.
Além disso, diremos que p tem variagao total limitada se |u|(T) < oo.

Definicao 2.20. Diremos que uma medida p é absolutamente continua com respeito & medida
de Lebesgue m (u < m) se para todo A € B tal que m(A) = 0, entdo u(A) = 0.

Definicao 2.21. Um espacgo de Banach F' tem a propriedade de Radon-Nikodym com respeito
ao espaco de medida (7, B, m), se para toda medida p : B — F de variagao limitada com
p < m, valer existe f € L(T; F) tal que

u(A) = / £(0)d0

para todo conjunto mensuravel A € B. Um espago de Banach F' tera a propriedade de
Radon-Nikodym (RNP), se F' tem a propriedade de Radon-Nikodym com respeito a todo
espago de medida finita.

Teorema 2.22. (Bochner e Taylor [4]) Sejam 1 < p < oo e ¢ seu indice conjugado. En-

tao (LP(T; F)) = LYT; F') se, e somente se, F' tem a propriedade de Radon-Nikodym. O
isomorfismo S é dado por

S: LT, F") — (LP(T;F))

g — S, LP(TF) — C
1 2 ] )
fooe g [ <) >
2m Jo

Demonstragao: Ver Diestel e Uhl [13], pagina 98. B

Definicao 2.23. Um espaco de Banach F' tem a propriedade de Radon-Nikodym analitica
(ARNP) se para todo 1 < p < oo e toda fungio f € HP(A; F) existirem os limites radiais
linq f(re) quase sempre.
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Em Dowling [15], é dada uma caracterizacao da propriedade ARNP de maneira que,
podemos mostrar que todo F' que satisfaz a propriedade de Radon-Nikodym, também satisfaz
ARNP. A inclusao contréria nao ocorre sempre, pois temos o exemplo F = LY(T) (ver [§],
pagina 263).

Ainda em Diestel e Uhl [13], pagina 76, vemos que todo espago reflexivo tem a pro-
priedade de Radon-Nikodym e, portanto, tem a propriedade ARNP. Como exemplo de espaco
de que nao satisfaz ARNP, citamos [, (ver Dowling [17]).

Outros resultados interessantes relacionados & propriedade ARNP, podem ser encon-
trados em Bukhvalov e Danilevich [6], Dowling [16], [18] e Hensgen [23|. Seguindo o ja feito em
casos anteriores, definimos o seguinte espago:

Definigao 2.24. Definimos o seguinte subespaco de LP(T; F'):
1 27 ) )
HP(T; F) = {f € L*(T; F); 2—/ fe®e ™dg = 0,n = —1,-2,...}.
T Jo

Temos que HP(T; F') é um subespago fechado de LP(T; F'), pois, por defini¢ao é uma
intersec¢ao de uma sequéncia de nucleos de funcionais lineares continuos. Portanto, H?(T'; F')
é um espaco de Banach.

Definigao 2.25. Definimos para cada 1 < p < oo
HE(T,F)={f:T — F;vo fe H)(T),Yy € F'}.

Se F' = C, escrevemos H?(T') = H?(T; C).
Definindo para cada f € HE(T; F)

IfIl; =" sap o fllp

YeF [ylI<1
e fazendo como antes, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.26. Se F' for reflexivo, para 1 < p < oo valem:

a) (HL(T; F),|.][;)) € um espago normado.

b) (HE(T; F), ||.|l;) é isometricamente isomorfo ao espago L(F'; HP(T')).
c) (HE(T; F), ||.|I;)) € um espago de Banach.

Demonstracao: Semelhante a que foi feita para a Proposigao 2.16. l

O espago HP(T; F') é sempre isometricamente isomorfo a um subespago de HP(A; F').
De fato, a integral de Cauchy como indicada no proximo teorema, em geral, mergulha H?(T'; F')
em um subespagco fechado de HP(A; F') (ver Dowling [17] e Hensgen [22]). Um estudo mais
detalhado sobre integrais de Cauchy, veremos no capitulo 6. Nos artigos de Ryan [34], [35]
encontramos a demonstracao do seguinte resultado:
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Teorema 2.27. (Ryan [34], [35]) Seja F' um espaco de Banach reflexivo e separavel. Para
1 < p < 00, 0 espago HP(A; F) ¢ isometricamente isomorfo ao espago H?(T’; F'). O isomorfismo
existente associa a cada f € HP(T; F), a fungao f € HP(A; F) dada pela integral de Cauchy

Lmzﬁéﬁya

Além do mais, vale o seguinte limite quase sempre:

f(€%) = lim f(re?).

r—1

Posteriormente, Bukhvalov em [5] mostrou o seguinte:

Teorema 2.28. (Bukhvalov [5]) Seja F' um espago de Banach com a propriedade ARNP.
Para 1 < p < oo, o espaco HP(A; F) é isometricamente isomorfo ao espago HP(T;F). O
isomorfismo existente associa a cada f € H?(T; F), a funcido f € H?(A; F) dada pela integral
de Cauchy

1) = 5 [ e

2mi Jp & — 2

Além do mais, vale o seguinte limite quase sempre:
F(e) = lim f(re®).

Observamos que os teoremas de Ryan [34], [35] e Bukhvalov [5] estendem ao caso
vetorial um teorema classico de Riesz [31] no caso escalar.

Bukhvalov, na verdade, mostrou que o fato de F' ter a propriedade ARNP é uma
condicao necessaria e suficiente para que o isomorfismo acima exista.

Podemos afirmar que o conjunto formado pelos espagos de Banach com a propriedade
ARNP é bastante amplo.

Do tultimo teorema, temos o seguinte corolario:

Corolério 2.29. Sendo f.(e"?) = f(re®) para todo 0 < 0 < 27 e 0 < r < 1, sob as hipoteses
do Teorema 2.28, temos para 1 < p < oo que se f € HP(A; F') entao

tim 1f, — fll, = 0.

Demonstragao: Ver Bukhvalov [5]. B
Denominamos f do Teorema 2.28 como sendo o valor de fronteira de f.
Com respeito aos espacos fracamente de Hardy, obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 2.30. Seja F' um espago de Banach reflexivo. Para 1 < p < oo, o espago HE(A; F)
¢ isometricamente isomorfo ao espago HE(T; F'). O isomorfismo existente associa a cada f €
HE(T; F), a funcao f € HP(A; F) dada pela integral de Cauchy

13 T or 0o 1—ze @

Além do mais, para cada ¢ € F’ vale o seguinte limite quase sempre:

vo f(e”) =limyo f(re”).

Demonstragao: Scja f € H?(T; F). Entdo, ¢ o f € H?(T) e por Riesz [31] a funcdo f, dada

por
L Yo f(e?) (1 [T ()
= /0 e =V 5 /o = e

é um elemento de H?(A), sendo a segunda igualdade vinda do item (a) da Proposigao 1.2. Isto
demonstra que se definirmos a funcao f: A — F por

1 27 f(elg)
= — ————df
/() 27T/0 1 —ze 07
entdo f € HP(A; F) e a funcao
U:HM(T;F) — HP(AF)

f — f

estéd bem definida.
Novamente por Riesz [31], temos

Iflly =" sup oo fll,=sup |full, = [IfIl;,

YeF |lY|I<1 el |ly|<1

o que demonstra que ¥ é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem.
Agora vejamos que W é sobrejetora. Seja f € HP(A; F). Utilizando mais uma vez de

Riesz [31], temos que para cada ¢ € F' existe uma tnica f, € H?(T) tal que

i 27 f~1/1 (eiH)

para todo z € A. Portanto, podemos definir uma funcao, para cada e € T, dada por
R9 FF — C
o fy(e”),
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¢ um elemento de F"”.
Como F é reflexivo, existe um tnico ag € F tal que Ry(¢)) = ¢(aq), para todo ¢ € F”.
Definamos

f:T — F
e? —  ay.

Neste caso, para todo e € T' e todo ¢ € F’, temos

W(f(e)) = v(ag) = Ro(v) = fule”)
e, portanto, f € HP(T; F). Obtemos entao que, para todo 1 € F’, vale que

v = = [ Dy

2 Jo 1 — ze

Desta maneira, como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach e da da Proposicao

1.2, resulta
1 27 f(ele)
————df
6=

~or 1—ze ¥

para todo z € A, concluindo o desejado. l

2.5 Espacos UMD

Um dos primeiros mateméticos a estudar os espagos de Banach UMD (do inglés "Un-
conditional Martingale Differences") foi Burkholder [7].

Nesta secao, nos preocuparemos apenas em apresentar a defini¢ao inicial dos espacos
UMD e uma caracterizacao que sera ttil no final do trabalho. Como referéncias para o estudo
destes espagos destacamos, dentre outros trabalhos, os de Burkholder [8], [9], [10], além de
Bourgain [11], Fernandez e Garcia [21], Rubio de Francia [32] e Veraar [40].

Dando prosseguimento, veremos inicialmente o que é uma martingale. No capitulo 1,
apresentamos o espago de medida (7, B, 1), onde T' é a circunferéncia unitéaria, B a o-algebra de
Borel e ; uma medida de Borel. Para nossos estudos, nos restringiremos ao caso onde = m,
a medida de Lesbegue.

Definicao 2.31. Uma sub-o-algebra de B é um subconjunto de B que contém T" e que também
¢ uma o-algebra.

Definigao 2.32. Seja (f,)neny uma sequéncia de fungoes em L'(T;F) e (By)ney uma se-
quéncia crescente (B;j C By se k > j) de sub-o-algebras de B. Diremos que a sequéncia
((fn)nen, (Bn)nen) ¢ um martingale de L'(T; F') com valores em F se

e f, é B,-mensuréavel para todo n € N.
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° / froir(e)dt = / fn(e™)dt para todo conjunto A que seja By-mensuravel.
A A

Definicao 2.33. Nas condic¢oes da definigao anterior, denominaremos diferenga de martin-
gale a sequéncia (d,)n,en que satisfaz d, = f, — f,—1 para todon € N — {0}, com fy =0 e
Bo = {T,0}. Notemos que cada d,, verifica

e d, é B,-mensuréavel para todo n € N.
. / dpy1(e™)dt = 0 para todo A que seja By-mensuravel.
A

Caso o leitor se interesse por um estudo mais aprofundado dos martingales, indicamos
Doob [14] e Diestel [13].

Definigao 2.34. Seja 1 < p < oo. Dizemos que uma diferenca de martingale (d,)nen €
incondicional em LP(T; F'), se existe uma constante ¢, = ¢,(F’) tal que para toda sequéncia
de nimeros (€,)nen, onde €, € {—1,1} para todo n € N, valer

lerdi + ...+ €dnlly < cplldi + ... +dnllp (2.7)

Esta definicao pode aparentar ser dependente do valor de p. Porém, podemos ver em
Maurey [27], pagina 10, que se existe uma constante ¢, tal que a desigualdade (2.7) ocorra para
algum 1 < p < oo, entao existe uma respectiva c, para cada valor 1 < p < oco. Portanto, no
lugar de ‘incondicional em LP(T'; F')’, podemos escrever apenas incondicional.

Definicao 2.35. Um espago de Banach F' ¢ UMD se todas as diferengas de martingale sao
incondicionais.

Vejamos alguns exemplos de espagos UMD. Por Burkholder [8], pagina 237, se F' for
UMD, entao IP(F') e LP(T; F') sao espagos UMD para 1 < p < oo. Por Holzbecher [25], pagina
145, temos que subespagos fechados de espacos UMD, também sao UMD.

Por Rubio de Francia [32], pagina 215, temos que se F' é UMD, entao F é super-
reflexivo e, portanto, reflexivo. Para um estudo sobre espagos de Banach super-reflexivos
indicamos Fabian e outros [20]. Com isto, concluimos que todo F' UMD tem a propriedade
ARNP. Ainda, por Rubio de Francia [32|, pagina 205, temos que se F' ¢ UMD entao F’ é UMD.
Como todo espago de Banach F' isomorfo a um espago UMD é também UMD (ver [8], pagina
237), podemos resumir este paragrafo na seguinte proposigao:

Proposigao 2.36. Um espaco de Banach F' ¢ UMD se, e somente se, seu dual F’ é UMD.

No que segue, apresentaremos uma caracterizacao dos espagos UMD. Antes, algumas
defini¢oes:

Definicao 2.37. Seja f : T'— F mensuravel com respeito a medida de Lebesgue. Para cada
n € Z definimos o respectivo coeficiente de Fourier de f por
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1 27
Cnf 27T/o f(e™)e

A série de Fourier de f é dada por

[e.e]

E Cnfemt )

Definicao 2.38. Nas condic¢oes da definigao anterior, denominamos como projegao analitica
(ou de Riesz) de f a fungao f® que tem por série de Fourier

[e.9]

E :Cnfemt'

n=0

Teorema 2.39. (Hensgen [22]) Um espago de Banach F' é UMD se, e somente se, o operador

S:LP(T;F) — HP(T,F)
f — fe

for limitado para todo 1 < p < oc.

Em Hensgen [22], podemos ainda encontrar vérias outras caracterizagoes dos espagos
UMD a partir desta que apresentada.
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Capitulo 3

Espagos Normados do tipo H(A; F):
Axiomas P{-Py

Este capitulo e os seguintes tém sua teoria motivada, em grande parte, pelos artigos de
Taylor [36], [37]. Porém, nestes artigos todos os resultados sdo voltados para o caso onde temos
fungbes que assumem apenas valores complexos.

Seja H um espago normado complexo, onde H C H(A; F'). Tal espago sera denomi-
nado espago normado do tipo H(A; F'), se contiver pelo menos dois elementos. Caso H seja
Banach, diremos que H é um espago de Banach do tipo H(A; F).

Cada um dos espagos HP(A; F'), com 1 < p < oo, estudados no Capitulo 2, é um
exemplo de um espago de Banach do tipo H(A; F).

Apresentaremos agora, quatro propriedades (ou axiomas) que um espago normado H
do tipo H(A; F') pode satisfazer. Em todos os casos, teremos A > 0.

P;: Existe uma constante A tal que [|v,(f)|| < A||f||se f € Hen=0,1,2,... A menor destas
constantes denominamos A;(H). Portanto, cada v, : H — F ¢ um operador linear continuo
e [lmll < Ai(H).

Py:ul € He|jul|| < Aparan=0,1,2,...ev € F, com ||v|| = 1. A menor de tais constantes
sera denotada por As(H). Assim, ||ul|| < Ay(H).

Para os axiomas P e P, podemos voltar, se necessario, as definigoes (2.5) e (2.6).
Ps: Uyf € Hse f € HeteR. Ainda, ||U.f|| = || f|| e, portanto, U; é uma isometria.

Py: Se f € Hentao T,.f € H para 0 < r < 1. Além disto, existe uma constante A tal que
1Tl < Al f]l, para todo 0 < r < 1. A menor constante A que satisfaz as propriedades acima,
denominamos Ay(H). Assim, ||T,|| < A4(H).

Diremos que H é um espago normado do tipo H(A; F'); se for um espago normado do
tipo H(A; F'), e satisfaz as propriedades Py, ..., P (k= 1,2,3,4).

Denotamos por H' o dual topolégico de H. Podemos expressar cada uma das trés
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constantes minimais A;(H), As(H) e A4(H) da forma:

Ai(H) = sup ||| Az(H) = sup [|uy|| Ay(H) = sup [T
neN veF||v||=1 0<r<1
neN

Vejamos agora algumas relagoes que as constantes Ay(H) podem satisfazer.

Lema 3.1. Sao validos os seguintes itens:
a) Se H verifica P, e P,, entao

Ay(H)As(H) > 1.

b) Se H verifica P, e, para algum n € N valer que u,, € H (em particular, se H verifica P,),
entdo A4(H) > 1.

Demonstragao: Para o item (a) notemos que v, (u’) = v. Portanto se os axiomas Py e P, se
verificam, entao:

L= [y (u) | < allllunll = 1 < Ad(H) Ao (H).

Para o item (b), comecemos observando que T, (ul) = r"ul.
algum valor particular de n, e se P, se verifica, temos para 0 < r < 1:

Assim, se uf, € H para
rlup | = 1T (up) || < N To[l[[un]] < Sup 1T [ llunll = As(H ) [uy]
<r

e portanto,

Ay(H) > 1. (3.1)

|

Como exemplos de espagos normados do tipo H(A; F')4, citamos os espagos HP(A; F),
com 1 < p < oo. As duas proposi¢oes seguintes justificam esta afirmacao. Antes, vejamos um
lema:

Lema 3.2. Se f € H(A; F), entdo para cadan € Ne 0 <r < 1 vale

27
) = o /0 F(re)emag.

Demonstragao: Lembremos do fato que f pode ser expressa como a série

f(z) = Z%‘(f)zj,
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onde v;(f) € F, para todo j € N. Considerando o fato de que a série acima converge uniforme-
mente em discos abertos D, = {z;|z| < r}, para 0 < r < 1, tomando um valor de 7 no intervalo
dado, obtemos para cada n € N a igualdade

1 2w ) )
v (f) = — f(re®)e=™0qg.

:27T0

Proposicao 3.3. Se 1 < p < 0o, HP(A, F) é um espago normado do tipo H(A; F),. Além
disso, Ax(HP(A,F)) =1, para k =1,2,4.

Demonstragao: Ja vimos que HP(A; F') é um espago normado, pela propria Definigao 2.21.
Provaremos separadamente que HP(A, F') satisfaz cada uma das propriedades (axiomas) P, —
Py. Consideremos f € HP(A, F).

P Se 0 <r <1, entao

1 2w

Plf) = gs [ Hre)e s

Assim, como vimos em (2.2):

I (HOI < Malfsr] < Mp[fir] < ([ £l
Logo, ||7a]| < 1 para todo n € N e P, é satisfeito, com A;(HP(A, F)) < 1.

P,: Basta ver que

My [up; 7] =",

o que justifica que u!, €HP(A,F) e |uyl[, = 1 para todo v € F, com |[v]] = 1. Logo
Ay(HP (A F)) = 1.

Ainda, no Lema 3.1 vimos que 1 < A;(H)Ay(H), para todo espago H do tipo H(A; F).
Logo, com H =HP(A, F'), obtemos que

1 S A1<HP(A7F))A2(HP(A7F)) S 17
e portanto
A (HP(A,F)) = Ay(H(A, F)) = 1.

P5: Parat € R, temos:

27 p
sl = (g [ Iseesenipas) =g

e assim, segue imediatamente que Pj é satisfeito.
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Py: Sao validas as seguintes igualdades para f € H(A;F)ep>0tal que 0 <r <p < 1:

1 2w ) % 1 2 ] %
it = (5 [ imseera) = (5 [ lseepas)” = iz 62

E dai segue que se f €HP(A,F), entao T,.f eHP(A,F) e |T,f|l, < | fll, para todo
0 <r <1, e portanto A4(HP(A, F)) < 1. Como, pelo Lema 3.1, A4(H) > 1 para todo H do
tipo H(A; F'), segue que Ay(HP(A; F)) = 1.

Do que vimos na equagao 3.2, podemos afirmar que para cada f € H(A; F) vale

1T fllp = Mplfs 7). (3-3)

Isto obtemos a partir de resultados que podem ser encontrados em Rudin [33], paginas
329 e 330, pois, destes podemos mostrar que a fungéo r —— M, [f;r] é crescente. Os resultados
que l4 encontramos, estao relacionados com fungoes de valores complexos, mas podem ser
estendidos para fungoes com valores num espaco de Banach F' qualquer. B

Proposicao 3.4. H*(A, F') é um espaco normado do tipo H(A; F'),. Além disso, Ax(H*(A, F)) =
1, para k =1,2,4.

Demonstracao: No que segue, verificaremos que H* (A, F') satisfaz os axiomas P, — Py. Aqui

fEH®(AF).

P :Se0<r<1,entao
1 21

) =50 | fre) .

Logo resulta

(NI < Milfir] < Mp[fs 7]

Fazendo p — oo e r — 1 acima, resulta

(A< M flloe = llmll < 1.
e portanto, P, ¢ satisfeito por H*(A, F)e A;(H*(A; F)) < 1.

P, : Para todo v € F, com |[v]| =1, vale para 1 < p < oo:

Mplug;r]=r",
e dai temos
Moouy;r] = lim My[uy;r] =r".
p—00

resultando que ||u! || = 1, obtendo que P, ¢é satisfeito e As(H*(A, F)) = 1.
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Como A;(H)Ay(H) > 1, segue que A1 (H®(A; F)) =1e Ay(H®(A; F)) = 1.
P; : Podemos ver sem grandes dificuldades que parat € Re 1 < p < oo:

My[Ufir] = My|f;r]
e isto soluciona todo nosso problema. Pois dai, se f € H®(A, F), entdao U;f € H®(A,F) e
1Utflloo = [l flloo-

Py: De ||T, flloe = Muo[f;7], € claro que T,.f €H¥(A, F) se f €H*(A, F) e [T, flloc < [|.floc-

Assim, Ay(H*(A,F)) < 1. Como A;(H®(A, F)) > 1, segue que A,(H*(A,F))=1. R

Proposicao 3.5. Se 1 < p < oo, entdo HP(A; F) é um espago normado do tipo H(A; F),.
Além disso, Ap(HP(A; F)) =1, para k = 1,2, 4.

Demonstragao: Basta vermos que H? (A; F') satisfaz cada uma das propriedades P, — P;. Em
toda a demonstragao, f € HE(A; F).

Py Temos que f é fracamente holomorfa e, portanto, holomorfa como ja comentamos. Assim,
para 0 < r < 1, vale que

1 2

" (f) = o= f(re®ye ™ a9

:27r0

Sendo ¢ € F’, resulta pela Proposicao 1.2

VM) = 5= [ (e s

Portanto, aplicando a desigualdade 2.2 temos, utilizando do Teorema de Hahn-Banach, que

M (HOIF=" sup o w(H) < sup  Mifpo fir] < sup Myl o fir] < |[[f[|;
ver i<t Ve Jpl<1 S S

Logo, ||7a]| < 1 para todo n € N e P; é satisfeito com A;(HE(A; F)) < 1.

P,: Basta notarmos que para cada ¢ € F’

Myl 0wy ] = r"(v)
o que justifica, tomando o supremo sobre o conjunto {¢» € F”;||¢| < 1}, que ul € HE(A; F)

e |lup|lw = 1 para todo v € F com [v|]| = 1. Procedendo agora como na demonstragao da
Proposigao 3.3, demonstramos que As(HE (A F)) = 1.

Py: Parat € R et € F', temos:
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1 2w o p
Mivotifi = (5 [ IotreePa) = dyfvo fir

assim, segue imediatamente que Pj é satisfeito, bastando tomar o supremo para 0 < r < 1 e
depois sobre o conjunto {¢) € F';||¢| < 1}.

Py: Para cada ¢ € F’, sao validas as seguintes igualdades:

1 2 ) % 1 2 ) %
Mot fi = (5 [ 1o TstoetPas)” = (5= [ 1wo strpelra)” = Myfvorir

E dai segue que se f € HE(A; F), entdo T, f € HE(A; F) e ||T.f|;) < [/ f]l; para todo
0 < r < 1. Portanto, A4(H?(A;F)) < 1 e como Ay(H) > 1 para todo H do tipo H(A; F),
segue que A4(HP (A F)) = 1.

O caso p = o0, segue diretamente do caso 1 < p < oo, de forma semelhante ao que
ocorre para a demonstracao da Proposicao 3.4. W

3.1 Espagos Normados do tipo H(A; F');

Analisaremos nesta se¢ao, algumas consequéncias do axioma P;.

Proposicao 3.6. Se H é um espaco normado do tipo H(A; F)y, f € H e z € A, temos:

17(2))| < DI
T 1=z

Demonstracao: Podemos expressar f da forma seguinte:

) =3 ()=

Logo,
IFEI< D (A"

< A I
AT

11z

Desta proposi¢ao, notamos que para cada z € A, W,(f) = f(z) é uma transformagao
linear continua W, : H — F', com norma nao excedendo
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A (H)
L=z

A partir desta proposi¢ao, podemos demonstrar o seguinte importante resultado:

Proposicao 3.7. Para 1 < p < oo, HP(A; F') é um espago de Banach do tipo H(A; F),.

Demonstracao: So falta provar que HP(A; F') é completo. Suponhamos que {f,}nen seja
uma sequéncia de Cauchy no espaco H?(A, F). Segue da Proposigao 3.6, que { f,(z) }nen € uma
sequéncia de Cauchy para cada z € A.

Seja f(z) = 7}1_)1{)10 fn(2), 0 que podemos fazer, desde que F' é Banach. Além disso, a

sequéncia {|| fu||}nen € limitada, digamos por A > 0. Utilizando da férmula integral de Cauchy
para fungdes com valores vetoriais, resulta para |z| <r < R < 1:

o eif) _ 10
fn(Z)—fm(Z):i. [nlBe7) = fm(BET) 4

27 Jo Re?? — 2

e disto vem

(R =r)[lfa(z) = fm(2)]| < Mi(fn = fis R)
< Mp(fn — fm; R)
< | fo = fnllp-

para todo 1 < p < <.
Agora, dado € > 0 existe ng € N tal que para m,n > ng, temos

(B —=7)[[fn(2) = fm(2)] <€,

para todo |z| < r, e fazendo n — oo resulta:

1/ (z) = fm(2)I| < €/(R—r),
donde concluimos que f, — f uniformemente sobre conjuntos compactos. Portanto, f, — f

converge na topologia compacto-aberta 7, que é a topologia gerada pela familia de semi-normas
da forma

f—sup |l f ()],
zeK

onde K varia entre todos os subconjuntos compactos de A.

Em Mujica [28], podemos ver na pagina 72 que H(A; F') ¢ um espago completo com a
topologia 7.. Logo, temos que f € H(A; F).

Ainda, pela convergéncia uniforme logo acima citada,

lim My[fn;r] = My[f;7]

n—oo
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e como || f,ll, < A, pelo que supomos acima, entao M,[f;r] < A, para todo 0 < r < 1
concluindo que f € HP(A, F).

Novamente, tomando € > 0, escolhamos ny(e) tal que m,n > ni(e) implique em
| f — fullp < €, para m,n > ny(e). Entdo obtemos para estes valores de m e n que

Mp[fn - fm;r] <€

e fazendo n — oo noés temos

Mp[f - fm;r] S €,

obtendo que para m > ny(e), vale

If = fillp <€

completando a prova. W
Proposicao 3.8. Para 1 < p < oo, HP(A; F') é um espago de Banach do tipo H(A; F),.

Demonstracao: Como feito na demonstracao da Proposicao 3.5, aqui também utilizamos de
uma das consequéncias do Teorema de Hahn-Banach:

lyll = sup  [(y)l,
[l|<1peF

para todo y € F. A partir disto, basta proceder como na demonstracao da Proposicao 3.7 e
utilizar da Proposicao 1.4.1

Proposicao 3.9. Seja H um espago normado do tipo H(A; F);. Suponhamos que f, f, € H
e ||fn — fll — 0. Entéo f,, — f uniformemente em subconjuntos compactos de A.

Demonstracao: Consequéncia imediata da Proposi¢ao 3.6. B

Proposicao 3.10. Sejam H; e Hy espagos de Banach do tipo H(A; F)y, tais que Hy; C Hy. Se
f € Hy, entdo ||f||x, e || fllm, denotam as normas de f como elemento de Hy e Hj respectiva-
mente. Existe uma constante A dependendo somente de Hy e Hs, tal que || f||m, < Al flla,-

Demonstracgao: A prova se resume a mostrar que a inclusao 7 : H; — Hs é limitada como
um operador de H; em H,.

Como H; e H, sao espagos de Banach, basta provar que esta funcao ¢ tem o grafico
fechado. Sejam entao f, f,, € Hy; e g € H, de maneira que

o= fllgy — 0 e 1fn = 9llz, — 0.

Pela Proposicao 3.9, f,, — f e f, — ¢ uniformemente em subconjuntos compactos
de A. Logo, s6 podemos ter f = g.

Portanto, o gréafico da funcao ¢ é fechado e, temos provado a continuidade da mesma
como desejado. W
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Fixemos agora z € A e g € H(A; F’). Tomando f € H, um espago normado do tipo
H(A; F)y, temos:

f97 Z<’Yn Tn ) 2"

Donde:

B(f,9:2 !<Z|I% M-l (@™ < [ FllACH ZH% ="

ouseja, B(., g; z) define um funcional linear continuo W, , : H — C, com norma nao superando
o valor

Z [ (9)I]2]"

Isto motiva a proxima defini¢ao:

Definig¢ao 3.11. Quando H ¢é do tipo H(A; F');, definimos para g € H(A, F') e z € A

N(g;z) = sup |B(f,g;2)|
I£ll=1

onde f varia em H e, || f|| denota a norma de f em H. N(g; z) admite as seguintes propriedades:
1. N(g+h;z) < N(g;2) + N(h; 2);
2. N(ag; z) = [a|N(g; 2);
3. N(Twg;z) = N(g;wz), |w| < 1.
Os dois primeiros itens sao faceis de se concluir. Vejamos o tltimo:

N(Twg;z) = ”ilnlp |B(f,Twg; )|
=1

[e.9]

= Sup |an < 'Yn(f)a/yn(g) > Zn|

=1 n=0
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3.2 Espagos Normados do tipo H(A; F)s

Proposigao 3.12. Seja H um espago de Banach do tipo H(A; F)y. Se f € H(A; F) ew € A,
entdao T, f € H. Como uma funcao de w, T,,f é analitica em A, com a expansao da série de
poténcias:

Twf = Z Ay Uy (3.4)
n=0

onde

1) o= Il e v, = 240 caso (1) £ 0

ii) a, =0€ Cew, =0 € F, caso contrario.

Demonstragao: A série em (3.4) é convergente em H, pois a mesma é absolutamente conver-
gente e H é Banach. Esta convergéncia absoluta vem do seguinte:

v (O w™ g | < (O™l
< [Py (HI-fw"]- A2 (H),

e da série

= Z Y (f)w

ser absolutamente convergente, pois f ¢é analitica.
Para mostrar que T,, f é a série em (3.4), fixamos w e escrevemos:

9= lw(Hlwru, = Z [l () "
k=0

Entao,

Z Iy () e

e assim, || Ty, — g/l — 0 quando n — oo. Observamos que T,s, € H para todon € N e
w € A, pois H satisfaz P, e é espago vetorial. Portanto, g € H porque H é completo.

Seja T\ys, = g, para todo n € N. Entao g, — ¢ uniformemente em subconjuntos
compactos, pela Proposicao 3.9.

Mas nés vemos que g,(z) — f(wz). Portanto, g(z) = f(wz), ou seja, g = T, f. Isto
prova que T,,f € H e que pode ser representado como na série 3.4. Logo, T, f é analitica em
w. A
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Proposicao 3.13. Seja H um espago de Banach do tipo H(A; F)s, e seja f(z) analitica em
algum disco |z| < R, onde R > 1. Entao f € H, quando restrita a A.

Demonstracao: Definamos g(z) = f(Rz), com z € A. Entao g € H(A; F) e Tg = f se
w = R~ Agora apliquemos a Proposicao 3.12.1

3.3 Espagos Normados do tipo H(A; F')3

Veremos nesta se¢ao, importantes propriedades da fungao apresentada na Defini¢ao (3.11).
Antes, apresentaremos um teorema atribuido ao matemaético francés Jacques S. Hadamard
(1865-1963). Podemos ver demonstragdes do mesmo em [12] pagina 137, ou em [39] pagina 172.

Teorema 3.14. (Teorema das Trés Circunferéncias de Hadamard)
Sejam 0 < Ry < Ry < oo e suponhamos que uma fungao f seja analitica no anular Ry < |z| <
Ry. Se Ry < r < Ry, definamos

Y(r) = max ]f(rew)\

0<6<L2n

Entao para Ry <r; <r <ry < Ry, vale que

log(ry) —log(r) log(r) —log(r1)
log(Y(r)) < Tog (1) — log(ﬁ)log('f(rl)) + g (1) l()g(ﬁ)log('f(rg)). (3.5)

Observagao: Uma outra forma de expressar o Teorema de Hadamard ¢é dizer que log(Y(r)) é
uma funcdo convexa de log(r). Para este trabalho, sempre 0 < r < 1.

Dando prosseguimento, vamos a um corolario deste teorema. Apesar de conhecida,
escrevemos a demonstragao abaixo:

Corolario 3.15. Se log(Y(r)) ¢ uma fungao convexa de log(r), entao log(Y) é func¢ao continua
de r e, portanto, T é uma funcao continua de r.

Demonstragao: Se demonstrarmos que log(Y) é continua, compondo com a exponencial, re-
sulta que T é continua. Demonstraremos apenas que

log(Y(r)) = lim log(Y(s)).
Da mesma forma, podemos obter a igualdade para o limite a esquerda, ou seja,
log(Y(r)) = lim log(Y(s)),

e assim, a continuidade de log(Y). Na expressao dada em (3.5), consideremos inicialmente r
fixo e 19 variavel. Obtemos entao, a desigualdade

log(Y(r)) < lim log(Y(rs)),

TQ—T

ou ainda, podemos dizer que
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log(T(r)) < lim log(T(s)). (3.6)

s—rt

Agora, vamos assumir em (3.5) que ry é fixo e r é variavel, obtendo a desigualdade

lim log(Y(r)) < log(Y(ry)),

r—ry

ou ainda, como antes, podemos dizer que

lim log(T(s)) < log(T(r)). (3.7)

S—T

A partir das desigualdades (3.6) e (3.7) concluimos o desejado. B

Proposi¢ao 3.16. Seja M um subconjunto nao-vazio de H(A, F'), com a propriedade que
UfeM,seteRe fe M. Suponhamos que para cada f € M, exista M(f;z) € H(A) com
as propriedades:

a) M(Uif;2) = M(f;ze"),t € R,z € A;
b) Para z € A fixado, M(f;z) é limitado quando f varia sobre M.
Seja M(z) definido por

M(z) = sup |[M(f;2)].
fEM
Entao:
1) M(z) = M(|z]);
2) M(r) é uma funcao crescente de r;
3) M =0 ou M(r) > 0 para todo 0 < r < 1. No segundo caso, log(M(r)) é uma funcao
convexa de log(r).

Demonstracao: Notemos inicialmente, que para cada t € R, {U;f}rem = {f}rem, pois para

cadat € R, Uyf € Mese fe Mentao f=U(U_.f).
——

eM
Portanto, para cada t € R:

M(z) = sup |M(f;2)| = sup |[M(U,f; )| = sup |[M(f; ze")| = M(ze™).
fem feM fem

Tomando s € R, onde z = |z|e*, decorre que
M(z) = M(ze™*) = M(2]).

Agora vejamos o item (2). Sejam 0 < 7 < ry < 1, f € M. Em cada circunferéncia
|z| = 7y, a fungdo |M(f;z)| assume seu maximo em algum ponto z = z, (kK = 1,2). Pelo
Teorema do Modulo Méximo, temos

|M(f;21)] < [M(f;2)]
Mas, pela definigao e pelo item (1),
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[M(f; 22)| < M(22) = M(|22|) = M(r2)
e, portanto,

|M(f;21)| < |M(f;22)] < M(ry) = M(r1) < M(rp),

sendo a implicac¢ao obtida utilizando-se novamente do item (1) e da definicdo de M (z). Isto
conclui o item (2).

Para o item (3), vamos utilizar o Teorema de Hadamard 3.14. Se 0 < r; < r3 <ry < 1,
sejam My = M(ry), k = 1,2,3. Escrevemos, para todo i, j € {1,2,3}

T
Ni; = log(;)
J

e assumiremos que a funcao 7 dada por 7(z) = |M(f;2)| atinge seu méaximo na circunferéncia
|z| = 7 no ponto z = z;. Pelo Teorema de Hadamard, obtemos:

[M(f; )" < [M(f; 20) " [ M(f; 22) "

e, portanto,

[M(f;525)]" < My My
e desde que |M(f;r3)| < |M(f;z3)|, vem
M§L21 S M{"LQ?)M;SI. (38)

Desta ultima desigualdade e do item (2) da proposicao, segue que se M(r) = 0 para
algum valor de r, entao M = 0. A convexidade segue como uma consequéncia da desigualdade
38. 1

Proposigao 3.17. Seja H um espago normado do tipo H(A; F');. Entao a fun¢ao N(g; z), da
Definigao 3.11, tem as seguintes propriedades:

1. N(g;2) = N(g;|z]), onde g € H(A,F') e z € A;

2. Se definirmos N(g;7) = N(g; z) onde |z| = r, entdo N(g;r) é uma funcao crescente de r;
3. N(g;r) =0 para todo 0 < r < 1 se, e somente se, g = 0;

4. Se g # 0, log(N(g; 7)) é uma funcdo convexa de log(r), se 0 < r < 1;

5. N(g;.) é uma funcdo continua de r, para 0 < r < 1.

Demonstracao: Tomemos como M da Proposi¢ao 3.16 a esfera unitaria de H e vejamos que
faz sentido tomar

M(f;2) = B(f,9;2), (3.9)
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onde g € H(A, F') é fixo.
De (3.9),

M() = sup [M(f;2)| = sup | B(f.95 )| = N(g: 2).
fem fem
Como H é do tipo H(A; F)s, pelo que vimos logo antes da Definigao 3.11 vale que
M(f;z) é limitado quando f varia sobre M. Finalmente, do item (2) da Proposigao 2.9,
obtemos diretamente que para t € R:

M(Uyf;z) = M(f; ze™).

Agora, a partir da Proposicao 3.16, obtemos os itens (1), (2) e, supondo que (3) vale,
obtemos também (4). Faltam serem demonstrados os itens (3) e (5).

Comecemos pelo item (3). Pela definigao de N(g;r), é facil ver que se g = 0, entao
para todo 0 < r < 1 temos N(g;r) = 0, pois neste caso, v,(g) = 0 para todo n € N, o que
implica em B(f, g;r) = 0 para todo f € H.

Agora para a outra implicagdo, suponhamos g # 0. Dai 7,(g) # 0, para algum
n € N. Tomemos f = ul, com v € F,|v|]| = 1 tal que < v,7,(g) ># 0. Resulta entao,
B(f,g;r) =" < v,7.(9) ># 0. Ainda, f € H, pois H é do tipo H(A; F)3 e, assim, satisfaz
Py. De || f]| # 0, temos

’B(f,g;r) 0
I/

e logo,

N(gir)= sup |B(f,g:7)| #0.

fll=1,feH

Portanto, se N(g;r) =0, entao g = 0.

Analisemos o item (5). Se para algum 0 < r < 1 valer N(g;r) = 0, entdo pelo que
acabamos de demonstrar vale g = 0 e concluimos. Portanto, s6 resta a outra possibilidade de
N(g;r) # 0 para todo 0 < r < 1. A continuidade, neste caso, ¢ uma consequéncia do item (4)
e do Corolério 3.15.

Proposicao 3.18. Seja H um espago normado do tipo H(A; F')3, e seja f € H. Entao:
L A[Tufll = 1T f|| se Jw| =r < 1;
2. |1, f|| ¢ uma fungao continua e crescente de 7.

Demonstragao: Para o item (1), tomemos w = re. Entao T, f = U;T,f. Dai, pelo axioma
Ps

[T f Il = UL fN = 1T £

37



demonstrando a primeira afirmacao.

Para o item 2, lembremos da Proposicao 3.12. L&, vemos que T, f ¢ uma funcao
holomorfa em w e, disto, continua. Utilizando o Teorema 2.12 e o item (1), notamos que se
|7 || nao é fungao crescente de 7, entdo podemos mostrar que a esta mesma fungao ¢ constante.
Portanto, s6 podemos ter ||T;|| constante ou, no caso de néo ser constante, crescente. Em
resumo, afirmamos que ||, || é crescente como fungao de . B
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Capitulo 4

Os Axiomas P5,FP; e P+

Introduziremos agora, mais trés axiomas que um espago do tipo H(A; F) pode satisfazer.

Ps: Se fe€ Hyentao T, f € H paracada 0 <r <1le | f|| = sup ||T.f]-
0<r<1

FPs: Se f € H,entao T, f € H paracada 0 <r <1 eliIr%HTrf—fH =0.

P Se fe HAF)étalque T,.f € Hparacada0<r<1le

sup || 7. f|| < oo
0<r<1

entao f € H e
1fll = sup [|IT.f].
0<r<1

Proposicao 4.1. Sao validas as seguintes implicagoes:

i) P implica em Py e Ay(H) = 1;

ii) P, e P; implicam em Ps;

iii) Se H for normado do tipo H(A; F')3, entao Py implica em Ps.

Demonstracgao: Os dois primeiros itens sao simples de serem provados. Para o terceiro, lem-
bremos que no segundo item da Proposi¢ao 3.18 mostramos que ||7, f|| ¢ uma funcao crescente
de r. De P

lim [[[ 75 £ = [} <l |75 f = fI = 0.

Logo,

lim 7,.f]| = | /]

e portanto, pela tltima proposicao citada

I/l = sup |T.f|.
0<r<1
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demonstrando a afirmagao iii). W
Antes de darmos continuidade ao estudo tedrico, vejamos alguns exemplos.

Proposicao 4.2. H*(A, F) satisfaz P; e, como ja vimos que satisfaz Py, temos que satisfaz
P5. Mas, nao satisfaz o axioma Fj.

Demonstragao: Inicialmente, mostremos que

1T flloo = Meo[f57]. (4.1)

Ja sabemos que M, [T, f;p] = M,[f;rp] parap >1e 0 <r < p <1 ( ver equagao 3.2,
pagina 24). Consequentemente,

lim M,[T,f;p] = Um M,[f;rp],
p—00 p—00
Usando a equacao 2.4 concluimos dai que

Mac[T,fip] = max | £(2)] (42)

para todo p tal que 0 <r < p < 1.
Em particular, a equacao 4.2 vale para todo 0 < p < 1 e, utilizando o Teorema 2.12,
obtemos

HTeroo = OS<I:;I<)1 Moo[Trf;p] = I‘?'i): Hf(Z)H = MOO[f;T]

e, assim, temos (4.1).
Dai, se tivermos f € H(A; F) tal que T,.f e H*(A,F) paracada 0 <r <1le

sup |7} fllos < 00,
0<r<1

entao obtemos
sup Muo[f;7] < o0,
0<r<1

resultando em f € H*(A, F') . Mas isto é justamente o axioma P;.
Vejamos que o axioma FPg nao é satisfeito. Dada f € H*(A; F'), suponhamos valido o
limite

lim |17, — f ]l = 0.

Tomemos uma sequéncia {r, }neny C [0,1) com 7, — 1. Para um dado € > 0, podemos
entdo encontrar um n(e) tal que para todo z € A e m,n > n(e) vale

1f(raz) = frm2)ll < T f = T flloo < e
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Agora sabemos que para cada n € N, f,. (2) = f(r,2z) é continua e, {f., }nen € uni-
formemente convergente em |z| < 1. Portanto, a fungao limite, que é a propria f quando restrita
a A, é continua no disco unitéario fechado. Ou seja, afirmar que Py é satisfeito por H*(A, F),
seria 0 mesmo que dizer que toda fungao f € H*(A, F') é continua no disco fechado. Mas isto
nao é verdade, pois, se tomarmos por exemplo a funcao dada por

1) = () v,

onde v € F, |lv]| = 1, entdao f €H>®(A,F) mas ndo é continua em A. Para ver que
f €H*®(A, F), consideramos z = x + yi e depois de alguns célculos, obtemos

21 [(#° - 1) +¢% — (2y)i

Z—l_ (:L'_l)Z_{_yZ )
e assim,
z+1 M 2(z—1)
[f(2)]] = |e==1| = e@D?1? =00 <e,

sendo a desigualdade valida para 0 < 2 + y? < 1, pois temos a expressao

2(x —1)

|
Estendamos nosso conceito de "espago do tipo H(A; F)," para valores k = 1,2,...,7.

Proposicao 4.3. Seja ' um espaco de Banach com a propriedade ARNP. Entao o espaco
HP(A F), para 1 < p < 0o, é um espago de Banach do tipo H(A; F).

Demonstracao: Basta mostrarmos que satisfaz Py e P; pois, como satisfaz Py, pela Proposicao
4.1 temos por consequéncia a validade de Ps.

O fato do axioma P; ser valido para HP(A, F'), vem diretamente da equagao (3.3), ou
seja, | T fllp = Mplf;r].

Por definicao, o valor de fronteira associado, pelo isomorfismo do Teorema 2.28, a T, f
é f., onde f.(e") = f(re®). Do Corolario 2.29, temos com f sendo o valor de fronteira de f
que

lim | £, — fll, = 0

e, novamente do isomorfismo do Teorema 2.28,

va" - f”p = HTrf - pr

pois, o valor de fronteira de 7). f — f ¢é justamente f,. — f para todo 0 < r < 1. Assim, obtemos
que Py ¢é satisfeito. B

Proposicao 4.4. Para 1 < p < oo, HP(A; F) satisfaz o axioma P;. Como satisfaz P, (pela
Proposigao 3.5), também Ps é satisfeito.
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Demonstracao: Como feito na demonstracao da Proposicao 4.3, basta utilizarmos da equacao
(3.3). &

Deixamos a pergunta: serd que para 1 < p < oo, os espagos HP (A; F') satisfazem Fg?

Definicao 4.5. Denotamos por A(A; F) o espaco das fun¢oes continuas em A cujas restricoes
a A sao holomorfas com a norma do supremo. No caso ' = C, o espago constitui uma éalgebra
de Banach, denominada dlgebra do disco e escrevemos A(A) no lugar de A(A;C).

A partir de um exemplo dado na demonstracao da Proposicao 4.2, podemos afirmar
ainda que A(A; F') é um subespago proprio de H*(A, F).

Proposicao 4.6. A(A; F') é um espago de Banach do tipo H(A; F')g (isto é, os axiomas P, — Py
sao satisfeitos em A(A; F')). Temos ainda que Ax(A(A; F)) =1 para k = 1,2,4.

Demonstracao: Comecemos demonstrando que cada um dos axiomas P, — Py sao satisfeitos.
Py: Segue direto de A(A; F') C H*(A; F). Disto resulta também que A;(A(A; F)) = 1.

Py: E imediato que u®, € A(A;F) e ||ul]l, = 1 para todon € Ne v € F com |[v]| = 1. Dai,
Ay(A(A; F)) = 1. Lembrando que A;(A(A; F)).Ay(A(A; F)) > 1, resulta

Ai(A(A F)) = Ao(A(A; 1)) = 1.

Ps: Se f € A(A; F), é claro que para t € R temos U, f € A(A; F). Também

1£lloo = max || f(ze™)[| = U flc-

|z]=1
Py Se f € A(A; F), é claro que T, f dada por

Lf(z) = f(rz)
também é um elemento de A(A; F'). Ainda,

1T flloo = max[|f(r2)]| < max [ f(2)l],

sendo, que como em casos anteriores, a desigualdade é valida devido ao Teorema 2.12. Por fim,
resulta

1Tl <1

e disto, A4(A(A;F)) < 1. Mas como, pelo Lema 3.1, A4(A(A;F)) > 1, s6 podemos ter
Ay(AA F)) = 1.

P5 e FPs: Pelo Teorema do Modulo Maximo,
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ITof = flloe = max [[f(re”) — f(e”)] =0,

0<0<2m
Basta demonstrarmos as igualdades como seguem:
. _ 1 0\ 0\
lin | 7,7 = e = lim max |17(re®) = 7)) =0,

fato que vem da continuidade uniforme de f em |z| < 1, obtendo ja que A(A; F') satisfaz Fs e,
pela Proposigao 4.1 satisfaz Ps, resultando que é do tipo H(A; F)s.

Falta apenas ver que A(A; F') é Banach. Seja {f,}nen uma sequéncia de Cauchy em
A(A; F), ou seja, dado € > 0 existe ng € N tal que para m,n > ng vale

an - meoo = max an(z) - fm(Z)H <€

|lz[<1

e logo, para cada |z| < 1 temos para m,n > ng

[fn(2) = fm(2)]] <€, (4.3)

Entao, para cada z € A, (f,(2))22; é uma sequéncia de Cauchy em F', que é completo.
Definamos agora

e fazendo n — oo em (4.3), temos

1£(2) = fm(2)] <e, (4.4)
para m > ng e |z| < 1, concluindo que f, — f uniformemente. Portanto, f € A(A;F),
demonstrando entdo que A(A; F') é um espago de Banach com a norma do méaximo. W
Afirmamos que A(A; F') nado satisfaz P;. A demonstracao deste fato, pode ser encon-
trada em Taylor [37], pagina 30. Nao a incluiremos aqui, porque exigiria a introdugao de outras
definicoes que fogem ao nosso objetivo de estudo.

Definicao 4.7. Seja o espago vetorial dado por

Ap(AF)Y={f: A — F;ipo fe AA),VY € F'}.
De maneira anédloga ao que ja fizemos em casos anteriores, para cada f € A,(A; F),

seja

11 = sup [[ro flle
YeF

Com esta norma, podemos demonstrar de forma semelhante & demonstracao da Proposicao
4.6 que:

Proposicao 4.8. A, (A; F) é um espago de Banach do tipo H(A; F)g (isto é, os axiomas Py — Py
sao satisfeitos em A, (A; F)). Temos ainda que Ax(A,(A; F)) =1 para k =1,2,4.

I
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Capitulo 5

Os Espacos H e HC

Trabalharemos neste capitulo, com espagos normados H do tipo H(A; F')3 e, construire-
mos outros dois espacos a partir deste, H® e H¢, que sdo do tipo H(A; F'),. Os resultados que
aqui veremos sao generalizagoes, ao caso vetorial, do que foi estudado por Taylor [36],[37] no
caso complexo. As nomenclaturas sao bem distintas das utilizadas pelo mateméatico no inicio
dos anos cinquenta. Como anteriormente, sempre consideramos 0 < r < 1.

5.1 Espacos H’

A partir do que vimos nas proposigdes 2.9 e 3.17 e na definig¢ao (3.11), podemos definir o
espago que segue:

Definigao 5.1. Seja H um espaco normado do tipo H(A; F')3. Definimos por H®, o conjunto
dos elementos g € H(A, F') tais que, N(g;r) seja limitado como fungao de . Se g € H?,
escrevemos

N(g) = sup rN(g;r),

0<r<1

Da Proposicao 3.17, é equivalente definir
N(g) = lim N(g; )
Proposigao 5.2. Se H é um espago normado do tipo H(A; F)s3, g € H(A; F') e w € A, entéao
Twg € H e

N(Tug) = N(gs lul). (5.1)

Além disso, g € H® se e somente se N(T,g) é limitado como uma funcao de r. Neste
caso,

N(g) = lim N(T,g). (5.2)
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Demonstragao: Pelo item (1) da Proposicao 3.17 e, pelo item (3) da Definigao 3.11 resultam
as igualdades

N(Twg;7) = N(g;rw) = N(g;7|w|).

Quando r — 1, da continuidade de N(g;.) em (0,1) e do fato de N(g;r) ser funcao
crescente de 0 < r < 1 (ver itens (2) e (5) da Proposi¢ao 3.17), resulta a equagdo 5.1. O
restante da proposicao segue facilmente. W

Proposigao 5.3. Se H ¢ um espaco normado do tipo H(A; F)3, entdo H® é um espaco de
Banach com a norma N(g).

Demonstracao: Que H° é um espaco vetorial normado, com a funcao norma dada por
g — N(g), segue das relagoes (1) e (2) apresentadas na Defini¢ao 3.11 e, do terceiro item da
Proposicao 3.17.

Para provar que H® ¢ de Banach, tomemos {g, }»en uma sequéncia de Cauchy em HP.
Entao, {N(gn)}neny ¢ uma sequéncia limitada, digamos N(g,) < A, para todo n € N, onde
A>0.

Agora, tomando v € F' com ||v|| = 1, temos para todo 0 < r < 1,

| <0, %(gn — gm) > | = |1 B(uf)y gn — gms 1) || < [UublIN(gn — gim) < As(H)N(gn — gm)- (5.3)

Fazendo o limite de  — 1, obtemos que {7x(gn) }nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em
F’ para cada k. Sendo F’ um espago de Banach, definimos:

a = lim 7;,(gn)

Observamos que a convergéncia aqui é uniforme em k (isto é, dado € > 0 existe ng € N
tal que ||7x(gn) — ak|| <€, para todo n > ng e k € N).
Também, a sequéncia {ay }ren € limitada. Com efeito,

17 (gu)r* || < As(H)N (gn) < Ao(H)A,

para todo 0 < r < 1, sendo a primeira desigualdade obtida da mesma forma que obtemos a
ultima desigualdade em (5.3). Portanto,

lar]| < As(H)A.
A partir disto, definimos agora a funcao

o0

g(z) = Z apz®.

k=0
que converge absolutamente e uniformemente nos discos abertos D, = {z € C; |z| < r}, para
0 < r < 1, bastando observar para isto, que o conjunto dos coeficientes {a }ren € limitado.
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Esta funcdo é um membro de H(A, F’). Vamos mostrar agora que g € H® e que
N(gn — g) — 0 quando n — co. Primeiramente, para um r fixado e f € H(A; F'), temos que

|B<f>gn7r) f?ga |_ Z<7k’ ﬂ}/kgn)_ak>r

(Z (I ) Sl}lpH'Yk(gn)_akH

para todo n € N e, da convergéncia uniforme em k de vx(g,) — ax, temos que

lim B(f,gn;r) = B(f,g;7).

n—oo

Agorase f € H, f # 0,

IB(ﬁ,gn;r)l < N(gn) = |B(f, gn; )] < Ngn)IIfI] < Al F]-

Fazendo n — oo, resulta que

|B(f,g;7)] < Allfl],

e assim, g € H® pois N(g;r) < A para todo 0 < r < 1. Agora suponhamos € > 0, e escolhamos
no(e) tal que m,n > ng(€), implique em N (g, — gn,) < €. Assim, se g € H,

1B(f; 9n = gm; )| < N(gn = gm) [lfI| < €l £

e, fazendo m — oo obtemos

|B(f7.gn —g,T)| < EH.fHa

o que nos da N (g, — g) < €, para n > ng(€), concluindo a demonstragao. W

Notagao: A partir de agora denotaremos N (g) por ||g||°, para toda g € HP.

Proposigao 5.4. Seja H um espago normado do tipo H(A; F)3. Entdo o espaco H® é um
espaco de Banach do tipo H(A; F'),. As constantes A,(H®), k = 1,2, 4, satisfazem as seguintes
relagoes:

a) Ai(H®) < Ay(H);
b) Ay(H) < A(H);
C) A4<Hb) =1
Demonstragao: Temos para v € F, ||[v||=1e g € F' que
(ug, g;r Z < (up), v(9) > =< (up), m(g) > " =< v, 70(g) > 1"

Assim, se g € H?,
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| <v,7(g) > 7" = [B(uy, g;7)| < |upll sup |B(f g;7)
Ifl=1,feH

< lup|IN(g;7)

< Jlupll sup N(g;r)

0<r<1
< [lunllllgl®
< Ay(H)l|g||®

e portanto, obtemos que [[v,(g9)| < As(H)|g|®. Assim, podemos afirmar que 7, € (H®)
resultando

[l = sup [lm(g)ll < A2(H),
geH",g]*=1

e como este fato é valido para todo n € N, o item (a) esté provado valendo assim, o axioma P;.
Vejamos agora o item (b). Para toda f € H, temos para v € F', |[v]| = 1 que
B(f,up;r) =< vu(f),v > 1",

obtendo que
N(up;r) < [yllllolr™ = llupll® < sup [l = Ai(H)

e agora, direto da definigao, resulta A,(H") < A;(H), ou seja, o item (b).
Para a demonstragao do item (c), comegamos utilizando do item (3) da Definigao 3.11,
isto é, para w € A e g € H(A, F') é valido que

N(Twg; z) = N(g;wz). (5.4)
Disto segue para t € R

N(Uig; p) = N(g; pe'') = N(g; p),
sendo a ultima igualdade advinda do item (1) da Proposigao 3.17.
Portanto, se ¢ € H® entao Uiyg € H® além de ||Ui||® = N(Uyg) = |g||°. Disto,
provamos que o axioma P3 é satisfeito. Portanto, ji temos que H® é do tipo H(A; F')s.
Novamente da equacao 5.4, obtemos a partir do segundo item da Proposicao 3.17, que

N(T.g;p) = N(g;rp) < N(g; p)

para 0 < p < 1 e, assim, se ¢ € H®, entdo T,g € H®, com ||T,g||* < ||g||°. Desta desigualdade,
temos direto que A4(H®) < 1. Como é sempre valido que A4(H®) > 1, fato visto na expressao
dada em (3.1), neste caso s6 podemos ter A,(H®) =1. B
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Proposicao 5.5. Sejam H; e Hs dois espagos normados do tipo H(A; F');. Denotemos a
norma de cada elemento f € Hy, k = 1,2, por | f|lg, e de cada elemento g € H}, por |||, .
Suponhamos que H; C H, e que existe uma constante A tal que

1l < Allf 1,
para f € Hy. Entao, se g € H(A, F'), para 0 < r < 1 temos

Nu, (g;7) < ANg,(g;7), (5.5)

onde Ny, (g;7r) = sup |B(f,g;7)].
1l =1, feHy
Alem disso, se g € HY, [|g]|%, < Allgll%;, e assim, HY C H}.

Demonstragao: Se f € Hy e g € H(A, F'), temos que
‘B(f,g;?")‘ < HfHH2NH2(g7r)
Assim, se f € Hy, entao

|B(f,9:7)] < Allfll 1, Niz (g5 7)-

Tomando o supremo como descrito

Ny, (g;7) = sup |B(f,g;7)] < ANg,(g;7),
”f”Hl:l:feHl

ou seja, vale a desigualdade 5.5 para todo 0 < r < 1.
Se ainda g € HY temos, fazendo 7 — 1, que

lgll7, < Allgllt,,
obtendo que também g € H?, isto ¢, HY C H?. &

5.2 Espacos H¢

Definigao 5.6. Seja H um espago normado do tipo H(A; F')3. Definimos H¢ como o espago
de todas g € H(A; F’), tais que para cada f € H o seguinte limite exista

lim B(f, ;7).

Na proxima proposicao veremos que H¢ é um subespaco vetorial fechado de H®, quando
H for Banach. Num caso mais particular, onde F' = C e H consiste do espac¢o dos polinémios
em z, com qualquer norma, entdao H® = H(A;C) = H(A).
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Proposicao 5.7. Seja H um espago de Banach do tipo H(A; F');. Entao H¢ é um subespagco
fechado de H®. Se adotarmos a fun¢iao g — [|g||?, como a norma de elementos de H¢, entdo
H¢ é um espago de Banach do tipo H(A; F"),. Além disso,

a) Ay (He) < Ay (H");
b) Ay(H) = Ay(HY);
C) A4<HC) = 1.

Demonstracao: Que H¢ é um subespago vetorial de H(A; F'), vem do item 1 apresentado na
Proposicao 2.9.

Vejamos agora que H® C H’. Como, em particular, H é do tipo H(A; F);, para cada
0<r<1lege€ H(A;F'), sabemos que B(.,g;r) é um funcional linear continuo em H, e
sua norma assume o valor N(g;r) (ver a observagdo antes da Defini¢do 3.11 e a Proposicao
3.17). Se g € H°, {B(f,g;7)}o<r<1 € limitado para f fixo. Podemos aplicar o Teorema de
Banach-Steinhaus, obtendo que o conjunto {N(g;7)}o<,<1 € limitado. Logo, mostramos que
He C H"

Agora mostremos que H¢ ¢ fechado em H® e, portanto, Banach. Para isto, tomemos
para cadan € N, g, € H® e g € H(A; F’), valendo que

lim ||g, — gHb =0,
n—oo

e vamos mostrar que g € H¢. Para isto, basta mostrar que para cada f € H vale

lim |B(f,g;r) = B(f,9;p)| =0, (5.6)

r,p—1

que é equivalente a definicao de um elemento estar em H°.
Analisemos algumas desigualdades,

\B(f,g;7) — B(f,9:0)| < |B(f,9n — g;7)| + |B(f, gn;7) — B(f, gu; p)| + |B(f; 90 — 93 )]
< 2[lgn — gl®NIf | + |B(f, gn; ) — B(f, gn; p)|

e tomando fixos f € H e € > 0, podemos escolher ng grande o suficiente, tal que

€
2.01gn — gll”N| fI| < 3

e ainda, para este valor de n, podemos escolher r e p tao proximos de 1, a ponto de podermos
declarar verdadeira a desigualdade

|B(f, gn;7) — B(f, gn; )| < %

pois, cada g, € H®.
Destas duas ultimas desigualdades, temos provado o limite de (5.6) e, portanto, que
He¢ & um subespaco fechado de H® e disto, um espaco de Banach.
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Para finalizarmos a demonstragao, falta apenas ver que H¢ é do tipo H(A; F'), e
demonstrarmos as relacoes propostas entre as constantes minimais.

Sendo H¢ C H® e H® do tipo H(A; F’),, entdo H¢ satisfaz P, e vale o item (a). Como
paracada f € H,0<r <1,neN, ecadav € F' com [[v| =1 temos

B(f,up;r) =< vu(f),v > r",

ou seja, u¥ € He. Aliado isto com o fato de H® C H® como subespago normado, nos leva a
concluir que H¢ satisfaz P, e ainda, que Ay(H®) = Ay(HY).

Para mostrar que H¢ satisfaz P;, tomemos t € R, g € H¢ e f € H. Depois de alguns
poucos calculos, utilizando da expressao de B dada na Definicao 2.7, e da analiticidade das
fungoes f e g, obtemos a identidade:

B(f,Urgir) = B(Uef, g;7)
e disto, ||g||® = ||U;g]|®, concluindo que H* satisfaz P;.
Para provar P, novamente tomamos f € H e g € H¢. Dali, para os valores de sempre
atribuidos a r e p vale

B(f,T.g;p) = B(f.9;7p),
obtendo pelo fato de ser analitica a funcao z — B(f, g;2) que
lim B(f,Trg, p) = lim B(f, g;7p) = B(f, g;7)

e logo, se g € H¢, destas igualdades resulta T,.g € H¢ para cada valor de r.
Sabemos da Proposigio 2.9 que A4(H?) = 1. De A4(H®) < A4(H®), pois H¢ C H®, e
de A4(H®) > 1, fato que vimos na desigualdade 3.1, s6 podemos ter

Ay(HS) = 1.
]

5.3 Propriedades de H" e H¢ para espacos de Banach H do
tipo H(A; F)4
Nesta segao, assumiremos que H é um espago de Banach do tipo H(A; F')4. Mostraremos

alguns resultados envolvendo H’, H® e H¢. Na proposicao seguinte, utilizaremos a definicao de
u; nao somente para vetores de norma unitaria, mas para todo v € F.

Proposicao 5.8. Se v € H', seja g dada por:

9(z) = 2", (5.7)
n=0
para todo 2z € A, onde 7, (v) := y(u?) para todo v € F. Entdao g € H® e ||g||® < As(H)|7||-

50



Demonstracgao: Primeiro, vejamos que para v # 0

()] = Iy(up)l < Iyl

< [l 1
< [Iv A2 (H)]Jv]].

Portanto, resulta para todo n € N que ||v,|| < ||7]|A2(H), o que prova que 7, € F’
para todo n € N e que g € H(A; F').
Lembremos da Proposicao 3.12, onde temos para w € Ae f € H que T,f € H e

Tof = Z Ap U
n=0
onde
1) an = (Al e vn = 2 caso 7o) # 0

I ()l

ii) a, = 0 € C, caso contrario.
Logo, sendo v € H', resulta

= Z @n’y(u
n=0

Seja {an, }ren, 0 subconjunto do elementos nao nulos do conjunto {a, }nen. Escreve-
mos:

o0

YTuf) =Y any(un) Z s )™y (i Zv (e

k=0
Mas a tltima soma satisfaz, pela defini¢ao de v, a segulnte igualdade

Zv (e ywe = Z%k Yo ()™,

sendo este ultimo somatorio justamente B(f, g; w). Ou seja, temos a seguinte igualdade

Y(Twf) = B(f, g;w) (5.8)

e portanto, se 0 < r < 1, obtemos

1B(f, g;7)] < IVINT-AN < v AsCED -
Logo g € H e ||g||° < ||v||A4(H), concluindo a demonstragio. B

Definigao 5.9. Seja I' : H' — H® a transformacao linear definida por I'(y) = ¢ para cada
~ € H', onde g e ~ se relacionam como na Proposicao 5.8.

Proposigao 5.10. A transformagéo linear I' ¢ um elemento de £(H’, H®), com ||T|| = A4(H).
Além disso, I' é injetora se e somente se o subespaco gerado por {u? },enver for denso em H.
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Demonstragao: Pela proposicao anterior, ¢ imediato que I' é continua, ou seja, I' € L(H’, H?).
Também, pelo que vimos na demonstracao anterior, com I'(y) = g resulta

ITl = sup [T = sup [lg]|” < As(H).

vlI=1 vlI=1

Da equagao 5.8, temos para 0 < r < 1

AT HE Mg < IAIT- -

Agora, pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos escolher v de maneira que |y(7,. f)| =
17, £ e Ily]l = 1 obtendo

1T A1 < IAINIT-

Portanto, ||7,|| < ||I'||, para todo 0 < r < 1. Isto implica, A4(H) < ||I'||. Portanto, s6
podemos ter ||I'|| = A4(H).

Finalmente, a ultima afirmagao da proposicao segue da relagao entre v e g na Proposig¢ao
5.8. 1

Relembremos que quando definimos, para cada g € H(A; F') e 0 < r < 1, a fungao
f € H— B(f,g;r), esta constitui um funcional linear continuo de norma N(g;r). Portanto,
se tomarmos g € H¢, e assim g € H®, entdo

(f) = lim B(f, g;7) (5.9)
define um elemento de H', e podemos escrever a definicdo como segue

Definigcao 5.11. Seja A : H® — H' a transformagao linear dada, para cada g € H€, por
A(g) =7, onde g e 7 se relacionam como no limite dado em (5.9).

Proposicao 5.12. A transformagao A € L(H¢, H'). Mais ainda, se g € H¢, entao

I'A(g) =y (5.10)
1Al < llgll® < Au(H)[A(9)]- (5.11)

Assim, I' define uma transformacao injetora, com inversa de um subespaco de H’
(imagem de A) em H¢ continua.

Demonstragao: Para provar (5.10), é suficiente mostrar para todo n € N que 7, (h) = v,(9),
onde h = T'(y) e ¥ = A(g). Para um dado v € F, utilizando da notagdo da Proposigao 5.8,
escrevemos para cada n € N,
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< v, () > =< vy, >
=<u,,7 >
~ tim B gi 7)
- lirr% <V, Y(g) > r"
=< v,7m(9) >

e com isto, temos o desejado, ou seja, v,(g) = v, (h) para todon € N, resultando que T'A(g) = g.
Agora mostremos as desigualdades. Tomando g € H¢ e v = A(g), temos que

1B(f. g7 < I £1lllg”

concluindo que | < f,v > | < [|f][[lg]|"-
Assim, ||[A(9)]l = |v]] < |lgll>. E a segunda desigualdade em (5.11), obtemos da
seguinte forma:

lg1l” = ITA()] < Tl = Au(H)[A(9)]I,
sendo isto obtido a partir da Proposicao 5.10, o que completa a demonstracao. Wl
Proposicao 5.13. A transformacgao A é sobrejetora se e somente se temos a convergéncia fraca

T.f = f

quando r — 1 para cada f € H. Quando este é o caso, I' define uma transformacao linear
bijetora de H' em H¢ com inversa I'"! = A.

Demonstragao: Tomemos v € A(H°), ou seja, existe g € H¢ tal que v = A(g). Vale que

V(T.f) = B(f,9;7) (5.12)

pois, utilizando do item (2) da Proposi¢ao 2.9, temos
V(T.f) = lim B(T:f, g; p) = lim B(, g; pr).
Assim da equacao 5.12 e da definicao de A, resulta

A f) = lm (T, f).

para cada f € H e cada v € A(H). Portanto, T, f converge fracamente para f quando r — 1,
se A(H®) = H', ou seja, A é sobrejetiva.
Agora suponhamos que temos a convergéncia fraca

I.f=f

quando r — 1 para cada f € H. Pelo que vimos na demonstragao da proposigao 5.8, é fato que
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lim B(f, T'(v);r) = im(T,.f) = ~(f),

para cada f € H e cada v € H'. Assim, I'(y) € H e A(I'(y)) = . Isto mostra que v € A(H®)
e, portanto que H' = A(H°). A dltima asser¢do da proposicao, segue da equagao 5.10 e do que
acabamos de provar. ll

Proposicao 5.14. Seja H um espago de Banach do tipo H(A; F'), satisfazendo Ps. Entdao H¢
e H’ coincidem, e H® é isometricamente isomorfo a H'.

Demonstracao: Primeiro provaremos que H® C H¢. Ja sabemos que H¢ C H?, pela Proposicao
5.7. Pelo item 2 da Proposigao 2.9, podemos mostrar para g € H(A; F') que para toda f € H
vale

B(T.f,9;p) = B(T,f, g;7). (5.13)

Utilizando desta equagao, obtemos a igualdade

B(f,g;7) — B(f,g9;p) = B(f = T,f,9;7) + B(T.f = T,f,9:p) + B(T,f — f,9;p)-

Portanto, se g € H®, temos a desigualdade

1B(f.9:7) = B(f, 9:p)l < Q@I = T,fll + IT5-f = T, fIDNlgll"-

Como H satisfaz Py, segue que

lim [B(f,g;7) — B(f,9;p)| =0,

r,p—1

onde este limite representa o fato de r e p tenderem a zero, mostra que g € H¢, concluindo que
He¢ = H°.

Para a segunda etapa da proposi¢cao, comecemos inicialmente observando que temos
A4(H) =1, devido ao axioma Py, pois vimos na Proposi¢ao 4.1 que Py implica em Ps que,por
sua vez, implica em Py e A4(H) = 1. Ainda de Py, obtemos a convergéncia fraca

I.f == f,

quando r — 1, pois T,.f — f em norma (convergéncia forte).

A Proposicao 5.12, garante neste caso que A : H® = H® — H' é injetiva, e a
Proposigao 5.13 que esta mesma fungao é sobrejetora, sendo portanto bijetora. A inversa de A
é I', o que vem também da Proposi¢ao 5.13. O fato de A ser isométrico vem de A4(H) =1, e
das desigualdades indicadas em (5.11) constantes no enunciado da Proposi¢ao 5.12. B

De tudo que fizemos, podemos demonstrar o teorema:

Teorema 5.15. Seja H um espago de Banach do tipo H(A; F'), tal que tenhamos, para cada
f € H a convergéncia fraca

I.f—= [,
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quando r — 1. Entao cada funcional linear v € H’, para toda f € H, pode ser representado
na forma

s =t [ < s 0((5) ) > a0 (514

onde 0 <r<p<lege H O elemento g € H® determina e é univocamente determinado
por v. Além do mais,

IVl < llgll® < As(H)[7]). (5.15)

Sob hipoteses mais fortes de que

lim |7,/ — £ = 0.

para cada f € H, temos a mesma representacao dada em (5.14). Neste caso, g pode ser qualquer
elemento de H®, que coincide com H®, e ||v| = ||g]|°.

Demonstracao: Pelo item 3 da Proposicao 2.9, temos

1

2
Bllgid) =5 [ < fae)gleae™) > db

onde z = 2129, 21,20 € A, [ € H(A;F) e g € H(A; F'). Podemos entao escrever B(f, g;r)
como no enunciado, isto é,

21T
Bl = | < f(pe”),g((%) ) > db,

onde 0 <r < p<1lege H° Pela Proposicao 5.13, se considerarmos valida a convergéncia
fraca do enunciado, entao cada v € H' é dado, para toda f € H, por

2w
) =tim g [ < g1 ) ) > o

onde g € H® determina e é unicamente determinado por 7.
As desigualdades (5.15) vém da Proposigao 5.12. Agora se supormos valida a con-
vergéncia na norma como indicada, o resultado segue da Proposicao 5.14. B
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Capitulo 6
Os Espacos H’ e H¢ quando H =HP(A, F)

Com base em todas as generalizagoes que obtemos, chegamos ao seguinte resultado:

Teorema 6.1. Se F' tem a propriedade ARNP e 1 < p < o0, entdo HP(A; F')’ é isometricamente
isomorfo a HP(A; F)” que coincide com HP(A; F)°.

Demonstracao: O teorema segue da Proposicao 4.3 e da Proposicao 5.14. B

6.1 A Integral de Cauchy

Nesta secao, apresentaremos resultados relacionando a Integral de Cauchy com os espagos
H’ e com H°.

Definigao 6.2. Sejam ¢ € L(T; F) e f definida por

£(2) 1/0%1‘?(&(19, 2] < 1.

o — ze ¥

Dizemos que f é a integral de Cauchy de ¢. Nao é dificil ver que f € H(A; F) e

1 2 ) )
Yo (f) / o(e®)e™0dp, n=0,1,2,...
0

T on
No caso de ¢ € LP(T; F'), definimos
1 27 0 %
el = (55 [ letepas)” 1<p<o0)
e no caso de p € L>(T; F'), definimos

lolloc = esssup [lo(e)]]
0<h<2m !
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sendo este o supremo essencial como definido anteriormente, na Secao 1.2.
Na Definigao 3.11, apresentamos a fungao N(g; z), onde g € H(A; F'). Vamos designar
esta fungdo por N,(g; z) quando H =HP?(A, F'). Aqui temos a definigao

Ny(g;r) = H?llllp |B(f,g;7)]
p=1

e também escrevemos, caso g € HP(A, F)":

lgllo = Ny(g) = sup Ny(g;r).

0<r<1

6.1.1 Espacos H’ e a integral de Cauchy

No que segue, investigaremos um pouco a natureza das funcdes que sao elementos de H?,
quando H = HP(A;F) e 1 <p < co.

Proposicao 6.3. Suponha que ¢ € LY(T; F'),se 1 < p < oo. Se g é a integral de Cauchy de ¢,
entao g eH?(A; F)? e |lg[% < [l¢ll, onde, como em casos anteriores, 110—1— % =lel<p,q<oc.

Demonstracao: Se g ¢ a integral de Cauchy de ¢, entao
1 2 S0(620)
= — ————df <1
9(2) 27?/0 1—ze @ 12
e ainda
1 2 0 -
" - 7 —1n de
Ml(9) = 5 /0 p(e)e

E tomando f € HP(A, F), resulta
B(f.gir) =Y <lf)wmlg) > 1"
n;O . or | |
=S <D (50 [ttt ) e
o 2m Jo

i 2w 0 ] )
Z < (f), go(ew)e’mar" > df
n=0

< fre™™),p(e") > db,

1 2w

:% ;

sendo a terceira igualdade pela convergéncia uniforme da soma e pela Proposicao 1.4. Agora,
utilizando da desigualdade de Hoélder, obtemos

[B(f,9:7)] < llpllgMplf; 7],
e como f €eHP(AF),
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1B(f,g:m)| < llllgll £l

Tomando o supremo, temos as implicagoes

S 1B(f,:7)| < llellg = No(g:7) < llelly = llglly < llella,
o

resultando disto tudo que g €HP(A, F)’. W

Proposigao 6.4. Seja ' um espago de Banach com a propriedade ARNP, cujo dual F’ tenha a
propriedade de Radon-Nikodym. Suponha que g € HP(A, F )b, onde 1 < p < oco. Entao, existe
uma ¢ € LY(T; F') tal que g é a integral de Cauchy de ¢ e [|g|2 = [|¢l|,-

Demonstragao: Lembremos inicialmente, pelo resultado do Teorema 2.28, que HP(A, F) é
isometricamente isomorfo ao espago H?(T'; F') por um isomorfismo

U: HP(AF) — HP(T;F)

f — W(f)=["
onde f & o valor de fronteira de f.
Portanto, todo funcional linear continuo v em HP(A, F) define também um funcional
linear continuo ¢, em H?(T; F) com a mesma norma. Tomando g € HP(A, F )", vemos pela
Proposicao 5.14, devido ao fato de Py ser valido, que

7(f) = lim B(f, g;7) (6.1)

define um funcional y €(H?(A, F))" com ||| = ||g||%.

De ¢, € (H?(T; F))’, pelo Teorema de Hahn-Banach e pelas observagoes feitas existe
um funcional linear continuo A, definido em L?(T; F) de norma |||, tal que A,(f) = v(f)
para todo f € HP(A; F). Pelo fato de F’ ter a propriedade de Radon-Nikodym, como visto no

Teorema 2.22, temos o seguinte isomorfismo isométrico

S:LYT;F') — (LXT;F))

¢ — Sg: LP(T;F) — C
1 27 ) )
a — — < a(e?), p(e?) > db.
2 Jo

Disto tudo, segue que existe ¢, € LI(T; F') tal que

NP =5 [ <) > @,
onde ainda, |||, = ||A\,]]. E dai,
21 o )
V() = % /O < F(e®), 1, () > db. (6.2)
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Agora definimos ¢(e) = ., (e7*). Entao,

lellg = llslly = 1211 = 1l = llglg.

No restante desta demonstragao, provaremos que g é a integral de Cauchy de . Se h
denota a integral de Cauchy de ¢, temos pelo que podemos ver na demonstragao da proposi¢ao
anterior e pela igualdade em (6.2)

27
Bl =g [ < s0e ol > do

1 2

< f(rew),ww(ew) > db

=5
=(T.f)

= B(f,g:7),

e tomando f = u? com v € F e |[v]] = 1, temos 7,(h)(v) = v,(g9)(v). Disto, resulta que
Yn(h) = vn(g) para todo n € N. Logo h = g e concluimos a demonstragao. l

A partir do que vimos ap6s a Definigao (2.35), podemos afirmar que exemplos de
espacos de Banach F' que satisfazem a hipotese desta tltima proposi¢ao sao os espagos UMD.

6.1.2 Espacos H e a Integral de Cauchy

No que segue, analisamos uma condicao, utilizando do conceito de integral de Cauchy,
para que uma dada fungao holomorfa g : A — F” pertenca a (H>®(A; F))°.

Teorema 6.5. Consideremos F' Banach com a propriedade ARNP. Sejam p € LY (T; F') e g a
integral de Cauchy de ¢. Entao g € (H®(A; F))°.

Demonstragao: Isto é consequéncia do que vimos na demonstragao da Proposi¢ao 6.3, pois
para f € HX(A; F)

1

2m ) .
B(f,g;r) = %/0 < flre ™), p(e) > db.

Dai, sendo f o valor de fronteira de f, resulta

1
2

2 . : L : S Y .
[ e e > < Fe o) 2t <1 Tl [ el
0 0
onde f.(¢") = f(re?) e ||f. — flleo — 0, quando r — 1, pelo Corolario 2.29. Concluimos que
1 2 _ ) ]

iy B(f.g5r) = 5= [ < Fle)ole) > a9
r—1 2 0

e portanto, g € (H*(A; F))¢ como desejado. B
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6.2 Propriedades Adicionais de N,(g;r)

Como visto na Segao 6.1,

Ny(g;m) = sup |B(f,g;r)l,
I£llp=1
para g € H(A; F') e f € HP(A,F). Para cada g € H(A; F'), analisaremos o comportamento
de N,(g;7) quando g ou r variam. Ainda mostraremos algumas relagdes entre espacos de nosso
interesse.

Proposicao 6.6. Sejam 1 < p; <ps <ocoel < g <q <00, onde g e go sao 0s respectivos
indices conjugados de p; e pa. Se g € H(A; F'), entao

Ny, (g;7) < Ny, (g57) (6.3)
HPY(A; F)Y € HP?(A; F). (6.4)

Demonstracao: Pela desigualdade 2.2 segue que

HP2(A; F) C HP'(A;F) (6.5)
e que [|hf[,, <[]y, se h € HP (A F).
Pela Proposicao 5.5,
HP (A F)' ¢ HP? (A F) (6.6)
e também [|g[|2, < [|g]l%, se g € HP2(A; F)".

q2 —
Portanto, a desigualdade 6.3 segue tomando h = T,g com g € H(A; F’), pois, neste

caso h € HP?(A; F)b pela Proposicao 3.12 e, além disto,

Naa(g:7) = 1 Togllg, < I Togll, = Now(g57),
o que vem do item 3 da defini¢ao 3.11 e do item (2) da Proposi¢ao 3.17. B

Proposigao 6.7. Seja 1 < p < co. Se g € H(A; F’), entdo sendo ¢ o conjugado de p, obtemos

Ny(g;7) < Mg[g; ] (6.7)
Em particular,
HIY(A; F') € HP(A; F) . (6.8)
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Demonstracgao: A partir do item 3 da Proposicao 2.9, obtemos a seguinte expressao

27
Bt =5 [ < 5oeal(L) ) > ab

onde f € HP(AF), g e H(A;F ) e0<r<p<l1.
Pela desigualdade de Holder, segue

IB(f, g:7)| < M,[f; p|M,[g; 21 < |1 £ 11, My[g; 21.

Fazendo p — 1, temos

|B(f, g;7)| < || fllpMqlg; 7.

Portanto, obtemos a desigualdade em (6.7), ou seja,

Nq(QE"’) < Mq[géﬂy

e a inclusao em (6.8) segue diretamente disto. W
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Capitulo 7

Dualidade de Espacos de Hardy com
Valores Vetoriais

Como feito antes, neste capitulo sempre consideramos p e ¢ indices conjugados.
Vimos na Proposicao 6.7 que

HI(A; F') C HP(A; F)°.

Mas sera que pode ocorrer se

HP(A; F) € HI(A; F). (7.1)

ou melhor, HP(A; F)®* = HY(A; F")? Seria suficiente termos F com a propriedade ARNP para
que a igualdade fosse verdadeira? Podemos ver no artigo citado em [5] que estas condigdes sobre
F ainda nao sao suficientes. Dando continuidade, relacionaremos a tltima inclusao com alguns
resultados. Por questao de maior facilidade de escrita, expressaremos (7.1) numa afirmagcao
como segue:

Ai(g; F'): Se g € HP(A; F)', entao g € HI(A; F).

Proposigao 7.1. Seja 1 < ¢ < co. Se Aj(q; F') é verdadeira, entao existe uma constante
C41(q) > 0, dependendo somente de ¢, obedecendo a desigualdade

Mylg;7] < Ci(q)Ng(g;7), (7.2)
para todo 0 <r < 1e g€ H(A; F’). Em particular, a inclusdo 7.1 é continua.
Demonstragao: Pela Proposicao 3.10, para cada h € HP(A; F')?, existe uma constante Cy(q) >
0 tal que

17lly < Ca(g)lInll},

com C(q) dependendo somente de q.
Se g € H(A; F), entao h = T,.g € HP(A; F)°, pela Proposicao 3.12. Pelo item (3) da
Definicao 3.11, temos que
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I1Rllg = IT-glly = No(Trg) = No(gi 7).
Ainda, pelo que vimos na equagao 3.3, temos

1Pllg = 1 Trglly = Mqlg; 7).
De tudo isto, obtemos a desigualdade 7.2 desejada. W

Agora, mais uma afirmacao:

As(p; F): Se p € LP(T; F), e f é sua integral de Cauchy, f € HP(A; F).

Proposicao 7.2. Se A,(p; F') é verdadeira, entao existe Cy(p) tal que:

11, < Ca(p)ll#llp,
onde p € LP(T;F) e f € HP(A; F) é a sua integral de Cauchy.

Demonstracao: Vamos mostrar que a correspondéncia entre ¢ e f, define uma transformacgao
linear limitada entre LP(T; F') e HP(A; F'). Como LP(T'; F') e HP(A; F') sado espagos de Banach,
podemos utilizar do Teorema do Grafico Fechado. Sejam ¢,, ¢ € LP(T;F) e g € HP(A; F).
Sejam f,, e f as correspondentes integrais de Cauchy de ¢, e @, respectivamente. Suponhamos
que |len — ¢l = 0 e || fn — gl — 0. Vamos mostrar que f = g. Seja a primeira igualdade

27 etf 27 etf
10 - =5 [ 20— o [T 2 a4 42 - g2,

om 1 — ze® 2m — ze~W

e assim,

IN

o oif) — o0
150 - g < 5 [ =2 a4, - oo

”90 - ‘Pnnp “fn - gHP
T 1-2 L—1z]

Para a ultima desigualdade utilizamos da Proposi¢ao 3.6, lembrando o fato de que
A (HP(A; F)) = 1. Pela convergéncia, so6 nos resta f =¢g. B

~ Quando F tem a propriedade ARNP, sabemos pelo Teorema 2.28 que a aplicagao que
leva f € HP(T; F) na sua integral de Cauchy f, estabelece um isomofismo isométrico entre
HP(A; F) e HP(T; F). A partir disto, enunciamos a seguinte proposicao:

Proposigao 7.3. Seja F' um espago de Banach com a propriedade ARNP. Entao F' satisfaz
Ay(p; F) se e somente se F' é UMD.
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Demonstracao: Usaremos o Teorema 2.39. Suponhamos As(p; F') verdadeira. Tomemos
@ € LP(T; F). Por hipotese, sua integral de Cauchy f pertence a H?(A; F'). Pelo Teorema 2.3
de Bukhvalov [5], pagina 1054, ¢ é o tnico elemento de LP(T’; F') com a propriedade de que f é
a integral de Cauchy de ¢. Pelo Teorema 2.28, sabemos que existe uma tnica f € H (T, F) C
LP(T; F) tal que f é a integral de Cauchy de f . Isto conclui, pois f é a projecao analitica de
¢ e o resultado segue da Proposi¢ao 7.2.

Agora suponhamos que o operador

S:L(T;F) — HPT;F)
© — p? ’

seja limitado para todo 1 < p < oo, ou ainda, existe A > 0 tal que |||, < ||¢|l,- Sendo entao
f aintegral de Cauchy de ¢, temos para z € A:

£(2) 1A%ﬁkﬁ%0 1A%f$@de

o 1— e 21 1 — ze®

e, pelo Teorema 2.28, temos || f1|, = [|¢*||,- Isto conclui o desejado. B
Proposicao 7.4. A afirmagdo A;(¢; F”’) implica na afirmacao As(q; F7).

Demonstracao: Seja ¢ € LY(T;F’). Sendo ¢ a integral de Cauchy de ¢, pela Proposi¢ao
6.3, g € H'(A;F)" e |lgll% < |l¢llg- Ainda pela hipotese e pela Proposi¢ao 7.1, temos que
g€ HY (A F') e

lglly < Cr(@)llglly < Cr@)llelly,
obtendo que g € HY(A; F’) como querifamos demonstrar. Hl
Temos mais uma implicac¢ao:
Proposicao 7.5. A afirmacao As(p; F') implica na afirmacao A;(q; F”).

Demonstragao: Sejam g € HP(A; F)®, o € LP(T; F) e f a integral de Cauchy de . Desta
maneira:

1 2 ) » S .
% < @(619)7g<7’6 6) > df = Z < Cn(gp)afyn(g) >,
0 n=0
onde
1 2 ] )
%@pr—/ ole®)e M4 (nez) (7.3)
2m J,

e, pela definicao de integral de Cauchy, segue que

f(2) = ealp)"

n=0
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Portanto,

1 2 ] L
| < o(e”),g(re™™) > db = B(f, g;r),
™ Jo

e, assim, utilizando da Proposicao 7.2:

1 21 ; »
3 [ < e st > at) < Lol < ol Ll

resultando pela Proposicao 2.17 que:

M,[g;r] < Co(p)|gl”

e isto conclui a demonstragao. W
Com base nas implicacoes dadas nas Proposicoes 7.4 e 7.5, obtemos a seguinte proposic¢ao:

Proposigao 7.6. Seja F' um espago de Banach com a propriedade ARNP, tal que seu dual
F’ também tenha a propriedade ARNP. A afirmagao A;(q; F') é verdadeira se e somente se o
espaco de Banach F' é UMD.

Demonstragao: Se F' é UMD, entao pela Proposi¢ao 7.3, As(p; F') é verdadeira e o resultado
segue da Proposigao 7.5. Agora, se A;(q; F') é verdadeira, entdo pela Proposigao 7.4 resulta
que Ay(q; F') é verdadeira. Reciprocamente, pela Proposicao 7.3, F’ ¢ UMD e, portanto, pela
Proposicao 2.36 F' ¢ UMD. B

Pelo que vimos na pagina 22, exemplos que satisfazem as hipoteses desta tltima
proposicao, sao os espacos de Banach reflexivos.

Proposigao 7.7. Se F' tem a propriedade ARNP e a afirmacao A;(q; F’) é verdadeira, os
espagos (HP(A, F)) e HI(A; F') sao topologicamente isomorfos.

Demonstracao: Se g € HI(A; F'), entao das desigualdades (7.2) e (6.7), resulta:

lglly < llglle < Cr(@)llgll;-

Disto, H%(A; F') & topologicamente isomorfo ao espaco HP(A; F')°. Mas, pelo Teorema
6.1, HP(A; F)® é topologicamente isomorfo ao espaco (HP(A, F))'. Isto conclui a demonstragao.
[

A partir da Proposi¢ao 7.7 escrevemos a seguinte defini¢ao:

Definigao 7.8. Diremos que os espagos (HP(A, F')) e HY(A; F') sao canonicamente topologi-
camente isomorfos se A;(q; F') é verdadeiro.

Continuando, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 7.9. Seja F' Banach com a propriedade ARNP, tal que F’ também tenha a pro-
priedade ARNP. Entao, os espagos (HP(A, F')) e HI(A; F') sdo canonicamente topologicamente
isomorfos se e somente se F' ¢ UMD.
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Demonstracao: O resultado segue das Proposi¢oes 7.6 e 7.7. B

Pelo que vimos no ultimo teorema, se F' e F’ tém a propriedade ARNP, é condicao
necessaria e suficiente para que F' seja UMD o fato de (HP(A, F)) e HI(A; F') serem espagos
canonicamente topologicamente isomorfos. Notemos que um resultado semelhante a este é
essencialmente conhecido. Este resultado pode ser obtido como consequéncia imediata do Teo-
rema 2.28 e do Teorema 2.22, pagina 92 da tese de Blasco [3]. Com efeito, Blasco demonstra que
para todo Banach F', (HP(T; F)) e HY(T; F') sao topologicamente isomorfos pelo isomorfismo

¢: HIT; F') — (HP(T;F))

f — o(f): HV(T;F) — C )
s g [ < g > as

se, e somente se, F' ¢ UMD. Portanto, pelo Teorema de Bukhvalov 2.28, segue que, se F' e F”
tém a propriedade ARNP, entdo (HP(A; F)) e H1(A; F') sao topologicamente isomorfos, por
um isomorfismo especifico obtido a partir do resultado do Teorema 2.28 e de ¢ se, e somente se,
F ¢ UMD. Aqui, utilizamos ainda do fato de que se dois espagos de Banach sao topologicamente
isomorfos, também o sao seus respectivos duais.

No que segue, apresentamos uma demonstragao dada por Taylor em [37], pagina 41,
de que A;(q;C) é verdadeira. Podemos afirmar, portanto, que estamos dando uma outra
demonstracao de que C é do tipo UMD.

Exemplo: Consideremos ' = C. Comecamos com o teorema de Marcel Riesz, apresentado
inicialmente no artigo indicado em [31]. Uma demonstracao deste teorema, pode ser encontrada
em [24], pagina 151. Antes porém, uma definigao:

Definigao 7.10. Denotamos por Hy(A) o espago das fungdes f € H(A) tais que a parte

imaginaria se anula na origem, ou ainda, f(0) € R.

Teorema 7.11. (M. Riesz) Seja 1 < p < oo. Existe uma constante positiva u(p), dependendo
somente de p, tal que para qualquer 0 <r < 1le f € Hy(A) vale:

My[v;r] < p(p) Mp|u; 1],
onde u e v sao, respectivamente, as partes real e imaginaria de f.

Demonstragao: Ver Hoffman [24], pagina 151. B
Este teorema é equivalente a seguinte afirmacao:

A;(p; C): Existe uma constante C3(p), dependendo somente de p, tal que para 0 < r < 1 e
qualquer f € Hy(A), vale:
Mp([f;7] < C3(p) Mplu; 7).
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Proposicao 7.12. A afirmagao As(p;C) implica na afirmacao A, (p; C).

Antes de darmos uma demonstracao direta desta proposi¢do, provemos o seguinte
lema:

Lema 7.13. Sejam ¢ € LP(T;R), f sua integral de Cauchy e u a parte real de f. Entao,
Mplu;r] < [|ellp-

Demonstragao: Temos f(re?) = 2—/ 1 el go(e(‘z ) dt.
T Jo —re\"—

Em Hoffman [24] é definido o nucleo de Cauchy {C, }o<,<1 dado por

- n_—in 1
C’T(Q):Zre ezl_r—z‘e'
n=0

Assim,

f(re®) = - /%7@(6“) dt= L [ oo ot
0

T or 1 — rei®=1) 27 J,

Ainda em [24], vemos que

Re{C,(0)} = 5 + 3P0,

onde Re representa a parte real e, (P)o<y<1 ¢ 0 ntcleo de Poisson, também apresentado em
[24], sendo que cada funcao desta familia é dada por:

1 > .
Pr 0 — _ n _inf
(6) 1 — 2rcos(6) + r? n;wr o
com cada elemento satisfazendo
1 2T
— P.(0)do = 1. (7.4)
2 Jo
Desta maneira,
(re) = Rely e} = 1= [ ptear+ - [T om0
u(re”) = Re{ f(re = — e — e \P.(0 — )
4T J, 7 dr J, 7

Portanto, dando prosseguimento

ulre) < (el + 5 (i / e (elIP(t = 0)[F Pt - ewt)

e, a segunda parte da soma a direita da desigualdade, podemos majorar como segue, através
da desigualdade de Holder
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1 21 ) 1 1 1 2 ; % 1 2 %
(NP (t=0)[7 | P (¢=0)[=dt < (—QW/ |p(e t)l”IPr(t—G)ldt) <—2 / \Pr(t—G)ldt) :
0 T Jo

27 Jo

e pela Igualdade 7.4, lembrando que os elementos do nticleo de Poisson sempre assumem valores
reais nao-negativos, resulta:

| 1 11 z
e < @l + 5 (5 [ letepip - olar)

e agora, utilizando de |||/ < ||¢]|, e da desigualdade de Minkowski resulta

Myfuir] < ol + & (2 / ! /2ﬂ| P — o)t ) db)”
T =5 o \or | \aog f, 19 r :

A partir do teorema de Fubini com respeito a inversao da ordem de integragao, obtemos
novamente da Igualdade 7.4:

1 1
Mylu;r] < Slell, + §Ilw||p,

concluindo com o desejado. M
Demonstragao (da proposigao 7.12): Seja ¢ € LP(T) e escrevemos ¢ = 1 + i@y, onde ¢y
e @9 sao reais. Sejam f; a integral de Cauchy de ¢y, para k = 1,2 e, f = f; +ifs. Entao

Mp[f?"’] < Mp[fﬁr] + Mp[f2§r]
e [leklly < llellp, k= 1,2.

Se fr(2) = uk(2) + ivg(z), onde uy e vy s@o reais, definamos gx(z) = fr(z) — ivk(0).
Entao gr € Ho(A). E ainda, para k = 1,2, vale

My fr; 7] < Mylge; 7] + vk (0)] (7.5)

[0k ()] < [f(O)] = leo(r)] < NIl

lembrando que cada ¢, (¢) é um coeficiente de Fourier de ¢, dado por

2m
De Aj;(p; C) verdadeiro, resulta

ealion) = = / oy (ne ). (7.6)

My[gr; r] < Cs(p) Mplug; 7]

e combinando o lema anterior com o que ja obtemos
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My[fi;r] < [Cs(p) + 1l exllp,

e ainda

Myf;r] < 2[Cs(p) + llellp,

e com este fato, finalizamos a demonstracao.

Sabemos da Proposicao 2.3 que:
Hu(A; F) = H(A; F)

para todo espaco de Banach F'.
Utilizando dos resultados anteriores, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 7.14. Seja 1 < p < oo e seja F' um espago de Banach com a propriedade ARNP tal
que

HP(A; F) = HP(A; F). (7.7)
Entao (HP(A, F)) e H1(A; F') sdo canonicamente topologicamente isomorfos.

Demonstragao: Vamos mostrar que a hipotese 7.7 implica em Ay(p; F'). O restante da de-
monstragao segue da Proposigdes 7.5 e 7.7. Seja ¢ € LP(T; F) e seja f € H(A; F') sua integral
de Cauchy. Se 1) € F’, entao ) o p € LP(T) e, é valido neste caso pelo Teorema de Riesz, como
vimos no exemplo anterior onde F' = C, que sendo ¢ o f a integral de Cauchy de v o ¢, entao
Yo f € HP(A). Pela afirmagdo do enunciado, f € HP(A; F'). Isto demonstra Ay(p; F'). B

E facil ver, a partir das definicoes de espacos de Hardy e fracamente de Hardy, que
se I’ tem dimensao finita, entao a igualdade 7.7 é satisfeita. Com este teorema, portanto,
demonstramos que (HP(A, F)) e H1(A; F') sao canonicamente topologicamente isomorfos para
estes espacos de Banach. Um dos primeiros a demonstrar um fato semelhante, isto é, que
(HP(A, F)) e HI(A; F') sao topologicamente isomorfos para espagos de Banach I’ de dimensao
finita, foi Levi [26], pagina 59.

Incrementando um pouco mais, temos ainda um outro teorema:

Teorema 7.15. Seja 1 < p < oo e seja ' um espaco de Banach com a propriedade ARNP,
com F’ também satisfazendo ARNP e tal que
HP (A F) = HP (A F). (7.8)
Entao F' é UMD.

Demonstragao: O resultado segue dos teoremas (7.9) e (7.14). B

Perguntamos: serd que a implicagao contraria do teorema acima é verdadeira? De
fato, daremos um exemplo que nao. Vejamos!

Suponhamos que H? (A; F) = HP(A; F) para 1 < p < oco. Entao
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(HP(A; F)) e HI(A; F)

sao canonicamente topologicamente isomorfos, pelo Teorema 7.14, se F' tiver a propriedade
ARNP. Portanto, supondo ainda que H?(A; F') = HI(A; F') para 1 < g < 00, temos que

(HE (A F))" e Hi(A; F)

sao topologicamente isomorfos.
Pela Proposicao 2.16, considerando F' reflexivo, resulta que existe um isomorfismo
topologico entre os espagos

(L(F5 HP(A)) e L(F; HI(A)).
Logo, os trés espagos seguintes sao isomorfos:
(L(F"; HP(A)))", (L(F; HI(A)) e L(F'; HP(A)).

Mas, entao L(F"; H?(A)) é reflexivo. Por Mujica [29], se denotarmos por Ly (F'; HP(A))
o subespago de L(F'; HP(A)) constituido dos operadores compactos, resulta que

L(F'; HP(A)) = Ly (F'; HP(A)).
Para 1 < ¢ < oo, tomando F' = H?(A), entao F' = HP(A) e logo

L(H"(A); HP(A)) = Li(HP(A); HP(A)).

Disto, teriamos que a identidade I : HP(A) — HP(A) é compacta, o que nao pode
ocorrer, pois HP(A) é um espago de dimensao infinita. Sabemos que HP(A) e HP(T) sao
topologicamente isomorfos. Por [30], pagina 8, vale que H?(T) e LP(T) sao isometricamente
isomorfos. Como LP(T") ¢ UMD, obtemos que H?(A) ¢ UMD. Assim, temos um exemplo de
um espaco F' UMD, tal que a igualdade 7.8 nao é valida, demonstrando o desejado, ou seja, a
nao validade da implicacao contraria do Teorema 7.15.

E facil vermos que se f € HP(A; F), entdo ¢ o f € HP(A) para todo 1 € F', ou
seja, HP(A; F) C HP(A; F). Porém, com base no que acabamos de fazer e no Teorema 7.14,
mostramos que a inclusao contraria nem sempre pode ser valida, isto é:

HY(A; F) € HE(AF)

por exemplo, mesmo que se tomarmos espagos UMD, como é o caso de ' = HP(A). Ainda
deixamos uma pergunta: serda que a igualdade 7.8 é equivalente ao fato de F' ter dimensao
finita? Observamos que no caso do exemplo F' = HP(A) dado logo antes, mostrando a nao
validade da reciproca do Teorema 7.15, este é um exemplo de espaco de dimensao infinita.
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