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Abstract

In this dissertation, we study the constraint of qualifications for nonlinear programming pro-
blems, essentially, The constraint qualification of constant rank component subspace and the cons-
traint qualification of generator positive constant, recently introduced. Furthermore, a study is
done about of the theory of positive bases in the space R™ where one can see the demonstration of
partition of a positive basis theorem, which is used in the proof of that the relaxation of constraint
qualification of constant positive linear dependence implies the constraint qualification of constant
rank component subspace. Note that the properties of the positive bases are not similar to the
properties of the linear bases for vector subspaces.

Keywords: Constraint qualifications, Positive bases.

Resumo

Nesta dissertacao, estudam-se as condigoes de qualificagdo para problemas de programagao nao
linear, essencialmente, a condi¢ao de qualificagao de posto constante da componente de subespaco
e a condicao de qualificacdo de gerador positivo constante que foram recentemente introduzidas.
Ademais, faz-se um estudo sobre a teoria das bases positivas no espaco R", onde vé-se a demonstra-
cao do teorema da particao de uma base positiva, que é usado na demonstracao de que a relaxacao
da condicao de qualificacdo de dependéncia linear positiva constante implica a condi¢ao de quali-
ficacao de posto constante da componente de subespaco. Nota-se que as propriedades das bases
positivas nao sao semelhantes as propriedades das bases lineares dos subespacos vetoriais.

Palavras-chave: Condigoes de qualificacao, Bases positivas.
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Notacao Utilizada

Z ={1,---,m} representa o conjunto de m elementos;

J={m+1,--- ,m -+ p} representa o conjunto de p elementos;

card(A) representa a cardinalidade do conjunto A;

pos(A) representa um conjunto gerado positivamente por A;

V(z) representa a vizinhanga centrada no ponto x;

m: ) — U representa a projecao linear do espaco vetorial ¥V sobre o subespaco U;
dim V representa a dimensao do espaco vetorial V;

F(z) representa do cone vidvel linearizado;

T (x) representa o cone tangente en torno ao ponto x;

F' representa o conjunto viavel do problema de programacao nao linear;

v? representa um vetor transposto.



Lista de Abreviaturas e Siglas

LICQ - Linear Independence Constraint Qualification.
MFCQ - Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification.
CRCQ - Constant Rank Constraint Qualification.

RCRCQ - Relaxed Constant Rank Constraint Qualification.
CPLD - Constant Positive Linear Dependence.

RCPLD - Relaxed Constant Positive Linear Dependence.
CRSC - Constant Rank of the Subspace Component.

CPG - Constant Positive Generator Condition.
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Introducao

Consideremos o seguinte problema de programacao nao linear

min fo(z)
s.a fi(x)=0, i=1,---,m, (PNL)
fi(x) <0, j=m+1,--- m+p
em que f; : R" - R, n>1,4¢=0,---,m+ p, sao fungoes com derivadas primeiras

continuas em R™. O conjunto viavel é formado pelas pontos que satisfazem as restrigoes
de igualdade e desigualdade,
() =0,1=1,--- m,
F=qzeR"| Jilz) , :
Os elementos de F' sao chamados pontos vidaveis. Uma restricao de desigualdade que
se verifica por igualdade no ponto z é dita ativa em z. No caso que nao se verifique a

igualdade, dizemos que é inativa em z. Vamos denotar por A(x) o conjunto de indices

das restricoes de desigualdades ativas em um ponto viavel z, isto é,

Além disso, os minimizadores do problema acima podem ser locais, pontos vidveis x que
verificam fo(z) < fo(y) Yy € V(z), ou globais, pontos vidveis = que verificam fy(x) <
foly) Vy € F.

Uma condicao de otimalidade é uma condi¢ao necessaria para um minimizador local.
E desejavel que uma condigao de otimalidade seja forte, para que nao haja muito pontos
que a satisfacam sem ser de fato minimizadores locais.

Os métodos desenvolvidos [7, 15] para a resolugdo do problema de PNL utilizam a

condigao de Karush-Kunh-Tucker (KKT) para encontrar candidatos a minimizador local.



Um ponto x € F satisfaz a condi¢cao KK'T quando existem A € R™, u; > 0, para todo
J € A(x), tais que

V folx +ZAsz + Y Vi

jEA(x)

Infelizmente nem sempre os minimizador locais a verificam KKT. Veja o exemplo:

min
sa fi(z) =2 =0.

A solugao do problema é zero, mas fj(0) + Af](0) =1+ X0 =1#0.
Portanto, nao vale KKT.

Para superar este problema, usamos uma hipotese adicional para que um minimizador

local seja KKT, chamada condigao de qualificagao.

A partir das definigdes do cone tangente (objeto geométrico) e do cone viavel lineari-
zado (objeto analitico), foi encontrada a condigao de qualificagdo mais fraca (Guignard
[10]), se um minimizador local é tal que o polar do cone tangente e o polar do cone vidvel
linearizado sao iguais, entao este ponto verifica KK'T. Dado que os métodos trabalham
com objetos analiticos (gradientes), este tipo de condigao é impossivel de ser usada na
prova da convergéncia dos métodos, portanto condi¢oes de qualificagao mais exigentes do
que a de Guignard sao necessarias para a prova da convergéncia dos métodos de PNL.

A primeira condigao de qualificagdo proposta foi da independéncia linear (LICQ), do
conjunto dos gradientes das restricoes de igualdade e desigualdade ativas. Em seguida,
Mangasarian e Fromovitz (MF) estabeleceram uma condigao mais fraca do que LICQ;
usam os escalares nao negativos associados aos gradientes das restricoes de desigualdade
ativas, introduzindo o conceito de independéncia linear positiva (PLI).

Posteriormente, Janin [12] enfraqueceu LICQ com a condigao de qualificacao de posto
constante (CRCQ): a ideia é manter o posto constante para todas as combinacoes de sub-
conjuntos dos gradientes das restrigoes de igualdade e desigualdade ativas. Em 2001, An-
dreani, Martinez e Schuverdt generalizaram CRCQ), com a condicao de dependéncia linear
positiva constante (CPLD) [16], e provaram a convergéncia do Método do Lagrangiano
Aumentado com esta condicao.

Estudos posteriores de Andreani, Haeser, Martinez, Schuverdt, Silva; Minchenko e

Stakhovski em [13, 3], definiram generalizagoes de CRCQ, CPLD, respectivamente, no
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entanto nao tenham conseguido identificar exatamente o conjunto de indices dos gra-
dientes das restricoes de igualdade e desigualdade ativas que devem manter o posto
constante.

Finalmente, Andreani, Haeser, Schuverdt e Silva [4] definiram a condigao de qualifi-
cagao de posto constante da componente de subespago (CRSC); estabeleceram o conjunto
de indices dos gradientes das restrigoes de igualdade e desigualdade ativas que devem de
manter o posto constante; também propuseram a condicao de qualificagao gerador po-
sitivo constante (CPG), mostraram as boas condigoes de convergéncia do Lagrangiano
Aumentado.

Esta dissertacao se organiza da seguinte maneira. No capitulo 1, estudamos o cone
tangente e o cone viavel linearizado que sao usados nas demonstragoes das condig¢oes de
qualificagao.

No Capitulo 2, fazemos um estudo da teoria das bases positivas, essenciais para en-
tender a teoria envolvida na demonstracao de que relaxacao da condicao de qualificacao
de dependéncia linear positiva (RCPLD) implica CRSC.

No capitulo 3, fazemos uma revisao completa das condicoes de qualificacao recentes

e, finalmente, explicamos a prova de que RCPLD implica CRSC.



Capitulo 1

Visao Geométrica das Condicoes de

Qualificacao

Um objeto geométrico apropriado para descrever propriedades do conjunto viavel F'

de PNL, em torno de x € F, é o cone tangente.
Definicao 1.1. O cone tangente de F', em x € F', é definido como:

) = {y . Hifk} C F;g;k S } U o),

=]~ Tyl

T(x)
T(z)°

d1

(a) (b)

Figura 1.1: (a) O cone tangente 7 (z). (b) O polar do cone tangente T (z)°.

Definicao 1.2. Dado um conjunto S C R", definimos o polar de S por

SO ={yecR"|y'2<0,Vze€ S}



Assim, o polar do cone tangente é:
T(@)={yeR"|y"2<0,Vz € T(x)}.

Nas figuras 1.1(a) e 1.1(b), temos ilustragoes do cone tangente e seu polar respectiva-

mente.

O teorema abaixo mostra uma condicao de otimalidade usando a diferenciabilidade
da funcao objetivo e o cone tangente de F' em torno de x. Na figura 1.2, temos sua

ilustracao.

Teorema 1.3. (Condi¢cdo geométrica de otimalidade) Seja x € F um minimizador local
do problema (PNL), entdo

Vfolx)Ty > 0, Yy € T(a).

Demonstragao. Dado 0 # d € T(x), entdo existe uma sequéncia {z;} em F tal que

_d_
ldll -

0 < folzx) = folz) = Vfo(2)" (21 — z) + of|ax — ]),

Tp =T e T —

Assim, temos que
(S]]

para todo k, suficientemente grande. Dividindo por ||z —z|| e passando o limite, obtemos

Observemos que, através do cone polar do cone tangente, podemos reescrever a

condicao geométrica de otimalidade:
Vix)'y >0 VyeT(r) < —Vizr)eT(x) (1.1)

Outra possivel aproximagcao do conjunto viavel é o cone viavel linearizado. A importancia
de este conjunto com respeito ao cone tangente é ao fato de seu polar ¢é facil de computar,

e pode ser usado diretamente nos algoritmos de PNL.

Definicao 1.4. Seja x € F, definimos o cone vidvel linearizado de F' em torno de x por

vfz(x)Ty:()?Z:l? , M, }

F(z) = {y €R" | Vi(x)Ty <0,Vj € A(z)

O polar do conjunto F(z) é o cone normal

N(z) = {yeR” \ y:Z/\ini(x)—i— Z 1;V fi(x), py >0 } .

JEA(x)



T(z)
T(x)°

Figura 1.2: condicao geométrica de otimalidade

Exemplo 1.5. Vejamos que T(z) # F(z) e T(z)? = N (Z).
Consideremos o ponto z = (0,0),
fi(x) =329 = 0, fo(r) = —21 <0, f3(x) = —29 <0,

as restricoes de igualdade e desigualdade do conjunto F', com o conjunto ativo A(Z) =

{2,3}. Logo, os gradientes das restri¢bes de F' no ponto Z sao:
V(@) = (0,07, Vfo(z) = (=1,0)", Vf3(7) = (0,-1)".
Na figura 1.4, temos a representaciao do T(z) # F(z) e T(Z)" = N(z).
Exemplo 1.6. Vejamos que T(z) # F(z) e T(z)? # N(Z).
Consideremos o ponto z = (0,0),
fi(z) = 2% — 25 <0, foz) = 2% + 25 <0,

as restrigoes de desigualdade do conjunto F', com o conjunto ativo A(Z) = {1,2}. Logo,

os gradientes das restricbes no ponto T sao:
V(@) = (0, -1, Vfo(7) = (0,1)".
Na figura 1.3 temos a representagao de T(z) # F(z) e T(z)? # N(z).

Teorema 1.7. Seja x € F um minimizador local do problema (PNL) e T (z)° = N(z),
entao x satisfaz a propriedade KKT.



Demonstragdo. Pelas hipéteses z é minimizador local e T(z)? = N (x). Considerando

(1.1), temos que

—Vf(z) e Nz) = —Vfo(a:)zz:)\ini(a:)Jr > Vi),

JEA(x)
em que os escalares \;, p; sao denominados multiplicadores de Lagrange. O

A condigio T (x)° = N (z) é conhecida como a condigao de qualificacio de Guignard
[10]. Ea condicao menos exigente de todas as condigoes de qualificacao na literatura.

Outra condicao de qualificacao mais restritiva que Guignard é a condicao de qualifi-
cacao de Abadie, que estabelece a igualdade do cone tangente com o cone viavel lineari-
zado, T (z) = F(x), que naturalmente implica a condi¢ao de Guignard. Ambas condicoes
igualam objetos geométricos com objetos algébricos, mas sao dificeis de computar nos
algoritmos; surgiram, portanto, condicoes de qualificacao mais fortes que a de Abadie,

que trabalham com objetos algébricos. Este desenvolvimento sera feito no Capitulo 3.

N(z) wm

F(z) w—

Vil(z)

(a) (b)

Figura 1.3: T(2)° # N (z), F(z) # T(Z).



=1

(a)
Figura 1.4: T(2)" = N(z), F(z) # T(z).



Capitulo 2
Bases Positivas no Espaco Euclidiano

Neste capitulo estudamos algumas propriedades necessarias das bases positivas, baseando-
nos essencialmente em [9, 14, 17, 18] para compreender a demonstragao de que RCPLD
implica CRSC, que foi estabelecida pelos autores Andreani, Haeser, Schuverdt e Silva [4].

A propriedade essencial para essa demonstracao é o teorema da particao da base positiva
de um espaco vetorial. Primeiramente estabelecemos notagoes necessarias e damos as
defini¢oes padrao de uma forma que mostra a semelhanca entre as estruturas lineares e

positivas.

Definicao 2.1. Seja V um subespaco vetorial de R™. Dizemos que um elemento x € V
¢ uma combinacao positiva dos elementos by, by, --- b, € V se existem escalares nao

neqativos \i, Xo, - -+ , \p tais que
r = /\1b1 + )\ng + -+ )\kbk

No caso A\; > 0,b; # 0,para cada i = 1,2,--- , k, dizemos que z é uma combinagcao
estritamente positiva.
Dizemos que os elementos de B tem uma relacao positiva se existem escalares nao

negativos i, A9, - -+, \x tais que
0 = )\1[71 + )\2[?2 + -+ )\kbk
No caso que \; >0 i =1,--- ,k, B tem uma relacao estritamente positiva.

Definigao 2.2. Sejam V um subespago vetorial de R", B = {by,bs, ..., bx} um subcon-

junto de V. O subconjunto P construido a partir dos elementos de B da sequinte forma:

k
P = {y|y=2a,~bi, a; > 0, nao todos nulos, 1 =1, - ,k},

=1



que vamos denotar por pos B, é denominado conjunto gerado positivamente pelos ele-

mentos de B. O subespaco gerado pelos elementos de B serd denotado por span B.

Dizemos que um espago vetorial V de R™ é gerado positivamente por um subconjunto
finito B de V se pos B = V.

Definigao 2.3. Sejam V um subespaco vetorial de R™ e by, by, --- b € V. Dizemos que
um conjunto de vetores B = {by, b, - b} € positivamente independente (PI) se b; # 0
e b € pos(B\ {b;}), Vi=1,2,--- k. Caso contrario, é positivamente dependente (PD).

Note que a definicao de positivamente dependente nao é equivalente a afirmacao que
existe uma relagao positiva nao trivial sobre B. O conjunto finito que tem o vetor nulo
¢é positivamente dependente.

Na figura 2.1, observe-se que b; é uma combinacao positiva dos vetores by e by, entao
o conjunto {by, by, b3, by, b5} ¢ PD. Finalmente uma formulagao equivalente para positiva-

mente independente é dada abaixo.

Teorema 2.4. Sejam V um subespago vetorial de R™ e B C V\{0} um conjunto finito de
vetores. B € positivamente independente se, e somente se, nenhum subconjunto proprio

de B gera positivamente pos B.

Demonstragao. [=] Suponhamos que existe D subconjunto préprio de B tal que pos D =
pos B. Pelo fato que D é um subconjunto proprio de B, entao existe b € (B\ D). Entao,
b € pos B =pos D e como pos D = pos(D \ {b}), temos que b € pos(D \ {b}). Portanto,
B ¢ positivamente dependente.

[«<| Suponhamos que B é positivamente dependente, entao existe b € B tal que b €
pos(B \ {b}). Deste modo, pos B = pos(B \ {b}). Assim existe um subconjunto préprio
de B que gera positivamente pos B. O

2.1 Propriedades dos conjuntos gerados positivamente

O seguinte teorema nos déa propriedades do conjunto gerado positivamente, e suas

demonstragoes seguem imediatamente das defini¢coes envolvidas.

Teorema 2.5. Sejam V um subespago vetorial de R™ e B um subconjunto finito de V\{0},

entdo as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
i) Se B gera positivamente V, entao B gera V.

10



bs\/ ;
b4 / 0 b2
b3

Figura 2.1: conjunto positivamente dependente.

ii) Se A C B que gera positivamente V, entao B gera positivamente V.

iii) Se B ¢ positivamente independente, entdo todo subconjunto de B ¢é positivamente

independente.
iv) Se B gera V, entao B U (—B) gera positivamente V.

Demonstragao. i) Pela hipdtese, pos B = V. Logo, V = pos B C span B C V), portanto
span B = V.

ii) Pela hipétese, pos A = V. Logo, V = pos A C pos B C V, portanto pos B = V.

iii) Suponhamos que existe D um subconjunto préprio de B positivamente depen-
dente. Entao, existe b € D tal que b € pos(D\{b}). Logo, b € pos(D\{b}) C pos(B\{b});
portanto, B é positivamente dependente.

iv) Seja © € V = span B, entao

x:Zabb, ap € R, Vbe B

beB
= Z Oébb+ Z ‘Oéb|(—b).
beB,ap>0 beB, ap<0

No caso z = 0, temos que 0 = 0.b = (1 — 1)b para algum b € B. Entao, 0 = b+ (—b).
Logo, temos que z € pos B + pos(—B).
Portanto, span B = pos B + pos(—B) = pos(B U (—B)). O

Apresentamos agora trés caracterizacoes necessarias e suficientes para que um con-

junto gere positivamente um subespaco vetorial de R™.

Teorema 2.6. Sejam V um subespago vetorial de R™ e suponha que B = {by, by, -+ by} C
YV com b; # 0,1 = 1,2,--- |k gera linearmente o subespaco V. Entdo, as sequintes afir-

macoes sao equivalentes:

11



b1 A b1

¥

b2
b3

b2

(a) (b)

Figura 2.2: (a) O espaco R? gerado positivamente por um conjunto finito {by, bo, b3},

(b) B = {by, by} gera linearmente R? e B U (—B) o gera positivamente

i) {b1,be, -, by} gera positivamente o subespaco V;
ii) para todoi=1,---  k, —b; estd no conjunto pos(B\{b;});
iii) ewiste alguma relagao estritamente positiva no conjunto {by,ba, -+ , by }.

Demonstragdo. i) = ii) Dado b; € V subespaco vetorial, entao —b; € V. Pela hipétese

B gera positivamente V, temos que

k
—b; € pos B & —b; = Z%’bz‘ a; > 0, nao todos nulos, i € {1, -, k}.
i=1
Se a;j = 0, o resultado segue trivialmente.

Se a; > 0, temos que

k k k
—bj = Z O-/ibi + O./jbj = —bj — Oéjbj = Za,bz = —(1 + Ojj)bj = Z aibi

= =1 i=1
i?é} i#j i#]j

k -

& —b; = b ;1 > 0.
j ; 1+a, +a;
i#j

Portanto, —b; € pos(B \ {b;}).

12



i1) = i1i) Dado —b; € pos(B \ {b;}), temos que

k
—bj = Z Oéjibi

i=1
i#£]

k
@O:Zaﬂbl OZjiZO, paraiG{l,--- ,k’}\{j}e Oéjjzl.
i=1

Somando k vezes as equagoes acima, temos que

ko k kok
B3 RS 3) 3
j=1 i=1 i=1 j=1
ko k
S 0=> O )b, a; >0, parai€ {l,-- k}\{j}e a;=1
i=1 j=1
k
Como Z aj; > a5 = 1> 0, temos uma relacao estritamente positiva no conjunto B.
j=1

iii) = i) Seja x € V, pela hipétese span B = V), temos

k
x:Z%bi, vi € Rparaie {1, -, k}.

i=1

Considerando por hipdtese a existéncia de uma relacao estritamente positiva, ou seja,
k

0= Z%’bi, a; > 0parai € {1,--- k}, e somando ao lado direito da igualdade acima
i=1

k k
um multiplo de Z%‘bz‘ suficientemente grande, isto é, M Zaibi, M > 0 tal que

i=1 i=1
k k k
T = Z%’bz’ +0= Z%‘bi +M2aibi
i=1 i=1 i=1
k
= Z(% + Ma,)bi, (vi +May) >0 paraie {l,--- k}.
i=1
Portanto, x € pos B. Assim, span B = pos B = V. O

Teorema 2.7. Seja V um subespaco vetorial de R™. Se B = {by, by, - by}, b; #
0 parai € {1,2,---  k}, é um conjunto que gera positivamente um espago vetorial V,

entao o conjunto (B\ {b;}) gera linearmente o subespaco V, para cadai € {1,2,---  k}.
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Figura 2.3: base positiva de V

Demonstracao. Vamos mostrar que (B\{b;}) gera linearmente V, para i € {1,2,--- ,k}.

Da hipétese, B gera positivamente V. Entao, dados x € V, j € {1,--- |k}, temos que

k
r= Zaibi + ab; o > 0, nao todos nulos, parai=1,2,--- k.

=1
i)
Se a; = 0, entdo = € span(B \ {b,}).
Se a;; > 0, e pelo Teorema 2.6 item (ii), temos que

k k
—bj & pOS(B \ {bj}) = —bj = Z’}/Zbl = bj = Z —’}/sz

z:]_ 1,:]_
7] i#j
k

= Oéjbj = Z —Oéj’}/ibi, a; > 0.
i=1
i#]

Substituindo a equagao (2.2) na equagao (2.1), obtemos

Desse modo, z € span(B \ {b;}).
Portanto, span(B \ {b;}) =V para cada j € {1,2,--- ,k}.

(2.1)

(2.2)

O

O teorema nos diz que podemos retirar um elemento e gera-lo, mas nao positivamente.

Veja na figura 2.4.

2.2 Bases Positivas

Observe que na teoria de algebra linear, as bases lineares de um subespaco vetorial de

R™ tém a mesma cardinalidade, mas isso nao acontece para suas bases positivas. Outra
)
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b1 A& b1A

b2 /
b3 ’

Figura 2.4: O espaco R? pode ser gerado linearmente por {b;, b}, mas nao positivamente.

propriedade que é verificada por uma base linear, mas nao a base positiva, é que qualquer

subconjunto da base linear é uma base linear do menor subespago que o contém.

Definicao 2.8. Seja V um subespaco vetorial de R™. Uma base positiva de V € um

conjunto finito de V positivamente independente que gera positivamente V.

Outra definigdo equivalente da base positiva: seja B C V \ {0} um conjunto finito
que gera positivamente o subespaco V. Dizemos que B ¢é base positiva de V se nenhum
subconjunto proprio de B gera positivamente o subespaco V. Para ilustrar a definicao

acima, observamos na Figura 2.3 que o conjunto {by, b, b3, b4} é uma base positiva de V.

Teorema 2.9. Sejam V um subespaco vetorial de R™ e B uma base positiva de )V com

dimVY = m. Entao, card B > m+1. B € chamada base minimal de V se card B = m+1.

Demonstracao. Da hipdtese, B gera positivamente ) com dim V = m e pelo Teorema 2.6
item (iii), temos que B ¢ linearmente dependente, entao card B > m. Assim, card B >

m+ 1.

O
Observacao 2.10. Gerando uma base minimal do espaco vetorial V.
e Seja A = {aj,as,--- ,a,} uma base linear do espago vetorial V, consideremos o
vetor
A1 = —Q1a] — Qoly — *+* — Q5 a; >0 parat=1,2,--- ,m. (2.3)
Da equagao (2.3),temos
0=aqa; + agag + -+ + QO + Ayt (2.4)
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De (2.4) e pelo Teorema 2.6 item (iii), temos que pos B =V em que B = AU{a,, 41},
card B=m + 1.

e Vamos mostrar que B ¢é positivamente independente. Suponhamos que B nao
¢ positivamente independente, entao existe D subconjunto préprio de B tal que
pos D = pos B =V e pelo Teorema 2.7, temos que span(D \ {b}) =V para b € D.
Logo, card D — 1 > dimV = m, entaocard D > m + 1 = card B > card D é uma

contradicao.

b2

Figura 2.5: base minimal de V

Observe-se que na Figura 2.5, o conjunto {by, by, b3} é uma base minimal de V.

2.3 Propriedade de uma Base Positiva nao Minimal

Uma propriedade de uma base positiva nao minimal de um subespaco vetorial V é

que a podemos decompor numa soma de seus subespacos minimais.

Teorema 2.11. Sejam V um subespaco vetorial de R" ¢ B = {by, by, -+ ,bx} uma base

positiva de ¥V com dimV = m. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) k>m+1.
(ii) Algum subconjunto prdprio de B é linearmente dependente.

(iii) Algum subconjunto préprio de B é uma base positiva de um subespago vetorial

proprio de V.

Demonstracao. iii) = ii)

Seja A, subconjunto proprio de B, base positiva de W subespaco préprio de V. Pelo
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Teorema 2.6 item (iii), temos que A é linearmente dependente.

i)= i)

Seja A, subconjunto préprio de B, linearmente dependente, entdo existe b € (B \ A)
e pelo Teorema 2.7, temos que span(B \ {b}) = V. Como A é um subconjunto de
(B \ {b}) linearmente dependente, entdo (B \ {b}) ¢é linearmente dependente. Portanto,
card B —1 > m.

i)=> iii)

Pela hipdtese, k = card B > m + 1. Seja j € {1,--- ,k}, entdo card(B \ {b;}) > m + 1.

Temos que (B \ {b;}) ¢é linearmente dependente, ou seja,

k

0= Zaibi, as # 0 para algum s € {1,--- ,k}\ {j}.
=
k
0= MZaibz-, as # 0 para algum s € {1,--- k} \ {j}e VM < 0. (2.5)
i=1
i#]

Por outro lado, B é uma base positiva e pelo Teorema 2.6 item (iii), temos que

k
0=> b, 7 >0 parai€{l,-- k}. (2.6)

i=1
Somando as equagoes (2.5), (2.6), considerando

R—{s| —%—max{—%i|ai>0,ie{1,-~ ,k}\{j}}}

S

e M = —Z—Z para algum s € R, obtemos que

M-

i=1

~
Mok
LS

Pelo Teorema 2.6 item (iii), temos que existe U subespago de V tal que pos A = U, em
que A={b;|i e {l,--- k}\ R}.

Por outro lado, B é positivamente independente, e A é um subconjunto préprio de B
e pelo Teorema 2.4, temos que U é um subespaco préprio de V.
Como A é um subconjunto de B positivamente independente e pelo Teorema 2.5 item
(iii), obtemos que A é positivamente independente. Portanto, A é uma base positiva de
U. m
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b5

b3 b1

b6¢E

Figura 2.6: Base positiva nao minimal

Para ilustrar o teorema acima, observemos o exemplo da Figura 2.6, o conjunto
{by, ba, b3, by, bs, bg } ¢ base positiva ndo minimal de R?, seu subconjunto préprio {bs, b} é

linearmente dependente, e {by, by, b3, by} é base positiva de W subespaco préprio de R3.

Observagao 2.12. O subconjunto de (iii) pode ser escolhido para incluir b; fizo, e a base
positiva que contem b; pode ser obrigada a ser uma base minimal para algum subespaco

vetorial proprio de V.

Na demonstragao do item (i)=- (iii), obtivemos que para cada j € Z, existe um
subconjunto préprio A; de B que contem b; tal que A; é uma base positiva de algum
subespaco vetorial proprio de V.

Se Aj; é base positiva nao minimal, entdo existe algum subconjunto préprio A’ de A;
tal que A} ¢ uma base positiva de um subespago vetorial préprio V' de V que contém b;,
assim por diante.

Esse processo deve terminar, pois cada vez a dimensao diminui. Quando o processo

termina, obtemos a base minimal que contém b;.

2.4 Subespacos (Gerados e Subespacos Minimais

Usando as notacoes do Teorema 2.9, dizemos que um subespago vetorial W de V é
um subespago gerado com respeito a B, se BNW ¢é uma base positiva de W. Além disso,
W é um subespaco minimal com respeito a B, se BN VV é uma base minimal de W.
No teorema abaixo, obtemos uma condicao necessaria e suficiente para um subespaco

minimal.
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Teorema 2.13. Seja C' uma base positiva de um subespaco vetorial V de R™. Seja W
um subespaco gerado com respeito a C, onde B = {by, by, -+ , by} € a base positiva

de W. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) W é um subespago minimal;

ii) A relagdo positiva que envolve os elementos by, b, -+ by € unica (exceto pela multi-

plica¢ao de um escalar positivo).

Demonstragao. ii)= i) Suponhamos que W nao é um subespa¢o minimal, entdo existe
A, subconjunto proprio de B, base positiva de algum subespago vetorial préprio de W e,

pelo teorema 2.6 item (iii), temos que
O:Zaaa, aq >0 para a € A.
acA

Assim, existe outra relagao positiva com elementos de B.

i)= ii) Suponhamos que existe

O:Zaaa, a, >0 para a € A,

outra relacao positiva de B em que card A < card B. Entao, A é linearmente dependente,
e pelo Teorema 2.11 item (ii), temos que card B > dim W+1. Portanto, B é base positiva

nao minimal de W. O

b1 V
' w1

b4 /

b3

Figura 2.7: VW é um subespaco gerado com respeito a uma base positiva de V.

Para ilustrar a definicao de subespaco gerado, observamos que na figura 2.7 a base
minimal de W é representado pelo conjunto {b;, b3}, subconjunto préprio do {by, b, bs, by }
base positiva de V. Entdo, W ¢é um subespago gerado com respeito {by, bo, b3, bs}. Ade-
mais Wi N {by,b2,b3,b4} = 0, entdo W, nao é um subespaco gerado com respeito a
{b1,b2,b3,b4}.
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Teorema 2.14. Seja B uma base positiva de um subespaco vetorial V de R™, entao
qualquer subespaco gerado com respeito a B € a soma linear de subespacos minimais. A

reciproca também ¢é verdadeira.

Demonstracao. [=]Se o subespago gerado é um subespac¢o minimal o resultado é trivial.
Caso contrario, seja VW subespago gerado com respeito a B, considerando A = BNV base
positiva nao minimal de WW. Dado a € A, e pela Observacao 2.12, temos que existe um
subespago minimal M, tal que sua base minimal A,, subconjunto proprio de A, contém

a. Logo, obtemos UAa = A. Como pos A = W, temos que
acA

W:pOSA:pOSUAa:ZpOSAa:ZMa.

a€A a€A a€A

[«<] Da Observacao 2.12, consideremos D um subconjunto B, {M,}.,ep uma familia
de subespagos minimais com {A,}.ep suas bases minimais respectivas, subconjuntos

proprios de B que contém a. Entao
ZMa = ZposAa =posC =T, em que C' = U A,.
a€D a€eD aceD

Além disso, C' C B, onde B é positivamente independente e pelo Teorema 2.5 item (iii),

entao C' é positivamente indepedente. Portanto, T" é um subespaco gerado com respeito
a bB. 0

Na Figura 2.8, vemos que {by, by, b3, by, b5} é uma base positiva de R3. Além disso,
o espaco vetorial R?® tem uma soma linear nao direta de subespacos minimais, isto é,

R3 = pos{by, by, b3} + pos{ba, by, bs} em que {by, by, b3} N {by, by, b5} = {ba} # {0}.

2.5 Representacao Minimal

A representacao de x € V., x # 0, subespacgo gerado com respeito a uma base positiva

nao é sempre unica. Logo podemos estabelecer quando uma representacao ¢ minimal.

Definicao 2.15. Sejam B uma base positiva de um subespaco vetorial V de R™ e x €
V\ {0}. Dizemos que

x:Zabb, A={be B | a, >0},

beA
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V1

Figura 2.8: O espaco R? nao pode ser descomposto como a soma direta de subespaco

minimais.
¢ uma representacao minimal de x, se para qualquer

r=Y b C={beB|a, >0}
beC

representacao positiva de x com respeito a B, entao card A < card C'.
Na Figura 2.9, temos que o conjunto {by, by, b3, by, b5} ¢ uma base positiva de R?, e

os vetores x, y sdo combinagoes estritamente positiva de {bs,bo} e {by,bs, by}, respecti-

vamente.

Figura 2.9: representacao minimal dos vetores x, y com respeito {by, bs, b3, by, b5} base

positiva de R3.
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Em geral, mesmo que um elemento tenha uma representacao minimal ela nao necessita
ser unica, no entanto este tipo de unicidade acontece para certas bases positivas. Assim,
estabelecemos alguns resultados tteis que serao usados para provar um teorema, que

estabelece esse tipo de unicidade.

Teorema 2.16. Seja B uma base positiva de um subespaco vetorial V de R™. Seja

T = Zabb, x#0, A={be Bla, > 0} uma representacio minimal de x, entdo A €
beA
linearmente independente.

Demonstra¢ao. Suponhamos que A seja linearmente dependente, entao

0= Z%b, vs > 0 para algum s € A.
beA

Dai, para qualquer M < 0, temos que a seguinte equacao
0= MZ%b, ~vs > 0 para algum s € A. (2.8)
beA
Da hipéteses, z = >, , apb e de (2.8), temos que
x:x—l—O:Zabb—l—MZ%b:Z(ab—i—M'yb)b. (2.9)
beA beA beA

Agora, consideremos

R:{s| —%:max{—%\%>0,b€z4}},
Vs Vo

e M = —% para algum s € R e de (2.9), temos que
xr = Z (cp + M~,)b. (2.10)
be(A\R)
Dali, temos outra representacao positiva para x com menor quantidade de elementos

que A. Portanto, Z apb nao é a representagao minimal de x. O
beA

Teorema 2.17. Sejam B uma base positiva de um subespaco vetorial V de R™ e x €
W\{0}. Sejam z =, apb ex =3, .o wb onde A= {be Blay >0} e C ={be

By, > 0} duas representagoes minimais diferentes de x, entao C' # A.

Demonstracao. Suponhamos que A = C', entao

Ozx—x:Zabb—Z%b

beA beC
= (ap — ).
beA
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Pelo Teorema 2.16, temos que A é um conjunto linearmente independente, entao
ap = Yp, Vb e A,
o que é contradiz as hipoteses de representacoes minimais diferentes de x. O

O seguinte teorema da uma condigao suficiente para a unicidade da representacao

minimal.

Teorema 2.18. Sejam B uma base positiva de um subespaco vetorial V de R™, U e W
dots subespaco minimais com respeito a B tal que ¥V = U & W. FEntao a representagao

minimal para cada x € V \ {0} € dnica.

Demonstragao. Suponhamos que x € V \ {0} tenha duas representagoes minimais dife-

rentes,
r = Zabb: Z%b; emque A={be Bla,>0}eC={be B|vy>0}. (2.11)
beA beC
Seja D = AN C # 0, conjunto de elementos comuns entre A e C'. Entao, transpomos
os termos comuns de (2.11). Assim, obtemos ' = (A\ D)U D, G = (C\ D) U D,
(DUD)UD = D, (DUD)ND = 0, conjuntos em que D = {z € D|ay > 7.},
D={zeD|a,=7}eD={xeD|a, <7} Logo, temos que
Z Oébb + Z(O&b — ")/b)b = Z ’}/bb + Z("}/b — Oéb)b. (212)
be(A\D) beD be(C\D) beD

Pelo Teorema 2.17, entao (A\ D) # 0, (C'\ D) # (. Pelas definigoes de F, G, temos que
F NG = 0. Por outro lado, definamos

5 _{ Qy, sex € (A\ D); \ _{ Ve se x € (C\ D);

Qp — Ve, Sex € D. Vo — Qg sex € D.

Assim, reescrevendo a equagao (2.12) em fungao de d,, A, , temos que
D ab =Y b (2.13)
beF beG

Por outro lado, consideremos F = F' U F em que F' = F'N By, F=Fn B e By, By
bases positivas de U, W respectivamente. Suponhamos que F’ # () e como B; é base

positiva de U, pelo Teorema 2.6

Z¢bb:0, ¢p, > 0, para b € By,

beB;
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a relagao estritamente positiva de By. Logo,

0—Z¢bb—2¢bb+ > b

be By beF’ Bl\F’
& Z M opb + Z Mopb = 0 para qualquer M > 0. (2.14)
beF! be(B1\F’)
Assim,
0= ZMquZH— > Megb=> Meb— > ab+ Zébb+ > Meyb
beF’ €(B1\F’) beF”’ beF’ beF’ e(B1\F’)
= Z(qub —ab+ Y. Mab+ Y b (2.15)
beF" be(B1\F’) beF’

Agora, consideremos

R:{s|§:max{é|b€F’}},
s be

e M = (‘;— para algum s € R. De (2.15), temos que
0= > (Mg,—6)b+ >  Mpb+ Y &b (2.16)
bEF'\R beB1\F' beF’

Por outro lado, consideremos a seguinte expressao

S= > (Mg—d)b+ > Mapb. (2.17)

be(F'\R) be(B1\F’)

Se S = 0, pelo Teorema 2.11 item (ii), temos que By é uma base positiva ndo minimal, o
que é uma contradi¢ao. Entdo, S # 0. Logo, somando S na equagao (2.13) e de (2.16),

obtemos que

STab= Nb+ Y (Moy—d)b+ Y. Mab. (2.18)
)

beF beG be(F'\R) be(B1\F’

Considere G = G'UG em que &' = BiNG, G = B,NG. Se G' =, como U NW = {0}

e pela equagao (2.18), temos que

Y. (Mo —0)b+ D7 Moy =0,

be(F'\R) be(B1\F")
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entao, S = 0. O que é uma contradicao.

Portanto, G’ # ) e da equagao (2.18), temos que

DTab=> M= Xa+ > (M —d)b+ > Meyb

beF be@ aGG/ be(IF"\R) be(B1\F')

-~

GW eu

e como W NU = {0}, entao

0=> Xa+t Y (Me—8)b+ Y  Meb

acG’ be(F'\R) be(B1\F’)

e como FNG =0, entaio RN G’ = (). Assim, U nao é um subespaco minimal; o que é

uma contradicao. O

Corolario 2.19. Se B ¢ uma base minimal de um subespaco vetorial V de R™, entdao a

representagdo minimal para cada v € V \ {0} € dnica.

Na Figura 2.10, observamos que {by, by, bs, by, bs} ¢ uma base positiva de R?, e z tem

duas representacoes positivas diferentes, © = a1by + azbs = [B4by + Fsbs.

X
I\ b5
b1
X >
i 4 b2

Figura 2.10: nao unicidade de uma representagao minimal

2.6 Projecao Linear de Elementos de uma Base Po-
sitiva

Vamos ver um resultado importante, dado uma base positiva B de V se temos um

subconjunto B; de B que ¢ uma base positiva de YW C V, tomamos um subespaco 7' tal
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que Wa T =V, entdo a projegao dos vetores de By = (B \ B;) é uma base positiva
de T'. No seguinte teorema, temos como encontrar a soma de um subespago U e pos 7B

considerando certas condigoes.

Teorema 2.20. Sejam U, VV subespacos vetoriais de um subespaco vetorial V de R™ tal
que YV =W & U e a projecao linear de V sobre W com nicleo da projecao U. Entao,
para todo subconjunto B = {by,--- ,bx} de V, temos que

U+ posTtB =U + pos B.
Se U € gerado positivamente por um conjunto finito A, entao
pos(AUmB) = pos(AU B).

Demonstracao. Seja y € U + pos B, entao

k
y=x+ Zaﬂrbi, r €U ,a; > 0, nao todos nulos, para cadai=1,2,--- ,k,
i=1

ecomo YV =W@U, e éa projecao linear de V sobre W, entao
b; = wb; + x;, v; €U paracadai=1,2,--- k. (2.19)

Assim,

k
y=ux+ Z a;h;
i=1

Portanto, y € U + pos B.
Por outro lado, dado w € U + pos B, entao
k
w=x+ Zaibi, xr €U ,a; > 0, nao todos nulos, para cadai=1,2,--- k.
i=1
De (2.19), temos que
k

w :LC—FZCYZ(?T@—FIZ)

i=1

k k
= (z+ Z ;) + Z o;h;.
i=1 i=1
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Portanto, w € U + poswB. Se pos A = U, temos que
pos(AUTB) =pos A+ posmtB =U + posmB =U + pos B = pos A + pos B = pos(AU B).
O

Teorema 2.21. Sejam U, W subespacos de um subespaco vetorial V de R™ tais que
YV =UDW, m a projecao linear de V sobre U, A e B bases positivas de U e WV,

respectivamente e C' uma base positiva de V tal que B C C. Entao:
1. AU B € uma base positiva de V;
2. m(C\B) € uma base positiva de U;
3. BUm(C\B) ¢ uma base positiva de V;
4. card(C\B) = card 7(C\B).

Demonstracao. 1. Por a hipdtese A e B geram positivamente U/ e WV respectivamente,

entao

pos(AU B) = pos A+ pos B
=U+W
=V.

Por outro lado todos os elementos de A U B sao diferentes do vetor nulo, pois A
e B sao PI. A prova de AU B é positivamente independente é feita por absurdo.

Suponhamos que existe um z € AU B tal que
xz € pos((AU B) \ {z}). (2.20)

Pela hipoteses, V =U ®W , A e B bases positivas de U, WV respectivamente, entao
ANB=10. Sexz € A, entao

(AUB)\ {2} = (A\ {z}) UB. (2.21)

Logo, de (2.20) e (2.21) ,temos que

v € pos((AU B)\ {x})) =pos((A\ {z}) U B) = pos(A\ {x}) + pos B
=pos(A\ {z}) + W
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entdo, existe a € pos(A \ {z}) e w € W tal que
r=a+w.
Além disso a € pos(A \ {z}) C pos A = U, obtemos
r—a=w, entao w € U
e como w € W e pela condigao U N W = {0} ,temos que
r—a=0

entdo x = a. Como = € pos(A \ {z}), temos que a € pos(A \ {a}), entdo A nao é
positivamente independente. O que é uma contradicao
Se © € B, a prova segue imediata pela demonstracao anterior. Portanto AU B é

positivamente independente.

. Vamos mostrar que pos7(C'\ B) =U.
Considerando z € U C V e pela hipdtese pos C' = V), temos que

z = Z&yy, a, > 0, nao todos nulos, para y € C. (2.22)
yel

Como B C C' e da equagao(2.22), temos que

Z:Zayy

yeC
=> ay+ Y . (2.23)
yEB yeC\B

Pela hipdtese m é a projecao linear de V sobre U e da equacao (2.23), temos que

nZ = W(Z ayy + Z ayy) = Zayﬁy+ Z QY

yeB yeC\B yeB yeC\B

= Z QY.

yeC\B

Como z € U e mz = z, temos que

z= Z a,my, ay > 0paray € C\ B.
yeC\B

Logo, obtemos que

U C posm(C\ B)
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e como posm(C'\ B) CU, entdao U = pos7(C \ B).

Vamos mostrar que 7(C'\ B) é positivamente independente.
Suponhamos que 7(C'\ B) é positivamente dependente, entdo existe a € w(C'\ B)
tal que

a € pos(m(C'\ B)\ {a}), a=nd paraalgum de€ C\ B. (2.24)

ou o conjunto 7(C'\ B) contém o vetor nulo. Vejamos o primeiro caso. Para isto,

da equagao (2.24), obtemos que

a= Z azxr, oy >0, nao todos nulos, para z € 7(C'\ B) \ {a}
zen(C\B)\{a}
Sa= Z azr, ay >0, x=my para y € (C\ B) \ {d}. (2.25)
y € (C\B)\{d}

Logo, como d € V =U & W, obtemos que
d=nd+s=a+s, onde s e W. (2.26)
Entéao, das equagoes (2.25) e (2.26), temos que

d= Z a,r+ s, a, >0, z=mny para y € (C\ B) \ {d}. (2.27)
ye(C\B)\{d}

Dadoy € (C\ B)\{d} CV=U®W , temos que existe w = w(y) € W tal que

Yy=7my+w=x+w
Sy—w=u1a. (2.28)

Logo, de (2.28) e (2.27), temos que

d= Z az(y—w)+s

ye(C\B)\{d}
& d= Z QY — Z QW + S
ye(C\B)\{d} ye(C\B)\{d}
Sd= Z oy + (s — Z W),
ye(C\B)\{d} ye(C\B)\{d}
a, >0, para y € (C'\ B) \ {d}. (2.29)
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Como r = (s — Zye<c\3>\{d} a,w(y)) € W =pos B, paracada y e (C\ B)\ {d},

tem-se

r= Zvyy, 7y = 0, nao todos nulos, paray € B. (2.30)
yeB

Das equagoes (2.29) e (2.30), obtemos

d= Y o+ Y vy e depos(C\{d}).
ye(C\B)\{d} yebB
Portanto, C' é positivamente dependente, o que é uma contradi¢ao. Para o segundo
caso, temos que existe algum ¢ € (C'\ B) tal que m¢ = 0. Entao, ¢ € N(7) = W,
N(m) ntucleo de 7, pois m é uma projegao linear. Como B é uma base positiva de
W, entdo ¢ € pos B. Portanto, conseguimos o subconjunto proprio (C'\ {c}) de C
tal que V = posC' = pos(C'\ {c}). Deste modo, C' ndo é uma base positiva de V,

o que é uma contradicao.
3. A prova segue imediatamente do resultado 1 e 2.

4. Pelo fato que (C'\ B) ¢é positivamente independente, entao todos seus elementos
de (C'\ B) sao diferentes. O mesmo para 7(C'\ B), pois 7(C' \ B) é PI. Assim,
card(C'\ B) = cardn(C' \ B).

O

Na Figura 2.11, observamos que o conjunto C' = {by, by, b3, ¢4, 5} é base positiva de
R3, e {by, by, b3} & base positiva de W; e {ug, us} é base positiva de U.
Note que R?* = U @ W, e o conjunto {mcy, mes} é uma base positiva de U; além disso,

{by, by, b3, ug, ur} e {by,ba, b3, mcy, TC5} sdo bases positivas de R3.

Observacao 2.22. Se B é uma base minimal de V', entao V nao pode ser descomposto
como a soma linear direta de um subespaco minimal e um subespaco nao trivial de V.

Se B € base positiva nao minimal de V, pelo Teorema 2.11, item (iii), escolhemos
By C B com a maior cardinalidade tal que By é uma base minimal do subespago vetorial
pos By de V. Agora, consideremos um subespago vetorial Uy # {0} de V tal que V =
Uy @ pos By, e m € a projecio linear de ¥V — Uy, e pelo Teorema 2.21, item (2), temos
que w1 (B \ By) € uma base positiva de U .
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Figura 2.11: projecao linear de uma base positiva.

Se mi(B\B1) € uma base minimal deUy, entaoV é descomposto como a soma linear direta
de um subespago minimal e um subespago minimal com respeito i (B\By). Caso contrario
m (B \ B1) € uma base positiva nio minimal; escolhemos, portanto, By C (B \ By) com
a mator cardinalidade tal que ™ By € uma base minimal do subespaco vetorial posm By

de Z/ll.

Dali, segue o Teorema 2.23 que usa as notagoes da acima.

2.7 Teorema da Particao de uma Base Positiva

Observamos que se B ¢ uma base positiva de V, entao V é a soma linear de seus
subespaco minimais com respeito a B. Se essa soma linear ¢é direta, entao seus subespacos
minimais induzem, de forma natural, uma particao da base positiva de B. Infelizmente,
dependendo da base positiva nao temos a soma linear direta de seus subespagos minimais.
No entanto, podemos obter uma soma direta de subespaco minimais usando a projecao

linear de elementos de uma base positiva, que foi feita na secao anterior.

Teorema 2.23. Sejam B uma base positiva de um subespaco vetorial ¥V de R™, By e Bs
subconjuntos de B; Uy, V1 e Vs subespacos vetoriais de V, os quais satisfazem as sequintes

condigoes:
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a) By tem a maior cardinalidade em B tal que By € base minimal de Vy subespago de

V;

b) V=U ®V, em € a projecio linear de V) sobre Ui,

c) By C (B\ By) tem a maior cardinalidade tal que m By € uma base minimal de Vs

subespaco de U .

Entao, 2 < card By < card By e By U By gera positivamente um subespaco vetorial de V

com dimensao card B; + card By — 2.

Demonstragao. Pela hipotese, m By é uma base minimal do subespago vetorial pos 7w By =

Vs, de U e pelo Teorema 2.13 item (ii), temos uma relacdo estritamente positiva tnica

com os elementos do conjunto m; By (exceto pela multiplicagao de um escalar positivo)

0= Z apmb, ap > 0 para b € Bs.
bE By

Para cada b € B, C V = U, & pos By, temos que

b:7r1b—|—w
Sb—w=mb

< ay(b—w) = apmb, w = w(b) € pos By, ap > 0.

Aplicando somatdrio ), .5 & equacio (2.32), temos que

Z ay(b—w) = Z apmb

bEB; beBs
& E apb — E W = E apmh.
beBs bE By beB>

Das equagoes (2.31) e (2.33), obtemos que

Zabb—Zabw:()

bEB> be B2

= Zabb: Z apw, ap >0 w=w(b) €V, =pos B e para cada b € Bs.

beBs beBa

Portanto, y € V; = pos By em que y = ZbeBQ apb ap > Oparab € Bs.

i) Se y =0, pelo Teorema 2.6 item (iii), temos que pos By é um subespago.
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e 3, é positivamente independente, pois By é um subconjunto de B que é posi-
tivamente independente.

Deste modo, By é uma base positiva de pos Bs.

e B, é uma base minimal de pos Bs, pois se By nao for base minimal de pos B,

pelo Teorema 2.13, temos que existe uma relagao estritamente positiva com
AC By
0= Z%b, v > 0 para cada b € A. (2.35)
beA
Usando a projegao linear 7m; na equacao (2.35), temos que
0= Fl(z Mb) = Z Wwmib, v, > 0 para cada b € A. (2.36)
beA beA
Obtemos, uma relagao estritamente positiva com outros elementos de
m1Bsy. Assim By nao é uma base minimal. O que é uma contradicao.

Por outro lado, B; tem maior cardinalidade em B tal que B; é uma base

minimal, entao card B; > card Bs.

ii) Se y € V; \ {0}, V1 subespaco vetorial, entdo —y € V; = pos B;. Além disso, B; é
uma base minimal e pelo Corolario 2.19, obtemos
—y = Z b, v >0 para b€ B’ (2.37)
beB’

uma representacao minimal tnica em que B’ é um subconjunto préprio de By, e
pelo Teorema 2.16, temos que B’ é linearmente independente. Agora, da equagao

(2.37) e y = >y, b, temos que

0= Z%b—l— Zabb ap, v, > 0, para b € By U B/,

beB’ beB>

e pelo Teorema 2.6, temos que
pos(By U B') = span(By U B'), (2.38)

em que By U B’ é positivamente independente, pois B, U B’ subconjunto de B
positivamente independente. Agora, da equacao (2.37) e pela observagao 2.10,
obtemos que D = B'U{y} é uma base minimal de algum subespago vetorial de Vy,

entao

pos D = span D = span B’.
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Assim, pos(D U By) é a soma direta de subespagos, isto é,
pos(D U m By) = pos D @ posmy Bs.
Agora, considerando o Teorema 2.20, temos que
pos(D U By) = pos(D U By). (2.39)
Portanto, pos(D U By) é um subespago e do Teorema 2.5 item (i), temos que

pos(D U By) = span(D U By) = span D + span By
= span B’ 4 span B, = span(B’ U Bs), (2.40)

e de (2.38), temos que pos(D U By) = pos(By U B'). De (2.39), pos(D U m By) =
pos(B’ U By). Deste modo, a dimensao de pos(By U B’) é

dim[pos(By U B')] = dim[pos(D U 7 By)] = dim[pos D] + dim[pos 7 By]
= (card D — 1) + (card 7By — 1) = card B’ 4+ card myBy — 1, (2.41)

do Teorema 2.21 item (4) e da equagao (2.41), temos que
dim[pos(By U B')] = card B’ + card By — 1.

Portanto, B, U B’ é uma base minimal de span(Bs U B’) subespago vetorial de V e

pela hipdtese (a), temos que

card By > card(By U B') > card By = card By > card By.

iii) Pela hipdtese B; é base positiva de V; e m By base positiva de Vs e considerando o

Teorema 2.20, temos que
pos(B; U By) = pos(B; U Bs).
Assim, By U By gera positivamente um subespaco em que sua dimensao é

dim[pos(B; U By)| = dim[pos(B; U w1 Bs)] = dim[pos B;| 4+ dim[pos 7 Bs]
= (card By — 1) + (card m By — 1).

Logo, do Teorema 2.21 item (4) segue que

dim[pos(B; U By)| = card By + card By — 2.
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Por outro lado, 7 By é uma base minimal de V, e considerando o Teorema 2.21 item (4)

e o Teorema 2.9, entao
card By = card m By > dim V, + 1 > 2.

]

Finalmente, temos o teorema principal deste capitulo o qual é uma generalizacao do

teorema anterior.

Teorema 2.24. Seja B uma base positiva de um subespago vetorial V de R™. Entao B

admite uma particao P = {By,--- , B}, com 1 <k <dimV, tal que
1) card B; > card Biy1 > 2, para cadai=1,2,---  k—1;

2) pos(ByU---U B;) € um subespaco vetorial de V com dimensao

J
<Z Carde’) — 4, para cada j =1,2,--- , k.
=1

Demonstra¢ao. Suponhamos que os subconjuntos By, ..., By de B, e os subespagos ve-
toriais Uy, - -+ ,Ux_1 de Uy, Uy = V), e as projecoes lineares mq, -+ ,Tx_1, To & projecao

identidade, foram definidas para k£ > 2 tais que satisfazem as seguintes condigoes:
i) Uiy CU; o C---ClUyparai=1,--- k.

i) Uy =U;®V;, 7 U1 — U; é aprojecdo linear, e o conjunto 7; - - - mo( B\ U;ZlBj)

¢ uma base positiva de Y; parai=1,--- |k — 1.

iii) B; C (B\ U;;llBj) tem a maior cardinalidade tal que m;_;---7mB; é uma base
minimal de V; subespaco de U;_1; também card B; > card By, > --- > card By > 2,
e o conjunto U?ZlBj gera positivamente um subespaco vetorial de ¥V com dimensao
23:1 card B —i parai=1,--- k.

Note que para k = 2 e considerando o Teorema 2.23 as condi¢oes acima sao verdadeiras.
Agora, suponhamos que as condicoes acima sao verdadeiras para k e seja U, subespaco

vetorial de Uj_; tal que

U1 = U, D V.

35



Se U, for o espaco vetorial trivial, entao
Up—1 = Vi = pos(T_1 -+ moBg).

Portanto, temos a particao desejada para B. Caso contrario, definamos m; a pro-

k

jegao linear de U1 sobre Uy e como 71 - -mo(B \ Uj;lBj) é uma base positiva de

Up_1 € Tj_1 -+ moBr uma base minimal de Vj, pelo Teorema 2.21 item (ii), temos que
TpTg—1 - To(B\ UleBj) ¢ uma base positiva de U,. Agora, tomemos Bj,.; um sub-
conjunto de (B\ UY_,B;) com a maior cardinalidade tal que 7 - - - moByyq é uma base

minimal de Vi, subespago vetorial de Uy, pelo Teorema 2.23, temos que
2 < card(mg - - - moByy1) < card(mg_y - - - moBy), (2.42)
pelo Teorema 2.21 item (4), temos que
card By > card By, > 2. (2.43)
Note que,

YV =pos By ®U,
= pos By @ (posm By & Us)

=pos By @ (--- @ (pos(my - - Mo Brs1) © Upg1)) -+ )
k+1

= (Z @S pos(mi_1 - mB;)) B Upt1
i=1

= POS(Ule(Wi_l - moBy)) @ pos(my - - moBry1) B Ukt

7

~~

()
De (%) e do Teorema 2.20, temos que
pos(UF_, (m_y - - - o B;)) = pos(UF_, By).

Portanto, V = pos(UF_, B;) @ pos(y - - - ToBry1) @Up+1, em que Uy, é um subespaco.

S

()
De (*x) e do Teorema 2.20 , temos que

pos(UF_, B;) @ pos(my, - - o Bry1) = pos(UF! By).
Assim, pos(UM!' B;) é um subespaco vetorial de V. Logo, a dimensdo de pos(UF B;) é
dim[pos(UFt! B)] = dim[(pos(UF_, B;) @ pos(my, - - - T Bis1))]

= dlm[pos(UleBl)] + dim[pos(ﬂk R 7ToBk+1)]. (244)
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Pela hipétese indutiva, dim[pos(U_, B;)] = Y%, card B; — k e de (2.44), obtemos que

k
dim[pos(UF! B;)] = Z card B; — k + dim[pos(my, - - - Mo Bx+1)], (2.45)

i=1
e como 7y, - - - Mo Bg41 € uma base minimal de pos(my - - - moBg41) e de (2.45), entao

k
dim[pos(Ust! B)] = Z card B; — k + card(my, - - - moBry1) — 1. (2.46)

i=1
Do Teorema 2.21 item (4) e de (2.46), temos que

k

dim[pos(UFt! B)] = Z card B; — k + card By1 — 1. (2.47)
i=1
Assim,
k1
dim[pos(Ust! B))] Z card B; — (k +1). (2.48)

E das definigoes Bj11, U, T as condigdes (i), (i), (iii) sdo satisfeitas.

Deste modo, o processo construtivo pode ser continuado até que
B, = (B\ U] B;) para algum 1 < s.

Por outro lado, como k£ é a cardinalidade da particao de B e da hipétese 2 < card B;
i = 1,---,k. Entao, 2k < Zle card B;. Como Zle card B; — k = dimV, entao
E<dimV.

]

Concluimos este capitulo com um exemplo do teorema acima. Na figura 2.12, o
conjunto {by, bs, -+ ,bs} é base positiva nao minimal de R3. O espaco vetorial R? nao é
decomposto como a soma linear direita de seus subespacos minimais, mas R* = U & V;

em que {mwby, wbs} e {b1, by, b3} sdo bases minimais de U e Vj respectivamente.
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V1

Figura 2.12: Particao de uma base positiva nao minimal de R?
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Capitulo 3

Historico das Condicoes de

Qualificacao

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes, propriedades e exemplos das condigoes
de qualificacao da literatura; veremos também as propriedades de um conjunto gerado
positiva-linearmente por um conjunto de vetores. Além disso, explicamos as demon-
stragoes de que RCPLD implica CRSC, considerando a teoria das bases positivas feita

no capitulo anterior, e que CRSC implica CPG.

3.1 Condicao de Independéncia Linear

Esta condicao, chamada também regularidade, é a mais simples de se verificar entre

as condigoes de qualificacao da literatura.

Definigao 3.1. (LICQ - Linear Independence Constraint Qualification) Dizemos que
x € F satisfaz LICQ), se o conjunto

{Vfi(2)}iez U{V fi(2)}jeaw) € linearmente independente.

A condicao de regularidade estabelece a existéncia e unicidade dos multiplicadores de
Lagrange na solugao do problema de (PNL).
No seguinte teorema, observamos que a condi¢ao de independéncia linear é preservado

numa vizinhanga.

Teorema 3.2. = € F satisfaz LICQ se, e somente se, erxiste uma vizinhanga V(x) de x
tal que VI C {1,--- ,m}, VJ C A(x) temos

{Vfiy) bier U{V fj(y)}jes € linearmente independenteVy € V (z).
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Demonstragao. [=] Suponhamos que existem I C {1,--- ,m}, J C A(z) e uma sequéncia
y* — x tal que {V f;(y*) }ierU{V f;(y*)}jcs é linearmente dependente para todo k. Logo,

existem vetores \* € R+l ngo nulos de modo que

DNV + Y MV =0. (3.1)
iel jeJ
)\k
Agora, seja My = max{|\}| | £ € T U J} # 0 para cada k, entdo {ﬁ} ¢ limitada.
k
k
Assim, podemos tomar uma subsequéncia de modo que A — A, entdo dividindo (3.1)
k

por M, e tomando o limite para as subseqiiéncias, obtemos que

S ONVil) + ) NV i(r) =0,

i€l jeJ
mas como ||J\’\/[—I;||OO = 1 e a norma é continua, temos que ||A||oc = 1. Logo, {V fi(z)}icr U
{Vfi(x)};ecs é linearmente dependente. Deste modo, {V fi(x)}ic1,..my U{V fj (@) }jea@)
¢ linearmente dependente.

[«<]| Considere os conjuntos I = {1,--- ,m}, J = A(z) e o ponto = na hipdtese. ]

Teorema 3.3. Se r é o posto de {V f;i(x)}™,, entdo existe uma vizinhanca V(x) de x
tal que o posto de {V f;(y)}™, € maior ou igual que r para todo y € V(x).

Demonstragao. Da hip6tese que r é o posto de {V f;(x) }1; temos que existe {V fo(x) }rer
um conjunto linearmente independente e Z' C {1,...,m}; e considerando o teorema 3.2,

entdo existe uma vizinhanga V' (x) tal que {V fi(y)}rer é linearmente independente Yy €
V(z). Assim, {Vfi(y)}™, tem posto maior ou igual que r Vy € V(z). O
Observe-se que o problema
min (z — 1)% + (y — 1)
s.a fi(z,y) =r+y=0,
fQ(l',y) =—r—Yy= O)
tem solugao (0,0) que nao é regular, mas ele satisfaz a condigao KKT. Em geral, quando
o conjunto viavel do problema de PNL é formado por restrigoes lineares de igualdade e
desigualdade, entao o minimizador local desse problema PNL verifica a condicao KK'T,
ou seja as restrigoes lineares é uma condicao de qualificacao. Deste modo, surgiram,

condigoes de qualificagdo mais fraca do que LICQ. A seguinte definicao sera usada para

formular algumas das condigoes de qualificacao mais fracas do que independéncia linear.
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b1 w1

v2

b3
V3

(a) (b)

Figura 3.1: (a) conjunto positivo independente, mas nao positivo linearmente indepen-

dente. (b) conjunto positivo dependente, mas nao positivo linearmente dependente.

Definigao 3.4. (PLD - Positive Linear Dependence) Sejam V = {vy, - v}, W =
{wy, -+ ,wy} subconjuntos de vetores de R™. Dizemos que o conjunto V.U W € po-

sitivo linearmente dependente (PLD) se existem A\ € R™, pu; > 0, Vj = 1,--- p,

m p
Z |Ai| + Z/ij > 0, tais que
i=1 j=1

m p
Z )\ﬂ)i + Z HiW; = 0.
i=1 j=1

Caso contrdario dizemos que VU W ¢é positivo linearmente independente (PLI).

Note que os conjuntos PLD e PLI tém propriedades semelhantes as propriedades
dos conjuntos LD e LI respectivamente, isto é, qualquer subconjunto de um conjunto
PLI é sempre PLI, e um conjunto que contém um subconjunto PLD é sempre PLD. As

definicoes de PI, que foram apresentadas no capitulo anterior, e PLI nao sao equivalentes.

Na Figura 3.1 temos que o conjunto B = {b; = (0,1)7,b, = (1,0)7, b5 = (-1, -1)T}
¢ PI, pois nenhum subconjunto préprio B gera pos B, mas b; + by + b3 = 0, portanto
{b1, b2, b3} nao é PLI.

O conjunto {v; = (1/2,1/2)", vy = (1,0)",v3 = (1/2,—1/2)"} ¢ PD, pois vy = v; 43,
mas para i1, fio, (b3 > 0 € v + povy + psvs = 0, entao py = py = pz = 0, deste modo
{v1,v9,v3} nao é PLD.

A seguinte condigao de qualificagao, que foi introduzida por Mangasarian-Fromovitz

em 1967, é mais fraca do que a condicao de independéncia linear.
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3.2 Condicao de Mangasarian-Fromovitz

A unicidade dos multiplicadores de Lagrange nao pode ser garantinda, mesmo quando
a solugao do problema de (PNL) satisfaz a condicao de MFCQ. Embora pode se garan-
tir que o conjunto formado por todos os multiplicadores de Lagrange é um conjunto

compacto, ver [7].

Definigao 3.5. (MFCQ- Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification) Dizemos que
xr € F satisfaz a condicao de qualificacio de Mangasarian-Fromovitz se o conjunto

{V fi(x)}iez € linearmente independente e existe um vetor d € R™ tal que

Vfi(x)'d=0,VieT,
Vii(x)'d <0, Vi€ A(x).

No seguinte teorema temos uma condigao necesséria e suficiente para verificar se um

ponto viavel satisfaz a condicao Mangasarian-Fromovitz usando o conceito de PLI.

Teorema 3.6. Dizemos x € F' satisfaz a condi¢cao de qualificacao de Mangasarian-

Fromovitz se e somente se {V fi(x)}iez U{V [fj(®)}jca@) € PLL

(Para prova, veja [19]).

Se um conjunto de vetores é LI, em particular é PLI. Assim a condi¢ao LICQ, implica
MCFQ. Seja X = {z € R"| fi(z) = 0} = {z € R"| fi(x) < 0, —fi(x) < 0} o conjunto
viavel de um problema de PNL, vemos que o problema nao é alterado se quebramos a
restricao de igualdade em duas restricoes de desigualdades, mas nenhum ponto viavel
satisfaz MCFQ com as duas restrigoes de desigualdade, pois V fi(z) + V(—f1)(z) = 0,
entao {Vfi(z), V(—f1)(z)} é PLD. Deste modo a condigao de MFCQ nao ¢é satisfeita se
expressamos restri¢ao de igualdade por restrigao de desigualdade. No entanto Janin [12]

supera esse problema com a seguinte condi¢ao de qualificagao.

3.3 Condicao de Posto Constante

Definicao 3.7. (CRCQ - Constant Rank Constraint Qualification) Dizemos que x € F
satisfaz a condi¢dao de qualificacao de posto constante se eziste uma vizinhanga V(x) tal
que VI CZ eVJ C A(x),

{V i) bier U{V f;(y)}jes tém posto constante para todo y € V (z).
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No seguinte teorema temos uma condicao necessaria e suficiente para preservar o
posto de cada combinacao de subconjuntos dos gradientes das restricoes de igualdade e

desigualdade ativas em uma vizinhanca.

Teorema 3.8. Dizemos que x € F' satisfaz a condi¢ao de qualificagao de posto constante

se e somente se eziste uma vizinhanga V(x) de x tal que VI CZ, ¥VJ C A(z) se

{Vfi(x)}ier U{V fj(x)}jes € linearmente dependente, entao
{Vfi(y) bier U{V f;(y)}jes € linearmente dependente Vy € V(z).

Demonstragdo. (=) Suponhamos que {V fi(2)}ic; U{V fj(2)}jes, I CT e J C Ax), é
linearmente dependente e z satisfaz CRCQ, entdo existe uma vizinhanca V(x) de x tal
que o posto dos gradientes ¢é constante nessa vizinhanga. Logo, {V fi(y) }ier U{V [;(y) }jes
é linearmente dependente para todo y € V (z).

(<) Suponha que o conjunto {V fi(x) }ier U{V fj(x)}jes, I CZ e J C A(zx), tem posto
r. Pelo Teorema 3.3, temos que {V fi(y) }ier U{V f;(y) }cs tem posto maior ou igual a r
para todo y € V().

Vamos mostrar que o posto nao é maior que r. Suponhamos que exista uma sequéncia
y* — x tal que o posto de {V fi(y*)}ie; U{V f;(v*)};es é maior que r. Logo, para cada
k existem I, C I e J,, C J com |I;| + |Ji] > r tal que {V f;(y*) }icr, ULV ;") }jes, €

linearmente independente.

Como [ e J sao finitos pois I C {1,...,m}, J C A(z), I, C I e J, C J, entdo
podemos tomar uma subsequéncia tal que os conjuntos sdo os mesmo, ou seja, I, = I,

Jr = J' para todo k com |I'| +|J'| > r.

Assim, {Vfi(z)}icrr U{V[i(7)};c, ¢é linearmente dependente (j4 que a quantidade de
vetores ¢ maior que o posto) com {V f;(y*)},c; U{V f;(y*)},c, ¢ linearmente indepen-
dente, o que contradiz a definicao de CRCQ. n

Exemplo 3.9. Vejamos que MFCQ nao implica CRCQ.

Consideremos um conjunto vidvel com restrigoes s6 de desigualdades:



Dado z = (0,0), temos que V f1(z) = (1,0)7, V f2(z) = (1,0)T. Assim, {V f1(Z),V fo(Z)}

é PLL Entretanto, o conjunto {V fi(z,y) = (1,2y)", V fa(z,y) = (1,0)"} tem posto 1 em
T e posto 2 para os pontos {(0,y) |y # 0}. Deste modo, & nao satisfaz a CRCQ.

3.4 Condicao de Dependéncia Linear Positiva Cons-

tante

Esta condigao foi introduzida por Qi e Wei [16] para provar a convergéncia do método
de programacao quadratica sequencial, e Andreani, Martinez e Schuverdt [2] provaram
que a condicao de dependéncia linear positiva constante é uma condicao de qualificacao;
e em [1, 5] os autores usaram a CPLD para provar a convergéncia dos algoritmos de

Lagrangeano Aumentado.

Definicao 3.10. (CPLD - Constant Positive Linear Dependence) Dizemos que x € F
satisfaz a condi¢ao de qualificacao de dependéncia linear positiva constante se existe uma

vizinhanga V (x) tal que para todo I C {1,--- ,m} e J C A(x) se

{Vfi(x)}ier U{V f;(z)};es € positivo linearmente dependente, entio
{Vfi(y)}ier U{V [;(y)}jes€ linearmente dependente Yy € V(x).

No seguinte teorema vemos que em uma vizinhanca o conceito de positivo linear-
mente dependente é preservado, para cada combinagao de subconjunto dos gradientes

das restricoes de igualdade e desigualdade ativas.

Teorema 3.11. Dizemos que x € F satisfaz a condicao de dependéncia linear positiva

constante se e somente se existe uma vizinhanga V(x) tal que para todo I C {1,...,m},
J C A(z) se

{Vfi(x)}ier U{V fj(x)};es € positivo linearmente dependente, entao
{V i) bier U{V f;(y) }jes € positivo linearmente dependente Yy € V (x).

(Para prova, veja [19]).

Note que um conjunto positivo linearmente dependente é linearmente dependente, assim
CRCQ implica CPLD. Por outro lado se um ponto viavel satisfaz MFCQ, entao o conjunto
das restricoes de igualdade e desigualdade ativas é PLI, assim qualquer subconjunto dele
¢é PLI. Portanto, MFCQ implica CPLD.
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3.5 Condicao de Limitante do Erro

Nesta se¢ao, temos uma condicao que estima a distancia de um ponto dado ao conjunto

viavel em termos de quantidades computaveis que medem a violacao de suas restrigoes.

Definigao 3.12. (Error Bound)
Dizemos que x € F satisfaz a propriedade de limitante do erro se existe uma vizinhanca
V(z) de v e a > 0 tal que Yy € V(z),

min ||z — y|| < amax{|fi(y)l, i €T, max{0, f;(y)}, j € T}

Teorema 3.13. Se x € F satisfaz a condi¢ao da limitante do erro, entao x satisfaz a

condicao de qualificacdo de Abadie.

Demonstracao. Seja d € F(x), temos que

Vfi(x)'d=0, i€,
Vi@)Td <0, j€ Az).

Pela hipdtese f;, f; € C! para cadai € Z, j € J e dado t > 0 suficientemente pequeno.

Se i € Z, temos que
fi(x +td) = fi(z) +tV fi(z)Td + o(t) = o(t).

Se j € (J \ A(z)), temos que f;(z + td) <O.
Se j € A(x), temos que

fi(z +td) = fi(x) +tV fi(z)'d+o(t) < o(t), Vi € A(x).
Assim, max{|f;(x + td)|,i € I, max{0, f;(z +td)},j € T} = o(t) e como z satisfaz a
condigao de limitante do erro, temos que min,cp ||z +td—z|| = o(t). Logo, d € T(z). O

3.6 Relaxacao da Condicao de Posto Constante

Minchenko e Stakhovski [13] estabeleceram a relaxagao da CRCQ, preservando o
posto da combinacao do conjunto dos gradientes das restrigoes de igualdade com todos

os subconjuntos dos gradientes das restricoes de desigualdade ativas em uma vizinhanca.
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Definigao 3.14. (RCRCQ - Relaxed Constant Rank Constraint Qualification)
Dizemos que o ponto x € F satisfaz a relaxacao da condi¢ao qualificagao de posto

constante se existe uma vizinhanga V(x) tal que para qualquer subconjunto de indices

J C A(z),
{Vf(y)}iez U{V[i(y)}jes tem posto constante para todo y € V(z).

No teorema abaixo, temos uma condigao necessaria e suficiente para RCRCQ. Usando
algum subconjuntos dos gradientes das restricoes de igualdade e todas as combinacoes
de subconjuntos dos gradientes das restrigoes de desigualdade ativas em que o conceito

de linearmente dependente é preservado em uma vizinhanga.

Teorema 3.15. Seja I C {1,--- ,m} tal que {V f;(x) }ies € alguma base de span{V f;(z)}1,.
Dizemos que x € F satisfaz RCRCQ se, e somente se, existe uma vizinhanga V() de x

tal que
o {Vfi(y)}I, tem posto constante para todo y € V(x);

e Paratodo J C A(x), se {Vfi(x) }ierU{V [f;(2)};e, é linearmente dependente, entao
{V /i) }iez U{V f;j(y)};es é linearmente dependente para todo y € V(z).

(Para prova, veja [3]).

Exemplo 3.16. Vejamos que RCRCQ nao implica CRCQ).
Sejam z = (0,0),
F={zecR | fi(x) =21 —22=0, foz) = —21 + 23 <O,
f3(x) = —21 <0

o conjunto vidvel e A(z) = {2,3} o conjunto ativo em z. Assim, os gradientes das

restricoes sao:

Vhiz) = ( _1 ) Vha(z) = ( ;i ),Vfg(x): ( _g )

O ponto z satisfaz RCRCQ, pois existe alguma vizinhanca V' (z) tal que os conjuntos

{VAi(y)} tem posto 1 e {Vfi(y), VIs(u)}, {VHi(Y), Va(y)h, {VAW), Vi), Visy)}
tém posto 2 para todo y € V(z). Entretanto, o conjunto {V f2(y), V f3(y)} tem posto 1

em z e posto 2 no conjunto {(0,ys)| y2 # 0}. Deste modo, Z nao satisfaz a CRCQ.
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Exemplo 3.17. Vejamos que MFCQ nao implica RCRCQ.
Sejam z = (0,0),
F = {:UER2 | fi(z) = —25 <0, folx) =27 — 29 SO}

o conjunto viavel e A(z) = {1,2} o conjunto ativo em z. Assim, os gradientes das

Vi) = ( N ) V) = ( " ) .

0
O ponto z satisfaz MCFQ, devido que o vetor d = ( ) ) satisfaz as desigualdades

restricoes sao:

Vfi(2)Td <0, i = 1,2. Entretanto, z nao satisfaz RCRCQ, j& que {V fi(y), Vf2(y)} tem
posto um em z e posto 2 no conjunto {(y1,0) |y, # 0}.

Exemplo 3.18. Vejamos que RCRCQ) nao implica CPLD.
Sejam z = (0,0),
F={zeR’| fi(z) =122 =0, folx) = 21 — a5 <0, fy(x) = —x1 — 23 < 0}

o conjunto vidvel e A(z) = {2,3} o conjunto ativo em z. Assim, os gradientes das
restrigoes sao: Vfi(z) = (0,1)T,V fo(z) = (1, —229)", V f3(x) = (=1, —2x5)". O ponto
z nao satisfaz CPLD, pois o conjunto {V f2(y), Vf3(y)} é PLD em z, mas é LI no pontos
{(0,42)|y2 # 0}. Por outro lado z satisfaz RCRCQ), pois existe uma vizinhanga de

z tal que os conjuntos {Vfi(y)} tem posto um e {Vfi(y),Va(y)}, {VSfi(y),V[fs(y)}
{Vfi(y),Vfay),Vfs(y)} tém posto 2.

Exemplo 3.19. CPLD nao tmplica nem MFCQ nem CRCQ.

Sejam z = (0,0) e as restrigoes de desigualdades:

fi(z) =,

fa(x) = 1 + a3,
f3(x) = 21 + 29,
fa(@) = =21 — @3,

e A(z) ={1,2,3,4} o conjunto ativo em z. Assim, os gradientes das restrigoes sao:

wiiw = (1) wnw= () ) wme= (1) waer= (1),
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O ponto z nao satisfaz MFCQ, ja& que {V f3(z), Vfi(2)} é PLD. Por outro lado, o con-
junto {Vfi(y), Vfa(y)} ¢ linearmente dependente no ponto z, mas é LI no conjunto
{(0,y2) | y2 # 0}. Deste modo o ponto z nao satisfaz CRCQ.

Vejamos que z satisfaz a condigao CPLD. Sejam p; > 0, 7 = 1,---,4, nao todos

nulos tais que

,U1Vf1(2) + ,UQVfQ(Z) + Mgig(Z) + ,u4Vf4(z) = 0. (32)
Se p9 = 0, de (3.2) temos que
p1+ps — pa =0,
ps — pa = 0.

Dai p3 = 0 e pu3 = pg. Deste modo, o conjunto {V f1(2), Vf3(2), Vfi(2)} é positivo line-
armente dependente. Ademais, o conjunto {Vfi(y), Vf3(y), Vfi(y)} é LD em qualquer
vizinhanga de z. Se py > 0, de (3.2) temos que

fir + pa + 3 — pa = 0;
ps — pa = 0.

Dai g1 + po = 0 = p2 = —pp < 0 o qual é uma contradigao. Portanto o conjunto
{V£i(y), Vfay), Vfs(y), Vfi(y)} ¢ PLD no ponto z e LD em qualquer vizinhanca de z.
Deste modo o ponto z satisfaz CPLD.

3.7 Relaxacao da Condicao de Dependéncia Linear

Positiva Constante
Andreani, Haeser, Schuverdt e Silva [3] propuseram a relaxagao da CPLD de maneira
semelhante a relaxagao da CRCQ), essa relaxacao foi motivada pelo Teorema 3.15.

Definicao 3.20. (RCPLD - Relaxed Constant Positive Linear Dependence Constraint
Qualification) Seja x € F e I um subconjunto de indices de alguma base de span{V f;(z)}™,.

Dizemos que x satisfaz RCPLD se existe V(x) uma vizinhanga de z tal que

o {Vfi(y)}r, tem posto constante para todo y € V(z);

o Para todo J C A(z), se {Vfi(x)}ier U{Vfi(2)}jes € positiva linearmente de-
pendente, entao {V fi(y)}ier U {Vf;j(y)}jes € linearmente dependente para todo
y € V(x).
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Claramente o Teorema 3.15 mostra que RCRCQ implica RCPLD. E também claro que
da definicao CPLD implica RCPLD onde o posto constante dos gradientes das restrigoes

de igualdade se segue da definicao da CPLD quando J = () e do Teorema 3.8.

Teorema 3.21. Seja I C {1,...,m} tal que {V fi(x) }ier € uma base para span{V f;(x)}™ .

Um ponto x € F satisfaz RCPLD se, e somente se, existe uma vizinhang¢a V(x) tal que
o {Vfi(y)}r, tem posto constante para todo y € V(z);

e Para todo J C A(x), se {V fi(x)}icr U{V [f;(2)};es € positivo linearmente depen-
dente, entao {V f;(y) }ierU{V f;(y) }jes € positivo linearmente dependente para todo
y e V(z).

(Para prova, veja [3]).
O seguinte lema sera usado na prova da RCPLD implica CRSC.

m—+p

Lema 3.22. Sex = Z a;v; comv; € R™ Vi, {v;}™, linearmente independente e o; # 0
i=1

para todoi =m+1,--- . m+p, entao existe J C {m—+1,--- ,m+p} e escalares &; para

todoi € {1,--- ,m}UJ tal que
® = Zie{l,m,m}uJ QiU
e «o;a; > 0 para todo 7 € J,
o {vitic(1, mpus € linearmente independente.

(Para prova, veja [3])

3.8 Condicao de Posto Constante da Componente de
Subespaco

A condicao de qualificacao de posto constante da componente de subespaco que foi
introduzida pelos autores [4], estabeleceram o conjunto de indices dos gradientes das
restricoes de igualdade e desigualdade ativa que devem de preservar o posto em uma

vizinhanca. Além disso, provaram que esta condicao implica a condi¢ao do error bound.

Definigao 3.23. (CRSC - Constant Rank of the Subspace component)
Sejam o ponto © € F e o conjunto de indices J- = {j € A(x)| — Vf;(x) € N(x)}.
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Dizemos que x satisfaz a condi¢do de qualificacdo de posto constante da componente de

subespaco, se existe V(x) uma vizinhanga de x tal que
{Vfy) | L€ ZTUJ_} tem posto constante para todo y € V(z).

Teorema 3.24. Se © € F satisfaz CRSC e as fungoes f;;i = 1,--- ., m + p definidas
em F admitem sequnda derivada numa vizinhanca de x, entao x satisfaz a condi¢ao do

limitante do erro.
(Para prova, veja [4])
Exemplo 3.25. Vejamos que a condicao do limitante do error nao implica a CRSC.

Sejam as restrigoes de desigualdade do conjunto F":

fi(z) = 2o + xi’ <0;
folz) = —x9 + :c:f <0;
fg(l’) =T S 0.

Em que & = (0,0) € F. Logo, nas regioes invidveis da Figura 3.2, temos que

gy 2
1 A VA() .
ra + .-17? =0
—zy+23 =0
F =0 ==
0 V}s(f)
4
Y VA(z)
6 51
Figura 3.2:
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e Para a regiao 1, obtemos que fi(z) = zy + 23 > 0, fo(z) = —zy + 23 < 0, f3(x) =
7y <0, mingep ||z — 2ll2 < (21, 22) — (21, —23)|2 = 22 + 23. Por outro lado,

max{0, fi(x), f2(x), fa(2)} = fi(x). Assim, min.cp [[2—z[]s < max{0, fi(z), f2(2), fa(x)}.

e Para a regiao 2, obtemos que fi(x) = zy + 23 > 0, fo(z) = —zy + 23 <0, f3(x) =
xy > 0, zo0 > 0, min,ep ||z — 2|2 = [Jz — (0,0)]]2 < ||Jz — (0,0)|1 = x1 + 2.
Por outro lado, max{0, fi(x), fo(x), f3(x)} = max{fi(z), f3(x)}, e como z1 + x5 <
T+ xo+ 25 < 2max{wy+ a3, 21} = 2max{ fi(z), fs(x)}. Assim, min,cp ||z — 2|2 <

2max{0, fi(x), fa(x), f3(x)}.

e Para a regiao 3, obtemos que fi(x) = zy + 23 > 0, fo(x) = —zy + 23 > 0, f3(z) =
x1 > 0,29 >0, min,ep ||z —2|2 = ||z —(0,0)|]2 < ||z —(0,0)||1 = x1+22. Por outro
lado, max{0, fi(z), fo(z), f3(x)} = max{ fi(z), f3(x)}, pois T3 > —x9 = o + 23 >
—To+123, e como x1+ 1y < T+ 2+ 75 < 2max{zy+23, 11} = 2max{ fi(z), f3(z)}.
Assim, min,er ||z — z||2 < 2max{0, fi(z), fo(z), f3(x)}.

e Para a regiao 4, obtemos que fi(z) =z + 23 > 0, fo(z) = —x9 + 23 > 0, f3(z) =
x1 > 0,29 <0, mingep ||z —2z|]2 = ||l —(0,0)]|2 < [[z—(0,0)||; = x1 —x2. Por outro
lado, max{0, fi(z), f2(z), fs(x)} = max{fa(z), f3(x)}, pois 3 < —wy = 9 + 23 <
—To+x3, € como 11— Ty < T1—To+x < 2max{—zo+z}, 11} = 2max{ fo(z), f3(z)}.

ASSim> minep H‘T o Z” < QmaX{O, fl<x)>f2(x)7 fS(m)}

e Para a regiao 5, obtemos que fi(z) = zo + 23 <0, fo(z) = —x9 + 23 > 0, f3(z) =
1 > 0, min,ep ||z — 2|2 = ||z — (0,0)]2 < ||z — (0,0)|y = 21 — x2. Por outro

lado, max{0, f1(x), fa(x), f3(x)} = max{fe(z), f3(x)}, e como z; — x93 < x] —

Ty + 23 < 2max{—zy + 23, 21} = 2max{fo(), f3(z)}. Assim, min,cp ||z — 2| <

2max{0, fi(x), fa(x), f3(x)}.

e Para a regiao 6, obtemos que fi(z) = zy + 23 < 0, fo(x) = —x3 + 23 > 0, f3(x) =
1 < 0, mingep ||z — 2ll2 < |[(z1,22) — (z1,7})]]2 = —22 + 2. Por outro lado,

maX{O?fl(x)a f2($)’ f3<$)} - f2(x) Assim, mianF HSII—ZHQ S maX{07 fl(m)’ f2(x>a f?)(x)}

Portanto, min.c [z — 2o < 2max{0, fi(2), fo(x), fo(z)}, Vo € (RA\F).
Verifiquemos que o ponto = nao satisfaz a CRSC. Para isto, os gradientes das restrigoes

de desigualdade sao:

Vi) = (321, 1), Va(2) = (321, -1)", Vfs(x) = (1,0)"

o1



Além disso, J- = {1,2}, pois =V fo(z) = Vf1(Z), =V f1(Z) = V f2(Z), ou seja,
—V fi(z), =V fa(x) € N(Z). Por outro lado, o conjunto {V f2(y), Vfi(y)} tem posto 1
em T e posto 2 nos ponto que pertence ao conjunto {(y;,0) |y; # 0}. Deste modo o ponto

Z nao satisfaz CRSC.
Exemplo 3.26. Vejamos que CRSC nao implica RCPLD.

Consideremos o ponto Z = (0,0) e a restrigdo de igualdade e as restrigoes de desigual-
dade

fil) =22 =0, fox) =29 — 2% <0, f3(2) = —2; <0, fu(x) =21 <0,

com A(z) = {1,2,3,4} o conjunto ativo e Z = {1}. Logo, os gradientes das restri¢oes

Vfi(z) = (0,1)T, Vfy(z) = (=221, )T, Vfs(z) = (—=1,0)", Vfi(z) = (1,0)".

Além disso, J- = {2,3,4}. O ponto z satisfaz a CRSC, pois o conjunto

{Vfi(z), Vfs(z), Vfs(x), Vfi(x)} tem posto 2 para qualquer vizinhanga de z. No en-
tanto, T nao satisfaz a RCPLD, pois {V fi(z), V f2(Z), Vf3(Z)} é PLD, mas

{Vfi(z), Vfs(z), Vf3(x)} é PLI para os pontos {(x1,0)|z; # 0}.

3.9 Condicao de Gerador Positivo Constante

Nesta secao, estabeleceremos defini¢coes padrao de uma forma mais geral do que as
combinagoes positivas de um conjunto finito de vetores, focaremos as propriedades de
um conjunto gerado positivamente por um conjunto de indices. Essas propriedades sao

usadas para compreender a condicao de qualificacao de gerador positivo constante.

Definigao 3.27. Sejam V = {vy,v9,...,v,} C R* e LK C {1,2,...,k} um par de
conjunto de indices. Dizemos que x € R™ € uma combinagao positiva dos elementos de

V' associado ao par, ordenado, (L,K) se existem escalares \; € R, i € L, u; >0, j € K

Tr = Z)\/UZ + Z,ujvj.

el jek

tais que

Definigao 3.28. Sejam V = {vy,v9,...,v,} C R" e LK C {1,2,...,k} um par de

conjunto de indices. O conjunto Q) construido a partir dos elementos de V' associados ao
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par de indices (L, K) da sequinte forma:
Q= {y|y=ZAivi+Zujvj, N €RVi€L, p zov]'e/c},
ieL jek
que vamos denotar por span, (L, K; V'), ouspan, (L, ), € denominado o conjunto gerado

positivamente pelos vetores associados ao par de indices (L, ).

Chamamos um par (£, K) positivo linearmente dependente se o conjunto de vetores
de V associados ao par (£,K) é PLD. Chamamos um par (£, ) positivo linearmente
independente se o conjunto de vetores de V associados ao par (£, K) é PLI.

No seguinte teorema, observamos que qualquer conjunto gerado positivamente por um

par de indices PLD pode ser gerado positivamente, por um par PLI.

Teorema 3.29. Sejam V = {vy,ve,...,0.} CR", LK C {1,2,...,k} um par de con-

guntos de indices. Suponhamos que (L,KC) é PLD e consideremos as sequintes condigoes:

1. Se L estd associada a vetores linearmente dependentes, definimos L como um

subconjunto prdprio de L tal que spanf{v; |i € L'} = span{v;|i € L} e K' =K.

2. Caso contrdrio, se L estd associada a vetores linearmente independentes e existe
um j' € K tal que —v;, € span (L, K), definimos L' = LU{j'} e X' =K\ {j'}

um subconjunto proprio de KC.
Entao, span, (L', K') = span, (L, K).

Demonstracao. Se L satisfaz a condigao 1,

span, (£, K) = {z ER" | z=y+ Zujvj, i >0,Viekl, y= Z)‘ivl} (3.3)

jex €L

e como span{v; | i € L} = span{v; |1 € L'}, temos que

Yy = Zxﬂh (3.4)

€L’

Agora substituindo (3.4) em (3.3), obtemos

span (£, K) = {z ER" | z= invi -+ Z/,l/jvj, p; > 0Vje /C} = span (L', K).

ieL’ jex
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Se L satisfaz a condicdo 2 e como (Z,J) é PLD, entao existem \; € R, Vi € L, p; > 0,
Vi€ K, D NI+ Yy >0 tal que

ieL jex
Z Aiv; + Z piv; = 0. (3.5)
ieL jeK
Logo, existe puy > 0, £ € K. Caso contréario, pu, = 0 V¢ € K e de (3.5), temos que

0= Z)‘ivi em que existe algum A, # 0. Entdo, {v; | ¢ € L} é LD, o qual é uma
i€L
contradicao.

Agora em (3.5), temos que

Z Aiv; + Z V5 + ey = 0,

ieL JER\{e}
entao
Ai ;
Z —v; + &Uj = —up. (3.6)
el He JER\{¢} fe

Deste modo, definimos os conjuntos de indices £ = LU {{} e K' = K\ {{}. Seja
x € span_ (£, K), temos que

T = Z)\l’l)l + Zujvj

€L jek
= Z Aiv; + vy + Z [ivj, entao x € span+(£',lC’).
€L JER\{¢}
Portanto,
span, (£, K) C span, (L', K'). (3.7)

Vamos mostrar que span, (£, K') C span, (L, K).
Seja x € span_ (L', K’), entdo

r = szvz + Z ﬁjvj

ieL! Jjex’
= Z Xﬂ)i + X[Ug + Z /jj’l}j. (38)
el JjexK’

o4



Se A, > 0, entdo x € span, (£, K). Caso contrario de (3.6) e de (3.8), obtemos que

x:ZXivﬁL _Z_U’ Z &vj + Z ujv]

i€l i€l fe elC\{é} JjeRN\{¢}
-y ()\ _ )\g—) wt Y (ﬁj - xg_j) o

el 27

i Jjer\{¢}
=> <)\ + WI—) vit Y (ﬁj + Mﬂ> v

ieL jer\{e) fe

entao z € span, (£, K).

Portanto,
span, (£, K') C span, (L, K). (3.9)
De (3.7) e (3.9), concluimos
span, (L', K') = span (£, K).
[

Corolario 3.30. Sejam V = {vy,vq,...,0.} C R" e £, K C {1,2,...,k} um par de
conjunto de indices. Entao, existem L', K' C {1,2,...,k} tais que (L', K') € positiva
linearmente independente e span, (L', K') = span_ (£,K). Dizemos que o par (L',K') €
um par gerador positivo linearmente independente (PLI) de span (L, KC).

Demonstragao. Seja (L£,K) PLD. Usando o Teorema 3.29 um nidmero finito de vezes

encontramos o par (£',K’) PLI tal que span_ (L', K’) = span_ (L, K). O

Agora, definimos um conjunto de indices de maneira semelhante ao conjunto J_ que

sera usado no lema de abaixo.

Definigao 3.31. Sejam V = {vy,ve,...,vx} C R" e LK C {1,2,...,k} um par de

conjuntos de indices; definimos os conjuntos
K. = {j eX| —v; € span+(£,IC;V)} e K, =K\K_.

Lema 3.32. Sejam V = {vy,v9,- - ,op} CR" e LK C {1,2,--- ,k} um par de conjunto
de indices. Seja (L',K') um par gerador PLI de span (L, IC; V). Entdo,

1. K'C IC+,'
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2. (L', K;) € também um par gerador PLI de span (L,K;V);

3. L' C LUK_ € o conjunto de indices de uma base do subespaco gerado por {v,|{ €
LUK_}.

Demonstracao. 1. Suponhamos que K’ ¢ K, entao existe £ € K' e £ & K.
Como ¢ ¢ K, temos que £ € K_, ou seja, —v; € span, (L, K; V). Pela hipétese
(L', K') ser um par gerador PLI de span (£, KC; V'), obtemos que —v, € span_ (L', K'; V).

Entao,
— v = Z)\ivﬁ—z;/djvj, pj >0V5ek
ieL! jek’
= Z )\ivz- + Z MU + HeVe, g Z 0 \V/] c IC/.
el! JjeK\{¢e}
Assim,

0=> Nvi+ > pvj+ (e + e, p; >0Vj €K',
ieL! FERN\{0}

em que jy + 1 > 0. Portanto, (£, K’) é PLD. O qual é uma contradigao.

2. Dahipétese, (£, K') é um par gerador PLI de span_ (£, K; V) e do resultado anterior
K' C K4, temos que

span, (L£,K; V) = span, (L, K"; V) C span_ (L', K4; V) C span (L, K; V).

Dai temos que span, (L', K; V) =span, (L, K; V).

Vamos mostrar que (£', ) é PLI. Consideremos o seguinte

Z )\ﬂ)i + Z v = O, (310)

ieL! jeK
onde pu; >0 Vj € Ky. Se existe pp > 0, £ € Ky, ou seja, £ ¢ K_, entao
Z )\ivi —+ Z M5V + vy = Oa
ieL JEK\{€}
entao

Z ﬁvi + Z %Uj = —Uy,

ier M JEK {6}
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entao
—vp € span, (L, IC; V).

Portanto, £ € K_, o qual é um contradicao.
Assim, pu; = 0Vj € K;. Logo, de (3.10), temos que Z/\ivi =0, N eRVie L.

ieL!

Entao, \; = 0 Vi € L', pois (£, K’) é PLI em particular £" é LI. Portanto, (L', IC)
é PLI.

3. Seja j € L', —v; € span,(L,K;V). Entdo, j deve pertencer ou ao conjunto L
ou a K_, pela definigao de tais conjuntos de indices. Por outro lado, span{v,| ¢ €
LUK_} Cspan (L, K; V) ecomo (£',K’) é um par gerador PLI de span_ (£, IC; V),
entao

span{v, [ £ € LUK_} C span (L', K V).

Dado v, —vp € span{v,|¢ € LU K_} e pelo resultado acima, temos que existem

escalares A\, \

AR A

ie Ll e uj, 15 J € K' nao negativos tais que

Ve = Z N v + Z 1 v; (3.11)

iceL! JEK!
—vp = g A Ui+ g v
ieL! jek!

Somando estas duas equagoes temos,
0= (X + A v+ Y () + 45y
i€L’ jex
Como (L', K') é PLI, entao todos os coeficientes na soma acima sao zero. E con-
. + — . ’ + o - _ .
siderando p, u; > 0 Vj € K', conclufimos que p = p; =0, Vj € K'. Segue-se de
(3.11) que vy é gerado por os vetores de £'. Portanto,
span{uvy |0 € LUK_} C span{v, | ¢ € L'} C span{v, | € LUK_}.
E como (£',K') é PLI, entao o conjunto de vetores de indices £ é LI.

Assim, £’ é o conjunto de indices de alguma base de span{v,|¢ € LUK_}.

Corolario 3.33. O par gerador PLI dado pelo Coroldrio 3.30 tem a forma
L cLUK_, K'=K,,

em que L' é composto por indices de uma base do espago gerado por {v,| € € LUK_}.
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Demonstragao. No processo de gerar o par de indices (£, K’) no Corolario 3.30, vemos
que nao podemos tirar elementos de K’ e mandar a £ quando (L£',K’) é PLI, entao
K' = K, e pelo Lema 3.32 item 3, temos que £ C LUK _ e L' é uma base de span{uv, | ¢ €
LUK_}. ]

O teorema abaixo estabelece um par de indices de (£, K) que deve gerar positivamente

um subespaco contido em span (L, KC; V).
Teorema 3.34. o conjunto span, (L, K_; V) € um subespaco.

Demonstracdo. s € K_, entdao —v, € span_ (L, IC; V);

—Us = Z Aivi + Z RIS

€L jek
= Z A\iv; + Z v + Z [k V- (3.12)
€L JEK kek

Afirmagao, p; =0 Vj € K.
Caso contrario se existe £ € K tal que u, # 0 e de (3.12), temos que

Ai Hj Hr 1
—UEZZ—ZUZ'—F Z EU]'—F ZEU]C—FEUS,
€L JjeX\{¢} kek_

entao
—vy € span (L, KC; V)

Portanto, £ € K_. O qual é um absurdo.
Logo, span_ (£, KC_; V') = span{vy }recux_. Assim, span (£, K_; V) é um subespago. [

Definicao 3.35. (CPG - Constant Positive Generator Condition)

Usando as restrigoes do conjunto vidvel F do problema de PNL, definimos Jf(y) =
{V i) }tiez U{V fi(y)}jeqs Yy € R™. Dizemos que x € F' satisfaz a condi¢do de gerador
positivo constante se ezistem V(x) uma vizinhanga de x e (Z',J.) um par gerador PLI
de span_ (Z, A(z); J f(x)) tal que

span, (Z', J1; J f(y)) 2 span (Z, A(z); Jf(y)) Vy € V(z), (3.13)

em que I' é o conjunto de indices de alguma base de span{V fy(x)}ezu 7.
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Exemplo 3.36. Vejamos que na CPG o caso da igualdade em (3.13) ndo é sempre

verdadeira.
Seja o conjunto
F:{%:Wwﬂ ﬁ@%:ﬁ—ySO,h@%:ﬁ+y§0jxdzxﬁo'}

Deste modo, os gradientes das restrigoes sao:

Vfl(z)=< ixl ),sz(z): < 33; >7Vf3(z)=<(1)>.

Para w = (0,0), temos que conjunto ativo em w, A(w) = {1,2,3}, e os gradientes em w

VAw) = ( ’ ) Y hufw) = <f )Nfz(w) - ( ; )

Agora, escolhemos (I’ = {1}, J; = {3}) par gerador PLI de span_ (0, A(w); J f(w)).
Assim, span, (I', J4; Jf(2)) 2 span, (0, A(z); Jf(z)) para qualquer z # w. Veja na

Figura 3.3. Portanto, o caso igualdade nao é verdadeira.

sao

Figura 3.3:

Exemplo 3.37. Vejamos que na definicao da CPG somente sao necessarios os indices

de alguma base de span{V fy(z)}iezuy. -

Seja o conjunto

F:{Z:@ﬂﬂ
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Os gradientes das restricoes sao:

Vii(z) = ( i&f ) ,Via(z) = < 335 ) ,Vfs(z) = ( (1) ) ,Vii(z) = < 352 ) )

Para w = (0,0), temos que o conjunto ativo em w, A(w) = {1,2,3,4}, e os gradientes

em w sao

Vii(w) = ( N ) Y fo(w) = ( (1] ) Vfs(w) = (;),Vﬂ;(w): (g)

Agora, escolhemos (I = {1}, J; = {3}) par gerador PLI de span(Z, A(w);J f(w)).
Assim, span, ({1}, {3}; Jf(2)) 2 span (0, A(z); Jf(z)) para qualquer z # w. Veja-se na
Figura 3.4(a). Se escolhemos (I" = {2}, 7, = {3}) par gerador PLI de span_ (0, A(w); J f (w)),
mas V f4(2) & span ({2}, {3}; Jf(2)) para qualquer z # w. Veja na Figura 3.4(b). Por-
tanto, x satisfaz a CPG, para o caso de I’ = {1}.

Figura 3.4:

Exemplo 3.38. Vejamos que um ponto vidavel satisfaz CPG, mas nao satisfaz limitante

do erro.

Seja o conjunto

fiz) =% —y <0, fa(z) =27 +y <0, f3(2) =2 <0,
F = z:(x,y)|

fa(z) =y* <0
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e ponto w = (0,0) € F. No Exemplo 3.37, vimos que w satisfaz a CPG.

Agora, consideremos a sequéncia x; = (—\3/%, %) de pontos invidveis de F, fi(xy) =

~2 <0, folwn) =0, flm) = —{/E <0 fulw) = & > 0.

Assim, dado qualquer ¢ > 0, temos que existe k € N tal que

min |zp — 2| = % >c (%) = ¢ (max{0, fi(zx), folzr), fs(xk), fa(zk)}).

Portanto, o ponto w = (0, 0) nao satisfaz a condi¢ao do limitante do erro. Veja na Figura

3.5.

f

Figura 3.5: Construcao das seqiiencias {z;} de pontos invidveis

3.10 Demonstracao CRSC implica CPG

Teorema 3.39. Se x € F satisfaz CRSC, entao x satisfaz a CPG.

Demonstracao. Seja Jf(y) = {V fo(y)}eezugs Yy € R™. Pelo Corolério 3.33, temos que
existe (Z', Jy) par gerador PLI do conjunto span_ (Z, A(x),Jf(x)) onde Z’ é o conjunto
de indices de alguma base de span{V f,(z)}sezu7_ . Agora, usando o Teorema 3.2, temos
que existe V;(x) uma vizinhanca de x tal que {V f;(y)}er é LI Vy € Vi(x). Como x
satisfaz CRSC, entao o conjunto {V fi(y)}sczu7 tem posto constante em V(x) C Vi(z).

Portanto,

span{V fo(y) }eez' = span{V fy(y) }rezvy. Vy € V().

61



Assim,

span, (Z, A(x); Jf(y)) = ZGR”}Z—Z)\ Vfily Z 1V fi(y

i€T JjEA(x)

=zeR 2= NVAEW + D wVHEW+ > wVEi®), w >0

€L jeT- jeI+

= zeR 2= NVAEW + Y V), 1 >0

€T’ JEIT+

=span, (I, Jy; Jf(y)) Yy € V(z).

3.11 Demostracao RCPLD implica CRSC

Teorema 3.40. Se x € I satisfaz RCPLD, entao x satisfaz a CRSC.

Demonstragao. Seja Jf(y) = {Vfi(y)}eezug Yy € R". Se J. = 0 e como x satis-
faz RCPLD, entao o conjunto {V fu(y)}rez=7u7. tem posto constante uma vizinhanga
de . Se J_ # 0, pela hipdtese de que x satisfaz RCPLD e do Teorema 3.34, existe
7' um subconjunto de indices de alguma base de span{V f,(z)}wcz de tal forma que

span, (Z', J_; J f(x)) é um subespaco. Entéo,

span (Z, J_; J f(x)) = span, (T', I—; J f (x)) = span{V fo(z) }eezrug_-

Por outro lado, da definicao J_ seus elementos ¢ verificam

~Vfelx) =D ANVfilx) + Y 1V filx)

i€’ JET-

Agora, aplicando o Lema 3.22 no conjunto {V fi(x) }rezu 7, temos que existe K C J_
e escalares u; >0 Vj e K tais que

~Viila) =) NV file) + Y 1V i)

i€l jek

em que {V fi(z) brerrux é LI Assim, pelo Teorema 3.2 existe ‘75(:15) uma vizinhanca de x
tal que {V fx(y) }kerruxc € LI Yy € Vi(x).
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Do fato que z satisfaz RCPLD e tomando V,(z) = Vi(z) N V(z), V() vizinhanca da
definicao da RCPLD, temos que

{Vfiy) bier U{V fi(y) }jexuin € PLD Vy € Vi(x).

Deste modo, dado y € Vj(x) existe um escalar p,(y) > 0 tal que
0= NV + D Vi) + ne)V fly).
i€’ jeX

Isso implica que

VEW =Y Vi + Y v ).

= pu(y) o 1uy)

Assim, —V fi(y) € span (Z',J-; Jf(y)), Yy € Vi(z). Tomando V(z) = Necs Ve(),
obtemos que —V fi(y) € span (Z',J_; Jf(y)) Yl € J-, Yy € V().
Logo, span{V fi.(y)}kervs. = span, (Z',J_;J(y)) Vy € V(x), quer dizer, o conjunto
span, (Z',J_; Jf(y)) é um subespago Yy € ‘A/(x)

Além disso pelo Teorema 3.3, temos que existe V’(z) uma vizinhanga contida V (z) tal

que a dimensao de span, (Z', J_; J f(y)) é maior ou igual que a dimensao de span_ (Z', J_; J f(x)).

Vamos mostrar que existe uma vizinhanca de z contida em V’(x) tal que a dimensao
de span, (Z',J_; J f(y)) é menor ou igual que a dimensao de span_ (Z', J_; J f(z)) para

todo y que pertence a essa vizinhanca.

Para isto, do Teorema 2.5 item (iv) para o conjunto LI {V fi(y) }rez, temos que

span{V fiu(y) trerr = PosS{{V fx(¥) bkerr U {=V fu(¥) }rez]-

Desse modo,

span (Z', J_; Jf(y)) = pos [{V fo(y) bier: U{=V fo(y) }eex ULV f;(¥)}jes] Yy € V(a).

Dados 7' = {iy, - ,im}, J- = {j1," ,jn_} em que m = cardZ’ e n_ = card J_,
definimos
Uﬁ(y) = Vfl(g(y)7 g = 1a s 77’71,

/UT?H-Z(y) = _vfl£<y)7 (= 17 s 7m7
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vamte(y) = Vi, (y), L=1,....n_.
B={1,2,...,2m+n_}.
Assim,
span, (Z', 75 J f(y)) = pos B(y), Vy € V (),

em que B(y) = {v(y) | ¢ € B}. Note que,
span,, (Z',7;J f(y)) = pos B(y) = span B(y), Vy € V(x),

pois span, (Z', J_; J f(y)) é um subespaco.
Se B(x) é positiva independente, entao B(z) é uma base positiva para span, (Z', J_; J f(x)).
Caso contrario, temos que existe v,(z) € B(z) tal que v(x) € pos(B(x) \ {ve(x)}) ou

ve(z) = 0. Logo, para ambos casos temos que

pos B(z) = pos(B(z) \ {ve(z)}). (3.14)

Portanto, span (Z',J_;Jf(x)) = pos[B(x) \ {ve(x)}]. Por outro lado, como wve(x) €
B(z) (ve(x) = 0), entdo —wy(x) € pos B(z) = pos(B(x) \ {ve(z)}), pois pos B(x) é um
subespago. Deste modo existem escalares, nao todos nulos, a; > 0 Vi € (B \ {{}) tais

que
—u(z) = Y i), (3.15)
i€B\{¢}

usando o Lema 3.22 em (3.15), obtemos que

—v(z) = Zaivi(x), a; >0, Vie Bc (B\{}),

onde {v;(z)]i € B} é LI Do Teorema 3.2 temos que existe Ny(z) uma vizinhanca de
z tal que {v;(y)|i € B} é LI Vy € Ny(x). Como z satisfaz RCPLD tomamos Ny(z) =
Ny(z) NV (x), tal que {v;(y)|i € BU{¢}} ¢ PLD Vy € Ny(z).

Sele{2m+1,--- ,2m+n_}(l €{l,---,2m}), entdo dado y € Ny(zx) existe um escalar
ag(y) > 0 (ae(y) # 0) tal que

0= Z@Zvl(y) + ozg(y)vg(y), @Z eR \V/’l,

i€B

entao

—ugy) = D —ui(y).



Portanto, span B(y) = span{B(y) \ {ve(y)}}, Yy € Ne(x). Assim,

span  (Z',J_; Jf(y)) = span{B(y) \ {ve(y)}}, Vy € Ne(x).

Fazendo o mesmo processo para um numero finito de passos e tirando os indices dos

vetores obtidos neste processo de B, obtemos um conjunto B tal que
1. E(m) = {vy(x) | ¢ € B} é uma base positiva para o subespaco span, (Z', J_; J f(x)).

2. Paratodoy € N(z) = Nye
gerado por E(y) ={wl(y) |l € LA?}

(B\E)Ng(l') o conjunto span, (Z', J_; J f(y)) é o subespago

Pelo fato de E(a:) ser uma base positiva do subespaco span (Z', J_;J f(z)) e usando o
Teorema 2.24, temos que existe uma particao P = {§1, e Ek} de B tal que pOS{W(J’:)}zeElu---uéj
¢ um subespaco de span_ (Z', J_; J f(x)) com dimensao (Zle card E,) — j para cada
j=1,2,-- k.

Para j = 1, entdo pos{vi(z)}, 5, ¢ um subespaco minimal. Se tiramos o vetor v, () de

{ve(z) | £ € By}, os outros vetores sdo LI. Por outro lado usando o Teorema 2.6 item (i),

temos escalares, nao todos nulos, 8; > 0 para i € B, \ {41} tais que

—vp(x) = Y Buwi(x), (3.16)

i€B1\{f1}

em que {v;(x)]7 € B \ {¢;}} é LI. Além disso, pelo Teorema 3.2, existe Sy, (z) uma
vizinhanca de z tal que {v;(y)|i € By \ {f1}} 6 L1 Vy € S, (z). Agora, da hipétese que
x satisfaz RCPLD e tomando Sy, (z) = Sy, (z) N N(z), temos que {v;(y)|i € By} é¢ PLD
Yy € Sy, (x). Portanto,

—vy, (y) € span{Bi(y)}, Yy € Sy, (2).

Logo, span B (y) = span{Bi(y) \ {ve, (y)}} Vy € Sp, (2).
Para j = 2, o subespaco pos{vi(z)}, 5,5, tem dimensao card B, + card By — 2. Con-

siderando (3.16), temos que
—vy, (x) € pos Bi(z) C pos{vi(x)}ieglugz,

entao
—uy, () € pos{vi(:L')}ieglug2 = span{vi(x)}iGEIUEQ.
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Assim, {v;i(z)|i € ByU By, i & (4} gera pos{vi(7)},cp,05, Além disso, existe vy, (7) €
{vi(x) |i € By} tal que {vi(x) |i € BiUB,, i & {(1,(}} é uma base linear de pos{vi()},c3,.3,
pois a dimensdo de pos{v;(7)},.5,p, ¢ card Bi+card By—2. Por outro lado pelo Teorema
2.6 item (ii), temos que existem escalares, nao todos nulos, §; > 0 para i € B, U By \ {6}

tais que
—vg, (z) = Z Bivi(x).
i€(B1UB2\{£2})

Pelo Lema 3.22, obtemos que

—up,(2) = Bwi(w), B >0,¥i € DC BiUB,\ {6},

€D

onde {v;(z)|i € D} é LL. Do Teorema 3.2, entdo existe Sy, () uma vizinhanca de z tal
que {vi(y)|i € D} 6 LIVy € Sy, (z). Pelo fato que z satisfaz a RCPLD e tomando
Sp, () = Sp, () N Sy, (), temos que {v;(y) |[i € DU{l}} é PLD Vy € S, (z). Portanto,

—vg,(y) = span{ B (y) U Ba(y)} Yy € Se, ().

Logo, span[él(y) U Eg(y)] = span{v;(y) |i € B, U Eg, i & {l1,03}} Yy € Sy, ().

Este processo pode ser levado k vezes e no final concluimos que existe S(z) = NY_, Sy, ()
uma vizinhanca de x tal que os k vetores nao sao necessarios para gerar o espaco vetorial
span (Z', J_; Jf(y)), ou seja,

span_ (Z', J_; J f(y)) = span[Bi(y) U- - - U By(y)]
= span[B;(y) U - U By (y) \ {ve, (y) U+ Uvg (y)}] Yy € S(a).

Assim, a dimensao de span_ (Z', J_; J f(y)) é menor ou igual a card B(y) —k = card B —
k = dim[span(Z', J_; J f(x))] para cada y € S(z). Portanto, tomando E(z) = S(z)N
V'(z) uma vizinhanca de z, obtemos que os espagos vetoriais span,(Z',J_;Jf(y)) e

span, (Z',J_; Jf(x)) tem a mesma dimensao para cada y € E(x). Desse modo,
{Vfly)| £ €T UJ_} tem posto constante para cada y € E(x).

]

Finalmente, apresentaremos a demonstracao da CPG implica a condi¢ao de Abadie

usando os seguintes lemas.
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Lema 3.41. Seja x € F que esta em conformidade com a condi¢ao de qualificagao de
Mangasariam Fromovitz, isto €, o conjunto {V f;(x)}icz € linearmente independente e

existe uma diregio 0 # d € R™ tal que
Vi) 'd=0,i€Z, Vfi(x)'d<0,ic Ax).

Entao, existe um escalar T > 0 e um arco continuamente diferencidvel o : [0,T] — R"

tal que
a(0) =z,
&(0) = d,
fila(t)) =0,vt€[0,T)i € T,
Viila)Ta(t) =0Vt €[0,T],i €T,

)
fila(t)) <0, Vte (0,T)j € T,
Viia®) at) <ovte[0,T),j €T,

(Para a prova, veja o Teorema 4.3.1 [6]).

Lema 3.42. Sejam x um ponto vidvel para (PNL) em que CPG é verdadeira e (Z', J)
o par gerador PLI associado. Entao, existe 0 # d € R™ tal que

Vi) 'd=0,ieT, Vfjx)'d<0,jeT,.

Além disso, para qualquer tal d, existe um escalar T > 0 e um arco continuamente

diferencidvel o : [0,T] — R™ tal que

a(0) =z, (3.17)
a(0) =d, (3.18)
fila(t)) =0, Vt €[0,T], i € T, (3.19)
fila(t) <0, Yte (0,T], j e J. (3.20)

Demonstragao. Da hipétese (Z', J,) é PLI, considerando o subconjunto
F={e|fi(x) =0,i €T, f;(x) <0, j € T}

do conjunto vidvel ' e do Teorema 3.6, temos que existe um vetor d que satisfaz a

condigao de MFCQ em x. Agora, pelo Lema 3.41, existe um escalar T > 0 e « : [0,7] —
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R™ um arco continuamente diferenciavel. Tomamos 0 < 77 < T de tal maneira que
a(t) € V(z), vt € [0,T'] em que V(z) é a vizinhanga da definicdo da CPG no ponto z,

entao

a(0) ==z
a(0)=d
fila(t)) =0,Vt € [0,T"], i € T';
Viila) a(t) =0,vt€[0,T],i€T'; (3.21)
fila(t)) <0, vt e (0,17, j € T4,
Vila(t) a(t) <0, € (0,7, j € T, (3.22)

Vamos mostrar que os indices ¢ € (ZUJ_)\Z' também satisfazem as restrigoes (3.19)
u (3.20).
Pela definicao da CPG em z, temos que qualquer V fi(y), £ € (ZU J_) \ Z’, pode ser
gerado positivamente pelo par de indices (Z, J,),Vy € V(z). Entao, existem escalares
Ni(y), 1 €T’ e p;(y) >0, € Jy tais que

Viely) =Y M)V Eily) + D )V iy (3.23)

i€’ JEIT+

Agora definimos ¢,(t) = fo(a(t)), entdo

Po(t) =V fula(t)) e(t).

De de (3.23), temos que

= S MOV 0 + 3 1)V (a(t) a ().

€T’ JEIT+

De (3.21) e (3.22), temos que

pi(t) <0, entdo fo(a(t)) < fi(a(0)) = fo(z) = 0. (3.24)

Sele J_ el T ede 3.24, entdo (3.20) é satisfeita.
Sel €T el &T epeladefinicao da CPG em z, temos que
—Vfi(y) € span_(Z, A(z); Jf(y)) C span (Z', T+; Jf(y)), Yy € V(x). Podemos, entao,
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proceder como acima para ver que —¢,(t) < 0, implica — fi(a(t)) < —fi(a(0)) =

— fo(x) = 0, assim
fela(t)) >0 Ve (Z\T) (3.25)
De (3.24) e (3.25), concluimos que fo(a(t)) =0,V €Z el ¢ T'. O

Teorema 3.43. Condicao de qualificacao CPG em x implica a condicao de qualificacao
de Abadie em x.

Demonstragdo. Vamos mostrar que F(z) C T(x). Dado d € F(x) e d que satisfaz o
Lema 3.42. Entdo, dado ¢ > 0, temos que d + ed satisfaz a condicdo do Lema 3.42,

devido

V(@) (d+ed) = Vfi(x)'d+eVi(x)'d =0, Vie T
Vi) (d+ed) = Vfjx)'d+eVfiz)'d<0, Vje T,.

Portanto, existe T' > 0 e arco vidvel continuamente diferenciavel « : [0,7] — R" tal que
a(0) =z, &(0)=d+ &d.

Segue que d + ed pertence ao cone tangente do conjunto viavel em z, além disso, como

o cone é fechado, entao d também esta no cone tangente de x. m

Na Figura 3.6 ilustramos as relacoes entre as diferentes condigoes de qualificacao que

foram mencionadas neste trabalho.
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Restricdes Lineares

LiIcQ CRCQ

CPLD RCPLD J

Limitante db Emmo <« . CRSC

| |

Abadie «——— CPG

l

Guignard .

Figura 3.6: Relagoes entre as diferentes condigoes de qualificacao
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Conclusao

Nesta dissertacao, apresentamos a teoria das bases positivas de um subespaco vetorial
de R™ para facilitar a compreensao da prova RCPLD implica CRSC, além disso obser-
vamos que as propriedades das bases positivas de um subespaco vetorial de R™ nao sao

semelhantes as propriedades das bases lineares como:

e A cardinalidade das bases positivas de um subespaco V nao sao iguais;

e Nem todos os subconjuntos de uma base positiva de V sao bases positivas do menor

subespago que os contém;

e A representacao minimal de um elemento de V), subespaco gerado por uma base

positiva, nem sempre é tnica;

e Um subespacgo V, gerado por uma base positiva nao minimal, nem sempre pode ser
particionado em uma soma direta de subespago minimais, mas usando a propriedade

da projecao linear de elementos de uma base positiva, conseguimos a partigao.

Além disso, fizemos alguns exemplos e contra-exemplos para estabelecer as relagoes entre

as condigoes de qualificacao.
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