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Abstract

In this dissertation, we study the constraint of qualiĄcations for nonlinear programming pro-

blems, essentially, The constraint qualiĄcation of constant rank component subspace and the cons-

traint qualiĄcation of generator positive constant, recently introduced. Furthermore, a study is

done about of the theory of positive bases in the space Rn where one can see the demonstration of

partition of a positive basis theorem, which is used in the proof of that the relaxation of constraint

qualiĄcation of constant positive linear dependence implies the constraint qualiĄcation of constant

rank component subspace. Note that the properties of the positive bases are not similar to the

properties of the linear bases for vector subspaces.

Keywords: Constraint qualiĄcations, Positive bases.

Resumo

Nesta dissertação, estudam-se as condições de qualiĄcação para problemas de programação não

linear, essencialmente, a condição de qualiĄcação de posto constante da componente de subespaço

e a condição de qualiĄcação de gerador positivo constante que foram recentemente introduzidas.

Ademais, faz-se um estudo sobre a teoria das bases positivas no espaço Rn, onde vê-se a demonstra-

ção do teorema da partição de uma base positiva, que é usado na demonstração de que a relaxação

da condição de qualiĄcação de dependência linear positiva constante implica a condição de quali-

Ącação de posto constante da componente de subespaço. Nota-se que as propriedades das bases

positivas não são semelhantes às propriedades das bases lineares dos subespaços vetoriais.

Palavras-chave: Condições de qualiĄcação, Bases positivas.
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Notação Utilizada

I = {1, · · · ,m} representa o conjunto de m elementos;

J = {m+ 1, · · · ,m+ p} representa o conjunto de p elementos;

card(A) representa a cardinalidade do conjunto A;

pos(A) representa um conjunto gerado positivamente por A;

V (x) representa a vizinhança centrada no ponto x;

π : V → U representa a projeção linear do espaço vetorial V sobre o subespaço U ;

dimV representa a dimensão do espaço vetorial V ;

F(x) representa do cone viável linearizado;

T (x) representa o cone tangente en torno ao ponto x;

F representa o conjunto viável do problema de programação não linear;

vT representa um vetor transposto.
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Introdução

Consideremos o seguinte problema de programação não linear

min f0(x)

s.a fi(x) = 0, i = 1, · · · ,m, (PNL)

fj(x) ≤ 0, j = m+ 1, · · · ,m+ p

em que fi : Rn → R, n ≥ 1, i = 0, · · · ,m + p, são funções com derivadas primeiras

cont́ınuas em Rn. O conjunto viável é formado pelas pontos que satisfazem as restrições

de igualdade e desigualdade,

F =

{
x ∈ Rn |

fi(x) = 0, i = 1, · · · ,m,

fj(x) ≤ 0, j = m+ 1, · · · ,m+ p

}
.

Os elementos de F são chamados pontos viáveis. Uma restrição de desigualdade que

se verifica por igualdade no ponto x é dita ativa em x. No caso que não se verifique a

igualdade, dizemos que é inativa em x. Vamos denotar por A(x) o conjunto de ı́ndices

das restrições de desigualdades ativas em um ponto viável x, isto é,

A(x) = {j | fj(x) = 0, j = m+ 1, · · · ,m+ p} .

Além disso, os minimizadores do problema acima podem ser locais, pontos viáveis x que

verificam f0(x) ≤ f0(y) ∀y ∈ V (x), ou globais, pontos viáveis x que verificam f0(x) ≤

f0(y) ∀y ∈ F .

Uma condição de otimalidade é uma condição necessária para um minimizador local.

É desejável que uma condição de otimalidade seja forte, para que não haja muito pontos

que a satisfaçam sem ser de fato minimizadores locais.

Os métodos desenvolvidos [7, 15] para a resolução do problema de PNL utilizam a

condição de Karush-Kunh-Tucker (KKT) para encontrar candidatos a minimizador local.
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Um ponto x ∈ F satisfaz a condição KKT quando existem λ ∈ Rm, µj ≥ 0, para todo

j ∈ A(x), tais que

∇f0(x) +
m∑

i=1

λi∇fi(x) +
∑

j∈A(x)

µj∇fj(x) = 0.

Infelizmente nem sempre os minimizador locais a verificam KKT. Veja o exemplo:

min x

s.a f1(x) = x2 = 0.

A solução do problema é zero, mas f ′
0(0) + λf ′

1(0) = 1 + λ0 = 1 6= 0.

Portanto, não vale KKT.

Para superar este problema, usamos uma hipótese adicional para que um minimizador

local seja KKT, chamada condição de qualificação.

A partir das definições do cone tangente (objeto geométrico) e do cone viável lineari-

zado (objeto anaĺıtico), foi encontrada a condição de qualificação mais fraca (Guignard

[10]), se um minimizador local é tal que o polar do cone tangente e o polar do cone viável

linearizado são iguais, então este ponto verifica KKT. Dado que os métodos trabalham

com objetos anaĺıticos (gradientes), este tipo de condição é imposśıvel de ser usada na

prova da convergência dos métodos, portanto condições de qualificação mais exigentes do

que a de Guignard são necessárias para a prova da convergência dos métodos de PNL.

A primeira condição de qualificação proposta foi da independência linear (LICQ), do

conjunto dos gradientes das restrições de igualdade e desigualdade ativas. Em seguida,

Mangasarian e Fromovitz (MF) estabeleceram uma condição mais fraca do que LICQ;

usam os escalares não negativos associados aos gradientes das restrições de desigualdade

ativas, introduzindo o conceito de independência linear positiva (PLI).

Posteriormente, Janin [12] enfraqueceu LICQ com a condição de qualificação de posto

constante (CRCQ): a ideia é manter o posto constante para todas as combinações de sub-

conjuntos dos gradientes das restrições de igualdade e desigualdade ativas. Em 2001, An-

dreani, Martinez e Schuverdt generalizaram CRCQ, com a condição de dependência linear

positiva constante (CPLD) [16], e provaram a convergência do Método do Lagrangiano

Aumentado com esta condição.

Estudos posteriores de Andreani, Haeser, Martinez, Schuverdt, Silva; Minchenko e

Stakhovski em [13, 3], definiram generalizações de CRCQ, CPLD, respectivamente, no
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entanto não tenham conseguido identificar exatamente o conjunto de ı́ndices dos gra-

dientes das restrições de igualdade e desigualdade ativas que devem manter o posto

constante.

Finalmente, Andreani, Haeser, Schuverdt e Silva [4] definiram a condição de qualifi-

cação de posto constante da componente de subespaço (CRSC); estabeleceram o conjunto

de indices dos gradientes das restrições de igualdade e desigualdade ativas que devem de

manter o posto constante; também propuseram a condição de qualificação gerador po-

sitivo constante (CPG), mostraram as boas condições de convergência do Lagrangiano

Aumentado.

Esta dissertação se organiza da seguinte maneira. No capitulo 1, estudamos o cone

tangente e o cone viável linearizado que são usados nas demonstrações das condições de

qualificação.

No Caṕıtulo 2, fazemos um estudo da teoria das bases positivas, essenciais para en-

tender a teoria envolvida na demonstração de que relaxação da condição de qualificação

de dependência linear positiva (RCPLD) implica CRSC.

No caṕıtulo 3, fazemos uma revisão completa das condições de qualificação recentes

e, finalmente, explicamos a prova de que RCPLD implica CRSC.
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Assim, o polar do cone tangente é:

T (x)0 = {y ∈ Rn | yT z ≤ 0, ∀z ∈ T (x)}.

Nas figuras 1.1(a) e 1.1(b), temos ilustrações do cone tangente e seu polar respectiva-

mente.

O teorema abaixo mostra uma condição de otimalidade usando a diferenciabilidade

da função objetivo e o cone tangente de F em torno de x. Na figura 1.2, temos sua

ilustração.

Teorema 1.3. (Condição geométrica de otimalidade) Seja x ∈ F um minimizador local

do problema (PNL), então

∇f0(x)
Ty ≥ 0, ∀y ∈ T (x).

Demonstração. Dado 0 6= d ∈ T (x), então existe uma sequência {xk} em F tal que

xk → x e xk−x
‖xk−x‖

→ d
‖d‖

. Assim, temos que

0 ≤ f0(xk)− f0(x) = ∇f0(x)
T (xk − x) + o(‖xk − x‖),

para todo k, suficientemente grande. Dividindo por ‖xk−x‖ e passando o limite, obtemos

∇f0(x)
Td ≥ 0.

Observemos que, através do cone polar do cone tangente, podemos reescrever a

condição geométrica de otimalidade:

∇f0(x)
Ty ≥ 0, ∀y ∈ T (x) ⇔ −∇f0(x) ∈ T (x)0. (1.1)

Outra posśıvel aproximação do conjunto viável é o cone viável linearizado. A importância

de este conjunto com respeito ao cone tangente é ao fato de seu polar é fácil de computar,

e pode ser usado diretamente nos algoritmos de PNL.

Definição 1.4. Seja x ∈ F , definimos o cone viável linearizado de F em torno de x por

F(x) =

{
y ∈ Rn |

∇fi(x)
Ty = 0, i = 1, · · · ,m,

∇fj(x)
Ty ≤ 0, ∀j ∈ A(x)

}
.

O polar do conjunto F(x) é o cone normal

N (x) =

{
y ∈ Rn | y =

m∑

i=1

λi∇fi(x) +
∑

j∈A(x)

µj∇fj(x), µj ≥ 0

}
.
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Caṕıtulo 2

Bases Positivas no Espaço Euclidiano

Neste caṕıtulo estudamos algumas propriedades necessárias das bases positivas, baseando-

nos essencialmente em [9, 14, 17, 18] para compreender a demonstração de que RCPLD

implica CRSC, que foi estabelecida pelos autores Andreani, Haeser, Schuverdt e Silva [4].

A propriedade essencial para essa demonstração é o teorema da partição da base positiva

de um espaço vetorial. Primeiramente estabelecemos notações necessárias e damos as

definições padrão de uma forma que mostra a semelhança entre as estruturas lineares e

positivas.

Definição 2.1. Seja V um subespaço vetorial de Rn. Dizemos que um elemento x ∈ V

é uma combinação positiva dos elementos b1, b2, · · · , bk ∈ V se existem escalares não

negativos λ1, λ2, · · · , λk tais que

x = λ1b1 + λ2b2 + · · ·+ λkbk.

No caso λi > 0, bi 6= 0, para cada i = 1, 2, · · · , k, dizemos que x é uma combinação

estritamente positiva.

Dizemos que os elementos de B tem uma relação positiva se existem escalares não

negativos λ1, λ2, · · · , λk tais que

0 = λ1b1 + λ2b2 + · · ·+ λkbk.

No caso que λi > 0 i = 1, · · · , k, B tem uma relação estritamente positiva.

Definição 2.2. Sejam V um subespaço vetorial de Rn, B = {b1, b2, . . . , bk} um subcon-

junto de V. O subconjunto P constrúıdo a partir dos elementos de B da seguinte forma:

P =

{
y | y =

k∑

i=1

αibi, αi ≥ 0, não todos nulos, i = 1, · · · , k

}
,
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que vamos denotar por posB, é denominado conjunto gerado positivamente pelos ele-

mentos de B. O subespaço gerado pelos elementos de B será denotado por spanB.

Dizemos que um espaço vetorial V de Rn é gerado positivamente por um subconjunto

finito B de V se posB = V .

Definição 2.3. Sejam V um subespaço vetorial de Rn e b1, b2, · · · , bk ∈ V. Dizemos que

um conjunto de vetores B = {b1, b2, · · · , bk} é positivamente independente (PI) se bi 6= 0

e bi 6∈ pos(B \ {bi}), ∀i = 1, 2, · · · , k. Caso contrario, é positivamente dependente (PD).

Note que a definição de positivamente dependente não é equivalente à afirmação que

existe uma relação positiva não trivial sobre B. O conjunto finito que tem o vetor nulo

é positivamente dependente.

Na figura 2.1, observe-se que b5 é uma combinação positiva dos vetores b4 e b1, então

o conjunto {b1, b2, b3, b4, b5} é PD. Finalmente uma formulação equivalente para positiva-

mente independente é dada abaixo.

Teorema 2.4. Sejam V um subespaço vetorial de Rn e B ⊂ V\{0} um conjunto finito de

vetores. B é positivamente independente se, e somente se, nenhum subconjunto próprio

de B gera positivamente posB.

Demonstração. [⇒] Suponhamos que existe D subconjunto próprio de B tal que posD =

posB. Pelo fato que D é um subconjunto proprio de B, então existe b ∈ (B \D). Então,

b ∈ posB = posD e como posD = pos(D \ {b}), temos que b ∈ pos(D \ {b}). Portanto,

B é positivamente dependente.

[⇐] Suponhamos que B é positivamente dependente, então existe b ∈ B tal que b ∈

pos(B \ {b}). Deste modo, posB = pos(B \ {b}). Assim existe um subconjunto próprio

de B que gera positivamente posB.

2.1 Propriedades dos conjuntos gerados positivamente

O seguinte teorema nos dá propriedades do conjunto gerado positivamente, e suas

demonstrações seguem imediatamente das definições envolvidas.

Teorema 2.5. Sejam V um subespaço vetorial de Rn e B um subconjunto finito de V\{0},

então as seguintes afirmações são verdadeiras:

i) Se B gera positivamente V , então B gera V .
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(a) (b)

Figura 2.2: (a) O espaço R2 gerado positivamente por um conjunto finito {b1, b2, b3},

(b) B = {b1, b2} gera linearmente R2 e B ∪ (−B) o gera positivamente

i) {b1, b2, · · · , bk} gera positivamente o subespaço V;

ii) para todo i = 1, · · · , k, −bi está no conjunto pos(B\{bi});

iii) existe alguma relação estritamente positiva no conjunto {b1, b2, · · · , bk}.

Demonstração. i) ⇒ ii) Dado bj ∈ V subespaço vetorial, então −bj ∈ V . Pela hipótese

B gera positivamente V , temos que

−bj ∈ posB ⇔ −bj =
k∑

i=1

αibi αi ≥ 0, não todos nulos, i ∈ {1, · · · , k}.

Se αj = 0, o resultado segue trivialmente.

Se αj > 0, temos que

−bj =
k∑

i=1
i 6=j

αibi + αjbj ⇔ −bj − αjbj =
k∑

i=1
i 6=j

αibi ⇔ −(1 + αj)bj =
k∑

i=1
i 6=j

αibi

⇔ −bj =
k∑

i=1
i 6=j

αi

1 + αj

bi ; 1 + αj > 0.

Portanto, −bj ∈ pos(B \ {bj}).
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ii) ⇒ iii) Dado −bj ∈ pos(B \ {bj}), temos que

−bj =
k∑

i=1
i 6=j

αjibi

⇔ 0 =
k∑

i=1

αjibi αji ≥ 0, para i ∈ {1, · · · , k} \ {j} e αjj = 1.

Somando k vezes as equações acima, temos que

0 =
k∑

j=1

k∑

i=1

αjibi ⇔ 0 =
k∑

i=1

k∑

j=1

αjibi

⇔ 0 =
k∑

i=1

(
k∑

j=1

αji)bi, αji ≥ 0, para i ∈ {1, · · · , k} \ {j} e αjj = 1.

Como
k∑

j=1

αji ≥ αjj = 1 > 0, temos uma relação estritamente positiva no conjunto B.

iii) ⇒ i) Seja x ∈ V , pela hipótese spanB = V , temos

x =
k∑

i=1

γibi, γi ∈ R para i ∈ {1, · · · , k}.

Considerando por hipótese a existência de uma relação estritamente positiva, ou seja,

0 =
k∑

i=1

αibi, αi > 0 para i ∈ {1, · · · , k}, e somando ao lado direito da igualdade acima

um múltiplo de
k∑

i=1

αibi suficientemente grande, isto é, M
k∑

i=1

αibi, M > 0 tal que

x =
k∑

i=1

γibi + 0 =
k∑

i=1

γibi +M

k∑

i=1

αibi

=
k∑

i=1

(γi +Mαi)bi, (γi +Mαi) > 0 para i ∈ {1, · · · , k}.

Portanto, x ∈ posB. Assim, spanB = posB = V .

Teorema 2.7. Seja V um subespaço vetorial de Rn. Se B = {b1, b2, · · · , bk}, bi 6=

0 para i ∈ {1, 2, · · · , k}, é um conjunto que gera positivamente um espaço vetorial V,

então o conjunto (B \ {bi}) gera linearmente o subespaço V, para cada i ∈ {1, 2, · · · , k}.
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Figura 2.4: O espaço R2 pode ser gerado linearmente por {b1, b2}, mas não positivamente.

propriedade que é verificada por uma base linear, mas não a base positiva, é que qualquer

subconjunto da base linear é uma base linear do menor subespaço que o contém.

Definição 2.8. Seja V um subespaço vetorial de Rn. Uma base positiva de V é um

conjunto finito de V positivamente independente que gera positivamente V.

Outra definição equivalente da base positiva: seja B ⊂ V \ {0} um conjunto finito

que gera positivamente o subespaço V . Dizemos que B é base positiva de V se nenhum

subconjunto próprio de B gera positivamente o subespaço V . Para ilustrar a definição

acima, observamos na Figura 2.3 que o conjunto {b1, b2, b3, b4} é uma base positiva de V .

Teorema 2.9. Sejam V um subespaço vetorial de Rn e B uma base positiva de V com

dimV = m. Então, cardB ≥ m+1. B é chamada base minimal de V se cardB = m+1.

Demonstração. Da hipótese, B gera positivamente V com dimV = m e pelo Teorema 2.6

item (iii), temos que B é linearmente dependente, então cardB > m. Assim, cardB ≥

m+ 1.

Observação 2.10. Gerando uma base minimal do espaço vetorial V.

• Seja A = {a1, a2, · · · , am} uma base linear do espaço vetorial V , consideremos o

vetor

am+1 = −α1a1 − α2a2 − · · · − αmam ; αi > 0 para i = 1, 2, · · · ,m. (2.3)

Da equação (2.3),temos

0 = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam + am+1. (2.4)
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Teorema 2.6 item (iii), temos que A é linearmente dependente.

ii)⇒ i)

Seja A, subconjunto próprio de B, linearmente dependente, então existe b ∈ (B \ A)

e pelo Teorema 2.7, temos que span(B \ {b}) = V . Como A é um subconjunto de

(B \ {b}) linearmente dependente, então (B \ {b}) é linearmente dependente. Portanto,

cardB − 1 > m.

i)⇒ iii)

Pela hipótese, k = cardB > m + 1. Seja j ∈ {1, · · · , k}, então card(B \ {bj}) ≥ m + 1.

Temos que (B \ {bj}) é linearmente dependente, ou seja,

0 =
k∑

i=1
i 6=j

αibi, αs 6= 0 para algum s ∈ {1, · · · , k} \ {j}.

⇔ 0 = M
k∑

i=1
i 6=j

αibi, αs 6= 0 para algum s ∈ {1, · · · , k} \ {j} e ∀M < 0. (2.5)

Por outro lado, B é uma base positiva e pelo Teorema 2.6 item (iii), temos que

0 =
k∑

i=1

γibi, γi > 0 para i ∈ {1, · · · , k}. (2.6)

Somando as equações (2.5), (2.6), considerando

R =

{
s | −

γs
αs

= max

{
−
γi
αi

|αi > 0, i ∈ {1, · · · , k} \ {j}

}}

e M = − γs
αs

para algum s ∈ R, obtemos que

0 =
k∑

i=1
i 6=j,ℓ
ℓ∈R

(γi +Mαi)bi + γjbj. (2.7)

Pelo Teorema 2.6 item (iii), temos que existe U subespaço de V tal que posA = U , em

que A = {bi | i ∈ {1, · · · , k} \R}.

Por outro lado, B é positivamente independente, e A é um subconjunto próprio de B

e pelo Teorema 2.4, temos que U é um subespaço próprio de V .

Como A é um subconjunto de B positivamente independente e pelo Teorema 2.5 item

(iii), obtemos que A é positivamente independente. Portanto, A é uma base positiva de

U .
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Teorema 2.13. Seja C uma base positiva de um subespaço vetorial V de Rn. Seja W

um subespaço gerado com respeito a C, onde B = {b1, b2, · · · , bk} é a base positiva

de W. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

i) W é um subespaço minimal;

ii) A relação positiva que envolve os elementos b1, b2, · · · , bk é única (exceto pela multi-

plicação de um escalar positivo).

Demonstração. ii)⇒ i) Suponhamos que W não é um subespaço minimal, então existe

A, subconjunto próprio de B, base positiva de algum subespaço vetorial próprio de W e,

pelo teorema 2.6 item (iii), temos que

0 =
∑

a∈A

αaa, αa > 0 para a ∈ A.

Assim, existe outra relação positiva com elementos de B.

i)⇒ ii) Suponhamos que existe

0 =
∑

a∈A

αaa, αa > 0 para a ∈ A,

outra relação positiva de B em que cardA < cardB. Então, A é linearmente dependente,

e pelo Teorema 2.11 item (ii), temos que cardB > dimW+1. Portanto, B é base positiva

não minimal de W .

Figura 2.7: W é um subespaço gerado com respeito a uma base positiva de V .

Para ilustrar a definição de subespaço gerado, observamos que na figura 2.7 a base

minimal deW é representado pelo conjunto {b1, b3}, subconjunto próprio do {b1, b2, b3, b4}

base positiva de V . Então, W é um subespaço gerado com respeito {b1, b2, b3, b4}. Ade-

mais W1 ∩ {b1, b2, b3, b4} = ∅, então W1 não é um subespaço gerado com respeito a

{b1, b2, b3, b4}.
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Teorema 2.14. Seja B uma base positiva de um subespaço vetorial V de Rn, então

qualquer subespaço gerado com respeito a B é a soma linear de subespaços minimais. A

rećıproca também é verdadeira.

Demonstração. [⇒]Se o subespaço gerado é um subespaço minimal o resultado é trivial.

Caso contrário, sejaW subespaço gerado com respeito a B, considerando A = B∩W base

positiva não minimal de W . Dado a ∈ A, e pela Observação 2.12, temos que existe um

subespaço minimal Ma tal que sua base minimal Aa, subconjunto próprio de A, contém

a. Logo, obtemos
⋃

a∈A

Aa = A. Como posA = W , temos que

W = posA = pos
⋃

a∈A

Aa =
∑

a∈A

posAa =
∑

a∈A

Ma.

[⇐] Da Observação 2.12, consideremos D um subconjunto B, {Ma}a∈D uma famı́lia

de subespaços minimais com {Aa}a∈D suas bases minimais respectivas, subconjuntos

próprios de B que contém a. Então

∑

a∈D

Ma =
∑

a∈D

posAa = posC = T, em que C =
⋃

a∈D

Aa.

Além disso, C ⊂ B, onde B é positivamente independente e pelo Teorema 2.5 item (iii),

então C é positivamente indepedente. Portanto, T é um subespaço gerado com respeito

a B.

Na Figura 2.8, vemos que {b1, b2, b3, b4, b5} é uma base positiva de R3. Além disso,

o espaço vetorial R3 tem uma soma linear não direta de subespaços minimais, isto é,

R3 = pos{b1, b2, b3}+ pos{b2, b4, b5} em que {b1, b2, b3} ∩ {b2, b4, b5} = {b2} 6= {0}.

2.5 Representação Minimal

A representação de x ∈ V , x 6= 0, subespaço gerado com respeito a uma base positiva

não é sempre única. Logo podemos estabelecer quando uma representação é minimal.

Definição 2.15. Sejam B uma base positiva de um subespaço vetorial V de Rn e x ∈

V \ {0}. Dizemos que

x =
∑

b∈A

αbb, A = {b ∈ B | αb > 0},
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Em geral, mesmo que um elemento tenha uma representação minimal ela não necessita

ser única, no entanto este tipo de unicidade acontece para certas bases positivas. Assim,

estabelecemos alguns resultados úteis que serão usados para provar um teorema, que

estabelece esse tipo de unicidade.

Teorema 2.16. Seja B uma base positiva de um subespaço vetorial V de Rn. Seja

x =
∑

b∈A

αbb, x 6= 0, A = {b ∈ B |αb > 0} uma representação minimal de x, então A é

linearmente independente.

Demonstração. Suponhamos que A seja linearmente dependente, então

0 =
∑

b∈A

γbb, γs > 0 para algum s ∈ A.

Dáı, para qualquer M < 0, temos que a seguinte equação

0 = M
∑

b∈A

γbb, γs > 0 para algum s ∈ A. (2.8)

Da hipóteses, x =
∑

b∈A αbb e de (2.8), temos que

x = x+ 0 =
∑

b∈A

αbb+M
∑

b∈A

γbb =
∑

b∈A

(αb +Mγb)b. (2.9)

Agora, consideremos

R =

{
s | −

αs

γs
= max

{
−
αb

γb
| γb > 0, b ∈ A

}}
,

e M = −αs

γs
para algum s ∈ R e de (2.9), temos que

x =
∑

b∈(A\R)

(αb +Mγb)b. (2.10)

Dáı, temos outra representação positiva para x com menor quantidade de elementos

que A. Portanto,
∑

b∈A

αbb não é a representação minimal de x.

Teorema 2.17. Sejam B uma base positiva de um subespaço vetorial V de Rn e x ∈

V\{0}. Sejam x =
∑

b∈A αbb e x =
∑

b∈C γbb onde A = {b ∈ B|αb > 0} e C = {b ∈

B|γb > 0} duas representações minimais diferentes de x, então C 6= A.

Demonstração. Suponhamos que A = C, então

0 = x− x =
∑

b∈A

αbb−
∑

b∈C

γbb

=
∑

b∈A

(αb − γb)b.
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Pelo Teorema 2.16, temos que A é um conjunto linearmente independente, então

αb = γb, ∀b ∈ A,

o que é contradiz as hipóteses de representações minimais diferentes de x.

O seguinte teorema dá uma condição suficiente para a unicidade da representação

minimal.

Teorema 2.18. Sejam B uma base positiva de um subespaço vetorial V de Rn, U e W

dois subespaço minimais com respeito a B tal que V = U ⊕ W. Então a representação

minimal para cada x ∈ V \ {0} é única.

Demonstração. Suponhamos que x ∈ V \ {0} tenha duas representações minimais dife-

rentes,

x =
∑

b∈A

αbb =
∑

b∈C

γbb; em que A = {b ∈ B |αb > 0} eC = {b ∈ B | γb > 0}. (2.11)

Seja D = A ∩ C 6= ∅, conjunto de elementos comuns entre A e C. Então, transpomos

os termos comuns de (2.11). Assim, obtemos F = (A \ D) ∪ D̄, G = (C \ D) ∪ D̃,

(D̄ ∪ D̂) ∪ D̃ = D, (D̄ ∪ D̂) ∩ D̃ = ∅, conjuntos em que D̄ = {x ∈ D |αx > γx},

D̂ = {x ∈ D |αx = γx} e D̃ = {x ∈ D |αx < γx}. Logo, temos que

∑

b∈(A\D)

αbb+
∑

b∈D̄

(αb − γb)b =
∑

b∈(C\D)

γbb+
∑

b∈D̃

(γb − αb)b. (2.12)

Pelo Teorema 2.17, então (A \D) 6= ∅, (C \D) 6= ∅. Pelas definições de F , G, temos que

F ∩G = ∅. Por outro lado, definamos

δx =

{
αx, se x ∈ (A \D);

αx − γx, se x ∈ D̄.
λx =

{
γx, se x ∈ (C \D);

γx − αx, se x ∈ D̃.

Assim, reescrevendo a equação (2.12) em função de δx, λx , temos que

∑

b∈F

δbb =
∑

b∈G

λbb. (2.13)

Por outro lado, consideremos F = F ′ ∪ F̃ em que F ′ = F ∩ B1, F̃ = F ∩ B2 e B1, B2

bases positivas de U , W respectivamente. Suponhamos que F ′ 6= ∅ e como B1 é base

positiva de U , pelo Teorema 2.6

∑

b∈B1

φbb = 0, φb > 0, para b ∈ B1,
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a relação estritamente positiva de B1. Logo,

0 =
∑

b∈B1

φbb =
∑

b∈F ′

φbb+
∑

b∈(B1\F ′)

φbb

⇔
∑

b∈F ′

Mφbb+
∑

b∈(B1\F ′)

Mφbb = 0 para qualquer M > 0. (2.14)

Assim,

0 =
∑

b∈F ′

Mφbb+
∑

b∈(B1\F ′)

Mφbb =
∑

b∈F ′

Mφbb−
∑

b∈F ′

δbb+
∑

b∈F ′

δbb+
∑

b∈(B1\F ′)

Mφbb

=
k∑

b∈F ′

(Mφb − δb)b+
∑

b∈(B1\F ′)

Mφbb+
∑

b∈F ′

δbb. (2.15)

Agora, consideremos

R =

{
s |

δs
φs

= max

{
δb
φb

| b ∈ F ′

}}
,

e M = δs
φs

para algum s ∈ R. De (2.15), temos que

0 =
∑

b∈F ′\R

(Mφb − δb)b+
∑

b∈B1\F ′

Mφbb+
∑

b∈F ′

δbb. (2.16)

Por outro lado, consideremos a seguinte expressão

S =
∑

b∈(F ′\R)

(Mφb − δb)b+
∑

b∈(B1\F ′)

Mφbb. (2.17)

Se S = 0, pelo Teorema 2.11 item (ii), temos que B1 é uma base positiva não minimal, o

que é uma contradição. Então, S 6= 0. Logo, somando S na equação (2.13) e de (2.16),

obtemos que

∑

b∈F̃

δbb =
∑

b∈G

λbb+
∑

b∈(F ′\R)

(Mφb − δb)b+
∑

b∈(B1\F ′)

Mφbb. (2.18)

Considere G = G′ ∪ G̃ em que G′ = B1 ∩G, G̃ = B2 ∩G. Se G′ = ∅, como U ∩W = {0}

e pela equação (2.18), temos que

∑

b∈(F ′\R)

(Mφb − δb)b+
∑

b∈(B1\F ′)

Mφbb = 0,
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que W ⊕ T = V , então a projeção dos vetores de B2 = (B \ B1) é uma base positiva

de T . No seguinte teorema, temos como encontrar a soma de um subespaço U e pos πB

considerando certas condições.

Teorema 2.20. Sejam U , W subespaços vetoriais de um subespaço vetorial V de Rn tal

que V = W ⊕ U e π a projeção linear de V sobre W com núcleo da projeção U . Então,

para todo subconjunto B = {b1, · · · , bk} de V, temos que

U + pos πB = U + posB.

Se U é gerado positivamente por um conjunto finito A, então

pos(A ∪ πB) = pos(A ∪ B).

Demonstração. Seja y ∈ U + pos πB, então

y = x+
k∑

i=1

αiπbi, x ∈ U , αi ≥ 0, não todos nulos, para cada i = 1, 2, · · · , k,

e como V = W ⊕U , e π é a projeção linear de V sobre W , então

bi = πbi + xi, xi ∈ U para cada i = 1, 2, · · · , k. (2.19)

Assim,

y = x+
k∑

i=1

αiπbi

= x+
k∑

i=1

αi(bi − xi)

= (x−
k∑

i=1

αixi) +
k∑

i=1

αibi.

Portanto, y ∈ U + posB.

Por outro lado, dado w ∈ U + posB, então

w = x+
k∑

i=1

αibi, x ∈ U , αi ≥ 0, não todos nulos, para cada i = 1, 2, · · · , k.

De (2.19), temos que

w = x+
k∑

i=1

αi(πbi + xi)

= (x+
k∑

i=1

αixi) +
k∑

i=1

αiπbi.
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Portanto, w ∈ U + pos πB. Se posA = U , temos que

pos(A ∪ πB) = posA+ pos πB = U + pos πB = U + posB = posA+ posB = pos(A ∪ B).

Teorema 2.21. Sejam U , W subespaços de um subespaço vetorial V de Rn tais que

V = U ⊕ W, π a projeção linear de V sobre U , A e B bases positivas de U e W,

respectivamente e C uma base positiva de V tal que B ⊂ C. Então:

1. A ∪ B é uma base positiva de V;

2. π(C\B) é uma base positiva de U ;

3. B ∪ π(C\B) é uma base positiva de V;

4. card(C\B) = card π(C\B).

Demonstração. 1. Por a hipótese A e B geram positivamente U e W respectivamente,

então

pos(A ∪ B) = posA+ posB

= U +W

= V .

Por outro lado todos os elementos de A ∪ B são diferentes do vetor nulo, pois A

e B são PI. A prova de A ∪ B é positivamente independente é feita por absurdo.

Suponhamos que existe um x ∈ A ∪ B tal que

x ∈ pos((A ∪ B) \ {x}). (2.20)

Pela hipóteses, V = U ⊕W , A e B bases positivas de U , W respectivamente, então

A ∩ B = ∅. Se x ∈ A, então

(A ∪ B) \ {x} = (A \ {x}) ∪ B. (2.21)

Logo, de (2.20) e (2.21) ,temos que

x ∈ pos((A ∪ B) \ {x})) =pos((A \ {x}) ∪ B) = pos(A \ {x}) + posB

=pos(A \ {x}) +W
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então, existe a ∈ pos(A \ {x}) e w ∈ W tal que

x = a+ w.

Além disso a ∈ pos(A \ {x}) ⊂ posA = U , obtemos

x− a = w, então w ∈ U

e como w ∈ W e pela condição U ∩W = {0} ,temos que

x− a = 0

então x = a. Como x ∈ pos(A \ {x}), temos que a ∈ pos(A \ {a}), então A não é

positivamente independente. O que é uma contradição

Se x ∈ B, a prova segue imediata pela demonstração anterior. Portanto A ∪ B é

positivamente independente.

2. Vamos mostrar que pos π(C \B) = U .

Considerando z ∈ U ⊂ V e pela hipótese posC = V , temos que

z =
∑

y∈C

αyy, αy ≥ 0, não todos nulos, para y ∈ C. (2.22)

Como B ⊂ C e da equação(2.22), temos que

z =
∑

y∈C

αyy

=
∑

y∈B

αyy +
∑

y∈C\B

αyy. (2.23)

Pela hipótese π é a projeção linear de V sobre U e da equação (2.23), temos que

πz = π(
∑

y∈B

αyy +
∑

y∈C\B

αyy) =
∑

y∈B

αyπy +
∑

y∈C\B

αyπy

=
∑

y∈C\B

αyπy.

Como z ∈ U e πz = z, temos que

z =
∑

y∈C\B

αyπy, αy ≥ 0 para y ∈ C \B.

Logo, obtemos que

U ⊂ pos π(C \B)
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e como posπ(C \B) ⊂ U , então U = pos π(C \B).

Vamos mostrar que π(C \B) é positivamente independente.

Suponhamos que π(C \ B) é positivamente dependente, então existe a ∈ π(C \ B)

tal que

a ∈ pos(π(C \B) \ {a}), a = πd para algum d ∈ C \B. (2.24)

ou o conjunto π(C \ B) contém o vetor nulo. Vejamos o primeiro caso. Para isto,

da equação (2.24), obtemos que

a =
∑

x ∈ π(C \B) \ {a}

αxx, αx ≥ 0, não todos nulos, para x ∈ π(C \B) \ {a}

⇔ a =
∑

y ∈ (C \B) \ {d}

αxx, αx ≥ 0, x = πy para y ∈ (C \B) \ {d}. (2.25)

Logo, como d ∈ V = U ⊕W , obtemos que

d = πd+ s = a+ s, onde s ∈ W . (2.26)

Então, das equações (2.25) e (2.26), temos que

d =
∑

y∈(C\B)\{d}

αxx+ s, αx ≥ 0, x = πy para y ∈ (C \B) \ {d}. (2.27)

Dado y ∈ (C \B) \ {d} ⊂ V = U ⊕W , temos que existe w = w(y) ∈ W tal que

y = πy + w = x+ w

⇔ y − w = x. (2.28)

Logo, de (2.28) e (2.27), temos que

d =
∑

y∈(C\B)\{d}

αx(y − w) + s

⇔ d =
∑

y∈(C\B)\{d}

αxy −
∑

y∈(C\B)\{d}

αxw + s

⇔ d =
∑

y∈(C\B)\{d}

αxy + (s−
∑

y∈(C\B)\{d}

αxw),

αx ≥ 0, para y ∈ (C \B) \ {d}. (2.29)
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Como r = (s−
∑

y∈(C\B)\{d} αxw(y)) ∈ W = posB, para cada y ∈ (C \B) \ {d},

tem-se

r =
∑

y∈B

γyy, γy ≥ 0, não todos nulos, para y ∈ B. (2.30)

Das equações (2.29) e (2.30), obtemos

d =
∑

y∈(C\B)\{d}

αxy +
∑

y∈B

γyy ⇔ d ∈ pos(C \ {d}).

Portanto, C é positivamente dependente, o que é uma contradição. Para o segundo

caso, temos que existe algum c ∈ (C \ B) tal que πc = 0. Então, c ∈ N(π) = W ,

N(π) núcleo de π, pois π é uma projeção linear. Como B é uma base positiva de

W , então c ∈ posB. Portanto, conseguimos o subconjunto proprio (C \ {c}) de C

tal que V = posC = pos(C \ {c}). Deste modo, C não é uma base positiva de V ,

o que é uma contradição.

3. A prova segue imediatamente do resultado 1 e 2.

4. Pelo fato que (C \ B) é positivamente independente, então todos seus elementos

de (C \ B) são diferentes. O mesmo para π(C \ B), pois π(C \ B) é PI. Assim,

card(C \B) = card π(C \B).

Na Figura 2.11, observamos que o conjunto C = {b1, b2, b3, c4, c5} é base positiva de

R3, e {b1, b2, b3} é base positiva de W ; e {u6, u7} é base positiva de U .

Note que R3 = U ⊕W , e o conjunto {πc4, πc5} é uma base positiva de U ; além disso,

{b1, b2, b3, u6, u7} e {b1, b2, b3, πc4, πc5} são bases positivas de R3.

Observação 2.22. Se B é uma base minimal de V, então V não pode ser descomposto

como a soma linear direta de um subespaço minimal e um subespaço não trivial de V.

Se B é base positiva não minimal de V, pelo Teorema 2.11, item (iii), escolhemos

B1 ⊂ B com a maior cardinalidade tal que B1 é uma base minimal do subespaço vetorial

posB1 de V. Agora, consideremos um subespaço vetorial U1 6= {0} de V tal que V =

U1 ⊕ posB1, e π1 é a projeção linear de V → U1, e pelo Teorema 2.21, item (2), temos

que π1(B \B1) é uma base positiva de U1.
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a) B1 tem a maior cardinalidade em B tal que B1 é base minimal de V1 subespaço de

V;

b) V = U1 ⊕ V1 e π1 é a projeção linear de V sobre U1;

c) B2 ⊂ (B \ B1) tem a maior cardinalidade tal que π1B2 é uma base minimal de V2

subespaço de U1.

Então, 2 ≤ cardB2 ≤ cardB1 e B1 ∪ B2 gera positivamente um subespaço vetorial de V

com dimensão cardB1 + cardB2 − 2.

Demonstração. Pela hipótese, π1B2 é uma base minimal do subespaço vetorial pos π1B2 =

V2 de U1 e pelo Teorema 2.13 item (ii), temos uma relação estritamente positiva única

com os elementos do conjunto π1B2 (exceto pela multiplicação de um escalar positivo)

0 =
∑

b∈B2

αbπ1b, αb > 0 para b ∈ B2. (2.31)

Para cada b ∈ B2 ⊂ V = U1 ⊕ posB1, temos que

b = π1b+ w

⇔ b− w = π1b

⇔ αb(b− w) = αbπ1b, w = w(b) ∈ posB1, αb > 0. (2.32)

Aplicando somatório
∑

b∈B2
à equação (2.32), temos que

∑

b∈B2

αb(b− w) =
∑

b∈B2

αbπ1b

⇔
∑

b∈B2

αbb−
∑

b∈B2

αbw =
∑

b∈B2

αbπ1b. (2.33)

Das equações (2.31) e (2.33), obtemos que

∑

b∈B2

αbb−
∑

b∈B2

αbw = 0

⇔
∑

b∈B2

αbb =
∑

b∈B2

αbw, αb > 0 w = w(b) ∈ V1 = posB1 e para cada b ∈ B2. (2.34)

Portanto, y ∈ V1 = posB1 em que y =
∑

b∈B2
αbb αb > 0 para b ∈ B2.

i) Se y = 0, pelo Teorema 2.6 item (iii), temos que posB2 é um subespaço.
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• B2 é positivamente independente, pois B2 é um subconjunto de B que é posi-

tivamente independente.

Deste modo, B2 é uma base positiva de posB2.

• B2 é uma base minimal de posB2, pois se B2 não for base minimal de posB2,

pelo Teorema 2.13, temos que existe uma relação estritamente positiva com

A ( B2

0 =
∑

b∈A

γab, γb > 0 para cada b ∈ A. (2.35)

Usando a projeção linear π1 na equação (2.35), temos que

0 = π1(
∑

b∈A

γbb) =
∑

b∈A

γbπ1b, γb > 0 para cada b ∈ A. (2.36)

Obtemos, uma relação estritamente positiva com outros elementos de

π1B2. Assim πB2 não é uma base minimal. O que é uma contradição.

Por outro lado, B1 tem maior cardinalidade em B tal que B1 é uma base

minimal, então cardB1 ≥ cardB2.

ii) Se y ∈ V1 \ {0}, V1 subespaço vetorial, então −y ∈ V1 = posB1. Além disso, B1 é

uma base minimal e pelo Corolário 2.19, obtemos

−y =
∑

b∈B ′

γbb, γb > 0 para b ∈ B ′ (2.37)

uma representação minimal única em que B′ é um subconjunto próprio de B1, e

pelo Teorema 2.16, temos que B′ é linearmente independente. Agora, da equação

(2.37) e y =
∑

b∈B2
αbb, temos que

0 =
∑

b∈B ′

γbb+
∑

b∈B2

αbb αb, γb > 0, para b ∈ B2 ∪ B′,

e pelo Teorema 2.6, temos que

pos(B2 ∪ B′) = span(B2 ∪ B′), (2.38)

em que B2 ∪ B′ é positivamente independente, pois B2 ∪ B′ subconjunto de B

positivamente independente. Agora, da equação (2.37) e pela observação 2.10,

obtemos que D = B′ ∪{y} é uma base minimal de algum subespaço vetorial de V1,

então

posD = spanD = spanB′.
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Assim, pos(D ∪ π1B2) é a soma direta de subespaços, isto é,

pos(D ∪ π1B2) = posD ⊕ pos π1B2.

Agora, considerando o Teorema 2.20, temos que

pos(D ∪ π1B2) = pos(D ∪ B2). (2.39)

Portanto, pos(D ∪ B2) é um subespaço e do Teorema 2.5 item (i), temos que

pos(D ∪ B2) = span(D ∪ B2) = spanD + spanB2

= spanB′ + spanB2 = span(B′ ∪ B2), (2.40)

e de (2.38), temos que pos(D ∪ B2) = pos(B2 ∪ B′). De (2.39), pos(D ∪ π1B2) =

pos(B′ ∪ B2). Deste modo, a dimensão de pos(B2 ∪ B′) é

dim[pos(B2 ∪ B′)] = dim[pos(D ∪ πB2)] = dim[posD] + dim[pos πB2]

= (cardD − 1) + (card πB2 − 1) = cardB ′ + card π2B2 − 1, (2.41)

do Teorema 2.21 item (4) e da equação (2.41), temos que

dim[pos(B2 ∪ B′)] = cardB ′ + cardB2 − 1.

Portanto, B2 ∪B′ é uma base minimal de span(B2 ∪B′) subespaço vetorial de V e

pela hipótese (a), temos que

cardB1 ≥ card(B2 ∪ B′) > cardB2 ⇒ cardB1 > cardB2.

iii) Pela hipótese B1 é base positiva de V1 e π1B2 base positiva de V2 e considerando o

Teorema 2.20, temos que

pos(B1 ∪ π1B2) = pos(B1 ∪ B2).

Assim, B1 ∪ B2 gera positivamente um subespaço em que sua dimensão é

dim[pos(B1 ∪ B2)] = dim[pos(B1 ∪ π1B2)] = dim[posB1] + dim[pos π1B2]

= (cardB1 − 1) + (card π1B2 − 1).

Logo, do Teorema 2.21 item (4) segue que

dim[pos(B1 ∪ B2)] = cardB1 + cardB2 − 2.
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Por outro lado, π1B2 é uma base minimal de V2 e considerando o Teorema 2.21 item (4)

e o Teorema 2.9, então

cardB2 = card π1B2 ≥ dimV2 + 1 ≥ 2.

Finalmente, temos o teorema principal deste capitulo o qual é uma generalização do

teorema anterior.

Teorema 2.24. Seja B uma base positiva de um subespaço vetorial V de Rn. Então B

admite uma partição P = {B1, · · · , Bk}, com 1 ≤ k ≤ dimV, tal que

1) cardBi ≥ cardBi+1 ≥ 2, para cada i = 1, 2, · · · , k − 1;

2) pos(B1 ∪ · · · ∪Bj) é um subespaço vetorial de V com dimensão

(
j∑

i=1

cardBi

)
− j, para cada j = 1, 2, · · · , k.

Demonstração. Suponhamos que os subconjuntos B1, . . . , Bk de B, e os subespaços ve-

toriais U1, · · · ,Uk−1 de U0, U0 = V , e as projeções lineares π1, · · · , πk−1, π0 a projeção

identidade, foram definidas para k ≥ 2 tais que satisfazem as seguintes condições:

i) Ui−1 ⊂ Ui−2 ⊂ · · · ⊂ U0 para i = 1, · · · , k.

ii) Ui−1 = Ui ⊕Vi, πi : Ui−1 → Ui é a projeção linear, e o conjunto πi · · · π0(B \ ∪i
j=1Bj)

é uma base positiva de Ui para i = 1, · · · , k − 1.

iii) Bi ⊂ (B \ ∪i−1
j=1Bj) tem a maior cardinalidade tal que πi−1 · · · π0Bi é uma base

minimal de Vi subespaço de Ui−1; também cardB1 ≥ cardB2 ≥ · · · ≥ cardBk ≥ 2,

e o conjunto ∪k
j=1Bj gera positivamente um subespaço vetorial de V com dimensão

∑i

j=1 cardBj − i para i = 1, · · · , k.

Note que para k = 2 e considerando o Teorema 2.23 as condições acima são verdadeiras.

Agora, suponhamos que as condições acima são verdadeiras para k e seja Uk subespaço

vetorial de Uk−1 tal que

Uk−1 = Uk ⊕ Vk.
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Se Uk for o espaço vetorial trivial, então

Uk−1 = Vk = pos(πk−1 · · · π0Bk).

Portanto, temos a partição desejada para B. Caso contrário, definamos πk a pro-

jeção linear de Uk−1 sobre Uk e como πk−1 · · · π0(B \ ∪k−1
j=1Bj) é uma base positiva de

Uk−1 e πk−1 · · · π0Bk uma base minimal de Vk, pelo Teorema 2.21 item (ii), temos que

πkπk−1 · · · π0(B \ ∪k
j=1Bj) é uma base positiva de Uk. Agora, tomemos Bk+1 um sub-

conjunto de (B \ ∪k
j=1Bj) com a maior cardinalidade tal que πk · · · π0Bk+1 é uma base

minimal de Vk+1 subespaço vetorial de Uk, pelo Teorema 2.23, temos que

2 ≤ card(πk · · · π0Bk+1) ≤ card(πk−1 · · · π0Bk), (2.42)

pelo Teorema 2.21 item (4), temos que

cardBk ≥ cardBk+1 ≥ 2. (2.43)

Note que,

V = posB1 ⊕ U1

= posB1 ⊕ (pos π1B2 ⊕ U2)

= posB1 ⊕ (· · · ⊕ (pos(πk · · · π0Bk+1)⊕ Uk+1)) · · · )

= (
k+1∑

i=1

⊕ pos(πi−1 · · · π0Bi))⊕ Uk+1

= pos(∪k
i=1(πi−1 · · · π0Bi))︸ ︷︷ ︸

(∗)

⊕ pos(πk · · · π0Bk+1)⊕ Uk+1.

De (∗) e do Teorema 2.20, temos que

pos(∪k
i=1(πi−1 · · · π0Bi)) = pos(∪k

i=1Bi).

Portanto, V = pos(∪k
i=1Bi)⊕ pos(πk · · · π0Bk+1)︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

⊕Uk+1, em que Uk+1 é um subespaço.

De (∗∗) e do Teorema 2.20 , temos que

pos(∪k
i=1Bi)⊕ pos(πk · · · π0Bk+1) = pos(∪k+1

i=1Bi).

Assim, pos(∪k+1
i=1Bi) é um subespaço vetorial de V . Logo, a dimensão de pos(∪k+1

i=1Bi) é

dim[pos(∪k+1
i=1Bi)] = dim[(pos(∪k

i=1Bi)⊕ pos(πk · · · π0Bk+1))]

= dim[pos(∪k
i=1Bi)] + dim[pos(πk · · · π0Bk+1)]. (2.44)
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Pela hipótese indutiva, dim[pos(∪k
i=1Bi)] =

∑k

i=1 cardBi − k e de (2.44), obtemos que

dim[pos(∪k+1
i=1Bi)] =

k∑

i=1

cardBi − k + dim[pos(πk · · · π0Bk+1)], (2.45)

e como πk · · · π0Bk+1 é uma base minimal de pos(πk · · · π0Bk+1) e de (2.45), então

dim[pos(∪k+1
i=1Bi)] =

k∑

i=1

cardBi − k + card(πk · · · π0Bk+1)− 1. (2.46)

Do Teorema 2.21 item (4) e de (2.46), temos que

dim[pos(∪k+1
i=1Bi)] =

k∑

i=1

cardBi − k + cardBk+1 − 1. (2.47)

Assim,

dim[pos(∪k+1
i=1Bi)] =

k+1∑

i=1

cardBi − (k + 1). (2.48)

E das definições Bk+1, Uk, πk as condições (i), (ii), (iii) são satisfeitas.

Deste modo, o processo construtivo pode ser continuado até que

Bs = (B \ ∪s−1
i=1Bi) para algum 1 ≤ s.

Por outro lado, como k é a cardinalidade da partição de B e da hipótese 2 ≤ cardBi

i = 1, · · · , k. Então, 2k ≤
∑k

i=1 cardBi. Como
∑k

i=1 cardBi − k = dimV , então

k ≤ dimV .

Conclúımos este caṕıtulo com um exemplo do teorema acima. Na figura 2.12, o

conjunto {b1, b2, · · · , b5} é base positiva não minimal de R3. O espaço vetorial R3 não é

decomposto como a soma linear direita de seus subespaços minimais, mas R3 = U ⊕ V1

em que {πb4, πb5} e {b1, b2, b3} são bases minimais de U e V1 respectivamente.
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Caṕıtulo 3

Histórico das Condições de

Qualificação

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições, propriedades e exemplos das condições

de qualificação da literatura; veremos também as propriedades de um conjunto gerado

positiva-linearmente por um conjunto de vetores. Além disso, explicamos as demon-

strações de que RCPLD implica CRSC, considerando a teoria das bases positivas feita

no caṕıtulo anterior, e que CRSC implica CPG.

3.1 Condição de Independência Linear

Esta condição, chamada também regularidade, é a mais simples de se verificar entre

as condições de qualificação da literatura.

Definição 3.1. (LICQ - Linear Independence Constraint Qualification) Dizemos que

x ∈ F satisfaz LICQ, se o conjunto

{∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈A(x) é linearmente independente.

A condição de regularidade estabelece a existência e unicidade dos multiplicadores de

Lagrange na solução do problema de (PNL).

No seguinte teorema, observamos que a condição de independência linear é preservado

numa vizinhança.

Teorema 3.2. x ∈ F satisfaz LICQ se, e somente se, existe uma vizinhança V (x) de x

tal que ∀I ⊂ {1, · · · ,m}, ∀J ⊂ A(x) temos

{∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J é linearmente independente ∀y ∈ V (x).
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Demonstração. [⇒] Suponhamos que existem I ⊂ {1, · · · ,m}, J ⊂ A(x) e uma sequência

yk → x tal que {∇fi(y
k)}i∈I∪{∇fj(y

k)}j∈J é linearmente dependente para todo k. Logo,

existem vetores λk ∈ R|I|+|J | não nulos de modo que

∑

i∈I

λk
i∇fi(y

k) +
∑

j∈J

λk
i∇fj(y

k) = 0. (3.1)

Agora, seja Mk = max{|λk
ℓ | | ℓ ∈ I ∪ J} 6= 0 para cada k, então

{
λk

Mk

}
é limitada.

Assim, podemos tomar uma subsequência de modo que
λk

Mk

→ λ, então dividindo (3.1)

por Mk e tomando o limite para as subseqüências, obtemos que
∑

i∈I

λi∇fi(x) +
∑

j∈J

λj∇fj(x) = 0,

mas como ‖ λk

Mk
‖∞ = 1 e a norma é cont́ınua, temos que ‖λ‖∞ = 1. Logo, {∇fi(x)}i∈I ∪

{∇fj(x)}j∈J é linearmente dependente. Deste modo, {∇fi(x)}i∈{1,··· ,m} ∪ {∇fj(x)}j∈A(x)

é linearmente dependente.

[⇐] Considere os conjuntos I = {1, · · · ,m}, J = A(x) e o ponto x na hipótese.

Teorema 3.3. Se r é o posto de {∇fi(x)}
m
i=1, então existe uma vizinhança V (x) de x

tal que o posto de {∇fi(y)}
m
i=1 é maior ou igual que r para todo y ∈ V (x).

Demonstração. Da hipótese que r é o posto de {∇fi(x)}
m
i=1; temos que existe {∇fℓ(x)}ℓ∈I′

um conjunto linearmente independente e I ′ ⊂ {1, . . . ,m}; e considerando o teorema 3.2,

então existe uma vizinhança V (x) tal que {∇fℓ(y)}ℓ∈I′ é linearmente independente ∀y ∈

V (x). Assim, {∇fi(y)}
m
i=1 tem posto maior ou igual que r ∀y ∈ V (x).

Observe-se que o problema

min (x− 1)2 + (y − 1)2

s.a f1(x, y) = x+ y = 0,

f2(x, y) = −x− y = 0,

tem solução (0, 0) que não é regular, mas ele satisfaz a condição KKT. Em geral, quando

o conjunto viável do problema de PNL é formado por restrições lineares de igualdade e

desigualdade, então o minimizador local desse problema PNL verifica a condição KKT,

ou seja as restrições lineares é uma condição de qualificação. Deste modo, surgiram,

condições de qualificação mais fraca do que LICQ. A seguinte definição será usada para

formular algumas das condições de qualificação mais fracas do que independência linear.
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(a) (b)

Figura 3.1: (a) conjunto positivo independente, mas não positivo linearmente indepen-

dente. (b) conjunto positivo dependente, mas não positivo linearmente dependente.

Definição 3.4. (PLD - Positive Linear Dependence) Sejam V = {v1, · · · , vm}, W =

{w1, · · · , wp} subconjuntos de vetores de Rn. Dizemos que o conjunto V ∪ W é po-

sitivo linearmente dependente (PLD) se existem λ ∈ Rm, µj ≥ 0, ∀j = 1, · · · , p,
m∑

i=1

|λi|+

p∑

j=1

µj > 0, tais que

m∑

i=1

λivi +

p∑

j=1

µjwj = 0.

Caso contrário dizemos que V ∪W é positivo linearmente independente (PLI).

Note que os conjuntos PLD e PLI têm propriedades semelhantes às propriedades

dos conjuntos LD e LI respectivamente, isto é, qualquer subconjunto de um conjunto

PLI é sempre PLI, e um conjunto que contém um subconjunto PLD é sempre PLD. As

definições de PI, que foram apresentadas no caṕıtulo anterior, e PLI não são equivalentes.

Na Figura 3.1 temos que o conjunto B =
{
b1 = (0, 1)T , b2 = (1, 0)T , b3 = (−1,−1)T

}

é PI, pois nenhum subconjunto próprio B gera posB, mas b1 + b2 + b3 = 0, portanto

{b1, b2, b3} não é PLI.

O conjunto {v1 = (1/2, 1/2)T , v2 = (1, 0)T , v3 = (1/2,−1/2)T} é PD, pois v2 = v1+v3,

mas para µ1, µ2, µ3 ≥ 0 e µ1v1 + µ2v2 + µ3v3 = 0, então µ1 = µ2 = µ3 = 0, deste modo

{v1, v2, v3} não é PLD.

A seguinte condição de qualificação, que foi introduzida por Mangasarian-Fromovitz

em 1967, é mais fraca do que a condição de independência linear.
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3.2 Condição de Mangasarian-Fromovitz

A unicidade dos multiplicadores de Lagrange não pode ser garantinda, mesmo quando

a solução do problema de (PNL) satisfaz a condição de MFCQ. Embora pode se garan-

tir que o conjunto formado por todos os multiplicadores de Lagrange é um conjunto

compacto, ver [7].

Definição 3.5. (MFCQ- Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification) Dizemos que

x ∈ F satisfaz a condição de qualificação de Mangasarian-Fromovitz se o conjunto

{∇fi(x)}i∈I é linearmente independente e existe um vetor d ∈ Rn tal que

∇fi(x)
Td = 0, ∀i ∈ I,

∇fj(x)
Td < 0, ∀j ∈ A(x).

No seguinte teorema temos uma condição necessária e suficiente para verificar se um

ponto viável satisfaz a condição Mangasarian-Fromovitz usando o conceito de PLI.

Teorema 3.6. Dizemos x ∈ F satisfaz a condição de qualificação de Mangasarian-

Fromovitz se e somente se {∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈A(x) é PLI.

(Para prova, veja [19]).

Se um conjunto de vetores é LI, em particular é PLI. Assim a condição LICQ, implica

MCFQ. Seja X = {x ∈ Rn | f1(x) = 0} = {x ∈ Rn | f1(x) ≤ 0, −f1(x) ≤ 0} o conjunto

viável de um problema de PNL, vemos que o problema não é alterado se quebramos a

restrição de igualdade em duas restrições de desigualdades, mas nenhum ponto viável

satisfaz MCFQ com as duas restrições de desigualdade, pois ∇f1(x) + ∇(−f1)(x) = 0,

então {∇f1(x),∇(−f1)(x)} é PLD. Deste modo a condição de MFCQ não é satisfeita se

expressamos restrição de igualdade por restrição de desigualdade. No entanto Janin [12]

supera esse problema com a seguinte condição de qualificação.

3.3 Condição de Posto Constante

Definição 3.7. (CRCQ - Constant Rank Constraint Qualification) Dizemos que x ∈ F

satisfaz a condição de qualificação de posto constante se existe uma vizinhança V (x) tal

que ∀I ⊂ I e ∀J ⊂ A(x),

{∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J têm posto constante para todo y ∈ V (x).
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No seguinte teorema temos uma condição necessária e suficiente para preservar o

posto de cada combinação de subconjuntos dos gradientes das restrições de igualdade e

desigualdade ativas em uma vizinhança.

Teorema 3.8. Dizemos que x ∈ F satisfaz a condição de qualificação de posto constante

se e somente se existe uma vizinhança V (x) de x tal que ∀I ⊂ I, ∀J ⊂ A(x) se

{∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈J é linearmente dependente, então

{∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J é linearmente dependente ∀y ∈ V (x).

Demonstração. (⇒) Suponhamos que {∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈J , I ⊂ I e J ⊂ A(x), é

linearmente dependente e x satisfaz CRCQ, então existe uma vizinhança V (x) de x tal

que o posto dos gradientes é constante nessa vizinhança. Logo, {∇fi(y)}i∈I∪{∇fj(y)}j∈J

é linearmente dependente para todo y ∈ V (x).

(⇐) Suponha que o conjunto {∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈J , I ⊂ I e J ⊂ A(x), tem posto

r. Pelo Teorema 3.3, temos que {∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J tem posto maior ou igual a r

para todo y ∈ V (x).

Vamos mostrar que o posto não é maior que r. Suponhamos que exista uma sequência

yk → x tal que o posto de {∇fi(y
k)}i∈I ∪ {∇fj(y

k)}j∈J é maior que r. Logo, para cada

k existem Ik ⊂ I e Jk ⊂ J com |Ik| + |Jk| > r tal que {∇fi(y
k)}i∈Ik ∪ {∇fj(y

k)}j∈Jk é

linearmente independente.

Como I e J são finitos pois I ⊂ {1, . . . ,m}, J ⊂ A(x), Ik ⊂ I e Jk ⊂ J , então

podemos tomar uma subsequência tal que os conjuntos são os mesmo, ou seja, Ik = I
′

,

Jk = J
′

para todo k com |I
′

|+ |J
′

| > r.

Assim, {∇fi(x)}i∈I ′ ∪ {∇fj(x)}j∈J ′ é linearmente dependente (já que a quantidade de

vetores é maior que o posto) com {∇fi(y
k)}i∈I ′ ∪ {∇fj(y

k)}j∈J ′ é linearmente indepen-

dente, o que contradiz a definição de CRCQ.

Exemplo 3.9. Vejamos que MFCQ não implica CRCQ.

Consideremos um conjunto viável com restrições só de desigualdades:

f1(x, y) = x+ y2 ≤ 0,

f2(x, y) = x ≤ 0.
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Dado x̄ = (0, 0), temos que∇f1(x̄) = (1, 0)T ,∇f2(x̄) = (1, 0)T . Assim, {∇f1(x̄),∇f2(x̄)}

é PLI. Entretanto, o conjunto
{
∇f1(x, y) = (1, 2y)T ,∇f2(x, y) = (1, 0)T

}
tem posto 1 em

x̄ e posto 2 para os pontos {(0, y) |y 6= 0}. Deste modo, x̄ não satisfaz a CRCQ.

3.4 Condição de Dependência Linear Positiva Cons-

tante

Esta condição foi introduzida por Qi e Wei [16] para provar a convergência do método

de programação quadrática sequencial, e Andreani, Martinez e Schuverdt [2] provaram

que a condição de dependência linear positiva constante é uma condição de qualificação;

e em [1, 5] os autores usaram a CPLD para provar a convergência dos algoritmos de

Lagrangeano Aumentado.

Definição 3.10. (CPLD - Constant Positive Linear Dependence) Dizemos que x ∈ F

satisfaz a condição de qualificação de dependência linear positiva constante se existe uma

vizinhança V (x) tal que para todo I ⊂ {1, · · · ,m} e J ⊂ A(x) se

{∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈J é positivo linearmente dependente, então

{∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J é linearmente dependente ∀y ∈ V (x).

No seguinte teorema vemos que em uma vizinhança o conceito de positivo linear-

mente dependente é preservado, para cada combinação de subconjunto dos gradientes

das restrições de igualdade e desigualdade ativas.

Teorema 3.11. Dizemos que x ∈ F satisfaz a condição de dependência linear positiva

constante se e somente se existe uma vizinhança V (x) tal que para todo I ⊂ {1, . . . ,m},

J ⊂ A(x) se

{∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈J é positivo linearmente dependente, então

{∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J é positivo linearmente dependente ∀y ∈ V (x).

(Para prova, veja [19]).

Note que um conjunto positivo linearmente dependente é linearmente dependente, assim

CRCQ implica CPLD. Por outro lado se um ponto viável satisfaz MFCQ, então o conjunto

das restrições de igualdade e desigualdade ativas é PLI, assim qualquer subconjunto dele

é PLI. Portanto, MFCQ implica CPLD.
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3.5 Condição de Limitante do Erro

Nesta seção, temos uma condição que estima a distância de um ponto dado ao conjunto

viável em termos de quantidades computáveis que medem a violação de suas restrições.

Definição 3.12. (Error Bound)

Dizemos que x ∈ F satisfaz a propriedade de limitante do erro se existe uma vizinhança

V (x) de x e α > 0 tal que ∀y ∈ V (x),

min
z∈F

‖z − y‖ ≤ αmax {|fi(y)|, i ∈ I , max{0, fj(y)}, j ∈ J } .

Teorema 3.13. Se x ∈ F satisfaz a condição da limitante do erro, então x satisfaz a

condição de qualificação de Abadie.

Demonstração. Seja d ∈ F(x), temos que

∇fi(x)
Td = 0, i ∈ I,

∇fj(x)
Td ≤ 0, j ∈ A(x).

Pela hipótese fi, fj ∈ C1 para cada i ∈ I, j ∈ J e dado t > 0 suficientemente pequeno.

Se i ∈ I, temos que

fi(x+ td) = fi(x) + t∇fi(x)
Td+ o(t) = o(t).

Se j ∈ (J \ A(x)), temos que fj(x+ td) < 0.

Se j ∈ A(x), temos que

fj(x+ td) = fj(x) + t∇fj(x)
Td+ o(t) ≤ o(t), ∀j ∈ A(x).

Assim, max{|fi(x + td)|, i ∈ I, max{0, fj(x + td)}, j ∈ J } = o(t) e como x satisfaz a

condição de limitante do erro, temos que minz∈F ‖x+ td−z‖ = o(t). Logo, d ∈ T (x).

3.6 Relaxação da Condição de Posto Constante

Minchenko e Stakhovski [13] estabeleceram a relaxação da CRCQ, preservando o

posto da combinação do conjunto dos gradientes das restrições de igualdade com todos

os subconjuntos dos gradientes das restrições de desigualdade ativas em uma vizinhança.
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Definição 3.14. (RCRCQ - Relaxed Constant Rank Constraint Qualification)

Dizemos que o ponto x ∈ F satisfaz a relaxação da condição qualificação de posto

constante se existe uma vizinhança V (x) tal que para qualquer subconjunto de ı́ndices

J ⊂ A(x),

{∇f(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J tem posto constante para todo y ∈ V (x).

No teorema abaixo, temos uma condição necessária e suficiente para RCRCQ. Usando

algum subconjuntos dos gradientes das restrições de igualdade e todas as combinações

de subconjuntos dos gradientes das restrições de desigualdade ativas em que o conceito

de linearmente dependente é preservado em uma vizinhança.

Teorema 3.15. Seja I ⊂ {1, · · · ,m} tal que {∇fi(x)}i∈I é alguma base de span{∇fi(x)}
m
i=1.

Dizemos que x ∈ F satisfaz RCRCQ se, e somente se, existe uma vizinhança V (x) de x

tal que

• {∇fi(y)}
m
i=1 tem posto constante para todo y ∈ V (x);

• Para todo J ⊂ A(x), se {∇fi(x)}i∈I∪{∇fj(x)}j∈J é linearmente dependente, então

{∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J é linearmente dependente para todo y ∈ V (x).

(Para prova, veja [3]).

Exemplo 3.16. Vejamos que RCRCQ não implica CRCQ.

Sejam z = (0, 0),

F =

{
x ∈ R2

∣∣ f1(x) = x1 − x2 = 0, f2(x) = −x1 + x2
2 ≤ 0,

f3(x) = −x1 ≤ 0

}

o conjunto viável e A(z) = {2, 3} o conjunto ativo em z. Assim, os gradientes das

restrições são:

∇f1(x) =

(
1

−1

)
,∇f2(x) =

(
−1

2x2

)
,∇f3(x) =

(
−1

0

)
.

O ponto z satisfaz RCRCQ, pois existe alguma vizinhança V (z) tal que os conjuntos

{∇f1(y)} tem posto 1 e {∇f1(y),∇f3(y)}, {∇f1(y),∇f2(y)}, {∇f1(y),∇f2(y),∇f3(y)}

têm posto 2 para todo y ∈ V (z). Entretanto, o conjunto {∇f2(y),∇f3(y)} tem posto 1

em z e posto 2 no conjunto {(0, y2)| y2 6= 0}. Deste modo, x̄ não satisfaz a CRCQ.
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Exemplo 3.17. Vejamos que MFCQ não implica RCRCQ.

Sejam z = (0, 0),

F =
{
x ∈ R2 | f1(x) = −x2 ≤ 0, f2(x) = x2

1 − x2 ≤ 0
}

o conjunto viável e A(z) = {1, 2} o conjunto ativo em z. Assim, os gradientes das

restrições são:

∇f1(x) =

(
0

−1

)
, ∇f2(x) =

(
2x1

−1

)
.

O ponto z satisfaz MCFQ, devido que o vetor d =

(
0

1

)
satisfaz as desigualdades

∇fi(z)
Td < 0, i = 1, 2. Entretanto, z não satisfaz RCRCQ, já que {∇f1(y),∇f2(y)} tem

posto um em z e posto 2 no conjunto {(y1, 0) | y1 6= 0}.

Exemplo 3.18. Vejamos que RCRCQ não implica CPLD.

Sejam z = (0, 0),

F =
{
x ∈ R2 | f1(x) = x2 = 0, f2(x) = x1 − x2

2 ≤ 0, f3(x) = −x1 − x2
2 ≤ 0

}

o conjunto viável e A(z) = {2, 3} o conjunto ativo em z. Assim, os gradientes das

restrições são: ∇f1(x) = (0, 1)T ,∇f2(x) = (1,−2x2)
T ,∇f3(x) = (−1,−2x2)

T . O ponto

z não satisfaz CPLD, pois o conjunto {∇f2(y),∇f3(y)} é PLD em z, mas é LI no pontos

{(0, y2) | y2 6= 0}. Por outro lado z satisfaz RCRCQ, pois existe uma vizinhança de

z tal que os conjuntos {∇f1(y)} tem posto um e {∇f1(y),∇f2(y)}, {∇f1(y),∇f3(y)}

{∇f1(y),∇f2(y),∇f3(y)} têm posto 2.

Exemplo 3.19. CPLD não implica nem MFCQ nem CRCQ.

Sejam z = (0, 0) e as restrições de desigualdades:

f1(x) = x1,

f2(x) = x1 + x2
2,

f3(x) = x1 + x2,

f4(x) = −x1 − x2,

e A(z) = {1, 2, 3, 4} o conjunto ativo em z. Assim, os gradientes das restrições são:

∇f1(x) =

(
1

0

)
, ∇f2(x) =

(
1

2x2

)
, ∇f3(x) =

(
1

1

)
,∇f4(x) =

(
−1

−1

)
.
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O ponto z não satisfaz MFCQ, já que {∇f3(z),∇f4(z)} é PLD. Por outro lado, o con-

junto {∇f1(y), ∇f2(y)} é linearmente dependente no ponto z, mas é LI no conjunto

{(0, y2) | y2 6= 0}. Deste modo o ponto z não satisfaz CRCQ.

Vejamos que z satisfaz a condição CPLD. Sejam µj ≥ 0, j = 1, · · · , 4, não todos

nulos tais que

µ1∇f1(z) + µ2∇f2(z) + µ3∇f3(z) + µ4∇f4(z) = 0. (3.2)

Se µ2 = 0, de (3.2) temos que

µ1 + µ3 − µ4 = 0,

µ3 − µ4 = 0.

Dai µ1 = 0 e µ3 = µ4. Deste modo, o conjunto {∇f1(z), ∇f3(z),∇f4(z)} é positivo line-

armente dependente. Ademais, o conjunto {∇f1(y), ∇f3(y),∇f4(y)} é LD em qualquer

vizinhança de z. Se µ2 > 0, de (3.2) temos que

µ1 + µ2 + µ3 − µ4 = 0;

µ3 − µ4 = 0.

Dai µ1 + µ2 = 0 ⇒ µ2 = −µ1 ≤ 0 o qual é uma contradição. Portanto o conjunto

{∇f1(y), ∇f2(y), ∇f3(y),∇f4(y)} é PLD no ponto z e LD em qualquer vizinhança de z.

Deste modo o ponto z satisfaz CPLD.

3.7 Relaxação da Condição de Dependência Linear

Positiva Constante

Andreani, Haeser, Schuverdt e Silva [3] propuseram a relaxação da CPLD de maneira

semelhante à relaxação da CRCQ, essa relaxação foi motivada pelo Teorema 3.15.

Definição 3.20. (RCPLD - Relaxed Constant Positive Linear Dependence Constraint

Qualification) Seja x ∈ F e I um subconjunto de ı́ndices de alguma base de span{∇fi(x)}
m
i=1.

Dizemos que x satisfaz RCPLD se existe V (x) uma vizinhança de x tal que

• {∇fi(y)}
m
i=1 tem posto constante para todo y ∈ V (x);

• Para todo J ⊂ A(x), se {∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈J é positiva linearmente de-

pendente, então {∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J é linearmente dependente para todo

y ∈ V (x).
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Claramente o Teorema 3.15 mostra que RCRCQ implica RCPLD. É também claro que

da definição CPLD implica RCPLD onde o posto constante dos gradientes das restrições

de igualdade se segue da definição da CPLD quando J = ∅ e do Teorema 3.8.

Teorema 3.21. Seja I ⊂ {1, . . . ,m} tal que {∇fi(x)}i∈I é uma base para span{∇fi(x)}
m
i=1.

Um ponto x ∈ F satisfaz RCPLD se, e somente se, existe uma vizinhança V (x) tal que

• {∇fi(y)}
m
i=1 tem posto constante para todo y ∈ V (x);

• Para todo J ⊂ A(x), se {∇fi(x)}i∈I ∪ {∇fj(x)}j∈J é positivo linearmente depen-

dente, então {∇fi(y)}i∈I∪{∇fj(y)}j∈J é positivo linearmente dependente para todo

y ∈ V (x).

(Para prova, veja [3]).

O seguinte lema será usado na prova da RCPLD implica CRSC.

Lema 3.22. Se x =

m+p∑

i=1

αivi com vi ∈ Rn ∀i, {vi}
m
i=1 linearmente independente e αi 6= 0

para todo i = m+1, · · · ,m+ p, então existe J ⊂ {m+1, · · · ,m+ p} e escalares ᾱi para

todo i ∈ {1, · · · ,m} ∪ J tal que

• x =
∑

i∈{1,··· ,m}∪J ᾱivi

• αiᾱi > 0 para todo i ∈ J,

• {vi}i∈{1,··· ,m}∪J é linearmente independente.

(Para prova, veja [3])

3.8 Condição de Posto Constante da Componente de

Subespaço

A condição de qualificação de posto constante da componente de subespaço que foi

introduzida pelos autores [4], estabeleceram o conjunto de ı́ndices dos gradientes das

restrições de igualdade e desigualdade ativa que devem de preservar o posto em uma

vizinhança. Além disso, provaram que esta condição implica a condição do error bound.

Definição 3.23. (CRSC - Constant Rank of the Subspace component)

Sejam o ponto x ∈ F e o conjunto de ı́ndices J− = {j ∈ A(x) | − ∇fj(x) ∈ N (x)}.
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Dizemos que x satisfaz a condição de qualificação de posto constante da componente de

subespaço, se existe V (x) uma vizinhança de x tal que

{∇fℓ(y) | ℓ ∈ I ∪ J−} tem posto constante para todo y ∈ V (x).

Teorema 3.24. Se x ∈ F satisfaz CRSC e as funções fi, i = 1, · · · ,m + p definidas

em F admitem segunda derivada numa vizinhança de x, então x satisfaz a condição do

limitante do erro.

(Para prova, veja [4])

Exemplo 3.25. Vejamos que a condição do limitante do error não implica a CRSC.

Sejam as restrições de desigualdade do conjunto F :

f1(x) = x2 + x3
1 ≤ 0;

f2(x) = −x2 + x3
1 ≤ 0;

f3(x) = x1 ≤ 0.

Em que x̄ = (0, 0) ∈ F . Logo, nas regiões inviáveis da Figura 3.2, temos que

Figura 3.2:
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• Para a região 1, obtemos que f1(x) = x2 + x3
1 > 0, f2(x) = −x2 + x3

1 < 0, f3(x) =

x1 ≤ 0, minz∈F ‖x − z‖2 ≤ ‖(x1, x2) − (x1,−x3
1)‖2 = x2 + x3

1. Por outro lado,

max{0, f1(x), f2(x), f3(x)} = f1(x). Assim, minz∈F ‖x−z‖2 ≤ max{0, f1(x), f2(x), f3(x)}.

• Para a região 2, obtemos que f1(x) = x2 + x3
1 > 0, f2(x) = −x2 + x3

1 ≤ 0, f3(x) =

x1 > 0, x2 ≥ 0, minz∈F ‖x − z‖2 = ‖x − (0, 0)‖2 ≤ ‖x − (0, 0)‖1 = x1 + x2.

Por outro lado, max{0, f1(x), f2(x), f3(x)} = max{f1(x), f3(x)}, e como x1 + x2 <

x1+x2+x3
1 ≤ 2max{x2+x3

1, x1} = 2max{f1(x), f3(x)}. Assim, minz∈F ‖x−z‖2 <

2max{0, f1(x), f2(x), f3(x)}.

• Para a região 3, obtemos que f1(x) = x2 + x3
1 > 0, f2(x) = −x2 + x3

1 > 0, f3(x) =

x1 > 0, x2 ≥ 0, minz∈F ‖x−z‖2 = ‖x−(0, 0)‖2 ≤ ‖x−(0, 0)‖1 = x1+x2. Por outro

lado, max{0, f1(x), f2(x), f3(x)} = max{f1(x), f3(x)}, pois x2 ≥ −x2 ⇒ x2 + x3
1 ≥

−x2+x3
1, e como x1+x2 < x1+x2+x3

1 ≤ 2max{x2+x3
1, x1} = 2max{f1(x), f3(x)}.

Assim, minz∈F ‖x− z‖2 < 2max{0, f1(x), f2(x), f3(x)}.

• Para a região 4, obtemos que f1(x) = x2 + x3
1 > 0, f2(x) = −x2 + x3

1 > 0, f3(x) =

x1 > 0, x2 ≤ 0, minz∈F ‖x−z‖2 = ‖x−(0, 0)‖2 ≤ ‖x−(0, 0)‖1 = x1−x2. Por outro

lado, max{0, f1(x), f2(x), f3(x)} = max{f2(x), f3(x)}, pois x2 ≤ −x2 ⇒ x2 + x3
1 ≤

−x2+x3
1, e como x1−x2 < x1−x2+x3

1 ≤ 2max{−x2+x3
1, x1} = 2max{f2(x), f3(x)}.

Assim, minz∈F ‖x− z‖ < 2max{0, f1(x), f2(x), f3(x)}.

• Para a região 5, obtemos que f1(x) = x2 + x3
1 ≤ 0, f2(x) = −x2 + x3

1 > 0, f3(x) =

x1 > 0, minz∈F ‖x − z‖2 = ‖x − (0, 0)‖2 ≤ ‖x − (0, 0)‖1 = x1 − x2. Por outro

lado, max{0, f1(x), f2(x), f3(x)} = max{f2(x), f3(x)}, e como x1 − x2 < x1 −

x2 + x3
1 ≤ 2max{−x2 + x3

1, x1} = 2max{f2(x), f3(x)}. Assim, minz∈F ‖x − z‖ <

2max{0, f1(x), f2(x), f3(x)}.

• Para a região 6, obtemos que f1(x) = x2 + x3
1 < 0, f2(x) = −x2 + x3

1 > 0, f3(x) =

x1 ≤ 0, minz∈F ‖x − z‖2 ≤ ‖(x1, x2) − (x1, x
3
1)‖2 = −x2 + x3

1. Por outro lado,

max{0, f1(x), f2(x), f3(x)} = f2(x). Assim, minz∈F ‖x−z‖2 ≤ max{0, f1(x), f2(x), f3(x)}.

Portanto, minz∈F ‖x− z‖2 ≤ 2max{0, f1(x), f2(x), f3(x)}, ∀x ∈ (R2\F ).

Verifiquemos que o ponto x̄ não satisfaz a CRSC. Para isto, os gradientes das restrições

de desigualdade são:

∇f1(x) = (3x2
1, 1)

T , ∇f2(x) = (3x2
1,−1)T , ∇f3(x) = (1, 0)T .
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Além disso, J− = {1, 2}, pois −∇f2(x̄) = ∇f1(x̄), −∇f1(x̄) = ∇f2(x̄), ou seja,

−∇f1(x),−∇f2(x) ∈ N (x̄). Por outro lado, o conjunto {∇f2(y),∇f1(y)} tem posto 1

em x̄ e posto 2 nos ponto que pertence ao conjunto {(y1, 0) |y1 6= 0}. Deste modo o ponto

x̄ não satisfaz CRSC.

Exemplo 3.26. Vejamos que CRSC não implica RCPLD.

Consideremos o ponto x̄ = (0, 0) e a restrição de igualdade e as restrições de desigual-

dade

f1(x) = x2 = 0, f2(x) = x2 − x2
1 ≤ 0, f3(x) = −x1 ≤ 0, f4(x) = x1 ≤ 0,

com A(x̄) = {1, 2, 3, 4} o conjunto ativo e I = {1}. Logo, os gradientes das restrições

são:

∇f1(x) = (0, 1)T , ∇f2(x) = (−2x1, 1)
T , ∇f3(x) = (−1, 0)T , ∇f4(x) = (1, 0)T .

Além disso, J− = {2, 3, 4}. O ponto x̄ satisfaz a CRSC, pois o conjunto

{∇f1(x), ∇f2(x), ∇f3(x), ∇f4(x)} tem posto 2 para qualquer vizinhança de x̄. No en-

tanto, x̄ não satisfaz a RCPLD, pois {∇f1(x̄), ∇f2(x̄), ∇f3(x̄)} é PLD, mas

{∇f1(x), ∇f2(x), ∇f3(x)} é PLI para os pontos {(x1, 0) | x1 6= 0}.

3.9 Condição de Gerador Positivo Constante

Nesta seção, estabeleceremos definições padrão de uma forma mais geral do que às

combinações positivas de um conjunto finito de vetores, focaremos as propriedades de

um conjunto gerado positivamente por um conjunto de ı́ndices. Essas propriedades são

usadas para compreender a condição de qualificação de gerador positivo constante.

Definição 3.27. Sejam V = {v1, v2, . . . , vk} ⊂ Rn e L,K ⊂ {1, 2, . . . , k} um par de

conjunto de ı́ndices. Dizemos que x ∈ Rn é uma combinação positiva dos elementos de

V associado ao par, ordenado, (L,K) se existem escalares λi ∈ R, i ∈ L, µj ≥ 0, j ∈ K

tais que

x =
∑

i∈L

λivi +
∑

j∈K

µjvj.

Definição 3.28. Sejam V = {v1, v2, . . . , vk} ⊂ Rn e L,K ⊂ {1, 2, . . . , k} um par de

conjunto de ı́ndices. O conjunto Q constrúıdo a partir dos elementos de V associados ao
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par de ı́ndices (L,K) da seguinte forma:

Q =

{
y | y =

∑

i∈L

λivi +
∑

j∈K

µjvj, λi ∈ R ∀i ∈ L, µj ≥ 0 ∀j ∈ K

}
,

que vamos denotar por span+(L,K;V ), ou span+(L,K), é denominado o conjunto gerado

positivamente pelos vetores associados ao par de ı́ndices (L,K).

Chamamos um par (L,K) positivo linearmente dependente se o conjunto de vetores

de V associados ao par (L,K) é PLD. Chamamos um par (L,K) positivo linearmente

independente se o conjunto de vetores de V associados ao par (L,K) é PLI.

No seguinte teorema, observamos que qualquer conjunto gerado positivamente por um

par de ı́ndices PLD pode ser gerado positivamente, por um par PLI.

Teorema 3.29. Sejam V = {v1, v2, . . . , vk} ⊂ Rn, L,K ⊂ {1, 2, . . . , k} um par de con-

juntos de ı́ndices. Suponhamos que (L,K) é PLD e consideremos as seguintes condições:

1. Se L está associada a vetores linearmente dependentes, definimos L′ como um

subconjunto próprio de L tal que span{vi | i ∈ L′} = span{vi | i ∈ L} e K′ = K.

2. Caso contrário, se L está associada a vetores linearmente independentes e existe

um j ′ ∈ K tal que −vj ′ ∈ span+(L,K), definimos L′ = L ∪ {j ′} e K′ = K \ {j ′}

um subconjunto próprio de K.

Então, span+(L
′,K′) = span+(L,K).

Demonstração. Se L satisfaz a condição 1,

span+(L,K) =

{
z ∈ Rn | z = y +

∑

j∈K

µjvj, µj ≥ 0, ∀i ∈ K, y =
∑

i∈L

λivi

}
(3.3)

e como span{vi | i ∈ L} = span{vi | i ∈ L′}, temos que

y =
∑

i∈L′

λivi. (3.4)

Agora substituindo (3.4) em (3.3), obtemos

span+(L,K) =

{
z ∈ Rn | z =

∑

i∈L′

λivi +
∑

j∈K

µjvj, µj ≥ 0 ∀j ∈ K

}
= span+(L

′,K).
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Se L satisfaz a condição 2 e como (I,J ) é PLD, então existem λi ∈ R, ∀i ∈ L, µj ≥ 0,

∀j ∈ K,
∑

i∈L

|λi|+
∑

j∈K

µj > 0 tal que

∑

i∈L

λivi +
∑

j∈K

µjvj = 0. (3.5)

Logo, existe µℓ > 0, ℓ ∈ K. Caso contrário, µℓ = 0 ∀ℓ ∈ K e de (3.5), temos que

0 =
∑

i∈L

λivi em que existe algum λs 6= 0. Então, {vi | i ∈ L} é LD, o qual é uma

contradição.

Agora em (3.5), temos que

∑

i∈L

λivi +
∑

j∈K\{ℓ}

µjvj + µℓvℓ = 0,

então

∑

i∈L

λi

µℓ

vi +
∑

j∈K\{ℓ}

µj

µℓ

vj = −vℓ. (3.6)

Deste modo, definimos os conjuntos de ı́ndices L′ = L ∪ {ℓ} e K′ = K \ {ℓ}. Seja

x ∈ span+(L,K), temos que

x =
∑

i∈L

λivi +
∑

j∈K

µjvj

=
∑

i∈L

λivi + µℓvℓ +
∑

j∈K\{ℓ}

µjvj, então x ∈ span+(L
′,K′).

Portanto,

span+(L,K) ⊂ span+(L
′,K′). (3.7)

Vamos mostrar que span+(L
′,K′) ⊂ span+(L,K).

Seja x ∈ span+(L
′,K′), então

x =
∑

i∈L′

λ̃ivi +
∑

j∈K′

µ̃jvj

=
∑

i∈L

λ̃ivi + λ̃ℓvℓ +
∑

j∈K′

µ̃jvj. (3.8)
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Se λ̃ℓ > 0, então x ∈ span+(L,K). Caso contrário de (3.6) e de (3.8), obtemos que

x =
∑

i∈L

λ̃ivi + λ̃ℓ


−

∑

i∈L

λi

µℓ

vi −
∑

j∈K\{ℓ}

µj

µℓ

vj


+

∑

j∈K\{ℓ}

µ̃jvj

=
∑

i∈L

(
λ̃i − λ̃ℓ

λi

µℓ

)
vi +

∑

j∈K\{ℓ}

(
µ̃j − λ̃ℓ

µj

µℓ

)
vj

=
∑

i∈L

(
λ̃i + |λ̃ℓ|

λi

µℓ

)
vi +

∑

j∈K\{ℓ}

(
µ̃j + |λ̃ℓ|

µj

µℓ

)
vj,

então x ∈ span+(L,K).

Portanto,

span+(L
′,K′) ⊂ span+(L,K). (3.9)

De (3.7) e (3.9), conclúımos

span+(L
′,K′) = span+(L,K).

Corolário 3.30. Sejam V = {v1, v2, . . . , vk} ⊂ Rn e L, K ⊂ {1, 2, . . . , k} um par de

conjunto de ı́ndices. Então, existem L′, K′ ⊂ {1, 2, . . . , k} tais que (L′,K′) é positiva

linearmente independente e span+(L
′,K′) = span+(L,K). Dizemos que o par (L′,K′) é

um par gerador positivo linearmente independente (PLI) de span+(L,K).

Demonstração. Seja (L,K) PLD. Usando o Teorema 3.29 um número finito de vezes

encontramos o par (L′,K′) PLI tal que span+(L
′,K′) = span+(L,K).

Agora, definimos um conjunto de ı́ndices de maneira semelhante ao conjunto J− que

será usado no lema de abaixo.

Definição 3.31. Sejam V = {v1, v2, . . . , vk} ⊂ Rn e L,K ⊂ {1, 2, . . . , k} um par de

conjuntos de ı́ndices; definimos os conjuntos

K− =
{
j ∈ K | − vj ∈ span+(L,K;V )

}
e K+ = K \ K−.

Lema 3.32. Sejam V = {v1, v2, · · · , vk} ⊂ Rn e L,K ⊂ {1, 2, · · · , k} um par de conjunto

de ı́ndices. Seja (L′,K′) um par gerador PLI de span+(L,K;V ). Então,

1. K′ ⊂ K+;
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2. (L′,K+) é também um par gerador PLI de span+(L,K;V );

3. L′ ⊂ L∪K− é o conjunto de ı́ndices de uma base do subespaço gerado por {vℓ | ℓ ∈

L ∪ K−}.

Demonstração. 1. Suponhamos que K′ 6⊂ K+, então existe ℓ ∈ K′ e ℓ 6∈ K+.

Como ℓ 6∈ K+, temos que ℓ ∈ K−, ou seja, −vℓ ∈ span+(L,K;V ). Pela hipótese

(L′,K′) ser um par gerador PLI de span+(L,K;V ), obtemos que−vℓ ∈ span+(L
′,K′;V ).

Então,

− vℓ =
∑

i∈L′

λivi +
∑

j∈K′

µjvj, µj ≥ 0 ∀j ∈ K′

=
∑

i∈L′

λivi +
∑

j∈K′\{ℓ}

µjvj + µℓvℓ, µj ≥ 0 ∀j ∈ K′.

Assim,

0 =
∑

i∈L′

λivi +
∑

j∈K′\{ℓ}

µjvj + (µℓ + 1)vℓ, µj ≥ 0 ∀j ∈ K′,

em que µℓ + 1 > 0. Portanto, (L′,K′) é PLD. O qual é uma contradição.

2. Da hipótese, (L′,K′) é um par gerador PLI de span+(L,K;V ) e do resultado anterior

K′ ⊂ K+, temos que

span+(L,K;V ) = span+(L
′,K′;V ) ⊂ span+(L

′,K+;V ) ⊂ span+(L,K;V ).

Dáı temos que span+(L
′,K+;V ) = span+(L,K;V ).

Vamos mostrar que (L′,K+) é PLI. Consideremos o seguinte

∑

i∈L′

λivi +
∑

j∈K+

µjvj = 0, (3.10)

onde µj ≥ 0 ∀j ∈ K+. Se existe µℓ > 0, ℓ ∈ K+, ou seja, ℓ 6∈ K−, então

∑

i∈L′

λivi +
∑

j∈K+\{ℓ}

µjvj + µℓvℓ = 0,

então

∑

i∈L′

λi

µℓ

vi +
∑

j∈K+\{ℓ}

µj

µℓ

vj = −vℓ,
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então

−vℓ ∈ span+(L,K;V ).

Portanto, ℓ ∈ K−, o qual é um contradição.

Assim, µj = 0 ∀j ∈ K+. Logo, de (3.10), temos que
∑

i∈L′

λivi = 0, λi ∈ R ∀i ∈ L′.

Então, λi = 0 ∀i ∈ L′, pois (L′,K′) é PLI em particular L′ é LI. Portanto, (L′,K+)

é PLI.

3. Seja j ∈ L′, −vj ∈ span+(L,K;V ). Então, j deve pertencer ou ao conjunto L

ou a K−, pela definição de tais conjuntos de ı́ndices. Por outro lado, span{vℓ | ℓ ∈

L∪K−} ⊂ span+(L,K;V ) e como (L′,K′) é um par gerador PLI de span+(L,K;V ),

então

span{vℓ | ℓ ∈ L ∪ K−} ⊂ span+(L
′,K′;V ).

Dado vℓ,−vℓ ∈ span{vℓ | ℓ ∈ L ∪ K−} e pelo resultado acima, temos que existem

escalares λ+
i , λ

−
i , i ∈ L′, e µ+

j , µ
−
j , j ∈ K′ não negativos tais que

vℓ =
∑

i∈L′

λ+
i vi +

∑

j∈K′

µ+
j vj (3.11)

−vℓ =
∑

i∈L′

λ−
i vi +

∑

j∈K′

µ−
j vj

Somando estas duas equações temos,

0 =
∑

i∈L′

(λ+
i + λ−

i )vi +
∑

j∈K′

(µ+
j + µ−

j )vj.

Como (L′,K′) é PLI, então todos os coeficientes na soma acima são zero. E con-

siderando µ+
j , µ

−
j ≥ 0 ∀j ∈ K′, conclúımos que µ+

j = µ−
j = 0, ∀j ∈ K′. Segue-se de

(3.11) que vℓ é gerado por os vetores de L′. Portanto,

span{vℓ | ℓ ∈ L ∪ K−} ⊂ span{vℓ | ℓ ∈ L′} ⊂ span{vℓ | ℓ ∈ L ∪ K−}.

E como (L′,K′) é PLI, então o conjunto de vetores de ı́ndices L′ é LI.

Assim, L′ é o conjunto de ı́ndices de alguma base de span{vℓ | ℓ ∈ L ∪ K−}.

Corolário 3.33. O par gerador PLI dado pelo Corolário 3.30 tem a forma

L′ ⊂ L ∪ K−, K′ = K+,

em que L′ é composto por ı́ndices de uma base do espaço gerado por {vℓ | ℓ ∈ L ∪ K−}.
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Demonstração. No processo de gerar o par de ı́ndices (L′,K′) no Corolário 3.30, vemos

que não podemos tirar elementos de K′ e mandar a L′ quando (L′,K′) é PLI, então

K′ = K+ e pelo Lema 3.32 item 3, temos que L′ ⊂ L∪K− e L′ é uma base de span{vℓ | ℓ ∈

L ∪ K−}.

O teorema abaixo estabelece um par de ı́ndices de (L,K) que deve gerar positivamente

um subespaço contido em span+(L,K;V ).

Teorema 3.34. o conjunto span+(L,K−;V ) é um subespaço.

Demonstração. s ∈ K−, então −vs ∈ span+(L,K;V );

−vs =
∑

i∈L

λivi +
∑

j∈K

µjvj,

=
∑

i∈L

λivi +
∑

j∈K+

µjvj +
∑

k∈K−

µkvk. (3.12)

Afirmação, µj = 0 ∀j ∈ K+.

Caso contrário se existe ℓ ∈ K+ tal que µℓ 6= 0 e de (3.12), temos que

− vℓ =
∑

i∈L

λi

µℓ

vi +
∑

j∈K+\{ℓ}

µj

µℓ

vj +
∑

k∈K−

µk

µℓ

vk +
1

µℓ

vs,

então

−vℓ ∈ span+(L,K;V )

Portanto, ℓ ∈ K−. O qual é um absurdo.

Logo, span+(L,K−;V ) = span{vk}k∈L∪K−
. Assim, span+(L,K−;V ) é um subespaço.

Definição 3.35. (CPG - Constant Positive Generator Condition)

Usando as restrições do conjunto viável F do problema de PNL, definimos Jf(y) =

{∇fi(y)}i∈I ∪ {∇fj(y)}j∈J ∀y ∈ Rn. Dizemos que x ∈ F satisfaz a condição de gerador

positivo constante se existem V (x) uma vizinhança de x e (I ′,J+) um par gerador PLI

de span+(I,A(x); Jf(x)) tal que

span+ (I ′,J+; Jf(y)) ⊇ span+(I,A(x); Jf(y)) ∀y ∈ V (x), (3.13)

em que I ′ é o conjunto de ı́ndices de alguma base de span{∇fℓ(x)}ℓ∈I∪J−
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e ponto w = (0, 0) ∈ F . No Exemplo 3.37, vimos que w satisfaz a CPG.

Agora, consideremos a sequência xk =
(
− 3

√
1
k
, 1
k

)
de pontos inviáveis de F , f1(xk) =

− 2
k
< 0, f2(xk) = 0, f3(xk) = − 3

√
1
k
< 0 e f4(xk) =

1
k3

> 0.

Assim, dado qualquer c > 0, temos que existe k ∈ N tal que

min
z∈F

‖xk − z‖ =
1

k
> c

(
1

k3

)
= c (max{0, f1(xk), f2(xk), f3(xk), f4(xk)}) .

Portanto, o ponto w = (0, 0) não satisfaz a condição do limitante do erro. Veja na Figura

3.5.

Figura 3.5: Construção das seqüencias {xk} de pontos inviáveis

3.10 Demonstração CRSC implica CPG

Teorema 3.39. Se x ∈ F satisfaz CRSC, então x satisfaz a CPG.

Demonstração. Seja Jf(y) = {∇fℓ(y)}ℓ∈I∪J ∀y ∈ Rn. Pelo Corolário 3.33, temos que

existe (I ′,J+) par gerador PLI do conjunto span+(I,A(x), Jf(x)) onde I ′ é o conjunto

de ı́ndices de alguma base de span{∇fℓ(x)}ℓ∈I∪J−
. Agora, usando o Teorema 3.2, temos

que existe V1(x) uma vizinhança de x tal que {∇fℓ(y)}ℓ∈I′ é LI ∀y ∈ V1(x). Como x

satisfaz CRSC, então o conjunto {∇fℓ(y)}ℓ∈I∪J−
tem posto constante em V (x) ⊂ V1(x).

Portanto,

span{∇fℓ(y)}ℓ∈I ′ = span{∇fℓ(y)}ℓ∈I∪J−
∀y ∈ V (x).
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Assim,

span+(I,A(x); Jf(y)) =



z ∈ Rn

∣∣ z =
∑

i∈I

λi∇fi(y) +
∑

j∈A(x)

µj∇fj(y), µj ≥ 0





=



z ∈ Rn

∣∣ z =
∑

i∈I

λi∇fi(y) +
∑

j∈J−

µj∇fj(y) +
∑

j∈J+

µj∇fj(y), µj ≥ 0





=



z ∈ Rn

∣∣ z =
∑

i∈I ′

λi∇fi(y) +
∑

j∈J+

µj∇fj(y), µj ≥ 0





= span+(I
′,J+; Jf(y)) ∀y ∈ V (x).

3.11 Demostração RCPLD implica CRSC

Teorema 3.40. Se x ∈ F satisfaz RCPLD, então x satisfaz a CRSC.

Demonstração. Seja Jf(y) = {∇fℓ(y)}ℓ∈I∪J ∀y ∈ Rn. Se J− = ∅ e como x satis-

faz RCPLD, então o conjunto {∇fℓ(y)}ℓ∈I=I∪J−
tem posto constante uma vizinhança

de x. Se J− 6= ∅, pela hipótese de que x satisfaz RCPLD e do Teorema 3.34, existe

I ′ um subconjunto de ı́ndices de alguma base de span{∇fℓ(x)}ℓ∈I de tal forma que

span+(I
′,J−; Jf(x)) é um subespaço. Então,

span+(I,J−; Jf(x)) = span+(I
′,J−; Jf(x)) = span{∇fℓ(x)}ℓ∈I′∪J−

.

Por outro lado, da definição J− seus elementos ℓ verificam

−∇fℓ(x) =
∑

i∈I′

λi∇fi(x) +
∑

j∈J−

µj∇fj(x).

Agora, aplicando o Lema 3.22 no conjunto {∇fk(x)}k∈I′∪J−
, temos que existe K ⊂ J−

e escalares µ
′

j > 0 ∀j ∈ K tais que

−∇fℓ(x) =
∑

i∈I′

λ′
i∇fi(x) +

∑

j∈K

µ′
j∇fj(x),

em que {∇fk(x)}k∈I′∪K é LI. Assim, pelo Teorema 3.2 existe Ṽℓ(x) uma vizinhança de x

tal que {∇fk(y)}k∈I′∪K é LI ∀y ∈ Ṽℓ(x).
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Do fato que x satisfaz RCPLD e tomando Vℓ(x) = Ṽℓ(x) ∩ V (x), V (x) vizinhança da

definição da RCPLD, temos que

{∇fi(y)}i∈I′ ∪ {∇fj(y)}j∈K∪{ℓ} é PLD ∀y ∈ Vℓ(x).

Deste modo, dado y ∈ Vℓ(x) existe um escalar µℓ(y) > 0 tal que

0 =
∑

i∈I′

λi∇fi(y) +
∑

j∈K

µj∇fj(y) + µℓ(y)∇fℓ(y).

Isso implica que

−∇fℓ(y) =
∑

i∈I′

λi

µℓ(y)
∇fi(y) +

∑

j∈K

µj

µℓ(y)
∇fj(y).

Assim, −∇fℓ(y) ∈ span+(I
′,J−; Jf(y)), ∀y ∈ Vℓ(x). Tomando V̂ (x) =

⋂
ℓ∈J−

Vℓ(x),

obtemos que −∇fℓ(y) ∈ span+(I
′,J−; Jf(y)) ∀ℓ ∈ J−, ∀y ∈ V̂ (x).

Logo, span{∇fk(y)}k∈I′∪J−
= span+(I

′,J−; J(y)) ∀y ∈ V̂ (x), quer dizer, o conjunto

span+(I
′,J−; Jf(y)) é um subespaço ∀y ∈ V̂ (x).

Além disso pelo Teorema 3.3, temos que existe V ′(x) uma vizinhança contida V̂ (x) tal

que a dimensão de span+(I
′,J−; Jf(y)) é maior ou igual que a dimensão de span+(I

′,J−; Jf(x)).

Vamos mostrar que existe uma vizinhança de x contida em V ′(x) tal que a dimensão

de span+(I
′,J−; Jf(y)) é menor ou igual que a dimensão de span+(I

′,J−; Jf(x)) para

todo y que pertence a essa vizinhança.

Para isto, do Teorema 2.5 item (iv) para o conjunto LI {∇fk(y)}k∈I′ , temos que

span{∇fk(y)}k∈I′ = pos[{∇fk(y)}k∈I′ ∪ {−∇fk(y)}k∈I′ ].

Desse modo,

span+(I
′,J−; Jf(y)) = pos

[
{∇fℓ(y)}ℓ∈I ′ ∪ {−∇fℓ(y)}ℓ∈I ′ ∪ {∇fj(y)}j∈J−

]
∀y ∈ V̂ (x).

Dados I ′ = {i1, · · · , im̃}, J− = {j1, · · · , jn−
} em que m̃ = card I ′ e n− = cardJ−,

definimos

vℓ(y) = ∇fiℓ(y), ℓ = 1, . . . , m̃,

vm̃+ℓ(y) = −∇fiℓ(y), ℓ = 1, . . . , m̃,
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v2m̃+ℓ(y) = ∇fjℓ(y), ℓ = 1, . . . , n−.

B = {1, 2, . . . , 2m̃+ n−}.

Assim,

span+(I
′,J−; Jf(y)) = posB(y), ∀y ∈ V̂ (x),

em que B(y) = {vℓ(y) | ℓ ∈ B}. Note que,

span+(I
′,J−; Jf(y)) = posB(y) = spanB(y), ∀y ∈ V̂ (x),

pois span+(I
′,J−; Jf(y)) é um subespaço.

SeB(x) é positiva independente, entãoB(x) é uma base positiva para span+(I
′,J−; Jf(x)).

Caso contrário, temos que existe vℓ(x) ∈ B(x) tal que vℓ(x) ∈ pos(B(x) \ {vℓ(x)}) ou

vℓ(x) = 0. Logo, para ambos casos temos que

posB(x) = pos(B(x) \ {vℓ(x)}). (3.14)

Portanto, span+(I
′,J−; Jf(x)) = pos[B(x) \ {vℓ(x)}]. Por outro lado, como vℓ(x) ∈

B(x) (vℓ(x) = 0), então −vℓ(x) ∈ posB(x) = pos(B(x) \ {vℓ(x)}), pois posB(x) é um

subespaço. Deste modo existem escalares, não todos nulos, αi ≥ 0 ∀i ∈ (B \ {ℓ}) tais

que

−vℓ(x) =
∑

i∈B\{ℓ}

αivi(x), (3.15)

usando o Lema 3.22 em (3.15), obtemos que

−vℓ(x) =
∑

i∈B̃

αivi(x), αi > 0, ∀i ∈ B̃ ⊂ (B \ {ℓ}),

onde {vi(x) | i ∈ B̃} é LI. Do Teorema 3.2 ,temos que existe Ñℓ(x) uma vizinhança de

x tal que {vi(y) | i ∈ B̃} é LI ∀y ∈ Ñℓ(x). Como x satisfaz RCPLD tomamos Nℓ(x) =

Ñℓ(x) ∩ V̂ (x), tal que {vi(y) | i ∈ B̃ ∪ {ℓ}} é PLD ∀y ∈ Nℓ(x).

Se ℓ ∈ {2m̃+1, · · · , 2m̃+n−} (ℓ ∈ {1, · · · , 2m̃}), então dado y ∈ Nℓ(x) existe um escalar

αℓ(y) > 0 (αℓ(y) 6= 0) tal que

0 =
∑

i∈B̃

αivi(y) + αℓ(y)vℓ(y), αi ∈ R ∀i,

então

−vℓ(y) =
∑

i∈B̃

αi

αℓ(y)
vi(y).
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Portanto, spanB(y) = span{B(y) \ {vℓ(y)}}, ∀y ∈ Nℓ(x). Assim,

span+(I
′,J−; Jf(y)) = span{B(y) \ {vℓ(y)}}, ∀y ∈ Nℓ(x).

Fazendo o mesmo processo para um número finito de passos e tirando os ı́ndices dos

vetores obtidos neste processo de B, obtemos um conjunto B̂ tal que

1. B̂(x) = {vℓ(x) | ℓ ∈ B̂} é uma base positiva para o subespaço span+(I
′,J−; Jf(x)).

2. Para todo y ∈ N̂(x) = ∩ℓ∈(B\B̂)Nℓ(x) o conjunto span+(I
′,J−; Jf(y)) é o subespaço

gerado por B̂(y) = {vℓ(y) | ℓ ∈ B̂}.

Pelo fato de B̂(x) ser uma base positiva do subespaço span+(I
′,J−; Jf(x)) e usando o

Teorema 2.24, temos que existe uma partição P = {B̂1, · · · , B̂k} de B̂ tal que pos{vℓ(x)}ℓ∈B̂1∪···∪B̂j

é um subespaço de span+(I
′,J−; Jf(x)) com dimensão

(∑j

i=1 card B̂i

)
− j para cada

j = 1, 2, · · · , k.

Para j = 1, então pos{vℓ(x)}ℓ∈B̂1
é um subespaço minimal. Se tiramos o vetor vℓ1(x) de

{vℓ(x) | ℓ ∈ B̂1}, os outros vetores são LI. Por outro lado usando o Teorema 2.6 item (ii),

temos escalares, não todos nulos, βi ≥ 0 para i ∈ B̂1 \ {ℓ1} tais que

−vℓ1(x) =
∑

i∈B̂1\{ℓ1}

βivi(x), (3.16)

em que {vi(x) | i ∈ B̂1 \ {ℓ1}} é LI. Além disso, pelo Teorema 3.2, existe S̃ℓ1(x) uma

vizinhança de x tal que {vi(y) | i ∈ B̂1 \ {ℓ1}} é LI ∀y ∈ S̃ℓ1(x). Agora, da hipótese que

x satisfaz RCPLD e tomando Sℓ1(x) = S̃ℓ1(x) ∩ N̂(x), temos que {vi(y) | i ∈ B̂1} é PLD

∀y ∈ Sℓ1(x). Portanto,

−vℓ1(y) ∈ span{B̂1(y)}, ∀y ∈ Sℓ1(x).

Logo, span B̂1(y) = span{B̂1(y) \ {vℓ1(y)}} ∀y ∈ Sℓ1(x).

Para j = 2, o subespaço pos{vℓ(x)}ℓ∈B̂1∪B̂2
tem dimensão card B̂1 + card B̂2 − 2. Con-

siderando (3.16), temos que

−vℓ1(x) ∈ pos B̂1(x) ⊂ pos{vi(x)}i∈B̂1∪B̂2
,

então

−vℓ1(x) ∈ pos{vi(x)}i∈B̂1∪B̂2
= span{vi(x)}i∈B̂1∪B̂2

.
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Assim, {vi(x) | i ∈ B̂1 ∪ B̂2, i 6∈ ℓ1} gera pos{vi(x)}i∈B̂1∪B̂2
. Além disso, existe vℓ2(x) ∈

{vi(x) | i ∈ B̂2} tal que {vi(x) | i ∈ B̂1∪B̂2, i 6∈ {ℓ1, ℓ2}} é uma base linear de pos{vi(x)}i∈B̂1∪B̂2
,

pois a dimensão de pos{vi(x)}i∈B̂1∪B̂2
é card B̂1+card B̂2−2. Por outro lado pelo Teorema

2.6 item (ii), temos que existem escalares, não todos nulos, βi ≥ 0 para i ∈ B̂1∪ B̂2 \{ℓ2}

tais que

−vℓ2(x) =
∑

i∈(B̂1∪B̂2\{ℓ2})

βivi(x).

Pelo Lema 3.22, obtemos que

−vℓ2(x) =
∑

i∈D

βivi(x), βi > 0, ∀i ∈ D ⊂ B̂1 ∪ B̂2 \ {ℓ2},

onde {vi(x) | i ∈ D} é LI. Do Teorema 3.2, então existe S̃ℓ2(x) uma vizinhança de x tal

que {vi(y) | i ∈ D} é LI ∀y ∈ S̃ℓ2(x). Pelo fato que x satisfaz a RCPLD e tomando

Sℓ2(x) = S̃ℓ2(x)∩Sℓ1(x), temos que {vi(y) | i ∈ D ∪ {ℓ2}} é PLD ∀y ∈ Sℓ2(x). Portanto,

−vℓ2(y) = span{B̂1(y) ∪ B̂2(y)} ∀y ∈ Sℓ2(x).

Logo, span[B̂1(y) ∪ B̂2(y)] = span{vi(y) | i ∈ B̂1 ∪ B̂2, i 6∈ {ℓ1, ℓ2}} ∀y ∈ Sℓ2(x).

Este processo pode ser levado k vezes e no final conclúımos que existe S(x) = ∩k
i=1Sℓi(x)

uma vizinhança de x tal que os k vetores não são necessários para gerar o espaço vetorial

span+(I
′, J−; Jf(y)), ou seja,

span+(I
′, J−; Jf(y)) = span[B̂1(y) ∪ · · · ∪ B̂k(y)]

= span[B̂1(y) ∪ · · · ∪ B̂k(y) \ {vℓ1(y) ∪ · · · ∪ vℓk(y)}] ∀y ∈ S(x).

Assim, a dimensão de span+(I
′, J−; Jf(y)) é menor ou igual a card B̂(y)− k = card B̂−

k = dim[span+(I
′, J−; Jf(x))] para cada y ∈ S(x). Portanto, tomando E(x) = S(x) ∩

V ′(x) uma vizinhança de x, obtemos que os espaços vetoriais span+(I
′, J−; Jf(y)) e

span+(I
′, J−; Jf(x)) tem a mesma dimensão para cada y ∈ E(x). Desse modo,

{∇fℓ(y) | ℓ ∈ I ∪ J−} tem posto constante para cada y ∈ E(x).

Finalmente, apresentaremos a demonstração da CPG implica a condição de Abadie

usando os seguintes lemas.
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Lema 3.41. Seja x ∈ F que está em conformidade com a condição de qualificação de

Mangasariam Fromovitz, isto é, o conjunto {∇fi(x)}i∈I é linearmente independente e

existe uma direção 0 6= d ∈ Rn tal que

∇fi(x)
Td = 0, i ∈ I, ∇fi(x)

Td < 0, i ∈ A(x).

Então, existe um escalar T > 0 e um arco continuamente diferenciável α : [0, T ] → Rn

tal que

α(0) = x,

α̇(0) = d,

fi(α(t)) = 0, ∀t ∈ [0, T ] i ∈ I,

∇fi(α(t))
T α̇(t) = 0 ∀t ∈ [0, T ], i ∈ I,

fj(α(t)) < 0, ∀t ∈ (0, T ] j ∈ J ,

∇fj(α(t))
T α̇(t) < 0 ∀t ∈ [0, T ], j ∈ J ,

(Para a prova, veja o Teorema 4.3.1 [6]).

Lema 3.42. Sejam x um ponto viável para (PNL) em que CPG é verdadeira e (I ′,J+)

o par gerador PLI associado. Então, existe 0 6= d ∈ Rn tal que

∇fi(x)
Td = 0, i ∈ I ′, ∇fj(x)

Td < 0, j ∈ J+.

Além disso, para qualquer tal d, existe um escalar T > 0 e um arco continuamente

diferenciável α : [0, T ] → Rn tal que

α(0) = x, (3.17)

α̇(0) = d, (3.18)

fi(α(t)) = 0, ∀t ∈ [0, T ], i ∈ I, (3.19)

fj(α(t)) ≤ 0, ∀t ∈ (0, T ], j ∈ J . (3.20)

Demonstração. Da hipótese (I ′,J+) é PLI, considerando o subconjunto

F̂ = {x | fi(x) = 0, i ∈ I ′, fj(x) ≤ 0, j ∈ J+}

do conjunto viável F e do Teorema 3.6, temos que existe um vetor d que satisfaz a

condição de MFCQ em x. Agora, pelo Lema 3.41, existe um escalar T > 0 e α : [0, T ] →

67



Rn um arco continuamente diferenciável. Tomamos 0 < T ′ ≤ T de tal maneira que

α(t) ∈ V (x), ∀t ∈ [0, T ′] em que V (x) é a vizinhança da definição da CPG no ponto x,

então

α(0) = x;

α̇(0) = d;

fi(α(t)) = 0, ∀t ∈ [0, T ′], i ∈ I ′;

∇fi(α(t))
T α̇(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ′], i ∈ I ′; (3.21)

fj(α(t)) < 0, ∀t ∈ (0, T ′], j ∈ J+,

∇fj(α(t))
T α̇(t) < 0, ∀t ∈ [0, T ′], j ∈ J+. (3.22)

Vamos mostrar que os ı́ndices ℓ ∈ (I ∪J−)\I
′ também satisfazem as restrições (3.19)

ou (3.20).

Pela definição da CPG em x, temos que qualquer ∇fℓ(y), ℓ ∈ (I ∪ J−) \ I ′, pode ser

gerado positivamente pelo par de ı́ndices (I ′,J+),∀y ∈ V (x). Então, existem escalares

λi(y), i ∈ I ′ e µj(y) ≥ 0, j ∈ J+ tais que

∇fℓ(y) =
∑

i∈I ′

λi(y)∇fi(y) +
∑

j∈J+

µj(y)∇fj(y). (3.23)

Agora definimos ϕℓ(t) = fℓ(α(t)), então

ϕ′
ℓ(t) = ∇fℓ(α(t))

′α̇(t).

De de (3.23), temos que

ϕ′
ℓ(t) =

∑

i∈I′

λi(α(t))∇fi(x)
T α̇(t) +

∑

j∈J+

µj(α(t))∇fj(α(t))
T α̇(t).

De (3.21) e (3.22), temos que

ϕ′
ℓ(t) ≤ 0, então fℓ(α(t)) ≤ fℓ(α(0)) = fℓ(x) = 0. (3.24)

Se ℓ ∈ J− e ℓ 6∈ I ′ e de 3.24, então (3.20) é satisfeita.

Se ℓ ∈ I e ℓ 6∈ I ′ e pela definição da CPG em x, temos que

−∇fℓ(y) ∈ span+(I,A(x); Jf(y)) ⊂ span+(I
′,J+; Jf(y)),∀y ∈ V (x). Podemos, então,

68



proceder como acima para ver que −ϕ′
ℓ(t) ≤ 0, implica − fℓ(α(t)) ≤ −fℓ(α(0)) =

−fℓ(x) = 0, assim

fℓ(α(t)) ≥ 0 ∀ℓ ∈ (I \ I ′) (3.25)

De (3.24) e (3.25), conclúımos que fℓ(α(t)) = 0,∀ℓ ∈ I e ℓ 6∈ I ′.

Teorema 3.43. Condição de qualificação CPG em x implica a condição de qualificação

de Abadie em x.

Demonstração. Vamos mostrar que F(x) ⊂ T (x). Dado d ∈ F(x) e d̄ que satisfaz o

Lema 3.42. Então, dado ε > 0, temos que d + εd̄ satisfaz a condição do Lema 3.42,

devido

∇fi(x)
T (d+ εd̄) = ∇fi(x)

Td+ ε∇fi(x)
T d̄ = 0, ∀i ∈ I ′;

∇fj(x)
T (d+ εd̄) = ∇fj(x)

Td+ ε∇fj(x)
T d̄ < 0, ∀j ∈ J+.

Portanto, existe T > 0 e arco viável continuamente diferenciável α : [0, T ] → Rn tal que

α(0) = x, α̇(0) = d+ εd̄.

Segue que d + εd̄ pertence ao cone tangente do conjunto viável em x, além disso, como

o cone é fechado, então d também está no cone tangente de x.

Na Figura 3.6 ilustramos as relações entre as diferentes condições de qualificação que

foram mencionadas neste trabalho.
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Conclusão

Nesta dissertação, apresentamos a teoria das bases positivas de um subespaço vetorial

de Rn para facilitar a compreensão da prova RCPLD implica CRSC, além disso obser-

vamos que as propriedades das bases positivas de um subespaço vetorial de Rn não são

semelhantes às propriedades das bases lineares como:

• A cardinalidade das bases positivas de um subespaço V não são iguais;

• Nem todos os subconjuntos de uma base positiva de V são bases positivas do menor

subespaço que os contém;

• A representação minimal de um elemento de V , subespaço gerado por uma base

positiva, nem sempre é única;

• Um subespaço V , gerado por uma base positiva não minimal, nem sempre pode ser

particionado em uma soma direta de subespaço minimais, mas usando a propriedade

da projeção linear de elementos de uma base positiva, conseguimos a partição.

Além disso, fizemos alguns exemplos e contra-exemplos para estabelecer as relações entre

as condições de qualificação.
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