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Resumo

Nesta tese estudamos identidades polinomiais em &lgebras associativas.
Mais precisamente, estudamos as A-identidades satisfeitas por algumas clas-
ses importantes de dlgebras. O primeiro resultado principal da tese con-
siste em uma descricao completa das A-identidades satisfeitas pela algebra
de Grassmann sobre um corpo algebricamente fechado e de caracteristica 0.
Desta maneira respondemos em afirmativo a uma conjetura devida a Henke
e Regev. Em seguida estudamos as A-identidades satisfeitas pela algebra
das matrizes triangulares superiores. Obtemos uma cota inferior para o grau
minimo de uma A-identidade satisfeita por tais algebras. Como consequéncia
obtemos uma resposta negativa a uma outra conjetura de Henke e Regev.
Além disso, descrevemos as A-identidades de grau 5, da algebra das ma-
trizes triangulares superiores de ordem 2, e obtemos os graus minimos de
A-identidades satisfeitas por tais algebras de ordem 3 e 4.

Abstract

In this PhD thesis we study polynomial identities in associative algebras.
More precisely we study the A-identities for several important classes of
algebras. The first main result of the thesis gives a complete description of
the A-identities for the Grassmann algebra over an algebraically closed field
of characteristic 0. In this way we give a positive answer to a conjecture
due to Henke and Regev. Afterwards we study A-identities for the upper
triangular matrix algebras. We give a lower bound for the minimal degree
of an A-identity satisfied by such algebras. As a corollary we give a negative
answer to another conjecture due to Henke and Regev. Furthermore we
describe the A-identities of degree 5 for the upper triangular matrices of
order 2 and compute the minimal degree of an A-identity for such algebras
of order 3 and 4.
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Capitulo O

Introducao

A area da matemadtica na qual se insere esta tese é algebra: teoria de anéis,
e mais especificamente, na teoria das dlgebras que satisfazem identidades
polinomiais, chamadas PI-dlgebras (do inglés Polynomial Identity).

A classe das Pl-algebras é muito ampla, ela engloba as algebras matriciais,
as de dimensao finita, bem como as algebras comutativas, e muitas outras
algebras de grande importancia para a matematica e as suas aplicagoes. Aqui
recordaremos brevemente o conceito de identidade polinomial (as defini¢oes
formais podem ser encontradas no Capitulo 1). As algebras consideradas
neste trabalho sempre serao associativas e unitarias, sobre um corpo K de
caracteristica 0. Um polinémio f(x1,...,x,) nas varidveis ndo comutativas
x1, ..., T, € com coeficientes em K, é uma identidade para a K-algebra R se
para quaisquer aq, ..., a, € R tem-se f(ay,...,a,) =0 em R. Se existir um
polinémio f # 0 com esta propriedade para a algebra R entao R é chamada
Pl-dlgebra, e f é uma identidade polinomial (PI) para R.

O inicio do estudo das algebras com Identidades Polinomiais deu-se por
volta de 1930, com os trabalhos de Déhn [3] e Wagner [23]. Nesses traba-
lhos pioneiros aparecem, embora implicito, algumas identidades polinomiais
para a algebra das matrizes de ordem 2. O leitor pode encontrar conceitos
parecidos ainda em trabalhos de Sylvester, por volta de 1852. A pesquisa
das PlI-algebras intensificou-se por volta de 1950, com uma série de traba-
lhos de Jacobson, Kaplansky e Levitzki. Enquanto esses trabalhos pioneiros
estudam a estrutura de uma algebra sabendo-se que ela satisfaga alguma
(qualquer) PI, na mesma época Kaplansky perguntou qual seria o menor
grau de identidade polinomial satisfeita pela dlgebra matricial de ordem n,
sobre um corpo. A resposta desta pergunta veio com o celebre Teorema de



Amitsur e Levitzki, um resultado cldssico e de grande importancia para o
desenvolvimento da teoria das algebras com identidades polinomiais ou PI
teoria. Nao ¢ dificil mostrar (e nds mostramos mais adiante) que a algebra
das matrizes M, (K) sobre qualquer anel comutativo K com unidade, nao
satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau menor que 2n. O teorema
de Amitsur e Levitzki afirma que o menor grau de uma identidade polinomial
para M,(K) é igual a 2n e, se K # Zy e n > 3, hd uma tunica identidade
polinomial de grau 2n, a menos de multiplos escalares. Esta identidade ¢é o
polinémio standard de grau 2n. Aqui recordamos que o polinomio standard
de grau k define-se assim:

Sk(ilfl, To, ... ,{Ek) = Z (—1)0.2130(1).’130(2) <o To(k),
€Sk
onde Sy é o grupo simétrico de grau k, das permutagoes dos simbolos 1, 2,
..., k, e (—1)? denota o sinal da permutagao o.

O teorema de Amitsur e Levitzki continuou atraindo a atencao de vérios
algebristas reconhecidos por varios anos, como se pode observar pelas re-
feréncias citadas na sequéncia. A demonstracao original de Amitsur e Le-
vitzki [1] foi baseada num raciocinio combinatério. Alguns anos mais tarde
B. Kostant [13] deu uma nova demonstracao do teorema, esta baseada em
propriedades co-homoldgicas de algebras de Lie e de resultados de Frobe-
nius sobre as representacoes do grupo simétrico e do grupo alternado. Mais
tarde, R. Swan [22] usou a teoria de grafos para dar uma nova demonstragao
do teorema. Essa demonstracao, embora muito elaborada, é absolutamente
elementar. Alguns anos depois Yu. Razmyslov [18] deu uma nova demons-
tracao do teorema, utilizando-se principalmente de algebra linear. Parece
que o ponto final foi posto por um aluno de doutorado (& época) de Amitsur,
S. Rosset [21], em 1976. Ele demonstrou o teorema numa pagina, utilizando
propriedades basicas da algebra de Grassmann e do trago matricial.

A importancia do teorema de Amitsur e Levitzki foi revelada em varios
trabalhos; provavelmente o mais importante desses é o teorema de Amit-
sur [2] de que toda PI-dlgebra satisfaz alguma poténcia de algum polindémio
standard, isto é, satisfaz a identidade s(x1, ..., )™ para alguns k e m. Por
outro lado, a algebra de Grassmann F de um espaco vetorial de dimensao
infinita sobre um corpo de caracteristica 0, nao satisfaz nenhuma identidade
standard. Entretanto, se a caracteristica do corpo é positiva, Kemer [11]
demonstrou que toda Pl-dlgebra satisfaz alguma identidade s;. No caso da
algebra E, se charK = p > 2, ela satisfaz a identidade standard sp,.
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A algebra de Grassmann tem um papel singular na teoria das PI dlgebras.
Ela possui uma graduacao natural com o grupo ciclico de ordem 2, e é uma
algebra supercomutativa. Tais propriedades da dlgebra de Grassmann foram
cruciais na pesquisa desenvolvida por Kemer que resultou, entre outros teo-
remas de grande importancia, na resolucao do famoso problema de Specht.
Aqui recordamos que o problema de Specht consiste em determinar se toda
algebra associativa sobre um corpo de caracteristica 0, possui uma base finita
das suas identidades. Kemer desenvolveu uma teoria sofisticada dos ideais
de identidades polinomiais na algebra associativa livre, da qual conseguiu
obter, como uma conseqiiéncia, a resposta afirmativa do problema de Spe-
cht. O leitor podera encontrar mais detalhes sobre o trabalho de Kemer na
monografia [12]. Como nao precisaremos dessa teoria para o nosso trabalho
omitiremos os detalhes.

As identidades polinomiais da dlgebra de Grassmann foram descritas por
Krakowski e Regev [14], em 1973. Eles mostraram, em particular, que todas
as identidades da &algebra de Grassmann sao consequéncias do polinémio
[[z1, 2], x3] onde [a,b] = ab — ba é o comutador de a e b. Recordamos
que este resultado foi obtido em 1963 por Latyshev em [15]. Krakowski e
Regev descreveram completamente a estrutura das identidades da algebra de
Grassmann, e desenvolveram métodos extremamente importantes para a PI
teoria naquele trabalho.

E bem conhecido que as identidades satisfeitas por uma algebra R deter-
minam-se por todas as identidades multihomogéneas desde que o corpo K
seja infinito. Se, ainda mais, a caracteristica do corpo é 0, as identidades mul-
tilineares determinam todas as identidades da élgebra. Seja X = {z1,zo,...}
um conjunto infinito enumerdvel de varidveis e seja K(X) a élgebra associ-
ativa e com unidade livre, livremente gerada sobre K pelo conjunto X. Se
R é uma algebra denotamos por T'(R) o conjunto de todas identidades poli-
nomiais de R. E bem conhecido e imediato que T(R) é um ideal em K (X)
e que ele é invariante por endomorfismos da algebra K (X). Denotamos por
P, o conjunto dos polinomios multilineares de grau n nas variaveis xy, ...,
x, em K(X). Assim o K-espago vetorial P, tem como base os monoémios
To(1)To(2) - - - To(n), Onde 0 € S, e dim P, = n!. O espaco P, é um médulo
(a esquerda) sobre o grupo simétrico S,, de maneira natural: os elementos
de S,, permutam as varidveis. Mais precisamente P, é canonicamente iso-
morfo ao médulo regular KS,. Entao P, N T(R) é um submdédulo de P, e
podemos estudar este submédulo com a finalidade de descrever as identida-
des de R. Aqui recordamos que as representacoes do grupo simétrico foram



descritas por Schur, e atualmente a teoria das representacoes de S, é bem
desenvolvida.

Mas ha um porém em tal abordagem: Regev demonstrou que P, N T(R)
é muito grande quando n — oo. Portanto é mais facil estudar o quociente
P,/(P,NT(R)) = P,(R). De fato, Regev demonstrou em [19] que se a dlgebra
R satisfaz uma identidade de grau d, entao para todo n vale a desigualdade
cn(R) = dim P,(R) < (d—1)?". Observe que esta tltima fungao cresce muito
mais “vagarosamente” do que n!l.

Recordamos que a descrigao das identidades satisfeitas por uma algebra
dada é uma tarefa extremamente dificil, embora de grande importancia. Sao
muito poucas as algebras para as quais sabe-se uma tal descrigao: a dlgebra de
Grassmann (Krakowski e Regev), a das matrizes de ordem 2 (Razmyslov [17]
e Drensky [4]), as matrizes triangulares superiores (vérios autores). Conhece-
se o conjunto gerador das identidades do quadrado tensorial da algebra de
Grassmann, e esta é a lista (mais ou menos) completa.

Portanto foram feitas varias pesquisas sobre outros tipos de identidades
em algebras. Aqui mencionamos (sem entrarmos em detalhes) as identidades
com traco, com involucao, as identidades fracas, e as graduadas. Nos ultimos
anos iniciou-se uma pesquisa sobre as chamadas A-identidades. Seja

f = Z QTo(1)Lo(2) -+ - Lo(n) € Pn7 Qo € Ku

gES)

um polinomio multilinear de grau n. O polinémio f é chamado um A-
polinémio se o, = 0 sempre que o ¢ A,, o grupo alternado. O conjunto
dos A-polinémios de grau n serd denotado por P2, Se R é uma &lgebra,
entdo f é uma A-identidade para R se f € PANT(R).

As representacgoes do grupo alternado A,, sdo bem conhecidas; elas foram
descritas pela primeira vez por Schur. Mais adiante nés recordaremos como
se constroem as representacoes irredutiveis de A,. Usando-se a teoria das
representacoes de A,,, Henke e Regev comecaram o estudo das A-identidades
em algebras, por volta de 2000.

Discutimos mais adiante varios tépicos relacionados com A-identidades,
aqui ressaltamos que qualquer PI-algebra R satisfaz A-identidades. Mais pre-
cisamente, se f(z1,...,x,) é qualquer identidade multilinear nao trivial para
R, entdo o polinémio f(z12z2, X3y, ..., Ton 3T, 2, Ton_1) € Obviamente uma
identidade para R; ela é uma A-identidade, um fato de verificacao imediata.

Neste trabalho tratamos A-identidades em algumas algebras importantes.
Nosso estudo foi motivado pelas pesquisas de Henke e Regev; entre os mais
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importantes resultados desta tese sao as respostas de duas conjeturas de
Henke e Regev, as quais descreveremos abaixo.

Em 2003 esses dois algebristas descreveram de uma maneira adequada a
PI teoria as representacoes do grupo alternado e os seus modulos irredutiveis
(ver [10]). Num outro trabalho eles estudaram as A-identidades da dlgebra de
Grassmann E (ver [8]). E bem conhecido (Krakowski e Regev, 1973) que a n-
ésima codimensao ¢, (E) satisfaz a igualdade ¢, (E) = 2"~!. Aqui ressaltamos
que sdo muito poucas as algebras R para as quais sabemos ¢,(R); além da
algebra de Grassmann, da algebra matricial de ordem 2 e das algebras das
matrizes triangulares superiores, praticamente nao ha outra algebra R para
a qual ¢,(R) é conhecido.

Henke e Regev, em 2003, descreveram em certos termos as A-identidades
da dlgebra de Grassmann (ver [8]). Ainda mais, eles calcularam as A-
codimensoes desta algebra. Eles demonstraram que

cA(E) = dim(PA/(PANT(E))) =2""—1.

Como ja foi mencionado, as identidades de F seguem do comutador
de comprimento 3, [r1, 29, x3]. Entao a algebra E satisfaz a A-identidade
[z129, X34, 5] de grau 5. Mas ela satisfaz A-identidades de grau 4. Mais
precisamente, o polindmio

f($173527553, 5U4) = [$17 $2933]934 - $4[$1, $3932]

é uma A-identidade para E. Henke e Regev ainda conjeturaram que o po-
linomio f gera todas as A-identidades para E no seguinte sentido (observe
que ele é bem mais forte que a simples geragao).

Sejam 0 € A, e 0 <r <n — 4. Denote por p,, € g, 0S MONOMIios

Pro = To(1) - - - Lo(r)s  Gro = Lo(r+5) - - - Lo(n)-

Defina f, , como sendo o A-polinomio

f'r,a = pr,a<[xa(r+1)7 xa(r+2)xa(r+3)]xa(r+4) = To(r+4) [xa(r—l—l)a xa(r+3)xa(r+2)])qr,cr-

Entao os polinoémios f,, geram o espago vetorial de todas as A-identidades
de grau n para FE.

No mesmo trabalho Henke e Regev observaram que a algebra matricial
de ordem 2 nao satisfaz nenhuma A-identidade de grau 5, e que ela satisfaz



varias A-identidades de grau 6. Isso os levou a conjetura que o grau minimo
de uma A-identidade para a algebra M, (K) é igual a 2n + 2.

Neste trabalho providenciamos respostas as duas conjeturas acima. A
seguir descrevemos como a tese esta organizada.

No primeiro capitulo introduzimos varios conceitos fundamentais para o
desenvolvimento do trabalho. Decidimos incluir as principais defini¢oes e
nocoes da PI teoria, para tornar a tese mais independente de outras fontes.
Mas para nao exagerar muito no volume da tese, optamos por omitir algu-
mas demonstragoes “candnicas” na PI teoria. O leitor pode encontrar essas
demonstragoes nas monografias [5] e [6]. Assim introduzimos os conceitos de
identidade polinomial, identidades multihomogéneas e multilineares, e discu-
timos a questao das identidades de menor grau para as algebras matriciais.

No segundo capitulo recordamos os fatos basicos sobre as representagoes
irredutiveis do grupo simétrico e alternado, e como elas podem ser utilizadas
no estudo de Pl-algebras. Esses fatos podem ser encontrados em [5, 6], bem
como nos artigos de Henke e Regev [8, 9, 10].

Descrevemos, também no segundo capitulo, as identidades ordinarias sa-
tisfeitas pela algebra de Grassmann. Na tultima se¢cao do Capitulo 2, demons-
tramos o nosso primeiro resultado, Teorema 2.5.2: a veracidade da conjetura
de Henke e Regev sobre as A-identidades da algebra de Grassmann. Os
resultados desta segao foram publicados no artigo [7].

No Capitulo 3, estudamos as A-identidades da &lgebra U, (K) das ma-
trizes triangulares superiores de ordem n sobre corpos K de caracteristica
0. Comecamos com uma breve exposicao do conhecido teorema de que as
identidades de U, (K) seguem do polinoémio [z, xs] . .. [T2,_1, T2n)-

Na segunda secao do capitulo descrevemos as A-identidades para a dlgebra
Us(K). Em particular mostramos que o grau minimo de uma A-identidade
para esta algebra é 5, e descrevemos todas as A-identidades de grau 5, usando
a teoria das representacoes do grupo A,.

Os principais resultados deste capitulo estao na secao 3. Demonstramos
o Teorema 3.3.16: para qualquer nimero natural k£ existe um ng tal que
para todo n > ng, o grau minimo de uma A-identidade para U, (K) é maior
que 2n + k. Temos uma resposta negativa a conjetura de Henke e Regev
sobre o analogo do teorema de Amitsur e Levitzki para A-identidades. Mais
precisamente, como U, (K) é uma subdlgebra da édlgebra matricial M, (K),
toda identidade (em particular A-identidade) de M,,(K') serd uma identidade
para U, (K). Portanto, dado um nimero k, para n suficientemente grande,
nao pode existir A-identidade para M, (K) cujo grau é 2n + k.
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Definicoes e Exemplos de PI-algebras

Nesta secao recordamos alguns conceitos basicos sobre PI-algebras e introdu-
ziremos as notagoes que serao usadas ao longo da tese. Enunciamos o famoso
Teorema de Amitsur e Levitzki e colocamos algumas identidades satisfeitas
por algebras importantes, dentre elas a algebra das matrizes triangulares su-
periores e algebra de Grassmann, que serao estudadas por ndés nos proximos
capitulos.

Ao longo do texto, fixamos a notacao K para um corpo arbitrario e N
para o conjunto dos ntimeros naturais {1,2,...}.

Definigao 1.1.1. Seja X = {x1,xs,...} um conjunto infinito e enumerdvel
de varidveis. Denotamos por K(X) a dlgebra associativa livre com unidade,
isto €, K(X) tem uma base formada por 1 e pelas palavras

Tiy o Ty, Ty €X, nEN,
com multiplicacao definida por
(C(]il .. C(,’%)(l’jl C l’jm) =Ty -0 - Lj Ty oo - T

Todas as algebras consideradas ao longo do texto serao associativas e com
unidade. Assim, ndao mencionaremos mais a propriedade associativa e com
unidade, escreveremos apenas algebra.

Definigao 1.1.2. Sejam f(z1,...,x,) € K(X) e R uma dlgebra. Dizemos
que f(x1,...,x,) € uma identidade polinomial para R se

flry,...,m) =0,



para todo ri,...,r, € R. Neste caso, se f(x1,...,x,) € um elemento nao
nulo de K(X), dizemos que R é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.1.3. A dlgebra R € comutativa se, e somente se, satisfaz a iden-
tidade polinomial [x1, 2] = T129 — To27.

Exemplo 1.1.4. Seja R uma dlgebra de dimensao finita com dim R < n.
Entdo R satisfaz a identidade standard de grau n

Sn(l’l, - ,:L‘n) = Z (—l)gxg(l) o Zo(n),
oESy
onde S, € o grupo das permutacoes de {1,2,...,n} e (—=1)7 € o sinal de o.

De fato, uma vez que o polinomio standard é multilinear, basta verificar que
s, se anula sobre os elementos da base de R. Quando escolhemos n elementos
da base, pelo menos um deles se repete. Logo, s, se anula sobre essa escolha
pois é um polinomio anti-simétrico.

Em 1950 no artigo Minimal identities for algebras, Amitsur e Levitzki [1]
demonstraram o seguinte resultado:

Teorema 1.1.5. A dlgebra M,(K), das matrizes de ordem n, satisfaz a
tdentidade standard de grau 2n

Sgn(l'l, e ,I’Qn) = Z (—1)0.1‘0-(1) .. -xa(Zn)-

o€Son

Em [5] encontramos duas demonstragoes para o teorema: uma feita por
Razmyslov (na pagina 80) e a outra feita por Rosset (na pdgina 82). Outras
demonstragoes podem ser encontradas em [1], [13] e [22].

Definicao 1.1.6. Dizemos que o polinomio
[$1, 33'2] = T1x2 — Taxy

¢ o comutador de comprimento 2. Por inducao, definimos o comutador de
comprimento n por

[T1, .. @] = ([, oy Tasa], 20

Exemplo 1.1.7. A dlgebra U, (K), das matrizes triangulares superiores de
ordem n, satisfaz a identidade

f(l‘l, Ce ,.IQn) = [$1, ZEQ] Ce [l’gn_l, Izn].



De fato, se ri,7m9 € U,(K), entdo [ry, ] pertence a U, (K) e possui diagonal
nula. Como o produto de n matrizes em U,(K'), com diagonal nula, é a
matriz nula, segue o resultado.

Definicao 1.1.8. Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2. A
dlgebra gerada por uma sequéncia de elementos {1,ey,ea, ...}, satisfazendo
as relagoes

62‘6]' + 6j67; = 0,

¢ chamada dlgebra de Grassmann (ou Ezterior) e a denotamos por E.

O conjunto D, formado por 1 e pelos elementos
€y - - €4, talque 1<ty <...<ty,, n>1

¢ uma base para E. O comprimento de um elemento da base e;, ...e;, € D
é n. Entao obtemos os seguintes fatos:

1. Se a € D tem comprimento par, entao a pertence ao centro de F.
2. Se a, b € D tém comprimentos impares, entao ab = —ba.

Exemplo 1.1.9. A dlgebra de Grassmann E satisfaz a identidade polinomial

f($1,$2,903) = [$1,$2,$3]-

De fato, uma vez que [x1, 22, x3] é multilinear, é suficiente verificar que
la1,az2,a3] = 0 para os elementos da base de E. Se a; ou as tem compri-
mento par, entdo [a1,as] = 0. Se a; e as tém comprimentos impares, entao
[al, ag] = 2a;a5 tem comprimento par e segue o resultado.

Definigao 1.1.10. Seja {f; | i € I} um subconjunto de K(X). A classe
0, formada pelas dlgebras que satisfazem as identidades f;, para todo i €
I, é chamada uma variedade. O conjunto T (W) formado pelas identidades
polinomiais satisfeitas por todas as dlgebras da variedade B é o T-ideal (ou
ideal verbal) de U. Dizemos que o T-ideal T'(*0) € gerado como um T-ideal
pelo congunto {f; | i € I}. Usamos a notagio T(UV) = (f; | i € I)T e dizemos
que o congunto {f; | i € I} é uma base das identidades polinomiais para ‘U.
Os elementos de T(0) sao chamados consequéncias dos polindmios da base.
Se R é uma dlgebra qualquer, denotamos por T(R) o T-ideal das identidades
polinomiais de R.



Um caso particular da definicao ocorre quando consideramos o T-ideal
gerado por um polinomio. Assim, dizemos que um polinomio g é uma con-
sequéncia de f, se g estd no T-ideal gerado por f. Esta é uma situacao
que ocorre, por exemplo, com as algebras de Grassmann e das matrizes tri-
angulares superiores. Nos proximos capitulos daremos uma descricao das
identidades dessas dlgebras, mostrando que

T(Un(K)) = {[x1,29] . .. [Ton_1, 222} € T(E) = ([x1, T, x3])7.

Proposicao 1.1.11. Se P é um conjunto de polinomios, entao o T-ideal
gerado por P ¢ formado por combinacoes lineares de elementos do tipo

uf(gh s 7gn)vv
onde u, g;,v € K(X) e f € P.
Demonstragao. Seja J o ideal bilateral de K (X) gerado por

{f(g1,---,90) | g5 € K(X) e f € P}

Para provar o resultado, basta mostrar que, se ‘U ¢é a variedade determinada
por P, entao a dlgebra F' = K(X)/J pertence a ¥. Para isso, dado um
elemento qualquer g € K(X), definimos g =g+ J. Se g1,...,9, € K(X) e
f € P, entao

f(ma7g_n):f(gla>gn):()
Logo, f é identidade para F'. &

1.2 Identidades Multilineares

Nesta secao mostraremos que dependendo do corpo, um T-ideal é determi-
nado pelos seus elementos multihomogéneos (corpo infinito) ou multilineares
(corpo de caracteristica 0). Além disso, fazemos uma breve andlise sobre as
identidades de M, (K) e introduzimos alguns conceitos importantes, como
por exemplo codimensao.

Definigao 1.2.1. Um polinomio f(x1,...,x,) € homogéneo de grau b em x;,
se € uma combinacdo linear de monomios tais que: em cada monomio de f,
a varidvel x; aparece b vezes. Se f(xy,...,x,) € homogéneo de grau b; em x;,
para todo i = 1,...,n, dizemos que f(x1,...,x,) € multihomogéneo de grau
(b1,...,b,). Um polinémio multihomogéneo de grau (1,...,1) é chamado
multilinear de grau n.
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Denotamos por P, o espaco vetorial de todos polinomios multilineares de
grau n, nas variaveis xi, xs, ..., T,. Entao P, tem uma base

{xg(l) o Lo (n) ’ o€ Sn}
Quando necessario, usaremos a notacao Py para denotar o corpo K.

Definicao 1.2.2. Dois conjuntos de polinomios sao equivalentes se eles ge-
ram o mesmo T-ideal.

Proposicao 1.2.3. Seja
f(xlv---axm) = Zfz € K<X>’
=0

onde f; € a componente homogénea de f de grau i em x;.

(i) Se o corpo K possui mais que n elementos, entao {f} e{fo, f1,---, fu}
sao equivalentes.

(ii) Se o corpo K € de caracteristica 0, entio {f} € equivalente a um
conjunto (finito) de polinomios multilineares.

Demonstragio. (i) Seja V = (f)T o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolha
n+1 elementos diferentes ay, o, ..., a, de K. Uma vez que V é um T-ideal,

n
flajzy, zo, .. ) = Zazfi(xl,xg,...,xm) eV.
i=0

Consideramos estas equagoes como um sistema linear cujas incégnitas sao

fo, f1, -, fn. Como seu determinante
2 n
1 ap ozg S
n
1 oy aof ... of
2 n
1 ay a3 ... of :H(O‘j_ai>
S : i<j
2 n
1 ap o ... ap

é o determinante de Vandermonde e é diferente de zero, temos que cada f;
pertence a V. Aqui observamos que se um sistema linear com coeficientes
num corpo ¢ de solugao unica, entao esta solucao consiste de elementos do

11



corpo. Assim temos que as identidades polinomiais f; sao consequéncias de
f.

(ii) Usaremos o processo de linearizagdo. Pelo item (i), temos que f é
equivalente a um conjunto de polindmios multihomogéneos. Assim, para
provar o resultado, basta mostrar que todo polindbmio multihomogéneo é
equivalente a um multilinear. Suponha f multihomogeéneo e seja d o grau de

f em zy. Escreva f(y1 + 2,22, ...,2y) € V na forma
d
fyr +y2, 2, ) = Zfi(yl,y%x% e Tm),s
i=0

onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Temos que f; € V e
flxy, .. xy) =dfi(x, 21, 20, .. T)
Logo, {f} e {f1} sdo equivalentes com
deg, f1i=1 e deg, fi=d—1.

Por induc¢ao, podemos exibir um polinomio multilinear equivalente a f. <

Chamamos a atencao do leitor para o fato que se f é um polinomio, entao
existe um polindmio multilinear f’ que é uma consequéncia de f, indepen-
dente do corpo K considerado. De fato, basta observar a relagao entre o grau
de f em x; e os graus de

g:f(yl+y27$27"'7xm)_f(yhx%"'?xm)_f(y%x?a"')l'm)

em Yy e Yo.
A afirmacao a seguir é conhecida pelo nome em Inglés Staircase Lemma,
que nos traduzimos.

Lema 1.2.4 (Lema sobre a Escada). A dlgebra M,(K), das matrizes de
ordem n, nao possui identidade polinomial de grau menor que 2n.

Demonstracao. Se M,(K) satisfaz uma identidade de grau m < 2n, entao
também satisfaz uma identidade multilinear

flzr,. ... xm) = Z AoTo(1) - - - To(m), Mo € K,

UGSm
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de grau m. Sem perda de generalidade, podemos assumir o coeficiente do
monomio x1s ... xT,, ser diferente de 0, isto é, ay # 0. Assim,

0= f(ella €12, €22, €23, . .. 7€pq) = (1€14,

onde p = q ou p = q — 1, dependendo da paridade de m. Portanto a; = 0, o
que é uma contradicao. O

Assim, pelo Lema 1.2.4 e pelo Teorema 1.1.5, concluimos que 2n é o
menor grau para uma identidade de M, (K). O préximo corolario afirma
que o polinomio standard sy, ¢ a tnica, a menos de um miltiplo escalar,
identidade de menor grau para M, (K). Omitiremos a demonstracao; o leitor
interessado pode encontré-la em [5, p. 78].

Corolario 1.2.5. Sejamn > 2 um niumero natural e K um corpo tal queK #
Zy quandon = 2. Se f(x1,...,x2,) € uma identidade polinomial multilinear
de grau 2n para M, (K), entdo

flxy, . xen) = ason(T1, ..., Tay),
para algum o € K.

Como observamos anteriormente, o corolario acima nao é valido somente
quando n = 2 e K é o corpo com 2 elementos. Neste caso aparecem identi-
dades de grau 4 para My(K) que ndo sao multiplos de s4.

Proposicao 1.2.6. Denote por R = L(V') a dlgebra dos operadores lineares
T :V — V, onde V é um espago vetorial de dimensao infinita sobre K.
Entao R nao é uma Pl-dlgebra.

Demonstracao. Suponha que f é uma identidade para R de grau n. Como
M, (K) é isomorfa a uma subalgebra de R, temos que f é uma identidade
para M, (K), o que é uma contradi¢ao pelo lema anterior. %

Pela Proposicao 1.2.3, se o corpo K ¢ de caracteristica 0, entao todo T-
ideal é gerado pelos seus polinomios multilineares. Acontece que, em muitas
situagoes, analisar P, N T(R) torna-se algo muito trabalhoso e portanto,
convém analisar o quociente



Definicao 1.2.7. Se R é uma Pl-dlgebra, dizemos que

cn(R) = dim neN,

P,NT(R)’
¢ a n-ésima codimensdo do T-ideal T'(R).

Mostraremos no Capitulo 2, que a n-ésima codimensao do T-ideal da
algebra de Grassmann é
cn(E) =2"1
Outra ferramenta que é muito utilizada, quando o corpo K possui carac-
teristica 0, é a acao do grupo .S,, sobre P,.

Definicao 1.2.8. Definimos uma funcao ¢ : KS, — P, por linearidade e
por

0(0) = Zo(1) - - - To(n)
para todo o € S,,.

Temos que P, é um S,-moédulo a esquerda. De fato, se o, 7 € 5, entao
defina o produto

O-Tr1)---Tr(n) = Lor(1l) - - - Lor(n)-
Observe que o grupo S, age sobre um polinémio f(zy,...,z,) € P, da
seguinte maneira:
o - f(xla o a‘rn> - f(xa(l)) .. 7$a(n))7

onde o € S,. Assim, P, NT(R) é um S,-mddulo a esquerda e consequen-
temente o quociente P,/P, N T(R) também é. Diante dessa agao de S,
muitos resultados sao obtidos em termos das representagoes de S,,. Assim,
no proximo capitulo, reservaremos uma secao para resumir alguns fatos im-
portantes sobre a teoria de representacgoes de S,,.

Observamos que em geral a dimensao do espago (e S,-médulo) P, NT(R)
¢ muito grande, se T(R) # 0. Em outras palavras, dim(P, N T'(R)) é um
nimero préoximo a n!, quando n — oco. Por outro lado, Regev demonstrou
em [19] que se T'(R) # 0, entao dim P, /(P, NT(R)) < (d —1)*", onde d é o
grau de alguma (qualquer) identidade polinomial satisfeita por R. Veja que
(d — 1)* < n!, e portanto ¢ melhor estudar o quociente P,/(P, NT(R)) e
nao P, NT(R).
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Definicao 1.2.9. Um polinomio f € chamado prdprio, se ele é uma com-
binacao linear de produtos de comutadores, isto é€,

f = Zagga

onde ag € K e g € um elemento do tipo

[l’iu, Liggy - ,CEiljl][ZUin, Liggy« - ,xizjz] e [l’inl, Loy« - ,asinjn].

Nos assumimos que 1 € um polinomio proprio e denotamos por B o conjunto
de todos os polinémios proprios de K(X). Denotamos por I',, o conjunto de
todos os polinomios proprios multilineares de grau n, ou seja, I'yy, = BN P,.

Uma demonstracao da proxima proposicao pode ser encontrada no livro
5, p. 43].

Proposicao 1.2.10. Seja R uma Pl-dlgebra com T-ideal T'(R). Se o corpo
K € infinito, entao T'(R) € gerado pelos seus elementos prdprios. Se o corpo
K € de caracteristica 0, entao T(R) € gerado pelos seus elementos prdprios
multilineares.

A demonstrac¢ao do préximo teorema pode ser encontrada em [5, p. 47].

Teorema 1.2.11. Seja R uma Pl-dlgebra sobre um corpo de caracteristica
0. Para cada n € NU{0} defina

r

Entao a sequéncia das codimensoes de T(R) é dada por

eot) =3 (7wt

k=0

Chamamos a sequéncia (7,(R)), definida no teorema, de sequéncia das codi-
mensoes proprias.
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1.3 A-identidades

Nesta secao introduzimos o conceito de A-identidade, objeto central desta
tese que sera analisado nos Capitulos 2 e 3 nas édlgebras F e U, (K) respec-
tivamente.

Sejam S,, o grupo das permutagoes de {1,...,n} e A, o grupo das per-
mutagoes pares de S,,.

Definigao 1.3.1. Seja P4 o espago vetorial com base

{ZL’U(l) o Lo (n) | o c An}

Os elementos de P2 sdo chamados A-polinémios ou polinémios pares. Se
R ¢ uma dlgebra com uma identidade f € P2, entio dizemos que f é uma
A-identidade para R.

Note que se R é uma Pl-algebra, entao ela satisfaz alguma A-identidade.
De fato, se f(z1,...,2,) é um polinémio multilinear, entao

f($1$2, T3T4y ...y, Loap—3T2n—2, 372n—1)

é uma A-identidade. Por exemplo, como a édlgebra de Grassmann F satisfaz
a identidade [x1, z9, 23], temos que E satisfaz a A-identidade

[T122, T3%4, T5).

E facil mostrar que E nao possui A-identidades de grau menor ou igual a
3. Porém, o préoximo resultado nos fornece uma A-identidade de grau 4 que
sera alvo do nosso estudo.

Proposicao 1.3.2. O polinomio par
f(w1, 29, 03, 24) = [21, Dow3)T4 — w471, T372]
¢ uma A-identidade para a dlgebra de Grassmann E.

Demonstracao. Daremos duas demonstracgoes diferentes, sendo que a pri-
meira pode ser encontrada em [8].

(D1) Como o polinomio é multilinear, basta verificar que ele se anula sobre
os elementos da base de F. Sejam aq, as, az, ay elementos da base

D:{l}U{61161262n|21<22<<Zn}
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i) Se a; ou asas possui comprimento par, entao ele pertence ao centro de
E e portanto f(ay,as,as,a4) = 0. Observe que se asas possui comprimento
par, entao agas também possui comprimento par.

ii) Suponhamos a; e asaz de comprimentos impares. Sem perda de gene-
ralidade, assuma que ay e az possuem comprimentos par e impar respectiva-
mente. Entao [ay, asas] = [a1, azas] é central e portanto f(aq,as,as,ay) = 0.

(D2) Se substituimos, de maneira adequada, duas varidveis em [zq, X2, 3]
pelo produto de duas, obtemos uma A-identidade para E. Por exemplo
[x179, T374, T5]. Agora, substituindo uma varidvel pelo produto de duas, te-
mos

(1, Xoxy, 4] = [T1, Tow3|xy — 24|21, T2T3)].

Uma vez que xox3 = T3%9 + [T, 3] segue que

(21, oxs, 24] = f(21, T2, T3, 24) — T4[T1, [72, 73]]
e portanto

f(x17 T, X3, x4> - [1'1, ToZ3, I4] - 'r4['r27 X3, xl]
concluindo o resultado. &
Proposicao 1.3.3. Sejam Ty e Ty dois T-ideais de K(X), onde K ¢é um
corpo de caracteristica 0. Entao Ty = Ty se, e somente se, T\N P} = ToNPA,

para todo n € N. Em particular, duas dlgebras Ry e Ry possuem as mesmas
identidades se, e somente se, possuem as mesmas A-identidades.

Demonstracao. A implicagao (=) é ébvia. Provaremos a reciproca: como o
corpo K ¢ de caracteristica 0, temos pela Proposicao 1.2.3 que todo T-ideal
é gerado pelos seus elementos multilineares. Assim, devemos provar que os
elementos multilineares de 77 e T, coincidem, isto é, Ty N P, =T, N P, para
todon € N. Se f(z1,...,z,) € T1 N P,, entao

g(h, cee ,1’2n) = f(I19€27 3Ty, ... 7I2n—lx2n>

pertence a T NP5} e portanto a Ty N Pk, Logo,

9(3317 17:637 17 ceoy Lon—1, 1) = f(xl,.fl:g,xg) ... 7"1:21171) S T2

e renomeando as varidveis temos que f(x1,xs,...,x,) € To N P,. Provamos
que T'N P, C T, N P, e para provar que T, N P, C T} N P, usamos 0 mesmo
argumento. &
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Capitulo 2

Algebra de Grassmann

2.1 Identidades da Algebra de Grassmann

Nesta se¢ao descrevemos as identidades polinomiais da dlgebra de Grassmann
E e a sequéncia das codimensoes do T-ideal T'(F). Assumimos que o corpo
K é de caracteristica 0.

Lema 2.1.1. Seja G = ([x1, 22, x3))T 0 T-ideal de K{(X) gerado pelo comu-
tador triplo [xq,x9, x3]. Entao os polindmios

(21, 2] [wa, 3] € [11, o] |3, T4] + [71, 23][T2, 4]
pertencem a G.
Demonstracao. Usando a identidade
[uv, w] = [u, wlv + ulv, w]
obtemos que o polinémio [z, 2%, 3] € G é dado por
[x1, 73, 23] = [[21, To]@o + Ta[21, T2, 23] =

= (21, T2, T3]T2 + [21, T2][T2, T3] + [T2, T3] [21, T2] + X2[T1, T2, 73]

Observando que o primeiro e tultimo termo da soma pertencem a G, segue
que
(21, 2] (T2, T3] + [T2, T3] [71, 2] € G.
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Pela igualdade
(1, xo][wa, T3] + [12, w3][T1, Ta] = 2[x1, T|[w2, 3] + [[T2, 23], [21, 2]
e por [[za, 3], [r1, x2]] = [xe, 3, [T1, 2]] pertencer a G temos que
(21, xo][wo, 3] € G.
A linearizacao desse polinomio é
f@1, w2, 05, w3) = [21, 22][h, 3] + [w1, 2h][72, 23]

e também pertence a G. Logo,

f(1, xe, k3, 24) = [21, Ta][T3, 4] + [71, 3] [22, 24] € G,

concluindo o resultado. &

A demonstragao do préximo teorema pode ser encontrada em [5, p. 50].
Outras demonstracoes sdo dadas em [14] e [15].

Teorema 2.1.2. Seja K um corpo de caracteristica 0 e seja E a dlgebra de
Grassmann.

(i) O T-ideal T(E) € gerado por [xq,x2, T3]

(ii) A n-ésima codimensao de T(E) é c,(FE) = 271

Demonstracao. Lembramos que I'), é o conjunto dos polindmios proprios e

multilineares de grau n. Como a caracteristica de K é zero, todo T-ideal é

gerado pelos seus elementos préprios multilineares (ver Proposigao 1.2.10).
(i) Denote por G o T-ideal ([x1, z9, x3])”. Devemos provar que

GNT, =T(E)NT,,

para todo n € N. Pelo Exemplo 1.1.9 temos que G C T(FE) e portanto
GnT, Cc T(E)NT,. Para provar a outra inclusdo, basta mostrar que

dimT,/(T(E)NT,) = dimT,/(GNT,).

Fixado n, seja w = [x;,,...,2;]...[2j,..., 2] um elemento qualquer em
I',,, dado pelo produto de comutadores. Denote por W e W os elementos

w=w+GNT, e w=w+T(E)NT, .
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Se algum dos comutadores que formam w ¢ de comprimento maior ou igual a
trés, entdo w = 0. Em particular, se n é impar, entdo dimI',,/(GNT,) = 0.
Se n é par, suponha w = [z;, %] ... [Ty, Tiy ], 7 = 2k. A lel [2;, 2] =
—[z;,x;] e 0 lema anterior mostram que trocando de lugares as varidveis em
w obtemos um elemento igual a W a menos de um sinal negativo. Assim, se
u =[xy, To|[xs, 4] . .. [Tog_1, Tox|, entdo U gera o espago vetorial ', /(GNTY,).
Como u nao é uma identidade para FE, pois

[61, 62] e [62k—1; egk] = 2k6162 ... €Eok 7& O,

temos u # 0 e portanto 1 < dimT,,/(T(F)NT,) < dim[,/(GNT,) <1,
concluindo o resultado.

Chamamos a atencao do leitor para o fato que, com pequenas modi-
ficacoes, a mesma demonstracao serve para corpos infinitos de caracteristica
diferente de 2. Nessa situacao podemos trabalhar de novo com polinomios
préprios, mas temos de considerar os polinomios proprios e multihomogeéneos.
Agora observamos que se f é um tal polinomio cujo grau em x; é > 2, entao
a identidade [xq, z1][z3, x1] = 0 implica que f é consequéncia de [z1, 2, T3].

(ii) Denote por v,(E) = dimI',/(T(E) N T,) a n-ésima codimensdo
prépria.  Da prova do item (i) obtemos que 7,(E) = 0 se n é impar e
Yo(E) = 1 se n é par, isto é, v,(F) = (1/2)(1 + (=1)"), para todo n € N.
Pelo Teorema 1.2.11 temos

u(E) = "O @’ME) — o

concluindo o resultado. &

2.2 S,-Representacoes

Nesta secao daremos alguns conceitos basicos da Teoria de representacoes
de S,. Os conceitos apresentados aqui podem ser vistos em [6] (na Secao
2.2). O corpo K sera de caracteristica 0. De uma maneira geral, a teoria das
representacoes de grupos finitos esta bem desenvolvida se o corpo-base é al-
gebricamente fechado e de caracteristica 0. Por outro lado, as representacoes
irredutiveis do grupo 5, sobre o corpo dos racionais sao absolutamente ir-
redutiveis (isto é, permanecem irredutiveis sob extensées do corpo). Logo,
no estudo das representacoes de S,, podemos assumir o corpo base qualquer
corpo de caracteristica 0.
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Definicao 2.2.1. Seja n > 1 wm numero inteiro. Uma particio A\ de n é
uma sequéncia finita de inteiros X = (A1,..., \;) tal que \y > ... > . > 1 e
A+ ...+ N\ =n. Neste caso escrevemos A F n.

Dada uma permutacao o € S, escreva-a como um produto de ciclos
disjuntos (incluindo 1-ciclos): o = mmy ... 7., onde 7; é um ciclo de compri-
mento A\; e Ay > ... >\, > 1. Dizemos que A = (\q,..., ) é o tipo ciclico
de 0. Desta maneira, temos que as classes de conjugacao de .5, estao em
correspondéncia biunivoca com as particoes de n. De fato, duas permutacoes
determinam a mesma classe de conjugacao se, e somente se, possuem o mesmo
tipo ciclico.

Sabemos que o niumero de representagoes irredutiveis e nao equivalentes
de S, é igual ao ntimero de classes de conjugacao do grupo. Assim, denote
por x» o S,-caracter irredutivel associado a A - n e por dy o grau de Y.

Definigao 2.2.2. Se A = (Ay,...,\,) b n, entio o diagrama de Young
associado a A € o subconjunto finito de Z x Z. definido por

Dy={(i,j)) €eZxZ|i=1,....r e j=1,...,\}

Representamos graficamente o diagrama de Young da seguinte maneira:
substituimos os pontos por quadrados, sendo que a primeira coordenada %
(o indice das linhas) cresce de cima para baixo e a segunda coordenada j
cresce da esquerda para a direita. Por exemplo, o diagrama D 3 2 2) €
representado por

D5, 3,2, 2=

De um modo geral, se consideramos o primeiro quadrado da esquerda de
cada linha, temos que um esta abaixo do outro e a linha i é formada por \;
quadrados.

Definigao 2.2.3. Seja A = n. Denote por X; o comprimento da j-ésima
coluna do diagrama D). Dizemos que a particio N = (X},..., \) € a particao
conjugada de \.

Por exemplo, para a particio A = (5,3,2,2), considerada anteriormente,
temos que a sua conjugada sera X' = (4,4,2,1,1).
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Definicao 2.2.4. Seja A = n. Uma A-tabela Ty é um preenchimento dos
quadrados de Dy com os inteiros 1,2,...,n. Se os inteiros em cada linha
e em cada coluna de T\ crescem da esquerda para a direita e de cima para
baixo, respectivamente, entao dizemos que a tabela € standard.

Por exemplo, a tabela

Tis, 2, 1) =

’@CHH
[\)

nao ¢é standard. A tabela

—_
(\]
e~
[@p)

w
ot
oo
Ne

T4, 4,1) =

J

¢é standard.

Teorema 2.2.5. Dada uma particio \ = n, o numero de \-tabelas standard
é igual a dy, o grau do caracter irredutivel x .

Definigao 2.2.6. Seja A = (Ay,...,\,) FneXN = (\,...,\) a sua conju-
gada. O (i,7)-gancho de um diagrama Dy, consiste do j-ésimo quadrado da
i-ésima linha de Dy junto com os A\; — j quadrados a direita dele e os X — i
quadrados abaizo dele. O comprimento do gancho € igual a \i+\; —i—j+1.

Por exemplo, o (1, 2)-gancho de D4, 3, 1) possui comprimento 4 e estd abaixo
marcado com X

X[X[X]
X

Proposicao 2.2.7 (Férmula do Gancho). Seja A uma particao de n e de-
note por h;; o comprimento do seu (4, j)-gancho. Entdo, o grau do caracter
wrredutivel x € dado por
n!
[T

onde os indices (i,j) percorrem todos os quadrados de D).

dy
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No que segue, descreveremos um conjunto completo de ideais minimais
a esquerda de KS,,. Dada qualquer tabela T3, denote-a por T\ = Dy(a;;),
onde a;; € o inteiro dentro do quadrado (i, j). Se o € S, defina

Ty = 0Dx(ai;) = Dx(o(aij)).

Por exemplo, para o 3-ciclo o = (1 2 3) temos

3]

1 2[1]
(123)]2 = [3]
4 —J

Construiremos dois subgrupos Ry, e Cr, de S,: os elementos de Ry, sao
chamados permutacdes linhas de T\ = Dy(a;j); estas sdo as permutagoes
o € S, tal que para todo 4, j, ambos o(a;j) e a;; estdo na mesma linha.
Similarmente, construimos o subgrupo Cr, das permutacgoes colunas de T).
Note que Ry, e Cp, sao ambos produtos diretos de grupos simétricos,

Ry, =2 5y, X Sy, X ... xSy, Cry = Sy X Sy, X oo X Sy,

onde A = (Ar,...,A\) e N = (\],..., \}) é a partigdo conjugada. Aqui, S,
¢ o grupo simétrico que permuta os numeros agi, ae, - . . , agy, (olhar para a
k-ésima linha de T)). Analogamente, temos a descrigao para S A -

Definicao 2.2.8. Para uma dada tabela Ty, definimos

€T, = Z Z (_1>70-7'

O’GRT/\ 'YGCTA

Lema 2.2.9. Seja \ uma particao de n com uma correspondente tabela Ty e

seja o € S,,. Entio eyr, = cer,ot.

Teorema 2.2.10. Sejam A Fn e T\ uma \-tabela.

(1) O elemento er, é semi-idempotente. Mais precisamente, existe um
elemento ndo nulo § € K tal que e, = fBer, .

(2) O elemento er, gera um ideal minimal a esquerda de KS,.

(3) Se p € outra particao den e T, € uma p-tabela, entao os S,-modulos
KSyer, e KSyer, sio isomorfos se, e somente se, A = L.

(4) Todo S,,-mddulo irredutivel € isomorfo a KS,er, para algum .
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Denotamos por Jy o S,-mdédulo irredutivel associado a particao A\ - n.

Proposicao 2.2.11. Se T4,...,T;, sao todas as A-tabelas standard, entao
I, o ideal bilateral minimal de K S, associado a A\, tem a decomposicao

dx
I, = @ KSyer,.
=1

2.3 A,-Representacoes

Os conceitos apresentados nesta se¢ao foram extraidos de [10]. Caso o leitor
esteja interessado em uma descri¢ao mais detalhada dos resultados que serao
vistos, entao citamos [9]. O corpo K considerado ao longo desta segao serd
algebricamente fechado e de caracteristica 0. O nosso objetivo é fornecer
a decomposicao de K A, em ideais minimais a esquerda. Para isso, vamos
introduzir uma fungao 7 que serd de extrema importancia.

Considere sobre o conjunto das partigoes de n a ordem lexicografica a
esquerda. Por exemplo, (3,2,2) < (4,2,1) e também (3,2,1,1) < (3,2,2).
Como usual, dada uma particao A de n, usaremos as notacoes \' e x, para
denotarem a particao conjugada e o S,-caracter irredutivel associados a A,
respectivamente. Além disso, denote por Y, a restricao de x a A4,.

Teorema 2.3.1. Seja A uma particao de n.
(1) Se A # N, entdo X, € A,-irredutivel. Além disso, Xy = X -
(2) Se A =X, entdao Xy = Xo4 + Xa_, onde X, sio A, -irredutiveis com

dy

degXpy =degXn- =+ -

Mais ainda, estes sao todos os A, -caracteres irredutiveis.

Se X' < A, entao no primeiro item do teorema, escolhemos Y, para represen-
tar o A,-caracter irredutivel associado a {\, X'}. Esse teorema implica no
seguinte.

Teorema 2.3.2. Seja I, o ideal definido na Proposicao 2.2.11. Para cada
particao A den, seja Jy C I um ideal minimal a esquerda de K S,,. Considere
Jy como um K A,,-maédulo a esquerda.
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(1) Se X # N, entao J\ é KA, -irredutivel. Além disso, Jy = Jy como
KA, -mddulos.

(2) Se A =N, entao Jy = J\ @ Jy, onde J e Jy sio KA,-irredutiveis
com dim J;© = dim J; = dy/2.

Definicao 2.3.3. Sejan: KS, — KA, a funcdo definida por linearidade e
porn(o) = o+ (—1)%0 para todo o € S,,.

Observe que 1 é um homomorfismo de K A,,-mddulos a esquerda e a € KA,
se, e somente se, n(a) = 2a.

Sabemos que a cada caracter irredutivel de K A,, esta associado um ideal
bilateral minimal de K A,,. Escreva

@IA] & [@u:@m] ,

A< A=A

KA, =

onde I, I e I, est@o associados a Xy, Xas € Xy respectivamente. Vamos
caracterizar esses ideais a partir da decomposicao de K.S5,. Para isso, seja

KS, =PI,

AFn

onde I, é o ideal bilateral minimal de K.S,, asssociado a A.
Como a funcao 7 leva um K A,-submodulo irredutivel de K5, em um
modulo isomorfo ou em zero, segue o teorema.

Teorema 2.3.4. Seja A uma particao de n.
(1) Se N < A, entdo n(I @ Iyv) = n(l)) = n(Iy) = I,.
(2) Se X =N, entdo n(I,) = I} & I .

Agora, seja ey o elemento identidade da algebra simples I. Entao ey é
um elemento central em K.S,, e também idempotente. Se A = X, mostra-se
que ey € KA, e portanto pode ser escrito como uma soma

ex=ey +ey,

oo o T+ o 7— :
onde e, e e, pertencem a Iy e I, respectivamente.
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Teorema 2.3.5. Seja A\ uma particao de n, onde n > 2.

(1) Seja A = XN. Denote por T, ..., Ty as A-tabelas standard que possuem
1 e 2 na primeira linha. Entio I} & I, C Iy e I}, para u = %, decompde-se
em uma soma de ideais minimais a esquerda de KA, como seque:

h
it = @ KAcinler).

=1

(2) Seja N < \. Entdo I, C Iy @ Iy e I, decompée-se em uma soma
direta de ideais minimais a esquerda de KA, como seque:

T)\ = @ KATLT]<€T)\)'

Ty standard

2.4 A-codimensao e A-cocaracter

Nesta secao, discutiremos os fatos mais importantes do artigo [8]. Para isso,
seja K um corpo algebricamente fechado e de caracteristica 0.

Seja P, o conjunto dos polinomios multilineares em xy,...,z,. Relem-
bramos aqui a Defini¢ao 1.2.8, onde a funcao ¢ : KS,, — P, é definida por
linearidade e por ¢(o) = To(1) - - - To(n) Para todo o € S,. Como ¢ é um iso-
morfismo de S,-médulos, quando nao houver confusao, usaremos a mesma
notagao para um elemento f € K.5, e sua imagem em P,,. Pela identificagao
KS,, = P,, temos a seguinte definicao:

Definigao 2.4.1. Seja R uma Pl-dlgebra com T-ideal T(R). O S,-caracter

de
KS,

KS,NT(R)

¢ chamado o n-ésimo cocaracter de R e é denotado por x,(R).

Observe que, o grau de x,(R) é justamente a n-ésima codimensao de R,
denotada por ¢, (R).

Lembrando que P# é o conjunto dos A-polindomios de grau n, temos que
©(KA,) = P2 Assim, fazendo a identificacio K A,, = P4 temos a seguinte
definicao.
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Definicao 2.4.2. Seja R uma Pl-dlgebra com T-ideal T(R). Denote por
YA(R) o Ap-caracter associado a

K4, e ¢(R)=dim [

KA,
KA, NT(R) " '

KA,NT(R)

Dizemos que x4(R) € o n-ésimo A-cocaracter de R. Dizemos também, que

cA(R) é a n-ésima A-codimensdo de R.

Agora, vamos definir dois conjuntos de particoes de n. Para isso, denote
/—"j%
(n_jalj) = (n_.]?lalaal)
Pois bem, sejam H = {(n —,17) | 0<j<n—1}e H*= H\ {(n), (1")}.

Teorema 2.4.3. O n-ésimo cocaracter da dlgebra de Grassmann é

Xn(E) = Z XA-

AeH

A demonstragao do teorema pode ser encontrada em [5, p. 234]. Enunciamos
agora, o principal resultado de [8] e que serd usado por nés.

Teorema 2.4.4. A n-ésima A-codimensao e o A,-cocaracter da dlgebra de
Grassmann sao determinados abaixo.

(1) cA(E) =21 — 1.

(2) X (E) = Xn) T Z X
ACH*

Omitimos a demonstracao do teorema, mas colocamos abaixo, uma das
ferramentas que sao usadas em sua demonstracao e que serd ttil para deter-
minar as identidades pares de grau 5 para a algebra das matrizes triangulares
superiores U (K). Trata-se dos cocaracteres e codimensoes locais.

Definicao 2.4.5. Seja I o ideal bilateral de KS,, associado a particio \ e
R uma Pl-dlgebra. Denotamos por Ly o S,-caracter associado a

I/\/(I)\QT(R)) € Cy :dlm[[)\/([)\ﬂT(R))]

Dizemos que Ly € o S, -cocaracter local de R associado a X. Dizemos também
que ¢\ € a S,-codimensao local de R associada a .
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Para a préoxima defini¢ao, usaremos as notagoes da se¢ao anterior para os
ideais bilaterais minimais de K A,,. Isto é, temos a decomposicao

O | )|

A< MN=X

KA, =

Definigcao 2.4.6. Seja R uma Pl-dlgebra. Definimos os A, -cocaracteres lo-

cais LY, L4* e as A,-codimensies locais ¢, ci* de R da seguinte maneira:

(1) Se N < ), entdo Ly é o A,-caracter associado a
L/(LNT(R)) e ¢ =dim[l,/(I,NT(R))].
(2) Se X' =\, entdo L{* é o A,-caracter associado a
FIENT(R) e o = dimlIE/(TE N T(R))).
Proposicao 2.4.7. Seja R uma Pl-dlgebra.

(1) Se N < A, entdo e < cx+en, ex <cff ey <cf.

(2) Se N = A, entdo ¢4 + i < cy.

2.5 A-identidades da Algebra de Grassmann

Mostramos na Proposicao 1.3.2 que o polinomio

(1, xoxg|Ty — x4]T1, T3] (2.1)

¢ uma A-identidade para a algebra de Grassmann E. Além disso, na Con-
jetura 1.2 de [8], os autores conjeturaram que o polindémio acima gera todas
as A-identidades de E no sentido forte.

Conjetura 2.5.1. Sejam o € A, e 0 <r <n —4. Denote por p,, € ¢, 0s
monomios

Pro = Z51)---Lo(r) € dro = To(r+5) - - - Lo(n)-
Defina f,, como sendo o A-polinomio
f'r,a = pr,a([xo(r-‘rl); xa(r+2)xo(r+3)]xa(r+4) — To(r+4) [xa(r+1)7 xa(r+3)xa(r+2)])qr,cr'

Entao os polinomios f,, geram o espaco vetorial de todas as A-identidades
de grau n para E.
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Observe que todos os f,, sao A-identidades.

Observe também que o andlogo da conjetura acima nao é vélido consi-
derando-se as identidades ordinarias da &dlgebra de Grassmann. Pode ser
demonstrado que para obter um andalogo da afirmacao dessa conjetura no
caso de identidades ordindrias, temos de considerar os dois polinomios:

[x1,$2,x3], [I17x2]['r37x4] + [$17x3][$27$4]

no lugar de [z, xoxs|ry — x4[T1, T370).

Nesta secao, daremos uma resposta afirmativa para a conjetura acima.
Para isso, primeiramente demonstramos o seguinte teorema. Ele é o principal
resultado deste capitulo.

Teorema 2.5.2. Seja V(n) o espago vetorial gerado por todos os polinémios
fro, onde 0 <r<n-—4eoce€ A, Entio

A
dim —2— =271 1,

V(n)

Observe que o Teorema 2.5.2 implica imediatamente a resposta afirmativa
para a Conjetura 2.5.1. De fato, como V(n) C PANT(E), se para algum n
a inclusao fosse propria, entao teriamos

dim P*/V(n) > dim P2}/ (P2 NT(E)) = ¢X(E).

n

A

Mas pelo Teorema 2.4.4 temos ¢} (E) = 2""! — 1, o que é uma contradigao.

Provaremos o Teorema 2.5.2 por indugao sobre n. Primeiro daremos
algumas propriedades de V(n). Considerando o médulo quociente P2 /V (n),
denotamos por Yo(1)Ys(2) - - - Yo(n) & imagem de Ty(1)To(2) - - - To(n) DO quUOCiente,
isto é,

Yo)Yo(2) - - - Yo(n) = Lo(1)Lo(2) - - - Lo(n) + V(TL)

Sejam mq e mo dois “mondémios” e

f:Zozg-g, ay € K,

g

uma combinacdo linear de monémios g tais que myfmo € P2/V(n). Por
comodidade, em uma igualdade

mlfmg =0
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escreveremnos apenas

xfx =0,

isto é, por estarmos interessados apenas na andlise de f, substituimos m;
e my por um *. Usaremos também a notacao, e talvez esta serd a mais

utilizada,
Z ay(xgx) = 0.
g

Assim, da identidade bésica (2.1) temos:

Lema 2.5.3. A igualdade

¥YaUbYed * = * YaYaYelo * = * YoYelaYd * + * YaYelpYa* = 0 (2.2)
vale em PA/V (n) para todo a, b, c, d.

Note que a igualdade acima significa

M1YaYpYeYdM2 — M1YdYaYcYpM2 — M1YpYcYaYdMo + M1YdYYpYa Mo = 0

para determinados monomios m; e my. De agora em diante, em uma igual-
dade todo asterisco do lado esquerdo representard um mesmo monomio. O
mesmo vale para asteriscos do lado direito.

Lema 2.5.4. O espago vetorial P2/V(n) é gerado pelos monémios do tipo
Yo()Yo(2) - - - Yo(n), Onde Yy, ocupa uma das trés ultimas posicoes. Em outras
palavras

on—2)=n ou on—1)=n ou o(n)=n.

Demonstragdo. Seja m = Yu(1) - - - Ya(n) um mondmio qualquer em P2 /V (n),
onde y, ocupa a k-ésima posicao. Se k < n — 2, entao identifique m com o
primeiro monoémio da igualdade (2.2), isto é,

a=n, b=alk+1), c=alk+2), d=a(k+3).

Observe que em (2.2) a varidvel y, aparece na primeira posigdo (apds o *
esquerdo), apenas no primeiro somando. Portanto, m é uma combinagao
linear de trés monomios, onde a variavel g, aparece em cada um deles na
posicao k+1 ou k+2 ou k+ 3. Aplicando indugao nos trés monoémios, temos
o desejado. &
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Definicao 2.5.5. Sejam 1 < 4,5 < n dois numeros distintos. Denote
por H(i,j) o espago vetorial gerado pelos monomios Yo(1y - .. Yom) tais que
o(i) = n eoa(j) =n—2, isto €, monomios tais que as vVaridveis Y, € Yn_o
ocupam as posi¢oes i e j respectivamente.

Lema 2.5.6. O espaco vetorial P2 /V (n) é a soma de seus subespagos H (i, )
tais que 1 >n—3 ej>n—3.

Demonstracdo. Assim como na prova do lema anterior, observe o comporta-

mento das varidveis y, e y. na igualdade (2.2). &
Seja
n—1 n—1
H= Y H(nj)+ > H(in).
j=n—3 i=n—3

Isso significa que H é o espacgo vetorial gerado pelos monomios, cuja tltima
posicao ¢ ocupada por ¥, ou por ¥y, _s.

A afirmacao a seguir é um passo importante na demonstracao do Teo-
rema 2.5.2.

Proposigao 2.5.7. PA/V(n)=H+ Hn—1,n—2)+ H(n—2,n—1).
Demonstragao. Usaremos varias vezes a igualdade (2.2):
*YaUbYcld * — * YaYaYelp * — * YbYcYald * + * YaYcYpYa* = 0.

Pelo Lema 2.5.6, devemos “ eliminar 7 H(n — 2,n — 3), H(n — 1,n — 3),
Hn—-3,n—2)e Hn—-3,n—1).

Caso 1. Seja m = "Ys1) - Yo(n—4)Yn—2YnYo(n—1)Yo(n) € H(n - 2a n— 3) Nos
reescrevemos (2.2) da seguinte maneira

*YdYaYeYp* = *YaUbYclYd * — * YbYclald * + * YaYclUpYa * -
Identificando d = n—2, a = n, ¢ = o(n—1) e b = o(n) na igualdade, obtemos

*Yn—2UnYo(n—1)Yo(n) = *YnYo(n)Yo(n—1)Yn—2 — FYo(n)Yo(n—1)YnYn—2
+ *Yn—2Yo(n—1)Yo(n)Yn-

Todos os monomios do lado direito da igualdade pertencem a H. Portanto,
m € H.
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Caso 2. Seja m ="Yo1) - Yon—-4)YnYn—2Yo(n—1)Yo(n) S H(” —-3,n— 2) Pro-
cedemos como no caso 1, com a tunica diferenca que trocamos de lugares n e
n — 2, isto é, identificamos d = n, a = n — 2, e repetimos o argumento acima.

Caso 8. Seja m = Yo(1) - - - Yo(n-4)Yn—2Yo(n-2)YnYon) € H(n —1,n — 3). Aqui
nds reescrevemos (2.2) como

*YdYcbYa* = — * YaYbYcYd * + * YaYaYcYb * + * YoYcYaYd*

e identificamos d =n — 2, c=o(n —2), b =n e a = o(n). Assim, obtemos

*Yn—2Yo(n—2)YnYo(n) = = * Yo(n)YnYo(n—2)Yn—2 + *Yn—2Yo(n)Yo(n—2)Yn
+ *YnYo(n—2)Yo(n)Yn—2-
Como no caso 1, todos os mondémios da direita da igualdade pertencem a H.

Portanto, m € H.

Caso 4. Sejam = Yo1) - - - Yo(n-a)YnYo(n—2)Yn—2Yom) € H(n—3,n—1). Assim
como foi feito antes (ver caso 2), é suficiente trocar de lugares d e b no caso
3, isto é , identificar d =n e b=n — 2.

Portanto, todas as possibilidades foram consideradas e a demonstragao da
proposicao estd completa. &
Corolério 2.5.8. PA/V(n) = H + H(n—2,n—1).

Demonstragao. Seja m = Yo(1) - - - Yo(n—a)Yo (n—3)Yn—2YnYo(n) € H(n—1,n—-2).
Escreva (2.2) como

*YaUbYcYd* = *YdYalclb * + * YbYcYalYd * — * YaYcUbYa*,

e identifique a =o(n —3),b=n—2,c=n e d=o0(n). Assim
*Yo(n—3)Yn—2YnYo(n) = *Yo(n)Yo(n—3)YnYn—2 + *Yn—2YnYo(n—3)Yo(n)
- *Yon)YnYn—2Ys(n-3)-

Entaom € H+H(n—2,n—3)+H(n—2,n—1). Mas H(n—2,n—3) C H, como
ja foi mostrado no Caso 1 da demonstracao da ultima proposicao. Portanto,
o corolario esta provado. %

Lema 2.5.9. As igualdades [y1ya,ys,yays] = 0 e [y1y2,Ysya, ys] = 0 sdo
verificadas em P2/V (5).
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Demonstracdo. A demonstracao é um simples calculo:

[y1y27 Ys, y4y5] = Y1Y2Y3Y4Y5 — Y3Y1Y2YsYs — YaYsY1Y2Ys + YaYsYsy1Y2.
Agora, transformamos o segundo termo da soma usando (2.2):
—Y3Y1Ya2YsYs = —(y4y3y2y1 + Y1Y2Y3Ys — y4y2y1y3)y5
= —ya(Ysysy1Y2 + Y2y1YsYs — YsY1Y2Y3)

—Y1Y2Y3Y4Ys + YaY2Y1Y3Y5
= —UYaYsYsY1Y2 + Ya¥YsY1Y2Ys — Y1Y2Y3YaYs.

Portanto, [y192, y3, yays] = 0 em P2/V(5). Pela Identidade de Jacobi, temos
que a segunda igualdade segue da primeira, pois

[ylyg,y3y4,y5] = [yly2>?15a y3y4] - [y3y4, Ys, yly2]

e os dois termos do lado direito da igualdade sdo nulos sobre P2/V(5). <
Corolario 2.5.10. Se n > 3, entdo

*[y1y2, YsYa, - - . 7y2n71y2n]* = 0.

Demonstracao. Como

(V192 Y3y, Ysys] = Ys[Y1y2, Yaya, Ys| + (Y192, Y3y, vs]ve,
temos pelo Lema 2.5.9 que [y1y2, Ysys, Ysys] = 0. Segue o resultado. &

Proposicao 2.5.11. Sejam n > 4 e m = *y,yn_om’ um monomio. Se m’
possui comprimento par, entao m € H.

Demonstracao. Pelo Coroléario 2.5.10, reduzimos m a uma combinagao linear
de monomios da forma *y,y, Y.y € monoémios em H. Mas *y,y, oYYy €
H(n—3,n—2) C H, onde a dltima inclusao foi provada na Proposi¢ao 2.5.7,
Caso 2. &

Segue um exemplo para facilitar a compreensao. Seja m = ysyay1Y2Y3Ys-
Observe que na notacao da ultima proposicao, temos n = 6 e m’ = y142y3Ys.
O monomio * é de comprimento nulo. De acordo com o Corolario 2.5.10,

temos [ysya, Y12, Y3ys) = 0 e portanto
Y6Ya - Y1Y2 - Ys¥s = Y1Y2 - Yol * YsYs + YsYs - YeYa - Y1Y2 — YaYs - Y1Y2 - YeYa-

Os dois primeiros termos da soma, do lado direito da igualdade, pertencem
a H(n—3,n—2) C H e o dltimo termo da soma pertence a H por defini¢ao.
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Lema 2.5.12. Seja m = #YoUptnYn_oYe* € (P2/V(n)) \ H um mondémio.
Entao existem hy, hy € H tais que:

M = *YpYn—2YaWp¥e * +N1 3 M = *YpYeYnYn—2Va * +ho.

Demonstracao. Segue da Proposicao 2.5.11 que o asterisco do lado direito
em m significa um monémio de comprimento par (caso contrario m € H).
De acordo com o Lema 2.5.9, temos [y1y2, Y3y4, ys5] = 0. Isso significa que

Y1Y2Y3YaYs — YsYaY1Y2Ys — YsY1Y2YsYa + Ysysyay1y2 = 0.

Agora coloque a e b nos lugares dos indices 1 e 2, n e n — 2 nos lugares de 3
e 4, e ¢ no lugar de 5, e multiplique por * sobre a esquerda e direita. Preste
atencao para o fato que *Y Yo YoYnln_2% € *YelnYn_2YaYp* pertencem a H pela
Proposicao 2.5.11, uma vez que o * do lado direito é de comprimento par.
Isso prova a existéncia de h;.

Para hs usaremos a igualdade [y1y2, ys, y4y5] = 0 obtida no Lema 2.5.9.
Substituimos os indices 1 e 2 por n e n — 2, e 3, 4, 5 por a, b, ¢, respecti-
vamente. Entdo observe que *y,Yn_oUalol¥ck = *YaUpYnYn—2Ye * (mod H)
de acordo com a primeira igualdade, uma vez que o * do lado direito é um
monomio de comprimento par. Assim, o segundo e o quarto somando em

k[ YnYn—2, Yar Uplel* =+ * YUnYn—2YaUble * — * YaUnYn—2UpYe *
— * YoYcYnYn—2Ya * T * YvYcYaYnYn—2%

pertencem a H, e o primeiro e terceiro nos fornecem exatamente a segunda

igualdade. ¢

Lema 2.5.13. Seja m = #Yoynyn_oUpyex € (P2/V(n))\ H um monémio.
Entdio m = *y.YnYn_oYayp * +hs para algum hz € H. Em outras palavras,
modulo H, podemos fazer permutacoes ciclicas das letras yq, Yp, Ye €M M.

Demonstracao. O * do lado direito de m é um monémio de comprimento
impar, pois caso contrario m € H. Entao repetimos o argumento da segunda
igualdade no Lema 2.5.12, substituindo em [y1y2, y3, yays] = 0 os indices 1,
2,3 pora,b,c edebdpornen—2, respectivamente. Assim

*(yaybycynyan — YeYaYbUnYn—2 — YnYn—2YaYvYc + ynyanycyayb)* = 0

Os tultimos dois somandos pertencem a H, pois o * do lado direito é de com-
primento impar. Noés transformamos os dois primeiros da seguinte maneira.
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O asterisco do lado direito acima é * = y;m, para algum monomio m,. Entao
nos aplicamos a primeira igualdade do Lema 2.5.12, primeiro a y»Yeyn¥Yn—2Ya

e depois a Yo YpYnYn—2Yd:

*YaYoYeYnYn—2Yd M1 — ¥YaYnYn—2UpYcYamn € H,
* YelYaUbYnUn—2YdM1 — ¥YeYnYn—2YaUpYam1 € H,

Assim, concluimos a demonstragao. &

Observacao 2.5.14. Chamamos a atencao do leitor para o fato que, em to-
dos os resultados desta secao, usamos apenas permutacoes pares das varidaveis,
isto €, quando fazemos uma permutacdo das varidveis de um monomio par,
obtemos um monomio par.

Lema 2.5.15. Seja m = yYo(1) - - - Yo(n—3)YnYn—2Yom) € H(n —2,n — 1) um
monomio. Entdo

m=Y1Y2 - . Yn-aYn—3YnYn—2Yn—1 + h
para algum polinomio h € H.

Demonstracao. Vamos analisar os casos abaixo:

Caso n = 4). Neste caso, temos que m = y;y4y2y3 ou m = ysysy2y;. Observe
que o segundo mondmio nao pode ocorrer em P;'/V(4), pois corresponde a
uma permutacao impar.

Caso n = 5). Seja m = Yo1)Yo(2)Ys5¥3Yo(s)- Pela segunda igualdade do
Lema 2.5.12, se permutamos ciclicamente as varidveis yq(1), Yo(2) € Yo(5) €M
m, obtemos um monomio y1yx2)Ysysyxs) igual m, a menos de um polinomio
em H. Como A € A;, temos que A\(2) =2 e A(5) = 4.

Caso n > 5). Primeiro mostraremos que m = m’+h para algum h € H, onde
a primeira posi¢ao do monémio m’ é ocupada por y;. Assim, seja (1) # 1 em
m. No Lema 2.5.12, a primeira parte sera usada para localizar y; em m e a
segunda, para mover y; para a esquerda, isto €, pela primeira parte, podemos
mover o bloco y,y,_o para a esquerda até obtermos uma das igualdades:

M = *YpYn—2¥1 * +h1 ou M = *xy1YpYn_2 * +hq,

para algum h; € H. Agora, pela segunda parte do Lema 2.5.12, podemos
mover y; uma ou duas posigoes para a esquerda do bloco y,y,_2. Fazemos

35



este processo de localizagao de y; e deslocamento para a esquerda, até que
Y1 ocupe a primeira posicao no monomio. Pode ocorrer neste processo a
situagdo m = YoUYnYn_2y1Yp + ho para algum hy € H. Observe que nao
podemos aplicar o Lema 2.5.12 nesta situacao, pois a esquerda do bloco
YnYn_2 temos um monomio de comprimento 1. Neste caso, usamos o Lema
2.5.13. Assim, existe um mondémio m’ nas condigoes acima. Escrevendo
m' = yym”, podemos usar o argumento acima para variavel y, e m”, e assim
por diante. &

Lema 2.5.16. Temos dim P{!/V(4) =21 —-1=7.

Demonstragio. Pelo Coroldrio 2.5.8, temos que P{1/V(4) = H + H(2,3).
Uma vez que os monomios que geram H sao pares e possuem final yo ou 14,
segue que dim H < 6. Pelo Caso n = 4 do Lema 2.5.15, obtemos que H (2, 3)
é gerado apenas por y;y4y2y3. Como V(4) C P NT(E), temos

dim P{*/(PA NT(F)) < dim P{*/V(4) <6+ 1
e portanto, pelo Teorema 2.4.4 concluimos a demonstracao. &

Demonstracao do Teorema 2.5.2. Provaremos por inducao. Suponha
que
dimP*  /V(in—1)=2"2—-1

para algum n > 5. Pelo Corolario 2.5.8 e Lema 2.5.15 temos

PA)V(n)=H(n—-2,n—1)+H e dimP?/V(n) <1+ dimH.
Mas, por indugao, temos que dim H < (2""2 — 1) + (2"2 — 1). Logo,

dim P4 /V(n) <14+ dimH <1421 —2=2o""1_1,
Como V(n) C T(E) N P4, segue do Teorema 2.4.4 a relacio
2"t 1 =dim P}/(T(E) N P4) < dim P*/V(n) < 27! —1,
concluindo desta maneira o resultado. Em outras palavras, temos que
V(n)=T(E)n P

e assim a Conjetura de Henke e Regev é verdadeira. &
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Capitulo 3
Algebra U,(K)

3.1 Identidades de U,(K)

O objetivo desta secao é descrever uma base para as identidades polinomiais
da &lgebra das matrizes triangulares superiores. Essa base foi exibida por
Maltsev [16] no caso em que o corpo K é de caracteristica 0. Consideramos
nesta secao o corpo K arbitrario mas infinito.

Seja R uma PI-dlgebra com T-ideal T'(R). Denote por F'(R) a algebra

K(X)
K(X)NT(R)
Se p € K(X), entao representaremos por p = p+ K (X)NT(R) a sua imagem
em F(R). Assim, definimos B(R) = {p | p € B}, onde B ¢é o conjunto dos
polinémios préprios de K (X). Observe que B(R) = B/BNT(R).

Seja M o subconjunto de K(X) formado pelos monomios do tipo

F(R) =

ai a2

an
.Tl .',U2 :L'n y

onde n € NU{0} e a; > 0. Estas notagoes serao usadas durante toda a segao.
A importancia dos polinomios préprios justifica-se pelo seguinte resul-
tado.

Teorema 3.1.1. [5, p. 46]. Seja 3 C B um conjunto de polindmios mul-
tthomogéneos tais que 3 = {p | p € B} € wma base para o espago vetorial
B(R). Entdo o conjunto

{mp | meMepef}

¢ uma base para F(R).
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Teorema 3.1.2. Seja Up(K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores
de ordem k.

(1) O T-ideal T(U(K)) € gerado pelo polinémio
(71, o) (T3, 4] . . - [ok 1, Tap].

(i) Seja B o conjunto formado pelos polinémios

[QZ’Z‘H, Ligqy - 717ip11][$i12, Liggy e« - 7xip22] .. [ZL‘ilr, Ligpy e ,l'ip”],

onde o numero r de comutadores ¢ < k—1 e os indices em cada comutador
[Tiyys @iy -5 i, | satisfazem as desigualdades iy; > ip; < iz; < ... < ipj.
Entao o conjunto

{mp | meMepepj}

¢ uma base para a dlgebra F(U,(K)).
Demonstracao. Denote por W o quociente

B

BN {([xy, z2] ... [xor_1,xox])T

W:

onde ([x1, ] ... [Ton_1,2ox])T é 0 T-ideal gerado por [x1,Ts] ... [Top_1, Tap).
Uma vez que o corpo € infinito, temos que todo T-ideal é gerado por seus
elementos préprios (ver Proposigao 1.2.10). Logo, devemos mostrar que

BNT(Uk(K)) = BN ([x1, 2] ... |xon_1, xzk])T.

Pelo Exemplo 1.1.7, temos que a inclusao D é vélida. Assim, para provar a
igualdade, analisaremos W. Mostraremos que a imagem dos elementos de
em W geram W como espaco vetorial. Depois mostraremos que a imagem
dos elementos de  em B(Ui(K)) é um conjunto linearmente independente,
concluindo assim o resultado.

Se f(x1,...,x,) € B, entao denote por f(yi,...,yn) a sua imagem em
W, isto é,

Fyn, .. oyn) = flog, .. xn) + B0 ([wn, 2] . .. [Top_1, ox))” .

Pela simplicidade da exposi¢ao, daremos apenas a demonstracao dos casos
k=2ek=3. O caso geral é similar.
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Caso k = 2: Pela igualdade

(Y1, y2)[ys, ya] = 0,

temos que W é gerado por 1 e por todos comutadores [y, ¥iy,---,¥i,|-
Usando a identidade

0 = [y1, yal[ys, yal — [y3, val 1, y2] = [[y1, v2], [y3, val] =

= [yl,yz,yg,y4] - [yl,y2,y4,y3],

vemos que em W

[1/173/273/0(3)7 <o 7y0('f7«)] = [y17y27y37 s ;yn]7

onde o é uma permutagao de {3,4,...,n}. Agora, usamos a lei antico-
mutativa e a identidade de Jacobi para mudar os lugares das varidveis nas
primeiras tres posicoes:

Wi, y2] = —[y2, 1] e [ys, yo, v1] = Y3, y1, v2] — [v2, 91, ys]-
Assim, podemos assumir que W é gerado por 1 e por todos comutadores

[yipyigay’iga"'ayin]; Z‘1 > Z‘2 S i3 S S Zn

Observe que esses elementos sao, de acordo com o item (ii) do teorema,
imagem em W dos elementos de 3. Mostraremos que a imagem dos elementos
de B em B(Uy(K)) é um conjunto linearmente independente. Seja

flxe, .o xm) = Zai[%17%27-~,17in], a; € K,
i

uma combinagao linear nao trivial dos elementos de 3. Denotamos por 7; o
maior indice i; com a propriedade «; # 0 e consideramos o elemento

Lo ) 2 +ajexn sej =1
j —_— . -
ajeqs se j # iy

onde a; € K. Temos que
f(Zl, c. ,Zm) = E AiQiy ... Qg | €12
i
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¢é diferente de 0 para alguns escalares aq, ..., a,,, pois o corpo K ¢ infinito.
Logo, f(z1,...,xy) ndo é identidade para Us(K) e isso completa a prova.
Observe que o item (ii) é uma consequéncia do Teorema 3.1.1.

Caso k = 3: Aplicando a identidade

[z1, 22|, [w3, 24], 5] = [[T1, T2, 5], [3, 24]] + [0, T2], [23, T4, 5],

obtemos que
(21, @], [T, - @], Trgn, - o )

¢ uma combinacao linear de produtos de dois comutadores. Por esse fato e
pela demonstragao do caso k = 2, isto é, pela igualdade

(21, 29, T3, T4] = [T1, T2, T4, T3] + [[1, T2], [73, 74]],
pela lei anticomutativa e pela identidade de Jacobi, concluimos que
(05 Xy 23] = 49, (3.1)
onde f é uma combinacao linear de polinomios
[Tiys Tigy ooy T ]y 11 > 00 <dg <o <,

e g é uma combinacao linear de produtos de dois comutadores.
Pela igualdade

[y1, Y2l s, yal[ys, ye] = 0,

temos que W é gerado por 1, todos comutadores

[yi1 y Yigs - - - 7yin] (32>

e todos produtos de dois comutadores

[yiuyiza S 7yin”yj17yj27 s 7yjq]' (3‘3>

Assim, pela igualdade em (3.1), temos que W é gerado por elementos em
(3.2) e (3.3) tais que

1> <13<...<1, € j1>j2§]3§§]q
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Observe que esses elementos sao imagem dos elementos de 3 em W. Mos-
traremos que a imagem de § em B(Us(K)) é um conjunto linearmente inde-
pendente. Seja

f(&?l,...,xm) = Z&ij[ximxim"‘7'xip][xj17‘1'j27"'7qu] +
Zal[‘rllﬂxb?' .. ,(L’lr]

uma combinacao linear dos elementos de (3. Suponha f uma identidade para
Us(K). Se algum «y, na segunda somatdéria, é um escalar nao nulo, entao pelo
fato da primeira somatéria ser uma identidade para Us(K) e, em particular,
f também ser, temos que

Zal[xll,xb, ey

¢ uma identidade para Uy(K'). Absurdo, pelo caso k = 2. Assim,

f(J?l, e ,Im) = Zozij[xil,xiz, e ,Iip][le,l’jw Ce ,Ijq].

Seja i1 o valor maximo para i; tal que a;; # 0 . Denote por j; o valor méximo
para j; tal que ay; # 0 e ¢y = ¢1. Se 71 # j; defina

€12 + aje90 + bl€33 se [ = il,
2 = €93 + ajean + biess se | :_j1_,
ajezn + bress se | # 11,71,

onde a;,b; € K. Se |l =i, = j; defina
2 = e + ez + qexn + biess.
Assim,
f(zl,...,zm) = Zaijah...aip(bﬁ —an)...(bj —a]’q) €13
1,71

e isso pode ser feito diferente de 0. Logo, a imagem dos elementos de [
em B(Us(K)) é um conjunto linearmente independente e isso completa a
demonstragao.
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3.2 A-identidades de U)(K)

Denote por d(n) o grau minimo de uma A-identidade para a édlgebra U, (K).
Nesta segao, vamos determinar d(n) para n = 1,2,3 e 4 e descrever todas
as A-identidades para Us(K) de grau d(2) = 5, usando a teoria das repre-
sentagoes do grupo A,.

Lema 3.2.1. O grau minimo de uma A-identidade para a dlgebra Uy (K) = K
éd(1) =3.

Demonstracao. Observe que x125 nao ¢ uma A-identidade para K, mas

(1, xox3] = X 12903 — ToT3T1
é uma A-identidade em toda algebra comutativa. &
Proposicao 3.2.2. Seja R uma Pl-dlgebra com n-ésima codimensdo c,(R).

Se ]
cn(R) < 3 n!,

entdo R possui uma A-identidade de grau n.

Demonstragio. Como dim P4 = n!/2, temos que os mondmios pares formam
um conjunto linearmente dependente em P,/P, N T(R) e portanto temos
uma A-identidade. &

s

Lema 3.2.3. O grau minimo de uma A-identidade para a dlgebra Uy(K) é
d(2) =5.
Demonstracao. Foi mostrado no Teorema 3.1.2 que o polinémio [z, xa][3, 24]

gera todas as identidades polinomiais de Us(K). Assim, se existisse uma A-
identidade f de grau 4, entao f seria uma combinagao linear do tipo

Q2[T1, o) (13, 14] 4 Qus|w1, T3] (w2, T4] + ra]w1, 4] |22, 3] +

+auos|my, w3] (11, T4] + Qoa[w2, m4] (11, T3] + Qusa[w3, m4] (11, 7).
Sejam ¢ < j e {i,7,k,1} ={1,2,3,4}. Temos que um dos monoémios z;x;,x;
e x;x;x1x), ¢ Impar e ambos aparecem em f multiplicados pelo escalar ;.
Assim, como f é par, devemos ter oy;; = 0. Em [6, p. 88] encontramos que

c5(Uz(K)) = 50 e portanto pela Proposicao 3.2.2 temos que Us(K) possui
uma A-identidade de grau 5. O

Para determinar as A-identidades de grau 5 para Uy (K'), vamos precisar
antes de alguns resultados.
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Definicao 3.2.4. Para cada 1 < i < j <5 defina a 5-upla v;; = b1babsbsbs
da sequinte maneira:

b X se k=1 ou k=3
FTl O se k#ioe k#j

Observe que v;; € uma fila de simbolos, onde as posicoes i,j na fila sao
ocupadas por X e o restante das posi¢oes sao ocupadas por O.

Por exemplo, 712 = X X000 e 795 = OX0O0X.

Definigao 3.2.5. Seja I' o espaco vetorial com base {v;; | 1 <1 < j < 5}.
Dizemos que um elemento v € ' € triangular se ele satisfaz os 3 itens abaixo:

(1) Seja bibabsbybs um elemento qualquer da base e denote por a o seu
coeficiente em . Se o € o coeficiente de bab1bsbsby, entao

a+a =0.

(2) Seja bibobsbybs um elemento qualquer da base e denote por a o seu
coeficiente em y. Se o e o sao os coeficientes de bibybsbsbs e bibabsbsby,
entao

a+ad +a"=0.

(3) Seja bibabsbsbs um elemento qualquer da base e denote por a o seu
coeficiente em y. Se o e " sao os coeficientes de babsbibsbs € b3bibabsbs,
entao

a+ad +a"=0.

Pela definicao, se
Y= Z&ij%j, wij € K,
i<j

¢ triangular, entao os coeficientes «;; se relacionam. Por exemplo, se
b1b263b4b5 =73 = XOXOO,

entao

b2b1b3b5b4 = Y23 = O0XX00

e portanto, pelo item (1) da defini¢ao, temos

a3 + g3 = 0.
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De um modo geral, os elementos triangulares sao determinados pelas solucoes
do sistema linear homogéneo associado a matriz

[ (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (2,3) (2,4) (2,5) (3,4) (3,5) (4,5) ]
2
1 1
1 1
1 1
1 1
2
3
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
L 3 -

As colunas sao indexadas pelos pares (7, j), onde i < j e os espagos em branco
correspondem a parte da matriz preenchida com o escalar 0. As linhas de 1
a 6 foram obtidas pelo item (1) da Defini¢ao 3.2.5, as linhas de 7 a 10 pelo
item (2), e as linhas de 11 a 14 pelo item (3). Observe que se v é triangular,
entao as = ayy; = 0. Logo a frente usaremos os elementos triangulares v e 4
definidos por

¥ =273 — Y14 — Y15 — 223 + Y24 + Y25,
Y= —"13+ Y14 + Y23 — Y25 — V34 + V35-

Definicao 3.2.6. Sejam x, e x;, duas varidveis distintas fixadas, sendo que
1<a,b<5. Para cada 1 <1 < j <5 defina o polinomio multilinear f;; por

fij = Zxau)xg(2)$o(3)$o(4)$g(5),

o
onde a soma € sobre todas as permutagoes pares o € As que satisfazem
{o(i),a(j)} = {a,b}.

Pela definicao, temos que f;; ¢ a soma dos monomios pares, cujas posigoes ¢
e J sao ocupadas por x, e x,. Por exemplo, se a =2 e b = 4, entao

fis = Tox1T3x5T4 + Tox3T5X1T4 + ToX5T1X3T4 +

+X4T1T5T3T9 + T4T5T3L1To + T4T3T1T5To.
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Relembrando a Definicio 1.3.1, seja P2 o espaco vetorial de todos po-
linomios pares de grau n.

Teorema 3.2.7. Seja I' o espago vetorial com base {v;; | 1 <i < j <5}
Defina o operador linear T por

T: T — P&
Yij — Jij -
Se v € triangular, entio T(~y) € A-identidade para Us(K).

Demonstracao. Seja {iy,...,i5} = {1,...,5}. Mostraremos que T'(y) se
anula sobre as substituigoes:

(1
2
3

Tiy = ... = Tjy = €11,
Tiy = Tjy = Tjy = T4y = €11 € Tj5 = €12,

Tiy = Tiy = Tjy = €11, Ly = €12 € Tz = €32,

)
6

)
(2)
(3)
(4) w5y, = x5, = €11, Tiy = €12 € Ty, = Ty = €9;
(5) msy, = €11, Ty, = €12 € Ty = Ty, = Ty = €9
(6) wiy = e1n € @iy = Ty = Tjy = Tiy = €22;
(7) i, = ... = x;, = €99.

Para isso, denote por iyigisisis 0 coeficiente de x;, x;, 2,7, x;, em T(). Fixe
duas variaveis x, e x;, como na Definicao 3.2.6.

Caso (3): Suponha que @, T, T, T, T4, ¢ um monomio par. Como T'(7y) é par,
temos que

1113190475 = 1901130475 = 1322817475 = 0
e portanto T'(y), para as substituigoes deste caso, é dado por

Seja T, = T;, € Tp = T;, €M T, T, TiyTi, Ti; € assuma, sem perda de genera-
lidade, que I < t. Entao o coeficiente de v, em v é iyigigigis. Como v é
triangular, temos pelo item (3) da Defini¢ao 3.2.5 que

U1121304l5 + 123019475 + 1311120475 = 0

e portanto 7'(y) se anula neste caso. Se x;,x;,%;,;,T;; ¢ um monoémio fmpar,
entao usamos o mesmo raciocinio para 0 monomio par T;,T;, TisTi, Tis -
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Caso (4): Suponha que x;, z;,x;,x;,x;; ¢ um monomio par. Como 7'(y) é par,
temos que
i1i2i3i5i4 = i2i1’i3i4i5 = 0
e portanto T'(y), para as substituigoes deste caso, é dado por
<i1i2i3i4i5 + i2i1i3i5i4)612.
Seja x, = x;, € Ty = T;, €M T; T;,T;,Ti, Tiy € assuma, sem perda de genera-
lidade, que | < t. Entao o coeficiente de v, em 7 é i1isi3igis. Como 7y é
triangular, temos pelo item (1) da Definigao 3.2.5 que
1119130415 + Go11130514 = 0
e portanto T'(y) se anula neste caso. Se x;,x;, i, T;,T;, € um monémio impar,
entao usamos o mesmo raciocinio para o monomio par T;,T;, Ti,Ti, Ti, -
Caso (5): Suponha que x;, z;,x;,x;,x;; ¢ um monoémio par. Como T'(y) é par,
temos que
i1i2i3i57:4 = i1i2i47;3’i5 == i1i2i5’i4i3 - O
e portanto T'(y), para as substituigoes deste caso, é dado por
(i1i2i3i4i5 + i1i2i4i5i3 + i1i2i5i3i4)612.
Seja T, = T, € Tp = T;, €M Ty, T;,TiyTi, Ty € assuma, sem perda de genera-
lidade, que | < t. Entao o coeficiente de v, em ~ é iyisigigis. Como 7y é
triangular, temos pelo item (2) da Definigao 3.2.5 que
1119130415 + 1119041513 + 1112151314 = 0 (3.4)
e portanto T'(y) se anula neste caso. Se ;, T, T, T;,T;; ¢ um monoémio impar,
entao usamos o mesmo raciocinio para o MonoMIo par T, i, Ti, Ti. Ti, -

Caso (6): Suponha que ;, x;,;,T;,x;;, ¢ um monomio par. Fazendo as subs-
tituigoes, temos que T'(y) é dado por

> o(1)o(2)0(3)o(4)o(5) | e, (3.5)

[ea

onde a somatdéria é sobre todas as permutagoes o € Aj tais que o(1) = 4.
Assim, pela igualdade (3.4) temos que o coeficiente de e15 em (3.5) é nulo. Se
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Ty TiyTiy i, Tiy € UM Monomio impar, entao usamos o mesmo raciocinio para
0 MONOMIO PAr Xy, LjyTiyTis Ti, -

Caso (7): Suponha que z;, x;,2;,T;,x;; ¢ um monoémio par. Fazendo as subs-
tituigoes, temos que T'(y) é dado por

<Z 0(1)0(2)0(3)0(4)0(5)) €99. (3.6)

o€As
Assim, pela igualdade (3.4) temos que o coeficiente de ey em (3.6) é nulo. Se
Tiy TiyTiy i, Ty € UM monomio impar, entao usamos o mesmo raciocinio para
0 MONOMIO PAr Tj, TjyTis Tig T, -
As demonstragoes dos casos (1) e (2) sdo similares as dos casos (7) e (6)
respectivamente. Se substituimos em 7T'(vy) as varidveis por outras matrizes

unitarias, que nao foram consideradas nos 7 casos, entdao T'(y) se anularé,
pois o produto

€iyj1 Cigjo Cizgz CiagaCisys
¢ nao nulo se, e somente se,
W< =12 Jo=13< J3=14 < Jg =15 < J5.
Assim, concluimos que T'(y) é uma A-identidade para Us(K). &
Defina as tabelas 17, T5, T3 e T por

(1]3]5],, [1]3
L= =573

112

112][5]
315 '

4‘T4:3 4

4\T3:

Denote por R; e C; o conjunto das permutacgoes linha e coluna, respec-
tivamente, da tabela T;. Assim, temos associado a tabela T; o elemento

semi-idempotente
(=Y Yo

g€ER; v€C;
Lembramos que esse elemento ja foi definido e caracterizado anteriormente
na Definicao 2.2.8 e Teorema 2.2.10. Lembramos também que a dlgebra de
grupo KA, e o conjunto dos A-polinomios P? sao A,-médulos isomorfos
naturalmente e portanto fazemos a identificacio KA, = P” da seguinte
maneira
o= To1) -+ - Lo(n),

onde o € A,. Agora, considere o homomorfismo 7 da Definicao 2.3.3.
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Teorema 3.2.8. O conjunto das A-identidades de grau 5 para Us(K) é um
As-modulo gerado pelos polinomios

nier+ (4 5)es) e nles— (4 5)es — (2 3)ey).
Esses elementos geram As-modulos irredutiveis e distintos.

Demonstragao. Para mostrar que n(e; + (4 5)ey) ¢ uma A-identidade para
Us(K), fixaremos z, = x5 e x, = x4 na Defini¢do 3.2.6. Temos

=3 Y (~1)oy = [Z a] 1-(12)-@B4)+12E),

oc€Ry veCy cERy

e portanto, identificando e; como um polinémio, vale a igualdade

e = [ E 0] [T129234%5 — ToXT1X3T4T5 — XXXy T3T5 + Lol T4T3T5).
c€ER;

Olhando para a tabela T3, obtemos que R; é o conjunto das permutacoes
o € S tais que

{0(1),0(3),0(5)} = {1,3,5} e {0(2),0(4)} = {2,4}.

Assim,
n(er) = far — fia — fos + fis.
Como Ty = (4 5)T7, temos pelo Lema 2.2.9 que es = (4 5)e;(4 5) e portanto

(45)es = ex(d5) = [Z o] 1-(12) - (34)+(12)(34)[(45)] =

ceR;

= [ E 0] (210023504 — ToT1X3T5Ty — X1 XXy T5T3 + Lol T4T5T3).
c€ER;

Assim,
n((4 5)e2) = fas — fi5 — faz + fus.

Como o elemento
v = 2v13 — Y14 — Vis — 2723 + Vo4 + V25
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¢é triangular, segue do Teorema 3.2.7 que

n(er + (4 5)ez) = T(7)

¢ uma A-identidade para Us(K).
Para mostrar que n(es—(4 5)es— (2 3)es) ¢ uma A-identidade para Us(K),
fixaremos z, = x3 e x, = x5 na Defini¢ao 3.2.6. Temos

€3 = Z Z(_1)707 =

o€R3 veC3

5 a] 1-(13)— 25+ 325,

o€R3

e portanto, identificando e3 como um polinomio, vale a igualdade

€3 = [ E O'] [$1$2$3$4l’5 — X3X9X1T4L5 — T1T5L3L4To + 1'3.1’5.1'1.%'41'2].
cER;

Olhando para a tabela T3, obtemos que R3 é o conjunto das permutacoes
o € S; tais que
{o(1),0(2),0(4)} ={1,2,4} e {0(3),0(5)} = {3,5}.
Assim,
n(es) = fs5 — fis — faz + fia-
Como Ty = (4 5)T3, temos pelo Lema 2.2.9 que ey = (4 5)ez(4 5) e portanto

(45)ey, = e3(45) = [Z a] [1—(13)—(25)+(13)(25)][(45)] =

c€R3

= [ E 0] (210932504 — T3T2X1T5Ty — T1T5T3T2Ty + T3T5T1T2Xy).
c€R3

Assim,

n((4 5)es) = faa — fra — foz + fro-

Como T, = (2 3)T3, temos pelo Lema 2.2.9 que eo = (2 3)e3(2 3) e
portanto

(23)e; = e3(23) =

> 0] [1=(13)= (25 +13)(25)][(23)] =

c€R3

= [ E 0] [T1X3T0T4Ts — T3T1ToTyTs — T1T3T5T4 T2 + T3T1T5T4To).
c€R3
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Assim,
n((2 3)es) = fas — fis — foz + fi3-
Como o elemento

Y= =713+ Y14 + Y23 — Vo5 — V34 + V35

¢ triangular, segue do Teorema 3.2.7 que

n(es — (4 5)es — (2 3)ex) = T'(7)

¢ uma A-identidade para Us(K).

Provaremos agora que as duas A-identidades geram moédulos disjuntos.
Como (1 3) € Ly, temos que (1 3)e; = es. Assim, pelo fato de n ser um
homomorfismo de As-médulos, segue que

n(er + (4 5)ea) = n(er) + (4 5)(1 3)n(ez).
Como (1 2) € Ly e (14) € Ly, temos que
n(es — (4 5)es — (2 3)ex) = n(es) — (4 5)(1 2)n(ea) — (2 3)(1 4)nlez).

Pelo item (2) do Teorema 2.3.5, temos que a soma

4
Z KA5 . 77(62)
i=1

¢é direta e portanto segue o resultado.

Pela Proposigao 2.2.7 (Férmula do Gancho), sabemos que a dimensao do
Ss-médulo irredutivel associado a partigao A = (3,2) é 5. Como A nao ¢ auto-
conjugada, isto é, A # X, temos que os As-mddulos irredutiveis associados a
{\, '} possuem dimensao 5. Assim, o conjunto das A-identidades de grau 5
para Us(K) possui dimensao

dim [P{' N T(Us(K))] > 10.

Pode ser mostrado que a dimensao é exatamente 10, mas isso consiste em
resolver um sistema linear formado por 60 colunas e 50 linhas, o que é um
pouco trabalhoso. Assim, omitimos a demonstracao deste fato. %
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Lema 3.2.9. Seja f um polinomio multilinear de grau m. Se

f(eiljlv s 76imjm) =0

para todas matrizes unitdrias €; j,, ..., ¢ ;.. € Un(K), onde j; = n para
algum 1 <1 < m, entao f é uma identidade para U, (K).

Demonstragdo. Se j € N, defina j € {1,...,n} por
j =7 (mod n).
Fixado ¢t € N defina a fungao ¢ : M,,(K) — M, (K) por linearidade e por
pleij) = 77 777 -
Temos que ¢ é um isomorfismo de algebras.

Agora, se f nao é uma identidade para U, (K), entdo por uma mudanga
de variaveis, podemos supor

f€ivjis-- s €injn) # 0,

onde jr = iry1 paratodo k=1,...,m — 1. Assim,

1N <Jj1 << ... <ty <y <n
Se t =n — j,, entao pelo isomorfimo ¢ temos

o(f(€igis s Cimgn)) = J(@l€irji) - (i)
= flittji+ts s Ciprtjmtt) 7 0.

Absurdo, pois j,, +1t =n. &
Lema 3.2.10. Se 1 < k < n, entdao T(U,(K)) € o produto dos T-ideais

T(Un(K)) = T(Uk(K)) - T(Un-r(K)).

Demonstragao. Uma vez que o polindmio [z, z3][xs, x4] .. . [Ton_1,T2,] gera
T(U,(K)) e é multilinear, temos que toda identidade para U,(K) é uma
combinagao linear de elementos do tipo

m1 [mz, mg][m4, m5] cee [m2n7 m2n+1]m2n+27

onde m; é um mondmio. Pela igualdade [x;, xjxr] = [z, xx] + [vi, xj]xr,
temos que T'(U,(K)) é gerado como espago vetorial por elementos do tipo

[y, 5 Jua[iy, T, Jus[wiy, x5, - unlwi,, 2, Jun g, (3.7)

onde u; € um monomio. Segue o resultado. &
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Teorema 3.2.11. Seja d(n) o menor grau de uma A-identidade para U, (K).
Entao
d(n)+3>dn+1)>dn)+2.

Demonstracao. Suponha que f(z1,...,z;) seja uma A-identidade de grau
t <d(n)+ 1 para U,1(K). Entao

g = f(xl, e ,Z't).flftJrliL'tJrQ PN xd(n)—l—l

¢ uma A-identidade de grau d(n) + 1 para U,;1(K). Se o coeficiente do
monomio 1Tz ...ZTgm)+1 em g € nulo, entao multiplicamos g por uma per-
mutagao par o, de modo que 123 . .. Tg(n)41 aparega com coeficiente nao nulo
em og. Assim, assuma que 12y . .. Tqm)41 Possui coeficiente nao nulo em g.

Agora escreva
9= E 9ijTiZy,
onde g;; ¢ um polinomio multilinear nas variaveis
{xla T, ... 7xd(n)+1} - {xh x]}

Escreva h = g(d(n), d(n)+1) € S€JAM €4 jys Cisjos -+ + s €(iginy 1 dagmy—1) € Un(K), onde
Ji = n para algum 1 <1 < d(n) — 1. Entao existe o € K tal que

h(eile Cigjos - - - 7€(id(n)717jd(n)71)) = QCin,
para algum 1 < ¢ < n. Uma vez que
g(€i1j17 Cisgar - -+ Cliany—1-damn)—1) E(n,n+1)s €(n+1,n+1)) = Q€(in+1) = 0,

temos que o = 0 e portanto pelo Lema 3.2.9 segue que h é uma identidade
para U, (K). Como h é par e possui grau d(n) — 1, temos um absurdo. Agora,
seja f(x1,...,%q4n)) uma A-identidade para U, (K). Pelo Lema 3.2.10 temos

T(Unta(K)) = T(Un(K)) - T(Ur(K))

e portanto
f(iEb e ,ﬂfd(n))[il?d(n)ﬂ, $d(n)+2$d(n)+3]

é uma A-identidade de grau d(n) + 3 para U, 1 (K). O

Corolario 3.2.12. O grau minimo de uma A-identidade para Us(K) é 8.
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Demonstracao. Como d(2) = 5, temos pelo Teorema 3.2.11 que d(3) > 7.
Suponha que f seja uma A-identidade de grau 7 para Us(K'). Vamos denotar
o coeficiente do monodmMio To(1)Te(2) - - - Lo(ry POr o(1)o(2)...0(7). Sem perda
de generalidade, seja 1234567 # 0.

(i) Fazendo a substituigdo em f dada por

r1 T9 X3 T4 Ty Tg 7
I

€11 €11 €12 €22 €22 €23 €33
obtemos a seguinte relacao entre os coeficientes:
1234567 + 2135467 = 0.
(ii) Fazendo a substitui¢do em f dada por

T X1 T3 X5 T4 g A7

€11 €12 €22 €22 €23 €33 €33
obtemos a seguinte relacao entre os coeficientes:
2135467 + 2153476 = 0.
(iii) Fazendo a substituicao em f dada por

Ty X1 Ty X3 Ty X7 T
| I

€11 €11 €12 €22 €23 €33 €33
obtemos a seguinte relagao entre os coeficientes:
2153476 + 1253467 = 0.
Pelos 3 itens segue que
1234567 = —1253467.
Com raciocinio andlogo, mostramos que
—1253467 = 1245367 e 1245367 = —1234567.

Logo, 1234567 = 0. Absurdo.
Usando novamente o Teorema 3.2.11, segue que d(3) = 8 &
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Corolario 3.2.13. O grau minimo de uma A-identidade para Uy(K) é 10.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.11, temos que d(4) > 10. Agora considere
uma A-identidade g(z1, 2, x3, x4, x5) para Us(K). Como

T(Ux(K)) = T(Uz(K))T(U2(K)),
temos que

g(xlv X2, X3, T4, 1'5)9(336, X7, Ty, X9, 'IIU)

¢ uma A-identidade para Uy(K). &

3.3 A-identidades de U,(K)

O interesse em estudar A-identidades para U, (K) foi motivado pelo artigo
8], onde Henke e Regev colocaram a seguinte conjetura:

Conjetura 3.3.1 ([8]). O grau minimo de uma A-identidade para a dlgebra
matricial M, (K) é 2n + 2.

Analisando a subélgebra U, (K'), damos uma resposta negativa para a conje-
tura. O nosso objetivo nesta secao é demonstrar o seguinte resultado. Seja
k > 0 um numero, entao existe um ng tal que para qualquer n > ng, o grau
minimo de uma A-identidade para U, (K) é d(n) > 2n + k.

Definicao 3.3.2. Seja 1y < iy < ... < i, € escreva y; = ;. Se f € um

J
polinomio multilinear dado por

f(y17y27' - 7yn) = Z AslYo(1) -+ - Yo(n), Qo € K7
gESy

definimos o polinomio f* por

oy, y2, o yn) = Z (=17 ¥Yo(1) - - - Yo(n)-

oESH

Exemplo 3.3.3. Se f(x1,24,76) = T124%6 + 204T1T6 — T4TeX1 — TeTyly,
entao
*
f (9317554, 156) = T1T4T6 — 2T4T1T6 — TaTel1 + TeLaT1.
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Exemplo 3.3.4. Se f é um polinomio multilinear dado por

flxy, ... x,) = Z AgTo(1) - - - To(n) o € K,

gE€Sy

entao f* € dado por

f*($1, Ce ,In) = Z (—1)0a0$0(1) Ce ZEU(n).

oESy

A transformacao linear *: P, — P,, f — f*, foi utilizada por Kemer no
estudo da estrutura dos ideais de identidades de (super-)algebras (veja para
mais detalhes [12, p. 17]).

Lema 3.3.5. Sejam f(z;,,...,2;,) € g(Tip, .-, ) dois polinomios mul-
tilineares, onde {i1,...,ix} N{igs1,-- -, ikin} = 0. Entao (fg)* = £f*g*.

Demonstracao. Usando-se o fato que * é linear, a demonstracao reduz-se ao
caso de monomios, onde a afirmagao é imediata. &

Seja D a base da 4lgebra de Grassmann F definida apds a Defini¢ao 1.1.8.

Definicao 3.3.6. Dada uma dlgebra R, denote por R* o subespago vetorial
de R® FE gerado pelos elementos r @ a, onder € R e a € D, a tem compri-
mento impar. Embora R* nao seja uma dlgebra, dizemos que um polinomio
multilinear f(x1,...,z,) € uma identidade para R* se

f(bl, [N ,bn) - 0,
para todo b; € R*.

Aqui podemos observar que a algebra R® E possui uma graduagao natural
com o grupo ciclico de ordem 2 (onde o grau homogéneo é determinado pela
dlgebra E). Entao f serd uma identidade para R* se, e somente se, f é uma
identidade 2-graduada de R ® E onde participam somente variaveis impares.

Lema 3.3.7. Seja f(x1,...,x,) um polinomio multilinear e seja R uma PI-
algebra. FEntao f € uma identidade para R se, e somente se, f* € uma
tdentidade para R*.
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Demonstracao. Sejam ay, . . ., a, elementos de comprimentos impares da base
D de E e sejam rq,...,r, € R. Escrevendo

flzy,... x,) = Z AgTo(1) - - - To(n), Vo € K,

O'GSTL

temos que

f*(ﬁ Ray, ..., & an) = Z (—1)0040(7“0(1) ® ag(l)) - (To(n) ® ag(n))

oESh

= Z (—1)JQJ(TU(1) .. .’I“g(n)) X (ag(l) ... ag(n))
oESh

= Z Ao (To(1) - - Tam)) @ (a1 - .. an)
oc€Sh

= f(T’l,...,Tn)@(alw'an)u

e portanto segue o resultado. &

Proposicao 3.3.8. Uma Pl-dlgebra R possui uma A-identidade de graun se,
e somente se, existe um polinomio multilinear f de grau n que € identidade
simultaneamente para R e R*.

Demonstracao. Se g é uma A-identidade para R, entao g = g¢* e pelo
Lema 3.3.7 temos que g é uma identidade para R*. Agora, se f é uma
identidade para R e R*, entao f + f* é uma identidade par para R ou é um
polinémio nulo. Se f + f* ¢é nulo, entao f é um polindmio impar e portanto

(12)f é par. &

Definicao 3.3.9. Sejam f um polinomio multilinear de grau n e k > 0 um
numero tal que s = 3k + 2 < n. Fizado um nimero part > 0, escreva

f= Z(xilwh @) i @iy Tigagn - - Tin),
onde f; € um polinomio multilinear de grau s nas varidveis
{.Tl, To, ... ,.Tn} — {Iil,xiQ, . ,x,-t,a:ms“,a:itﬂ“, . ,l’in}.
Dizemos que f; é um k-corte em f.

Observamos que variando-se o ntimero t obteremos k-cortes diferentes.
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Exemplo 3.3.10. Seja f o polinomio multilinear de grau 7 dado por

f(xl, PN ,1’7) = —|—371£L'2$3CE4£L'51’61L‘7 — 2$1$21’5$3$4£L‘7$6

—T1X2X4T5L3LeT7 + 3I5$3$4$1[E2I7$6

Parat =0 e k = 1 na defini¢ao anterior, podemos escrever f da sequinte
maneira

f = (ZE1172£E3{L'41'5 — $1$2$4$5$3>ZE61’7 + (-2[E11’2$5$3I4 + 35L‘5ZL’31’4[E1$2)[L‘7$6.
Logo, os polinomios
(ZE1]72£E31E4I'5 — ZL‘1$25E41’51’3) (& (-21’11‘21351‘3174 + 3ZE5I3ZE4JZ1ZL‘2)
sao 1-cortes em f. E'fcicil ver que para t = 2 temos os 1-cortes
(T3T4T5T6T7 — 2X5X3T4T7T6 — T4T5T3TeT7) € (3T4T1T2T7X6).
Definicao 3.3.11. Sejam aq,as, ..., asgro as matrizes unitdrias
€11, €11, €12, €22, €22, €23, €33, €33, . . ., Ckk, Ckk, Ckk+15 Ck+1k+15 Ch+1k+15

respectivamente, e f um polinomio multilinear de grauw > 3k + 2. Dizemos
que [ € uma A(k)-identidade se todo k-corte g se anula sobre as matrizes
acima, isto €,

9(Ao(1), Qo(2); - - - s Ao(3r+2)) = 0,

para toda permuta¢ao o € Sskyo.

Lema 3.3.12. Seja f uma identidade multilinear de grau 2n+k para U, (K),
onde k <mn —1. Entao f € uma A(k)-identidade.

Demonstracao. A condicao k < n—1 implicaem s = 3k+2 < 2n+ k. Assim
podemos falar de k-cortes em f. Fixado um ntmero par ¢t = 2r, escreva

f = Z($i1$i2 R ‘T;it) ' fl ' (xit+s+lxit+s+2 cee :Ci2n+k)7

onde f; é um polinomio multilinear de grau s nas variaveis

{1'1, Lo, ... >x2n+k} - {xinxiza oy iy Ligygyqs Ligggqos - - 7xi2n+k}~
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Devemos mostrar que o k-corte f; se anula sobre
€11, €11, €12, €22, €22, €23, €33, €33, . - - ;, €kk, €kk, Ckk+1, Ck+1k+1; Ch+1k+1-
Mas provar isso é equivalente a provar que f; se anula sobre
E(r4+1,741)5 E(r+1,r4+1)s E(r+1,r42)s €(r+2,742)s E(r42,742)5 - - -

<5 C(rtk,r k) s C(rtkrtk)y E(rdk,r+k+1)s C(rtk+1,r+k+1)s C(rtk+1,r+k+1)-

Denote estas matrizes por by, bs, ..., by respectivamente e seja 0 € Szpio.
Agora substitua as varidveis de acordo com os itens:

(1) 24y, xiy, - - -, x;,, TESpectivamente, por
€11, €12, €22, €23, €33, €34, - - - Cpp41-
(2) i1y - - -5 T4y, TeSpectivamente, por
bo’(l)7 bg(g), cey bg(s).
(3) @ipyoirs- - - » Tiy, ., TeSPectivamente, por

C(r4-k+1,r+k+2)) E(r4+k+2,r+k+2) ) E(r+k+2,r+k+3) s E(r+k+3,r4+k+3)s - - + » E(n,n)-

Fazendo essa substituicao em f, obtemos aey,, onde a € K e

Ji(bo(1)s bo2)s - - -5 bo(s)) = Qi1 rrbs1)-

Como f é uma identidade para U, (K), temos o = 0 e portanto segue o
resultado. &

Lema 3.3.13. Considere o polinomio multilinear f de grau 3k + 2 definido
conforme um dos itens abaixo:

(1) Seja k um niamero par. O polinomio f é uma combinagdo linear de
elementos do tipo

(le © sz)(xjs © :EJ'4> s (xj3k+1 © xj3k+2)'

(2) Seja k > 2 um namero par. O polinomio f é uma combinacao linear de
elementos do tipo

Ljy (ij © xj3)($j4 © :Bjs») s (ijk © $j3k+1)xj3k+2'
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(3) Seja k um nimero impar. O polinomio f € uma combinagdo linear de
elementos do tipo

(x]i © m]é)(xjs © xj4) s (xjiik © xj3k+1)$j3k+2'

(4) Seja k um nimero impar. O polinomio f € uma combinagdo linear de
elementos do tipo

5y (T, © 3 ) (X4, 0 Tjs) - (Tjgyry © Tigyss)-
Entao f nao é uma A(k)-identidade.
Demonstracao. Provaremos o resultado por inducao em k. Se k = 0, entao
f(x1,22) = a(z1022), €K,

e portanto f(ej1,e11) = 2aeq;.
Se k é um numero impar e f estd definida no item (3), escreva

= E fz‘jtﬂﬁixjxt,
onde f;j; ¢ um polinomio multilinear nas varidveis

{xla s o 7$3k+2} - {x’h CCj, xt}-

Assuma, sem perda de generalidade, que fsj 3r+136+2 € nao nulo e seja
a = 3k,b =3k+1ec= 3k+ 2. Observe que o polinomio fu,. é defi-
nido como no item (1). Por indugao, fu nao é uma A(k — 1)-identidade e
portanto nao se anula para alguma substituicao das varidaveis pelas matrizes
€11, €11, €12, €22, €22, . . . , €L_1k, Ckk, €kk- Fixando essa substituicao e fazendo
ela em fope, foae, fachs feabs focas fea, ODtemos respectivamente

UapcClky ObacClks - - - 5 XebaClk, Qijt c K.
Observe que aq. # 0. Agora faca essa mesma substituigao em f, junto com
as tres substituicoes abaixo:

(1) To = €xkr1, To = €xr1kt1, Te = €xr1k+1- Neste caso o valor de f perante
a substiuicao é (ape + Qach)€1k+1-

(i) o = €erkr1, Ta = €ki1k+1, Tp = €xr1k+1. Neste caso o valor de f perante
a substiuigao é (eqp + Aeba)E1k+1-
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(iil) xp = €grr1, Te = €prikt1, Ta = €xr1k+1- Neste caso o valor de f perante
a substiui¢ao é (Wpea + Qpac)€1k+1-

Assim, se f é uma A(k)-identidade, entdao em particular temos

Qgpe + Qgehy = 0
Qegp + Qlepg = 0
Qpeag T Opge = 0.

Pela definicao de f;j:, temos que fi;: = fji. Logo, ayj: = ajix e portanto
temos o sistema

Qgpe + Qlgey =

Qgeh + Qehg
Qg T Olghe =

|
oo o

Resolvendo o sistema, obtemos que aupe = Quep = awe = 0, 0 que é um
absurdo, pois agp. # 0.
Para provar o item (4), escrevemos

f= Z T T fije

e observamos que f;;; tem as caracteristicas de um polinomio definido no
item (1). Agora basta usar um argumento parecido com o que foi usado no
caso anterior.

Para provar o item (2), escrevemos

f = fz itLi LT
J J

e observamos que f;;; tem as caracteristicas de um polinémio definido no
item (4). Agora basta usar um argumento parecido com o que foi usado no
caso (3).

Para provar o item (1), escrevemos

f = fz itLiX Lt
J J

Seja a = 3k, b =3k+1, ¢ = 3k+2 e suponha sem perda de generalidade que
fave € um polinomio nao nulo. Substituindo as variaveis xy, s, ..., T3p_1 pe-
las matrizes eq1, €11, €12, €22, €22, - - . , €k_1k, €k, Ckk (NAO Necessariamente nesta
ordem), obtemos que fup € faep s80 dados por

AabcClk € UgcebCilk,
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respectivamente. Fazendo a mesma substituicao acima em f, junto com as
substituicoes T, = €xkr1, Tp = Te = €kr1x+1, Obtemos como resultado

(aabc + aacb)elk—i—l .

Como fupe = faeh, temos que se f é uma A(k)-identidade, entao
0= (aabc + aacb) - 205abc‘

Logo, fae € uma A(k — 1)-identidade. Absurdo, pois fu. é um elemento
definido no item (3). &

Adotaremos sobre os monomios de K(X) a seguinte ordem: primeiro
ordenamos os elementos de X por

T < To <3< ...
Agora, se my e my sao dois monomios, entao eles se relacionam como segue:

(1) Se grau(m;)<grau(ms), entdo m; < ma.

(2) Se grau(m,)=grau(ms), escreva

my = T4y ... T4, Mo = T4, ...T5,

e considere o maior k tal que z;, # z,,. Se z;, < z;,, entao m; < mo.

Dado um polinomio qualquer f € K(X), denotaremos por f o maior
monomio que forma f. Usaremos também a seguinte definigao: sejam m, m;
e my trés monomios, sendo que m = myms. Dizemos que m possui final ms.

Lema 3.3.14. Seja f um polinomio multilinear de grau n dado por
F=>_ figi (38)
i=1

onde f; e g; sao multilineares e satisfazem:

(1) fi possui grau > 3k + 2.

Q) <g<...<Ggr.

(3) Se g; < qi, entao os mondmios que formam g, nao possuem final ;.

Se f € uma A(k)-identidade, entdo f1, fa, ..., fr sdo A(k)-identidades.
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Demonstracao. Seja l; o grau de f; e s = 3k + 2. Fixado um nimero par ¢,
escreva

f1 = E Tjp oo Tjy WL, 1yg - - ..Z'jll,

onde w; possui grau s € j = (J1,. .., Jt, Jetstis - - -, J1, ). Escreva

f = E Tpy - - .xbtubxbtﬂﬂ Ce Ibllxbl1+1 - Ty, s

onde uy, possui grau s e b = (by, ..., by, byysi1,...,b,). Pelos itens (2) e (3),
temos que se b = (J1, .-, Jt, Jtasits- -« Jiy> 0141, 0142, - - -, by), onde

Thyy 1 -+ Lo = 91,

entao u, = aw;, onde a é o coeficiente de gy em g¢;. Assim, todo k-corte em
fi1 é um k-corte em f, a menos de uma constante multiplicativa. Portanto
f1 é uma A(k)-identidade. Embora o polinomio

f—fhho = Zfzgl

nao seja uma A(k)-identidade, podemos usar o mesmo argumento acima para
provar que fy é uma A(k)-identidade, pois I < [;. E assim, por indugao
provamos o resultado. &

O lema a seguir é uma variacao de um resultado utilizado na demons-
tracao do celebrado teorema de Lewin sobre a representabilidade por matri-
zes. O leitor pode encontrar mais detalhes na monografia [6, p. 21].

Lema 3.3.15. Seja T um T-ideal. Eziste uma base 3 para T, como K(X)-
modulo a esquerda, com as propriedades:

(1) Os elementos de 3 sao multihomogéneos.

(2) Se g1,92 € B sdo distintos, entiao gy # Ga. Além disso, se g1 < Gz, entao

0s monomios que formam gs nao possuem final gi.

Demonstracdo. Seja M o conjunto formado pelos monomios m tais que
m = f para algum f €T e

m #m'g,
para todo monomio m’ # 1 e g € T. Agora, dado m € M, seja f um
polinomio em T com f = m. Como o corpo é de caracteristica 0, f é
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escolhido multihomogéneo. Seja m; o maior mondémio diferente de m que
forma f. Se existem monomios u e m’ tais que m’ € M e m; = um’, entao
faca
fi=[f—uf,

onde f' =m’ e f' € T é multihomogéneo. Temos que f; é multihomogéneo,
fi = m e o maior monémio diferente de m que forma f; é my < my. Por
indugao, mostramos que existe um polinomio multihomogeéneo g, tal que
Jm = m e com a propriedade de que se u € M e u < m, entao os monomMios
que formam g, ndo possuem final u. Seja 5 = {g,, | m € M}.

Dado um polinomio qualquer g € T, ele tem um termo lider do tipo
um = Ugy,, onde m € M. Portanto ¢ —ug,, < ge g — ug, € T. Logo, [
gera T' como um K (X)-médulo a esquerda.

Agora, seja
t
i=1

onde f; € K(X) em; € M. Sem perda de generalidade, suponha m; < ms <

ms < .... Para ¢ # 1, temos que os monomios que formam g,,, nao possuem
final m;. Logo, fi = 0. Por indugao concluimos que fo = f3=...= f; =0
e assim (3 é uma base para T' como um K (X)-mddulo a esquerda. O

O teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.3.16. Seja d(n) o grau minimo de uma A-identidade para U, (K).
Seja k > 0 um numero, entao existe algum ng tal que para todo n > ng vale
d(n) > 2n + k.

Demonstracao. Seja (3 uma base para o T-ideal
T(Uy(K)) = ([z1,22))",

como um K (X)-mddulo a esquerda, considerada no Lema 3.3.15. Pelo
Lema 3.2.10, temos que

n
A\

Ve

T(U(K)) = T(U,(K))T(U(K)) ... T(U1(K)) -

Assim T'(U,(K)) possui uma base, como K (X)-médulo a esquerda, formada
pelos polinémios g = ¢19> ... gn, onde g; € 3. Seja p uma A-identidade de
grau 2n + k para U, (K) e escreva

b= Zw99192 -+« On,
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onde w, € K(X) e g; € . Como os elementos de [ sao multi-homogéneos,
podemos assumir que todo wyg19s . .. g, que aparece no somatério é multi-
linear de grau 2n + k. Uma vez que os elementos de grau 2 para ( sao da
forma [z;,z;], temos que em cada g = ¢g192...¢, no maximo k dos g; sdo
diferentes de [z;,z;]. Pela Definigao 3.3.2, temos que p = p* e portanto pelo
Lema 3.3.5, segue que

p=Y *wigig;.. (3.9)

Como [z;,x;]* = *(x; o z;), em cada gig;...g: no maximo k dos g sdo
diferentes de (x; o x;). Vamos chamar um elemento do tipo (z; o z;) de
bolinha . Agora defina os nimeros £ da seguinte maneira:

(1) Em cada g = ¢7g; . .. g}, que aparece no somatdério (3.9), seja i(g) o maior
indice j tal que g; nao € bolinha. Definimos &; como sendo o maior i(g).

(2) Em cada g = ¢ig;...g", onde gg‘l,gg(l_l), .-+, g¢, nao sao bolinhas, seja
i(g) o maior indice j tal que j < & e g; nao ¢é bolinha. Definimos & como
sendo o maior i(g).

E claro que nao conseguimos definir & a partir de um certo [, por exemplo,
nao é possivel definir &1, &pao, Epas, - - .- Seja & o tltimo & que conseguimos
definir. O fato é: como k estd fixado, para n suficientemente grande um (ou
mais) dos trés itens abaixo é satisfeito.

( ) fs [3k+2].
(i) Existe L tal que £, — &1 > [@}
(i) n — & > [3EE2].
Aqui [z] é o maior inteiro menor ou igual a x. Cabe observar que o caso (iii)
na verdade nao ocorre. De fato, uma vez que p é um polinémio par, temos
que algum g} nao pode ser bolinha. Logo, sempre teremos &; = n.

Vamos supor que o item (ii) ocorre. Observe que se g = gigs ... g aparece
no somatério (3.9) e ggL,ggwiw, ..+, g¢, nao sao bolinhas, entao em g devem
existir no minimo z = [(3k + 2)/2] bolinhas entre 91, € Y&, isto &,

Her) = He—(z-1) - Hen)-1
sao bolinhas. Fixado he, = g7, he)+1 = Yle)11 h, = g, onde
9¢, gg(Lil), .., g¢, nao sao bolinhas, seja

h - (thh(gL)Jrl . hn), h e K(X),
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a soma dos elementos FTw;91gs - - - gy, que aparecem no somatério (3.9) e que

hﬁL = gsz h(EL)-l-l = gzka)+17 SRR hy, = g:;

Pelo Lema 3.3.12, temos que p é uma A(k)-identidade. Aplicando algumas
vezes (exatamente n — (£, — 1) ) o Lema 3.3.14, obtemos que h é uma A(k)-
identidade. Pelo que ja foi argumentado acima, temos que h pode ser escrito

Ccomo
h=> wubby...b.,

onde by, by, ..., b, s@o bolinhas e v, € K(X). Assim, existe um k-corte f em
h definido em algum dos itens do Lema 3.3.13. Esse k-corte é em particular
uma A(k)-identidade, o que é um absurdo pelo préprio Lema 3.3.13.

Provamos que para n suficientemente grande, nao existem A-identidades
de grau 2n + k para U,(K). Fixe um destes n’s. Se d(n) < 2n + k, entdo
considere uma A-identidade F' de grau d(n). Logo,

F<5C17 e 7$d(n))$d(n)+1$d(n)+2 <o Lotk

¢ uma A-identidade para U,(K), o que é um absurdo. Portanto, d(n) >
2n + k. Com pequenas modificagdes na demonstracao do caso (ii), provamos
também o teorema no caso (i). O

Voltando para a Conjetura 3.3.1, se para todo n a dlgebra M, (K) satisfaz
alguma A-identidade de grau 2n+2, entdo em particular a subélgebra U, (K)
também possui A-identidades de grau 2n + 2, o que é uma contradi¢ao pelo
Teorema 3.3.16.

No6s podemos exibir A-identidades para U, (K) de grau [(5n+1)/2]. Para
isso, seja f’ uma A-identidade de grau 5 para Uy(K). Se n é par, n = 2m,
seja f o produto de m copias de f’ escritas em varidveis distintas, isto é,

f = f’(xl, Ce ,.%'5)]0/(1'6, . ,.Z‘l()) N f/(l'5m_4, Ce ,I‘5m).

Pelo Lema 3.2.10, temos que f é uma A-identidade para U,(K) de grau
5m = [(5n + 1)/2]. Se n = 2m + 1 é impar, entao
P=f"[T5mi1, Toms2Tsm3]

¢ uma A-identidade para U, (K) de grau bm + 3 = [(5bn + 1)/2].
Tudo isso nos leva a acreditar que o grau minimo de uma A-identidade
para U,(K) éigual a [(bn+1)/2] =2n+[(n+1)/2].
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