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{i) INTRODUGEO

Teros visto, atualmente, a exploragio de recur—
508 renovaveis sendo muito usada. devido 3 escasses de alimenw

tos e ao elevado custo dos produtos como a Carne, OVOoS e oU -~
1

trog recursos, A exploragao, embora tenha um controle governa-
mental, tem levado algumas p&pulagﬁes a exting3o ou a guase ex
‘tinglo. '

Procuramos fazer um estude matematico de = uma
destas exploragSes: a _pesca. A pesca é uma exploragio de livre
acesso, ou seja, n3o existe, tedricamente, impecilic para ex -

Plor 5*3.61, )
‘ Assim, para explori-la comercialmente, a indis-

tgia precisa usar certos Yecursos como? barcos, redes, pessocal
(pescadores), uma certa tecnologia hoje existente, e todos os
demais equipamentos utilizados; e aldm disso, temos a contagem
dos dias em qQue se pesca. Todos esﬁea fatores colocados acima
influenciam na prgdugéo { a colheita dos recursos): e estes fa
ﬁores'no.txabalhc. sZo reunidos em uma varifvel chamada esfor-
¢ce {E). O esforge indica tudo o que a indlstria usou para a
pesca onde os dias também foram incluidos nesta variavel.

A Eggulagﬁo. de peixes, comﬁ as demais popula -

cdes, obedecem 3 equagio diferencial ordinaria,

8X £ F(x) - hix,t).
dt

onde x £ a populagio, PFi{x) é a fun¢Bo de crescimento natural

‘e hix,t) representa a raz3c com que se processa a colheita.
A funcio hix,t) nos di uma colheita {retirada)

sustentavel que € ¢ nivel de populagdo qgue pode ser  colhido
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de forma que a poPulagﬁa existente rermanega constante. Temps

também a Producio Mixima Sustentdvel (P.M.5.) que é o  nfvel

méximo de populagdo que se pode colher sem que afete a popula
Can. | '

Estas equagtes estio também sujeitas a estu=
dos levando~se em consideragdc os fatores bioldgicos e econd-
micos da exploragac.

Para que possamos predizer os efeitos destes
fatores, modelos matematicos tem sido usados, ainda que pese

sobre eleva varias criticas, sendo a principal delas a sua
supersimplificac?o.

Nclpresénte trabalho, procuramos fazer uma

_ comparagac de dois modelos que visam estudar a.pesca: o mode--
", lo de Gordon e o modelo de Gould. '

Gordon, em seu modélo, analisando os efeitos
econdmicos de custo e preco da explbragéa e do recurso, afige
ma que ndo ocorreréa a extingdo da populagio devids ao fétor
econdmico. J& Gould, afirma que a populacgio ird a extingﬁq
pois a exploragio desenfreada que ocorre acaba atingindo a po
pulagdo a tal nivel que esta ndo terd mais condiglo de se

recuperar.
Depois de expostos os dois modelos, fizemos
uma andlise, baseado em dados concretos, numa comparagac dos

dois modelos, procurames mostrar qual deles corresponde mais

a4 realidade.



(I1) ASPECTOS TEGRICOS:

2.1, Nogoes de Analise Funcional

Defini¢fo: Um funcional & uma fungdo com valores reais ,

cujo dominio é um espaco vetorial.

Definigaos~ Uma norma num espago vetorial V & uma aplica

gdo || {js2v — R+ satisfazendo as condigdess~
a) [Ixliz0 e ]|x| ]=Osee.sémen‘te se x=0
b) [la.xf| = Jal . [{x}|

|
e} Ix=ryll ¢ H=l] + {ivl]
paraVx, vyéeav e a's.R.

n L4
Exemplo: O espago euclidiano R e um espago vetorial

s
normado Com a8 normas

e V/ 2 2 2 . a, e o
HX“ xl.g,.xz +..,+xn : onde x= (xl, xg,f..,xn)e R

‘ Temos também o espago das fungSes reais continuas /

- ¢fa,b], definidas no intervalo [a,b], que é um espago vetorial

normadc com a norma.

[{£]lo =max | £ix) | onde fec [a,b]
agxshb '

Em um espago vetorial normado ‘if, podemos  definiy a

nogao de distancia entre deis pontos x e v, definida por: . ui. .
Frie naocred{x,y) =, 1 xevle |

| Assim podemos introduzir também todas as nogbes topo-

1dgicas dos espagos métricos.

Definigdo: Seja V um espago vetorial nermedo, © espa-
go de fungdes e J:DCV —>R um funcional. Dizemos que ¥ € um

ponto de minimo (méximo) logal de J se = €¥0 tal que J(¥)< Ily)

(F(F)= J(y)) para todo YED satisfazendo ||y - ¥ |[<&.
Se o dominio D é ¢ R®, entic os extremos deste fun ~

‘cional existem pelo teorema de Weierstrass, para conjuntos com=
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pactos., Mas‘pafa um dominio D gualguer, a existéncia destes ex
tremos esté relacionada com se condiderar ou n3o o dominic D
compacto, Pois cada problema deve ser analisado separadamente,
podendo n3o haver solucdo para o mesmo. Como por exemplo: De -
terminar a curva de menor comprimento ligando os pontos A e R,
de plano, normal ac segmento AB em suas extremidades.

T : Qualquer curva normal do segmen-
to em Seus extremos tem compri -
mento maior gue AB, Existem cure

vas, arbitrariamente prdximas a

—— g -

AB deste tipo. Como AB nio é per

Py o — pendicular a si mesmo, ent3o,nio
foiste 501uGE0. Em outras palavras, a solugdo para este problg
ma tenderia para AR, como ele nio é perpendiculér a ele mesmo

nas extremidades A e B, entdc nao pode ser solugao. Loéo,con -

cluimos que nao existe solugao para © problema,

.

Contimiidade de um funcional.

Definicdo: Considerando o funcional
J: V——R
y s J{y}
dizenos que J é continuo em Yo €V se para cada &0, existe &0
tal que ||y - g 1 IKd = [3ly) - Jly,) e,
Existem casos em que podemos tex descontinuida-

des de funcionais, mas estes n3o serao aqui mencionados,
Funcional Linear

Definigéot— Um funcional J:V-—R serd dito liw
near ses:
(1) J(y) =o£I(y) ¥ € R e NyeV

(2) Tlxty) = I(x) + Iy) VxyeV
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| ‘Definigio: Para um funcional JiV-sR e para um .
dado ¥€V, consideremos a diferenca.
{Ad) v (h) = J{y+h)} « J{v) onde hev
Supénhamos que {(&F) v {h) pode ser escrito como
a soma de dois funcionais, um linear e um infinitésimo com re-
lacdc a h da forma &. Hhi |, isto é, com ||h}|-»0= 8-0. Em ou
tras palavras, (47} y (h) = linear de h somado com&|h||. Bs -

sim, J é dito diferencidvel em y e a parte linear na decompo-

si¢lo é denominada diferencial ou variaco primeira de J em y
cuja notacio &: |
| (53) vy, logo
(83) y (h) = (53) y () +&l(n]].
Diz-se que J tem um extremo em Y, se Jiy) T {yy )

#M » - v.
nao muda de sinal para y numa vizinhanga de y,.

Teorema: Seja J um funcional diferencidvel. a2 /
condicdc necesséria para Gue J tenha um extremo em ¥ & que
(&) v, {(n) = 0, para ¥ hev admissivel.

| Ou seja, precisamos mostrar gue: se J tem mini-
mo em y, €V entao
(57)y, (h) = 0 para ¥ h admissivel,
Demonstragios

Seja y, um ponto de minimo para J, (87}y. (h)=
o

= (&3) y, (h) - &.][nj |. com &0 quando ||n]]— 0

ént’éc. para valores pequencs de h | |

(8§3) Y, e ingd) Yo tém ¢ mesmo sinal, seia %G,V tal 'que
(ST} Y, {h) =§= 0 entao, para qualguer «>0

{57) y, (~«h) = --{SJ)% {iﬁ) por linearidade de (57) .yé. ~assim
t:cmd'o'_sinal de (87} ¥p .pode ser .mudacio nbdificanﬁa-»ée ligeira-
mente h, e assim (AJ) vy, tambem muda de sinal, o que contradiz

a hipdtese de y, ser o minimo, logo

._ {57} yg (h) = 0.
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2.2. O problema Variacional mais simples de cdlculo de varia

coes.

_ Trata~se de achar ¢ minimo dﬁ funcional Jiy) =
=I: F (x;y,y') dx na classe Dy [a,b], com a y{a) =A | Ie
v{b) = B, A e B sen&c dados e F{xty,y’} continua com derivaw
das parciais de 1% e 22 ordens continuas em x,y,v'. E onde
p; [a,b] = Cl[a.b]: espaco das funcdes continuas com deriva -

das primeiras continuas em.[a,b] eicom a norma

Hoyllt = max { ] vG}+ méx { | y*(x) |}

x e la,b] x ela.b] |
iJméa variagZo admissivel de y(x) é
y{x) + n(x) com heDy [a,b] e hla] = hip]=6
‘ent3o |

{rJ) vy (h) = J{y+h) - J{y) '.mJ: F{x,y+h,y'+h' }dx
b

mJ E‘(x'y'yi) Qe
.

m- fb {F(xf)’:h!Y' 'iﬁh') - F.(xlyly' )} (3}{
. a )

usando a expansido em série de Taylor em torno de (x,y,y'}.,cb =~ '
tén-ses |

(A7) v (B) ”ﬁ: { Ftxyiy)e b+ Fuubey,y’) w +oud} ax
‘usando a definigZo de diferencial de J, témmses-

{8J) v (h) “IZ{FK {(x,y,¥").h + Fy' (x,y,¥').h J dx

‘e J tiver um minimo em y, assim,

(53) v {h) = 0 para ¥h admissivel, isto &,
) o .

J {FY {x,v,¥')e h + Fy'(x,¥y.¥"')s h‘} ax=0
&

Integrando por partes, tém~se:

St TRy porary e s

w2
j Fy' (x,2,v'). h' dx = 0
2§

Assim ficamos comie



,Jb { - Sx [Fy(x,y,y') dax + Fy' (};1303"3} qh'(X)}dx |
a ' : : .

_ b '
Lema (Dubois - Reymond) :  Se j £ix) ¢ h'{x) ax = 0
a _

para V h{x)eD, [a,b] com h(a) = hib)= 0 e £(x) & continua,
ent3o f£(x)= ¢ constante em [a,b].

Dems- (b b
S nt{x) dx = hix) Ia =0

a .

L b
assim [b B (x) [ £(x) - QJ\dx = ga hi(x) £{x) dx -
‘a

b |
S c ht () dx =

a
b b
g flx), ht{x) dx - c'( h' (%) dx =0 4+ 0.C=0
a a :
£f(t) 4t . ,
.para Vo é R. Escolhendo c=/2 temese ..
' b=a -

o . N
{(£(x) - <) dxmj £(x) ~ c{b-a) =0

. b
tamben gue S

a

Befiﬁinﬂo H(x)xj'x' {£(t) - ¢} dt como f{t) &
A _

| continua, temos HeDyla,b] e H(a) = H{b)= 0
e tmnbém_ H’(x) = f{x) - ¢ e isto implica

lﬂ)S‘b (£{x) =~ cl. H‘(x) dx=0 pela hipdtese do lema.

a

-Qb ) b
2"’Sb (£(x)-c) (E(x)=c) dx = O =J (£(x)~c)? ax=0
a 3

como £ & continua, também o sera Flxt)we
‘Assim  £{x)-c =0 em [a,b].

Logo £{x) = ¢ em [a,b}

C.QuDe

Voltando ao calculo variacional que temos:

_ Sb { ~gx Fy (x:y:y’) + Fy'(ch:Y')} ht{x) dx =0

a a
para Vh admissivel, isto &, para

YheD; [a,b] com h{a)=n(b)=0
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Logo ujz Fy (x,v.vy') 8t + Fy*{x,v,¥'} = ¢, constante de acor,
do com o lema anterior. |

y Derivando-se esta relagdo obtemos:-

i BPylx,y.y') - d " ' Y
l az FY {x,y,y')=0

B

Esta é chamada Eguacio de Euler,uma condigio ne

tesséria para que vy &8 um minimo {ou méximo) ao funcional,De =
senvolvendo~se as derivadas tém-se:

Fy - Fxy' + Fyy' . v' = Fy'y'.y'' = 0 ou

se  Fylyr 40
vy = ¢ (x,v.v")
Seria natural perguntar em gue condigdes eg-
. ta eguagao diferxencial de 22 ordem tem solugio. Note gue este
problema é diferente do problema de Cauchy que é resolver J* =
= ¢ (x,v.v') tal que y{a)= bo e yla)= hi buscamdo uma solu -
¢80 local. Aqul procuramos uma solucdo global.
0 problema da existdncia e da unidade da solu -
¢dp da equagBo de Fuler serd discutido mais adiante.
Quanto a regularidade da solugdo, um ponto fun-
damental de Se notar & saber se a solugio é boa, isto é, se

tem derivadas. Um resultado tipico é:

Teorama:.—-Seja v&€ Dy{a,b) uma s.olugéo cie; Buler.
e F (x,y,f‘) tem derivadas de 1% e 2% ordens continuas com re
‘hgéa.a %,Yey', entZc v tem derivada segunda continua sempre
que F yy'{x.y.y') + O,

Demonstragaos: -

a Fy'(0Yey o pim pyt Gorbe,vichan), v (xrax)) -
ax-0 Ax%

&

- Pyt {x,v,v")
I

= Lim Ax Fyx 4+ Av F uyv® 4+ Av! Tyl
ax -0 AX




O

cnde Fy'x, Fy'y, Fy'y', indicam as derivadas assinaladas de F
calculadas em valores intermedidrios convenientes.

Segue~se entdo:l

4 Fy'. ,
& FY'- Lm‘{FY""“__.Y_.FYY"'A}Z By'y'}
Ax~0 _

= Ey'x + y'Fy'y + Fy’y'ﬁ Lim %xx'
: X-» 0 HX

Como F y'y' + 0 e as demais parcelas s3o conti-

Ax >0 AX ' :
' COQ-DO

- Variacio Segqunda

Vames discutir o problema mais simples envolven-
do agora a variagdo segunda. Assim, o problema torna-se: achar
o minimo do funcionals~

J(y) = jb F{x,y,y'} dx na classe Dj [a,ha
a _

com A= (a,y{a)) e B= (b,y (b}), Assumindo que ¥ tem derivados
parciais continuas de 3% ordem, e considerande J{y+h} . com
heDy [a,b] e hi{a)s h(b)=0, tém-sze a férmula de Taylor.
F(#.y-fhf y' +h') = Fx,y,y' }+h Fy(x,y,y' )+h' Fplx,y.y' )+

+%_ {h2 Fyy(a,y,y') + 2 hah'Fyy' (x,y,y') + w'? Fy'y' (x.y.¥" s
% termoa.cam n¥, n®n',n ht2 rena

assim (A7) y (n) = (63) ¥ (B) + (§9) y (n) +&llnl|?

com €E+0  com |in}jl-o0.

e por definigdo pde-se:- |

83y y (0} = E’ { 1 ryyGeuy,y'de B+ Ben'Fyy’ Gy +

]
12
+ B Fy‘y'(x,y,y')}@x.

&1 y (h) é a variagdo segunda de J

em vy com relagao a h.

el
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Observagdes:— Num espago vetorial normado, pode-se dizer que o
funcional J é duas vezes diferenciavel se

AJ= parte linear + parte quadritica + infinité-
simo de ordem supe'rior..
ou BJ) y(h) = (53} y (h) + (87) y (h) '*‘&-thlz com
€+0 quando ||nl| — 0.

e {§U) y(h) denomina-se diferencial de segunda ordem de J emV

Teorema: sSe o funcional J(y) -——j: Fi{x,y,y'} ax
tem um minimo de Yy o ent3o | |
(%) v, (b} ®0 para todo h admissivel
Demons tragaos:
' J tem um minimo em Yy » entao (6J) vo(h) = o para
¥ he Dy [a,b] com h(a)=h(b)=0 - |
Assim (63) y (h) =0 + (87)y, () +&||n||2,
e szi.ponhamos que BT} yé..(h) < 0 para |
E péqueno, tér-»-se_—-ia:
{AT)y, {h)< 0 Vh € tﬁlassevconveniente, é gque &
abgurdo. |
Logo (523} Yo {h) >0, v heDy [a.b] com
hia)=h{b)=0 esta & uma éondig’éo necessaria para ocorrer um mini

mo. Uma condigdo suficiente é:3

,

Teorema: Se a variagio primeira do funcional J

’se anula em Y'b'\ {x), isto &, (&J) ﬁfd 0 e se Ik >0, tal gue

(87) v (h) 2K.]|n] 12, v h admissivel, ent3o J tem um minimo em
YO.

| Demonstragaos-

saberos (A7) vo (h) = (§7) y; () + %9) v, (n) +&][n}[?

e como por hipdtese

_ (SJ}yé- {(h} = 0 |

e §J) y,(n)z x. | |n{1?
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assim ficamos com
{43} voln) 2 (X +6).i|hllz para h's convenientes, isto &, tais
| que 0<E+ K). |
Continuando o estudo sobre (57) v(B) o fézendc

P =) Fy'y' (y.y")

N

i

e 9 % (Fyy (x,v.¥") g; Fyy* (fofY‘))

asgim podemos escrever:

&7y v (h) mf‘" (P.h 2 +0.02) ax
) a

X ' b ) )
po:t.sjb on? ax = pA j Fyy{x,v,v') = & Fyy' (x,v.v').h? dx
a ' 22 ax
— Fyyl(x,v,y') dx - ,;f h™ d ' '
2 2 * . 2 a ?ix*- FYY (XIYIY ) dx
eJ‘b [ {x,v.¥v") ,;13,2 + Fyy!(%,Y,v') h'h +§'2 PYyviix,v,y" )]dx.
}a Fyy 5 | : >

jb Fyy (,y.y") }.1. dx "}'jb Frysy! (x,v,y') h'h dx +P h 2F§"Y‘
Ja 2 AJa . a 2

.(x,y,y‘) dx= Fazendo-se na 1ntegraljb Fyy' (x.y,y'). h'.h dx
- a

wma integracido por partes onde

. U= le(x’y'yl) e adV = h'h dx

ﬂai“d Fyy' (x,v.y") e V= 32
- : Z
taremosjb Fyy (x.v,y") %2&( +jb 221"2 Fy'y' (x,v,y') dx +
& . & :

2
+ Fyy' {(x,v.¥'} b

b 2
-1 B 4 Fyy' (x,v.v') &=
2 ﬁz'& yo¥

F—

J (P.h'% + 0.1%) ax.
<4

Lenas sejb (P.h'2 4+ 0.h%) ax >0 para V heD; [a,b)
. |

com h{a)= hi{b) =0, entdo, P{x) >0 para VY.
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Deronstragaos -
seja P{xy) < 0 para algum x,.

Entd3c em I = [ xp = {0, %o + 1 ] téne~se
. n n

P(x) ¢ -, «L >0 e n suficientemente grande.

2 n (%=%p5) em I

Seia hix) = |sen
0' fora de I

com hedy [a,b], h{a) = hi{b)=0

10:;0]3& (Ph'? +0n?) axgjb P{x). |h'{x) [dx + max {Q(x)}].
a =1

.l(xo.fﬂ;i__' Xq -.,_.%,)

{~dn K+ 20 | max |0({x)| onde K = 8 e
n .

- para n suficientemente grande

1
jh'(P.h"z +2.h%) dx {0 o que contradiz & hipdtese do lema
a .

assim Pi{x)}>20

Decorre dal o seguintes

Teorema {cord. de Legendre): se o funcional J(y)=

mjb F{x,y,v"') dx admite um minimo para y= y{x) ent3do, em gual =
a

quer ponto desta curva tén-se:

Fy'y' (x.v:x')3 0

Esta é uma condig3o necessiria mas ni3o suficiente
para se obter esta condig3o, b necessidade de hipdteses adicio-

nais,

2.3, Sistemas Autdnomos

Um sistema de equagtes diferenciais de 1% ordem,

B “"dx“"l‘.“ = Fi (xlonfatfxn) H i = 3‘!24‘“““ (2‘3'1)

.at
ou em notagzao vetorial

L]

8% = Fx}
da+
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é dito autdnomo quando as funcoes Fi n3o dependem explicitamen
te da varidvel termpo t.

Denominamos pontos criticos de um sistema  de

equagoes diferenciais aos pontos que satisfazem a condicho,

& = 0 ou seja F{x) =0

at

Estes pontos sdo de"particular importancia no /
estudo das equagbes diferenciais pois existem casos em que &
quase impossivel se encontrar uma solugao numa forma explicita
e razoavelmente conveniente: e também no estudo da estabilida-
de de uma solugio.

‘ Consideremos ¢ sistema mais simples de duas e -

- quactes diferencials simulténeas da formas-

ax

-é-g# Pix.y)
' {2.3.2)
. &Y = alx, e
Gt o dt {x Y)

Suponhamos que as fungdes F e G sio continuas /

com derivadas parciais continuas em algum dominio D no  plano

>5,

Teoremas- Sedjam as fungdes F e G e suas deriva-
das parciais continuas numa regi3co R do espago t,x,y contendo
o pento (ty.%5,¥s ) ent3o existe um intervalo |twtal<‘h no gqual

_existe uma Unica solucio x = §{t) e y=Y(t} do sistema de e~

auagdes diferenciais que satisfaz também a condigdo x(tg)=x, e

y{to )=vo.

Assim se (xy,¥,) for um ponto do dominioc, exis-
tird uma Vnica solugio x=¢ (1) e v= y{t) do sistema (2.3.2} ,
.que satisfagasa cendigao x{ty) = %o e yitgl=vs. |

para €<t < B que contém tp.
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As equagbes x={ (t) e yﬂWV%t) S30 uma repre-
sentagan paraméﬁrica desta curva, e é denominada tragetdria ,
Orbita ou caminho no plano de fase Xy.

Frequentamente € conveniente eliminar o parame
tro t da solugdo === § {t) e y=wy{t) obtendo a relacZo entre

x e v para estudos, Assim numa regiao onde Fx,y) +8 temos

8y . dy/dt . Glx,v)
dx ax/dt Fix,yv)

(2‘3‘3)

que & uma equagado diferencial de 1% ordem para y = F{x), de
grande importd@ncia para: a determinag@v da inclinagdo num pon

to da tragetdria. N3o podemos resolver no ponto (x,,ys) guando

se anula ou Fix,y} ou G{x,y) para dy ou dx
: dx ay

| Assim se (xp.Ys) for ponto critico do sistema
(2;3.2} ent3o x=xy e y=yp ¢ uma solugdo para o sistema, E pe
1o teorema da existéncia e unicidade temos gue & Unica soluglo
do sistema {2.3.2) gue passa'pela ponto (x,,.ya) é a propria so
luglo constante. A trajetdria desta solugdo é o prdprioc ponto
{xg.Yo)e E a aolugéo x=@ (t) y=¥({t) ¢t y« se aproxima do
ponto critico {xg5,v5) quando t —»co se Q){t) -» Xo ey{tpYoquan
do t-rao . | o

A importancia dos pontos criticos na andlise /

' dos sistemas autdnomos & devida ao fato de gue eles sio solu -
¢oes constantes do sistema e que o compoitamento gualitativo
de todas as trajetérias no plano de fase & determinado em gran
de parite, pela loéélizagﬁo dos pontos criticos e pelo comporta

mento das trajetdrias préximas a eles.

Teorema

Por gualgquer ponto (%,.¥,) no plano de fase pas

sa no miximo uma tragetdria do sistema (2.3.2)
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Cu sejai=

Dado © sistema (dx = F {x.y)
dt

Y = G(x,y)
dt

hi no miximo uma trajetdria gue passa por um ponto dado{ x;.vp).
Dem:- Seja Co a trajetdria gerada pela solugio /

x=Po(t) e y= Volt) com Poltyl= x5 e woltyl= vo.

e seja € a trajetdria gerada pela solugdo x=93 (t) e

y= ljfl(t) < om 4) l(tl)m Xp a 'qfl(tl) Yo

como © sSistema ¢ autdnomo, eliminamos t e obtemos:e

ax ax/dt  Fix,y)

dy - dy/dat . Gix,v)

ém.tmto temos

dy - G{dolte} . Wolto)  Slxa,vo)
at  F(olty) ., Volte) Flxp.v,)

1

em t= tj

dy - G(hIt) . wi(el) _ Sl v )
at  F(pr(r) yalt) Flx.y )

Gi(o (to) . Vo (w) _ Salxa(eyy , Wigen) L, $o (to)=p1(t1)
Filfo (to) . wo (to))  Fi(i(ed) , ~ult1)) Vo (to)=yi(ti)

Pelo teorema da unicidade temos gue existe uma Unica

solugao

bo = $1
yo =yl
Co = £3,0u seija, temos uma dnica trajetdria.
CaQaDa
Se uma solucio comega em um ponte que nio & um ponto
eritico ent3c se move na mesma trajetdria independente do tempo
em que comecou, ela nac pode nunca voltar ao seu ponto inicial a

menos que a sclug%o seja periédica, ela nunca pode cruzar outra
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trajetéria e ela sé pode alcangar um ponto critico no limite quap
do t00., ou éinda tende ela para infinito.

B e muita import3ncia o estudo dos pontos criticos
e solugfes periddicas dos sistemas autdnomos. Assim faremos  um
estﬁda destas trajetorias proximas 2o ponto critico (ky.ya) e o
significade deste comportamento.

\ ¥ conveniente escolhermos a origem do plano de fase
como ponto critice: xp = 0, vp=0 (ndo acarreta perda de genera;
lidade pois a xg + 0 e Yp + 0 é sempre possivel fazermos a
substituigio x= xg + ui. y# vp + v nas eguagdes (2.3.2) de modo
que u e v satisfagam um sistema de eguagdes autdnomas com urm
ponto critico na origem

Consideremos gue {(0,0) seja um ponto critico iscladsg,
iste &, que exista um circulo em torno dele dentro do quai nao
existam cutics pohtms criticos. E consideremos que, na vizinhanca

de (6,0) as fungdes F e G tenham a forma:-~

i

Flx,y) = ax + by + F1 (x,y)
_ Glx,y)

onde ad -~ bc # 0O,

(2,3,4)

H

cx + dy + GL (%X ,y)

E necessirio que Fy e Gl sejam continuas e tenham de

rivadas parciais continuas e sejam pequenas, ou seja,

F.}.QX‘EI*O a Gle ::!"3‘0 quando rwo. (2}3’5)
r X

.onde r= (xz + yzj %

Tal sistema & denominado sistema quise -~ linear nas

vizinhangaa do ponto crfﬁica (0,0)
| Essencialmente, as equagaes {2,3,4)}@_(2.35) dizem
gue, para (x,y) préximo a (0,0), as fungBes F é\é'ééo satisfatd~
. riamente aproximadas pélas fungaeg lincares ax + by e ox + dy /

-

respectivamente.,
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' Uma consequencia da hipotese de F1 (x,y) e Gl{x,y)
serem pequenas comparadas com os termos lineares axtby e ox +dy
préximos a{0,0) é que, em muitos casos {mas ndo em todos),as

trajetdrias do sistema linear autdnomo [dx

= ax + by

at

ay (2:3,6)
= + 4

ac | T

—~ . ~ L ') * . . +
sao boas aproximagoes aguelas do sistema quase linear nas vizie
nhangas do ponto critico,.

(0,0). |
Agsim estudaremos ¢ sistema linear (2,3,6} e rela~-
cionaremos nossas conclusdes aos sistemas guase lineares.
Procuramos solugCes das egquagdes (2,3,6) do tipo /
% = Aexplrt} Yy =B exp {rt}

substituindo x e y nas equagdes {2.3.6) obtemos.

Ar o, rt = a_A e rt + i er{ .
rt <
'ﬁre =chA e + d B Qrt
Af{r-~a) + B =20 _
1B (x -~a) +cA=o0 O (2.3.7)

para que as equag¢gdes (2.3,7) tenham sclugao r.ﬁo trivial € neces
sdrio que o determinante dos coeficientes se anule. Assim r de-
ve ser uma raiz da eguagio éaracteristica |
r2 w {a + d) r + {ad - be) = 0 {2.3.8)
.t nio pode ser nule, pois, se fosse, necessdriamente ad-bc=0 ,
isto implica que o© siétema de eguagles ax « by = 0 e cxtdy=0 /
teria solugCes nao - triviais posto que o determinante dos coe-
ficientes seria nulo, Assim, estas solug%es nio triviais seriam
detefminadas a menos de uma constante multipliaativa_e gstariam
| numa reta que passa pela origem. Deate mcd0, outros pontos cri-
ticos se localizariam prdximos a origem, violando a hipdtese

de que a origem é um ponto critico isolado,
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As raizes podem ser:

12 caso} Raizes reais desiguais de mesmo sinal

A saluuﬁo géral da eguacdo (2.3.6) sera
¢ ¢ (2.3.9)

4+ B2 erBt

= r
x = A @Fat 4 5o Y2t , y= B1L ¥t

onde apenas uma de cada uma das éonétantes Al Bl e A2, B2 rese
pectivamente sao independentes. Suponha inicialmente que ry e
ry sejam negativos: ent3o ambés X e y tendem a zero e o ponto
{x,y) tende aoc ponto critico (0;0) quando t-»o0 independente da

escolha de A, Az, By e B2. Toda a solugdc do sistema (2.3.6,)se

. aproxima da solugdo x=0, y=0 exponencialmente quando t - oo

b

Nodulo Improprio
fx .
rl 3 T2

y _
Flg, 2.3.1

N

se as raizes s3o reails desiguais e positivas, a situagzo sexi
similar exceto que a diregfo do movimento das trajetdrias se

afastarid do ponto critico (0.0).

22 caso)} Raizes reais de sinais opostos

A solucBo geral das egquacdes de (2.3.6) ainda serad
a mesma equagado (2.3.%)com ri1>0 e ra< 0, Agoré a diregao 8o
movimentc se aproxima do ponto critico para algumas trajetdrias

e se afasta para outras trajetdrias.



la,

- Ponto de sela

+

:C}_ - 3:2 C‘o

Fig 2.3.11.

3¢ caso:) Raizes iguais

A solugzo geral de (2.3.6) e da formai-

x ={A] + A&tk?rt y=(B3 +_Bz.t)ﬁ§rt

onde apenas duas das quétro constantes

A1,A2, Bl e B2 s3o independentes. Independente dos valores de

“A1,B3, Ay , By ge:w

.r < 0 a direcgdo do movimento da trajetéria se aproxima de
{0,0) se x>0 ela se éfastaré de (0,0).
Consideremos o'aaso r< 0,

rt

Dependendo do fator te%" |, gse ele nio estiver pre

sente = A, e B, = 0 teremos um mddulo préprio,
AY

nédulo prépria,rlmrz

A

‘ v
Fig.2.3.12
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rt . . .
Se te esta presente teremos o nddulo imprdprio.
AY

> nddule improprio,

X} = ro
Y
Fig.2.3.13
42 caso: Ralzes complexas
Neste caso a solugado das Eguagdes {2.3.5) é
At '
x = € (Ag cos ut + A2 sen ut)
_at -
y =€~ (By cos ut + B, sen ut)

onde as raizes da eguagao {2.3.8) sao r=)+ jiu e sdrente /
duas das constantes ﬁl'Az‘El' e Bz sB80 indepentes:
se 240 a direc3o da trajetdria se aproxima da origem

se A70 ela se afasta
F .

ponto espiral

N\
)

ry =*+ iu

CZanl
| r, =A- 1iu

k
Fig.2.3.14"

5“ * e R > * ) > ¥
= Qaso; SlZed IMAANariag pUras.

A= 0 Neste casc as trajetdrias s3ao curvas fechadas. A di-

regdc do movimento em torno de curvas fechadas pode ser hora ~

-

rio ou anti~horiric dependendo das eguacdes
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,g(\k\

R

Fig.2.3.15
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Centro rl = ju

r =-1y

ax + by

Ay ocx + dy

2

r® 4+ {at+d) x + (ad - bo} =

ad - bc ¥ 0

dt
RAIZES DA EQUAGEO | TIPO DE PONTO CRITICO | ESTABILIDADE
2L ’ . 4 . *
T 2%0 nédulo imprdprio Instével
r.{x 2<0 nddulo impréprio Assintdticamen—
. te estavel
r,<0 <rl ponto de sela Instével
¥y T D0 nadulo progrlo ou im- i
-2 préprio Instavel
ry = 1,40 né?ula prépric ou im- ]
proprio Estavel
1% = A+ iu ponto espiral Instével
Ay G '
v ALD " " Assintoticamen-
te estavel
ry = iu, ¥, = - iu} Centro Estivel

- Quadro 2.3.16

Assim as raizes da equag%a caracteristica determinam

o tipo de ponto critico e suas caracteristicas de estabilida-

de as raizes dependem dos valores a,b,c,d que em cascs prati-

cos sao medidas que estio sujeitas a. peguenas incertezas

de

modoe gue é importante.estudarmos.se estas peguenas periurba -

. gaes .
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' Pequenas perturbagdes nos fatores a,b,c e d em al
guns ou em todos refletem em pequenas perturbacdes nas rai -
Ze8 ¥) e rp. A situagd3o mais sensivel € para rl = iu /
ry =-in, isto é, quando o ponto eritico & um centro, e és
trajetdrias sdo curvas fechadas. Se fizermos uma ligeira mu-
danga nos coeficientes, entBo as raizes rj e rs tomar3o now
vos valores rj_ = N+ 154;,* e r’2 =¥~ u'i onde A 'é peguenc
em médulo , e u'¥ u. Se X £ 0, o que quase sempre aconte
ce, ent3o as trajetdrias do sistema deixarfo de ser curvas
fechadas e ser3o espirais.O sistema serid assintdtica e estd
vel se A<0 e instével se A >0, |

Outro caso um pouco menos sensivel € o caso das
raizes reais e iguais ry = ry ; neste caso o ponto critico
& um ndaulo. Pegumenas perturbagbes nog coeficientes normal -
mente Causardao a separagho de duas raizes iguais. Se = as
_raizes separadas forem reais, entdo o ponto critico do siste
'ma perturbado ainda serd um nddulo. Mas, se as raizes forem
conjugadas complexas, entdc o ponto critico tornar-se~& um.
ponte espiral, |

Neste caso a estabilidade ou instabilidade do sis

tema n3o serd alterado mas a trajetdéria sim.

Sistemas gunase lineares.

Daremos agora um significado matemdtico preciso
dos conceitos de estabilidade, estabilidade assintdtica e
instabilidade de uma solugao do sistema autonomo.

gx . Flx.y)
at

dy & ({x,y)
dt

e discutiremos também um teorema importante gue trata da esta
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bilidade de um sistema quase linear.

Eefinig'éa:» Diz-se que um ponto critico X=xg, Y=Yy {(uwa solu

c3o de equilibric x= xy, y=y,) do sistema autdnomo acima &

um ponto critico estdvel se, dade ¥&20 IS tal que o~
da solugio x= § (t) yﬁ-:jxtf(t;)' do sistema acima, due em

t = 0 satisfaz

e 2 g
'._-'{{@(0) - %o } +[\{f(o)~yg]}<5
. exista e sat:lsfaga

" ;&

{[¢(t}ux0] +[1p(t)-fy9]}‘v~5° para ¥t 20

Ty . Y _
> % o

| Fig. 2.3.17 .  a) estabilidade assintética

b) estabilidade

Definig3o:~ Diz-se que um ponto critico é assintoticamente es

tivel se ele for estivel e se J&o, OSo<S tal que se

uma solug3o x = § (t) , V(t} satisfizer
{ Lo o) - x5

entao

—

|+ [yf(o) "}’b}jlé So

Lim § (£) = xp Lim y(t) =
£-» 00 t +00

DefinicSo:- Um pento cxitico gue ndo é estavel &€ dito instavel

Teorema 2.3.18. O ponto cri_tico (0,0) do sistema linear(2.3.6)

Ed
Seral-
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- » ” » ”

i} Assintdticamente estével se as raizes ¥} e r, da eguagdo
£ . u « N .

caracteristica (2,3.8} forem reais e negativas ou tiverem pag

tes reals negativas.

ii) estdvel, mas n3o assintéticamente estével, se ry e r, fo
rem imagindrios pﬁros. |
iii) instéveis, se Xy e r, forem reais e gualguer uma aeias
positivas, ou se tiverem partes reais positivas.

Cueremos agora relacionar estes resultados 4o sisg-

tema linear (2.3.86) a0 sistema n3c linear

dw -
=== ax + by + Fy (x,
. . 1 Y}

oy
at

ex + dy + G; (x,v)

que é a eguagdo {2.3.4)
| Consideremos que {0,0) seija um ponto critico do
sistema {2.3.4) e que ad - be ¥ O.
| Consideremos também que F; e Gy iém derivadas par
ciais de primeira orxdem continuas e s3c pequenas préximo a

origem no sentido de que

Fi (v} o G1 x.¥v) _0qumdo <z -» 0 onde
xr r '

¥,
r = [ w? 4 Yz)a
Tal sistema & dito gquase linear nas'vizinhangas da

origem. _
O tipo e a estabilidade de um ponto critico do sig

tema (2,3.4) est3o intimamente relacionades, na maioria dos
cagos, ao tipo e 3 estabilidade do ponto critico do sistema /

lingar {(2.3.8) correspondente.

Teorema 2.3.19, Sejam r, e r, as raizes da equa-
¢30 caracteristica (2.3.8) do sistema linear (2.3.6) corres -
pondentes ao‘sistema quase linear {2.3.4). Ent3oc o tipo e a

estabilidade do ponte critico (0,0} do sistema linear (2.3.6)

e do sistema guase linear {2.3.4) 530 como mostrado no guadro
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abaixro.

Essencialmente o teorema nos diz que para x e y prd
ximos da origem, Qs termos nao - lineares-Fl (x,y) e Gl_(x' )
sﬁq pequenos e ndo afetam a estabilidade e o tipo de ponto cxi
tico determinados pelos temmos lineares exceto nos dois CAS0S
maig sensiveis: ¥i e X, 530 imaginsrios puros e ry @ I reais

2 iguais como foi comentado atris. ,

i, x, SISTEMA LINEAR SISTEMA QUASE LINEAR
Tipo estabilidade| Tipo estabilidade
ry > ry>0 | N.I, Instével H.I.  Instével
T1<Xy<Q N.I. Asgintotica-| N.I. - Assintoticamen
mente esta - te estavel
vel _ .
r <oy P.8, - - instével 1 P.S. instavel
= r, >0 N.P.ou N.I. instével N.Bou _ instavel
. N.I. ou
ot
* POE&
y. = r 40 | N.P.ou N,I. assintdtical N.P. ou assintoticamen
1 2 : mente esta~| N,I. ou te estavel
Vﬂl .Pan
+ :
r.}. = rzw?\"
iu, A>0 | P.E. instével P.E. instivel
y P.E. assintotica P.E, assintoticamen
mente esta- te estével
fp =iu 1, = vel
i c estével . | C.ou P.E. indeterminado

NI = nédulo imprdpric: NP = nddulo prdprio, P.S. = ponto de sela,

PE = ponto espiral, C = Centro.

Quadro 2.3.20
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III - MODELOS CLASSICOS DE DINAMICA POPULACIONAL COM COLHEITA.

Neste capitulo faremos um estudo de alguns modelos
matemdticos simples de exploragdo de recursos renoviveis,Tais

modelos sdo baseados na equagao diferencial ordindrias

QX = P (%) - h (x, t}
At -

onde x = x (t) é o tamanho da pcpulagéo no terpo ¢ty F(x) é a
fungfo qgue representa a razao de crescimento natural da popula
3o = 1 e hix,t) representa a razio com que se procéssa a co -
lheita,

Se hix,t} excede a razioc de cresciménto natural F{x)

ent3o a razdo de crescimento da populagho decresce(dx (g ) e
: + dt
vice-versa.

¥o caso em que-h(x,t) 2 r(x), a populagio permanece
a_um_nivel constante ( dx _ 03, gu seja, hix,t) #F (x) é que
. - dt '
a produgdo sustentével gue pode ser colhida de forma que o ni-
vel de popuiagEQ permaneca constante. Conclusdés interessantes
ﬁodem ser tiradas para o caso em ue h(x,t) ¥ F{x).
| Neste trabalho estames interessados nas influéncias
dos fatores biocldgicos e econdmicos na dinamica populacional .
Em muitos casos (mas nBo todos), as solugles de egquilibrio con
' vergem para a teoria dindmica e processos de otimizag3o.
| 0s modelos s3o s vezes criticados pelo fato de ndo
levakem em consideragio alguns fatores tanteo biblégicas Coms
econcmicos,
Neste capitulo veremcs apenas alguns fatores picld
gicos nao levando em consideracio os econdmicos. ”
Um particular perigo associado ao uso de gualquer /
modelo matemitico em exploracio de recursos renqvéveis & o pro

blema da extrapolacio de dados avaliados,pois as vezes o8’
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resultadeos dos modelos logistiaos sa0 testados com dados expe
rimentais, Assim, o modelo logistico pode ser aceitavel guan-
do as razbes de exploragio sao pequenas,‘mas padém produzir
erros quan&o extendido para razoes grandes, com o3 modelos de
depensagac, Como veremos a seguir.

0 modelo logistico assim idealizado reflete alguns
aspeétos importantes da dindmica de exploraggo de recursos re
novaveis, como vimos anteriomente, mas também s3o criticados.
O modelo pode ser melhorado e modificédo de mode a torna~lo
ﬁm modelo mais adequado as condicBes reais, como veremos nos
préximos capitulos.

Alguns aspectos importantes de modelos realisticos
de populagzo gue podem ser considerados mas que neste traba -
lho n3c serado incluidos 8308~
a) efeitos periddicos e instantaneos
bY estrutura de idades e efeitos relativos
c) Multi - espécies, efeitos do ecosistema

d} efeitos espaciais e difus3o
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3.1.) MODELO DE CRESCIMENTO LOGISTICO

Se considerarmos que a variacao da populacio em

relagdo ao tempo & uma funglo da populagio teremos a eguacho

geralsm

gf = F(x) (modelo generalizado)

¥

Suponhamos gue em certa populacac a razdo de nasci-
mento n e a razdo de mortalidade m s3c proporcionais i po-
pulagﬁo X, @ geja r= n - m a razac de crescimento licuide
da populagao,

A mo aga cials: :

ssim obtemos a eguagaoc dlferen ial:dx = r.x{3.1.1)
at
como modelo de crescimentc de populagio com tempo continuo{Mo-

delo de Malthus).

Neste modelo estamos apenas considerando a natalida
de’ e a mortalidade, sem considerar outros fatores também natu-
rais como: colheitas, epidemias, predadorismo, e outros.

A solugao desta equagao dlferenc1al &1 x{t) A(Oﬁl

se r:»b entido = cresce exponeﬁcialmente: mas se r <0, entio
% decrésce exponencialmente,

Claramente, este nao expressa um modelo realistico
guande t for muito grande, pois, a parﬁir de uma populacio gue
cresceindefinidamente havera um dado momento em que fatores /7
mais fortes a limitara, camc_ﬁorfexemploz alimentacao, habita-
CRo, espago e outros, | |

Assim, levando em consideragio alguns destes fato -

res, a equacdo {3.1.1) poderd ser modificada para a forma:-

% or (x). x {3.1.2)

at
onde r{x) é uma funcio que decresce com o aumento de x, ou
seia, r ()} = F_{x) (3.1.3)

x
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que depende do nivel de populagdo x,

 Este modelo é dito descrever um processo de susten

tacho ou compensacio gue controla o crescimente da populacio
com seu niﬁel desrescente.

O exemplo mais simples e mais usado é obtido guan-
dos

r {x) = Aa( 1~ % ) i+ 5 constante

que torna a equagzo diferenciali~

ax

11

A L- 5y x=F (x) (3.1.4)
- K

gue é a EquacBo Logistica de Verhuhst (1836}, A>0 £: chamada

razdo de crescimento intrinseco, visto que a razZo de cresci -
mento proporcional para peguenas populagdes X é aproximadamen
te igual a A;

e K é o nivel de saturagdo, ou seja, a populacio mixima permi-

tida, Observamos que a equagao {(3.1.4) possui deois pontos de
equilibric.
| 2.%.(1 =

bl b
£
<
4

XxX=0 e x=K
que nos permite concluir que: para 0 <x <X, nos temos dX vpo; o
- _ at
para x >K nos temos %%‘10; o que nos permite conclulr gue K

[

é um ponto de equilibric estivel, ou, mais presisamente, ¥ &

um ponte de equilibric assintdéticamente estéve& para x> 0,no
sentido gues-

Lim x{t) = K para x(0) > O

t 00
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a | ? -
ax Y
h at ) xo f :
X0
‘ o e . o
. 0 (a) T b} —>x

Fig. {3.1.5} &)Raz3o de crescimento da populagdo:
: b)Crafice da populagao

A figura (3.1.5) foi concluida através do desenvol
vimento abaixot

& =% x (1 ~-x)
dt K

fazendo por separacio de varidveis

dx_ = A at
- x{kmx) K

desenvolvendo por fragdes parciais obtemostw

P

—8X = 1 (1 + L )ax=X g
x(Kex) YA Rt K

eliminando K de ambos os lados e resolvendo-a obtenos -

Loy - In (K = %) = At + C

n % = .ﬁvt 4+ C
k-x

para t = 0 temos x {(0) = xg.

Im _Za - c
Texy

In x = At 4+ Ln _Xg
Rz Kty
m&m
Ln K""‘X P Kt

Mﬂ&mﬂﬁ
. K - Xg

% { K xag _ elt

x5 {K - ) -

x = X ‘ onde C = _K = 3p

1~c.g*t | %g

gR1C AMP
mBLIOTECA CENTRAL
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Assim, analiéando a solugdo obtemos, qnahdo L O,
% {t) tende para X, exponencialmente. Se 0 < %, < K, entio
C>»0 e assim x (£} tende para X por valores menores gue . K.
Se %y > K, entdoc C<O0, x(t) tendé para K por valores maiores

cue K, decrescendo.

3.2, MODELO LOGISTICO cOM COLHEITA

Consideremos agora o modelo logistico com uma co =
lheita, ou seja, houve uma _remeg'éo ou afastamento de popula -
gao, com uma razao hix,t). |

Assim ficamos com a equagio:

ax _ F {x) - hix,t) - (3,2.1)
da¢ ' :
onde F {x) =2Ax.{1 - %}

' K

Um caso importante surge quando hix,t) = h: h cons

%:F(X) had h {342;2)

dt : '

Na equaczo inicial de Verhulst

dx A% = Ax’

dt X

dzx - N - 2, A.X = 0

at? K

2% A = x=_K ¢ ponte méximo para
X 2

a populagao.

O valor de F(x) = Ax = ?_uxz gquando x = _K é
' K 2
F{x) = AK_ . Valor maximo de F (x).

4

Assim, no caso em que h < max F(x)- que é igual a
3‘% temos para a equacgac (3.2.2) dois pontos de egquilibrio /

xl & }Ez:
Quando X, < X & Xy ‘temos dx »>0 e em caso [/
dt
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contrdrio temos dx < 0, ent3o concluimos que %1 & um ponto

, at;
de equilibric instavel e x2 um ponto de eguilibrio estavel.
iréa - i |

dt

4 Ka % ¥ X

Pigura {3.2.3). Eguilibrios no caso de h = constante 1AK,

' 4

Se x = K tembs que x(t)} converge assintdticamente

- para x2 por valores inferiores,

Fara %< ¥} temos que x(t) tende para zero mas n3o
assintdticamente pois zero ndo é ponte de equilibrio, é com
certeza um ponto de eéguilibrio bioldgico.

o Se h > max F(x) = 1AXK, temos que x{t) tende pa -

A
ra zero para gualguer valor inicial de %o pois estames cg -

Ihendo mais que a razdco de crescimento da populagiao.

Yrd
at
B e e
.
) - ’ » X
K7z Neo T

Figura (3.2.4): Equilibrics no modelo com colheita h= constan

te > 1 A K
4

No caso h = 1 A K = max F{x), teremos um ponto

i
3

de equilibrio x3 = % que é semi - estivel pois:~- se x{0)x;

. entfo x(t) tende para x1;7 se X (0) < X} ont3o x(t) tende

para zero.
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-

Figura {3.2.5): Equilibrio no modelo com colheita h = constan

te = 1 2K = max F(x)
4

0 modelo dado pela equagio {3.2.2) nos dé uma sé -

rie de previsdes importantes referentes a colheita de recur

sos renovaveis:

(1) Indica que existe uma producfo mixima sustentivel hpyg -
ma§fF(x), que significa gue quélqﬁer colheita maior gue éste
nivel leva 3 extingBo da populacio.

{2) 0 nivel da populagao que maximiza h, o valor de x = X pyg
ndo é o nivel méximo da populacio, mas a metade deste nivel ,

gue ¢ onde hid maior taxa de crescimento. De fato, n3o hd pro-

ducio sustentdvel para o nivel de populagic x = k.

3.3. APLICACRO A PESCA

Consideremos agora gue a equacdo {3.2.2) represen-
ta um modelo de populagio de péixés e gque o ceoeficiente de
colheita h & a pesca que & feita,

Consideremos h = Q.BE,.X, ondes =

E = esforgo usado na pescaria
' = constante = gpeficiente de captura

| Podemos normalizar as.unidades tomando Q@ = l.Ent3o
obtemos:  dx = F{x) = B.x = Ax.(l - x} - BE.% {3.3.1)

at K
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s gue é o nosso modelo de colheita basico.

Suponde E constante e fazendo dx = 0,obtemos:
: dt '

Xl 1L =X ) »E. x =0
K
que fornece os seguintes pontos de equilibrioz

=0 e

*»=K{1~-E)
A

' \ _
- LT
*

Hea ", ) *

Figura (3.3.2): Curva de crescimento Logistico com esforge E
constante.,

A equagao de colheita ou colheita sustentivel /

Y = h correspondente a E & dado por: ¥ = E, X} = E.K{1-E)com
X

ECA.
< Py

PHMS T T

Ada \A e
Figura (3.3.3) Curva Esforgo - Produg3o (Modelo de Shaefer)
Cuando E cresce, ent@o Y tende para o nivel de pro

dugdo méximo {suavemente, com E = A 1§ x4 = K ) o para zero

: _ _ 2 2
(suaVemente. para B =i e ¥y =0 3.

3.4, MODELOS LOGISTICOS GENERALIZADOS
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A eguagio dx = F(x) {3.4.1), define o modelo
dt
de crescimentce logistico generalizado, onde as curvas de cres

cimento tem as formas do tipos-
YFexy _ YOO

(s) _ "

w) - X
Figura (3.4.2):~ Tipos de curva de crescimento

{a) compensagac pura
{b) depensation
{¢} depensation critica
' Em casa caso x = K é um ponto de equilibrio esti -
vel. O modelo logistico onde F{x) = r{x) decresce com x é chama

X
do modelo de compensacio pura.

Se ri{x) é crescente com X para certos valores de
x, © processo de depensalion existe, é a curva {(b) acima.

Se F{x)< 0 para alguns valores de x préximos a
zero como a curva (c), temos que existe um equilibrio instével

em Ko tal que Lim x{t} = 0 guando x{(0} < Ko.
t - 00 ' :
0 valor x = Ko € chamado nivel de pooulacio mi-

& .
nimo viavel.

3.5, CURVAS DE ESFORCC = PRODUCXO.

Suponhamos que a populaglo é colhida por meic  de

um esforgo constante E, tal que a eguagao {3.4.1) torna-se:-



36.

dx = Fl{x) - B, x (3.5.1}

Queremos agora construir a curva de Producdo, ou sg
ja, a curva Y = Y{E).
No caso de F{x) ser uma fungdo crescente em x, oU

X - _
seja, no caso de compensagio pura, para cada E temos um Gnico /

ponto de equilibrio estivel X, e um correspondente Y(E)=F(¥y),
'

Ex Y-YE)

» : >
£ \ X E E* E
Figura (3.5.2) Compensagdo pura ~ curva de crescimento e curva /
de produgao,

A curva esforgo - produgdo cresce réﬁidamante para
o méaximo {YPMS) e depois decresce suavemente enquante o esforgo
é 1entanenﬁa crescente, ou seja, a produgio aumenta cém 0 esfor
go até alcangar a P.M.3., depois, continua aumentando © esforgo,
haverd uma diminuigZo na produgBo, pois, J& se estard colhendo
‘além do maximo permitido, nZo dande chance da populagﬁo se repro
duzir e voltar ao nivel de populagzo ideal,

A produgao serd nula a partir do esforgo E »E* onde

E* = FP*{0) = max x{x) =24

isto &, E* = A & a razio de crescimento proporcic-

nal maxima ou razdo de crescimento intrinseco da populagio,

Depensation nio coritica

No caso em gue F(x) exibe uma curva de depensation
teremos, para cada nivel E <€ E* = max r{x), existe uma popula

go de equilibrio estavel X:p com uma correspondente Y j1gp,

* - [
Para E > E = rFt (0}, tamkdm existe um equili -
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brio instével x,pn tal que:~ se x(0) > ®op  Lemos que x ten

de a Xip 3 se x{(0) < Xy temos que x tende a zero, como vee

mos nas figuras abaixo:

i * ) Y |
d g{% /E'.ac
LA E.%
s
. PHS I~ mm
. [ \F@)
/ ! A
/ I <
s ! f J"‘:YZE' ¢
bl R N ! {
X2E (a3 Kg K X - ('b%* o >

Figura {3.5.3): Depensation nao critica:
a) curva de crescimento

b) curva de produgio
No caso de aompensag%o_ﬁura, o resultado critico
E* existe tal que, guando E>E* temos Y(E)=0, que, como vi
mos anteriormente: E¥ = max r(x).‘

Agora no caso de "depensation” temes uma desconti

nﬁidade em E* com a poPﬁlagﬁd saltando para zero guando E >E*,

.Vendo ol probiema na visac puramente matemética,eg
ta.equagﬁo {3.5.1) teria uma bifurcagdo em E = E*, tendo al so-
lu?ﬁes gue mudam descontinuadamente quando E passa por E*.

A figura {3.5.3) {a) nos mostra gue para pegueno
‘arescirento no esforgo E acima de E*, haveria wm colapso na ch
pulagiora figura {b), exibe um certo efeitc de histerese .

Suponhamos gue EY BE%*, assim x(t) tende a zerc,as-
sim, como x & estritamente poéitivo, o esforgoe E Eeria que ser
reduzido para algum nivel E inferior a E*, mas ¥ n3o voltaria
necessiriamente para Yyp+ e assim, reduzido E de forma a tornar
®opd X, 2 populacio continuaria a decrescer.

Assim, retornar para o nivel Yjp seria retornar a
um esforge ELE *, gue seria a atitude para se evitar o colapso.

0 modelo de depensation prediz a extingao da popu
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lagdo caso o esforgo permane¢a acima do nivel critico,pois :(1)
¢ esforgo seria reduzido guando a populagio comegasse a decli ;
nar: (2) inevitévelmente élgumas espécies seriam capturadas por
uma razdo ou outra, assim, sabendo-se o nivel ae estrchCriﬁim
éo, pode~se pianejar melhcr a colhelta para seﬁpxe se obter uma

boa produgio.

DEPENSATION CRITICA

i1 Na depensation critica, obteremos os graficos:-
at i N Ay
‘PMS e —-—-—. —_— - %) ﬁﬁs MMMMM
. Enx
R ,
|
i oo
! Yes- t
} i el E
%28 e W % o = *
£ E
(®

Figura (3.5.4) Depensation critica: (a) curva de ecrescimento,

{b) curva de producio.

 Para todo esforgo Ex O temcs dois pontos de equi

¥, .
11bxla_ 18 ® X3r 1 e temos também x = 0 que é um ponto  de

equilibrio localmente estivel.

Se o esfergo tende a um nivel super~critice, a po
" pulagfo pode ser reduzida a um nivel inferior ao nivel minimo
viavel Ko,

Esta depensation critica exibe um processo de ir-
reversibilidade, onde o nivei de populagdo x inferior a Xo le~
va a um processco de extingao irreversivel.

Por volta aas anos 1960, as baleias azuis comega-
ram a desaparecer devido a pesca desenfreada, levando»a um ni -
'vel_quase irreversivel, qguase impossivel de recuperagdo. Mas o
I.W.C. {International Whaling Comissian), desde 1965 tem contrg

lado a pesca, haverdo aparentemente aumentado a populagao dasg
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baleias em aproximadamente 4% ao ano, elevando-a ao nivel de.

8,000 baleias {estimado)} em 1975.
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IV - MODELOS DE BORDON E GOULD

Neste capitulo, veremos dois modelos &é explaraggo
de recursos renovaveis - a pesca; um modelo é o de Gorxdon{e ]
1954, no qual se argumenta que ndc haverd extingdo da espécie
mesmo gue tenhamos uma pesca desordenadas e o modelo de
Gould | 1 } no qual se faz uma aﬁélise da curva de produgio /
sustentével afirmando gue haverd extingio da espécie se biveg
mos uma pesca desenfreada,

Estes modelos est3o baseados na curva de disgipa -
Qa0 de renda econdmica. E serd mais adiante aomparéda com  a
politica de colheita do lucre - maximo.

Outro aspecto importante também analisado € o efei

to do "time discounted? que como conseguencia tem gue © pro -

prietario tnico também dissipa uma certa frag3c de renda eco-

nomica sustentével potencial para encontrar um nivel Stimo
o :

de renda sustentivel gue € menor gue O maximo.

O estudo, neste capitulo, leva em consideragio al~
gumas suposigles as vezes irrealistas, mas que nos dao um pri
meire estudo neste campo de pesguisa.

| Teorias mais sofisticadas devem ser usadas para um
estude mais aprofundado como:~ variagdes de parametros econo-
micos sobre o tempo; questfes de demanda e de oferta; custos

fixos e irreversibilidade de investimentos: dades incertos e

insuficientes: restrigdes politicas e institucionais.
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4.1, MODELO DE GORDON,

Gordon, estudando modelos de dinamica populacional
em 1954, desenvolveu um trabalho sobre pesca de livrewacesso

ou propriedade - comum,

A pesca de livre«aceséo & por definicdo uma pes
ca completamente incontrolada: gqualguer um pode colher estes .
I;ecursos {peixes}. |

Ocorrem abusos nestes tipos de empresas, que‘ sa0
-conﬁroladas pox Srgdos governamentais e particulafes. A pesca
estd sujeita a uma regulamentagdo internacional, que tenta e-
vitar estes abusos. | | |

0 modelo de Gordon € baseade na curva parabélica
de eéfergo - produgao {curva 3.3.3.). Uma produgac Y (E], me~
dida por bicmassa, por exemplo, é a resultante do nivel de es
férco B aplicado.

Se assunimos que cada unidade de biomassa pescada

custa ¢ mesmo preco constante p, entao a Renda Total Susten-

tivel (RT) resultante deste esforgo E sera:
RT = p, Y(E) {4.1,1)

gque nos fornece a curva abaixo.

4 Cr 5
LLT

RT

I
{
f
!
0 éﬂ \ E

Figura {(4.1.2): Relagﬁo Esforge x Lucro.
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Agara, toda operagao requer um gasto, ou seja, o
Custo da pesca (CT), que no nosso caso estd sendo considera~
do-propa;cional apenas ao esforgo E aplica&o, de onde tiramos
a equacios CT = C.E (4;1.3)
onde ¢ & constanfe.

A diferenca entre a renda total e o custo total &

chamade Lucro Econdomico Sustentavel.

LES = RT =~ CT = p.Y(E) =~ C.E {4,1,4)

Ent3o, no modelo de Gofdon, o esforgo de.pesca' no
sistema de livre acesso tende a um pontc de equilibrio Foo:le=
guilibrio biondmico), onde a renda total é igual ao custo to-
tal, ou seja, onde o lucro econdmico é nulo.

Bsta conclus@o se da devido a dois fatores:-

1) se E > E, - pode ser mantido por um tempo indeter
minado, ent3o o custo é maior do que a renda, e portanto, pes
cadores iriam desistir deste ramo e com isso o egforgo dimi -
nuiria. 2) se E<Byx - pode ser mantido sempre, entao, havera
sempre renda, e assim aumentard o nimero de pescadores pelo
fato de ser de livre - &cesso e assim aumentaria o esforgo de
pesca E,

A pesca € capaz de produzir lucro positivo, mas se
produzir lucro nulo devido a um excessive nivel de esforgo E,
entao, nem os pescadores, nem a sociedade estariam usufruindo
deste recurso, devido a nio estarem fazendo uso adeguado do

mesmo, Esta situagloc ¢ chamada Super ~ Pesca EconOmica.Agora

quando sempre se tem renda, aumenta-se o esforgo chegando a
wn nivel B - maior que a produgao rnaxima sustentavel (PMS) .

este caso levaria a uma produtividade bioldgica a um nivel ze

‘ro, esta ¢ a chamada Super - Pesca Bioldgica.
A super - pesca bioldgica, a nivel do modelo esfox

¢o - produgio logistico proposto torna-ses-
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G~ orx.{l -2} _ 5. =g 4.1.5
at % * (4.1.5)

LT = R = CT = p. E.X - C.E = 0 (4.1.6)
agui Y (E) = E.x |

Yy = n - m= razaoc de crescimento

K = indice de populagio maximo
resolvendo-se a eguacao diferencial {(4.1.5) obtemos:-

dng.XCK.(i-g}*X)

dte r

=

usando o métolo de varidveis separadas obtemosi-
@x. - '2{_ Gt
X(K,{ l"’E)"“' ') Y
X
e integrando obtemosi- , N
= [ (1 ax+{2 —ax | = [EK4
(1 ~E ) = dt
K{l ~E % Y KJ{(1-E/r) - %
r

~de onde tiramos a solugac gerali-

x{t) =

Se E<Lr ent3o quando t -» 0o, x(t) tende para K{1-E/r}.
se E » r, entdo, quando t-»oo; x{t) tende para

Zel0.

rx {1-2) _
T K Ea

Ty

\g x

Fig. 4.1,7 curva de crescimentc com colheita y = E.x.
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0 estudo desta equaglo sem a retirada (E.x) nos
forneceu o graflco {4.1.4) de onde concluimos

x = 0 é um ponto de equilibrio instivel

e x = K & um ponto de equilibrio assintdticamen-
te estavel,

Conforme a figura 4.l.4, vemos gue se n3o  hou-
vé retirada, a populagldo tende a um equilibrio estavel em
® = Kk,

As equagces (4.1. 5) e {4.1.6) nos dao os seguip
'tes pontos de equlllbrlo.

B, = r (1 m

"g](’]
—r

com o correspondente nivel de estoque x = X, = C4
_ P
Se assumimos r e X como sendo conhecidos, entzo

Eoo depende apenas da razao custo - prego.

' Se o custo da pesca é suficientemente grande em
s *
relag3o ao prego do peixe, ocu seja, se ¢>P, entio nlo te -

K
ria sentido a exploragdc da pesca.

Para o caso de termos pfegas altos {ou custos bai
. %og) entdo, haveré.lucra com a pesca, assim teremos um ponto

. ' -~
de equilibrio &i . como na figura (4.1.8). B como Eﬁg'CE PMS
ent3c, n3o ocorrerd uma pésca bioldgica porque ainda podemos
aumentar © esforgo.

Se a razdo ¢ & pequena, ent3c, a curva CTy a gual
mostra um novo equilibﬁio_Ei' que é maior que E pMs, neste
caso, oOCorreri uma super~pesca bioldgica.

Em ambos os egquilibriocs qu; e E§5 nbs podemos
- obter lucro, © mesmo lucro, s gue no £aso Eé} - nés vemos gue
poderemos colher mais e aumentar ¢ esforgo e no caso ai, nés

nao poderemos explorar este reQuUrsc por maito tempo pois te -

mos uma super-pesca bicldgica, e com isso, depois de certo
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tempo, ou extinguiriamos a ?opulaqﬁo de peixes ou nio te -
riamos mais lucro,

Este modelo, de Gordon, nao leva a populagio &
extingio pois, © custo da pesca é positivo.

Agora, consideremos © caso em que a renda econd
mica é nula, ou seja, em Que o nivel de esforgo Ey “>0,p£¢
duz um lucro econdmico nulo. Se o esforge E pode ser rew
duzido, entlo teriamos lucro ecoﬁ&mico positivo. Por exem-
plo, no caso em que Ex . excede E pmg, ent3o, se diminuix

mos o esforgo, teremos comd consequencias: o aumento da

renda e o decréscimo do custo da pesca.

&+ RT
cT

Ciy

|
= Ed  FEems Ex
Figura 4,.1.8. Custe e Renda x Esforgo

Agsim, sempre gue temos um gasto excessivo de
esforgo de pesca de livre - acesso, temos uma insufici®n -
cia econdmica; que & o caso de super - pesca economica. E
a super - pesca econdomica ndo implica em super - pesca bio-
1dégica {ver fig. 4.1.8. CTs)

0 modelo sugere entdc, gue ocorreriam as  duas:
super-pesca economica e biblégica. A primeira dar-se-ia pox
exemplo, com as inovagaes tecnoldgicas gue reduziriam o
custo da pesca) e a segunda, guando aumenta o prego do pei-
we. Assim surgem as perguntas: Qual é o nivel de esforgo &=
timo, 34 gue o equilibrio biondmico Ew . € ineficiente?

Qual é a producio sustentdvel Stima?
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Gordon sugere gue o esforgo Otimo dar-se-ia guan
do o lucro econdémico (RT - CT) fosse miximo. Mas a sugestic

vai contra a dinamica dos processos economicos e bioldgicos.

‘T rY
Y

|
f

1 RT
| i >
G =

Fig. 4.1.9 - Maximizagdo do lucro econdmico sustentével ocor

re em E = Eo

Esta conclus@o & uma das preocupacoes deste tra
balho. Buponhamos, por exemplo, qte haja uma pesca de livrye~-
'aaésso com equilibric bionomico E = By (Fig.4.1.9) Agora
gueremosg aumentar a produgio sustentavel, Ent3o, primeiramen
- te, deverfamos diminuir o esforgo de pesca, pois este, ape -
sar dé produzir de imediato um decréscimo na produgdo futura
mente levaria a um aumento da produgzo.

Eguacionando o problema fidariémos coms

Produgao Y = B, x

=

dt
Agora quando Eco tende para algum nivel E <Fg.

e sabemos ax . F{x) -~ E.x

entdc &% aumentaria de forma contfnua {ver fig.4.1.10)
at ' '

E

~

¥
)
»

«




4% festoque)

_ t* Tk
Fig., 4.1.10. O efeito do esforge B diminuido no tempo t=t*,
A curva B mostra os resultados da redugdo, a

curva A corresponde a ndo redugao do esforgo.

Assim, se queremos produgﬁes futuras melhores,
" temos que reduzir os niveis de esforgo. © problema fundamen
tal torna~se determinar o negdcic cposto Stimo,Este proble-
ma nos leva a uma grande dificuldade do ponto de vista filg
séfico, politico e bioldgico pois envolve a conservagio de
\recursos, N30 & um problema de ordem matematica. Tem sido

miite discutido.
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4,2, MODELO DE GOQULD

Faremos agora uma discussao da curva de producgio
sustentdvel, baseado no teorema de Smith (1969) [ g 1. que
podemos postular: a razdc de crescimento da populagdo inexplo
ra@a é proporcional ac seu tamanho, ou seja, dx - é (x}, cujo

. dt

grifico é do tipot~

;r F{x)

F{x}

lio —\

Figura 4.2.1l.- Curva de crescimento natural (vista anterior -

[ 1]

mente )
onde K é um ponto de equilibrio estével e Ko

‘é a populacio minima vidvel. Segundo Gould, para niveis menow

res que Ko a populagdo cresceria mas vulneravel a doangas € a
predadores naturais.
A produgdc Y de uma inddstria pesqueira depenw

de da soma dos esforcos E, e do tamanho da populagio de pei -

xes xR
e assumimos que a produgio marginal do esforgo dg € positi-
va, ¢ que a produgio marginal da populagio dg € positiva. B

_ dx _
para os produtos médios e marginal de ambos est3o sujeitos a

Jucreos diminuidos. |

Se assumimos que n3o hd relagio entre o esforgo
de-pesca e a razao de créscimentp naturél. a populacao de pei
xes esta em equilibrio guando a indlstria pesqueira estd co -

lhendo os peixes a uma razdo igual a sua razlo de crescimento

ax

natural, ou seja, guando dx . ¥.

B
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Podemos tirar Y como fungao do esforgo das se-

guintes equagdes:-

d B

il) ¥ = g{B,x)
iii) ¥ = g
- dt

De onde obteremos o grafico:-

)%ﬁ f.-Y Ex
_En
. &y
Y}I—""’" i

i
{
!
i
i ‘
’x-z . 'X..5 \’6
Figura 4.2.3. - curva do crescimento da populagio e da Produ-~
gao. '

As curvas 'El,Eg,EB,...;.significam a fungdo pro
Bugﬁc Y = g{E,x), ou seija, para um gsforgo Ffixado By, & 11 =
nha Ej mostra a curva Y = g(Ey,x).

Consideremos o esforco Ep, entdo se temos uma
populagdo de peixes maiorque %3 , ent3o a produgdo excede o
crescimento natural ent3o a populacdco diminui.

Para o caso X; < X < X,, temos que a populagao
aumenta,

Para x & x3y, a populagdo tende a zero.

Esta andlise é semelhante a feita da figura{d.1.8)

Assim, para um dado esforgo E;, teremos um eguili
brio estével em x = X3 e uma produgdc sustentével de Yj;. Em ge
ral, a produgio sustentiavel para um dado esforgo E qualquer @

indicado onde a curva E corta a curva de crescimento natural,’
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e & abaixo da curva Ej,

Pois, se temos, por exemplo, as curvas Es e 53'

sabemos que E3 > B, entdo dudy
‘ ' dt
mos colhende numa razdo maior que. a razBo de crescimento na

para todo x, pois estare

tural. Se E3z é mantido sempre, entBo, a populacio tende _E
extingdc e a produgio sustentavel tende a zero.

Eéta figura (4.2.3;fpcde ser transforméda en
uma figura do tipo da figura(4.2.1) com Y estando de acorw
do com a curva de crescimento natural. Sendo gue, para vélg
res crescentes até E,, a produgio sustentivel & positiva,em’
Eq ha uma “descontinuidade" na curva, e para valores E > E

a produgdo sustentével é nula.
~Y

* £
&
ta

‘Pigura 4.2.4. Produgdo sustentével x ESforga.

Da figura {4.2.3) podemos indicar gue a popula-
¢30 minima vidvel Ko é positiva e a produgio marginal da po-
pulacio € positiva, enﬁgc. a curva de produgdo sustentavel &
"descontinua®. Se uma destas duas hipdteses n3o sdo satisfei
tas (isto & possivel, mas nio & necessiric), ent3o a curva
de produgio sustentivel varia continuamente.

Para o teorema de Smith ser satisfeito & neces-~

sario que a curva de producio sustentivel seja continua. E o

case de descontinuidade seria estudado como um caso especial.

Por exemplo, se na curva CT3 da figura {4.1.8) temos uma dexs

continuidade, intuitivamente podemos sugerir [corretamente )

-
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gue, na correspondente {positiva) relagdo prego por esforgo,
a populagio seria dissipada.
Agsim, comparandeo resumidamente os modelos:

0 modelo de Gordon esti resumide- .nas eqxgagﬁés

e com a condicao de equilibric lucro zero P.Y.= c.E,(iv}
Graficamente consiste em resolver (i) Iﬁe (iV)na
figura (4.2.3) com Y em funglo de E, e combinada com a egua-
¢3o (iii) na figura ¢4,2.1) para encontrar os valores em Y
e enm E,
0 modelo de . Gould, o gual mostra mais claramen=-
te a extinglo serd:- eliminar E pelas eguagdes ii)v=@{E,x)

. e iVl .Y =C,E.
dando Y como fungao de x, e ai combinar com as equagoes

(i) e {(iii) para encontrar o equilibrio em dx
Y dt

2 XK.

% [¥=gleud]

e
rigura 4.2.5. Produgdo x ﬁsforgo.

Para a popﬁlaﬁz‘éDﬁz e esforgco Ej a produgBo sus
tentdvel € ¥Y1. B para a mesma populagio considerando E varid
yel teremos a fungio Y*, E desta figura (4.2.5)derivamos a

figura (4.2.6)




53.

Figura 4.2.6. Raz3o de crescimento e Produgdo guando E & varij

vel,
quelmcstra as pfcdugaes de equilibrio para diferentes niveis
de populagao.

Suponha que Y* na figura (4.2.6) é a curva de
‘crescimento natural. A razdo de crescimente da populagzo na
rede € igual a razidoc de crescimento natural menos o que j& foi

. pego. Ent3o, teremos um ponto de equilibric em Y1* quando /

[ J— - . e Y .
b §5 = %o . assim (xg , Ye*) & a posigao de equilibrio bio
t
ndmico estado-estavel. E & estével pois se X » X temos Y%,

‘éx , ent2o mais peixes estao sendo pegos do gue a natureza pro
at
duz, assim a popula@ﬁo decrescea.

Se x < xg temos Yi* L dxX entdoe X cresce.
' dt

Wa figura {4.2.6), as curvas ¥Y* dependem dos para
metros da fungic.proﬂugﬁo e dos valores de ¢ e dep.

Por exemplo para P peqgueno & € grande a curva
Y* tenderia para ¥Yp*.

A curva Yz ilustra o caso de extingdo da popula -
¢ao de peixes, pois a indGstria pesqueira colhe excedendo = a

razdo de crescimento natural, ent3o a populagio decresce. Com
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uma pesca deste tipo, desgovernada, teriamos que a populacioc
de peixes diminui continuamente. E no nivel de populaglc xi,
a indistria acaba, e neste nivel, a populagao x tende a ze-

ro pois foi t3o explorada que ndo haverd formas de reprodu -

Gao.
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4.3, FUNCERO PRODUCAO

Consideremos agora, a equagac de crescimento da

¥

populagao com remocao ( com a colheita efetuada), ou seja

¥ = p(x) - hix,t) tz 0
p”; _,

~onde F(x) é a fung2o de crescimentc natural da populaqﬁo & a
fung3c h(x,t) & determinada POT s~

{1) tamanho da pepulaé%o de peixes x

{2) raz3o de esforgo de colheita ‘E = E(t)

‘eomo Gould considerou em seu modelo assim h =% = gl{B,x)
onde ¥ = g{E,x) é chamada func3o Produgado para dado recurso
industrial. |

Esta funcio Produgdo g(E,x) assume, por Econometria
a.forma |

gl{E,x) = a.Eﬁxb
com a,«, € p constantes positivaé

Consideremos aqui 4= 1 e denominamos g{x)=ax®

Agsim g(E,x}) = G(x). E, ou seja, uma fungdc linear
em E, e esta escolha, feita por motiveo de simplicidade primaw
riamente matemitica, nos levard a um modelo linear de otimiza
gao cujo uso é mais ficil que © ndo -~ linear.

0 modelo ndo complicaria se a fungdo G(x) conside-
rada naoc fosse da forma ax? , talvez o modelo seria mais rea-
lista se G fosse uma fun¢do arbitrdria.

Assim, na rede, © 1ucro econoémico por cada vez due
jogissemos a rede com esforgo Esd t, seria dado por:- |

Lot =L (x,E).nt = [p.h - c.E]lat

|4

foh- At + c.E.DE

= p.G{x) E.AE ~ CLE.At
=p.6(x) - ¢} .E.AL |
=[p.- ¢ (x)] . n.Ot.

onde cl{x) = ¢

G(x)
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assim, em uma colheita unitaria onde o nivel de populagio &
¥, teriamos um custo de

CLE At = co At . ¢ iz.'At = o{x), iz.At =
G{x) G(x)
A funcdo c¢{x) € uma funcdo n3o decrescente pois
G{x} é uma fungdo ndo crescente ém x.
Assim, o proprietirio Gnico tem por chjetivo ma -

ximizar os lucros na rede, mas temos que levar em consideracgio

os descontos derivados da exploracac {como por exemplo, custo

do incremento gque se celoca no esforgo). Sejady0 esta razdo

de descontos que & constante. Equacionandc ¢ prohlema ficaria

mos oomi

' St _
VP mj“’e JLix,E)dt (4.3.1)
. |

vPp r, p - C (x(t)J} h {x,t) &t

onde VP & o valor presente, gue depende da populagao x, cuja

taxa de variacBo é dx = F(x) - hix,t) @ da colheita hix,t) /

_ dat
gque leva a valores grandes de VP:

As varidveis x{t) 2 hi{x,t) devem satisfazer:

x{t} 20
hix,t)=0

(4;302)

e ai temos um problema de maximizagdo, em Teoria de Controle

Gtimo @

POLITICA DE COLHEITA OTIMA

Existem varios métodos matemdticos para determi-
nar h = hi{x,t)} que maximize a fungdo dada por (4.3.1}, nas
agqui nds usamos uma aproximagao formal, substituindo hix,t} =

F{x} - dx, ou seja, ni{x,t) = F(x)} - % em (4.3.1) e obtemos:
dat ' '
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[7am8, [P - cta)] [r0) - % Jae
ve =Yg ‘

gue € um funcicnal da forma j§5 _{t,x,}?)dt,onde'pmﬂams aplicar

a classica condic3o de Euler dg. _4_ 29
dx dt dx
que é usada para obter uma solugdo rdpida, mas parcial, do pro
" blema. No nosso caso:i-
b =@ (e-é't' [pecix)]. [F(x} - x])
S ax O ' '
ﬂé.é‘t.{_ [ P{x) = %]. clx) + [o -~ c(x)].F (x) }

s ——sberta

ax

4 8b-g (2 [e 8 pretxd] . [ F) - ]}

=g [ .g%t -

v {-e%% [ p c(x‘)]} |

&% © .

= a {5[ p—c(x)_l - et {x). x}v
igualande as duas obteremosi~ |
égt.{ [F(x) = %] . e'{x) + [ p~ clx)].F (=)} =e_5t.{ .[:p-—cfx}]
-c (x).x}
- e (2} F(x) + [p = clx) ].F (x) = §[ p - alx)]

P! (X) - ot (X)-F‘ (X} m. & {4.3.3)
[p~c (x) ]

Assumimos gue {4.3.3) tem uma tinica solugdeo /
% = x%¥ que chamamos nivel de populagdo otimo.
Surgem ent3c as questoest
{a) Eﬁﬁq&ais circunstancias x* & uma soluglo Stima para ©
nosso problema original?
{b) Qual é o método Stimo de apiaximagﬁo.de x* para algum ni-
 vel de populagdc inicial x(o) # x*?_ |

{¢) Como x* depende dos parametros do problema?
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{a) Qual & o significado econdmico da egquacdo {4.3,3)?

'Em resposta a essas perguntas podemos argumentar-
matemdticavente: qguando x* estiver entre as solucBes facti -
veis e satiafizer as condigOes do problema original, ele serd
solugéo do problema original, ocu seja, quando x*pz 0 e W oorm
respondente for também maior ocu igual a zero, e ambas maximi~-
zarem a equacho {4.3.1)

0 que responde a gquestio {a).

Quanto ac método Stimo de aproximagdo de x* deggﬁ'

‘derd das condigOes 6o.pr0blema e de sua expressac. numérica de

VP.
' A quest3o {c) pode ser respondida no sequinte i-

toms-

EQUILIBRIC OTIMO E APROXIMACED

_ o _nivel Srimo x* & assumido como uma solugio Gni-
- X :
ca para o problema (4.3.3).

Dada uma populacZo inicial x{0}, a politica de co
lbeita Stima pode ser descrita como: usa-se uma razdo de co -
ineita h* (x,t) aque leva o nivel x{t} a =x* t3o ripidamente

quanto possivel. Assim, Se h max denota a colhetta maxima fac

tivel, entio temos:-

h max se x> % |

*

hix,t) = Bo{x¥) se wn = x> {4.3.4)
0 se x <& X*

o que nos diz que, se o nivel de populag3o x«< x* entBo, nada
devemos colher até que x chegue ao nivel Gtimo x*,

Se x = x*, ent3o devemos colher a razao igual 3
razio de crescimento da populagido x*.

Se x » x*, al devemos colhef ¢ miximo que puder -

mos dentro dos controles factiveis,
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‘Assim obtivemos uma colheita Stima, que nos di

F o
o grafico

.

G A -

Figura {4.3.5) ~ Populagio Stima e colheita &fima.

Se x(0)= A, a razBo de collieita méxima reduz a
populagio do nivel x ao nivel x*.

Se x{0)= B, a pesca é fechada {h=0) entio x
cresce a x*,

Esta pode ser uma politica hs vezes irrealista,
pois, parece uma atitude extrema fechar a pesca, principal -

- mente se for por tempo demorado. Veremos mals adiante gue es

te fato é devido ao modelo ser linear, o qual implica Que ne
nhum beneficio esta assbciado com a razio de coieita, mas a-
penas a quantidade de pesca é importante.

£ importante observar que a politica de colhei-

ta Otima proposta mesmo neste modelo € a de “"colheita por /
pulso”, em gque O estogue ¢ colhido pesadamente e depois lhe
é permitido estabelecer-se novamente. £ esta também uma con-

sequencia da linearidade.

O _EFEITO DO DESCONTO

Veremos nesta segio como o desconto influencia

na producio Stima Y* = F(x*)

Reescrevendo a equagao (4.3.3), ficaremos com

F* (x} [p - ¢ (2) ] = c' (x).F (x) =& p - ¢ (x).]
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ou d_ {E‘ (x) o [prctx)] }=8[p ~c (x) ] . (4.3.6)
dx
Para a produglo sustentével |
Bi{x, t) = F(x) a expressdo P(x) = [ p- ef{x) .7 (=)

representa o lucro _sustentével ao nivel de populagio x,

Assim a eguagae (4.3.6) fica
=8l p-c (x)
2 . 5 ]

Se considerarmos X Ccomo uma variavel decisiva

ent8c df decresce em x, isto é, Ax = 1, aumentamos a va -
dx '

riagdo da populagdc em uma unidade, isto produz um lucro na xg

dede [ p ~ ¢ (%) ].&x = p - o(x}, Mas causa um decreéscimo no
. \ ‘ . ,

© lucro sustentivel deAP= P(x).A x = F{x), ou seja, se pescar -

mOs um peixe a mals teremos um lucro imediato de p - cf{x) mas

diminuiremos o lucro futuro sustentivel, e esse lucro seria da

do por:- _
j‘”"é& Lp ) =1 af
VP = o [3 ax

A equagdo df =& p - c(x}] depende de X & s

» dx '

x e otimo, ,g.;{-f " imediato pode igualar o VP ac menor lucro

2f futuro. . _
ax : Dois casos sho interessantes para O nosso estu-

gos-

{1} seé= 0, ou seja, se n3o temos nada a descontar como, por
exemplo, ndo fizemos nenhuma J;.mpiementagao na pesca e Com iSe
so nada temos a pagar extra, entdc a&f nS[: p - cl{x) ] implica
na maximizacao do lucre economico sustentivel P{x), isto
e di devido ao fato da integral f :ﬁe““‘. [p = clx) 7 ax diver-
.gir guando &= 0.

. A maximizag3c do Iucro econdmico sustentavel &

uma politica Otima e bastante desejivel, mas ela estd baseada
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no fatc_; de que, para obter este lucro méximo, a sociedade es
taria fazendo sacrificios deixando de usar certos implemen -
tos, em beneficio da sociedade futura pois os beneficios ecg
némicos estariam aumentando.

(11) Se S=oo, podemos assumir dF limitado tal que pela equa.
' dax -

gdo, a@ﬁ = &[p - clx) ] temos que Sroo implica gue %xoxy,

= _
onde p = c{xg ). Segug=se que Plxg ) = F (xg) .[p - clng, Y=
=0, ou seja, o lucro econdmico sustentdvel tenderia a zero.

Assim, estarismos colocando tantos incremen -
tos gue teriamos que ser descontados levando assim o lucro
economico futuro a anular-se. Ou seja, o proprietirio dnico
. procedendo desta forma, exploraria até um nivel x = xml.. me-
nor gue o nivel alcangado pela expiorat;‘éio de livre acesso e
eétaria na mesma situagao éue esta segunda, poils estaria dis
sipando o lucro.

Vimos ent3o que os dois casos extremos: O pri
meiro "mais conservadoxr" {maximizagdo do lucro economico sug
tentivel) e o segundo“menos conservador" (dissipacio do lu -
cro econdmico sustentdvel)nBo nos levam & solug3o Stima,en -

t30, esta estaria em uma razao de descontos positiva e fini-

ta entre estes dois extremos.

IXI) 0 ¢caso 0 <& < oo,
Como o nivel de populagao étimo ®* determina-
do pela egquagio Edg =& [ pec(x) ]
depende da razic de desconto & ?
Vejamos agora gues- |
Px) = F (%) [p~- c(x) | é uma fung3o crescente pois F(x) é

positiva para x positivo assim dPyq,
g

&F=F16)[p-cb)] -F (x) . (x)>0

PRt

dx
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assim Q%P = Fo {x) [:p - o {x} ] - ZF' (x)\c' (x).— Fi{x)o"{x)<0

dx?
portanto P(x) é cdncava para baixo, por isso df & decrescente
' _ ‘ dx
em X, e isto implica que a equagido tem uma dnica solucio

K = oRn* valida também para o modelo de Schaefer {(mas ndo vilida
ém geral, como para o caso de F{x)depensatdrial

Assim concluimos qué x* esti entre x(5 € Xg,0n-
dﬁwﬁ(ﬁﬂj =0 e que.x* decresce monotonicamente de X, para X,

¥

quandd<50resce de O para oo,

Y S
N
X

v Koy

Figﬁra {4.3.7). Determinacgio grafica do nivel de populag%e‘étiu
| mo x¥,
Os resultados podem ser résumi&os QIR S -
{a) Existe um nivel de populacio btima x = x* que é determina-
do pela eguagao F' (k}.- cti{x) F {x) méou pela equacio:
r ~ c{x)
$=8p~c(x)].

T———

ax
(b) O nivel de populagiio Stimo x* é uma fungdo da razdo de des

conto e de outros par%metros'biolégices do problema.

(c) O valor de x* estd entre o nivel de renda maxima x, {guando
6= 0) e o nivel de dissipagio de renda xg, {quando &= o).Que
reflete o compromisso entre lucros correntes versus lucros futu
ros.

{d) Quando o nivel de populacio x{o} ¥ x* a politica otima e
“uma politica de aproximagio que leva o niveél x para o nivel

x* o mais rapidamente possivel.
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EXEMPLOS BASEADOS NO MODELO DE SCHAEFER.

No modelo de Schaefer nds tomos s

Fx)=r.2{1l~-2x) e c {x) = ¢ - {4.3.8)
K x
como $(x) = [:_p - o (x) ]. F {x) ficamos comi-

$xy=[p~cx)] ¢ [z. x (2 =-x)]
R

asgim 8P = 8[ p - < {x} ) . Ficas-

dx . .
&{{P“C(X)J.[r.x(i—l;)]}zg‘l:?_c(x)‘]_
s . & ,
gﬁ_{[_r.p,x.(lmgg)-r. ®, C¢(X).(lm§)]}m

=g tr.x.p - I-EE’E - Y,c + c.r.x] m&[p - e {x} ]
ax )14 K ' -

X K.p r Top
- 2x% 4 [1+ec -8 T.x+8c=0
X Kp x rp
.
I - d- - -+ z
x=- 11 e Sl e - 807 L4 g. s
4
. K
L]
x*mﬁ[-l~£+§]+\/<-1--gw+§m)Z,SJC- -
4 kp x - kp hof rpk (4;3*9)
Como podemos ver, existe x* que depende dos pard
metros: desconto {8}, nivel mdximo da populagho {(K), razdo de

crescimente {r}, do custo {c) e do preco (p). Entdo, a politica
- Stima & aguela que aproxima o© nivel de populagio x & mais rapi-
damente possivel de x¥

Para ilustrermos, apresentamos um exemplol-

.
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- Noa anos SO,Ias indistrias de baleias, da Antax
tica concentrou~se emn explofar as baleias azuis pois seu prego
era maior'no mercado por sua carcassa e sua carne, gue gualguer
outra baleia: e em 1965 a pesca as baleias azuls foram proibi-
das pois estas comecgaram a desaparecer, e al a exploragio ex -
tendeu-se para outras baleias como as baleias fin, que sao me-
nores e tarbém para baleiag menores ainda.

Para teimos uma idéia, em 1965 provévelments /

 restavam 5,000 baleias azuis de uma populagdo briginal de apro

ximadamente 150.000 baleias.

Foi aplicado o modelo de Schaefer para estimax

a politica de explorag3o Otima para a populagao de baleias fip
~da Antértica. A dinamica desta populagido tem sido estudada por
<*A11en (1873} [:ﬁj, Parece gque a curva de crescimento da baleia

fin {extendido para gque o modelo simples possa ser apiicado) &

ndo simétrica. |

B Assim para ilustrarmos, consideremes a curva J
P (x} como sendo uma curva simétrica e assumimos também ©s se-
guintes parametros: T = 0,08 e K = 40.000. Em 1976, o nivel
de populagdc de baleias fin estimada era de.76.000 baleias com
uma produc3o sustentivel F(70.000) = 4,620. Em atengdo as re-
formas dos estogues de baleias fin, a Comissdo Internacional
de Pesca a Baleia, tem adotado guotas anuais progressivamente
menores,

A tabela (4.3.10) nos di os résultados nac re -

ais para o tratamento de baleias fin por traﬁar esta pesca in-
dependeﬁtemente de outras pescas que tem sido e continuam a

ser exploradas concorrentemente.
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RAZAO DE DES~| NfVEL DE POPULACEO PRODUCKO
DESCONTO (%) GTIMA GTIMA ANUAL
ke O

0 220,000 ~ 7.920

1 200,000 _ 8.000

3 163.000 7.726

5 133.000 7.094

10 86.000 5,406

15 67.000 | 4,485

20 | 59,000 | 4,024

+ oo 40,000 2.880

Tabela (4.3.10) Baleias fin da Antirtica:

produgio sustentavel e nivel de populagio Gtima.

A tabela (4.3.10) mostra como a razao de cresci
mehto intrinseco da populagio afeta a sensitiéidade da solugio
Stima para a razdo de desconto.

Antes de concluir esta segfio e interessante rew
petir due o modelo e sua aplicagZo sdo sﬁper~simplificadcs.Mu§
tos argumentos sugerem que a politica de exploracio Stima pode
ser considerdvelmente mais conservativa gue este modelo propde.
Para mencionar um exemplé: o efeito do avmento do nivel de ex-
ploracio é por vezes aumentos incertos. Por ewemplo, o modelo
de Schaefer n3c considera a possibilidade de depensation, o
qual pode resultar em um colapso inesperado da populagao explg

rada,

POSSIBILIDADE DE BXTINCAS

Consideramos anteriormente que Q = K.E.x e ©

custo proporcional ao esforgo E que implica gque com a dissi-
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pagdo da renda, o equilibrio X, & positivo, e assim ocorre
ria extingao nb caso de depensation,ou seja, o custo que de-
liberadamente leva a pesca 2 extingdo € infinito (que pode
ser considerade realistico para a populagao de peixes mari -
nhos).

No caso modelo de otimizagao este fato é mos—
trado quando assuminos <{(0) < oo.
onde «{0) & o custo da unidade colhida guando o nivel de
populagio é zero { um conceito um pouco dificil de se entenw-
der) mas o que ge pretehﬁe ser entendido & que o custo da co
lheita do ultimo membro sobrevivente da populagao é finito,

Suponhamos agora guew-

p> C (0), isto é, que o prego unitdrio do re-
curso excede o custo da colheita da Gltima uniéade. Entdo, a
colheita de livre acesso pode ir a extingic, desde que temos

X o= Os | :
Nés vimos anteriormente que o nivel Stimo x*

se aproxima de xg guando a razao de desconto § tende a oo,
Agsim vemos que x* = 0 parxa valores de & suficientemente [/
grandes mas finitos.

Exemplo: suponha que o custo de colheita unitd

rio nao depende de x, ou sedja, ci{x) = ¢ = constante,entidoc a
equagao
P '{x) - c'{x) F{x) = & torna-se
P - (‘:(}c?-
F '{x¥) =&

Assim, para valores grandes de & a eguagao po-
de nao ter solugdo . Neste casos, segue-se que.a extingdo e
uma politica de exploragio Stima desde que p > c.

No caso do modelo logistico:-

F{x) = rox{ 1 - % } a equagido acima
X _
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F '{x*) =6 ficat~ r.{l «-x ) -1 rx=298

X K.
-2 4 = S

K

¥* = = (§ ~r}. K
2. T

X*¥ = (£ - K
2.

que é soluc3o quando &>r, pois Sy r = r-& < 0. ;

Mas geralmente pode ser facilmente estabilizada.

Teoremas- Se F(x) & uma fungdo de crescimento
puramente compensatdria, isto &, F'(x)< 0 e nds assumimos que
c* {x) > 0. Entd3o
{1} x* > 0 {extincdo é n3o - Stima) se ou

p < {0} ou 5;<F' {0)
(2} x* = 0 (extinglo € Stima) se p »c¢ (O). e

& rarr(0}).

Demonstragao:-

Sedja H {x) = =c¢'{x).F {x}
p - c{x).

entdo a equagao (4.3.3) pode ser escrita como:-
F' (2} + H clx} =4
H(x) =§-F' (%) {4.3.11)

Assumimos que © prego da unidade é maior que o
custo da pesca da Ultima unidade {p = cf0)) e S » 2.7 {0)isto
implica gque a eguagao {4.3.11) ndc tem solugao x » 0, logo, a
extingdo & uma politica Stima, ou seja, desde que H{x) é uma
fungac ndo decrescente de p, é suficiente considerar-o caso 1i
mite p = ¢(0}., EntZo pelo teorema do valor médio generalizado,
nds temos:iw

H (x} = -~ ¢ {x). F {x)
¢ {0}~ clx}
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H (x) =c’ (x) . F'(8) pars alguﬂl'e :
& (g) . -

0 < " LKx,

H(x) < F' (g) < F' (0)

Assim§~ F'(x) > 2.F' (0) = F' (x)>F' (0)>H (x) ->&
que é uma contradigdo. |
Logo a eguacao (4.3.11) n3o tem ssiugﬁo;

A condigdo (2} & uma politica de colheita Oti~
ma porque leva a um valor presenﬁe de lucros economicos gran-
des. A extingdc da populagio & uma atitude deseﬁével economi -
camente, mas nﬁo estd de acordo com © ponto dé_vista social
bioldgico e estético.

Por exemplo, se a companhia de pesca a baleia
'espera um lucro de 10% em seus investimentos e ¢ crescimento
da populagao de baleias azﬁis & de 5%, os baleeiros descobri-
ram um plano racional (do. ponto de vista economico) o de li-

quidar com © estogue das baleias azuis!
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5. APLICACOES PRATICAS,

Temos entao ja vistos os éais modelos o de Gor-
don e¢ ¢ do Gould, onde o primeiro diz que a populagdo ndo ira
a extingio devido ao.fator econdmico: e © segundo afirma que
ird % extinc3oc independente deste fator. |

Assim, procuramos dados concretos que nos permi
‘tissem comparar os dois modelos, para verificarmos qual deles
mais se aproxima da realidade,

Partimos assim dos dados obtidos no Perd, da
peaca'de anchovas, de onde temos: o esforgo que nos & dado pe
lo nimero de barcos que pescavam e o mimero de dias do ano
gue safam a pescar: a estimativa da populacio de anchovas 14
existentes: e a colheita, Que era a guantidade em biomassa de
peixes pescados., Analisando estes dados pelo método de aproxi
magoes de fungdes pelos guadrados minimos pudemos fazer uma

comparacao dos dois modelos.

5,1, PESCA DAS ANCHOVAS NO PERU

Para analisarmos os dados da ;pesca no Perl nds
partimos do modelo discreto fazendo assim a analise discreta
gue corresponderia ao modélo ccntihuo: e depois fizemos a a-
nalise continua,

Partimos da seguinte tabela de dados reais da

pesca das anchovas no Peri.
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ANO POPULAGAO COLHEIT &' ESFORCO

1960 | 2,93 x 10° 2,63 x 105 | 186.003
1961 a,58 x 10° | 3,38 x16° | 225.288
1263 7,20 x 10° 2,88 x 10° 426,886
1966 8,53 x 10° 4,54 x 108 313.500
1967 9,82 x 10° 6,14 x 10° 266,730
1968 |10.26 x 10° 6,87 x 108 248. 830
1970 ]10,62 x 106 6,96 x 10° 269.820
1971 |10,28 x 10° 13,07 x 10° 131,097

Tabela 5.1.1. Dados concretos da Pesca das Anchovas no Perd,

ANALISE DISCRETA

¢ Para a andlise discreta do problema temos o seguin

te modelo gue € andlogo ac continuo.

Estogue %{k} 5 etirada R(k)

!

Colheita hik) —>iEstogue x({k+1)

onde a retirada R{k) & proporcional a F{x®), ou seias, R(k}mF{x(ky
Assim x{k + 1) = Retirada R(k) ~ colheita h(k)“
%k + 1} = F (% (k}) -~ ni{k).
Se a populacio & inexplorada, nds temos gque x{k + 1)= Fix{k})
(5.1.2) |
Assim, dada uma populagdc inicial Xy nds podemos encbntrar
®3 4 Xy ,esees.recursivamente. A equagdo é uma analogia em tempo

discreto & equagdo diferencial X% = p (x), porque podemos escre

. S dt
ve~la da formas- .

éjﬁ%&l = x{k + 1) = x{k) = Fi{x(k)) - x{(k)

onde F(x{k)) - x(k) corresponde a r#z3o de crescimento F{x)do mo
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delo tempo rvontinuo.
O comportamento dinamico da equagBo (5.2.2)pode
ser considerivelmente mais complexo que o comportamento do

modelo andlogo de tempo continuo dx F{x)
' ' : dt

Para a equagio prece&ente. © ponto de equiiibrio
x = k se di quando F(k) = 0, e tal equilibrio & estivel se
F' (K)<O0 e instével se F'(k)>0. Assim, alguma s@lugéo /
x = x {t) para a equagio converge monotonicamente para o
ponto de equilibric estadvel, nZo podendo ocorrer oscilagﬁes.-

No caso discreto, vérias possibilidades podem o-
correr, veija a figura (5.i.3} abaixo. O ponto de equilibrioc ,

x = k & agora caracterizade pela equagdo F(K) = K.

' L
s 8

~f

x""‘""‘-r-

I
!
{
(@) (B K

s C

f
|
[
Figura 5.1.3. Tipos de curvasi=- {a) compensacio simples;{blide

pensagdo; (¢) depensagdo criticas(d) Supercom -
pensagac.
Baseados nestas consideragtes, obtivemos a se -

guinte tabela para ? {x(k), partindo da tabela 5.1.1:
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F{x(k}) x(k})~
2,63 x 10° 4,54 % 106
3,38 x 106 6,31 x 156
2,85 x 10° 9,38 x 10°
4,54 x 10° 11,77 x 10°
6,14 x 10° 14,67 x 10°
6,87 x 10° 16,69 x 10°
6,96 x 106 16,57 x 10°
13,07 = 106 \ 25,34 e 106

Tabela {5.1.4): Dados de crescimento da populagzo
no modelo discreto.

| Colocados os pontos no gréfico, abtivemos a figu
ra{5.1.5), que aproximada pelo método dos Quadrados minimos 1i
.neares nos d& a parédbolat-
| - 2,3254 + 3,423 . x = 0,0999 . x°
Comparando ent3o com a figura (5.1.3), vemos que

élum caso de super~compensagio, ou Seja, uma populagdo com ex

ploraglo desenfreada gue tende & exting3o.
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aproximadg
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CASD cowTiNuo

Para o caso continuo, partindo da.tabela (5.1.1}

e aproximande- a curva P{x) obtivemos a figura {(5.1,6}, obti
vemos também nesta figura a curva da colheita Y.

| Fazendo a aproximagac por ﬁungées obtivemos as

parébolasi~ - 2,32 + 2,42. x - 0,09996, x* para F{x) 2

- 1,922 + 2,788, x - 0,142, x> para v.

Podermos notar pelo grafice (5.1.6) que a colhei-
ta estava superior ao crescimento natural da populagdo até /
X = 6,906 x 10° u.b. Se no ano seguinte o esforgo de pesca nfo

~ houvesse diminuido {diminuindo esforgo leva a uma diminuicao
"da colheita) nds teriamos a colheita sempre superior aoc Cres-
cimento da popﬁlagﬁo o que levaria a‘populagﬁo a extiﬁgﬁo,que

é © caso de uma Super - pPesSca.

Més em X = 6,96 = 10% U.b., © esforgo de pesca
foi reduzido a metade, assim diminui a colheita levando a um
aumento da populagzo. Néste ano,a populagﬁo 34 estava Itéo
explorada gue nao conseguin se recuperar réﬁidamente. ocorren
do o seguinte: em 1972 a colheita foi para 4,45 x 10% u.b,com
o mesmo esforgo do ano anterior, praticamente a metade da

colheita.anterior, e a populagdo neste ano foi para 5,96x10 6

u.b. A esta situagido, o governo j& estava intervindo, contro~-

lando a pesca. Assim, em 1973 o esforgo foi de 124.511 para

33,912 e a populacgio foi para 8,75 x 106 u.b e a colheita /
foi de 1,78 x 10% u.b. | |

| | Teéricamente_nés'sabémcé gque para ée oﬁter uma

"cbiheiﬁa'étima, terfamos que colher o miximo desde gue a popu

lacdo continuasse crescendo, ou seja, em x = 12,15 x 10° U, B
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Esta seria a colheita maxima, neste ponto da curva.

Em uma pesca de livre acesso como O caso. gue
estudamos, nac havendo controle oficial, a tendéncia natural
da populagBo seria a exting@o da espécie. Neste caso, © mode
lo de Gould parece mais coerente, se adaptando melhor aos da
dos concretos,

O modelo de Gordon, ao contréric, argumenta que
¢ controle da pesca & um processo que deve ocorrer natural -
mente por meic de um fator econdmico que regulaxia;é prego /

de custo e de venda do peixe,
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