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Abstract

In this thesis we state a new formulation of the Sturm comparison Theorem and its applications
to the zeros of orthogonal polynomials. Specifically, these applications deal with the monotonicity
of zeros of X;-Jacobi orthogonal polynomials, Gautschi’s conjectures about inequalities of zeros of
Jacobi polynomials and the asymptotic of zeros of ultrasphricals polynomials.

Keywords: asymptotic of zeros, exceptional orthogonal polynomials X;-Jacobi, Gautschi’s
conjectures, orthogonal polynomials, Sturm’s Theorem comparison, zeros.

Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma nova formulacao do Teorema de comparacao de
Sturm e suas aplicacoes na teoria dos zeros de polindémios ortogonais, que sao: monotonicidade dos
zeros dos polinémios ortogonais X;-Jacobi, desigualdades de Gautschi sobre os zeros dos polinémios
ortogonais de Jacobi e o comportamento assintético dos zeros dos polinémios ultrasféricos.

Palavras-chave: assintotica de zeros, conjecturas de Gautschi, polinémios ortogonais, polino-
mios ortogonais Xi-Jacobi, Teorema de comparacao de Sturm.
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Capitulo 1

Introducao
“A mente que se abre a uma nova idéia
jamais voltara ao seu tamanho original.”
Albert Einstein
Sejam
y'(z) + f(z)y(x) =0 (1.0.1)
e
Y'(z) 4+ F(z)Y(z) =0 (1.0.2)

duas equagoes diferenciais de segunda ordem na forma de Sturm-Liouville com f(z) < F(x)
no intervalo de comparacdo (a,b). A partir desta informagdo, o que podemos afirmar sobre o
comportamento dos zeros das solugoes y e Y7 O Teorema de comparacao de Sturm nos garante
que Y troca de sinal pelo menos uma vez entre zeros consecutivos de y em (a,b). Em outras
palavras, o grafico de Y oscila mais do que o de y no intervalo de comparacao. Por exemplo, sejam

y'(x) + y(a) = 0 (1.0.3)

Y"(x) 4+ 16Y (z) =0 (1.0.4)

equagdes diferenciais. Sabemos que y(z) = sin(x) e Y (z) = sin(4x) sdo, respectivamente, solugoes
das Equacdes (1.0.3) e (1.0.4). E evidente que o grafico da solu¢io Y oscila mais que o de y
em qualquer intervalo da reta real. Este é um exemplo classico que ilustra bem o Teorema de
comparagao de Sturm. Uma consequéncia desse teorema é o resultado sobre os zeros da solugao
de uma equagao diferencial parametrizada que enunciamos a seguir. Seja a equacao diferencial

y'(z;7) + flz;m)y(a;7) =0

com z € (a,b), 7 € (¢,d), f € C((a,b) x (¢,d)) e y(z;7) uma fungdo continua de 7 € (c,d)
possuindo n zeros distintos em (a,b). Observe que os zeros de y(x;7) sdo fungdes continuas de
7. Se Of (z;7)/0T > 0 e y(x; 7) satisfaz certas condi¢oes de contorno, entao por um corolario do

1
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Teorema de comparacao de Sturm, que apresentaremos mais adiante neste trabalho, os zeros de
y(x; 7) sdo fungdes decrescentes ou crescentes de 7, dependendo do tipo da condi¢ao de contorno.
Apesar da afirmacao do Teorema de comparagao de Sturm ser simples e, & primeira vista, muito
natural, ele possui véarias aplicacoes na analise do comportamento dos zeros de diversas funcoes
especiais. Ilustraremos com um simples exemplo. Na Subsecao 3.3.1, sabemos que a funcao

U (50, B) = (1 — ) 1F/2(1 4 2) T2 pleh) ()
com Péa’ﬁ ) () o n-ésimo polindmio de Jacobi, é a solu¢ao da equagao diferencial

onde a derivada refere-se a = e

1—a? 1-8 nn+a+B+1)+(1+a)(l+p6)/2

nwaB) = Y aa s 1— a2

Observe que, dados oz g > —1 fixos e x € (—1,1), por simples calculos, temos f,(z;a, ) <
for1(z;, B). Sejam z, ,’f), k =1,..,n sio os zeros de ordem crescente de P\*") (z). Em outras
palavras,

( B) (@f)

Ti < Ty < gl

TZ’VL—

Entao pelo Teorema de comparagao de Sturm, P7E+1)( ) muda de sinal pelo menos uma vez em

(1,20, @, 28), ..., @, o), @5, 1), on sefa,

(c,8)

(a,B) (a,8) (a,B) (e, )<...<x(a’ﬁ)<$ +1 +1<1'

=L <y, <@ <@t <2
E assim provamos o entrelacamento dos zeros dos polindmios ortogonais de Jacobi.

Observe que a principal hipotese do Teorema de comparacao de Sturm é f < F que, no exemplo
anterior, corresponde a f,(z; o, 5) < for1(x;a, f). Em outras palavras, f — F' tem sinal constante
no intervalo de comparacao (a,b). Se, agora, existe n € (a,b) tal que f — F < 0 em (a,n) e
f—F >0em (n,b), que relagdo podemos afirmar sobre os zeros das solugbes y e Y das Equagoes
diferenciais (1.0.1) e (1.0.2)? Nesse trabalho, formularemos uma nova versao do teorema com esta
nova hipoétese.

Conforme o titulo desta tese deste trabalho, propomo-nos a fazer uma breve apresentacao,
porém com mais detalhes e rigor, sobre o Teorema de comparacao de Sturm, seus refinamentos e
aplicagoes. Fm sintese,

e O Capitulo 2 contém resultados auxiliares que utilizaremos no decorrer deste trabalho, tais
como o Teorema de Budan-Fourier e a Regra de sinais de Descartes, vide [28]. Neste mesmo
capitulo, introduziremos nogdes sobre interpretacao eletrostatica, vide [26, 34].

e O Capitulo 3 contém os resultados elementares da teoria de polinomios ortogonais, sao re-
sultados conhecidos cujas principais referéncias bibliograficas sao [3, 34].
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e No Capitulo 4, apresentaremos os resultados relacionados ao Teorema de comparacao de
Sturm, seus refinamentos e suas respectivas demonstracoes. A principal referéncia bibliogra-
fica é [29].

e No Capitulo 5, introduziremos a nova classe de polinomios ortogonais denominada classe dos
polindmios ortogonais Xi-Jacobi ou polinémios excepcionais de Jacobi. Apresentaremos as
propriedades elementares sobre essa nova classe de polindmios e faremos a primeira aplicacao
do refinamento do Teorema de comparacao de Sturm: estabelecer a monotonicidade dos zeros
desses polinémios.

e No Capitulo 6, faremos a segunda aplicacao do teorema, fornecendo uma solucao parcial das
desigualdades de Gautschi que também sao conhecidas como conjecturas de Gautschi.

e No Capitulo 7, faremos a nossa tltima aplicacao, estabelecendo o comportamento assintético
dos zeros positivos dos polindmios ortogonais de Gegenbauer.
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Capitulo 2

Preliminares

“A fé e as demonstragoes matemaéticas sdo
duas coisas inconcilidveis.”

Fiodor Dostoievski

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢coes e resultados técnicos que serao de grande
utilidade no decorrer deste trabalho.

2.1 Teorema de Budan-Fourier

Definicao 2.1.1. Seja ag,ay, ..., a, uma lista de nimeros reais. Definamos V' (ay, ..., a,) como o
numero de variacoes de sinais da sequéncia reduzida que se obtém ignorando-se os termos nulos.
Por defini¢ao, V(ag) =0 e

V(e ...,an)+1 se apaq <O,

Viao, ..., an) = { Viay, ..., ap) se aga; > 0.

De acordo com a Definicao 2.1.1, temos que
V(5,6,0,2) =V(5,6,2) =0 e V(-1,0,5,-6,0,2) = V(—-1,5,—-6,2) = 3.

Definicao 2.1.2. Sejam P um polinémio algébrico de grau n e I um intervalo finito ou infi-
nito, aberto, semi-aberto ou fechado. Npl denota o numero de zeros de P em I, contando suas
multiplicidades, e

Vp(z) = V(P(x), P'(z), ..., P™ (m)). (2.1.1)
A sequéncia P(x), P'(z), ..., P (x) é conhecida como sequéncia de Fourier da funcdo P.

Nesta secao, apresentaremos o Teorema de Budan-Fourier, a ferramenta que estabelece a cota
superior do nimero de zeros de um polinomio algébrico em determinado intervalo da reta real.
Para este proposito, vamos precisar do seguinte lema cuja afirmacgao diz que antes de qualquer raiz
¢ da equagao f(z) = 0, a fungdo f e sua derivada tém sinais opostos antes da raiz e mesmo sinal
depois da raiz.
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Lema 2.1.3. Seja f uma funcao com derivadas continuas até ordem k£ em uma vizinhanca U do
ponto c. Suponhamos que

f@) = F@) = =% =0 e [B(e)£0.
Entao, para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos
fle+e)f(c+e)>0 e flc—e)f'(c—e)<0.

Demonstracao. A demonstracao é baseada na formula de Taylor. Para todo h suficientemente
pequeno tal que ¢ — h, ¢+ h € U, temos

f'() ! FE(0) jer  fW (e +0n)
fleth) = fle)+ = h+5h2+---+mhk 1+Thk’
onde 6 € (0,1).
Analogamente,
: O FED() jea [P et 0ih)
flle+h)=f(e) + =, h+---+(k_2)! hk=2 (k—l); hE1

onde 6; € (0,1). Como fW(c) =0 paraj=0,...,k— 1, entdo
fle+h)  f®(c+06n) h

fic+h)  fW(c+0.h) Kk

Mas, f®)(c) # 0. Como f®)(z) é uma funcio continua, existe uma vizinhanca U; de c tal que
f®)(z) # 0 para todo x € U;. Além disso, sign(f(k) (x)) = sz'gn(f(k)(c)) para todo x € U;, onde a
fungao sign(z) é definida como segue:

1 se x>0,
sign(z) =¢ 0 se =0,
-1 se z <0.

Em particular, para h suficientemente pequeno, temos

sign(f®(c + 0h)) = sign(f*)(c + 01h)).

Consequentemente,
. fle+h) ) .
sign| —= ) = sign(h).
an( Filethy) = Somih)
Assim, tomando h = ¢ e h = —¢, obtemos a afirmacao do lema. O

Teorema 2.1.4 (Budan-Fourier). Seja P um polindmio algébrico de grau n. Dado intervalo com
extremos a e b com a < b, suponhamos que P(a) # 0 e P(b) # 0. Entao

Np(a,b) = Vp(a) — Vp(b) — 2v, para algum v € NU {0}. (2.1.2)
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Demonstracao. Vamos acompanhar o que acontece com o niimero de mudancas de sinal na sequén-
cia Vp(x) quando x se move de a até b. E claro que uma mudanca em Vp(z) pode ocorrer somente
quando x passa por uma raiz de uma das funcdes P(x), P'(z),..., PV (z), uma vez que P™(z)
¢ uma constante.

Seja ¢ uma raiz com multiplicidade k de P(z) em (a,b), ou seja,

Pc)=Pl(c)=---=P*V(e)=0 ¢ P¥(c)#0.

Sem perda de generalidade, suponhamos P®*)(c) > 0. Como P®(z) é uma funcio continua,
P®) () > 0 para todo  em uma vizinhanca I de c. Pelo Lema 2.1.3 e para ¢ > 0 suficientemente
pequeno, obtemos entao a Tabela 2.1.

(@ le—elclete]
P® + [+ +
pEO I — 10| +
PEDT + Jo| +
P+ (0] +
P — (o] +
P + o] +

e

Tabela 2.1: Ilustra os sinais da sequéncia de Fourier de
zero de P.

() nos respectivos pontos, caso ¢ seja

Dessa forma,
V(P(c—¢),Plc—e),...PP(c—¢)) =k
V(P(c), P'(c), ... PP (c)) =V (P(c+¢), Plc+e),.. PP (c+e)) =0.
Entao, se x passar por um zero de P, a funcao
V(P(z), P'(z), ... P*"V(x), P ()

diminuira exatamente a multiplicidade deste zero.
Suponhamos, agora, que ¢ é um zero de multiplicidade k£ da derivada de alguma ordem. Sejam

PUV(c) #£0, PY(c)= PU(c)=... = POty =0 e POHR(c) #£0

para algum 1 < i < n — k. Sem perda de generalidade, suponhamos P+ (c) > 0. Entdo,
escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, pelo Lema 2.1.3, obtemos a Tabela 2.2.
Definamos

Ry = V(P Y(c—eg),PPc—e),...,PMH(c—¢))
= k+V (P D(c—e),PY(c—¢))
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’x \\ c—¢ & c+e
pUth + + +
P(i+k—1) _ 0 +
P n 0 T
P — 0 +
pt-1) sign(PU(c)) | sign(P"(c)) | sign(P" Y (c))

Tabela 2.2: Mostra os sinais da sequéncia de Fourier de P(x) nos respectivos pontos, caso ¢ nao
seja zero de P.

Ry = V(P Y(c+e),PDc+e),...,PMH(c+e))
(i-1)

v
= V(P Y(c+e),PYCc+e)).
Como P~ e PO sio fungdes continuas, PO~ (z) e P (z) nio se anulam em uma vizinhanca U

de c. Logo, ' '
174 (P(’Lfl)(x)y P (x)) = oomst

para todo x de U, sendo d.onst = 1 0U deonst = 0, 0 que depende do fato de houver ou nao mudanca
de sinal. Investigaremos quatro casos dependendo do valor de d.,,s € da paridade de k.

® Se Oeonst = 1 € k par. Entdao, Ri — Ro=k+1—-1=k;

® Se Oeonst = 1 € k impar. Entdo, Ry — Ry = Ry — Ry =k — 1;
® Se Oeonst = 0 e k par. Entao, Ry — Ry = Ry — Ry = k;

® Se Oeonst = 0 e k impar. Entdo, R{ — Ry = Ry — Ry =k + 1.

Portanto, quando z passa por um zero de PO, V (PU=V(z), PY(z),..., P*M(z)) sempre diminui
de um ntimero par. Lembremos que, pela hipotese, P(a) # 0 e P(b) # 0.
Por outro lado, pelo mesmo argumento, observemos que, para € > 0 suficientemente pequeno,

Vp((l) = Vp(a + 5) e Vp(b) = Vp(b - 6) - 2V1, v € NU {0},

caso b seja zero de P para ¢ um nimero inteiro, 1 < i < n.

Portanto, quando = move-se de a até b, a fungao Vp(x) além de diminuir a multiplicidade do
zero de P quando z passa por algum zero de P, ela diminuird um niimero par caso x passe por
um zero de P (x), para algum i, 1 < i < n. Em outras palavras, Vp(a) — Vp(b) é um ntimero par
maior do que o nimero exato dos zeros de P no intervalo (a, b). O

Uma consequéncia imediata do Teorema de Budan-Fourier é a regra de sinais de Descartes.
Segundo a regra, se os termos de um polind6mio com coeficientes reais sao colocados em ordem
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decrescente de grau, entao o nimero de raizes positivas do polinémio ¢ igual ao ntimero de mudancga
de sinais ou menor que isso por uma quantidade par. Mais precisamente, seja

P(2) = apa™ + ap_12™ '+ ...+ a17 + ag
um polinémio de coeficientes reais. Entao, temos

Vp(0) = V(ag, a1,2'ag, ..., (n — 1) a,_1, nla,) = V(ag, a1, ag, ..., an_1, a,)

Vp(o0) = V(an, nay, n(n—1)ap,....,nla,) = V(an, an, an, ..., a,) = 0.

Corolario 2.1.5 (Regra de sinais de Descartes). Seja P um polindomio algébrico de grau n. Entao,
o numero de zeros reais positivos de P é dado por:

Np(0,00) = V(ag, ai, ..., an_1, an) — 2k para algum k€ NU{0}.

Para se obter a cota superior para o nimero de zeros negativos de um polindmio algébrico
P(z), basta aplicar a regra de sinais de Descartes para P(—x).

2.2 Transformada da Equacao Diferencial

Neste trabalho, usaremos um tipo especial de transformada que reduz uma equagao diferencial
homogénea de segunda ordem a uma equagao da forma de Sturm-Liouville. Lembremos que uma
equacao diferencial de Sturm-Liouville é da forma

u” + MNz)u' = 0. (2.2.1)

Sejam K(z), M(z) e N(x) funcoes definidas em um intervalo (a,b), onde K e M possuem
derivadas continuas e K (x) # 0 nesse intervalo. Se fizermos y(x) = s(x)u(x) na equagao diferencial
linear homogénea de segunda ordem

K(x)y" + M(z)y + N(z)y =0, (2.2.2)

onde u(z) ¢ uma funcdo desconhecida, s(z) pode ser determinada tal que u(z) satisfaca uma
equagao da forma (2.2.1). Com efeito, substituindo y(x) = s(z)u(x) em (2.2.2), obtemos

2Ks' + Ms
—u

u” + M+
Ks

=0,

onde

_ Ks"+ Ms'"+ Ns
N Ks '
Mas, (2.2.1) implica em 2Ks' + Ms = 0. Calculando diretamente, segue que

oy o~ [ M)

A
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--4()-(8)

Se introduzirmos em (2.2.2) uma nova variavel independente definida por x = o(6), obtemos

dy dy ,

a9 %U (0)
equivalente a

dy dy 1

dz ~ dfo'(6)

Py _dyo0) Py
do>  dx o'(0)  da?

equivalente a

B d*y B o’ 8 dy
dx2 B dez  o'(f) ‘
Substituindo na equacio (2.2.2), segue que
1 dy
K =0
[0 (0)]? ( ) df
e, simplificando, chegamos a
/ dzy / 2 " d
Ko'(0)— W77 + [M[co'(0)]* — Ko (9)} =0 + N[o'(0)]*y = 0. (2.2.3)

Aplicando o raciocinio anterior, escrevemos y = s*u, onde s* pode ser determinada de tal forma

que u satisfaca
d*u y
ﬁ + Au=0. (2.2.4)
Logo
dy  ,du  ds* >y  dPu _ds*du = d*s*
=s"— + U e — =8 — +

W STt ar A T T A
Entao, (2.2.3) se reduz a

d*u ds* du d*s* du  ds*
/ * et * / 2 " / 3 —

Ko'(0) S_d02+2d9 da—i—udém}—i-[s w7 d@u} [M[U(Q)] Ko (9)}—1—]\7[0(9)]3; 0,
ou seja,

d*u 1 ds* du

— + Nu+———<2Ko'(0 M[o'(0)]* — Ko"(9)]s* p — = 2.2.

N g RGO IO - K0 =0 229
onde

1 25 . [M[o'(0)]* — Ko"(0)] ds* N N[a’(@)]Q‘

A= Ko'(0)s* df K

(2.2.6)
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De (2.2.4), segue que
ds*

do

2Ko' () + [M[o'(0)]2 — Ko (0)]s* =0

ou, equivalentemente,

Mlo'(9)]* — Ko”(0) 1.,
—[ Ko (0) }d9:§d8 .
Um calculo direto nos leva a s* = s(co’)"/2. Por outro lado, como
ds” (M[o'(0)]* = Ko"(6)] .
o -~ 2K (0) o
st [M[a'(e)P - Ka”(é’)] ‘L, d {M[a’(&)]Q - KJ”(Q)} .
db? 2Ko'(0) do 2Ko'(0) ’

entao (2.2.6) pode ser escrito como

d [M[a’(@)]z - Ka”(e)} - [M[a’(G)P - KU”(Q)]Q+

A= 2K o' (0) 2K0'(0)

N ! 2
A (2.2.7)

2.3 Interpretacao Eletrostatica e a Equacao de Lamé

Consideremos o seguinte campo eletrostatico. Suponhamos que cargas r; positivas fixas sejam
distribuidas uniformemente ao longo de retas perpendiculares ao eixo real pelos pontos a;, j =
0,1,...,m, em ordem decrescente. Além disso, sejam n cargas unitarias positivas moéveis distri-
buidas uniformemente ao longo de retas perpendiculares ao eixo real pelos pontos zi, xo, ..., T,
pertencentes ao intervalo (ag, a,,). Do ponto de vista da eletrostatica, isto significa que as cargas
estao distribuidas ao longo de fios infinitos perpendiculares a reta real, como ilustra a figura a
seguir.

1.0}
0l5
—
3 il *— 1 = 3
05
—1lo}

Figura 2.1: Ilustracao de sistema de cargas. Linhas vermelhas simbolizam as cargas fixas e as azuis
simbolizam as cargas livres. Neste caso, m =4 e n = 6.
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Queremos que as cargas livres se movam apenas entre cargas fixas positivas consecutivas. Por-
tanto, se as cargas livres estao localizadas em zy, xs,...,x,, a energia potencial logaritmica do
campo ¢, pela definicao, dada por

L(X) = erZlog P —a]| + Z log ———

1<k<j<n

2.3.1
|k _‘/EJ| ( )

Queremos encontrar ponto(s) X = (x1,...,x,) cujas coordenadas sdo posi¢oes de equilibrio de
n cargas livres unitarias, ou, em outras palavras, onde a energia do campo atinge seu minimo local.
Uma exigéncia natural para a localizacao das cargas livres é que elas pertencam a algum simplex

[1]

= ﬂ{ajk <Xy <o < Tpp—1 < Wy T Tep1 > 0}, (2.3.2)

onde 1 =y < g < ... < ps < pisp1 —1 =n e s éonamero de intervalos [a;,, aj,+1]. Podemos
interpretar o simplex (2.3.2) como sendo uma restricdo do nimero, obviamente, tal nimero esta
entre 0 e n, de cargas livres em cada intervalo formado pelas cargas fixas.

Definamos o
T(X) =" =T[]]lee—asl" ] lowe—asl (2.3.3)

=0 k=1 1<k<j<n

Entao, X é ponto de minimo local(ou global) de L(X) se, e somente se, é ponto de méximo local(ou
global) de T'(X'). Observemos que esse ponto localiza-se no interior do simplex = e 90T'(X)/0x, = 0
para k =1,...,n. Mas,

m

T(X) = H {|l’1 — CL]“”’ZL‘Q — CLj’T'7|ZE2 — ZE1||I'3 — Clj|rj|l’3 — ZL'1||{L‘3 — Tl ...
=0
x|ty — aj|" T, — x1||Tn — 22| ... |2n — xn_1|}
m

= H {‘l’l — aj\’"f]:zcg — aj]’"j]xg — .I'l‘ Ce |l’k,1 — aj]rjlyck,l — $1| Ce
j=0
X|l’k,1 — xk72||$k+1 — aj’rj’karl — CL’1| ce ’$k+1 — Sl]k,ﬂ R ‘;Un — aj|”|xn —Tq|...
X|Tp — Tp_1||Tn — Tpga| - |20 — Tooal|Te — aj\”} H |z — 4.
izh
Portanto,
m
T(X) = 7(@\wx)lys ()| [ ] les = a1, (2.3.4)

J=0

onde 7(Z\z)) é uma funcdo que nao depende de zy, y(x) =[]/, (z — ;) e

yr(2) = (x — 1) (@ —@2) -+ (2 — Tp-1) (@ = D) -+ (T — Tpo1) (T = ).
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Como [y(z)]“Y = [(z — 24)yr(x)]*Y), aplicando a regra de Leibnitz, obtemos

(@)Y = (& — 2y V@) + (0 Dy (@),

Logo, para x = zy, (I + 1)y,(€l)(a:k) =y (z,), para [ > 0. Observe que o sz’gn(yk(xk)) = (=1)"*.

Logo, podemos escrever |y (zx)] = (—1)" Fyp(xx). Portanto, (2.3.4) pode ser escrito como

T(X) = (=)"*r(@\ex)ye(ar) [ lon — a7, (2.3.5)

J=0

Derivando a equacao acima com relagao a xj, obtemos

T~y {wkm) ﬁ|x - ajr’v}
— (-1 kT(x\:ck)]f[O ok — ajra'{% +ot % +w,;(xk)}
= vt [T ol { > oy ) w,;m)}
SRR N) | SR i RESERTER)
— (—1) kf(x\xk)]ﬁo |2y — ay|" {ié;’j’;i + Z:EiS } wi(zh), (2.3.6)
para k= 1,2, ...,n, onde A(x) = (z — ag)...(x — ay,), B(z) polinomio de grau m e

B@):i i (2.3.7)

A(x) per il
De (2.3.6), concluimos que
oT(X) _ )R (2\x x 1 T — a;|" Bw) ly//@k)
= 0 ol {05+ 3500 ) @99

O méximo de T'(X) ¢ atingido quando 9T (x)/dx) = 0, ou seja, onde

A(zr)y" (zx) + 2B(vx)y' (21) = 0,

por (2.3.8). Como A(z) é de grau m + 1, B(z) é de grau m e y(x) é de grau n, a expressao
A(x)y"(z) + 2B(z)y'(x) é um polinomio de grau m + n — 1. No ponto de maximo de T'(x) este
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altimo polinémio anula-se nos zeros de y(x). Entao, pelo Teorema Fundamental da Algebra, existe
um polinomio C'(z) de grau m — 1 tal que

A(x)y" () + 2B(x)y (x) + Cla)y(x) = 0. (2.3.9)

A equagao (2.3.9) é chamada equagdo diferencial de Lamé na forma algébrica, C(z) é o polindmio
de Van Vleck e y(z) é o polinémio de Stieltjes. Mostramos, entao, o seguinte resultado.

Lema 2.3.1. Seja T : R" — R definida em (2.3.3). Entéo, 0T'(X)/0zr, = 0, k = 1,...,n, se, e
somente se, as coordenadas do vetor X sdo os zeros do polinomio de grau n, y(x), que é solugao
da equacao de Lamé (2.3.9).

Teorema 2.3.2 (Stieltjes, [31]). Sejam A(z) e B(z) polindomios de graus m + 1 e m, respectiva-
mente. Se A(z) e B(x) satisfazem (2.3.7), entao existem

()
Op =
n

polinémios C(x) de grau m — 1 tais que a equacgao diferencial (2.3.9) possui solugdo polinomial de
grau n.

Teorema 2.3.3 (Szegd,[34]). Se a energia do campo eletrostéatico em questao tem um inico ponto
de minimo em (2.3.2), entdo existe um tnico par (C(z),y(z)), com C(z) um polinémio de Van
Vleck e y(x) um polinomio de Stieltjes, para a equagdo de Lamé (2.3.9). Reciprocamente, se existe
um tnico par (C(z),y(z)) de polinomios de Van Vleck e Stieltjes para (2.3.9), tal que os zeros do
polinémio de Stieltjes pertencam a (2.3.2), entao a energia do campo descrito tem um tinico ponto
de minimo.

Do ponto de vista da eletrostatica, o Teorema de Stieltjes 2.3.2 e o Teorema de Szegs 2.3.3
garantem a existéncia de o, restrigdes(ou escolhas de simplex) de posi¢oes de n cargas livres para
as quais a energia potencial logaritmica do sistema de cargas atinge minima. Além disso, a cada
restricdo, existe um tnico vetor X cujas coordenadas sao posicoes de n cargas livres.

O problema de interpretacao eletrostatica que envolve, ao mesmo tempo, cargas fixas negativas
e positivas é interessante de se investigar. Em particular, estabelecer a unicidade do polinémio de
Van Vleck.

D. K. Dimitrov e W. V. Assche foram os pioneiros a demonstrar a unicidade dos polinémios
de Van Vleck no caso que envolve, ao mesmo tempo, coeficientes r; negativos e positivos, o que
implica a existéncia e unicidade da solugdo y(x) da equagao diferencial (2.3.9), o polinémio de
Stieltjes. Lembremos que 7; é o valor da carga fixa no ponto a;. Este resultado equivale a
existéncia e unicidade do ponto de minimo da energia na presenca de cargas fixas negativas e
positivas simultaneamente.

Teorema 2.3.4 (W. V. Assche e D. K. Dimitrov, [9]). Sejam A(z) = H?:O(m —a;), ap < a; <
as < as, € B(xz) um polinémio cibico para o qual os coeficientes r;_; e r;, na decomposicdo em
fragoes parciais (2.3.7), sdo positivos e os dois coeficientes restantes sao negativos. Se
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e a sequéncia ro, 1,72, 73 admite duas mudangas de sinal, com n > 1 — (rg +r; + ro + r3)
ou

e a sequéncia rg, 71,72, 73 admite somente uma mudanca de sinal, isto ¢, se 7 =1 ou j = 3,

entao existe um tnico par (C(x), y(x)), com C(x) um polinémio de grau dois e y(z) = (z —

r1)(x — 2) - - - (z — x,) uma solucao de (2.3.9) tal que a;_1 < x1 < ... < x, < a;.

O Lema a seguir est4d num trabalho conjunto com seu orientador. Estabelecemos a unicidade
do par (C’(x), y(x)) de uma nova restrigao(distribui¢ao) dos zeros de y(x) entre as cargas fixas ou
os zeros de A(z), permitindo a uma carga livre situar-se fora do intervalo (ag, a,).

Lema 2.3.5 (D. K. Dimitrov e Yen Chi Lun). Sejam A(x) = (z—ap)(x—ay)(x—a2), ap < a1 < as,
um polinémio de grau trés e B(z) um polinémio de grau dois para os quais os coeficientes r;_; e
r; na decomposi¢ao em funcoes parciais

B(r) 7
A(x)_Zx—aj

J=0

sdo positivos e o restante negativo. Entdo, existe um tinico par (C(z),y(z)), com C(z) um po-
linémio de grau um e y(z) = (z — x1) - ... - (¥ — x,,) uma solugao de

A(z)y" +2B(z)y + C(x)y =0 (2.3.10)
tal que x1, 2o, ..., Tp_1 € (ag,a1) (ou (ay,as)) e x, € (az,00) (ou (—o0,agp)).

Demonstragao. A demonstragao deste teorema é semelhante a do teorema em §6.83 de [34].

Sabemos da existéncia do polinomio C(x) no decorrer desta Se¢do. A mesma conclusdo, da
existéncia do polinomio C'(z), é valida com r; negativo para algum j. Estabeleceremos, agora, a
unicidade. Sem perda de generalidade, consideremos o caso a;_1 = ag e a; = a;. Suponhamos
D(z) um polinémio de grau um e D(z) # C(x) tal que a equagio diferencial (2.3.10) admita uma
outra solugao z(z) com zeros &i,....,&,—1 € (ap,a1) e &, € (az,00) distintos. Pelo argumento de
Szeg6 em §6.83 de [34], temos

V@ @)2(0) — y(@)2 ()] | = H@) ==y @)=(a), (2.3.11)

onde

2
H(z) =[] lz — a5
j=0

Para verificar (2.3.11), basta desenvolver a derivada do lado esquerdo da identidade e utilizar o
fato de que y(z) e z(z) satisfazem equagoes diferenciais de Lamé com correspondentes polindmios
de Van Vleck C(z) e D(x). Seguindo o mesmo argumento usado em §6.83 de [34], temos:
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e se [D(z) — C(x)]/A(z) > 0 em (z;_1, z;), entdo z(z) muda de sinal em (z;_1,2;), j =
2,...,n—1;

® se [D(x) — C(x)}/A(x) < 0 em (&1, &), entdo y(x) muda de sinal em (§;-1,&;), j =
2,...,n—1.

Demonstraremos apenas o primeiro caso, pois a prova do segundo é semelhante.
E evidente que y(z) = (x —z1)(x —x3) - - - (x —x,,) ndo muda de sinal em (x;, z;11). Suponhamos
que z(x) nao mude de sinal em (z;, z,41) e, entdo, de (2.3.11),

d

@{H(x)[y’(x)z(x) - y(SC)Z/(CC)]}

também nao mude de sinal em (x;, ;11).

Consideremos os pontos £ =x; +€e & = x;.1 — €, € > 0.

1) Se y(x)z(z) > 0, entdo H(x)[y' (z)z(x) — y(x)2'(x)] & crescente. Assim,
(T >0ey(2)z(z) <0
(T >0ey(2)z(z) <0.

2(x

)2(
)2(Z

esey(x)>0=z(z)>0=1v

~— —

y(
escy(r) <0=z(z)<0=1v
(

2) Se y(z)z(x) < 0, entdo H(z)[y'(x)z(z) — y(z)z'(x)] é decrescente. Logo,
escy(r)>0=z(x) <0=9(2)2(Z) <0ey(z)z(2) > 0;
esey(x) <0=z(z)>0=19(2)z(%) <0ey'(T)z(z) > 0.

Portanto, sign(yz) = sign(y'z) em & e sign(yz) = —sign(y'z) em z.
Observemos que sign(H (y'z — yz')) = sign(y'z) em & e em &, isto &,

/

e se y(z)z(z) > 0, entao sign(H y'z—yz')) >0em T e szgn(H(y’z — yz’)) < 0em I;
Yz

e se y(z)z(x) <0, entdo sign(H(y'z — yz')) <0em & e sign(H(y'z —yz')) >0 em Z.

Logo, das duas observagoes acima, H(x)[y/ (x)z(z) — y(x)2z'(z)] muda de sinal em (z;, z;,1) da
seguinte forma:

o sey(x)z(z) >0, H(Z)[y' ()2

z) —y(2)2'(2)] > 0 e H(2)[y'(2)2(2) — y(2)'(2)] < 0.
Entao, H(x)[y'(z)z(x) (

x)] ndo pode ser crescente, o que é uma contradi¢ao por 1);

o sey(r)z(x) <0, H()y'(2)z(7) — y(2)2'(2)] <0 e H(@)[y' (2)2(2) —y(2)2'(2)] > 0.
Logo, H(z)[y'(z)z(z) — y(x)2'(x)] ndo pode ser decrescente. Por 2), chegamos novamente a
uma contradigao.

Portanto, y(x)z(z) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em (z;, z;11). Concluimos, entao,
que z(z) tem pelo menos uma raiz em (z;, x;11).

Consideremos o caso em que [D(z) — C(z)] /A(z) > 0 em (ao,a1). Sejam z; e z,_1 0 primeiro
e pentltimo zeros de y(z) em (ag, a;), respectivamente. Mostremos, agora, que z(z) deve mudar
de sinal também em (ag,z1) e (z,-1,a1). Suponhamos que z(z) ndo mude de sinal nesses dois
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intervalos. Entdo, z(z) e y(z) devem ter sinais constantes neles. Como os polinémios, ambos tém
coeficientes dominantes positivos e possuem um 1inico zero maior que as, entao eles tém mesmo
sinal nesses dois intervalos. Por outro lado, observemos que

lim H(2)[y (2)2(x) — y()7(x)] = 0= lim H(x)[y/(2)2(2) — y(2)2(x)].

+ —
x%ao ZL‘*)G,I

Entao, H(z)[y'(z)z(x) —y(z)z'(z)] é positivo em (ag, 1) e negativo em (x,_1, a;). Mas, observemos
que existe € > 0 tal que, para ¥ := 21 —€e T := 1, 1 + €,

sign (H (@) [y'(@)2(2) - y(a?)Z’(f)D = sign(H(2)y'(2)=(3)) = sign(y/ (2)y(7)) <0

sign(H(@) [y (0)2(F) — y(@)2' 7)) = sign(H@)y ()2(7)) = sign(y/ @y(®) > 0.

o que é uma contradicao.

Logo, z(z) muda de sinal em (ag,z1) e (z,-1,a1), ou seja, z(x) possui n zeros no intervalo
(ap, ay). Além disso, z(x) possui um zero maior que ag, entdo z(x) possui n+ 1 zeros, contradizendo
a suposicao inicial.

Usando o mesmo raciocinio e supondo [D(z) — C(z)]/A(z) < 0, chegaremos & mesma con-
tradigdo de que y(x) é de grau n + 1. Logo C(z) — D(z) deve mudar de sinal em (ag, a;). Mas,
observemos que os coeficientes dominantes de D(z) e C(x) sao iguais. De fato, tomemos y(x) e
z(z) polinémios monicos. Comparando os coeficientes de C(x) e D(x) através da equagao dife-
rencial de Lamé, segue-se a afirmacdo. Entao, D(z) — C(x) = cte. Portanto, juntando esses dois
argumentos, concluimos que C(z) = D(x).

O
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Capitulo 3

Polinébmios Ortogonais

“Deixei de gostar da matemaética depois
que X deixou de ser sinal de
multiplicagdo.”

William Shakespeare

Um polindémio algébrico de grau n é uma funcao da forma
p(z) = an@" + ap_1 2" 4 -+ apx® + a1z + aq,

com ag, dy, . .., a, numeros reais. Por II,, denotaremos o espago vetorial dos polinébmios algébricos
de grau no maximo n, isto é,

I, == {p(x) = ap + a1 + apx® + --- + a,a" | ag,ai,...,a, € R}.

Dizemos que um polinoémio p é de grau exatamente n se p(z) = ag +aix+asx?---+a,aea, # 0.
Denotaremos o espaco vetorial de todos os polinomios algébricos por II, ou seja,

k=0

Seja ¢ uma fun¢do nao-decrescente, nao-constante e limitada em um intervalo (a,b), finito ou
nao, que define uma distribuicdo d¢ em (a,b). Definamos o produto interno (-,-)y : II x II — R
por

D, Q)s = / p(@)q(@)dé(z), p.qeTl (3.0.1)

e a correspondente norma || - ||4 : II +— [0, 00) por

|rpu¢=\/ [ ba)pds(o), pe (3.0.2)

Se a fungao ¢ for diferenciavel, entdo temos um caso particular de distribuigdo tal que d¢(x) =
w(z)dx e w(z) > 0 em (a,b) ndo identicamente nula. A fun¢ao w(z) é chamada fungao peso.
Consideraremos, daqui por diante, apenas o caso em que do(z) = w(x)dz.
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Defini¢ao 3.0.6. Dado um produto interno (-,-) em II, uma sequéncia de polindémios ortogo-
nais é uma sequéncia de polinémios Py(z), Pi(x), Py(z),... com cada polinomio P,(z) de grau
exatamente n, que satisfaz

0, se n #m,
pn >0, se n=m.

(P P = {

Inicialmente, podemos obter uma sequéncia de polinémios ortogonais através do conhecido
método de ortogonalizacao de Gram—Schmidt.

3.1 Propriedades dos Polindmios Ortogonais

Teorema 3.1.1. Toda subsequéncia P, (z), P,,(z) ... de uma sequéncia de polinémios ortogonais
{P,(z)}>, forma um conjunto de fungoes linearmente independentes.

Demonstragdo. Suponhamos o contrario. Entdo, existe uma subsequéncia P;, (z), By, (z), ..., P, (1)
e coeficientes aq,as ..., a,,, com pelo menos um deles diferente de zero, tais que o polinémio

p(x) = a1 Py (2) + ag Py () + - + am Py, (2)

m

é identicamente nulo. Logo,
(p(x), Pj(x)) =0 para todo j. (3.1.1)

Por outro lado, seja k, 1 < k < m, tal que a; ¢é diferente de zero. Entao,

(p(x), P (2)) = D a;(Py(2), Py, () = ar(Py (), P, (x)). (3.1.2)

Como (P, (z), P, (z)) # 0, temos uma contradi¢ao com (3.1.1) e (3.1.2). Portanto, a afirmacao

esta provada. O

Corolario 3.1.2. Se o polinémio p(z) é de grau menor que m ou igual a m, entdo p pode ser
unicamente representado por

p(x) = aoPo(z) + -+ + apmPo()
com coeficientes reais ag, ..., a,, dados por

(p(z), P(x))
(Pe(), Pe(x))’

ar = =0,...,m.
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Demonstracao. Isto é uma consequéncia simples do Teorema 3.1.1. Como II,, ¢ um espaco linear
de dimensao m+1e {Fy,..., P,} ¢ um conjunto de m—+1 elementos linearmente independentes de
I1,,, eles formam uma base de II,,. Entao, cada elemento de II,, pode ser unicamente representado
como combinacao linear deles.

E facil obter as expressoes explicitas para a;, k =0,...,m. De fato, temos

(p(x), Pe(x)) = ao(Po(x), Pe(x)) + -+ + ap(Pr(@), Pe(2)) + - + am (P (@), Pi(2))
= ar( Pi(), Pe(x)).
Portanto, pela definicdo de polindémios ortogonais,

), )
F T R, o)y

]

Teorema 3.1.3. Seja um produto interno (-,-) em II. Sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:
(a) {P.(z)}>2, é uma sequéncia de polinémios ortogonais com respeito a (-, -);

(b) (p(x), Pn(x)) = 0 para todo polinomio p(z) de grau menor que m e (p(x), P,,(x)) # 0 para
todo polindmio p(x) de grau exatamente m;

(c) (x™, P(z)) = 0 para m < [ e (2!, P(x)) # 0.

Demonstragao. Seja {P, ()}, uma sequéncia de polinémios ortogonais com respeito a (-,-). Se
p(z) é um polindémio de grau [/, entdo existem constantes ¢ tais que

l

p(x) = Z Cl,kpk(l’), Cl 75 0.

k=0

Pela linearidade do produto interno,

0, se [ <m,

(p(z), Pr(z)) = ch,k<Pk($)va($)> = { Conim(P(T), P(z)) £ 0, se m = 1.

Deste modo (a) = (b). Claramente (b) = (c¢) e também ¢ facil observar que (¢) = (a). O

Teorema 3.1.4. A condicao necessaria e suficiente para a existéncia de uma sequéncia de polind-
mios ortogonais associada ao produto interno (-,-) é

(1,1 (1,z) (1,2% ... (1,27
(x,1) Ax,z) (x,2%) ... (z,27)
A, = (@ 1) (2% 2) (2®,2%) ... (@%a") | 4o (3.1.3)

@) () (o a?) L. (am
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paran = 0,1,2,.... Além disso, cada sequéncia de polindmios ortogonais ¢ unicamente determi-
nada pela escolha dos valores K, = (2", P,(x)) # 0. Ainda, se duas sequéncias de polindomios,
{P.(2)}52 e {Qn(z)}5e,, sdo ortogonais com rela¢do ao mesmo produto interno, entdo, para cada
n > 0, existe uma constante ¢, tal que Q,(z) = ¢, P,(z).

Demonstracao. Para n nimero inteiro positivo escrevemos
~1
P.(z) =ano+ an12+ ... + Gpp1z" " 4+ ap 2"

Supondo A,, # 0, vamos determinar os valores ay,, de modo que {P,(z)}>2, seja uma sequéncia
de polinémios ortogonais. Temos

(@™, Po(z)) = angla™, 2"). (3.1.4)

Fazendo m = 0,1,...,n na igualdade acima e usando a condi¢ao (¢) do Teorema 3.1.3 temos
n + 1 condicoes para a existéncia da sequéncia de polindmios ortogonais, que escrevemos da forma
matricial

(1,1 (1,z) (1,2% ... (1,2") ao.n 0

(x,1) Az,z) (z,2%) ... (x,2") ain 0

<l‘2, 1> <$27 l‘> <$2, l‘2> T <IL’2, $n> a2,n = 0 . (3.1.5)
1) @) @ma?) . e )\ a (2 Py ()

Como A,, # 0, para cada escolha do valor (z", P,(x)) # 0 ficam determinados os coeficientes
ay . de tal forma que o sistema acima ¢é satisfeito. Olhando para (3.1.4), esses coeficientes implicam
que

0, se m <n,
valor escolhido, se m =n.

" Pl = {

Portanto, {P,(x)}5°, é uma sequéncia de polinémios ortogonais.

Agora, seja {P, ()}, uma sequéncia de polinémios ortogonais com (z", P,(x)) = K,,. Pela
ortogonalidade de {P,(2)}22, e (3.1.4), (@no, -, an,)" € solucao de (3.1.5). Seja (b, .-, bnn)’
outra solugdo para (3.1.5). Escrevendo

Qn($) = bn,() + bn,lx + ..+ bn,n—lgjn_l + bn,nxna

obtemos .
(@™, Qu(@)) =) busla™, ).
k=0
Como (bn0,bn1s---,bnn)’ € solugio para o sistema (3.1.5), entdo

. o, se m<n,
(@™, Qn(z)) = { (", Py(x)) = K,, se m=n.
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Logo, {Q,(x)}22, é uma sequéncia de polinomios ortogonais com relacdo a (-, -) com (2", Q,(z)) =
K,.
Podemos escrever

Qn(x) - Cn,OPO<I> + Cn,lpl(x) + ...+ Cn,n—lpn—l(x> + Cn,npn(x)
e, pela ortogonalidade de {P,(x)}22, e {Qn(x)}22,, obtemos

0= (Pn(x),Qn@)) = cpm(Pun(z), Ppn(z)),m=0,1,...,n— 1.

Portanto, ¢, =0 param =0,1,...,n — 1. Assim, Q,(z) = ¢, n P, (z). Mas

(2", Qun()) = cpn(”, Pu()).

Logo, ¢nn = 1, pois (2", Qn(x)) = (2", Py(x)) = K,,. Concluimos, entao, que @Q,, = P, para todo
n. Deste modo a solucdo do sistema (3.1.5) é tnica e, portanto, A, # 0.

Por fim, sejam {P,(z)}r, e {Qn(x)}2, sequéncias de polindmios ortogonais com relagao a
(-,-) com (2", Qn(x)) # (2", P,(x)). Escrevemos Q,(z) como Q,(z) = > ;_,caiPe(x). Para
m < n e pela ortogonalidade de ambas as sequéncias, temos

0= (Qm(2), Qn()) = cnm(@m(x), Pn(2)).

Logo, ¢pm = 0 para m < n, pois (@ (), Py(x)) # 0. Portanto, Q,(z) = ¢, ,Pn(x). O valor de
Cnn € dado por

(@n(2), On(®)) = enn(Qn(2), Pal2)) & enn = 757035 T

O

Definicdo 3.1.5. A sequéncia de polinomios {Pf(z)}>°, ¢ chamada sequéncia de polindmios
ortonormais se
(P (z), Py () = 0im, l,m=0,1,...

sendo d;,,, o delta de Kronecker que é definido por

5l7m:{0 se | #m,

1 se [=m.

Observemos que, dada uma sequéncia de polindomios ortogonais { P,(x) }2° ; relativamente a uma
medida ¢(z), podemos construir uma sequéncia de polinémios ortonormais { P (z)}5°, definindo
Pi(z) := P,(z)/||Pa(7)||4 para todo n € N. E evidente que P'(z) e P,(z) possuem os mesmos
Zer0s.

Uma importante caracteristica dos polindomios ortogonais é que quaisquer trés polin6mios conse-
cutivos estao conectados através de uma simples relacao que recebe o nome de relagao de recorréncia
de trés termos.
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Teorema 3.1.6. Seja {P,(x)}22 ) uma sequéncia de polindmios ortogonais em (a, b) relativamente
a fungao peso w(x). Entao

PnJrl(:C) = (7n+1x - 6n+1)Pn(x) - OénJranfl(x)a n Z O; (316)
com condigoes iniciais P_1(x) :=0, Po(z) =1, apst, B, Tn ER,n > 1, €

(:EPn, Pn> _ In+1 <Pn> Pn>
Opt+1 = .
Tn <Pn—17Pn—1>

Ap41,n
Tn+1 = —tlnts 7£ 07 ﬁn-i-l = Tn+1 (317)

a'n,n <Pn7 Pn> 7

Demonstragao. Seja P,(x) = ap 2™ + ... + 4p1T + appo. Como zP,(z) é um polinémio de grau

n + 1, entao podemos escrever
n+1

©P, () = Zbiﬂ(x).

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igualdade acima,

temos ay p = bpy10n41n41. Entao,
an,n

bn+1 = .
Ap4+1,n+1

Porém, das relacoes de ortogonalidade,
b
(xP,, Pj) = / P, (z)zPj(x)w(z)dx =0,7 <n—2.

Assim,
n+1

(@Pa, Py) =Y bi(P, Py) = b(P;, P}) = 0,j <n—2.
1=0

Logo, b; = 0 se j <n — 2 e temos a expressao

1 by, — b,
Poyi(x) = —aPy(t) — 3= Po 1 (2) — 7 Pa(2),
bn+1 bn+1 bn+1
com
1 /8 bn bn—l
n+l1 — ) n+l — y Qpg1 = .
Tt bn-l—l i bn—H i bn+1

Calculemos agora os valores de Y11, Ont1 € @pi1. Como byy1 = app/Ant1nt1, t€MOS Ypig =
an+1,n+1/an,n- De
Pn—&-l(x) = (’Vn—&—lx - ﬁn—{-l)Pn(‘I) - O‘n—{-lpn—l(‘r)u

obtemos
0 = <Pn+17 Pn> = %+1<$Pn, Pn> - Bn+1<Pna Pn> - an+1<Pn—1a Pn>

Entao,
B (x Py, P,)
ﬁn'i‘l - /yn-‘rl <Pn, Pn> *
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Analogamente,

0= <Pn+17 Pn—1> - 7n+1<mpn7 Pn—1> - Bn+1<Pn7 Pn—1> - an+1<Pn—17 Pn—1>-

Logo,

<xPn7 Pn71>

Apt1 = Vgl ————.
i Tt <Pn717 Pn71>
Mas, como
Pn(x) = (’Ynx - ﬂn)PnfltL') - Oénpn72<x>7

obtemos

B n

rPyo1(z) = —P () + —Po-1(z) + —Pra().

Por outro lado, temos

b
(xPp, Pyy) = / zP, ()P, (x)w(z)dx = (P,,xP,_1).

Entao,

1 » " 1
<Pn7$Pn—1> = _<Pn7Pn> + 6_<Pn7pn—l> + Oé_<Pn7Pn—2> = _<Pn7Pn>

n Fyn P)/n n

Portanto,
Tn+1 <Pm Pn)
Tn <Pn717 Pn71>

Qpt1 =

[]

Teorema 3.1.7. Seja {P}(z)}52, uma sequéncia de polindémios ortonormais. Entao, eles satisfa-
zem A seguinte identidade

Zpl;k(x)PI:<y): *1 Pn+1( )P*( ) P*( )P;Lk+1( )

’Yn+1 r—=y

(3.1.8)

A equacao (3.1.8) & conhecida como Identidade de Christoffel-Darboux.

Demonstracao. Da relacao de recorréncia de trés termos, temos

Pin(@Piy) = Pi@)Pia(y) = | (o = Bi) Pae) = i Py ()| P ()
Pi@)| (19 = Brs) Paly) = @l P )]

— @ =N PP+ ol [Pi@)PiL () — P (@) Pi)]

Mas,

e _ T (BLEYD Y

Oén - * * *
+ '7:; <Pn—17 Pn—1> 771
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Assim
P (@) Pr(y) — Pr(z) PRy, (y) o ey
+ T—y +1 7n+1pn (x)Pn (y)
L T PP - P P)
,Yn r—y
Analogamente,
(@) Py (y) — Py (@) B (y) ‘ "
- _ - = IYnPnfl(x)Pnley)
r—y
I Y P (@) P 5 (y) — By o(2) Py ()
Vn—1 =y
Substituindo a ultima equacao na peniltima equacao, obtemos
Bon(@)Pi(y) — Pr(@) Pl (y) v Baa (@) P (y) — By o(@) P (y)

T =y Yn—1 T =y
| Pa @) Pi(y) + Piy(0) Py ().

Repetindo esse processo n vezes, obtemos

Bon(@)Pi(y) — Pr(@) Prya(y) ﬁHW@%@%JW@W@+¢Hiy¥xP

T =y ol T =y
Observe que
Pi@)Fi(y) = Pi@)P; (9) = ajoal, (v =) = —* [abo| (@ =) = 1B @) B () (& — ).
0,0

Portanto, temos

PaFi) - BBa®) s S
]

Se somarmos P}, (x)P;(x) ao numerador da Identidade de Christoffel-Darboux (3.1.8) e, em
seguida, subtrairmos P, (x) P (x) dele, obtemos

ZP 1 P@)|Pra@) = PraW)| - P @) |Pi@) - Piw)

7n+1 r—Yy
Fazendo y — = em ambos os membros da igualdade acima, chegamos a seguinte identidade

i [P;:(x)}? _ ! {P;{(m) (P;+1( )) P (z )(P;@))l] >0, Yz € R. (3.1.9)

k=0 fYn-i—l
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3.2 Zeros dos Polindmios Ortogonais

Chamamos xy de zero de um polindémio p(z) se p(zg) = 0. Zeros de polinémios, em geral,
nao podem ser obtidos explicitamente. Os zeros dos polindmios ortogonais possuem caracteristicas
proprias, como veremos a seguir.

Teorema 3.2.1. Seja {P,(z)}°, uma sequéncia de polinémios ortogonais com relagao a medida
d¢(z) no intervalo (a,b). Os zeros de cada polinomio ortogonal sdo reais, distintos e estao no
intervalo (a, b).

Demonstragao. Suponhamos que existam j zeros zi,...,z; de P,(z) fora de (a,b), inclusive os
zeros complexos. Entdo, P,(z)/(z — #1)--- (x — 2;) ¢ um polinémio de grau n — j com todos os
zeros em (a,b). Se j > 0, entdo, pela ortogonalidade,

b P, (x) )
/a Fula) (x—21) (2 — Zj)d¢($) = 0.

Por outro lado, P?(z)/(x — 21) -+ (z — z;) nao muda de sinal em (a,b) e, portanto, essa integral
nao pode se anular. Logo, j = 0 e, assim, todos os zeros de P,(x) estdo em (a,b), ou seja, sao
reais. Se zg ¢ um zero de P,(x) de multiplicidade maior do que 1, entdo BP,(z)/(x — 29)* é um
polinémio de grau n — 2 e, pela ortogonalidade,

/ Pn(q;)(R‘&d(ﬁ(x) 0.

T — 2p)?

Mas P2(z)/(z — zp)? & positivo em (a, b) e, portanto, essa integral nao pode se anular. Logo, todos
os zeros de (a,b) sao simples. O

Teorema 3.2.2. Seja {P!(x)}>2, uma sequéncia de polindémios ortonormais. Os zeros de Pf(x)
se entrelacam com os zeros de P, ,(x), n > 1. Em outras palavras, se

Tpil <ZTpo < < Tpp
sdo os zeros de Pf(x) e
Tpt11l < Tpt12 < o < Tptlntl
sao os zeros de Py, (x), arranjados em ordem decrescente, entao
Tnt1,1 < Tn1 < Tnt1,2 < Tna... < Tntin < Tnn < Tnint1-

Demonstragdao. Aplicando a férmula (3.1.9) aos zeros de Py, ,(z) obtemos
1

$P;J/rl(:cn+1,j)P;(xn+Lj) > O7 ] = 1, o, + 1. (321)
n

Como os zeros de P (x) sao reais e distintos, entdo, pelo Teorema de Rolle, a derivada de
Py, (z) tem um zero em cada intervalo (2,111, Tny1), J = 2,...,n+ 1. Assim, Pyl (zny1) €

Pl (®pi1-1) tém sinais opostos.
Por (3.2.1), Pi(zn41,5) € Pi(2n41,j-1) também devem ter sinais opostos pois tém os mesmos
sinais de Py, nesses pontos. Entao, pelo Teorema do Valor Intermediario, P}(x) tem um zero em

cada intervalo (z,41-1,%n11,), 7 =2,...,n+ L. O
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3.3 Polindmios Ortogonais Classicos

Os conteidos desta subse¢ao encontram-se nos capitulos IV e V do livro [34].

3.3.1 Polindmios Ortogonais de Jacobi
Dados «, 8 > —1, os polinémios de Jacobi, denotados por PT(La”B)(x), podem ser definidos através
da formula de Rodrigues dada por

(-1 @

(a,8) — _ e\ -8 _ \adn B+n
P (x) = ] (1—z)*(1+z) dxn[(l o) (1 +2)7
ou em representacao em somas
l o~ /n+a\[/n+p _
Peh(p) = — — 1)k 1) ", 3.3.1
() Q"k:o(”_k)( I )(93 ) (z+1) ( )

Apresentemos algumas de suas propriedades.

e A relacao de ortogonalidade para os polindmios de Jacobi é dada por

1
<P7§aﬁ), P&a,5)> _ / Péa,ﬁ)) Py(na,ﬁ)(l _ :L“)a(l + :L‘)Bdl’
1

0, se m #n,
= 20PN (v +n+ 1)I(B+n+1)
, sem=n.

(a+p+2n+1)nl(a+B8+n+1)

e Valor no ponto z = 1:
n

e Relacao de simetria:

P (—z) = (=1)"PP) (z). (3.3.2)

e Relacao de recorréncia de trés termos:

PP (z) = (ypz — B) P2 (@) — 0, YY) (x), n > 1,

com
o = 2m+a—-1)(n+p-1)2n+a+pP)
" 2n(n+a+B)2n+a+p-2) 7
(2n ot 8- D)(F - a?)
P 2n(n+a+8)2n+a+—2)
, Cn+a+B-1)(2n+a+p)

2n(n + o + B)
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e Formula para a derivada:

d 1 o
B @)] = St at f+ RS (@),

o PP (x) é solugao da equagdo diferencial:

(1— 2%y + [5 —a—(a+ 6+ 2)1:] Y, +n(n+a+p+ 1)y, =0. (3.3.3)
Aplicando a transformada da Secao 2.2 do Capitulo 2, obtemos
1-0? | 1-8 _nm+a+8+1)+(1+a)1+5)/2
"
n =0, 3.4
u”+[4(1—x)2+4(1+x)2 22 tn =0, (3.34)

onde un(m; «Q, ﬁ) = (1 _ m)(l-m)/?(l + x)(l"'ﬁ)/QP,ga’ﬁ)(x),

e Os polinomios ortogonais de (Gegenbauer, ou polindmios ultrasféricos, sao um caso especial
dos polinomios de Jacobi, com o« = = A — 1/2. A notacdo usual para os polinémios de
Gegenbauer ¢ C (x) e sao dados por

e = () B (") e,

(0% (0%

onde P{*®(z) sdo os polinomios de Jacobi com 38 = a.

Pela simetria (3.3.2) dos polinémios de Jacobi, os zeros dos polinomios de Gegenbauer sao
simétricos.

3.3.2 Polindmios Ortogonais de Hermite

Os polindomios de Hermite, denotados por H, (), podem ser definidos pela formula de Rodrigues
dada por

Hy(x) = (1) (e~
e dx™ '
Apresentemos algumas de suas propriedades.
e A relacao de ortogonalidade para os polinémios de Hermite é dada por

(., H,) / H )”Ede: 0, sem #n,
2"nl\/T,  sem =n.

e Relacao de recorréncia de trés termos:
H,1(x) =22H,(x) — 2nH, 1(x), n>1,
com Hy(z) =1e Hi(z) = 2z.
e H,(x) é solugao da equacio diferencial

y" — 2xy + 2ny = 0. (3.3.5)
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3.3.3 Polinémios Ortogonais de Laguerre

Os polinémios de Laguerre, denotados por Lff‘) (x), podem ser definidos pela formula de Rodri-
gues dada por

I = (~1)"a e e

ou em representacao por séries

?)((x—l—n)(a—i—n—1)...(&+j+1)(—x)j.

1) = (Y
7=0
Apresentemos algumas de suas propriedades.
e A relacao de ortogonalidade para os polindmios de Laguerre é dada por
(@) 1)\ _ @ (@) a -z _ )0 se m # n,
<Ln s L > /0 Ly () Ly ()™ dx { nll'(n+a+1), sem=n.

e Relacao de recorréncia de trés termos:

L (@) = (x — 20+ a + 1) LD (2) — n(n + )L, (x), n>1,
com L@y =1e L@ =2 —a —1.

o L,(f‘)(x) ¢ solucao da equacao diferencial:

oy +(a+1—2)y +(n—a)y=0. (3.3.6)



Capitulo 4

Teorema de Comparacao de Sturm e
Refinamentos

“Assim perguntamos, sem parar, até um
punhado de terra cobrir a nossa boca.
Mas isto serd uma resposta?”’

Heinrich Heine

No estudo das equagoes diferenciais parciais mais elementares, um dos mais antigos métodos
sisteméaticos para a solucao de tais equagoes, o qual permanece como um método de grande im-
portancia atualmente, sendo uma das técnicas classicas em muitos ramos da fisica matematica,
¢ o método da separagao de variaveis. Nesse sentido, os problemas de Sturm-Liouville aparecem
naturalmente quando se aplica esse método ao estudo de certas equacoes diferenciais parciais line-
ares de segunda ordem, Chaim S. Honig [19]. Problemas desse tipo sdo apresentados por Ahmed
I. Zayed [35], onde o niicleo de muitas transformagdes integrais é solucao de equagoes diferenciais
de Sturm-Liouville. Desde entao, a teoria espectral de problemas de Sturm-Liouville é muito bem
desenvolvida, o que torna natural usa-los para o estudo de muitas transformacoes de funcoes de
um modo unificado. Dessa forma, obtém-se a transformada e a sua féormula de inversao, que sao
chamadas de par de Sturm-Liouville. Por exemplo, no sistema

( U
u(z,0) = f(x), u(x,0) =0,

suponhamos que u possa ser escrita como u(x,t) = X (x)T'(t). Por simples calculos, chegamos as
equacoes

X'+ XX =0, T"4+XT=0
X(0)=X(m)=0
7'(0) = 0.

31
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As solugoes nao triviais do sistema de equacoes ordinarias acima sao compativeis com uma pequena
classe de condicoes iniciais f. Temos, na verdade, para cada n € N, um )\, = n? e a solucio é
um multiplo de u,, = sen(nx)cos(nt). O que a teoria de séries de Fourier nos garante ¢ que se
[ € C?0, w] satisfaz as condi¢oes de contorno f(0) = f(7) = 0, entdo o sistema tem solu¢ao dada
por

u(zx,t) = Zansen(n:p)cos(nt)?

neN

onde

2 ™
n = — d
n = — /0 f(z)sen(nz)dz

e a série converge uniformemente. Em outras palavras, {sen(nz)}22, é uma base ortogonal de um
espaco funcional conveniente, de forma que algumas equacoes sao facilmente resolvidas nesta base.
Além disso, as condic¢oes iniciais mais gerais sao representadas de forma simples nessa mesma base.

Uma aplicacao desse método, por exemplo, é obter um modelo um pouco mais geral para o
problema da corda vibrante. Sabemos, pela segunda lei de Newton, que a resultante das forcas é
dado por ,

F = p(x)Am%,
onde p é a densidade linear da corda. Supondo que a corda faca um pequeno movimento vertical
e, como a tensao na corda é tangente & mesma, a resultante deve ser aproximadamente vertical e
dada por
F =Tsin(0y) — T'sin(6y).

Como o movimento é para pequenas vibragoes, temos que § < 1 e sin(6) = tan(6) = dy(x)/0x.

Assim, temos

r+Ax 2
F = T[@] ~ TA.CIZ'@, quando Az — 0.
Oxla Ox?

Portanto, nesse modelo, a equacao satisfeita pela corda é dada por

%y plx) 0%y
ox2 T Ot

Ao tentarmos aplicar o método da separacao de varidveis na equacao acima, obtemos um
problema um pouco mais geral, dado por X” 4+ Ap(z)X = 0. Chamamos de equagao de Sturm-
Liouville uma equacao da forma

4
dx

[p(x)d—u] + q(z)u = Mw(x)u, (4.0.1)

dx
onde A\ é um parametro real e as fungoes p e w sao positivas. No caso em que a equacao é definida em
um intervalo finito [a,b] e p, p e ¢ sdo suaves, dizemos que esta é uma equacao de Sturm-Liouville
regular em [a, b].

Um problema de Sturm-Liouville regular em [a, b] consiste de uma equacdo de Sturm-Liouville
regular em [a, b] com condigoes de contorno convenientes.
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Os valores de \ para os quais o problema admite solucao nao trivial sao os autovalores do pro-
blema. As solucées nao triviais correspondentes a um autovalor A sao as autofungoes do problema
associadas a .

Problemas dessa natureza incentivaram o desenvolvimento da Teoria de Sturm-Liouville que
resultou em varios teoremas e suas consequéncias. Aplicacbes importantes sobre esses tipos de
resultados sao evidentes na area de zeros de polindémios ortogonais e func¢oes especiais. Sabemos
que um dos grandes desafios na area de analise é determinar uma regiao pequena que limita zeros
de polinémios, ji que sua localizacao exata é uma tarefa quase impossivel. Na literatura, existe
um amplo leque de artigos que trata desse assunto. Neste trabalho, especificamente nos capitulos
4, 5 e 6, apresentaremos aplicacoes da teoria de Sturm-Liouville.

No presente capitulo, vamos fazer uma breve apresentacao sobre o teorema classico de compa-
racao de Sturm e seus refinamentos.

4.1 Teoremas Classicos de Sturm

Estudamos, aqui, as propriedades de algumas equacoes de segunda ordem. O primeiro teorema
trata da localizagao relativa entre zeros de duas solugoes de uma mesma equagao de segunda
ordem. O segundo compara equacoes distintas. As proposicoes que seguem estabelecem cotas
que relacionam o nimero de zeros de uma solucao em um intervalo com seu comprimento. Os
resultados dessa subse¢do encontram-se no capitulo IV de [29].

Teorema 4.1.1 (Teorema de separacao de Sturm). Sejam u e v solucoes reais e linearmente
independentes de
y" 4+ a(x)y + b(x)y =0,

onde a(x) e b(x) sdo continuas. Entdo, os zeros de u e v se entrelagam.

Demonstracao. Basta mostrar que, se x; < xo sdo zeros de u, existe & € (x1, z3) zero de v.
Aplicando o mesmo raciocinio para v, temos que os zeros de u e v se entrelacam. Sejam, entao,
tais x1 e x5 e consideremos

W(x):detl:j, 31

Como u e v sao solugoes linearmente independentes, temos que W (x) # 0 para qualquer = € [zq, x3).
Isso significa que W nao muda de sinal em [xq,xs] e, portanto, W(x;)W(z2) > 0. Podemos
também supor, sem perda de generalidade, que z; e x5 sao zeros consecutivos de u. Logo u
ndo muda de sinal em (x1,25) e sua derivada tem que ter sinais opostos nesses pontos, ou seja,
uw () (zg) < 0. Mas, W(x1)W(x2) = v(xy)v(xe)t/ (z1)u/(22), uma vez que 7 e x5 sdo zeros de
u. Assim, v(x1)v(z2) < 0. Para que v mude de sinal entre z; e x9, v tem que se anular em algum
ponto dentro desse intervalo. O
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Teorema 4.1.2 (Teorema de comparagdo de Sturm-Picone). Sejam u e v solucdes reais e nao
triviais de

{ (p(x)) + o

Ju =
(p(x)v’)/ + qa(x)v =

)
em (a,b), onde p, p', ¢1 e g2 sdo continuas, p(z) > 0e ¢1(x) < ¢2(x) para todo x € (a,b). Se z1 < x9

e u(xy) = u(xg) = 0, entdo v se anula pelo menos uma vez em (z1, z3), a menos que nesse intervalo
tenhamos q; = ¢2 e v = ku, k € R. A afirmacao acima é valida para intervalos da seguinte forma:

0
0

i
T

e (a,z1), se

u(a+0)=0 ou xlg&{u’(x)v(x) —u(z)v'(x)} = 0; (4.1.1)
o (29,b), se
u(b—0)=0 ou Ilgil_{u/(:r)v(x) —u(z)v'(z)} = 0. (4.1.2)

Demonstracao. Multiplicando por v e wu, respectivamente, as equacgoes satisfeitas por u e v e
subtraindo a segunda da primeira, temos

(p(x)u')/v — (p(m)v’)

Mas, (pu’)/v - (pv’)/u = [pu'v — pv'u]’ e integrando de z; a x5, temos

/

u— (g2 — q1)uv = 0.

T2
[ @ = auvds = o = s = [z
71
Vamos supor que v nao se anule em (z1,x2). Sem perda de generalidade, podemos supor que z; e
T 880 zeros consecutivos de u e que, multiplicando por —1 se necessario, u(z) > 0 e v(z) > 0 em
(21, ). Nesse caso, teremos u'(x2) < 0 < u/(x1). Como g2 > g1 € p > 0, entdo

T2
0< / (g2 — qr)uvdz = [pu'v]? < 0.

Para o caso (4.1.1), suponhamos que v ndo se anule em (a,z1). Entao,

1
0< / (g2 — q1)uvdx = [pu'v]2t <0

ou
0< / (g2 — q1)uvdx = p(aq)u' (z1)v(z1) < 0.

A mesma analise pode ser feita para o caso (4.1.2).

Portanto, ¢ = @2 e, com isso, u e v satisfazem a mesma equacao de segunda ordem. Pelo
Teorema de separacao de Sturm 4.1.1, u e v sdo linearmente dependentes. Caso contrario, ¢;(x) #
¢2(x), chegaremos a uma contradi¢do. Portanto, v se anula pelo menos uma vez em (a,z;) e
(1]1, Ig). ]
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Proposicao 4.1.3. Consideremos a equagao

(p(x)u’) + q(z)u =0

definida em [a, b] com p, p’ e ¢ continuas e p > 0. Se ¢(z) < 0 em [a, b, entdo as solucoes da
equacao tém no maximo um zero nesse intervalo.

Demonstra¢ao. Tomemos v(z) = faz % solucao de (p(x)v’)/ = 0. Como v se anula apenas em
x = a, pelo Teorema de comparagao de Sturm, u ndo pode ter dois zeros em [a, b]. O

Proposigao 4.1.4 (Cotas para intervalos entre zeros). Sejam ¢, K > 0 tais que ¢* < g(z) < K? e
seja u : [a, b] — R uma solugdo nao trivial de

u” + q(x)u = 0.

Se x1 € [a, b] éraiz de u e A = [11 + %, z1 + T] esta contido em [a, b], entdo u tem raizes maiores
que z1. Além disso, se ;1 < xo sdo raizes consecutivas de u, entao xo € A.

Demonstragio. Consideremos z(z) = sen(c(xz — x)) solugao de 2" + ¢z = 0. Temos que z;
e x1 + m/c sdo zeros consecutivos de z. Pelo Teorema de comparagao de Sturm 1, existe x5 €
(1, 1 + 7/c] raiz de u. Tomando x5 como a menor raiz de u maior que x1, obtemos x5 > 7/ K se
considerarmos v(z) = sen(K(z — z1)) e aplicarmos o mesmo teorema. O

Corolario 4.1.5 (Cotas para zeros em intervalos). Nas condi¢oes acima, se u(a) = 0 e u tem n
raizes em (a, b|, entdo
b— K(b—-
cb—a) _ _Kb-a)
T T

IN

Demonstracao. Sejam a = z9g < 1 < ... < x, < b, onde xy,...,x, sao as n raizes de u em
(a, b]. Temos que b < z, + 7/c , pois, caso contrario, pela Proposi¢ao 4.1.4, u teria outra raiz
Tpi1 € (2, bl. Também pela Proposicao 4.1.4, temos 7/K < x; — x;_1 < w/c para i = 1,...,n.
Somando em i, obtemos nw/K < x,—a < nn/c. Como b—7/c < x, < b, temos quen < K(b—a)/m
en+1>c(b—a)/m. Logo, n > ¢(b— a)/m, concluindo a prova. O

4.2 Refinamentos do Teorema de Comparacao de Sturm

Nesta secao, faremos um refinamento do Teorema de comparacao de Sturm. Esse refinamento
é no sentido de diminuir a principal restricao da hipétese do Teorema, comparacao entre fungoes
coeficientes das equacoes diferenciais.

Primeiramente, formularemos a versao do Teorema de comparacao de Sturm para um caso
especial da equacao de Sturm-Liouville, p(z) = 1 no Teorema 4.1.2. Esta é uma versao de ampla
utilidade para se analisar o comportamento de zeros de polindomios ortogonais e funcoes especiais
como a funcao de Bessel, pois eles satisfazem equacoes diferenciais de segunda ordem e que através
de uma transformacao (vide Subsegao 2.2), tornam-se equagoes de Sturm-Liouville.
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Teorema 4.2.1 (Teorema de comparagdo de Sturm). Sejam y(x) e Y (z) as respectivas solugoes
das equacoes diferenciais

y'(x) + f(2)y(x) =0 (4.2.1)

Y (x) 4+ F(2)Y (z) =0, (4.2.2)

onde f, F' € C(a,b). Sejam {z;}7_, e {X;}7_, zeros distintos de y(x) e Y(x) em (a, b), respectiva-
mente. Se

o f(z)< F(zx)e

y(a+0)=0 ou xli}r&{y'(a:)Y(x) —y(x)Y' ()} =0 (4.2.3)
o F(z)< f(x) e
Y(b—0)=0 ou xlilil_{y’(x)Y(x) —y(z)Y'(z)} =0, (4.2.4)

entao r; > X; para j = 1,...,n.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f(z) < F(x) e que (4.2.3) seja verdadeiro. Multiplicando (4.2.1)
por Y (x) e (4.2.2) por y(z) e subtraindo as duas equagdes resultantes, obtemos

%[g’(m)Y(a:) —Y'(2)y(z)] = [F(z) — f(z)]y(2)Y (2).

Seja x1 o primeiro zero de y(z) em (a, b) e suponhamos, sem perda de generalidade, que Y (x) nao
mude de sinal no intervalo (a, z1) e que y(z), Y (z) sejam positivos nesse intervalo. Entdo, temos

@Y (@)~ Y @y(e)] = (F(@) — @)yl (@) > 0

em (a, z1), ou seja, y' ()Y (z) — Y'(x)y(x) é estritamente crescente nesse intervalo.
Observemos que

lim {y'(2)Y () — y()Y"(2)} =/ (z1)Y (z1) < 0.

T—T1—

Entao, tanto a condigao y(a + 0) = 0 quanto

lim {y'(2)Y (z) — y(x)Y"(2)} = 0,
T—a4
nos levam a uma contradi¢ao. Logo Y () muda de sinal pelo menos uma vez no intervalo (a, x1).
A conclusao do Teorema segue por esse fato e o Teorema 4.1.2.
Para o outro caso, o raciocinio da demonstragao é analogo. O]
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Corolario 4.2.2. Sejam y(z) e Y (x) as respectivas solucoes das equagoes diferenciais (4.2.1) e
(4.2.2) onde f,F € C(a,b). Sejam {w;}7_; e {X;}_; zeros distintos de y(z) e Y(x) em (a,b),
respectivamente. Se

o f(z)>F(x)e

Y(a+0)=0 ou mli)rg{y’(:c)Y(:c) —y(2)Y'(2)} =0 (4.2.5)
o F(z)> f(x)e
y(b—0) =0 ou lim {y/(z)Y(z) —y(z)Y"(x)} =0, (4.2.6)

entao x; < X; para j = 1,...,n.

O Teorema 4.2.1 e seu Corolario 4.2.2 é uma transcri¢ao dos resultados do artigo [1].

Observemos que uma das condicoes para garantir a desigualdade entre os respectivos zeros das
solugbes, x e Xj, é o sinal constante da fungdo F(z) — f(z) em (a,b). No ano de 2010, Dimitar
K. Dimitrov apresentou uma nova versao desse Teorema na qual essa hipotese é atenuada.

Teorema 4.2.3 (Dimitar K. Dimitrov, [4]). Sejam y(x) e Y (z) as respectivas solu¢oes das equagoes
diferenciais (4.2.1) e (4.2.2) onde f,F' € C(a,b). Sejam {x;}7_; e {X;}7_; os zeros distintos de
y(x) e Y(x) em (a,b), respectivamente. Suponhamos que existe n € (a,b) tal que f(n) = F(n).

e Se y(x) e Y(x) satisfazem as condigoes (4.2.3) e (4.2.4), F(z) — f(z) > 0 para = € (a,n) e
F(x) — f(z) <0 para x € (n,b), entao xp > X, k=1,... n.

e Se y(z) e Y(x) satisfazem as condigoes (4.2.5) e (4.2.6), F(z) — f(x) < 0 para = € (a,n) e
F(z) — f(x) > 0 para z € (n,b), entdo xp < Xg, k=1,...,n.

Esse teorema pode ser aplicado para se estabelecer a monotonicidade dos zeros dos polindémios
ortogonais de Jacobi. Por (3.3.4) da Secao 3.3.1, sabemos que

(30 8) = (1= @)™/ (L ) P40/ Pl ()
é a solucao da equacao diferencial
Un (230, B) + fulr; 0, B) un(w; a, B) = 0,

onde

1 —ao? 1—p? nn+a+B+1)+(a+1)(B+1)/2

) = Lm0 1=F )+ o+ 1(E+1/2
41 —2)2 41+ x) 11—z

Dado ¢ suficientemente pequeno, fixemos 5 > 0 e apliquemos o Teorema 4.2.3 nas equacoes dife-

renciais

Un (@30, B) + ful@; o, B) un(z; 0, ) = 0

Up(@a+ € B) + fulzsat e, B) un(z; 0+ €,8) =0,
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adaptando as expressoes y = u,(z;a, ), Y = up(v;a+¢,8), f = falz;a, ) e F = fo(z;a+¢,5)
para as condic¢oes do teorema. Evidentemente, as solucoes u,(x; o, ) e u,(x;a + €, ) satisfazem
(4.2.3) e (4.2.4) para «, f > —1. Por outro lado,

e2n+l—a+pf—e—(2n+1+a+p+e)z]

fn(IE;Oé—{—&@)—fn(fE;Oé?B): (1—:5‘)2(1—1-1')

Logo, para € > 0, temos f,(n; a4+ ¢, ) = fu(n; «, ), onde

2n+l—a+p—c¢
2n+1+a+p+¢

n= € (_171)7

falz;a+¢e,8) — fu(z;a, ) >0 para x € (—1,7),
folz;a+e,8) — fulz;a,8) <0 para x € (n,1).

Portanto, os zeros z, x(«, 5) do n-ésimo polinémio de Jacobi sao fungdes decrescentes de a para
a > —1. A analise para concluir que os zeros z, x(«, ) sdo fun¢des crescentes de 3, para § > —1,
é andloga.

Recentemente, Yen Chi Lun e Fernando R. Rafaeli provaram uma nova versao do Teorema
4.2.3, tirando a limitagdo de mesmo nimero de zeros das solugoes y(x) e Y (z) no intervalo (a, b),
0 que, apesar de ser uma ligeira modificacao, abrange o Teorema 4.2.3 como um caso particular.

Corolario 4.2.4 (Yen Chi Lun e Fernando R. Rafaeli). Sejam y(x) e Y (z) as respectivas solugoes
das equagoes diferenciais (4.2.1) e (4.2.2) onde f, F' € C(a,b). Sejam {z;}7_, e {X;}72, os zeros
distintos de y(x) e Y(x) em (a,b), respectivamente. Suponhamos que existe n € (a,b) tal que
f(n) = F(n).

e Se y(x) e Y(x) satisfazem as condigoes (4.2.3) e (4.2.4), m > n, F(z) — f(z) > 0 para
x € (a,n) e F(x) — f(z) <0 para x € (n,b), entdo xz, > Xy, k=1,...,n.

e Se y(x) e Y(x) satisfazem as condigoes (4.2.5) e (4.2.6), m < n, F(z) — f(z) < 0 para
€ (a,n) e F(x) — f(z) > 0 para z € (n,b), entdo x, < Xy, k=1,...,n.

Demonstracao. Demonstramos apenas o primeiro caso, pois a prova do segundo é analoga. Sem
perda de generalidade, suponhamos que y(z) possui k zeros em (a,n) com k # 0 e k # n. Sejam
{7;}52, e {X;}7L, zeros de y(x) e Y (z), respectivamente, tais que

A< < .. <X <N<xpy1 <...<x,<b

a< X;<...<X,, <b.

Assim, z; < X, para j = 1,...,min{k,m}. De fato, suponhamos que existe jo, 1 < jo <
min{k, m}, tal que X, < z;,. Entdo, pelo Teorema 4.2.1 e o fato de F'(z) < f(z) em (a,n), temos
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que y(x) muda de sinal pelo menos uma vez em (a, X1), (X1, X2),...,(Xj,—1, Xj,), 0 que implica
que zj, < Xj,, contradizendo a hipdtese. Portanto, x; < X; para j = 1, ..., min{k, m}.

Observemos que se min{k, m} = m, a demonstracao esta concluida. Suponhamos que min{k, m} =
k < m. Logo, x; < X; para j = k+1,...,m. De fato, pelo Teorema 4.2.1 e o fato de f(z) < F(z)
em (7,b), temos que Y (z) muda de sinal pelo menos uma vez em (z,,,0), (Tn_1,%n),,(Ths1, Thao),
ou seja, Y (z) troca de sinal pelo menos n—k, n—k > m—k, vezes em (xy11,b). Portanto, existem

X € (2, 0) = X > 2y > Ty,
Xm—l € (xn—lyb) = Xm—l > Tp—1 > Tm—1,

X1 € (Tp41,0) = Xpg1 > Tpgr.

Observemos que, nos casos de k = 0 e £k = n, a demonstracao segue imediata de um dos dois
argumentos anteriores. O

A demonstragao do Corolario 4.2.4 segue o raciocinio da demonstracao do Teorema 4.2.3.

Por conveniéncia, chamamos os Teorema 4.2.1, Corolario 4.2.2, Teorema 4.2.3 e Teorema 4.2.4
de Teorema de comparacao de Sturm caso discreto. Caso discreto porque as equagoes diferenciais
da forma Sturm-Liouville (4.2.1) e (4.2.2) ndo dependem de pardmetro. A seguir, enunciaremos
o refinamento do Teorema de comparacao de Sturm caso continuo para o caso de uma equacao
diferencial parametrizado. Essa formulacao ¢ uma consequéncia imediata do caso discreto.

Corolario 4.2.5 (Yen Chi Lun e F. R. Rafaeli). Seja y(z;7) a solu¢do da equagao diferencial
y' (@ 7) + fla;)y(e;m) =0 (4.2.7)

onde a derivada é em relagdo a variavel x e f € Cl(a,b) X (¢,d)] que depende continuamente do
parametro 7 e possui zeros distintos zx(7) € (a,b). Dados 71, 7o arbitrarios em (¢, d), suponhamos
que existe n € (a,b) tal que f(n;71) = f(n;72). Consideremos dois casos. Sejam {x;(1)}}_; e
{7;(72)}1L, zeros distintos de y(z;71) e y(z;72) em (a,b), respectivamente.

e Se as solugoes y(z; 1) e y(x; 2) satisfazem as condicoes

y(a+0,72) =0 ou xlir&{y/(a:; 1)yl ) —y'(x;m) - yle;m)} =0 (4.2.8)
e
y(b+0,7) =0 ou xlgbn {y (z;7m) - y(z;7m2) — ¢ (2572) - y(a; 1)} =0, (4.2.9)

m <n, f(x;1) — f(z;7) <0 para z € (a,n) e f(x;72) — f(z;7) > 0 para x € (n,b), entao
(1) < xp(12) para bk =1,...,m.

e Se as solugoes y(x; 1) e y(x; 7o) satisfazem as condigoes

yla+0,71) =0 ou lim {y(z;m) y(z;7m) — ¥ (v;m) - y(z;7)} =0, (4.2.10)

T—a4
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y(b+0,7) =0 ou lim {y'(z:71) - y(w;7) = y/(2:72) - y(wim)} = 0 (4.2.11)

m >, fzim) — fzim) > 0 para o € (a,n) e f(zm) — fzim) < 0 para o € (1,b), entiio
zr(m) > xp(m2) para k =1,... n.

Observacao 4.2.6. Se df(x; 7)/07 trocar de sinal uma tnica vez em (a, b) para qualquer 7 € (¢, d)
e suponhamos que esta mudanca de sinal é de positivo para negativo, entao dados 71,7 € (¢, d),
71 < T, pelo Teorema do Valor Médio, existe 7 € (1o, 72) tal que

0f(r:7) _ [(im) = [rim)

or Ty —T1

Portanto, para verificar se existe n € (a,b) tal que f(x;7) — f(x;7) > 0 para = € (a,n) e
f(z;m2) — f(x;71) < 0 para x € (n,b), basta analisar se df(x;7)/07 troca de sinal uma tnica vez
em (a,b) para qualquer T € (¢, d).

Nos resultados estabelecidos até agora, o intervalo de comparacdo (a,b) é o mesmo para as
duas equacoes diferenciais. Para o caso continuo, isso significa que os extremos do intervalo nao
dependem do parametro. A seguir, estabeleceremos uma versao do Teorema de Sturm na qual os
intervalos de comparacao sao diferentes. A ideia para esta modificacdao, ou adaptacdo se preferir,
é simples.

Sejam as equacoes diferenciais (4.2.1) e (4.2.2) para z € (ay, by) e x € (ag, by), respectivamente.
Faremos uma transformagao linear de tal forma que os dois intervalos coincidam e depois aplica-
remos o Teorema de comparacao de Sturm para obter informacoes sobre os zeros das solugoes y e
Y. Para esta finalidade, basta resolver o sistema linear a seguir

Y102 + Y2 = aq
Y1ba + 72 = by.

Observemos que os refinamentos do Teorema classico de Sturm iniciavam-se com o caso discreto
e depois estendiam-se para o caso continuo, o exemplo do Teorema 4.2.4 e Corolério 4.2.5. Nesse
caso, de intervalos de comparacao distintos, faremos diretamente a nossa adaptacao para o caso
continuo. Daremos a explicacao depois de enunciar a proposicao.

Proposic¢ao 4.2.7 (D. K. Dimitrov, Yen Chi Lun e F. R. Rafaeli). Seja y(az‘, T)a solugéo da equacao
diferencial (4.2.7) onde a derivada ¢ em relagdo a variavel z e f(z;7) € C((a( x (c,d))
que depende continuamente do parametro 7 e possui zeros distintos x(7) € (a(T) b(T)). Dados
71, T2 € (¢, d), suponhamos

lim : {y'(:v; Tl)y(x — 72;7'2> — [y(m — 72;7'2>]/y(x; 7'1)} =0, (4.2.12)

z—a(T1 04! 84!
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onde a derivada refere-se a x e

~b(m) —a(n)

T ) —aln)’

Y2 = b(m) — ZEZ; - 322;5(72)
_ ey A —aln)
— ) ey

e Se 9f(w;7) + Of(x:7) < 0 para z € (a(1),b(1)) e V'(7) — d'(1) < 0 para 7 € (c,d), entdo

-
b(T) — xk(7) é decrescente de u, para k =1,...,m.

o 50 LT L OIED) - 6 para s € (a(r), b))  V(r) — a/(7) > 0 para 7 € (e.d), entao

b(T) — x1(T) é crescente de 7, para k =1, ...,m.

Observemos que as hipoteses da Proposicao 4.2.7,

Of(wip) | Of(;p)
ou + Ox <0,

estao razoavelmente sucintas, o que nao acontece no caso discreto. Este é o motivo pelo qual
formulamos diretamente para o caso continuo quando os intervalos de comparacao sao diferentes.

Demonstra¢ao. Dados uy, pe € (¢, d), sejam as equagoes diferenciais

Y'(zm) + f(z;m)y(z;m) = 0, (4.2.13)
y'(z;7) + f(@;72)y(z;72) = 0,

onde z € (a(m), b(11)), z € (a(r2), b(r2)) e
a(m) <z1(m) < ... <xp(n) <b(m) e a(n) <xi1(m) < ...< Tp(T) < b(m)

sao os zeros das solugoes y(z;71) e y(x; 7o), respectivamente. Aplicando a transformagao linear
z = y1x + 7y, na segunda equagao em (4.2.13), obtemos

y'(zim) + f(zm)y(zsm) = 0 (4.2.14)

1 —
Y”(z;72)+?f< %72;/@)3/(2;72) = 0,
1

onde

Y(z;m) = y<Z _ 72;7'2>
4!

cujos zeros (x(72), k = 1, ..., m satisfazem

G(T1> < Cl(Tg) < - <K gm<7—2> < b(Tl).
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Of (x;7)  Of(w;7)
5+

5 > 0 para z € (a(7),b(r)) e ¥/(7) —d/() > 0. Escrevendo
T T

Suponhamos que

To = T + €, temos

) f<3772 T+ 6) — f(z;m)
<=.~1>I(1)/1+ € -

f(Z2m+e) - 1(52m)  f(52m) - fzm)

= lim +

0t € €
_ O0f(x1) Of(z;m)
B or fr=n, ox o= 0.

Logo exite ¢y > 0 tal que

f<2;172;71+60> — f(zm) >0

2f<z_72 T1+€0> — f(z;m1) > 0.

84!

Lembremos que 1/4% \,1 e 75 — 0 quando € — 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.1, temos

Ce(T1 + €0)
MNxe(T1 + €0) + 72
mxe(T1 + €0) — 11b(T1 + €0)

<
<
<
Y1 [b(11 + €0) — xp(T1 + €0)] >

Tk

b(r1) — ( )-

Por hipétese, 0'(7) — d/(7) > 0, o que implica que 7; < 1. Portanto,
[b(T1 + €0) — x(T1 + €0)] > b(11) — (7).

O outro caso segue o mesmo raciocinio. O]

Observacao 4.2.8. A condi¢ao do limite da Proposicao 4.2.7,

i fy () - [ vter b =0,

z—a(T1 Y1 71

é equivalente ao limite

i {o/(as ot m) = LE 2y b 0

§a!

para x — a(m) e z — a(7).
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Coroléario 4.2.9 (D. K. Dimitrov, Yen Chi Lun e F. R. Rafaeli). Seja

y'(z;7) + @ p)y(z;7) = 0
uma familia de equagoes diferenciais que satisfazem as condic¢oes da Proposicao 4.2.7.

o 5 T UD€ (a(r), b)), D7)~ /() < 0. B(7) > 0 para 7 € (c,d),

entao x(7) é crescente de 7, para k = 1,...,m.

Of (x;7)  Of(z;7)
* Se or + oz

entdo (1) é decrescente de 7, para k =1, ..., m.

> 0 parax € (a(7),b(r)), V(1) —d'(r) > 0e V(1) < 0 parat € (c,d),
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Capitulo 5

Polinémios Ortogonais Xi-Jacobi

“0O maior inimigo do conhecimento nao é a
ignordncia, mas sim a ilusdao da verdade”

Stephen William Hawking

A descoberta de novas classes de polindmios ortogonais, os polinémios ortogonais X,,-Jacobi
e X,,-Laguerre ou, de modo geral, os polindmios excepcionais, tém sido o desenvolvimento mais
interessante na area de mecanica quantica nos tltimos anos. Na literatura, temos os trabalhos
pioneiros [17] e [18] dos cientistas D. Gémez-Ullate, N. Kamran e R. Milson para m = 1. Essas
duas classes de polindmios ortogonais surgiram como autofuncoes do problema de Sturm-Liouville
regular.

Na teoria das equagcoes diferenciais ordinarias, uma equagao diferencial real de segunda ordem

é da forma
d

—d% [p(x)ﬁ] +q(2)y = Aw(2)y. (5.0.1)

As fungoes p(z) e w(x) sao positivas e, no caso regular, sdo continuas no intervalo fechado limitado
[a,b]. O problema é normalmente complementado com condicoes de contorno especificas. A fungao
w(z) é costumeiramente chamada de fun¢ao “peso” ou funcao “densidade”. O valor de A pode nao
ser especificado na equacao. Encontrar os valores de A para os quais existe uma solucao nao trivial
de (5.0.1) satisfazendo as condigoes de contorno constitui o problema de Sturm-Liouville. Tais A
sao chamados de valores proprios ou autovalores e y(z) as autofun¢oes.

Consideremos agora a equagao (5.0.1) definida num intervalo finito e fechado I e sejam \;, Ay
valores distintos do parametro A para os quais (5.0.1) admite em I solugbes nao triviais y; e ys,
respectivamente. Suponhamos que existam condig¢oes que implicam

/Iyl(x)yz(x)w(x)dx = 0.

Tais condi¢oes de contorno sao ditas auto-adjuntas. Um problema de Sturm-Liouville regular 1
consiste em uma equacao do tipo (5.0.1) em I junto com condi¢des de contorno auto-adjuntas.

45
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Os polindmios ortogonais classicos sao autofuncoes de problemas de Sturm-Liouville regular
nos respectivos intervalos de ortogonalidade. Por exemplo, os polindmios ortogonais de Legendre,
um caso particular dos polinémios de Jacobi quando o« = 8 = 0, satisfazem o problema de Sturm-

Liouville regular em (—1,1)
d dy

——a=a)Z] =+ 1)y,

comy = L,(z), A\, =n(n+1) ew(x) =1

Ao contrario dos sistemas de polinémios ortogonais classicos, as duas novas classes de polinémios
ortogonais iniciam-se com um polinémio de grau um e as denominamos polinémios ortogonais X-
Jacobi e X;-Laguerre.

Neste capitulo, apresentaremos certas propriedades sobre os polindmios ortogonais X;-Jacobi
e sobre seus zeros, tais como a monotonicidade e a interpretacao eletrostatica.

Primeiramente, definamos os polindmios ortogonais X;-Jacobi.

Dados a, > —1, com «a # [ e sign(a) = sign(3), sejam

_ BHta
=

1 1
a=—-(f—a), b e c=b+—.
2 a

~ n
Definamos a sequéncia de polinémios ortogonais X;-Jacobi, {P,ﬁ"‘ﬁ) (x)} , através do processo
k=1

de ortogonalizacao de Gram-Schmidt sobre a base
(ZL’—C),(JI—b>2,(SL’—b)3,..., (x_b)n

relativo ao produto interno

! (1—2)*(1 +2)°
(P,Q)ap = /_1 P(z)Q(x)w(x)dx, com w(z)= TR (5.0.2)
onde w(x) é a fungdo peso, e a condigdo de normalizagio
~(a, n+a/n+a—2
PP(1) = m( o ) (5.0.3)

5.1 Propriedades Fundamentais

Primeiramente, introduziremos alguns resultados técnicos que nos auxiliarao no decorrer deste
assunto.
Lembremos que por II,, denotamos o espaco dos polinémios algébricos de grau menor ou igual
an. Sejam _
I1, := span{(z —c), (x — b)?, (x — b)*,... (x — b)"}.
Como R
B () = (e = 0)F 44 (e = ) e ),
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com 7, # 0, obtemos imediatamente a igualdade

o d a,
—aPP (b)) = %P; 2 (b). (5.1.1)

E interessante observar que esta altima igualdade caracteriza o espaco ﬁn
Afirmagcio 5.1.1. Seja 1L, := {P(z) € IL, : —aP(b) = P'(b)}, entdo II,, = II,,.
Demonstracao. De fato, se

P(x) = do+dy(x —b) + ...+ dy(z — b)" €I,

temos

—ady = —aP(b) = P'(b) = d;.
Logo,

1 n
P(x):d1<x—a—b>—|—...+dn(x—b) e II,,.

Agora, suponhamos que

P(x)=di(x —c)+ ...+ dp(x —b)" € I1,.

Entao
P(b) =di(b—c)=a'dy = a ' P'(b)

o que implica P(z) € 1,. Portanto, 1, = Ii,. O]

)

Afirmacao 5.1.2. O polinémio @), ¢ um multiplo de ples se, € somente se,

(Qns@)ap =0 paratodo g€ m, ;.

ﬁga,ﬁ)

Demonstracao. De fato, se é 0 n-ésimo polinémio da sequéncia, entao

<ﬁ(a,ﬁ)7 A&a’ﬁ)hxﬂ =0, m=1,2,..,n—1L

n

Seja q € ﬁn_l, entao

pois {f’j(a’ﬂ ) (z)}7=} sdo n — 1 polinémios linearmente independentes em I, 1, logo formam uma

base em ﬁn_l. Portanto,

~

n—1
<P(0<75)7 Q>aﬂ = Z aj<Prga7B)a Pj(aﬁ)>a,ﬂ = 0.
j=1

n

~

ﬁgaﬁ),q)aﬁ = 0 para qualquer ¢ € II,_;, entao, em particular, para

Reciprocamente, se (
q(z) = Pj(a’ﬁ) (x), 7 = 1,..,n — 1. Logo, temos que P% ¢ o n-gsimo polinémio ortogonal da
sequéncia. ]
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Sabemos que os polindmios ortogonais classicos, tais como Jacobi, Hermite e Laguerre, satis-
fazem a equacgoes diferenciais de segunda ordem. Os polinémios ortogonais X;-Jacobi também
possuem esta propriedade.

Proposicao 5.1.3 (D. Gomez-Ullate, N. Kamran e R. Milson, [18]). Os polinémios ortogonais
Xi-Jacobi satisfazem & equacao diferencial de segunda ordem

(1—bax)
(z —b)

(1—2%)y" + 2a

[(a: —o)y — y] = —(n—1)(n+ 2ab)y, (5.1.2)

que é equivalente a

(1 —bx)
(b—x)

{w )(1— 2%y} + w(z {2& +(n—1)(n+2ab)}y:0, (5.1.3)
onde w(x) ¢ a funcdo peso definida anteriormente em (5.0.2), entao toda solugdo polinomial ¢ da
forma C P\ (x), onde C' é um constante qualquer.

Demonstracao. Pelo artigo [18] pagina 992, sabemos que os polindmios ortogonais X;-Jacobi satis-
fazem a equacdo (5.1.2). E facil verificar a equivaléncia de (5.1.2) e (5.1.3). Agora, seja z(z) uma
outra solu¢ao polinomial de (5.1.2). Entao, como as equagoes (5.1.2) e (5.1.3) sdo equivalentes,
por (5.1.3) temos

{w )(1 —2?) y’}+w(x){2a1b_zf —I—(n—l)(n—i—Qab)} cy=0 (5.1.4)
{w J(1—2%) 2"} + w(z) {2a1b__l;x+(n—1)(n+2ab)} cz2=0. (5.1.5)

Multiplicando (5.1.4) e (5.1.5) por z(x) e y(x), respectivamente, e subtraindo as equagoes
resultantes, obtemos

0 — dm{( a:)a+1(1+:c)5+1‘y,}z d {(1—x)a+1(1+x)5+1‘2,}y

(b—x)? d (b— )
— a+1 T B+1
= e V@) @)
(1 — z)o+ (1 4 2)s+!

o W @) ~ (@) @)

—x)ott )8+
-z { - )<b —(i)j L [ @)ete) - y<w>z’<x>}} ,

ou seja,
(1 _ x)a+1(1 + x)ﬁ+1
(b —x)?

Ay (x)z(x) — y(x)2 (x)} = cte.
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Fazendo x — +1, temos que cte = 0. Logo

— gr)otl )8+
e @) - () (o)} =0

e, entao,
{v/(2)2(x) — y(x)2'(2)} = 0.

Como y(z) e z(z) sao ambos polindmios, y(x) e z(z) sao linearmente dependentes. O

Observagao 5.1.4. Derivando a equagao diferencial (5.1.2), obtemos

(1 — bx)(x — C) "

(22— 1)y" + [Qx 20— (5.1.6)
(1-0°)(z —c) : -0
+ [2@ boo7 (n—1)(n+ 2ab) |y’ — 2amy =0

Daqui por diante, vamos supor que 0 < o < . Entao, por definicao, 0 < a, 1 < b < c.
No artigo [17], temos que os polindémios ortogonais X;-Jacobi estao relacionados aos polinomios
ortogonais de Jacobi pela equacao

bR () — P (x)

n

2n + 2ab — 2

(5.1.7)

Pela formula (5.1.7) e a condi¢do 0 < o < 3, temos que coeficientes dominantes dos polindmios
ortogonais X;-Jacobi sao negativos.

Tracando uma analogia em comparacao aos polindmios ortogonais classicos, especificamente os
polinébmios ortogonais de Jacobi, as perguntas que surgem sao:

e Os polinomios desta nova classe, polindmios ortogonais excepcionais, tém todos os seus zeros
no intervalo de ortogonalidade (—1, 1)? Em caso positivo, eles sdo simples?

e Os zeros de polinomios de graus consecutivos possuem propriedade de entrelacamento?

e Os zeros, que sao funcoes continuas de seus parametros a e 3, sao monotonas em relacao aos
seus parametros?

e Os zeros dos polinémios ortogonais de Jacobi possuem uma interpretagao eletrostatica. Para
polinémios ortogonais X;-Jacobi, seus zeros também possuem esta propriedade?

No presente capitulo, ofereceremos respostas parciais sobre esta lista de perguntas.

A Proposi¢ao 5.1 do artigo [17]| estabelece, para n-ésimo polindmio ortogonal X;-Jacobi, a
existéncia de n — 1 zeros simples no intervalo de ortogonalidade e o zero restante chamado zero
excepcional maior que b, quando 0 < a < . Forneceremos uma outra abordagem para demonstrar
a Proposicao 5.1 referida anteriormente e, além disso, o limite superior para este zero excepcional.



CAPITULO 5. POLINOMIOS ORTOGONAIS X,-JACOBI 50

Proposigao 5.1.5 (D. K. Dimitrov ¢ Yen Chi Lun). Nas condi¢des acima, 0 < a < 3, P\ (z)
tem exatamente (n — 1) zeros simples no intervalo (—1,1) e um zero no intervalo (b, ¢].

Demonstragio. Pela equagdo (5.1.1), temos que —aP™?(b) = P“P(b), ou scja, P (b) e

~/

PP (b) tém sinais opostos. Se PL*?(b) > 0, entio ele ¢ decrescente no ponto b. Logo, P (z)
tem pelo menos um zero maior que b. O mesmo acontece se P,ia’ﬁ)(b) < 0. Logo, concluimos que
Pk(a’ﬁ) () tem pelo menos um zero com parte real maior que b, 1 < b. Entao, o intervalo (—1,1)
nio contém todos os zeros de P ().

Suponhamos que (—1,1) contém no maximo (n — 2) zeros de ﬁé“’m(a;) com multiplicidades
impares. Entao,

Prgo"ﬁ)(:p) =(x—x,1)™ (= 2,)"Q(2),
onde j < (n — 2), {zzzm}le sdo pontos distintos do intervalo (—1,1), my,...,m; sdo nimeros
naturais impares e (z) ndo muda de sinal em (—1,1).

Seja
R(z) = (x—zp1) ... - (. —zp,) - (=),
R € 1I;4;. Suponhamos que R'(b) = —aR(b) e, entdo,

—a =

—aR(b) R(®) 1 & 1
R(b) — R(b) b—<+;b—mn,i‘

Assim,
1

—+ -
a + Zgzl (b—zni)™t

(=5b >b>1,
poisb>z,;,,1=1,....,5,ea>0.
Logo, é possivel escolher ¢ de tal forma que R € II;1; e 1 < (. Portanto,

R(z)- BEP(@) = (v = Q) Q) - (& — 2 )™ (= )™

/ 1 R(z) PP (2)w(x)dx 0. (5.1.8)

Por outro lado, R € II;; = II;41 = span {Pz-(a”g) (I)} . Como a dimensaode II;;; é (j+1) e
i=1
(PP ()12} ¢ um conjunto de (j+1) polinomios linearmente independentes, entao { P (2) 1+

¢ uma base de II;;; e podemos escrever

Jj+1

R(z) = Z b P (x), b1 #0.
i=1
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Entao,

1 Jj+1
/ R(z) PP (2)w(x)dz = Zb / P () P (2)w(z)da = 0, (5.1.9)
-1

pois (j+1) < (n—1).
De (5.1.8) e (5.1.9), chegamos a uma contradi¢ao. Logo, j > n — 1. Mas, com a observagao
dada no inicio da demonstracao, sabemos que ﬁ&“’ﬁ ) (z) tem pelo menos um zero fora do intervalo
(—1,1). Logo, concluimos que j =n — 1 e os zeros {x,;}!_; sao simples.
Agora mostremos que P\*” (x) possui um zero em (b, c].
Lembremos que pleP) (x) é a solugao da equagao diferencial
(1

G2l = =] = (0= )(o-+ 200y

2_1 " 2
(&% = 1)y" + 20—

e assume valor positivo no ponto x = 1. Como ele possui um tnico zero real maior que b, temos
que P,ga’ﬁ)(b) > 0 e, por consequéncia de (5.1.1), P ’ﬁ)/(b) < 0. Fazendo x = ¢ na equagao acima,
pled)

com y = , obtemos

1—bc
b—c

(c* — 1)137;/("”3)(0) = {2@ +(n—1)(n+ 2ab)} P 75)( ).

Observemos que ﬁg(a’ﬁ)(c) e ﬁéa’ﬁ)(c) tém o mesmo sinal, pois as duas constantes que os multipli-
cam sao positivas. R R
Suponhamos que P}La’ﬁ)(c) > 0, entdo P\ (¢) > 0. Como P\ (x) tem coeficiente dominante
S

negativo, temos que P, "( ) possui um zero 1 maior que c. Logo, pelo Teorema de Rolle, podemos

(04/3)( )

concluir que &, o maior zero de P, , ¢ maior que c¢. Em resumo, temos

P (h) <0, Pe(e) >0 e POY(g,) <

o que implica que 135“"”’(1;) tem dois zeros maiores que b e, consequentemente, ﬁga’ﬂ)'(b) possui n
zeros, o que é uma contradi¢do. Logo Pfla’ﬂ)(c) <0. O

Para o proximo passo, seria natural investigar o entrelacamento dos zeros consecutivos dos
polinémios desta sequéncia.

Sabemos que os polindémios ortogonais X;-Jacobi satisfazem a equacao diferencial de segunda
ordem (5.1.2). Usando a transformada da Se¢ao 2.2, podemos transforma-la em uma equagao
diferencial do tipo Sturm-Liouville

> kil B) -

Yy (37>_ (b—x)Q(l—x2)2 "y

(z) =0, (5.1.10)
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onde
kno(a, B) = 2+ ab*(1 —2n) +b*(—1 +a® +n —n?),
fna(a, B) = —26[@2(1 + ) —n(n—1) +ab(l — 2n)],
kna(a, B) = =3+ a*(1+4* +b") +n(l —b%) +n*(b* — 1) + ab(b* — 1)(2n — 1),
Kns(a, f) = —2b[ —1+a*(1+b*) —n+n*+ab(—1+ Qn)],
kna(a, B) = a®b* + (=1 +n)n + ab(—1 + 2n)

e a solugao de (5.1.10) ¢ dada por

o\ (a+1)/2 B+1)/2
" 2a(b — x) "

Definamos . A
Ej:o ki, B) - 2
(b—xz)2(1— x2)2 .

O teorema a seguir estabelece essa propriedade para os zeros pertencentes ao intervalo (—1, 1).

/\n(xvaaﬁ) =

Teorema 5.1.6 (D. K. Dimitrov e Yen Chi Lun). Seja {ﬁn(a’ﬁ)(:c)}zozl a sequéncia de polindmios
ortogonais Xi-Jacobi. Entao, os zeros de polindmios consecutivos da sequéncia se entrelacam em

(—1,1).

Demonstracao. Temos que as solucoes y,(f"ﬁ ) e y,(;ﬁ) satisfazem as condicoes do Teorema de com-

paragao de Sturm (4.1.1) e (4.1.2) para (a,b) = (—1,1). Além disso

n+ ab

)\n+1(l’; Ck,ﬁ) — )\n(l‘, @,ﬁ) = m > 0.

Portanto, o entrelacamento dos zeros de y, e y,+1 em (—1, 1) é garantido pelo Teorema 4.1.2. [

Agora, suponhamos 0 < [ < «, entao, pela definicao, a < 0 e ¢ < b < —1 o que implica
0< —ael<—b< —c Pela identidade P\ (z) = (—=1)"P***(—2) e a formula (5.1.7), temos
que

P @) = (=1 B (—a).

Logo, pela analise que fizemos até o momento, podemos afirmar que os zeros de {ﬁ(fxﬁ)(w)}
k=1
satisfazem a todas as propriedades anteriores também quando 0 < 3 < a.



CAPITULO 5. POLINOMIOS ORTOGONAIS X,-JACOBI 53

5.2 Monotonicidade dos Zeros

Sabemos que os zeros dos polinémios ortogonais de Jacobi sao funcoes estritamentes crescentes
do parametro [ e decrescentes do parametros . Em outras palavras, sejam x, x(c, 8), k =1,...,n,
os zeros do n-ésimo polindmio de Jacobi. Entao,

827”7]@(()(,5) <0 e axmk(a)B)

0 a7 > 0.

A demonstracao deste fato na literatura faz uso do Teorema de Markoff, [27]. No artigo [4] de D.
K. Dimitrov, uma outra abordagem foi utilizada para demonstrar o mesmo fato.

Nesta secao, estabeleceremos a monotonicidade dos zeros dos polindmios ortogonais X;-Jacobi
utilisando o Teorema de comparacao de Sturm em sua versao refinada. Mais precisamente, esta-
beleceremos o seguinte teorema:

Teorema 5.2.1 (D. K. Dimitrov e Yen Chi Lun). Sejam 0 < a < e B, P (x) n-ésimo polindémio
ortogonal X;-Jacobi. Denotemos por Z, x(c, 5), k = 1,...,n, seus zeros.

e Para 2 < f3 fixo, T, x(a, B), k =1,...,n — 1, s@o fun¢des decrescentes de a para

max{—(Qn—l)—l—\/(Qn—l)Q%—lG’ ﬁ} Saéw.
4 2n 2n

e Para

—3(2n — 1) 4+ /9(2n — 1) 4 48
4
fixo, Tpx(a, B), k =1,...,n — 1, s@o fungbes crescentes de § para

2(2n — 1) + 2« o
20 - 2011 + —— .
max{a 32n—1) +2a —6/a’ a( +2n—1)}<5

<«

Demonstracao. Sob a condicao 0 < a < 3, temos que yﬁla’ﬁ)(:v) = 0 para x = +1. Logo, a solucao

da equacao diferencial (5.1.10) satisfaz as condigoes (4.2.8), (4.2.9), (4.2.11) e (4.2.10).
Analisaremos o namero de zeros de O\, (z; «, 5)/0a no intervalo (—1,1). Fazendo a derivada
parcial em relagao a a, temos

O (23, B) Pna(T)

Ja ~ da(b—2)(1 —2)2(1 +2)’

onde p, 4(z) é um polindémio de grau 4. Para aplicarmos o Teorema de Budan-Fourier em andlise de

nimero de zeros do p,4(z) no intervalo (—1, 1), analisaremos os sinais de pffi(x) para k =0,...,4
er==xl.
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Parax = —1e f=a+ ¢, com e > 0, temos
Pua(=1) = 16822+ (1 +2n)8+ %] >0,
Poa(=1) = (a+{ [~ 6a+a?(1—2n) 207 + [5(1 - 2n) - 8a]ac

+[4(1 = 20) = 100] ¢ — ae'} <0,
Pla(=1) = 4(a+ e){4a +3[ =24 (2n — Do+ 202+ [~ 6+ 12n + 12a] & + 663},
Pra(=1) = 2(8—aq)

x{a?[1 = 20+ 28] + aB[ - 5+ 100 + 28] +48[1 + B(1 - 2n) — 57 },
p(-1) = B-a)P(-1+2n+a+8)>0

Observemos que
Pha(—=1)>0 se —2+4(2n—1)a+2a° >0,

ou seja,

- —(2n—1)++/(2n — 1)2+ 16
p— 4 .
Para x = 1, temos

= —16a" <0,
= 8a|—4a’ + 26+ (1 —2n+28)],

pn4( )
pn4( )
pn4(1) = 4{4042 +Oz[10+3a(2n - 1) —{—60&2}6—{—662} > 0,
p 4( )
P

"1

n

— 28— a){4a3 +[3(2n — 1) — 28]a — B[3(2n — 1) + 28]a + 45},
= B-—a))(-1+2n+a+pB)>0.
Observemos que
Pra(1) =1 a(=1) = 8(B =)’ (=1 +2n+a+ ) >0
ou seja, p}’(1) > py(—1). Analizaremos o sinal de p}’(1). Consideremos
fla) =40+ [3(2n — 1) = 28]a* = B[3(2n — 1) + 2B]a+ 48 =0

um polindmio em «. Pela Regra de sinais de Descartes, podemos afirmar que o polindmio tem 0
ou 2 zeros positivos. Observemos, primeiramente, que f(0) = f(5) = 40.
Definamos, agora,

16n® + 3(—n + 4n? — 4n? 2(1 —n — 2n?)p?

(B = f(%)z n’ +3(—n +4n 4:23)5+( n n)@)
2n — 1 16n° + 3(—n + 4n® — 4n®) B + 2(—1 + 5n — 6n2) 52
) = () - A
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Pela regra de sinais de Descartes, temos que os numeradores de g; e go, como fungoes polinomiais
em [ e ambos com coeficientes dominantes negativos, possuem apenas um zero positivo. Como,
para n > 1, temos

(0) = 16n* >0,

(2) = 8—14n+8n* —8n° <0,
g2(0) = 16n° >0,

(2) = —8+34n —24n* —8n® <0,

ou seja, 0os zeros positivos de g; e go sao menores do que 2 e, portanto, g; e g sao negativos para
B > 2. Logo f(a) <0 para

g2n<a<(2n—1)8/2n e B> 2.

Portanto, p)’,(1) é negativo para a neste intervalo. Como pj'(1) > p,'4(—1), concluimos que

P 4(—1) também & negativo neste intervalo.

Diante da condicao 2 <  fixo e

max{—(Qn—1)+\/(2n—1)2+16 3 } e n-1p 5.21)

4 "o 2n

temos que os sinais dos termos da sequéncia pn74(x),p;A(x),p;;A(x),p;’L’A(x),pﬁ(x) em r = +1

satisfazem

Slgn(pn,‘l(_l)ap;LA(_]-)aplri,zl(_l)va/A(_l)apgﬁl(_]‘)) = SZg’fL(l, -1,1,-1, ]-)

. 4 .
sign(pna(1), 04 (1), 7 4 (1), P 4(1), pS5(1)) = sign(—1,py(1), 1, —1,1).
Pelo Teorema de Budan-Fourier, temos que O\, (x; «, 3)/da, sob a condigao (5.2.1), possui apenas
um zero no intervalo (—1,1). Portanto, pelo Corolario 4.2.5 e sua observagao, temos que 0s zeros
dos polindomios ortogonais X;-Jacobi em (—1, 1) sdo decrescentes de «, com « satisfazendo (5.2.1).
De modo analogo, analisaremos o comportamento dos zeros em relacao a 3. Seja

ONz:0,8) dnal2)
ap da(b—x)(x +1)2(x — 1)’
onde ¢, 4(x) é um polindomio de grau 4. Para x = —1, temos

Gna(—1) = 168" >0,
= 88[— (2n—1)8> - 48’ + 20 + 208°] <0,

- —4[6a2 — 2B+ 3a(2n — 1)B2 + 3(1 — 2n + 2a)° — 664],
= 26— a) [35(2n —1)(a — B) — 48° + 2082 + 228 — 4@] <0,
= (B-—a)’(-1+2n+a+p5)>0.
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Para x = 1, temos

= —160”[a’ + (2n — Da +2] <0,
= —8a [4042 (@+2n—1) = (20 +3(2n — 1) — 6)6} :

(4)

gi(1) = (B—a))(=1+2n+a+p)>0.

e
&

Ga(l) = —4a{3(a - ) [2(2n —Da+2a* — (2n — 1)5} +2(58 — Sa)},
(1) = 2(8—a)|@n—1)(8—4a)(8 - a) +20% 20 — §) - 2a(2+ 3]
&

56

Observemos que V,, ,(—1) é igual 2 ou 4, dependendo do sinal de ¢j(—1). E evidente que

@y 4(1) > 0 se
22n—1)+2a 40’(2n—1+a)

* 3@n—1)+2a—6/a  al2a+3@n— 1)~

<p

—3(2n—1)++/9(2n — 1)2 + 24 -
24

a.
Por outro lado, ¢, ,(1) < 0 se

2(2n — Na+2a* — (2n—1)8 <0
que é equivalente a

«Q
2n —1

2a<1+ )<5.

Portanto,
V(ana (1), 4a(1), 674(0), (1), €22(D) = V(=1,1, =1, g14(1),1) = 3
se forem satisfeitas (5.2.2) e

2(2n — 1)a + 202 a
% - 2 (1 ) < 8.
max{ Y 3o a+2a?—6/a’ U T 1 } P

Portanto, pelo Teorema de Budan-Fourier, temos que

V (gna(=1), dha(—1) gl a(—1), g4 (—1), ¢4} (—1)) = 4

(5.2.2)

(5.2.3)

(5.2.4)

(5.2.5)

e O\, (x; , ) /0 possui apenas um zero em (—1,1). Logo, pelo Corolario 4.2.5 e sua observagao,
temos que os zeros dos polindmios ortogonais X;-Jacobi em (—1,1) sdo crescentes de 5, com «,

satisfazendo (5.2.2),(5.2.4), respectivamente.

]
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%5l 5)

6F

>0 55 30 35 10

i

Figura 5.1: Monotonicidade dos zeros em relagao a  no caso n = 3 = 5.

%5(1, B)

e 5h4%E _ah as =g

g

Figura 5.2: Monotonicidade dos zeros em relacdo a f no cason =5e a = 1.

5.3 Interpretacao Eletrostatica dos Zeros

Na Secdo 6.7 do livro [34], Szegd apresentou a interpretagao eletrostatica dos zeros dos poliné-
mios ortogonais de Jacobi considerando o campo eletrostatico descrito na Secao 2.3 com m =1 e
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as cargas
41

2

positivas fixas e distribuidas uniformemente ao longo de retas perpendiculares ao eixo real pelos
pontos 1 e -1, respectivamente. Sabemos que a energia do sistema de n cargas livres atinge seu

minimo local se X = (4351 iﬁ), :L$L ;Lﬁ ) onde z\*? | = 1,...,n, sao os zeros do n-ésimo polindmio

nk
de Jacobi. Nesta secao, apresentaremos a interpretagao eletrostatica dos zeros dos polinémios
ortogonais Xi-Jacobi.

Primeiramente, retomemos a hipotese 0 < o < . Consideremos o campo eletrostatico descrito
anteriormente e acrescentemos, nesta configuracao, mais uma carga unitaria fixa, porém negativa,
R = —1, distribuida uniformemente ao longo de reta perpendicular ao eixo real pelo ponto b.
Tomemos n cargas positivas unitarias livres e distribuidas uniformemente em retas perpendiculares

ao eixo real e passando pelos pontos x1, T, ..., T,.

ro =P = er1:=Q=a+12

1.0
.5
P Q
- ® o o oo oo
1 1 2
R
—0.5"
-1.0/

Figura 5.3: Sistema de 3 cargas fixas e 5 cargas livres.

Como ja sabemos, a energia do campo é dada por

B+ 1 w— 1 a+1— 1
LX) = Z—Y 1 log——
(X) 2 JX;OQ|1+:L~J.|Jr 2 209|1—xj|

— log + log———
2 T AP ey}

1<i<j<n

Teorema 5.3.1 (D. K. Dimitrov e Yen Chi Lun). Existe um tnico vetor X = (mn,l, - xn,n), com
1 <zp1 < oo < Tppo1 < leb < a,, tais que IL(X )/6Ink =0,k =1,..,n, e coincide com
X = (%,1, ey T n) cujas coordenadas sao os zeros de P 5) (). Além disso, X é o ponto de sela
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da energia. Mais precisamente,

OL(X)/0xn,lx_c = 0, j=1,...,n,

PLX)/0x2 |x_s > 0, j=1....n—1, (5.3.1
PL(X)/0x7 -5 < 5.3.2
Demonstracao. Definamos a funcao
T(X)=e " =T —al® 142" b—ay® [ los— a5l (5.3.3)
=1 1<i<j<n

Temos que o sistema de trés cargas fixas, P, Q e R, e n cargas moéveis mencionadas anteriormente
se estabiliza quando nao ha variacao de energia, ou seja, 07 (z)/0z; =0, j =1, ..., n.
Observemos que este problema é um caso particular do problema tratado no Teorema 2.3.4.
Logo, temos
ly"(z;) P Q R -
- J + 0, y(I) = H(l’ - xj)?

+ + =
2y'(x;) x;+1 x;,—1 x;—b Pl

que é equivalente a
(2F = Dy = 0)y" () + 2B(x5)y (x;) = 0,
onde
B(z)=(P+Q+ R)z>+ [(1-b)Q — (1+b)P]z + Pb—Qb— R.

Como
(z* = 1)(z = b)y"(x) + 2B(z)y/ (x)

¢ um polindémio de grau n+ 1 e se anula nos zeros de y(z), pelo Teorema Fundamental de Algebra,
existe C'(z) = (c1x + ¢2) tal que

(% = 1)(z — b)y"(x) + 2B(z)y (z) + C(z)y(z) = 0. (5.3.4)
Comparando os coeficientes de "' e 2™ em ambos os membros de (5.3.4), obtemos

¢ = —nn—1)—2n(P+Q+ R)
o —2n{(1—b)Q—(1+b)P}+n(n—1)b+2(n—1+P+Q+R)-a”‘l,

Qn

onde y(x) = a,x™ + ... + a1z + ao.
Observemos que as equagoes (5.1.2) e (5.3.4) serao iguais se

Un-1  Gppo1  al(n—1)(b* — 1) — nbc]

1+«
= =—1 = = .0,
2 r ¢ a, A ab+ (n—1) ' (5.3.5)

_1+p
=5

P Q

onde ~
P,go"ﬁ) (x) _ anvnxn + -+ Ap T+ -
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Lembremos que podemos usar (5.1.2) para encontrar a, ,—1/ayn-
Logo, escolhemos os valores dados em (5.3.5) para P, Q, R e a,,_1/a,, a Proposi¢ao 5.1.3 garante
que a tnica solu¢do polinomial da equagao diferencial (5.3.4) é cte - pLp) (). Portanto, uma das

coordenadas do ponto em que o gradiente de T'(x) é nulo sao os zeros de ple?) (). A unicidade

de (C(x), y(:c)) ¢ garantida pelo Lema 2.3.5. Consequentemente, 0s pontos 1, T2, ..., Tnp SA0
nicos.

0.5+

P iQ
‘ 1
-1 1 R 2

-0.5¢

-1.0

Figura 5.4: Sistema de 3 cargas fixas e 5 cargas livres.

E necessario ainda demonstrar as desigualdades (5.3.1) e (5.3.2), ou seja, o ponto de equilibrio

é ponto de sela da energia.
Lembremos a nossa hipdtese, 0 < a < (3. Por conveniéncia de analise, calculemos a segunda

derivada parcial de T?(zy, ..., z,) = T*(X).

|1_$k|a+1|1+xk|ﬁ+1 . n

(zr — b)?

(zp — ;)
=Lk

T*(X) = T(21, .0, D1, Thog1, ooy ) -

|1 — $k|a+1|1 + Ik|5+1
= Tk).
(@) — b)?

- yi(x),

onde 73, := 7(x1, ..., Tp_1, Tk41, .., Tn) NA0 depende de xy e

y(x) = H(x —x;), yr(x) = xyﬁx;k com " (wg) = (1 + )y (an).

Para facilitar os calculos adiante, fagamos as seguintes derivadas parciais:

0 (1 = bay)(z — )
ox o —b Yy (xk):|

[(1 = 2w (zn)yi(on)] =y (r)w(@r) [(1 — )y (z) + 2a
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oz (1= atrwtoniton)] = [ota )] - [(1= sty (o) + 21D )

ba? — 20%z + b*c+b—c ,

(b— z1)? Y (l’k)}y

onde a derivada é em relacdo a variavel z, e y(x) é a solugdo da equagao diferencial (5.1.2) e (5.1.3).
Fazendo as substituicoes de " e ¢, que provém das equacoes diferenciais de terceira e segunda
ordem (5.1.2) e (5.1.6), obtemos

—2a

aa—x%Tz(X) = 77 sign((l — )T (1 + :Uk)ml)% [(1 — xi)w(xk)y,%(xk)}

S— sign(u—xk)a“(lﬂ:)B+1>[y( 0] w(a)

1—-5
x{2a xk—i—(n—l n—i—oz—l—ﬁ}
b—l‘k

2
o [V (k)] 11— a1+ g P { 1 — bxy, }
= — 2 —1 .

e (21 — b)?2 X ab—xk+(n )(n+ o+ B)
Logo, para —1 <z < 1, °T*(X)/0z7]y_5 < 0 se, e somente se,

(n —1)(n+ 2ab)b+ 2a
(n —1)(n + 2ab) + 2ab

T <

e, para x, > b, 0°T*(X)/027] y_5 > 0 se, e somente se,

(n —1)(n + 2ab)b + 2a
(n —1)(n + 2ab) + 2ab’

T >

Por simples célculos, verificamos que

(n —1)(n+ 2ab)b + 2a <b

1
= (n —1)(n + 2ab) + 2ab —

Por outro lado, temos

% — 26—2L(X)( _ O*L(X) 49 PL(X)T)

x? x? Oy,

e, entao,

92
—| o = —9e2L(X) O"L(X) | N
ox? X=X Ox? X=X
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ou seja,
0?T?*(X) 0?L*(X)

922 lx_x a—w%’X:fc

tém sinais opostos.

Portanto, a segunda derivada parcial de T? em relagao a xy, é positiva(negativa) se, e somente se,

a quantidade 1—z7 nas expressoes é negativa(positiva). Como —1 < z1,< ... <z, 1 < 1 < b < 1,
podemos concluir que

0?L(X)

" 0x2 lx_g >0, para k=1,...,n—1,

92 L(X)
Wb(:)? < 0.

Figura 5.5:  Funcio exp(—L(x)) paran = 2, a = 2 e [ = 9. Os zeros sao 71 = 0.5573 e
Ty = 1.7943.
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Figura 5.6: Fungdo exp(—L(z)) paran =2, a =2e [ =9. Os zeros sdo T = 0.5573 e T = 1.7943.
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Capitulo 6

Conjecturas de Gautschi

“Nenhuma grande descoberta foi feita
jamais sem um palpite ousado.”

Isaac Newton

As desigualdades de Gautschi, ou as conjecturas de Gautschi, originaram-se do artigo [25] de P.
C. Leopardi que trata da féormula de quadratura na esfera unitaria S¢ ¢ R, 2 < d. No decorrer
de tal trabalho, foi-lhe necessario provar a seguinte desigualdade:

~ 0 0
plea—l) (cos ﬁ) < Pyt (cos - 1) : (6.0.1)

para n um inteiro positivo, 1/2 < ae 0 < 0 < 9&’0‘_1), onde B\ (z) := P (z)/ PP (1)

a1 1) . .. o .
e xglaka ) = cos(H(Qka ), k = 1,..,n, sao os zeros do n-ésimo polinémio ortogonal de Jacobi

P )( ) em ordem decrescente, ou seja,

e(a,a—l) a,a—1)

(e < gloe << gl < glaval),

n,n—1

A tentativa mais natural de provar a desigualdade (6.0.1) é demonstrar que
nf% Y < (n+ 1)L, (6.0.2)

para1/2<a,1<ne0 <6 <0 " oque torna (6.0.1) uma consequéncia imediata deste fato.
Mas, serd que a desigualdade Vale para quaisquer « e 37 Foi exatamente isso que W. Gautschi e
P. C. Leopardi observaram e formularam no artigo [16], o prototipo das conjecturas.

Conjectura 6.0.2. Dadon € N, 1 < n, sejam x( ’ﬁ) = cos (9 ”6)) k=1,...,n, os zeros do n-ésimo
polinébmio de Jacobi em ordem decrescente. Entao vale a de51gualdade

nb % > (n+ )07, (6.0.3)

para —1 < «, .

65
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Observemos que a desigualdade (6.0.3) envolve apenas o maior zero, x,(fl’ﬁ) = cos (0,(107‘1’@), do
n-ésimo polinémio de Jacobi. As perguntas naturais a fazer sao: serd que uma desigualdade desta
natureza vale para os demais zeros? Serd que as desigualdades valem para todo plano-(a, ) com
—1 < «, 87 Foi isso que W. Gautschi formulou no artigo [14].

Problema 6.0.3. Dado n € N, 1 < n, sejam xff‘,’f) = cos(&r(f,f)), k =1,..,n, os zeros do n-

ésimo polinomio de Jacobi em ordem decrescente. Determine regiao no plano-(«, 5) onde vale a
desigualdade

nf%” < (n+1)0L%7). (6.0.4)
a5} 5
i A |
35t !
3l E BE.Q
25 i
2r i
¥ / Bioo
1 ; Bzgo
05 é/—* . N .
: 5 i Figura 6.1: A suposta regiao onde vale a desi-
—0s} E 6, Bualdade (6.0.4) fica ao lado esquerdo da uniao
=1t s B ) da curva B, parte da reta vertical a = —1,
ST 1z 3 ¢+ s s patedaretaS=—a—1eacurvalC,.

No mesmo trabalho, W. Gautschi criou um algoritmo para descobrir regides no plano-(«, [3)
onde vale a desigualdade (6.0.4). A estratégia consiste em, primeiramente, constatar que a desi-
gualdade (6.0.4) é valida no segmento diagonal K := {(a, ) : -1 <a < —1/2, f = —a— 1} e na
reta horizontal H := {(a, f) : —1/2 < «, B = —1/2}. Definamos o passo em «, Aa = 0.02, ¢ L, a
linha vertical com abcissa igual —1 + m - A, onde m é um inteiro positivo nao nulo. Denotamos
por L1 (L) o segmento de reta vertical de L, que fica sobre(sob) a unido do segmento diagonal
IC com a reta horizontal H. Para cada L,, £ tem inicio num ponto em K ou H e move-se para
cima com passo Af = 0.1 até atingir um ponto («, 8*) onde a desigualdade (6.0.4) nao é valida. O
proximo passo é aplicar o método da bisecgao no intervalo [5* — Af, §*] para determinar com mais
precisao o ponto extremo superior [y do segmento L. A uniao dos pontos 5y formam uma curva
ligeiramente concava que denotamos por B,,, onde n é o grau do polinémio de Jacobi. Usando o
mesmo raciocinio, encontramos pontos inferiores do segmento L. Estes pontos formam uma curva
que denotamos por C,. A Figura 6.1 ilustra a suposta regiao onde vale a desigualdade (6.0.4). Por
exemplo, para n = 50, a desigualdade (6.0.4) é valida na regiao inferior da curva By, regido ao lado
da reta vertical & = —1, regiao superior da reta —a — 1 = 0 e regiao superior da curva Csq. Ainda,
Gautschi observou que as curvas B, e C,, sao decrescentes e crescentes, respectivamente, em relacao
a n e convergem, pontualmente, as semi-retas horizontais § = 1/2 e § = —1/2, respectivamente,
para —1/2 < a.

No mesmo ano da publicagdo do Problema 6.0.3, R. Askey escreveu uma mensagem a W.
Gautschi sugerindo uma investigagao da desigualdade (6.0.4), porém com a substitui¢ao do fator n
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-I-i: s
a5 A
3L
s}
A s
15}
1k
0.5t
] : :
—osf ; Figura 6.2: A suposta regiao onde vale a de-
=1 s IRLRCEEEEEEEEEREREEPEE R sigualdade (6.0.4) quando n é suficientemente
T % 1 2 3 =+ =+ & grande, denotemos por faixa S.

por n+ (a+ 5+1)/2 que, segundo a opinido de Askey, seria mais conveniente e natural para o caso
de polinémios ortogonais de Jacobi. No artigo [13], W. Gautschi formulou a seguinte conjectura:

Conjectura 6.0.4. Dadon € N, 1 < n, sejam x;ﬁ‘};ﬁ) = cos (6’7(107‘,;5)), k=1,....,n, os zeros do n-ésimo
polindmio de Jacobi em ordem decrescente. Entao a desigualdade
1\ (o 3\ /(a
(n+a+§+ >9£L,];ﬁ)> (n+a+§+ )924% (6.0.5)
vale em
11 11 1 1
Q=1 (a,8): -1 <ab, (——,—) (——,—) (i—,i—) . 6.0.6
{amictcapag(-55) ez (-3 (254 (6.06)
35E 5
Ar 1 &
250
2L
1.5+
1k
0.5+ |ﬁ|r':T_ 1
5l i S -
S | 12
—0st N I
? Eﬁ—j ‘ Figura 6.3: Q é formado pelas regides co-
1_’ I i loridas, tirando os pontos (—1/2, —1/2),
LT -D 1 1 1 1

2 3 4 (=1/2,1/2), (1/2, —=1/2) e (1/2, 1/2).

No artigo [1], S. Ahmed, A. Laforgia e M. E. Muldoon provaram (6.0.5), porém com o sinal de
desigualdade invertida, no quadrado {(a,3) : —1/2 < «, 5 < 1/2}.
Observemos que as desigualdades (6.0.4) e (6.0.5) fornecem uma boa estimativa

L
|

L
=
2

0 i+ (a+B+1)/2

n+l = g@h " n+(a+f+3)/2
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para «, [ pertencentes as devidas regides no plano-(«, 3).

Neste capitulo, estabeleceremos respostas parciais para o Problema 6.0.3 e a Conjectura 6.0.4.
As ferramentas essenciais para as demonstracoes sao o Teorema de Comparacao de Sturm 4.1.2,
4.2.1 e sua versao refinada, Teorema 4.2.4.

6.1 Lema Técnico

Lema 6.1.1. Seja a fungao

- 142 1/4 — 2 n a+pB+1\°
falbsh, o, B) = 4h28m2(9/2h)+4h20082(9/2h)+<— —) : (6.1.1)

h 2h

(i) Seaw>1/2e > 1/2, entao ﬁ+1(6; n+1,a,p)— ]};(0; n, a, ) muda de sinal uma unica vez
em (0,n7) e esta mudancga é de negativo para positivo,

(ii) Sea>1/2e —1/2 < 5 < 1/2, entdo ﬁl+1(«9;n+ La,B) — fn(Q;n, a,p) <0em (0,nm),

(iii) Se (o, 8) € Q, com  definida em (6.0.6), entao f;ﬂ(e;%ﬂ,a,ﬁ) — ﬁ(&;%,a,ﬁ) > 0 em
(Oa’ynﬂ-)a onde Yo =N+ (Oé + B + 1)/2

Demonstracao. Definamos

R(0) = fun(®in+1,0,8) = fu(in,a, B)
B (a+B8+1)dn*+2n(a+B+3)+a++1)
= Rulm0)+ Bylm,6) - P+ 17

Ra(n,0) = 40‘16_ ! {% [sin <%>] o (n +1 7 [sin <2n0+ 2)} _2} (6.1.2)
0

it S A ()] bl ()] o9

Para primeiro caso, a > 1/2 e > 1/2, temos

9o+ 12n% +15 5 (@+1)[a+4(n*+1)] “0
3a+4n? +5

onde

elga k() = 4n2(n + 1)2

lim R(f) = +o0.

O—nm_

Provaremos que R(6) é estritamente crescente em (0, n).
Sejam s(u) e r(u) definidas da seguinte forma:

ud cosu 3

s(u) = e r(u)=

sin® u

(6.1.4)
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Calculando a derivada da func¢ao R(f) em relacdo a 6, obtemos

dR(f) 4a* -1
a9 263

482 — 1

203 [r(u1) = r(u2)], (6.1.5)

[s(ug) — s(u1)] +

onde us = 0/2n e uy = 6/2(n + 1). Observemos que a positividade de (6.1.5) é consequéncia
imediata das desigualdades
s(uy) < s(ug)

r(ug) < r(uq).

Provaremos que s(u) é crescente e r(u) decrescente quando u cresce em (0,7/2). Mais precisa-
mente, verificaremos que suas derivadas sdao negativas e positivas, respectivamente.

ds(u) u? [3 sin u cos u — usin® u — 3u cos? u} 6.16)

du sin® u

dr(u) u? [3 sin u cos u — 2u cos® u + 3u] 6.17)

du cost u

Da expansao de Taylor de cosu e sinu em u = 0, 0 < u < 7/2, obtemos as seguintes desigualdades:

u? u? ut

cosu < 1, 1—?<cosue cosu<1—?+ﬂ,
) u? . . u? ud
u—€<smue Slnu<u—g+—120.

Logo, para 0 < u < m/2, temos seguintes desigualdades sobre expressdes nos numeradores de
(6.1.6) e (6.1.7):

2

e 3sinucosu — usin®u — 3ucos® u <

ud o ud u? oyl ud\? u2\?  uPp(u?)
Sfu—C e ) (1L ) (u—) Ssu(1-L) = <0
(“ 5 " 120) ( 2t 24> N (u 6 ) " ( 2 ) 2880

onde p(u) = —48 — 176u + 3u? e possui um tnico zero positivo uy = 4(22 + /493)/3 ~
58.9381 > 72 /4,

3 2 2 _ )2
SSinucosu—2ucos2u+3u>3(u—u—) (1—%) —2u+3u = —u(u I ) > 0.
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Entao, concluimos que ds(u)/du < 0 e dr(u)/du > 0 para u € (0,7/2). Consequentemente, as
desigualdades s(u;) < s(ug) e r(uy) > r(ug) sao validas. Portanto, (6.1.5) é positiva para o > 1/2
ef>1/2.
Para o segundo caso, a > 1/2 e —1/2 < < 1/2, provaremos que R(6) < 0 em (0, nm).
De fato, Rz(0) = (46% — 1)(2n + 1)/n*(n 4+ 1)? < 0 e sua derivada
dRs(0)  48%—1

0 = ogrlr(w) —r(uz)] <0

em (0,nm), onde r(u) é definida em (6.1.4), uy = 0/2(n+ 1) e uy = 0/2n. Portanto, Rg(f) < 0 em
(0,nm), paraa > 1/2e —1/2 < < 1/2.
Por outro lado,
d Ro(0) - (a+B+1)An* +2n(a++3)+a+p+1)] 4o -1
gLl 4n2(n+1)2 263

em (0,nm), onde s(u) é definida em (6.1.4), e

[s(uz) — s(uq)] >0

Ro(nm) — (a+B+1)(4n?>+2n(a+B+3)+a+B+1) _

4n2(n +1)2
1\2 1
az(n, a) (ﬁ + 5) + ay(n, a) (6 + 5) + ap(n, o), (6.1.8)
onde
3n+1
CLQ(TL,O[) = —m <0
a(na) = 2004 6na +5n+3 <0
n B 2n(n + 1)2
1\? 1
do(n.a) = bo(n) (= 1) +biln) (o= 3 ) + bo)
com
5n? — 1+ n? (csc? (522
bg(n) - ( (2n+2)) <0
4n2(n +1)2
1512 4+ n? (csc? (5225)) +6n — 1
b1<n) - ( (2n+2)) <0
4n2(n + 1)2
on + 3
b = — .
o(n) o1

Pela regra de sinais de Descartes, ag(n,a), como um polinémio de «, nao possui zero real maior
que 1/2 e, portanto, ag(n,«) < 0, para a > 1/2. Usando o mesmo argumento, concluimos que o
polinémio de 5 (6.1.8) ndo possui zero real maior que —1/2 e, portanto, ele assume valor negativo
para [ > —1/2. Portanto, a expressao

(a+B8+1)4n*+2n(a+B+3)+a+5+1)

Ra(6) = dn2(n +1)?
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é negativa em (0,nm), para a > 1/2e —1/2 < g < 1/2.
Para provar o terceiro caso, quando («, ) € €2, observemos

~ ~ A2 -2 -2
fn+1(9;%+1,04a5)—fn(ewn,a,ﬁ) = 1/44 Oé{ L [Sin i } —%[sini] }—|—

%21+1 2Yn41

1/4—-p8% [ 1 { 0 }2 1 { 9]2
3 COs — 5 |COS 5— ,
4 Vrt1 2Vn+1 Y 27

onde fn(e;'yn,a,ﬁ) é definida em (6.1.1). Logo, a desigualdade fnﬂ(ﬁ;’ynﬂ,a,ﬁ) > fn(G;%,a,ﬁ)
é véalida em (0,7, 7) para «, 5 € ) se, e somente se,

1 0 17 1 01"
5 {Sin ] - = {sin — <0 (6.1.9)
’Vn+1 2’7n+1 Tn 27n i
¢ 2 2
1 0 | 1 0 1"
5 |:COS } - = |:COS —| <0. (6.1.10)
7n+ 1 27n+1 Ta 2’771 J

Como 0/27,, 0/27,+1 € (0, m/2) e cosu e sinwu sdo positivos em (0,7/2), as desigualdades (6.1.9)
e (6.1.10) equivalem as seguintes desigualdades

0 0
Yn SIN — < Y41 8in (6.1.11)
2 n ’Vn—i-l
e
n COS —— < Vpa1 COS . 6.1.12
k 2’771 et 2/771-"-1 ( )

Como 0 < 7, < Ypy1 € cosu & positiva e decrescente em (0,7/2), a desigualdade (6.1.12) ¢é
valida. Para provar a desigualdade (6.1.11), definamos

g(0) := v,118in 5 i+1 — 7y, Sin %
Observemos que g(0) =0 e
g (0) = 1 cos —cos—| >0
2 2Vn41 27

em (0, v,7). Portanto, 0 = g(0) < ¢g(#) o que implica a desigualdade (6.1.11).

6.2 Teoremas e Provas
Teorema 6.2.1 (Yen Chi Lun e F. R. Rafaeli). Dado n € N, 1 < n, sejam m&“,f) = COS(QS,;'B)) :
k=1,...,n, os zeros do n-ésimo polindmio de Jacobi em ordem decrescente. Entao, a desigualdade

nf%) < (n+ 10D, (6.2.1)
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vale em

Q= {(8): ~1/2< a8 <1/ U{(a.f): B> ~1/20 > max{1/2,7.(8)}},  (62.2)

com
26+ 1)(B+3) - [Qn(n +B8+3)+(B+2)(B+ 3)} [1 + cos(nm/(n + 1))}
'Vn(ﬁ) = .
(2n+ 5+ 3) [1 + cos(nm/(n + 1))]
41 5
il : A
3t i
25t !
2r E 5B
L5 E
1 !
0.5k E azill Yegl®)
of , -0
—05} s
=1 bommmof o Figura 6.4: A regiao (); para o polinémio de
7 o 1 2 3 4 s & Jacobide grau n =5,50.

Demonstracao. Primeiramente, obteremos, de forma construtiva, uma funcao cujos zeros sao

thflf), com h um parametro. Sabemos pela (3.3.4) que a fungdo

§\ /2 f\ B2
yn(0; 0, B) = (Sin 5) (COS —) P (cos 0), (6.2.3)

com «, 8 > —1, é a solucao da equacao diferencial da forma Sturm-Liouville

yn(0; 00, 8) + fu(0; 0, B) yu(6; 0, B) = 0,

onde

' L 1/4—a? 1/4 — 2 a+B+1\°
Jal:0,5) = 4sin*(0/2) - 4cos?(0/2) * (n—i— 2 ) '

Fazendo uma simples mudanga de variaveis em (6.2.3), resulta em

§\ o+1/2 g\ B2 0
2005 by, B) i= yn(0/h;, B) = (sin ﬁ) (cos %> PT(LC"B) (cos E) ,
cujos zeros, hQ,(fl’ﬁ) < h&fﬁz’ﬂ) < ... < h8%P pertencem a (0, k), a solucdo da equacdo diferencial

205 h, 0, B) + ful; by, B) 20 (65 by, B) = 0,
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onde

7..(0; _ f0/ha ) 1/4—a 1/4 -5 noa+B+1\’
Fnl8: 1 0, B) = h? ~ 4h2sin%(0/2h) 4h20032(0/2h)+(ﬁ T)

Para provarmos a desigualdade (6.2.1), usaremos o Teorema 4.2.4 com y = z,(0;n,«, () e
Y = 2z,41(0;n+1, a, B) no intervalo (a,b) = (0,nm). Evidentemente, y e Y satisfazem as condigoes

(4.2.5) e (4.2.6) para quaisquer a > 1/2 e > —1/2 fixos.
No artigo [10], K. Driver e K. Jordaan provaram que

(@) _ (ap) 1 2(8+1)(8 +3)
o8 <9”“’”+1> Trrtnnt S T ot at B3) + (B3 at )

Entao, para o > 7,(8), temos

28+ 1)(B+3)

(@,8) <cos< mr)
2n2n+a+B+3)+ (B+3)(a+5+2) n+1/’

xn+1,n+1 < -1+

que é equivalente a nm < (n + 1)97%?’)”“. Em outras palavras, Y = z,,1(0;n + 1, «, ) possui no

maximo n zeros no intervalo (0, nr).

Dividimos a demonstra¢ao nos seguintes casos para « e 3.

Caso a > 1/2 e —1/2 < < 1/2, pelo segundo item do Lema 6.1.1, F(0) < f(6) em (0,nm).
Portanto, pelo Teorema 4.1.2, existe pelo menos um zero de y = z,(0; n, a, B) entre zeros consecu-
tivos de Y = z,41(0; n, «, 5) e nos intervalos (0,&;) e (&, nm), onde & e & denotam menor e maior
zero, respectivamente, de Y no intervalo (0, n7). Observemos que k < n — 1, sendo implicaria que
y possui mais que n zeros no intervalo (0,n7) o que é uma contradicdo. Obviamente, os demais
zeros de Y pertencem ao intervalo (mr, (n+ 1)7r) e, portanto, a desigualdade (6.2.1) é valida.

Caso a > 1/2 e > 1/2, pelo primeiro item do Lema 6.1.1, F(#) — f() muda de sinal uma
tnica vez em (0,n7) e esta mudanga é de negativo para positivo. Logo, pelo Teorema 4.2.4, a
desigualdade (6.2.1) & valida.

Caso —1/2 < a, f < 1/2, usaremos a parte (i) do Teorema 3.1 de S. Ahmed, A. Laforgia e M.
E. Muldoon [1], que diz o seguinte: Se 0 < a? < 1/4 e 0 < 3? < 1/4, entao

1 3
(n + %)9720’2/3) < (n + %)9(0‘75)

2 2 n+1,k’
para qualquer n > 1 e kK = 1,...,n. A conclusao do Teorema para este caso segue-se pelas
desigualdades
0% 4 (a+B+3)/2 1
<1+ -
gﬁif)k n+(a+p+1)/2 n

Assim, completamos a demonstracao do teorema. O
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Observagao 6.2.2. A regiao (); aproxima a faixa
S ={(o,f): —1/2 <, <1/2} U{(,B) r x> 1/2,-1/2 < B < I},

quando n é suficientemente grande.
Denotemos [ := —2 + @/% (2 + 72) um namero real positivo. A demonstracdo da observacao

consiste em provar as duas afirmagoes a seguirem.

(i) A fungao v,(8) — I é sempre positiva para 8 > [ e converge pontualmente para a semi-reta
f=0em1/2 < a,

(ii) vn(—1/2) < 0 para qualquer n inteiro positivo.

e - - Figura 6.5: A faixa S;.

De fato, o numerador da funcao 7, (5) é um polinomio em g de grau 2 com coeficiente dominante
positivo. Usando a Regra de sinais de Descartes, tal polindmio possui zeros reais com sinais opostos.
O denominador de 7, (f) é uma expressao sempre positiva.

Como cot(z) < 1/z para x € (0,7/4), temos

2n (2n+2) + (20 +1)1/2 (2 +72) + 2 — 7° cot® (5,25)
wml) = - in+/2(2+72) +2
(2n +1) (—2 +v2(2+ 7T2)>
An+2+202+72)

<_

Por outro lado,

(2n +1) (—2 + \/W)

~1
- oo A —0.792553 < .

An+2+4/2(2+7?%)

i[_(2:[:+1)(—2+\/m)] 12472 - 202+ 7))

= — 5 <0
w+2+\2@+7) (40+ v2EF) +2)
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Em outras palavras, a expressdo acima assume valor negativo menor que —1/2 no ponton = 1 e
é estritamente decrescente de n. Logo, v,(l) < —1/2, ou seja, o zero positivo de v, (/) é sempre
maior que [ para qualquer n inteiro positivo. Agora, provaremos que tal zero positivo converge
para [ quando n é suficientemente grande.

Denotemos por

_ 8- (2n +5)k(n) — /4 + (4n2 + 4n — 1) k(n) [6 — K(n)]

B+(n) : 2(—2+ #(n)) 5

onde x(n) := 1+ cos (nm/(n+ 1)), o zero positivo de 7, (8). Verifique-se que S, (n) converge para

[ :=—2+ /3 (24 72) quando n — co. Para calcular o limite lim,_, 31 (n), usamos os fatos

lim n[l—l—cos( nr )] =0"

2
lim n? [1 +Cos< nr ﬂ = W—.

Em resumo, 7,(8) para § > [ € um ramo da pardbola cujo ponto de interseccdo com eixo [ é

sempre maior que [ e converge para [ quando n é suficientemente grande e v, (1) < —1/2. Logo,

para 8 > [, a funcdo v, () converge pontualmente para a semi-reta § =17 em 1/2 < .

Para completar a demonstracgao, a desigualdade 7,,(—1/2) < 0 para qualquer n inteiro positivo.
Isto ¢ uma consequéncia da desigualdade

2n(n+2) +2

W= =y <0

e o numerador de 7, () ser um polinémio de grau 2 com coeficiente dominante positivo e possui
os dois zeros reais com sinais opostos.

Corolario 6.2.3 (Yen Chi Lun e F. R. Rafaeli). Dado n € N, 1 < n, sejam xﬁf‘,’f) = cos (92‘?‘,;@) )
k=1,...,n, os zeros do n-ésimo polindmio de Jacobi em ordem decrescente. Entao, a desigualdade

D e} 0 N(avﬁ) 0
Pl@A (cos E) < P, | cos ——

vale para 0 < 0 < 07(1?1’5) e (o, p) € Q, com € definida em (6.2.2).

Teorema 6.2.4 (Yen Chi Lun e F. R. Rafaeli). Dado n € N, 1 < n, sejam xij‘,f) = 003(97(3,;5)) :
k=1,...,n, os zeros do n-ésimo polindmio de Jacobi em ordem decrescente. Entao, a desigualdade

(n+a+ﬁ+1>9(aﬁ) a+ﬁ+3>9(aﬁ)

) > (n+ ek (6.2.4)

vale em ().
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Demonstracao. Para provar a desigualdade (6.2.4), usaremos a mesma técnica na demonstracio do
Teorema 6.2.1 definindo y = 2,(0; v, , ) € Y = 2,01(0; Yns1, @, B), onde v, = n+ (a+ 3+ 1)/2.
Evidentemente, y = z,(6; vn, @, 8) e Y = z,.1(0; vn11, @, §) satisfazem a condigao (4.2.3) no ponto
a = 0 quando « > 1/2. Para caso —1 < o < —1/2, precisaremos verificar a condigao

(191_I>% [Zn(ea’Yna 76) n+1( y Int+1, & 75) ( 3 Yny & 7B)Zn+1( 3 Yntl, & 76)]
Para facilitar o calculo do limite anterior, observemos que
. a+1/2 a+1/2 B+1/2
(sin(6/2vy)) LN (0/27,) e (cos(8/2vn)) 2 L,

para 6 suficientemente pequena e positiva.
Logo, pelo terceiro item do Lema 6.1.1 e, em seguida, o primeiro item do Teorema 4.2.1,
concluimos a demonstragao.

]

Uma outra consequéncia dos Teoremas 6.2.1 e 6.2.4 e o fato (vide pagina 193 do [34])

lim nd%G” = ji*, (6.2.5)

n—-+o0o

(a)

onde j; ' é o k-ésimo positivo zero da fungao de Bessel J,(z), é o seguinte corolario:

Coroléario 6.2.5 (Yen Chi Lun e F. R. Rafaeli). Dado n € N, 1 < n, sejam xfﬁ‘,’cﬁ) = cos (fo,f)) ,
k=1,...,n, os zeros do n-ésimo polindémio de Jacobi em ordem decrescente. Entao, a desigualdade
(a) (cr)

Jk (a.B8) _ Jk
<6 < “E
+(a+B+1)/2 =

é valida para o, 5 € 2N Q.

Demonstragao. Pelos Teoremas 6.2. 1 6.2.4 e (6.2.5), sabemos que {n@ Moo ¢ uma sequéncia

crescente e {(n+ (n+a+ ﬁ)/Q)) ok }n decrescente, e convergem para ],i ) para a, B € Q; N,
e 1 <k <n. O que segue, imediatamente o resultado. O

Observemos que as desigualdades do Corolario 6.2.5 sao validas, uma vez que a interseccao das
regioes €2 e {2; é nao vazio.



Capitulo 7

Assintotica dos Zeros dos Polinomios de
Gegenbauer

“A imaginagdo é mais importante que a
ciéncia, porque a ciéncia é limitada, ao
passo que a imaginac¢ao abrange o mundo
inteiro.”

Albert Einstein

Mencionamos nos capitulos anteriores que os zeros de polindémios ortogonais parametrizados
sao funcoes continuas de seus parametros, tais como os polinémios ortogonais de Jacobi. Mas,
serd que eles possuem comportamentos mondtonos ou sao convergentes quando seus parametros
tendem ao infinito? Os primeiros resultados sobre esta questao foram dados para os zeros dos
polindémios de Gegenbauer C,(ﬁ)(x). A solucao veio depois de uma série de artigos publicados ao
longo de 25 anos, nos quais verificam-se varias conjecturas e contribuicoes.

Historicamente, o primeiro a colocar tal questao para os zeros positivos de C’,(LA)(x) foi A.
Laforgia. Ele conjecturou que Az, x(A) cresce para A > 0. O proprio A. Laforgia estabeleceu este

resultado para A € (0,1), onde z,,x(\) sdo os zeros de oM (x) em ordem decrescente.

Conjectura 7.0.6 (A. Laforgia, [23]). Dados n €e Ny n > 2, e k= 1,...,[n/2], sejam x, () os
zeros do n-ésimo polinémio de Gegenbauer em ordem decrescente. Entdo, Az, x(A\) sdo fungdes
crescentes de A\ para A > 0.

Teorema 7.0.7 (A. Laforgia, [23]). Dadon € N, n > 2, e k = 1,...,[n/2], sejam z,,()\) os
zeros do n-ésimo polinémio de Gegenbauer em ordem decrescente. Entdo, Az, x(A\) sdo fungoes
crescentes de A para A € (0,1).

S. Ahmed, M. E. Muldoon e R. Spigler, em 1986, refinaram um resultado de Spigler de 1984
[30], demonstrando o seguinte teorema.

7
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Teorema 7.0.8 (S. Ahmed, M. E. Muldoon e R. Spigler, [2]). Dados n € N, n > 2, e k =

L,...,[n/2], sejam x,,(\) os zeros do n-ésimo polindmio de Gegenbauer em ordem decrescente.
Entao,
2n? +1
A k(A 7.0.1
+ 2 ) (0.)

sdo estritamente crescentes para A € (—1/2,3/2].

Mais tarde, M. E. H. Ismail e J. Letessier refinaram a conjectura com a funcao que possui o
comportamento assintotico preciso, f(\) = V.

Conjectura 7.0.9 (M. E. H. Ismail e J. Letessier, [21]). Dadosn € Nyn > 2, ek =1,...,[n/2], se-
jam x,, 1 (\) os zeros do n-ésimo polinomio de Gegenbauer em ordem decrescente. Entio, v/ Az, 1(\)
sao funcoes crescentes de A para A > 0.

Finalmente, R. A. Askey sugeriu que a funcao extrema e universal, isto é, que nao depende de
n, seja f(A) = VA + 1. A sugestdo de R. A. Askey foi reformulada como conjectura por M. E. H.
Ismail em 1989.

Conjectura 7.0.10 (M. E. H. Ismail, [22]). Dadosn € Nyn > 2, ek =1,...,[n/2], sejam x, x(\)
os zeros do n-ésimo polinomio de Gegenbauer em ordem decrescente. Entao, v A + 1z, () sdo
fungoes crescentes de A para A > —1/2.

No mesmo ano da publicacao da Conjectura 7.0.10, E. K. Ifantis e P. D. Siafarikas a provaram
para o maior zero positivo x, ;(A), usando uma técnica de fun¢ao analitica.

Teorema 7.0.11 (E. K. Ifantis e P. D. Siafarikas, |20]). Dado n € N, n > 2, seja x,,1(\) o maior
zero do n-ésimo polinomio de Gegenbauer. Entao, v A + 1z,,1(\) sdo fungdes crescentes de A para
A>—1/2.

Em 1996, D. K. Dimitrov provou a Conjectura 7.0.10 para n suficientemente grande. Além
disso, ele provou essa conjectura para o maior zero x,; como o Teorema 7.0.11, mas usando um
método diferente.

Teorema 7.0.12 (D. K. Dimitrov, [5]). Dados n € N;n >2,e k=1,...,[n/2], seja v um inteiro

nao-negativo. Entdo, para todo n > 1+ /24 3v +3/2, a expressao VA + 1z, x(A\) é funcdo
crescente de A\ para A € (—1/2,3/2 + v].

Corolario 7.0.13 (D. K. Dimitrov, [5]). Sejam n € N, n > 3, e k = 1,...,[n/2]. Entao,
VA + 12, () é fungdo crescente de A para A € (—1/2,9/2].

Teorema 7.0.14 (D. K. Dimitrov, [5]). Seja A > —1/2. Entdo,

e para todo n par, VA + 1z, x(\) é funcdo crescente de A;
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e para todo n > 3 fmpar, VA + 2z, () é fungdo crescente de .

Em 1999, A. Elbert e P. D. Siafarikas provaram o seguinte resultado:

Teorema 7.0.15 (A. Elbert e P. D. Siafarikas, [12]). Dados n € Ny n > 2, e k = 1,...,[n/2],
sejam , () os zeros do n-ésimo polindémio de Gegenbauer em ordem decrescente. Entao,

2n2 +1

A n
T o

(A) (7.0.2)
sao fungoes estritamente crescentes para A > —1/2.

O Teorema 7.0.15 estendeu o resultado de S. Ahmed, M. E. Muldoon e R. Spigler, que é o
Teorema 7.0.8. Assim, provaram a conjectura de M. E. H. Ismail, J. Letessier e R. A. Askey
[22, 21]. Finalmente, em 2002, D. K. Dimitrov e R. O. Rodrigues provaram que a fungao

2n2 +1
4n + 2

fa(N) =1/ A+ (7.0.3)

¢ assintoticamente extrema no sentido de que nao existe nenhuma outra funcao que cresce mais
lentamente do que essa e obliga os produtos f,,(A)x, k() a crescerem com .

Teorema 7.0.16 (D. K. Dimitrov e R. O. Rodrigues, [8]). Dadosn e Nyn>2 ek =1,...,[n/2],
sejam &, () os zeros do n-ésimo polindmio de Gegenbauer em ordem decrescente. Se hy,(A)z;, ()
sao funcdes crescentes de A para A > —1/2; entao

1y (M) |
han (V) ~ 2(n + A)

h/2n+1<)‘) > 1

Além disso, se h,(A) = VA + ¢, entdo

An? +n+1
C2n 4n + 2
e
An? 4+ Tn+1
e S T

Assim, encerrou-se a discussao sobre a escolha da fungao v\ + ¢, tal que /A + ¢z, 1 (A) seja
uma funcao estritamente crescente e a faz crescer mais rapido do que qualquer outra escolha de
Cn-

O correspondente problema de encontrar uma funcao f,,(«, ) tal que a expressao f,(a, B)zn k(. )
tenha o comportamento monétono onde z, i(«, 5) sdo zeros dos polinémios de Jacobi Prga’ﬁ)(x)
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permaneceu em aberto até recentemente, apesar do interesse dos especialistas em Funcoes Espe-
ciais. Uma das possiveis razoes para a falta de resultados nesta direcao é que os zeros z, x(a, /3)
mudam de sinal. Isso indica que, ao invés de considerarmos os zeros de PP )(x), seria mais
razoavel investigar as quantidades 1 — z,, x(a, §) ou 1 + x,, (e, ) que ndo mudam de sinal.

Levando em consideracao que os zeros dos polinomios de Jacobi satisfazem & relacao

lim ﬁ[l - xn,k(aa B)} = 2ln,nfk+1 (CY)7

B—o00

com I, j(a) sendo os zeros do n-ésimo polinémio de Laguerre LY (x), e reformulando o problema

com a correta abordagem para o problema dos zeros de Jacobi, D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli
provaram os seguintes resultados:

Teorema 7.0.17 (D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, [7]). Dadosn € N;n >2,ek=1,...,n, sejam
T (e, B) 0s zeros do n-ésimo polinémio de Jacobi. Entao, as expressoes

fala, B) (1 — T (v, 5))

com
fulo, B) =20 4+ 2n(a+ B+ 1)+ (a+1)(B+ 1),

sao funcoes estritamente crescentes de 3 para —1 < .

Voltemos ao caso dos zeros de polinémios de Gegenbauer. Em 1992, A. Elbert e A. Laforgia
estabeleceram uma férmula assintotica para os zeros de polindmios ortogonais de Gegenbauer.

Teorema 7.0.18 (A. Elbert e A. Laforgia, [11]). Dados n € Ny n > 2 ek =1,...,[n/2], sejam
T k(A) 0s zeros do n-ésimo polinémio de Gegenbauer em ordem decrescente. Entao,

I,
Toi(N) = hpA V2 — ?’k(Qn — 14 2h2 )N/

12n* —12n+1  5n—2 5
+ hnk( 198 + o P T —h;ﬁ,k) AT (7.0.4)

96
+ONT?), X = 0,

onde N, sao os zeros do n-ésimo polinémio de Hermite.

Pela formula assintotica (7.0.4), podemos concluir imediatamente que

lim AV A + Cnmn,k()\) = hn,k

A—00

para qualquer constante c,. Portanto, as expressoes f,,(A)xnx, com f,(\) definida em (7.0.3) além
de serem estritamente crescentes, convergem para os correspondentes zeros do n-ésimo polindémio
de Hermite. Além disso, pelo Teorema 7.0.16, f,()\) é a fungao assintoticamente extrema.
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O nosso proposito é continuar esta discussio. Mas, de que forma? Se multiplicarmos por v\

a formula assintotica (7.0.4) e passarmos o segundo termo do lado direito para o lado esquerdo,
obtemos imediatamente

hn,k

\/Xxn,k ()\) + 8

(2n — 14202 )
A

= hp i+ ON?), A — .

Portanto, pela férmula assintética acima, para quaisquer constantes c,, d, e €,,

lim [\/ A + Cn.?fmk(/\) + dn = hn,k-

A—00 A+ €n

Podemos, entao, formular o seguinte problema:

Problema 7.0.19. Dados n € N, n > 2, e k = 1,...,[n/2], sejam z, 4(\) 0s zeros do n-ésimo
polindmio de Gegenbauer em ordem decrescente. Para quais escolhas das sequéncias de constantes

{cn}, {d.} e {e.} a expressao
d
VA et p(A) + —— (7.0.5)

A+e,

torna-se estritamente decrescente e a faca decrescer mais rapido que qualquer outras escolhas de
sequéncias de constantes?

Neste capitulo, forneceremos uma expressao ¢,(A) = d,,/(A + e,) tal que a convergéncia das
expressoes (7.0.5) sdo estritamente decrescentes de A\ em (—1/2, 3/2]. Desta maneira, estabelece-
remos limites superiores e inferiores para os zeros do polinémio de Hermite em termos dos zeros
do polindmio de Gegenbauer.

m f5(0) x51(A)

H m 50 xs1(0) +g5(0)

E"Hﬁ_ m 53
gl

3 i

o
: : : )

—-035 0.5 1.0 15

Figura 7.1: Exemplo do maior zero do polindmio ortogonal de Gegenbauer de grau 5.
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7.1 Lemas Técnicos

Primeiramente, estabeleceremos alguns resultados técnicos que facilitarao a demonstragao do
resultado principal.

Lema 7.1.1 (D. K. Dimitrov, F. R. Rafaeli e Yen Chi Lun). Seja n € N. Entao, a fungao

3/2
3+2n [ n2+3n+2 /
14+2n2  2¥an 1+2n

14+2n2

A+

(7.1.1)

possui um tnico ponto critico maior ou igual do que —1/2 e pertence ao intervalo (3/2,9/2). Além
disso, ela ¢ estritamente decrescente no intervalo (—1/2,3/2].

Demonstracao. Definamos

3/2
3420 <n2+3n+2> /

2+4n 1+2n
(M) = N (7.1.2)
A + 1212471
Temos que
O[fa(AN) + aa(V)]
= 1.
5 0 (7.1.3)
se, e somente se,
1 1\2 13
mo(n) + m1(n) </\ + 5) + 12(n) </\ + 5) +113(n) </\ + 5) —0, (7.1.4)

onde

—n+n?)3 34+ 2n)%(2 + 3n + n?)3
R B AN CE i CES TR
1+ 2n) (1+2n)

—~

3(—n + n?)?
m(n) = (1+—2n)2>0,
_ 3(—n+n?)
R = iy 70

n3(n) = 1>0,

pois o polinémio (7.1.4) é o numerador da derivada parcial (7.1.3). E evidente que 7;(n) > 0 e
n2(n) > 0. Mostremos que 79(n) < 0. De fato, ng(n) < 0 é equivalente a desigualdade

(3 +2n)?

m(2 + 3n + n2)3

(—n+n?)® <

e a ultima desigualdade é sempre vélida. Logo, pela regra de sinais de Descartes 2.1.5, temos que
(7.1.4) possui apenas um zero real maior que —1/2.
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Por outro lado, temos que

Ofu(N) + (V)] —1

In=3/2 =
o\ n+n?
(14 2n),/ —2+13;r;;

Ofn(N) + an(N)]
O\

<0

|x=9/2 >0

se, e somente se,

(n2 +9n + 5)3 - (2n+ 3)2
n2+3n + 2 2n + 1
e se, e somente se,

Stnt 2> lags
—-n n — —-n
2 272

que é sempre valida.
Portanto, f,(A) + ¢,(\) possui apenas um ponto critico em (3/2,9/2) e é decrescente em
(—1/2,3/2). O

Lema 7.1.2 (D. K. Dimitrov, F. R. Rafaeli e Yen Chi Lun). Dado n > 2, a fun¢ao definida por

() = —3 4 8n® + 2402\ 4 120% + n(—2 4 24)\?)
P = (14 2n)(—1+ 4n2 + 8n\ + 4\2)

(7.1.5)

é uma fungdo crescente para A\ > —1/2.

Demonstrag¢ao. Para verificar isto, derivamos a fung¢ao p(\) para obter

8n(l +n)[3 4 4n® — 4N + 1202 + 4n(—1 + 4))]
(14 2n)(—1+4n2 + 8nA + 4)?)?

PN =

Os zeros de p'(A) sdo (—4n + 1+ 2vn?+n —2)/6, onde
o (—dn+1+2vn?+n—2)/6 =—-1/2 quando n = 2,

e (—4n+1+2v/n?+n—2)/6 é uma fungdo decrescente de n.

De fato,
8(—4n+1+2\/n2~|—n—2>_1< At 2n+1 ><0
on 6 G vn2+mn—2 ’
para n > 2.

Portanto, temos que p'(\) > 0 para A > —1/2 e n > 2. O
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Lema 7.1.3 (D. K. Dimitrov, F. R. Rafaeli e Yen Chi Lun). Dados n € N, n > 2/ e A €
(—1/2, 3/2], a fungao definida por

(n+XN)?  =MN4+A+1/2+2%/4

A (z; N) = 1.
é crescente para « € (0, 1). Em outras palavras,
0N, (x5 ) >0,
ox -

para z € (0, 1).

Demonstracao. Para verificar a afirmacao acima, basta analisar a derivada em relacao a x da
expressao (7.1.6). Temos que
O, (25 N) [4(n 4+ X)? — 1]2% — 5 — 4n® — 8\ — 8nA + 4\?

o 2(—1+ 22)3

0N, (25 N)
Ox

para x € (0, 1). Observemos que:

e 4(n+N)?—1>0para € (—1/2,3/2]en>2,

>0 [4(n+ )7 —1]a? =5 —4n® — 8\ — 8nA +4X* <0,

e 0 polinomio [4(n+ A\)? — 1]a? — 5 — 4n? — 8X — 8nA + 4\? = 0, em relacdo a x, possui zeros

54 4n? + 8\ + 8n — 4)\?
ZL‘lgzi
’ dn+A1)? -1

54 4n2 + 8\ + 8n\ — 4)\?
dn+A)?2 -1

>1e e [-1/2,3/2).

Portanto, o numerador de dA,(z;\)/0z é um polindmio de grau 2, de concavidade para cima e
dois zeros com valores absolutos maiores que 1. Assim, concluimos a demonstracao. O

7.2 Resultado Principal

Teorema 7.2.1 (D. K. Dimitrov, F. R. Rafaeli e Yen Chi Lun). Dados n € N, n > 2, e k =
1,...,[n/2], sejam @, () os zeros positivos do n-ésimo polindémio de Gegenbauer. Entao,

14 2n2 2+4n 1+2n

342n (n2+3n+2)3/2
2+ an N T

A+ (7.2.1)

142n2 ’
A + 2+4+4n

sao fungoes decrescentes de A para A € (—1/2,3/2].
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Demonstracao. Os polindmios ortogonais de Gegenbauer satisfazem a seguinte equagao diferencial
da forma Sturm - Liouville :

2
d;ﬂff) 4 A (@ Nu(z) =0, (7.2.2)

onde A, (z;\) é definida pela equagao (7.1.6) do Lema 7.1.3 e possui a solugao
Un (2 N) = (1 — 2)VHY4E. 0V (g), (7.2.3)

Vamos investigar apenas os zeros positivos de u,, pois os zeros de polinémio de Gegenbauer sao
simétricos, ou seja, para z € (—1,1).

Fazendo a transformacdo x = (z — qn()\))/fn()\), onde ¢, () e fn(N\) s@o as fungoes definidas
anteriormente em (7.0.3) e (7.1.2), temos

% + An(z; ) - U(z; ) =0, (7.2.4)

~ (n+ \)? (=N A+ 1/2)f2 + (2 — gn)?/4
A (z3N) = 5 5 (7.2.5)

o) (£2- (=)
= 28T
(7.2.6)
e sua solucao

Un(2:)) — [1 B <z - Céf\())\)> ]A/2+1/4 .cW (%(n/\(;\)), (7.2.7)
Uiz = i (”‘é’;é”) ]” G [%cw('z;nq”) (7.2.8)

(5 + 1) e (58]

Agora, depois da transformada, investigaremos a solu¢io U, no intervalo (g,(A), ¢.(A) + fu(N)).
Evidentemente, a solu¢do (7.2.7) satisfaz a condigao (4.2.12) da Proposicao 4.2.7. De fato,
dados A\g, A; quaisquer,

. , v d
lim U (253 AU (205 M) = C(0) — [C(Ak)(zkﬂ |2p=0=0

n de n
para z — gn(Ak) € 2; = gn(\;). Logo, a afirmagdo segue-se pela Observacao 4.2.8.
Fazendo a derivada parcial em relacao a A na funcao A n(2; ), temos

Ohn(zn) (=) |[Au (2= 6)* + B+ (2= 0 + Co - (2= 02) + D,
o 3 : (7.2.9)
f% - (Z - Qn)z
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onde

Ay = A\ =2(n+\),

B, = Bu()) = —8‘159) (5~ (47,

_2_ _ 3 _ _ _ 2

C = Co()) = 3—8n 4n2<1 _?_AQn)12n)\ 12n )\’

D, = D) = =2 a0 (4,07 (0 - 58— 81,
com 1

0s = (24 20+ V9 + 8n + 8n?).

Observemos que

e A,(N), —=B,(\) e —=C,(\) sdo positivos para 2 < n e —1/2 < A. De fato, o numerador
de C,(A\) é uma funcdo decrescente de A e n. Entdo, escolhendo A = —1/2, temos que o
numerador ¢ igual a (—2n + 6n% —4n?) que tem n = 1/2, n = 0 e n = 1 como zeros, ou seja,
(—2n + 6n* — 4n?) ¢ nao positivo no intervalo [1,00). Logo, podemos concluir que C,()\) &
ndo positivo para 1 <n e —1/2 < A. A andlise dos sinais de A,(\) e B,(\) é simples.

e §j_ < —1/2. De fato,

V9 +8n+8n2=+/(2n+3)2+4n(n — 1) >2n+3

o que implica que

24— VIr8nF8n2 1
VI TR A B < —n— By ST VIO INT

2 2

Entao, obtemos as seguintes desigualdades para os zeros de D,,(\):

-1
07,5 < < g <.

Logo, podemos concluir que D,,(\) é positivo para
Ae (—1/2,64). (7.2.10)
Definamos
Pz M) = Ay(N) (2 — q0)® + BN (2 — ¢2)* + C(N) (2 — q2) + Dn(N). (7.2.11)

Entao, temos
Pl(z;0) == 3A4,(\) (2 — ¢,)* + 2B, (\) (2 — q,) + Cn(N). (7.2.12)
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Portanto,
Poy(gn(AN);A) = Dp(X) >0,

para A satisfazendo a (7.2.10).

Sob a condigao (7.2.10) e a regra de sinais de Descartes 2.1.5, o polinémio (7.2.11) possui dois
ou nenhum zeros reais no intervalo (g,(\),00) e sua derivada (7.2.12) possui um zero maior que
gn(N). Por outro lado, temos

Po(gn(A) + fa(A);A) >0 (7.2.13)

Pr(ga(A) + fa(\)iA) <0 (7.2.14)
De fato, seja ¢,(\) = d,,/f?()\), onde

1+ 2n? 3>3/2 342 1 <n2+3n+2>3/2

2) T 1+42n 2\ 1+2m

2.1
2+ 4n + 2 (7.2.15)

4= p(3/2)5

com p(A) definida no Lema 7.1.5. Assim,

0 < Pu(gaN) + £,(0): ) = 2(n+ A)(12++2”2 + )\)3/2

4n
. VEZE A (— 3 —8n —4n® — 6) — 120\ — 12n2))

2+4n
1 3 1+ 2n?
p— / — f— [ —
(A 4><A+ 2) <A 2) (AJr 2 —|—4n>
para A € (—1/2,3/2). Mas, isso é equivalente a
1/1+42n? 3/2
= A dy,. 2.1
2<2+4n+ ) <dn (7.2.16)
Para A\ = 3/2, temos que P, (X; ¢,(A) + fn(N)) = 0. Para desigualdade (7.2.14), temos
1+ 2n?
> P gn(A) + fu(A):A) = A( A)
02 Pl + 0N = 60040 (5o +

n —3—8n —4n3 — 6\ — 12n)\ — 12n2)\

24+4n
14 2n? 1
2 A(——Q )\2>—’)\,
20/ 5 (5 = 20+ A7) (i 0)
que é equivalente a
1 /14 2n? 3/2

A —( /\> <d,. 7.2.17
PV T TS (7.2.17)

Como p(\) ¢ uma funcao crescente e

_ 8n3 4+ 24n? +22n+9
C 8n3420n2 4+ 12n+ 3

p(3/2) > p(1)

Y
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as desigualdades em (7.2.13) sdo satisfeitas.
Em resumo,

Pu(gn(A); A) = Dy(A) > 0,
Po(gn(N) + fa(A);A) >0,
P,(Qn()‘) +fn( )a ) < 0.

~—

Gn(A); gn(N) + fn<)‘))7 ou seja,

Logo, o polinémio (7.2.11) nao possui zeros no intervalo

ONn(2, )

>0
o\
neste intervalo. Por outro lado, pela definicao da funcao Kn(z, A) em (7.2.5) e Lema 7.1.3, temos

O, (2,0) 1 OM (2,0
0z  f3\) Ox

> 0,

para z € (g,(A), ¢u(A)+ fo(X)). Logo, pelo Lema 7.1.1 e Corolério 4.2.9, 0s zeros z =  f,,(\) + ¢, (A)
sao decrescentes. Lembremos que, para este caso, a condi¢ao do limite (4.2.12) é satisfeita. O

Corolario 7.2.2 (D. K. Dimitrov, F. R. Rafaeli ¢ Yen Chi Lun). Dados n € N, n > 2 e
k =1,..,[n/2], sejam x,;(\) e h,; os zeros, em ordem decrescente, do n-ésimo polindémio de
Gegenbauer e de Hermite, respectivamente. Entao,

3/2
3420 <n2+3n+2> /

14 2n? 2+4n 1+2n
A n > Ny ks 7.2.18
+ 2+4nx’k( )+ A Lz * ( )

para A € (—1/2,3/2].
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