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INTRODUGAOQ
0 objetivo desse trabalho @ demonstrar o Teorema de
Classificagao de Fibrados Vetoriais que diz: "Existe uma cor

respondéncia 1-1 entre as classes de equivaléncia dos fibrados
de K-planos sobre um complexo celular localmente finito K e as
classes de homotopia das aplicagOes K +BOp".

No capitulo I & dado a definicgao de espago fibrado, &
apresentado alguns exemplos que motivam a demonstracao de um
teorema de existéncia e um de unicidade de fibrados., Tambem @
introduzido o conceito de equival@ncia de fibrados de mesma ba
se,

No capitulo II & definido fibrado principal, & demons
trado o teorema de equival®ncia para G-fibrados principais, =
Neste capitulo definimos tambem G-espago principal e demons
tramos que todo G-espago principal & um G-fibrado principal e
reciprocamente.

Mo capitulo III & definido fibrado induzido, aplica
cac induzida e aplicagdo fibrada.

Finalmente no capitulo IV definimos fibrado vetorial
e demonstramos o "Teorema de Classificagao",

Nao tentamcs fazer um trabalho auto-suficiente, moti
vo pelo qual usamos alguns resultados da teoria de homotopia -

sem demonstra-los.
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CAPITULO I. ESPAGOS FIBRADOS

1, FIBRADOS: DEFINICKO E EXEMPLQS

DEFINIGCAQ 1.0, Um G-fibrado e uma aplicagdao continua

m: E — B, entre espagos de Hausdorff, juntamente com um espa

go F satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) para cada b £ B existe uma vizinhanga Ua de b e um

homeomorfismo.

¢ + U X F —m q IUd tal que

U NN U, —e——r G,
o 3]

Onde 6 & um grupo com uma topologia que o faz agir como

(ii) existem aplicagoes continuas 8a8"

. _ -1 . .
um grupo de homeomorfismos de F, com gas(p)- ﬂ2¢B ¢ulp°
F — F, onde ip: F ———> p x F & a inclusao e PR

U, x FP——— F & a projegao. De modo que;

B

i.la gaa(P) = 1

L.1b g, q(9) = %g;(p)

e
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L.le g, () = gﬁf (P) gy a(P)

1.1d g¥,: (U

a n UB) X F — (Ua n UB) x F

gaB (Plvw) = (p: gas(p)w)

e contInua.-

Usaremos a seguinte terminologias

E serd chamado "espago total" de T
B serd2 chamado "espago base" de T
T sera chamada "projegao"

F serd chamado "fibra"

ﬂul(b) sera chamado "fibra sobre b"

As aplicagoes I serido chamadas funcoes de transigao.

Exemplo 1.,1. Fibrado Produto: E=BxTF, m™=m,

a projecao no primeiro fator. Tomamos U = B, ¢ a identidade em

f, e g: U —— G = {identidade: F —— T}

F E = BxF
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Exemplo 1.2. Seja m: E — B um G-fibrado e B' ¢ B um

subconjunto de B, Entao se m' = n/m 'B'

Tl-l': T B'__* Bl

e um G-fibrado. Denotaremos este fibrado por m/B' e ele & chama
~ -1 .
do de restrigao de 7 a B'. Cada fibra 7' (b), b € B' e igual a

-1
correspondente fibra ™ (b).

Exemplo 1.3. Fibrado tangente a uma variedade diferen

ciavel.
Seja M uma variedade diferenciavel de classe ct (r > 1)
¢ dimensiao n e {(Ua, ha)} atlas de M. Consideremos
X = g (Uu x EF) e definimos a seguinte relagao de equivalencia

em X

(x-’v)a = (}(, JOLB(hOt(X))V)B

onde Jag(x) 2 a matriz jacobiana de mudanga de coordemnadas.
Seja TxM 0 quociente de X por essa relacgao de equivalEB

cia. M e chamado espago tangente a M no ponto X e o3 elementos

de TxM sao classes (x,v]a onde x € Ua e v E EF. Consideremos
IM = ¥ TgM e
XEM
Ty TM - M a projecao tal que

w(x,ﬁ]a = x

- |



04

-1
Seja wa: Va x RO —— 7 Ua (ha Ua —_— V)

2

-1
¥, (7> = (b (9) v

wa e bijegao e assim podemos transportar a topologia de Va ximq

-1 . . j
para T Ua tornando wa um homeomorfismo. Consideremos a topolsg
2

1

gia em TM como sendo a induzida pelas topologias de o Ua

. i n
Seja fa : Ua X R —— V, x R tal que

£, (x,v) = (b (x),v)

Assim fa ¢ um homeomorfismo

Assim ¢a ¢ um homeomorfismo.

Tomando—-se

8,8 = Y Ug N Ug— GLn(R)
temos que TM & um GLn(IR) - fibrado, chamado fibrado tangente a

variedade M.

Se M for orientavel teremos que det JQB(X) > 0 e assim
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JaB: Ua 1 UB ——s SEn(IR) ¢ Gin(IR)

e portanto TM sera um SLn(IR) -~ fibrado.

Exemplo 1.4, Fibrado dos referemciais sobre M. Seja M

uma variedade diferenciavel e {(U , h )} atlas de M, Dado b € M um
o o
n-referencial sobre M em b e um sistema ortogonal de n vetores

. n . P
tangentes a M em b, Seja I~ o conjunto dos n-referenciais sobre

M. Seja

— T n
X = % (UOL x F7)

» n
A matriz JaB(x) age em F° transformando cada vetor do referen
cial.
ik
]

= (J (%) v ..., JQB(x)vn]

1
JaB(x) (v' wiiess W R

Olhando um referencial como uma matriz inversivel cu
. ~ n
jas colunas sao os elementos da base, Jas(x) age em F como um
produto de matrizes.,

Definimos a seguinte relagao de equivalencia em X,

(x,f)Ot = (y, Jaﬁ(ha(X))f)B

Seja FM o espago quociente de X por essa relacao de e

» End - ‘. I -
quivalencia. Consideremos a projecao.



mT: FM —— M

ﬂ([x,f]a) = x

T: FM -—— M & o fibrado dos referenciais sobre M, onde

0, ((x,8) ) = (x,f)_

T, (x,£), = T (x,£) = x

o
e

ByB® Ua N UB —+ GLn(IR) e tal que

Assim m: FM —— M & um GLn(IRR) - fibrado

Exemplo l.5. Fibrado das densidades escalares sobre
Seja M uma variedade diferenciavel e {(Ua’ha)} atlas de

{classe Cr, r>1). Seja

Definimos a seguinte relagao de equivaléncia em X

(x,t), = (x, det JGB(ha(x))t?B

06
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Seja DM o espago quociente de X por essa relagEo de e

quivaléncia e
m: DM —» M tal que
ﬂ([x,t}a) = x

Como det JaB # 0 e € continua ela determina um homeomor

det JGB: (Ua|]-UB) x IR —r (Ua N UB) *x IR
(x,t) — (x, det JQB(hQ(X)t)
e assim
$ + U ¥ B——> q U tal que
¢a(x’t)a = [x’t]a

um heomeomorfismo. Alem disso

mh

gﬂB: Ua n UB — GL, (IR) tal que

guB(x) = det JaB(ha(x))

continua.

o)
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Portanto ®: DM «———s M 2 um GL,;(IRR)~fibrado chamado £i

brado das densidades escalares sobre M,

Exemplo 1.6. Dupla cobertura orientada de M. Seja M um#

variedade diferenciavel e {(Ua’ hdj} atlas de M., Seja
X =U(u, x {+ 1}hH
a © -
Definimos a seguinte relagao de equival@éncia em X.
(x,8)y = (x, sgn det J o(h (x))t)g

A dupla cobertura orientada de M e M o espaco quociente

de X por essa relacao de equival@ncia.
7: M —— M tal que
ﬁ[x’t]a = X

e a projegaoc, e

b (x,t) = [x,t)
43 o ¥

& um homeomorfismo.
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95 8° U, n l% —3> Z,={+1} tal que

gaB(X) = ggn det JaB(ha(x))
e continua.

Assim M € um Z;-fibrado.

2. FIBRADOS E EQUIVALENCIAS

Teorema 2.1, (exist@ncia). Dado um espago B (Hausdorff),

n u

—r G 82

B

uma cobertura aberta {Uu} de B, e fungoes 8ya° Uy

tisfazendo l.la~d existe um fibrado E sobre B, com fibra F e fun

goes de transigao 8y 3"

Dem: Seja X = Uu_ x F)
o 83
A unido disjunta. As fungoes ggs definem a seguinte relagao de

equivalencia em X.

ggB {psw) = (p, gaB(p)w)

Seja E o espago quociente de X por essa relacgao de equi
valencia e q: X — E a aplicagao quociente. Seja m;: X —= B a

projegao no primeiro fator e W: E —— B tal que Toq = ;.
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Como W; e continua temos gque T e continua. Desde que cada 338 &
um homecmorfismo de um aberto de Ua x F em um aberto de UB x F

temos que
U0 xF° Uy * F—= 1 T,
a
e um homecmorfismo, Assim basta tomarmos ¢a =

q/UaxF

Definicao 2.2, Dado um fibrado, se trocarmos a fibra F

por uma nova fibra F' na qual o grupo G tambem age como um grupo
de homeomorfismos, e se existem fungoes g&B: Ua N UB — G 5a
tisfazendo l.la-d entao pelo teorema 2.1 podemos construir um

novo fibrado, 0 fibrado assim obtido & dito ser associado com o

fibrado dado,

-

Exemplo 2.3. O fibrado dos referenciais FM —aM(l.4) &

um GLn (R} - fibrado associadoe com o fibrado tangente TM — M
(1,3), onde a fibra R" & trocada pela fibra F&' e Bupg = JaB age

n . ~ .
em F como um produto de matrizes, sendo essa agao continua.

Exemplo 2.4. O fibrado cotangente T#M —— M & o fibra
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é¢o associado com TM —+ M (1.3) cuja fibra e R e tal que

- t - . - - -
g&B = (JuB) que & um homeomorfismo continuo pois & a transposi

gao composta com a inversao de matrizes.

Exemplo 2.5. A dupla cobertura orientada ¥ —— M (1.6)

& obtida de TM —+ M pelo homeomorfismo continuo.

sgn det: GLn (R) — Z,= {+1}

Definigao 2.6. Dizemos que dois fibrados T:E —-> B e

Tty E' ——+ B ambos com fibra F sao equivalentes se existe um ho
- . . - L)
meomorfiismo ht E -—— E' que preserva as fibras, isto e, moh-=

Um fibrado T: E —— B & dito ser trivial se for equi

valente ao fibrado produto w;: B x ¥ —— B

0 teorema a seguir nos da a unicidade da construcgao fei

ta em 2.1. a menos de equival@éncia.

Teorema 2.7. (Unicidade). Sejam m: E —= B e

w': B' «~—= B fibrados com fibra ¥, vizinhangas ccordenadas {Ua}
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e fungoes de tramsigao g, Entao eles sao equivalentes.

8

o v o
e
boi Uy x F——rw' iy
Definimos h: 8 —— E! por
ho= ¢! ¢ -
a %o @ T Uy

Assim h esta bem definida pois se Ua N UB # ¢ temos que

-1 -1

o que implica

I - . - .
em T (Ua N UB). Alem disso cemo ¢OL e ¢& sac homeomorfismos te
mos que h &8 um homeomorfismo que preserva as fibras. A aplicag'éo

.. -1 -1 - .
definida por ¢JB ¢{; em ' U, & uma inversa para k.

Lema 2.8. Dois G~fibrados "t E —+ B e 7': E' —> B,

com mesma fibra F, vizinhangas coordenadas {ch} e {U'B} respectiva,
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mente, sao G-equivalentes (equivalentes) se e s0 se podemos en

contrar aplicagoes

g .2 U . pnpuy, — ¢

af” o B
satisfazendo
2.8a B, () = B4 (p) g, 4(p)

n

2.8b gaY(p)

Dem: Tnicialmente suponhamos que exista um homeomorfis

mo h: E —— E' que preserva as fibras e seja

Definimos EGB: U, n Ub —_— G por

Bup(® = T2(0) b ¢ i

onde ip: F—— px F e Tj: Ué ¥ F —— F sao respectivamente a

inclusao e a projegao no segundo fator e teremos que

Byy (P) = 120 0 0 iy =
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(m2 (97 h by i) (mp gt 0y i) =

= g5, () + 24300 (2.8a)

By (P) = T2(02) h g, i =

It

1 -1 ) > T -i + =
ﬂz(QY) $p ip ﬂ2(¢8) b9, i,

[}

85y (P)- 8y p(R) (2.8b)

Assim gas(p) satisfaz as condigoes 2.8a e 2,.8b.
Suponhamos agora que existam gas(p) satisfazendo 2.,8a el

2.8b. Definimos

h¢a(P,m) = ¢B(P,§ap(p)w) para o €U, n Up

h esta bem definida, pois se p € U, I Ué temos gque

B

dJa(p,w) =¢B (p, Byp (prw) e

o a(ps B, g(PIW) = 9 (), 8, (R) 8y g(RYW)

como

o5 (s gy (PO

o oy @y 8 5(R) g, (PIW)

g
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mas de 2,8 a e b temos que
Bag(P) 8, (P) = 8,,(P) &, (P)

Agsim h estd bem definida e podemos de maneira analega construir

uma 1lnversa para h.
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CAPITULO IYI - 0 FIBRADO PRINCIPAL

3. FIBRADO PRINCIPAL

DEFINICAQ 3.1l: Um G~fibrado principal & um fibrado cuja

fibhra & G.

Dado um G-fibrade n: E — B, podemos definir um homo
morfismo continuo L: G ——r H(G), L(g) = Lg tal que Lg(h) =
= gh, onde H (¢) & o grupo de homeomorfigsmos de G, Esta aplicagao
2 injetiva e podemos assim construir um fibrado principal pelo
teorema 2.1. 0 fibrado construido dessa forma e chamado fibrado

Rrincigal associado a w3 E —— B.

EXEMPLO 3.2. A dupla cobertura orientada de M (1.6) e

um Zs~ fibrado principal.

TEOREMA DA EQUIVALENCIA 3.3. Dois G-fibrados com a mes

ma base e fibra sao G-equivalentes se e s0 se seus fibrados prin

cipais associados o sao,

Dem: Sejam Mt E —— B e 1': E' —w>s B (G-equivalentes,

entao existem aplicacoes gus: Ua 1 Ué — G satisfazendo 2.8a
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e 2,8b., Definimos o homomorfismo continuo L: ¢ —— H{(G) tal que

L(g) = Lg. Entao as

satisfazem 2.8a e 2.8b, pois

g5y (P) L(QQB(p)) = Lgg, (P g,p(P)) = EEY(p)gaB(p)

1§

Bay (P) = LB, (P)) = Llgg (). g,g(p))

1]

8ay (P) 8o (p)

Assim os fibrados principais associados a Tt E ——B e 1': E' — B
sao G-equivalentes pelo lema 2.8,

Se os fibrados principais associados sao equivalentes,

definimos
Bygt Ua n Ué — G
g (P) = L ' (glg(p))

-1 -1 -
onde L (h) = L(h )., Logo temos dque as gaB satisfazem 2.8a e b
e portanto os fibrades 7t E —~—— B e g': E' —— B sao equivalen

tes.

COROLARIOQ 3.3.l. Um fibrado & trivial se e so se seu
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fibrado principal associado e trivial,

4, G-ESPACOS PRINCIPAIS

Seja {Ua} cobertura aberta de B e w: E —— E/G tal

que T(x) = xG, onde G age a direita de E.

DEFINICAO 4,1, Um G-espaco principal sobre B & um par

(E,G),dnde G e um grupo topologico que age a direita de E, como

um grupo de homeomorfismos, cuja agac e livre e tal que:

4.1la E/G = B

4.1b (E,C) tem secgoes locais, isto &, aplicacgoes
s : 0 — E commw. § =1
o a o
4,1c Se g: ExG —— EXE
c(x,g) = (x,xg) entao

""1 -
T: Img ——+ G com T= 1,0 e continua,

EXEMPLO 4.2. (BxG,G) e um G-espago principal sobre B,

onde a agao de G sobre BxG e dada por
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((b,g),g') — (b,g)g' = (b,gg")

Assim todos os elementos da forma (b,g),com b € B fixo e g £ G,

sao equivalentes e portanto temos que

BxG/G = B
Alem disso podemos definir secgoes locais Sa: Ua -—~—— BxG pondo
Sa(b) = (b,1).

Como G e um grupo dados g,g' € G existe um Onico h £ ¢
tal que é' = gh. Logo

0; (BxG) x G —— (BxG) x (BxG)

((b,g),g') vV— ((b,g),(b,gg"))

e injetora e sobrejetora. Portanto

T: ImQ ——— &G

T((b,8),(b,g")) = M0 (b,g),(b,g'))

T2 ((b,g), g g')

esta bem definida e a continua.

> [€SL<T
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EXEMPLO 4.3. (On, On-1), onde On ¢ GLn (IR) & o grupo

ortogonal, @ um Op-1 espago principal sobre Sn—l. gn age sobre

n-1 .
S da seguinte forma:

(v,A) —+ A,v

~ - . n-1
Esta agao e transitiva pols dado u; € § escolhemos Uy s s ooy
n-1 . . . t]
u, € 5 tais que {u,,..., un} seja uma base ortonormal de R .
Seja
n
u, = {Uu_ ,,,..y Y L)} = u.. e,
i ( 11i°? ' nl) jzl ji 7]

onde uji € IR. Entao a matriz

u a8 0 R U:
RS 1n
A = . .
U: - a4 v = o R u
n1 nn
€ tal que A e ortogonal e det A = + 1 e portanto A € On e Ae, =
= ui 1:!1 = 1,2,...,n.
. n—1 .
Assim dados u,v £ § tomames A e B € On tais que
~ -1 -1
Ae; = u e Be; = v, temos entac que AB € {n e AB v = u,
Seja A = (aij) € On tal que Ae, = e, onde ey =

= (0, 0,..., L) e. 5" ', Temos que
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n
Ae = .Z a; e; = (0,C,...,1)
i=]
Donde segue que ain=(} para i = 1,2,...,n-1 e a = 1., Alem dli
so como A A¥ = 1 temos que A Aten = en, isto e '
t o 2
A A e = .g a® ;e; (0,...,0,1)
i=1
Donde segue que a; = 0 para i = 1,2,...,0~1 portanto
0
£
A = 0
0. 1

Onde A £ On—-i1., Podemos entao identificar A com A e dessa forma o
subgrupo de On que fixa e e On-1. Como On-1 & um subgrupo fecha

do de On o espago On/0n-1 & compacto e a aplicacgao

On/0n~1 ———r S

ACn—-1 ———  Aegy

e um homeomorfismo, Logo

n-i

0n/0n-1 = § |

Podemos construir secgoes locais pelo processo de Gram-—

~Schimidt., Assim se f1 € U; uma vizinhanga de e,, aplicamos o
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processa para (fi1, e2, ..., en) para obter um novo referencial

ortogonal (fr, ey fn) que podemos considerar comoe elemento de

On.

Podemos definir t(A.B) =C onde CeO__, & o Onico ele
mento tal que B = AC ou seja C = A"'B. Disso segue que T e conti
nua.

EXEMPLO 4.4 (Ogp, On~k) & um On-k espago principal sobre

Sh ke Seja S, x @ variedade de Stiefel dos k-referenciais no r".
’ Wl
Sn,k = fu = (u1,..., uk)/k Moe Ul,ea., Uy sdao ortogo

nais}
On age em S, i da seguinte forma
On x Sn,'k — Sp,k

(Ayu) ——  Au = (AUjyeens Auk)

e essa agao & transitiva,
. - n
Seja {el,..., en} a base canonica do IR e g = (el,...,

2 ). Assim e € Sn 0 subgrupo de On que deixa fixo e e

k yk°
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Onde I @ a identidade kxk e B € On-k., Podemos entao identificar

H com 0, . Portanto a aplicacao
Y: 0n/On-k ——  Sp i
AOn-k +—— Ae

esta bem definida & injetora e sobrejetora. Colocando-se a topo
logia quociente em 8Sn,k, tornames <y um homeomorfismo e teremos
que

On/On-k = 8n,k

Aqui também usamos o processo de Gram-Schimidt para ob

ter secgoes locais.

Definimos tambem T(A,B) = A_lﬁ, sendo portantoe T conti
nua.

Observemos que

Sn,i = On/On-1 = §"°'

EXEMPLO 4.5. Seja agora Gp ,k & variedade de Grassmann

dos k-planos através da origem no R' (k < m).

Como transformagoes lineares nao singulares levam K-sub

espagos em k-subespagos temos a agao

On x Gﬁ,k'- —_— Gn,k
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(A,P) ———=+ AP = {Ax/x g P}

Que esta bem definida e & tramsitiva, Se Po & um K-plano gerado
por {el,...,ek} onde e. = (0,...,0,1,0...,0) entdao o subgrupo de

On que deixa fixo Po @

A 0
E = £ On; A e Ok e B £ On-k
B

o

Assim H & subgrupo fechado, de On que pode ser identifi

cado com Ok x On-k. Assim podemos definir a aplicagao
On/0p x On-k —— Gﬁ;k

M(Ok x On-k) -————  MPo

que e injetora e sobrejetora., Colocando a topologia quociente em

Gn,k temos que

On/0k x On-k = Gn,k

assim

Sn,k/0p = Gn,k

Usando o processo de Gram-Schimidt podemos censtruir

secgoes locais.
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Para definir no T procedemos como no exemplo 4.3, 1ista
e, dados u € Sn,k e A € Ok existe uma unica matriz B £ Ok tal

gue Bu = A. Definimos entao T(u,A) = B

TEOREMA 4.6. (E,G) e um G-espago principal sobre B se e

somente se M: E ——— B & um G-fibrado principal.

Dem: Seja {Ua} cobertura aberta de B e 5 : U, —— 7 U

secgoes locais., Definimos
o Ua X G —= U por
¢,(b,8) = § (b)g

assim ¢ e continua e
ﬁ¢a(b,g) = Sa(b)g = b,

uma inversa continua para Oy e

b, (2) = (T2, (S Tz, 2))

Se x € U, n Uﬁ temos que existe g € G tal que Sa(x)g =

= SB(K), definimos entao gaB(x) = g.
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Por outro lado, se 7: E —— B e um G~fibrado princi

pal, definimos uma agaoc ExG —~= E, tal que se z = ¢a(b,g)

zb = ¢_(b,gh)

se ¢a(b,g) e ¢B(b,g') entao temos que g' = gaB(b)g e portanto
¢a(b,gh) = ¢B(b’ga8(b)gh)
= b,g'h
¢B(g)

logo a agao esta bem definida, @ livre e continua, Definimos en

tao T por

(o (b,8), ¢ (b,g")) = g 'g” em U

assim 7 e continua, Definimos Su: Ua — T Ua por Sa(b) =

]
o

¢a(b,l). Logo §, e continua e ﬂSa(b)

DEFINIGCAO 4.7. Dois G-~espacos principais sobre B, (E,G)

e (E',G) sao equivalentes se existe um homeomorfismo $: E —+ E'

que comuta com a agao de G, e induz a aplicagao identidade em B.

TEOREMA 4.8. (unicidade). Dois G-espagos principais =

sao equivalentes se e sD se eles sao Gmequivalentes como G-f1

brados principais.

Dem: Suponhamos que (E,G) e (E',G) sejam G-espagos prin
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cipais, equivalentes, sobre B. Entao existe y: E —+ E' tal que
vyon' = 7, Logo m: E —— B e m'; E' —— B sao G-equivalentes,

Agora se m: E —— B e w': E' —=+ B sao G-equivalentes

temos que dadas vizinhangas coordenadas {U&} e {U&} e
-1
o U x G —— 7 U
o o
-1
or: UL x G —— W' U

tal que Yo¢a = ¢& temos que se 2z = ¢a(b,g) e h € G entao

y{zh) Y(hfb,gh) = ¢&(b,gh)

¢u(b,g)h = y(z)h

portanteo y comuta com a agao de G. Logo eles sao G~ equivalentes

como G-espagos principais
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CAPITULO ITII - FIBRADO INDUZIDO

5. FIBRADO INDUZIDO

Seja m: E — B um G-fibrado com fibra F, vizinhangas

coordenadas {Ua} e fungoes de tramsigao gaB: UOL n U8 —— G, Se

ja f: B' —— B uma aplicagao continua.

-1

Consideremos U& =f U, e g&B = gasof. Entao temos que
géB u'n Ué —er G e
Bag (P) = By,8(p) =1 l.1a
gl5(P) = Boaf(P) = g5, f(p) = (g5 )7 (p)  1.1b
Bay (P) = 8oy E(p) = 85 £(P). 8, pf(p)
= 8gy (P) 84g(P) l.lc

Se definimos g&%(p,m) = (p,g&B(p)w) temos que

t . ﬂ 1 1 n L]
gag (U& UB) X F —= (UOt UB) x F

- -+
e continua.

Assim pelo teorema 2.1 exliste um fibrado f*E sobre B
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com fibra F e fungdes de transicao géB. 0 fibrado assim obtido &

chamado Fibrado Induzido de 7 por £f.

-1 -
Se ¢&: U& X F —s 7' Ué ¢ dada pelo teorema 2.1 pode

mos definir
f*: £*E —— E
£% ¢&(b',m) = ¢a(f b', w)

assim f% esta bem definida e leva cada fibra em f*E homeomorficﬁ
mente em uma fibra de E, pois se b' e Ué n Ué temos gue
ib' Ua UB e assim ¢a(f‘b',m) = ¢B(f B', w). A aplicagEo fx B

chamada aplicacao induzida.

A seguir daremos uma definigao cquivalente de fibrado in

duzido e aplicagao induzida.

DEFINICAQ 5.1. Seja : E —— B um G-fibrado. Dada
f: B —= B' uma aplicacao continua. Podemos construir um novo
fibrado 7': £*E —— B da seguinte forma: Consideremos

£*E = {(b",x) € B" x E / £(b') = w(x)}
en' =m . Se {Uu} & cobertura de B entao tomamos U& = f U e

¢&: U& X F —+ G
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o' (b yw) = (b, ¢ (£(b'),w))
a o

Tomamos as fungoes de transigao como sendo g'as = gasof. Assim

n': £f¥E —— B' & um G-fibrado induzido de m por f.

A aplicagao induzida f*: f#E —> E e definida como sen

do m,, a projecao no primeiro fator,

Desta forma temos que o diagrama

£ % E ___Jii_+ E
" | o
B' __.,.__f_.-)
€ comutativo e f* leva cada fibra de f*E homecomorficamente em

uma fibra de E.

Podemos ver entao que as duas formas de construgao, da

das anteriormente, de fibrado induzido, dadas.acima, sao equiva

lentes.

LEMA 5.2. Seja g: B" —— B"' e f: B' —— B continuas.

Entao (fg)*E & equivalente a g* £*E.

Dem: Temos que

I

g f*E = {(b',b,x) € B' x £*E / g(b") b} e

w{x)}

il

(fg)* E = {(b',x) & B" x E / (fg)(b")
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Definimos entao h: g#% f*E —— (fg)*E por
h(b',b,x) = (b',x)
g* f*E A, (fg)*E .
temos assim que
T h(b',b,x) = T, (b",x) = b' = T (b',x)

1

e assim m,oh = M- Alem disso e homeomorfismo.

6. APLICACOES FIBRADAS

DEFINICAO 6.1. Sejam E e E' G-fibrados. Uma aplicaga

. - . -~ -
que preserva as fibraes ¥: E —= E' & uma aplicacao continua ta
P &

que y leva cada fibra de B homeomorficamente em uma fibra de B'

B o B = ST

isto @, ¢ induz uma aplicagdao continua y: B —— B' entre os es

pagos base, tal que o diagrama abaixo comuta.

nl 111' n'oy = Yo
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DEFINICAO 6.2, Sejam E e E' G-Fibrados. Uma aplicacio

fibrada (G-Fibrada) e uma aplicagac que preserva as fibras
. -1

¢: E === E' tal que para cada b £ B, a restrigao /7 b pode

ser identificada com um elemento de G.

e | 1

Em termos de coordenadas locais temos: se bDg Ua P UB

entao
éuB(b) = ﬁ2(¢é)_1w ¢¢ ib

2 um eiementec de G.

EXEMPLO 6.3. Quando @ € a aplicacao identidade em B, y

um G-Fibrado isomorfismo e os fibrados sao equivalentes (Def.

mt

2.6),

TEOREMA 6.4, Seja Y: E —— E' uma aplicagao G-Fibrada

ent3o E & equivalente a § *E’'.

Dem. Sejam {Ua} e {Ué} vizinhangas coordenadas de B e
B' respectivamente, Entdo {Evlué}sao vizinhangas coordenadas de
o L 3 P . - _ -1 N
g *E'. Da definigao 6.2 temos que gaB(b) = ﬁ2(¢é) ﬂ%ilb € G.

Além disso a aplicagao

gaB:

1Ué — G

Ua[1 Y

"
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Satisfaz 2.8a e b. Portanto pelo lema 2.8 e & equivalente a Y *E',

A equivaleéncia h & dada por h(e) = (m e,pe), e h(edle Y *E pois

Toy = 7 oy .
E? .___.lE.__.p E —.»h ﬂ;*E'
! l Jﬁ
Bt —% , ™
Reciprocamente se E & equivalente a f[*E', se

h: E —— f *E' & essa equival®ncia e f*: £*%E ——— E' & a apli

cagao induzida, definimos

f *E!
£%

: E —— E' por = £ #h e temos que ) e uma aplicagao fibrada

TEOREMA 6.5. Toda aplicagao fibrada y: E ———= E' indug

uma aplicacgio fibrada wp: P ——= P' entre os fibrados principais

associados, que cobre Y, Reciprocamente, uma aplicagao fibrada
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wp induz uma aplicagao fibrada ¥ cobrindo Ep’

Dem: As aplicagoes Uy e wp sao determinadas por

- -1
gaB.UaﬂﬂJ U

quivaleéncia 3.3

g —— G, como na demonstragao do teorema da e
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CAPITULO IV. CLASSIFICAGAO DE FIBRADOS VETORIAIS

7. FIBRADOS VETORIAIS

DEFINICAO 7.1. Um fibrado de k-planos ou fibrado veto

rial & um GLk(E.) fibrade com fibra Elk sobre um espago base pa

raccempacto.

0s exemplos 1.3, 1.4 e 1.5 sao exemplos de fibrados ve

toriais.

OBSERVAGAOQ 7.2. Observemos que se 1" =IxIx..xI & o cu

N . n-l L - - .
bo n—-dimensiocnal, e Io uma face, entao e facil de ver que qual

. ~ . n-1! k n-1 k .
quer aplicagac fibrada IO x RW— 1 x IR™ pode ser estendi

o]
k-——-* In X le. Usando este re

da a uma aplicagao fibrada I x R
sultado indutivamente, sobre os cubos numa partigao bem refinada
de 0 = In vemos que qualquer fibrado de k-planos sobre uma célg

trivial.

LR}

la o

DEFINICAQO 7.3. Dizemos que um espago paracompacto B tem

dimensaoc nao maior que n, se qualguer cobertura aberta de B tem
um refinamento aberto tal que nenhum ponto de B esta em mais do

que n+l membros desse refinamento.

Denotaremos por Eq @ © mk - fibrado associado com 0
>

Ok-flbrado principal Sq,k ——~+Gq’k
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TEOREMA 7.4. Sejam KO, K complexos celulares localmente

finitos, com KO um subcomplexo de K. Seja: # : E —— K um k~pla

no fibrado, e seja

- Yo
T X —— E
o q:k
l Y
K e
Q Chk

uma aplicagao fibrada. Entao nos podemos estender y a uma apli
¢ P o pli

~ ; ~ -1 -
cagao fibrada y: = K -—— Eq K desde que toda celula de K-Ko

tenha dimensao menor ou igual a q-k.

Dem: Seja ¢ uma celula de K-K, . Estenderemos ?0 induti

-1 -~ . . .
vamente sobre {m "¢}. Suponhamos que Yy esteja bem definida em

- ~, =1 . ;
T 30. Entao pelo teorema 6.5, Y/7 3c pode ser estendida sobre

% © se e s0 se a correspondente aplicagao entre fibrados prineci
. . - -1 -1 )
pais associados v_/7 g @ w 3g —— 3 pode ser estendida

P P P q,k

-1 -— r
sobre m# o. Da observagao 7.2 temos que todo fibrado de K-planos
sobre ¢ & trivial e assim o problema & estender a aplicagao £fi

brada 3¢ x Ok —_— Sq,k sobre o x Ok' Como um Ok—flbrado princl

pal pode ser visto como um Ok—espago principal, uma aplicacgao £i
brada ¢ ¢ o x Ok —_— Sq X pode ser escrita como ¥ {(x,g) = ¢'(x)g

onde ¢': g ——= § . Assim o problema que temos & estender uma

q,k

aplicagao 30 — § sobre o o que sempre pode ser feito pois

q,k

08 grupos de homotopia de S sao triviais desde que dimo s q-k

q,k
{ver (3}).
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DEFINICAQO 7.5. A inclusao R ¢ R induz as inclu

Assim, seja BokflanxG e

o G G e E ¢ E
50es q c q,k

q+1l,k q,k q+1,k’

= 1j i . a e
Ek 1am Eq,k com a4 topologia fraca. Temos entao qu

nk:Ek —_— BOk

o0 - - )
dos vetores em k-planos em E . n, e chamado fibrado universal de

¢ um fibrado de k-plano sobre BOk, consistindo

k-planos, e BOk ¢ chamado espago classificante para o fibrado de

k-planos.

No teorema a Segulr remeveremos a restricao de dimensao

do teorema 7.4.

TEOREMA 7.6. Seja m : E —— K um k-plano fibrado sobre

-1

um complexo celular localmente finito, e seja ?0 R E.

uma aplicagao fibrada. Entao podemos estender ?0 a uma aplicagao

fibrada vy : E — E,

. - - =1 .
Dem: Seja o uma celula de K-Ko, como w'yow g e compac

to entao esta em algum G com dimo £ q~k. Logo aplicando-se o

q,k
" -1
teorema 7.4 temos que a aplicagao YO/F 3o pode ser estendida a
~ -1 ~ -
yo/n g em Eq x © Ek' Procedendo—-se por indugao sobre as celulas
-]

de K-K_ concluimos a demonstragao.

LEMA 7.7. Seja mn + E —— B um k=-plano fibrado sobre
B =B, U B, com B, =A x (a,c) e B, = A x (c,b] e a<c<b. Se Tr/B1

e n/32 sao triviais entao w :E ~— B & trivial.
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Dem: Sejam as equivaléncias h :B, lek—-——* T B, e
b, :B, x RN — 7 'B Sej =h, /(8 n B, x R e
2 P82 X m 2 €ya g, T N, ' 2/ %
k
g, = h,/(B, N B x R .
k
(B, n B,) xR £ » (8, N B,)x R
.///
g; // gz
- i
-1
™ (B1 fl Bz)
Entao f = gzl g, & uma equivaléncia entre fibrados triviais e £
tem a forma f(x,y) = (x,u(x)y) onde (x,y) € (B1 XBz) e

utA —==GL_ (R) & uma aplicagao continua. NGs prolongamos £ a uma

k

equivaléncia wiB, x RO — B, x ]Rkpor w(x,t,y) = (x,t,u(x)y) PR

ra cada X € A, y € }Rk e t € (¢,b)l. Assim as equivalencias

- -1
h1 : B1 xIRk———--* ! 1B1 e hzw : B, x]Rk——r T B, colncidem eiln

(B, n B)) xIRk, que e fechado. Portanto existe uma equivalencia

h:BxIRk--—*Etal que h/le]Rknhl h/BszRk=h2w

1

LEMA 7.8, Seja ®wmw*'E —— B xI um fibrado de k~planos,
com B paracompacto. Entao existe uma cobertura aberta {Uu} 12

calmente finita, de B tal que W/qul & trivial.

Dem: S¢ b & B e t € I existe vizinhanga aberta Ut

de b em B e Vt de t em I tal que Tr/Uth e trivial. Como [ 0,1)

t
e compacto existe uma sequencia finita 0 = bty <y <. <t = 1
vizinhangas Ui de b, 1=1,2, ..., nemB tal que ﬂ/Uix[ti—l —ti_]
n
e trivial se 1 < 1 < n. Seja U h= U, . Logo aplicando-se o lema
i=1

anterior n~-1 vezes temos que ﬁ/be{O,ll & trivial. Como B & PR
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racompacto, dada a cobertura {Ub}b € B construida da maneira

acima, existe um refinamento {Ua} localmente finito.

TEOREMA 7.9, (Milnor) Seja r:BxI —— Bx{l} definida

por r(b,t) = (b,1). Seja m:E —— B x I um k-plano fibrado, com
B paracompacto, Entao existe uma aplicagao G-fibrada T :E —— E

gue cobre r.

Dem: Do lema anterior temos que existe cobertura aber
ta, localmente finita {Ua} de B tal que E & trivial sobre Ua;{I.
Seja {w;} uma particao da unidade subordinada a essa cobertura.
Seja u=max ! e ¢;‘(0,1] CU_ e max ¥ =1.

Se ¢ 1 Ua:cI X ¥ — n—l(Uaz{I) € uma trivializacao lo
cal, definimos

L BxI—— Byl

ra(b,t) = (b, max (L!Ja(d), £))

f :E—— E
s ]

Ea(¢a(b,t,w)) = ¢u(b, max(wa(b),t),w) em U xIxF
?u =1 fora de ﬁ_l(UG}CI)

Como'{Uu} e localmente finita, para cada b € B existe

vizinhanga aberta U, de b em B tal que U  tem intersecgaoc nao va

Zzia, apenas com Ua(1), Uu(Z)’ “ . Ua(B); sendo
%1y <a(2) < . < u(n) . Definimos
T Ta) Ta(n-1) "7 Ta(1)
ra(bl) ra(?.) ra(n)

Assim se o {a(l),...,a(n)} ra=1 embeIer =1
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-1 B - v - . .

em 1 (Ub:cI). Portanto temos que a aplicagao r esta bem defini
da, € continua e cobre r.

0 Teorema 7.9 € também valido no caso de 7 ser um G-fi

brado e a demonstragac & analoga a anterior.

COROLARIO 7.10. E e r*E sao G-equivalentes sobre B x I.

8. O TEOREMA DE CLASSIFICACAQ

DEFINICAO 8.1. Duas aplicagoes £ , £ :X -—> Y sao hp

motopicas se existe uma aplicagao continua f: XxI — Y tal
que f(x,0) = fo e f£(x,1) = £,

LEMA 8.2, Seja m :tE — B um G-fibrado e fo.fl:K-——+B
aplicagoes homotdpicas, com K paracompacto. Entao fg E e £% E

sao G-equivalentes.

Dem: Seja f : KxI —— B uma homopotia com f(x,0) = f0

e £(x,1) = f . Entao r*t*E/n '(K x 0) & G-equivalente a
f*E/ﬂ-l(K x 0), onde r esta definida come no teorema de Milunor
(7.9). Definimos gntﬁo hi:K —— K x1I por hi(x) = (x,i) e temos
que f. = fhi para i = 1,2. Assim rh = h, e f?E e G-equivalente

a h* £*E e consequentemente £¥ E & G-equivalente a h} £* E que

por sua vez & G-equivalente a h: r* £* £ que & G-equivelente a
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h: f* E, que &€ G-equivalente a f; E.

TEOREMA 8.3. (Classificagao de fibrados vetoriais). E

xiste uma correspondencia l-1 entre as classes de equivaléncia
dos fibrados de k-~planos sobre um complexo celular localmente fi
nito K e as classes de homotopia das aplicagoes K — BOk. Essa
correspondencia associa a cada aplicagao K — BO, o fibrado in

duzido do fibrado umiversal, 0. :Ek — BOk, por essa aplicagao.

Dem: Como um complexo celular localmente finito & para

compacto temos que dado um fibrado de k-planos m : E —— Kexiste
uma aplicacao classificante y : K — BOk com Y*(Ek) equivalente
a £ (Lema 7.6)., Se T, v, i K —BO, sao homotopicas entao

Yz (Ek) e Yf (Ek) sao equivalentes (Lema 8.2).

Finalmente mostremos que fibrados equivalentes tem a
plicagoes classificantes homotopicas. Suponhamos entao que
h :Y; (B, ) — Yy (Ek) ¢ uma equivalencia de fibrados. Seja

p:KxI — K a projegao no primeiro fator.Seja E; = p*yE (E).

Definimos o fibrado de k-planos ™1 :EI —~— Kx1I como o fibrado

induzido
Ek EI
N l Ty
BO, Yo K D K x I

. Lk - R
De n, por y_p- Assim (YO)* Yy (En) —~—rEke Cyl)wtl.yo(Ek)———+ Ek

—~ 1
definem uma aplicagao fibrada L (K x{0,1}) ——= Ek e pelo tep
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rema 7.6 temos que ela pode ser extendida a uma aplicagao fibra

da f:EI———rEk.

Entao a aplicagao fibrado f:KxI — BO, induzida

por f @ uma homotopia entre L
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