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INTRODUCAO

0 estudo dag singularidades de uma aplicagao diferen
ciavel, constitui-se principalmente de uma anidlise de classe
invariante sob certo aspecto por difeomorfismos no dominio e
contradominio (as mudancas de coordenadas). Podemos encon -
trar a origem deste estudo nos trabalhos de M. Morse, ver{}ﬂ_
Dando continuidade ao trabalho de Morse, trés fases se dis-
tinguem nc desenveolvimento da Teoria das Sinqularidades das
Aplica¢Ses Diferenciaveis,as quais estao associadas as con -

tribui¢des principalmente de H. Whitney, R, Thom e J.Mather

Um dos objetivos deste trabalho & apresentar alguns
exemplos na Teoria da Elasticidade os quals serdo discutidos
sob a linguagem da Teoria das Catastrofes. Para isto & apre-
sentado inicialmente, a nivel elementar uma introedugdo geral
i Teoria das Catastrofes Eklementares. Uma visdo panorimica
da‘teoria ai empregada & tambem apresentada, concentrando-se
porém, a nivel de detalhes, em alguns poucos assuntog. Com
o propdsito de ilustrar e enfatizar os métodos caracteristi-
cos usados nestes exemplos tedricos, fazemos uma apresenta -
cao de alguns de seus resultados mais significativos comd
A k-Determinagao, O Desdobramento Universal de uma Singulari
dade e admitindo o Teorema de Mather (3.2.8) finalmente apre-

sentamos o Teorema fundamental da Teoria das Catastrofes, de

Them,.



O trabalho assim se divide:

Capitulo 1 - Destina~se a apresentar uma visao do conjunto
de conceitos e resultados na Teoria das Catads-
trofes. Isto serd feito de modo informal, visando apresen -

tar uma idéia global geral da mesma:

Capitulo 2 ~ Contém os exemplos na Teoria das Catdstrofes :
A Maguina de Catdstrorfe de Zeeman com a respec
tiva equivaléncia candnica, A Concha Esférica Rasa descrita

por Sewell e 0 Arco Simples de Euler;

capitulo 3 - Contém a demonstragdo do Teorema da k-Determi~
nagdo, O Desdobramento Universal de uma Singu=
laridade e o Teorema Fundamental da Teoria das Catéstrofes

de Thom;

. |
Apéndice 4 - Contém uma apresenta¢do da Topologia de Whi -

neys;

Finalmente & apresentado a Relacdo Bibliografica.
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TEORIA DAS CATASTROFES

B

ALGUNS EXEMPLOS

CAPITULO 1

CONSIDERAQGES GERAIS NA TEQRIA DAS CATASTROFES

1.1 Introdugao

Catastrofe & um fenomeno que aparece em familias de-
fungoes diferenciiveis de valor real. A gresso modo, catds-
trofe & uma mudanc¢a no numero de minimos de uma fungao em
uma familia. Tal familia varia continuamente com 0s parame -
tros que a define. Como estes parametros determinam a natu
reza, o fluxo, o numerc, e a localizagﬁo dos minimos, sao di

tos parametros de controle.

A Teoria das Catastrofes di entre outras coisas uma
descricao qualitativa de como efeitos slbitos podem surgif
de causas uniformes. O efeito sibito, ou mudanga de compog
tamento processa-se sobre um "tempo de escala" rapido e é
chamado de catastrofe. A causa uniforme € uma sequéncia de
continuos ajustes sobre um "tempo de escala" lento de cer-
tos parametros de controle. O modelo apresentado na Teoria
das Catastrofes descreve como pode ocorrer uma catastrofe du
rante uma seguéncia semelhante de ajustes contiﬁuos, ou suge

re geometricamente como tails sequéncias podem evitar uma ca

tastrofe.
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Mo contexto de umg aplicagéo singular, a terminolo-
gia nem sempre e muito conveniente. Uma catastrofe nem sem-
pre & desastrosa no sentido comﬁm. 0 termo tem por signifi-
cado mudangas subitas que ocorren por exemplo na flambagem
de uma conha esférica rasa pressionada axialmente, no arre-
hentar de uma onda na praia, no rolar de uma pedra, na nudan
¢a sUbita no comportamento de um animal no que se refere
por exemplo, ao ataque e fuga de€ um predador.

A Teoria das Catastrofes idealizada pelo matematico
frances René Thom, € sem divida, o exemplo mais recente e
notdvel de trabalhos recém-publicados que alcancaram a comu
nidade cientifica em geral, isto no que se refere a sua mul
tiplicidade de aplicagoes nos diversos campos cormo cardio-

logia, embriologia, neurologia, sociologia e econonia,

l.2 Exeﬁplo Fundamental I

- P - -~ - - 3 - - . - . N
Conegideramos a fungao f£{x) = X" gue & introduzida na
~ 3 ) ' - .
fungao F(x,u) = x~ - ux, pols FI(x,0) = £(x). A fungao F
& dita um desdobramente de £, para o qual

Fl(x,u) = 3x2 - u

tem um minimo se u > 0, e nao tem minimo se u < 0.Ver fig. 1
Fy £y

(a) u»>0 (b} uw<O
fig., 1
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1.3 Pontos Criticos nao Degenerados

Consideremos agora uma fungao £ que tenha sOmente
pontos criticos nao degenerados. O resultado fundamental do
Tecrema de Morse garante que todo ponto critico de qualquer
funcao proxima de f nao sera degenerada, isto €, sera pre -
cisamente de mesmo Indice e isto conclul gue toda fungao
perto de f tem o mesmo nimero de minimo que £. Em outras
palavras: uma funcao nao degenerada, nao pode sofrer catas-
trofe. Portanto passemos a considerar fungoes que tenham
QPnF9i gr£}ngg_deqenerados. Ver [15]. Seja f uma fungéo em
um ponto critico degenerado e F = F(x,u} seu desdobramento
com F(x,0) = £(x) assumindo que o controle u = (ul,...,ur)
estd na. vizinhanga da origem, pois a singularidade de uma
fungao pode ser estudada trandadada para a origem como sera
feito. A ideia & . que o ponto critico degenerado de £ con-
tém um potencial que floresce ou desdobra em varios outros
pontos criticos nao degenerados gque aparecemn nas fungoes
Fu(x) = F{x,u) que desdobra f, prdximas de f. Mais geralmen
te u € dito variavel externa ou parametro de controle e

n .- : .=
X € R variavel interna ou variavel de comportamento.

1.4 Bxemplo Fundamental IT

Seja a funcao f(x) = xé, que pode ser desdobrada

- 2
pela funcao F(x,u,v) = x4 - ux + vX. i /

0 conjunto dos pontos para os quais

Fl(x,u,v) & 4}{3 - 2ux 4+ v =20

& ¢ comumente chamado de superficie de eguillbrio, :
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0 conjunto dos pontos da superficie de equilibrio,
para os quais

2 dito limite de estabilidade. A projecao destes no espa-
co de controle (u,v) € R2, dada pela curva curva cuspide

29v° = 8u>

& chamado de conjunto de bifurcagao, que é obtido de
F1 = Fll = 0
eliminando a variavel interna x.

A configuracao geométrica destes conjuntos € apresen
tada na fig. 2, onde a superficie de equilibrio & uma super-
ficie dobrada, os pontos do limite de estabilidade s3o  os
pontos da curva na superficie de equilibrio para os quails o

2

planoc tangente & perpendicular ao espago de parametros RY.

2 : -
A projecao desta curva em R” determina a curva cuspide, 0

conjunto de bifurcag¢ao.

-
- - - e e L

A figv 3 L‘J‘.d o CL:'J:J..\:S\)\:JJ.\:I‘::JLL-C gr
F(u V)(x) = F(x,u,v)
r

para pontos do plano de controle.

fig. 2
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v

v
\_

F

fig. 3

1.5 Superficie de Equilibrio

No contexto de um sistema contendo uma funcio F(x,u)
n__r '
F:RXR° ~+ R (1)
com n variaveis de comportamento e r variaveis de controle, o

conjunto
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s. = {{x,u) € ROxR": 07/0%; =0, 1 = 1,...,n} (2)

£

de meodo geral define uma superficie de dimensao r, no espago

de dimensao n+r, nas variaveis Xy uj
Nas estruturas mecanicas de engenharia esta superfi-
cie tem sido chamada de superficie de equilibrio nor Sewell

[5], pois o anulamento do gradiente, representa forca nula

no contexto.

Pontos da superficie de equilibrio os quais tem a

propriedade adicional (3) sao ditos estabilidade limitada ou

2
3 F - 2
X, 98X, =0 (3)
1 3

sdo chamadosde limite de estabilidade, pois al o sistema pos
sui propriedades dinamicas particulares, isto &, seu equilit

. . . f
brio torna-se instavel em "gquase todo ponto”. '

1.6 Conjunto de Bifurcagao

As equagoes (2) e {3) e, {1.5) sao n+l equagoes rela
cionando n+r variaveis. Se os %4 sao eliminados nas n+l

equagles teremos obtido uma hipersuperficie chamada muitas

vezes de. conjunto de bhifurcagao.

Tais pontos u do espago de controle fazem com que F_

tenha um germe degenerado que pode sofrer catastrofe.,

1.7 <Classificacao e Geometria
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feros agora duas questoes basicas na Teoria das Ca-

tastrofes gque iremos considerar:

a) Classificagao: Quais catastrofes podem ocorrer? A aspira

cac & uma lista de germes degenerados tambem chamados de sin
gularidades, e seus respectivos desdobramentos os guais sao

completos em algum scntido.

b) Ceometria: Comoc & a configuracao geométrica das diferen -
tes catastrofes? Quais outras catastrofes podem ocorrer no
conjunto de catastrofe K? Qual a configuragao geometrica de

k?

-

Estas quostoes nao sao simples e trazem a tona s@ -
rios problemas. Nds iremos considerar sdmente classes espe-
ciais de germes de catastrofe, os quais Arnocld chamou de
"germessimples". leste caso existg uma classificagao com -
pleta, com razoavel descricao geométrica. O caso mais goral

tem sido estudado, o qual nao sera cormentado. Ver[8,9,10,lﬂ
1.7.1 Classificacao

Unma catastrofe pode ser considerada como um par:

a) um germe de uma fungao f; em um ponto critico de-
generado; (ver definicao 3.1.5) -

) um desdobramento F de I,onde o numero de minimos

exibido pelas fungdes F no desdobramento deve variar.

Desta forma caracteriza-se uma catastrofe de um germe f,

para um desdobramento F como o par (f£,F).
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Trés diferentes nogdes de equivaléneia sdo intro-

duzidas associadas a uma particular classe de ohjectos, 0S
germes e seus desdobramentos, as quais estruturam a classi-

ficagdo:

a} Duas fungoes ou germes de fungoes, f,g9:M > N,
entre duas variaveis diferenciaveis arbitrarias sao equiva-

lentes se existem difcomorfismos h e k, com

h:tM > M

kiN -» N
tal que

g = kfh

Esta equivaléncia e dita equivaléncia a direita-
esquerda, e € uma nogao basica, da qual as duas seguintes

equivaléncias sao derivadas.

b) Duas fungoes de valor real f,g:Rn > R sao
equivalentes se estas sao equivalentes a dircita-esqguerda
como em (a) e k preserva a orientagao,

Esta condigao adicional & necessaria para que f e -f
sejam ndo equivalentes; estas funcdes de modo geral tem name
ro de minimos diferentes, e portanto devem ser consideradas

diferentes na Teoria das Catastrofes.

c) Dois germes de valor real f,g:Rn > R sao ditos
equivalentes se existe um difeomorfismo . ‘ ﬁ ;
n .

h:R® » R

para o gual
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igualdade a menos de uma constante. Esta equivaléncia & chamada
equivalénecia a direita.

Portanto duas catastrofes (£,7) e (g,G) sao ditas equi-
valentes se os germes sao equivalentes & direita, e seus desdo-

bramentos F e G sdo equivalentes no sentido de (b).

Neste passo sao eliminados os germes, os guais sao di -
tos ndo simples. Um germe & simples se as fungoes em todo desdo
bramento representa somente um nimerc finito de tipos nao equi-
valentes. Isto vem simplificar consideravelmente o conjunto de
catastrofe K. Os germes nao simples sao completamente comuns.
De fato, nenhum germe degenerado em trés ou mais variaveis é

simples. Para tanto ver [8];

Seja s o posto da matriz Hessiana de um germe f, e

t = n - s o co-posto. Por definigao £ & degenerado se t > 1

Sabe-gse que se t 2 3 em um Teorema apresentado por Ar-
nold em {7] gue o germe ndc & simples. (i.e.: o problema recai
na equivaléncia de formas cibicas com mudangas de coordenadas

lineares, onde o espago das formas cibicas tem dimensao 10, e

© grupo linear GL(R3,R} tem somente 9} .

il

Quando as catistrofes nac simples sao eliminadas, pode-
mos estudar gérmes com duas variaveis e naoc perdemos a geﬁeralé
zagao. Por hipdtese consideramos os germes simples que sofrem-
catastrofe, isto & germes de co-posto < 2, e uma mudanga dé
coordenada pode fazer f equivalente a um germe da forma

2 2

gixy,%,) + x5 + ...+ %,

este resultado pode ser visto como uma generalizagao do Lema de
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Morse, ver [15]. Portanto todo desdobramento F de f & equivalen
te a

N 2 2
) o= Gxy,x,) * Xy F o0 1 X

F(xl,...,xn

onde os pentos criticos de F sao da forma
{,al;azgo;,o,,O)

onde (al,az) & um ponto critico degenerado ou nao. Desta forma
toda mudanga experimentada por fungoes proximas de £ no sentido
da Topologia de Whitney {4.1}, pode ser encontrada no desdobra-

mento G(xl,xz).

Passamos a congsiderar os possiveis desdobramentos de um
germe simples degenerado. A dificuldade é portanto que um parti
cular desdobramento pode ser incompleto e portanto falho para
incluir todos os possiveis tipos equivalentes.

Por exemplo, o desdobramento Hb = x4 - bx2 de y = x4 f

|
nao inclui fungodes equivalente a '

2
o = :{4 - ay - (3/2)32/3 X"

a
. 2/3 2 . .
onde o coeficiente (3/2)a de x foi escolhido para gque G
tenha ponto de inflexao, do mesmo modo que G & incompleto. Ver

fig. 4 Estas faltas sao remediadas por
F(x,u,v) = x4 - gy - ux2

que incorpora H e G, e inclui todas as fungoee eguivalentes a

4
x -

I - . .
Um desdobramentc que contem todos os possivels casos de
equivaléncia & chamado versal, e o desdobramento com essa pro -
priedade, com menor nimero de parametros possivels & chamado uni

versal.



Hy, b>0 Ho=G, - Ga, Q70

fig. 4

Considerando um desdobramento de um germe f comd um ger
me diferenciavel ' :
F:Ranr,O > R,0:{x,u) - Fi{x,u)
com
F(x,0) = £(x)
onde u & o pardmetro de controle no espago de controle Rr, cuja
dimensao & r. Um resultado fundamental introduzido por Mather
(3.2.8) para a construgao de um desdobramento.
Seja E o anel dos germes f:Rn,O > R e M o ideal maxi

mal de todos o0s germes que se anulam na origem. Ver (3.1.6).N65

mostrames que m & finitamente gerado por n-fungoes coordenadas
n
Xi:R ;0 > R,0

e portanto E e m sao espacgos vetoriais de dimensao finita .
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ver (3.1.7)

. 'Seja f um germe desdobravel. O jacobiano ideal rp de £
€& gerado pelos germes Bf/axi em £, que se anulam na origem
pois f tem um ponto critico degenerado. Assim ﬂf C m e portan-
to podemos considerar o guociente m/A(f). Este &€ um espago ve-
torial de dimensdo finita para todo germe simples pelo Teorema

(3.2.8). Sua dimensao real k, & chamada codimensdo de f. Final-

mente.s¢ 0s dermes
hl,...,hr:Rn,O > R,0
formam uma base para m/a{f), como espago vetorial real, en -
tao
F(X’ul""'un) = f(x) + ulhl(x} + ... + urhr(x)
& um desdobramento universal do germe simples f.

Obviamente um desdobramento universal nao & Unico, por-
tanto qualguer outro assim definido deve ter pelo menos a "di -
mensaoc minimal". Isto &, um desdobramento nao pode ser universal

se a sua dimenszo & menor que a codimensaode £.

Exemplo: Seja f = x4 + yz. Entio como m(2) = (X,¥) e
A(E) = (x3,y). Uma forma basica para
- 2
m/a(£) e {x, x%} -
e portanto seu desdobramento universal serda, pelo Teorema de

Mather (3.2.8)

Plx,y:u,v) = x4 + y2 + ux2 + vx
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1.7.2 Geometria - algumas consideracoes:

A Teoria das Catastrofes & de natureza local. Uma parti
cular catastrofe (f,F) determina um germe £ ¢ m2 o qual & des

dobrado em um germe F € m(n+r).
Algumas definigoes se seguem.

" a) Definicdo: Um regime local para u € R* & qualquer um dos mi

nimos locais de FfRnx{u}.

b) Definigao: Um processo para um germe f € uma segao s do fei-

xe tal que (s{u), u) &€ um regime local ou infinito.

c) Definigdao: Uma convengao determina um processo para um desdo

bramentc de f.

d) Defipnigao: Um ponto regular de um processo & um ponto de R"

onde a segdo & localmente continua neste ponto.

Isto equivale a dizer que na vizinhan¢a do ponto existe

um homeomorfismo do feixe entre uma secac s e a secao constante

e) Definigao: Um ponto de catastrofe & um ponto nao regular em
R".

Uma conven¢ao comumente usada € chamada Convengao de

Maxwell. Esta estabelece que s(u) & um ponto onde

£ (1)

n

R x{u}l

tem um minimo absoluto. Como este pode ser -« , esta convengao
L i

- N . . . - 4

€ mais usada quando f apresenta minimos finitos. Tambem vemos

que os pontos de catastrofe ocorrem gquando em (1) temos dois mi

nimos iguais.
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Considerando a projegao

ver fig. 5, os pontos requlares do processc sac aqueles para os

guais X. € localmente trivial. Uma variacgao de v nas vizinhan -

£

cas deste ponto produz uma mudanga continua de estado, e assim

Xf & um difeomorfismo local entre Sf e uma vizinhancga em R". ©

conjunto de catAstrofe fica determinado pelos valdres criticos

de Xf, istc & pelos u, tais que, Xf l(u) contem algum ponto sin
gular de Xf.
|
f
cuspide catastrofe fungoes potenciais
(u,vy) e (u,v,) sao pontos
de catastrofe.
fig. 5

As singularidades da aplicacao Xf onde DXf tem posto ¢ T

igto &, conde o determinante do jacobiano de X,. 2 nulo, ou ainda,

f

geometricamente, onde o planc tangente a Sg & horizontal, sao os

pontos que determinam as catastrofe do processo.
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Para reconhecer quando duas catdstrofes exibem o mesmo
padrao qualitativo, ou forma,é usado o conceito de equivaléncia

de singularidades, o qual bem se adapta ao caso das aplicagoes

Xf. Diz-se gue Xf em P(x,u) € Sf é& diferenciavelmente equivalen
te a Xf* em Q{x*,u¥*) & Sf* se existem difeomorfismeos locais h
e k tal que
_ -1
Xf* - k.xf.h

Esta equivaléncia preserva os pontos singulares de Xf '
conservandc o seu carater topoldgico-diferencial atraveés dos di
feomorfismos.

Ao descrever um cobjeto em estudo usando determinada es-
trutura matemadtica, devemos incluir entre as propriedades do.
mesmo a de possulir a mesma ou quase a mesma estrutura de todos.
os objetds do mesmo tipo, obtidas a partir deste por peguenas
perturbagoes. 0 objeto com tais caracteristicas & dito estrutu-
ralmente estavel.

Na Teoria das Catdstrofes formula-se como hipdtese fun-
damental que a familia de funcgoes potenciais, que governa o pra
cesso considerado, seja localmente Estruturalmente Estavel.

Para definir com mais precisao a Estabilidade Estrutu -
ral, & considerado o espago das fungoes F = Fm(Ranr,R), o con

. S ® o n _r-
junto das funcgoes reais de classe C , definidas em R xR, muni

das de uma nogao de proximidade apropriada,a chamada Topologia
de Whitney. Esta estabelece que duas funcds f e g estdo préxi -
mas, se elas com um numero suficientemente grande de derivadas,

nas variaveis Xy yj, tambem estao proximas. Ver{4.l]. Assim

diz-gse que £ em P(x,u) € S¢ & estruturalmente estavel se, para

! [ ' Yool L L . (T ’ ’ NI
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toda f* suficientemente proxima de f no sentido da topelogia
de Whitney existe P*(x*,u*) € 8*, proximo de P, tal que £ em

P & localmente equivalente a f£f* em P*.



CAPTITULO 2

EXEMPLOS E N”LICAC@ES HA TEORIA DAS CATASTROFES

2.1.1 Introducao:

Nos apresentamos um modelo fisico tirado da maquina
de elasticidade, a Maquina de Catistrofe de E. C. Zeeman,
que ilustra a Teoria das Catastrofes de R. Thom, O sistema
& descrito por um gradiente em Rz. 0 caminho de separacgao
no espacgo de controle, que da a descontinuidade_deste siste
ma, descreve localmente uma morfologia de clspide, a qual
& descrita pelo classico Teofema de Thom na Teoria das Ca -
tastrofes Elementares. Sera mostrado que existe um difeomor
fismo que troca topoldgico-diferencialmente a morfologia de
ciusride local do exemplo de Catéstrbfe da Magquina de Zeeman

para o sistema candnico equivalente.

2,.1.2 Descr_j_gao:

Para ilustrar suas conferéncias sohre a Teoria das
Catastrofes, o Prof. E. C. Zeeman inventou um sistema fisi-
co, um modelo na Teoria da Elasticidade que € conhecido co=-

mo "Maquina de Catastrofe",
0 modelo empregado na construgao, e no funcionamen-

to desta maquina & umahaste movel fixada em uma de suas ex-
tremidades por um pivd em uma superficie plana, num ponto A

e na outra extremidade B, sac prescs dois elasticos de com-
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primento o @ B, onde a extremidade de ¢ & fixada em um ponto
C, e a outra, movel no plano., N estadeo do sistema determina-
do pelo anqulo 9 de rotagéo da haste, entre CA e AB, & con -
trolado pela parte movel do eldstico, pela disposigéo da has
te no plano de controle (v,z}. Temos posigdes simétricas pa-
ra 0.

Dado uma regiao rio mlano, um controle fixado, impli-
ca em um sistema com um équilibrio estavel ou dois. As fron-
teiras destes dominios sao delimitadas pelo astercoide, como
na fig. 1, com um equilibrio estavel no exterior do asterci-
de, e dois no interior. Um caminho transversal ao eixo z, ao
passar da regido de dentro para fora, ou vice-versa, muda
bruscamente o estado do gsistema. Este contorno aparente dado
no plano de controle, corresponde a estas descontinuidades

ou catdstrofes fornecida pela morfologia candnica de clspide.

2.1.3 0 modelo fisico-matematico:

0 estudo da dindmica da Maquina de Catastrofe nos in
troduz a Teoria das Catastrofes, Esta dinamica & descrita
em um espago de controle C, por um par de parametros (y,z)
em R2, e delum outro espaco, o circulo Sl, o parametro local
8 € R. Para um dado controle fixo, o sistema assumeé um esta-
do de equilibric que minimiza a energia potencial V dos elig
ticos tensos.

Consideremos b caso particular onde AR = 1, AC = 3 ¢

0s eldsticos tenham comprimento 1. Pela lLei de Hooke a ener

gia potencial do sistema & dada por

2+ (8—1)2]

Vo= S - 1)
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cende o« € f siao os comprimentos dos elasticos e k o mddulo
da elasticidade. Os comprimento o e £ denendem dos narame -

tres v, z e @,

Assim ¥ & fungao de um produto de esnaco de controle

e outro esnaco real X,
V: Cx X &+ R

De fato nac temos uma funcao potencial, mas sim uma
familia de fungbes potenciais,isto &, a cada ponto do contro

le (v,z) = ¢ € C, correspcnde uma fungéo potencial

v : X + R
c

Para cada ponto fixo ¢, os estados de equilibrio pos
siveis do sistema para 0 € X que correspondem a um ecquili-
brio estdvel & assumido nos pontos onde VC possui um minimo
local.

A convencao adotada na dindmica da Maquina de Catas-
trofe & evidentemente uma nogao de estabilidade priméria..Um
sistema esté em equilibrio estdvel se apds uma peguena pér—
turbag@o, ele tende a retornar a posigao inicial de equili -

brio.

2.1.4 0 _modelo candnico de equivaldncia:

Restringimos o© estudo 3 analise local de uma familia
de fungoes potenciais, cuje dominio de controle esta na vizi
nhang¢a do ponto de cispide (O,ZO) tal que % & suficientemen-

te pequenc para o desenvolvimento em Série de Taylor da fun=-

¢ao potencial na origem.
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Relembramos que para v = 0, sao encontrados dois pon
tos de cﬁspide, e pela simetria do sistema, um estudo seme -

lhante pode ser feito para o outro ponto.

Exprimimos doravante a e 8 como fungao de y, z e 9

R = (AB sen 8 , —-AB cos 8) (2)
c = (0,-AC) (3)
d = [(AB)2 sen26 + (AB cos & - A(l')zll‘/2 (4)

= (10 - 6 cos 8} /2 (47)
B=1(y - 2B sen 8)2 + (z + aB cos 8)%] /2 (5)

(1 + y2 + 2% -~ 2y sen 8 + 2z cos 8)/2% (5"

isto, para o caso particular de AB = 1 e AC = 3,
i

Substifuindo em (1}, obtemos uma expressac para o po+

tencial V = V {8}, Para um desenvolvimento em Série de

{y,z)
J— - - - - = -~ 1
'L'aylor, ae V am ¢ = 0, nos Temos

fig. 1



2 n
= . s X . 6
V(y,z)(g) a, + alﬁ + aZH + + 1n9 + (6)
onde:
4 2 2
v o= %ﬂ(lo - 6 cos 9)1/2 - 1)? + [(L+y + 2z -
~2y sen & 4+ 2z COS 9)1/2 - 112}
K 2 2.1/2 2
7, L0y = [ o+ {z + 1Y «+ - 1]
(y,z;( 2 \ Y
= 52 - 2at/? 4+ a)
portanto
a = E{Q - 2al/2 + a) para a = (z + 1)2 + y2
o] 2
. 8 ' .
Seja denotado ggv(yrz)(e) por V (y,z)(e)' assim
v (8) = E[{l - (10 - 6cos )" 2y 6cos 8 +
(y,z) 2 _ a .
+ {1 - (1 + y2 + 2% - 2ysen & + 2zcos 8)_1/2).
.(-2ycos 8 - 2zsen 8)] E
2 2 -1/2 ;
V'(y,z)(o) = k((L + y~ + 27 + 2z) /z L.y
portanto
a, = k(a"l/2 - 1)y
1 - lf_ - —3/2 2
v (Y’z)(e) 2{18(10 bcos 8) sen 8 4+

+ {1 - (10 ~ 6cos e)mlfz).ﬁcos 8 +

+ %(1 + y2 + 22 - 2ysen B =2zcos 9)"§/2

A{-2vcos # -~ 2zsen 8) +

+ (1 - {1 + y2 + 22 - 2ysenfd + 2ZCOSS)“1/%

.(2ysen & - 2zsen 8)]
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portanto
" _k —3/2 2 ~1/2
\% (y,z)(O} = 2(3 + 2a v© + 2(a - 1)z )
. — l H
assim, como a, = E:V {0} temos
a, = §[3/2 r a2 L 7Y D ya
Com mais alguns calculos, obtemos
a, = %[{l - a_l/z}y/3 + aq5/2y3 + a—3/2yz]
a, = 55/32 - a7 y23 4 5/ma7 % 4

+ (3/2)a_5/2y22 + (1 - a—l/z)z/lz +
a"3/2z2/4 ]

Notemos que para (v,z) # (0,-1) temos a # 0. Portan
to o ponto (0,-1) nao faz parte do dominio no espago de con |
trole considerado. | _ ]

Considerando este fato, (0,~1) nao & figicamente um
ponto de controle, como todos os pontos do disco de raio u-

nitario e centro em (0, ~ABR).

Determinaremos os valores dos coeficientes a;
para o ponto de cuspide (0,z.).

Por hipdtese este ponto de controle &€ um ponto de
possivel catastrofe se este for um ponto critico degenerado

e portanto satisfaz a condicgao

V“(O',ZO) {0y =0

o gque nos da

222 = 3z -3 =0 )
O



- 23 -
A componente z_ do ponto de cispide & positiva por
construgac, e portanto
z, = (3 + /33)/4 (8)
obtida de (7).
Assim como a = y2 + (1 + 2}2, para ¢ = {0,z _} teﬁos

_ 2
a= {1+ zo} e

_k 2

a, = 5(1 + ZO) # 0 al =0
. .k 2 _ -

a, = ¢(3 + 3z - 2z }/(L +z ) =0 a, =9

a, = E(5/32 + (4 + 2z + 72)/12(1 + z J3 ) #0
4 2 _ o} ‘o o

onde a;, = ai(O,zO).

A expressao V(y,z,8) & uma forma candnica simples.
Para uma transformagao linear sobre 6, & possivel eliminar
os termos de terceira ordem, e reduzir o coeficiente do

termo de quarta ordem a 1/4, substituindo em (6).

. B 14,
Seija B = (l/4a4) x a3/4a4

temos
Vl(y,z:x) = V(y,z,8)
assim |
1, B 2 3 4 |
Vily,z;x) = ao + alB + a29 + a36 + a49 + R
onde
- 1/4,_
ale = al(l/4a4) e ala3/4a4
2 _ 1/4 2
a29 = a2I{l/4a4) X a3/4a§
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= (1/4a,) "% - 2a 8,/ (48 x + a,a,/16a;

a393 = al (1/4a,) /4, - ay/4a,] 3
= (1/4a,) 3/4a3x3 - 3(1/4a,) 7/2a§ %2 +
+301/12) "3 x - alyeay?
«3149‘:1 = a4[ (l/4a4)l/4x - a3/4a4] 4
= x4/4 - (1/4-1‘:-14}3/4::13 x3 + (3/2) (l/4a4)3/2a§ xz -
.- (1/4a4)9/4a§ x + (1/256) (ag/a‘z)
ou ainda

Vi(y,z:x) = x2/8 +u/2 x° + v x+ Viy,z ay/42) + R

o
i

1/2 2
= (1/a;} 7 "a, - 3a3/8a,) _ (9)

<
i

(]_/4a4) 1/4(al - a2a3/2a4 + a§/8a§) {(10)

Eliminando o termo independente de x por uma trandacao scbre

valbres da fungao potencial, temps

Vz(y;z) (x) = Vl(y,z} () = Vi, o (may/day)

x4/4 + u/2.x2 +vx + R

i

hiy,z) = (hy{y,2), hy{y,2z)) = (u,v)

determinada por (9) e (10) & localmente um difecmorfismo, pois & de clas

se C~ e sua matriz jacobiana J(h) em (O,zo) tem posto Naximo, .
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(ahl/ay) (0,20) (éhl/s Z) (O,ZO)
J (h) (O'ZO) =

(ahz/ay) (0 ,zo) (3112/3 zZ) (0 ,zo)

onde
k2 22 {2 +2z)
det(J(h) (0,2_)) = - © ©

%0
] /
(L sz )7 4a4(0.zo}]3"4

Assim existem vizinhancas adequadas de (O,ZO) e (0,0) onde vy e

. - [=-] —
Zz podem ser escritos como fungcao ¢ de u e v. Com esta conversao temos

v ) () =V

(y.z )

{u,v)
ou

V3

I 2 '
(,v) ¥) = x" + /2. +vw+R

Nos cbtemos finalmente uma forma candnica para a chamada fun -
cao potencial, truncando a série a ordem 4 em X.

4
4 _ X u 2



2.2 CONCHA ESFERICA RASA

2.2.1 Descricac e Modelo Matematico:

0 modelo matematico basea-se na estrutura montada por

duas hastes gue nermanecem retas, com constante elastica lon-

gitudinal k. Ver fig. 1. Elas giram suavemente sobre dois ei-

xos fixos, a uma distancia 2c e suas extremidades sao presas

por um terceiro eixo de forma a se articularem verticalmente.

Uma forca vertical atua sobre o terceiro eixo de tal forma
balancear o sistema pela tensdao e compressac nas hastes.

A configuracao & descrita para um desvio angular

~“-i/2 < q < n/2
A simetria indica gque temos um equilibrio instavel

e dois estaveis

fig. 1

Seja a =1 - cosa com O ¢« a « 1. A energia total

sistema em uma posicao geral 8 , para uma dada forga &

a

g

do
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lk{ C - c )2

*27'cos o cos 8

- Pefl{tg o« = tg 8)

Removendo Pc.tge que independe de 6, e dividindo pela
constante 2k02 fixa, e escrevendo b = P/2kc, temos a enerdgia

potencial normalizada
V(6,a,b) =[1/2) 1/(1-a) - 1/cos 8]° + b tg & (1)

que depende de uma variivel de comportamento 8 e duas varia -

veis de controle a, b.

0 medelo matematico da fig. 1 & uma andlise global e
pode ser feito sem restricgoes para a pequencs (concha rasa)
ou uma pequena deflexac para q pequeno. Eventualmente, para
um modelo fisico tais restrigoes serdo necessirias para atri-
buir significado real a anialise como por exemplo

2
o

[}

ol =

a << a

Derivando a equagao {l) em relagao a variavel de com

portamento 6 temos {entenda-se por V'{8,a,b) = (aV/38}(8,a,b))

V' (8,a,b) = (L/cos® 8)[b - sen 8{l/cose- l/cos 8)] (2)

v'"({®,a,b) = 2tge.vV' + (1/00849)[1 - 00539/cosa] (3)

v'"{8,a,b)= 2éec2 8.vV' + 2tg g.vV" +
+ (sene/coszg)(4/sen39 -1/cose)
(?)'
(4) el 2 : Wy e o ’
v (8,a,b)=4sec @ (tge.vV' + V") + 2V"'tg 0 +

3

(l/cos3€[4(c0529+55en29)/ cos™8 = (l/coso),

(00529 + 2sen29)]
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272.2 Superficie de Equilibrio:

Se cos & > 0, a superficie de equilibrio V'(8,a,b)=0

nas variaveis 8,a,b & pela equacgao (2)
b = sen 8(1/(1-a) - 1l/cos B) (6}

2.2.3 Limite de Estabilidade:

0s pontos na superficie de equilibrio, dado pela
equagéo (6) para os quais V"(8,a,b) = 0, sao chamados de es-

tabilidade limitada. Pela equagac (3) temos

cosa =1 - a = 00839
que em {6) nos da
b = tg 6
Assim, o limite de estabilidade & dado pela curva di'
ferenciavel

b = tg39 e l-a = cos39 | (7)

LR S P T I Ry
2.2.4 Conjunto de Bifurcacaos:

Nas equagoes (7) , eliminando o parametro -8, obtemos O

conjunto de bifurcagao dado por
b=[1-1-a?% % /a-a (&

se cos B = 3Vl - a <.O.

O conjunto de bifurcacgao dado pela equagao (8) & da-

do na fig. 2.



fig. 2

A superficie de equilibrio & uma superficie plana do
brada né mais significante dominio para (8,a,b) Rsz dada
pela equagao (6). Ver fig.3.

0 limite de estabilidade & a linha curva sobre a su-
perficie, cuja projegao no plano de controle (a,b) R & o
conjunto de bifurcagdo mostrado tambem na fig. 3., como tam-
bém uma secgao da superficie S pelo plano & = 0. Escalas di-
ferentes tem sido usadas nos trés eixos ortogonais da fig. 3
mas escalas iguais sao usadas nos planos dos diagramas nas
fig. 2,4,5. A estabilidade limitada consiste de pontos de
equilibrio "quase sempre" instavel, exceto na origem, poié

sobre a linha dobrada V'" temos

3sen 6/cos 8 A0 se 0 # 0

Como V" > 0 para pontos exteriores em S ao limite de
estabilidade, temos al pontos de equilibrio estavel, V" < 0,
para pontos interiores em S ao limite de estabilidade, onde

temos pontos instaveis,
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2.2.5 Caminhos de Equilibrio para uma dada concha:

Uma regiao tipica & mostrada na fig. 4, onde a linha

[} 1 1 ¢ 13
cheia representa os pontos de equilibrio estavel, e a linha

- . -, #
tracejada, pontos cujo equilibrio e instavel.

S T
-~
~
/ \\ _-%
Tivz ~N
----_-—(—(--—- - -‘:'*'--..

a=1/2, 8 = w/3

wa A
&

fig. 4



Uma forga quase estitica, para um estado natural qual
quer, na diregao de uma Unica flecha, levarad o sistema ao 1li-
mite de estabilidade, onde a forga de eguilibrio assume um
maximo ou um minimo. Desde © ponto do limite de estabilidade,
o sistema & dinamicamente instdvel, tomando lugar a energia
de flambagem, ccmo energia badsica de atracgao, associando ao
sistema um outro equilibrio estdvel, distante, finito, como
indicam as duas flechas duplas na fig. 4. O mecanismo passa
entac por um ciclo de histerese. Tal energia de flambagem po

de por conseguinte ser representada na fig. 3 atraves de um

certo &, para um dado (a,b) € Rz, na linha dobrada. Assim

retas perpendiculares ao plano de.controle interceptam a

superficie de equilibrio em um_ponto se exteriores & cispide.
e, 3 pontos, se interiores a cuspide. Pontos exteriores ao
limite de estabilidade tambem delimitam o dominio de contro-

le de parametros para o qual uma Gnica solugao de equilibrio

& assegurada.

2.2.6 A Secgao de Cruzamento:

A seccdo da superficie de equilibrio com o plano

8 = 0, dita secgéo de cruzamento, & mostrada na fig. 5

(e §

. . + A a = l—bosa
A 0 . Wy

fig. 5
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2.2.7 0 Modelo Candnico:

Para o caso de conchas rasas podemos aproximar Q
equilibrio global, . analisando pequencs valores de a 2 0.

0 conjunto de bifurcagao {8), pode ser aproximado
por |

b = (2a/3)>/%(1 + 5a/4 + g(ad))
que localmente & dado por

27b2 = 8a3

Temos tambem para (7), gquandc b e 6 Sao pequenos ,

que a forma local da linha de dobra &
a2

cuja estabilidade limitada emerge do potencial quadrtico

F(8,a,b) = %.92 - 282+ 2b 8

a gual & uma aproximacao local candnica para (1).Ver Sewell

[e6l.
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2.3 0O ARCO SIMPLES DE EULER

2.3.1 Descricao e Modelo Matemdtico:

O modelo € constituido por duas hastes rigidas, pre -
sas entre si, em suas extremidades por um pivo, qgue permite
movimento angular, como mostra fig. 1. Nas outras extremida-
des duas peguenas esferas deslizam sobre um plans com atrito
desprezivel. Uma mola tende a levd-las a 180°.

Se agora as hastes sao comprimidas com uma forga ho-
rizontal graduada crescente #, quando estag ficam na hori -
zontal B assume um valor critico e dara uma dobra para cima
(ou para baixo), dando lugar a uma catdstrofe no sistema.

Seja agora R fixado, e uma forga vertical graduada ,
crescente o, aplicada no pivdé. O arco estara sujéito a for-
ca a .até cgue alcance o valor critico, e entdo sofrera uma |

mudanca sibita, uma flambagem, como na fig. L. |

O Arco Simples de Euler
fig. 1

Suponhamos agora que o comprimento das hastes seja 1.
e p o mddulo da elasticidade da mola. Inicialmente & assumi

do que o = 0.
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Passamos agora a descCrever o que acontece na vizinhan
¢a do ponto de dobra, onde o0 sistema flamba.

Sejam g = 24 + b, e x o angulo entre as hastes e a
horizontal. Assumimos que o, B © X Sa0 pequenos. Em trés di-
mensoes o« € B sao considerados nos eixos horizontais e deter-
minam o plano de contrele e x no eixo vertical. Seja S o gra-
fico de x como fungao de « , B , a superficie de equilibrio
dada pela equacao 3V/3x = V' = 0, onde V & a energia potenci
al do sistema. Vamos mostrar que S & uma clspide catastrofe ,

comoc mostra fig. 2.
2,3.2 Teorema: O arco flamba quando B8 = Zg.

Demons tracaco: Considerando a variacgao angular igual ao deslo-

camento da mola, pela Lei de Hooke, a energia na mola & dada’
por
u(2x) 2 | (1)
A energia cedida ao sistema pela forga é

asen X {(2)

A energia perdida pelo sistema é
=28 (1 - cosa) (3)

Assim a energia total no sistema é dado por

Y = 2u§2 + agen x - 28(1l - cos x) (4)

A superficie de equilibrio S & dada por

V' = 4ux + aceos x - 28sen x = 0 (5)

A estabilidade limitada & dada por

V" = 4p - asen x - 2Bcos X =0 | (6)
e o ponto de clispide deve satisfazer a equagao

V'" = —gcos X + 2B8sen x = 0 {7
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-

as equacoes (5) e (7) nos da

4 ux =0
Como pu # 0 temos X = 0.Substituindo em (5)
gcos X = 0 a =0

subtiuindo em (6}, temos
4y - 28 = ¢, ou B = 2y.

o gue completa a demonstracaoc.

2,3.3 Teorema: S & uma céspide cetdstrofe.

Demonstracao: Desenvolvendo V em série de Taylor no ponto x=0

temos
V(0) =0
V'(0) = o
VT (0)= 4y ~ 28
V" (0)= -a
v (0) = 28
assim
V(x) = ax + (-4“—572-53—) x% & (;?) x3+%—f§-x4+R

onde R & o resto do desenvolvimento. Substituindo B por 2utb

temos

Vix) = ax - bx2 - EL-x:‘} + EEI%—E x4

3 + R

Quando « = b = 0, temos
4
v=2Lx"4+nr
6
assim 1y # 0, positivo e x obedece a clspide catastrofe.

Podemos eliminar o termo de ordem 3, pela translagéq

de coordenadas
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S B Y T

Por mudanga de coordenadas n3o lineares, através de
equivaléncia de desdobramento pelo Teorema de Mather(3.2.8)

temos V equivalente a

2

4
Ex® +ax-bx

V-5

a cuspide catastrofe.

fig. 2: O caminho em S para um dado arco (1) compressao’
(2) dobra para cima, (3) aplicando a forca,e (4)
flambagem., '



CAPITULO 3

ALGUNS RESULTADOS NA TEORIA DAS CATASTROFES

3.1 A K-DETERMINACAO

Iniciamos introduzindo alguns congeitos de natureza
algébhrica que aparecerao posteriormente,

Consideramos anel come sendo anel comutativo com uni
dade.
3.1.1 Definicao: Um anel local & um anel com um Unico ideal
maximal.
3.1.2 Definicao: Seja A um anel. Um A-modulo M & um grupo
comutative M com respeito a adigao, onde A atua linearmente,
Mais precisamenté & um par (M,$}, onde M & um grupo abeliano
e ¢ uma funcao definida como

$:+AXM » M: (a,x) -+ ax

onde os seguintes axiomas sao validos:

a{x +vy) = ax + ay

(a + byx ax + by

(ab)x = a(bx)

1x = x com a,b & A7 X,y € M
Como de cbstume, 1 representa o elemento unidade do anel,
3..1.3 Definigado: Um submddulo N de um A-modulo M & um sub-
grupo de M fechado em relagao a composicao de elementos de
A. (i.e.: AN C N)
Diremos gque um A-mbdulo M & finitamente gerado se

M = =}a.xX.: X.€ M , & ini
M { % Zal i i » a; € A, soma finita }ﬂ
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0 submodulo N, gerado por x ceer X sera denctado por

l.i'

e %) cu (xi)A

/s, .
Ao contrario do que ocorre na teoria dos espacos ve-
toriais, i.e., dos modules sobre um corpo, a expressao de um
11 vee 1L nac & em ge-

ral Unica, mesmo que o conjunto dos geradores se3ia minimal,

elemento %X, em termos de geradores X

Um ideal I, em um anel A & um submddulo de A, de mo-

do natural.{i.,e.: I & um grupo aditivo que satifaz A.I C A)
3.1.4 Definigao: Um ideal I em um anel A é chamado ideal ma-

ximal se todo ideal J # T com I € J C A, tivermos J = A. E
tambem conhecido que o ideal I & maximal, se e somente se o

anel quociente A/I, & um corpo.

Vamos agora definir uma classe de equivaléncia sobre
. e I !
o conjunto das funcoes € (R ,R), o anel dos dgermes das fun-

coes diferenciaveis de valor real. -

3.1.5 Definigao: Seja c”(M,H) o espago das fungdes diferenci
Avelis entre as variedades diferenciaveis M e N, Se x € M e
f,9 € C (M,N) definimos a sequinte relacao de equivalénciaz
| £~ g se e somente se f|VX = g|VX, para.al-

guma vizinhanca de x, Vx.
Egsta classe de equivaléncia rep:esentada por T & chamada @e
germe de £ no ponto X.

Seja En o conjunto dos germes no pontc 0, das fungoes
Cm(RnrR). As operagoes definidas em I , sao induzidas natural

mente pela operacac da reta, em outras palavras,
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T+3=(+q)~

A

L

H
i

(k£) ™

(f.q)” com ¥, € En' k € Rr

i
ta
"

Desta forma,En & um espago vetorial sobre R, de dimen
sao finita, E, & um anel comutativo com unidade. A unidade &

a fungcac £(x) = 1,

Seja m, o conjunto dos germes de En que se anulam na

origem.
3.1.6 Lema: mo & um anel local com ideal maximal En.

Demonstracac: Seja f € En R Mostremos que

(mnr f)E = E
n

n
isto &, 1 € (mn, f)E . Seja £ um representante de sua classe.
n
Doravante quando nao houver amhiquidade de sentido, indicare-
: i
mos ©s germes pelos seus representantes. Seja V uma Vizinhaﬁ

ca do 0, logo f|V nao & nula. Entao existe 1/f em V, e por -

tanto

T (/) "= (£.1/£)"=1"= 1

Assim M & maximal, e Gnico, pois qualgquer outro ideal I # Eh

esti contido em m_ , o que conclui a demonstragao.

Seja Gn’ o conjunto dos germes difeomorfos em ¢ de
¢ (RY,R™Y, tal que £{(0) = 0, G & um grupg com respeito a\mui
tiplicagao induzida pela composicac, com elemento neutro a
fungdo identidade, e cujo inverso de T € an (f)_l = (f_l}n

_ - !
Daqui para frente, usaremos ao inves de En’ L Gn,

simplesmente E, m, G, dcsdg que claro. :
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© oL h ~ '
As coordenadoa Xyreesr Xy de R’ sgeraoc usadas ambiguamen

te como:
(a) % = (xl,...,xn), como coordenadas;
{h) xi:Rn,D + R,0 a funcao projecao xi(x) = %
(c) X5 S m < E, como germe e
L Lk - .
{(dy 1j X, = X=X, 0 k~-jato deste germe,
3.1.7 Lema: m = (xi""’xn}E’ i.e, m & o ideal de [ gerado pe

los germes x5 -

Demonstracao: Seja £ € m, pelo Teorema da Média

: 1
f(x + h) - £(x) = [, £'(x + th).h dt
Para o ponto 0,sequndo acréscimo em x o desenvolvimento sera

F(x)

f% £ (tx)x dt

I

ln
foiglaf/axi.xi(x) dt

P -
) X, (%) fhf/3x, (tx) dt

1t

) ei.xi(x)

1 : n o .
= 1T € (. -
onde e, IO af/axi(tx) at com e :R° > R, e, . e por

. r aSSlm temOS ( ] P ] 'X )EI
(: e = Y ( —_

conclui a demonstracao.

\ - kK - , . .
3+1.8 Corolario: w’ e o ideal gerado pelos n monomios X, de
grau k, isto &, gerado pelos germes dos mond

. s s s
ips x7 =x-1, ... . xn onde £z, = k.
mios | 1 n | i
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Demonstracgao: Por indugac sobre k.

(i} se k = 1, recaimos no Lema anterior (3.1.7):

(i1} Se kx » 1, o resultado segue, pois

k

m= {f LB fi € m, 1 =1, ... ,k}

l' +« w8 ]—:
com fi =7 eij'xi' uma eguagac linear em n-variaveis Xy lo-
go o produto de k elementos de m € um polindmio homogénio em

X, de grau k, o que conclul a demonstragao.

3.1.9 gg;olé;ig: mk & finitamente gerado E-mhdulo.

-~ = . k 5 . -
Demonstracao: Pelo Corolario anterior, m = (x7) , cujo nume

ro & dado por combinagao dos n-elementos x,, tomados k a k,
logo finitamente gerado. mk e um ideal de E, e como todo ide
al & E-mddulo.

+1

k+l! Jk

Seja Jko quociente E/mk , e J o cuociente m/m

a projecao canonica de E em Jk.
k - , k
3.1.10 Lema: J7 & um anel local com ideal J

~ koo .
Demonstracac: J & um anel quociente de [, e portanto um anel
comutativoe com unidade. Como existe uma correspondéncia 1 a 1

entre os ideais

E Frott o g

U ‘ U

1 - T/t = g

)
K+l |

m

1
seque que J© & um anel local com ideal J.
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3.1.11 Lema: J" & um espaco vetorial sobre F de dimensao fi-

nita.

Demonstracao: Se f € E, sua expansao de Taylor em 0 &

f:f0+fl+'”+fk+ek+l

onde os fi sao polindmios homogénios em X, de grau i,cujos

coeficientes sac as derivadas parciais em 0, e 6P+lE kal.
= rmEtl = : . ~ :
Logo T = F/m e um espaco vetorial sobre £, de dimensao fi

nita, gerado pelos mondmios x, de grau < K.

3.1.12 Definicao: C k-jato de f, que se escreve jkf & defini-

do por

JOF = f o+ £+ ..+ £
a série de Taylor de grau k.

3.1.13 pefinicdo: Dois elementos f,g € £, sdo ditos equivalen

b ' '
tes a direita ("d) se eles pertencem a mes=-

ma Orbita G, isto é

f ~, g <=> existe h € G tal que £ = gh

d

onde a Orbita em G escrita 0., & o conjunto

0., = {g € E/f existe h € G, £ = gh!}

‘£

Usaremos ~ para equivaléncia a direita, quando claro noc con -

texto,

3.1.14 Definicao: Dols elementos f,g € E, sao ditos k-equiva

lentes se tem os mesmos k-Jjatos, isto é;

K k
> Jf =3 g

f =~ g <
k

~ . -~ »
onde ~ sera usado para representar a k-equivalencia,
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3.1.15 Definicao: £ € £ & dito k-determinado se para todo

g € E, f ~ 97 £ ~q 9

3.1.16 Definigao: A determinagdo de f € £, é& o menor inteiro
k, tal que £ & k-determinado, escrito como

det (f} = k.,
Observe que se f & k-determinado, entdoeés-determinado

para todo s > k.

3.1.17 Lema: Se f e k-~determinado, entac todo elemento de sua

orbita & tambem.

Demonstragao: Se f 9 £ ~q 97 mostremos que g & k-deter-

minado.

£ ~q 9 i.e., £ = gd1 com dlE G.8eja g ~1 hi,e.

1

jkg = jkh: ou jk(fdi ) jkh, portanto

il

k. _ .k -1
ITf =9 (fdl dl)
.k -1, .k,
_ .k Lk
=] 4g.] dl
= jkh.jkdl
_ .k
= ] hdl
logo £ ~1 hdl, e poftanto £ ~3 hdl, isto &, existe d2 € Gf tal
que :
f = hdld2
gdl = hdldz
-1
g = hdld2dl

e portanto, finalmente g ~4 h, como aqueriamos.



3.1.18 nefinicao: Seja

A A(f)}

& dito o ideal jacobian

3.1.19 Proposicao: A in

Demonstracao: Sejam b,
temos
Bf/axi =
of/B3y, =
£/3y,
portanto A_ = A
® Y

3.1.20 Lema: Se £ € E
sao invari

terminacgao.

Demongtragac: i) af/ax,

ii)

]
er
C
1

A determinacgao
sideramos o estudo dos
armos o teorema que est

determinagao iremos dem
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f € £, nas éoordenadOS'xi de Rn,

(af/axi,...,af/axn)E

o de £,

depende do sistema de coordenadas.

It

(af/axi) e (Bf/ayi) , assim

k<

(3£/5y5) . (3y, /0x,)

(af/axj).(axj/ayi)

me f£f* = £ - £(0) € m, entao f e f*

antes pelo jacobiano ideal e pela de -

* =
af /axi A

f £* |
g - £(0) = g(0) e £* ~_g* '
g « %% = %% com £(0) = g(0)
& f£* = g*d com £(0) = g(O} e d €6,
© f* .5 g% e £(0) = g(0)
em £, m & equivalente. Doravante con-

k-jatos somente em . Antes de enunci .
abelece condicio suficiente para a k-

onstrar o Lema de Nakayama.
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3.1.21 Lema (Nakayama): Se A & um anel local, T um ideal maxi
mal, M e N, A-modulos (contido em al-

gum outro A-modulo) com M finitamente gerado em A, entao

MCN+ ITM = 11 CHN

Demonstracao: i) Primeiro mostramos para N = 0, isto &

MCTIM = McCO o M=/

Seja M = (Vl""’vr}h’ finitamente gerado, e como
M C IM, temos vi e IM. Agsim
]
V, = )} 8..:Va com a,. €1
L 45,730 ij
ou
JO .. —a. v, =0
3 i3 - Ti3t 3
isto &
(id - M)yv = 0 (1)
onde id & a matriz identidade de ordem r, A = (aij)r' e
v ='(v1,...,vr), Como o determinante de id - a & 1 + a,

a€ ITecomo 1+ a & I, pois caso contrério, comoe ~ae Y
teriamogs (l+a)+(-a) = 1L € I. Como I # A e um ideal maximal ,
1 + a € uma unidade. Logo existe (1 + a)ml e portanto id - A
é nao singular. Assim o sistema (1) tem somente solugao tri-

i = = i - 1 = =
vial, e v (vl,...,vr} 0. Temos finalmente M (vi)A )

ii) para o caso geral consideramos o seguinte quocien

te por N

(M + N)/N < N/ + (IM + N)}/N

e Como

il

T{M + N} /N {ab + NM): ag I, bec M}

it

{fab + ¥ : ae I, Be M}

(1M + N} /N
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Pela primeira parte (i), temos (M + N}/ = 0, e por-

tanto M c N, o que estabelece cste resultado.

3.1.22 Teorema: Se £ €y, e 5 = A(£), entdo

k+ 2 -
m 1 cmtA = f & k-determinado

-~ - . ‘ +
Demonstracao: Nos assuminos que £ €m, e mk i C mza e iremos

mostrar que

se g € W, com f"k g = £ ~q 9

Seja Ft e m definida por
t - 1 r
Fr{x} = (l-t)f({x) + tg(x)
X € Rn, t € R.
0 _ 1 - s 0 1
Como F' = £ e F© = g, e suficiente mostrar que F ~q F -«

ra
Se for possivel mostrar que para todo £ € {9, llexis-

t* t

te uma vizinhanga V,_ tal que se t* € V, entac F~ =~  F ,

t
como [0, 118 compacto e conexo, & possivel cobrir com um niime

ro finito de vizinhancas, e construir £ = gh, h € G por uma

composicao finita.

. - . t .
Lema l: Seja tO e [0, 1}, entao existe D ¢ G con Vto uma, vi-

zinhanca de to, tal que

1) p 0 = identidade

2) FtDt = Fto, para t e V_ -
to

Observacao l: Como pt e G, satisfaz a condigao (2), temos co-

mo anteriormente, pela composigac finita f ~q 9-

Portanto ILema 1 = f ~q 9+

' S o n
Lema 2: Existe um germe D em {p, to), D e C°(R xR,R) com

tO € {0, 11, tal que



(i) D{X,to) = x
{i1i) D{O,t) =90

3o o { I) = ! - E
(iii) F(D(x,t),t) E(\{,to), par.a (x,t) V(O,to)

) - - . n .
Observacao 4: Para uma vizinhanca da origem em R, define-se

D{x,t}) = Dt(x), e por (i1i) como D(2, L) =0,

t n R <

D :RY,0 . R,0

- Rn,tumdifeg

& um germe diferenciavel. Cono Dix,t ) = id:R

morfismo, e como os difeomorfismos sac abertos no espage das

fungoes diferencilveis, existe v, tal que p* & um germe difeo
o

-morfo para t € V_ .

to

Desta forma o Lema 2 = Lema 1.

Lema 3: No Lema 2, substituimos (iii) pela equivalente (iv) ,

onde

a 4
(iv)} gg'(D(x,t),t)aEi(x,t) + gg(p(x,t),t) = 0
1

Demonstracao: (iii) = (iv}. Derivando (iii), obtemos direta

mente {(iv). Reciprocamente, integrando (iv), teros
0 = ft (iv)dt = F(D(x,t),t) -~ F(D(x,t),ty)
o]

que por (i) no Lema 2, nos da F(D{x,t),t} = F(x,t).

Ohservacao 3: Assim Lema 3 = Lema 1

Tema 4: Existe um germe H en (O,to) de uma fungéo diferencié-

vel, He& C (RHXR,RU), tal que

{v) H{O,t) =0

0 F T
(vi) J5e(x,£)H, (x,£). + §50x,8) =0
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Observagao 4: Como D§,t) = (Dy(x,t},...,D (x,t)), pelo Teore-

ma da Existéncia e Unicidade das Equacdes Diferenciais Ordini

rias, a solugao para o problema de equacao diferencial

a8
o = H(D0E),E) - (1)

D(x,t ) = = (2}
onde (2) é condigao inicial para (i) no Lema 2. Como

Hix,t) = (Hl(x,t) P ,Hn(X,t))

e
i - 2
at(X't) - { g‘E}jl(x;t);-oopatDn(Xrt))
temos {1} se e somente se (aDi/Bt)(x,t) = Hi(x,t). Fazendo
D(x,t) = x, para (x,t) € V( ern {vi} temos (iv) ne Ie
o,to) =
ma 3. Como por (v) H(0O,t) = 0 temos que D(0,t) = 0 & uma

particular solugao de (3D/3t){(0,t) = H(D,t) para t € Ve
O 7

o aque nos 43 {ii} no Tema 2.

Assim Lema 4 = Lema 1

n
Denotemos o anel dos germes R xR,(O,tO) - R, por

E ,1- Como E_c E__,, o anel dos germes nao depende de t, e
ainda
F 9F
Q = (a_'_“ I * 8 F ?>-. .
9% a}‘nEn+l |
2 f
Lema 5: mk+l C m7A = m<tL c m29

Observacao 5: Como F{x,t) = (1-~t)f(x) + tg(x),
k+1

L) = g(®) - £(x) ¢ m

pois £ ~q 9 .
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Por hipdtese g-f € et ¢ n’ , portanto
dP 7
5F ° ajbj’ ﬂj Em , bje Q , uma soma finita.
Como bjE R ,temos que
n
€
.é ljﬁ"i' com €4 5 E(n+l)
Logo
dF _ AF T aF
e 7 Lacusns, T L
i,] 1 i=1 i
onde Hi = ng a clj E(n+l)’ que nos da (v1? no Lema 4.
Portanto, Lema 5 = Lema 1.

Nestas condicgoes a demonstragao

completa a condicao de suficiéncia para

do Lema 5, que seque,

a k-determinacao,

Demonstracac ~ Lema 5: Como f£(x,t) = t{g{x} - £({x)) + £{x),
temos
3F _ 9 2
%" 3% —(x) + ta—}—{‘ (g{x) ~ £(x))
i i i
3f k
Sae. T B
i
L _ k+1 _. k
polis t € E(n+l)e £ g € m , portanto (B/axi)(g £} €m
aF 3 F , X X
'5“}'{“.6 . 5’:‘5. + En+1m <+ En+lﬂT
i i
portanto
- K :
C - :
A Q +_[n+lm ! f

Como anteriormente,

poxr M .., O que se entende por:

denotamos o ideal maximal de E

n+l

os germes que s¢ anulam em
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0,t e portar m C om . Mg
(0, O), portanto m ne1s Rgora

k+1 2

i C E(n+l)m (hipotese)

E(n+1}
k

2
17 {0 + E(n+l}m )

C E )"

k+2

C mzﬁ + Efn+l)m

r mk+l
(n+1} " {n+1)

N

m29 4+ m

onde nos aplicamos o Lema de Nakavama {3.1.21) para & = Eul

+1
M = En+lmk C mk+l, finitamente gerado ¢ N = mzﬂ

MCN+ IM = M CHN

- + +
o que da Amk 1 c mzﬂ em particular mk 1 C m2Q o que conclui

a demonstragao da condigao suficiente para a k-determinagao.

3.1.23 Dpefinigao: Um grupo de Lie 5 uma variedade P, de clas-
se €7, dotada de uma estrutura de grupo, on
de as aplicagdes
m:PxP » P:{x,y) » xy
-1

r: - P: x = X

—— [= 3
sao de classe C

3.1.24 Proposicao: 'Gn € um grupo de Lie.

Demonstracao: Com a operagao de composicao G, e um grupo. As

aplicagoes /

m:gxG » G:(f,q) - fg
r: G - G: £ - fql

sdo diferencidveis pois, m & composicao de funcgoes diferencia
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veis, r e a inversa de um difeomorfismo diferenciavel, e

portanto diferencidvel, ambas de classe ¢ .

3.1.25 pefinicao: Uma acac de um grupo de Lie P em uma varie-
dade M & uma aplicacao diferenciavel de clas

se C

satisfazendo a condigao
(xa)b = x(ab), com x & Me a,be P

Esta agao em particular é chamada agao a direita de

P em M.
3.1.26 Definigao: Sejam Pe={g € m:f ~ 9}
O = £6 = {ge m: £ ~q 9}

O conjunto O & chamado orbita de f pela agac de 6 em
m * . :|I

Temos ainda, por exemplo a agao a direita de G em E
dada por

ExG -» E:(f,q9) =+ f£fg

pois

(£g}h = £({gh)
pela composicio, onde £ € E, g,h € G.Temos tambem
Gyxm, = m :{g,£) - gf
& uma acdc i esquerda de G, em m_, pois
{hg) £ = h(gf)
pela composicao, com g,h € Gl e £f € m,
| Assim dizemos aque £ ~q 9 & outra maneira de dizer que

g = th
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Assim, a k-determinacao é na realidade, uma condicao na &rbi

ta Qf de f.

Para concluir o estudo da k-determinacde anresentamos
— s
uma condicao necessaria e suficiente para um germe ser k-de -
terminado. Para alcangarmos tal objetivo, & necessdrio deter-
1 — - - . i g .o -k nk b | N - A 'k

minar o espago tangente a erbita 3f£.C de um k-jate j°f

~ Fk k k - . .
sob a acac de G em J , onde G~ & o conjunto dos k-jatos dos
germes em G,o qual & um grupo de Lie de dimensao finita. Este

- ' . k - . - ~
e o objetivo do teorema que segue, onde J5 & a projecac cano-

. . . Lk .
nica que a cada germe associa o seu k-jato j f, na origem.

Decorre da definicao de k-determinacao, e da defini -

cao de P_ e Q., que se f & k-determinado entao P. © 0p. Seja

£ “Er
1 a projecac natural de m en Jk+l, isto & n(f) = jk+lf, te

mos que H(Pf} C H(Qf). Como Pf poede ser escrito como

temos

0 plano tangente a 1 (P.) em j f = z & dado por

TZ(HBf} = Im

jk+lf k41

Como jk+l(fq} = 2] g, com g € G,1 &€ equivalen-

k+1

I
Tambem i

. =
HQf = 1(£0) = jk+lf.G“+l _ sz+l

te com respeitc a G, G

uma orhita abaixo no grunc de Tie, e portanto uma variedade.

Em particular TZ(HQ) existe .
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N 1
3.1.27 Tcorema: Se { ¢ k-determinado, entao mﬁ+l < mA

£

Para demosntrarmos o Teorema (3.1.27) precisamos pro
. 2

var que o plano tangente a I em z & dado por T{ma).

Lema 1: T {1} = N{ma)

. ¢

~ : t : . . . n
Demonstracgao: Seja d- = id + th, com id a identidade em R,

e h € G, Como R" & aditivo, dado d € G, podemos escrever d =
id + h rnara algum h ¢ G. Assinm dt & um caminho continuo de
germes entre a identidade e h, rmara 0 < t < 1, difeomorfaos ,
para t = 0, 1. Como os difeomorfismos sac abertos no espacgo

das fungoes, existe t_ > 0, tal que a“ €, se t € (0,1,

Assim dt & um caminho em G, gque desloca a identidade, fdt um
caminho em Q que desloca £, Hfdt um caminho em i} que desloca

: - . - r
z, Como malem de um anel maximal de £ & tambem um espago ve

~ f
torial, portanto podemos definir diferenciacao. Assim o ve, -

tor velocidade do caminho d°C em to, & dado por

d

|

t d
n — oy q - ==
tL-fd ) H(dtf(*d+th)) em € 0

o,

En af
= T{ (id+th)h,)
i=1 axi i

M{ma)

pOiS hiE B, © Bf/axi € A.
Esta tangente esta em T_(m), e assim fazendo h percor

rer G para todos os caminhos, tenos

Tz(ﬁQf) - H(mﬂf)
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Demonstracao-Teorena (3.1.27}: Como TP € IO, teros

TZ:(HI’) C TZ(]TO_)

. L+ r 4 -
Como TZ(HP) = T l, temos HmL ! C O(mpa), isto e

k+1 k+2
m C mA + n

assim podemes, usando o Lema de Nakayama (3.1.21) com A = E,
k+1

I =m, M =m e N = mAa, como E & um anel local com ideal
. K+l - .. . .
maximal m, e m e finitamente gerado, concluimos que
k+1
m C mA

o que conclui a demonstragao.

3.1.28 Corolario: £ € E & finitamente deternminado se e somen-

te se mk C Af' para algum k.

Demonstragao: {i) Assumimos gue f é k~determinado, pelo Teore

ma {3.1.27) temos

mk+l T omAh C A

(ii) reciprocamente,

K ~ o k+2 2

. — i
i -l - M - R @

e pelo Teorema {3.1.22), £ & k+1 determinado.

" - 2 - -
3.1.29 Corolario: Se £ € m - m , entao £ e l-determinado,

Demonstracao: £{0) # 0, logo af/axi g m, e

m2A = m2

logo pelo Teorema (3.1.22) f é l-determinado.

;

Assim podemos restringir o nozso estudo a germes em
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3.2 0 DESDOBRAMENTO UnTVERSAL DE UMA STHCULARIDADE

2 , .
Ao estudarmos um germe £ € w~, na origem, ou sim -

nlesmente a sinaularidade
R,0) > (R,0), com DIf(0) =190

esse & introduzido em uma familia de germes a r-parimetros.

r

. n n+ -
Consideremos R C R como subespaco de Rn+r’ onde as ulti

+
mas coordenadas desaparecem, ¢ um ponto P{x,u) € RO por

(xfu) = (Xl;...,XnEul,.f.{.ur)

n
com x € R, u € RE.

3.2.1 Definicao: Um desdobramento de uma singularidade f,

f € min) a r-parametros & um germe FE m(n+r)
onde F|Rn = f. Bste desdobramento sera denotado por (r,F) ou
.

r .
Seja (xo,uo) um ponto nas vizinhancas da origem e

F] = f*

n
R x{u

fu 3
um germe proximo de f = F|Rn, no sentido da topologia de Whit
ney, ao longo de um caminho ligando a origem ao ponto (xo,uo}
f & transformado no germe f*,

sendo possivel definir fungoes entre certos desdobra

mentos, podemos construir classes de desdobramentos, o que

; . ~ n+r . .
pode ser motivado pela observagao que R ¢ fibrado = pela

projecao
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3.2.2 pDefinicao: Sejam (r,F) e {s5,G) dois desdobramentos de f

F_e G, sao ditos localmente cquivalentes se

e}:istem fun?oes
(I_: r . I‘ -+ (J
( o) r X

onde
(I)¢ € E(n+r,n+s), ¢]an 5 = id
(IT)e € E(r,s), Tgé = @,
(TIX) e € mi{r) e F = C4é + ol

r n+g

As condigoes (I) e (II) estabelecem que ¢:Rn+ * R

& representada por

P(x,u) = (4, (x,u),2(w))
pois por (II) o seguinte diagrama comuta,

n+ b
iy . RI‘H-S

R

n | , |
ro
|

n
R R
]

Dado um representante , nos consideramos uma transla-

cao a - u € R' em uma vizinhanga adequada da origem. A transla

— -

¢ao e dada por

au:R + R: £t =+ t + {u)

A condicao {III) na definicao estabelece que o @erme

Fr e Gs assim ge relacionam

F{x,u) = auG {(x,1)

3.2.3 Definicao: A soma de dois desdobramentos (x,F) e (s,G)

de £ € m, & definida como
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! 1=F+C"'.
F + G (1 f)r+s

onde (F+fo)r+s e dado por
(F+G-£) {x,u,v} = I'{x,u} + G(x,v) - f(x}

3.2.4 befinicao: O desdobramento constante £ & definido por

fix,u) = ©(x)

onde temps P + £ =F .
r 3 r+Ss

Na definicao (3.2.2), (III) estabelece que o desdo -~

bramento Fr & determinado por (4,0} e o desdobramento Fs'

3.2.5 Definicao: Seia FS um desdobramento de f e suponhamos
que os germes ¢ € {n+r,n+s) e ¢ € (r,s) sa-

tisfazem (I) e (II) na definicao (3.2.2). Assim se a € (r),

o desdobramento F. dado pela equacgao (III) @& chaﬁado um des-

dobramento de f induzide de Fq por (é,0). |
) |

3.2.5.1 Definigao: Um desdobramento Fr de f & dito versal se

induzidon de F

+nda deadabramanta do £ A )
r

|~

por convenientes (4,a).

3.2.5.2 Exemnlo: Seja £ € (n) uma sinqularidade e hl""'hr_

= m(n) , entao

Fix,u) = £i{x) + ulhl(X) + ...+ urhr(x)

& um desdobramento de £, o qual é a soma dos desdobramentos -

pardmetros

F(x,gi) = f(x) + uihi(x)

3.2.6 Definicdo: Para uma singularidade f, define-se a codi-

mensao de f por
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codim(f) = dim,mn}/A(f)

onde A(f) = (af/axi)E,
3.2.6.1 Exermrnlos: a) Seja f = x3 + y3, entao A(fi = {xz,yz)
e uma hase para m{2)/A{(f) sera {x, v, xv 1}, codim(f) = 3.
h) Seja £ = x3 - xyz, entazo A{f) = (3x2~2xy, xv)
e uma base para m(2)/A(f) sera {x, v, %% & yz},codim(f) = 4
c) Seja £ = x2y + y4, entao A{f) = (xv, x2+4y3) 5

e uma base para m(2}/A(f) sera {x, v, x2, yz}, codim(f) =4

3.2.7 Definicao: Um desdobramento versal {(r,F} com r minimo ,

& chamado desdobramento universal.

O significado e correlagac entre o desdobramento uni
versal e a codimensao torna-se claro no seguinte teorema so-

bre desdobramento conhecido como o Teorema de Mather

3.2_.8 Teorema (Mather):

(I) Uma singularidade £ € p possui um desdobra
mento versal se e somente se a codimensao de £ & finita;
(II) Dois desdohramentos versais a r-parametros

sao isomorfos;

(III) Todo desdobramento versal e isomorfo a

Fr + constante,
onde F & um desdobramente universal;

(IV) Se {hl,...,hr} € m(ny & uma base para m/a,

entao o desdobramento de f definido porx

F{x,u} = £{x) + ulhl(x) + el + urhr(x)
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A demonstragac do Teorema de Mather depende fundamen

talmente da Estabilidade Estrutural de Fungodes Diferenciiveis

a qual nZo sera dada. Para tanto ver[ 13, 14}

3.2.9 Exemplos: (a) Sen = 1 e £(x) = x, entio 5(f) = (275
e m/A(f) tem por hase {x ...,,Xpnz},Jr pois L7y A = A, por
, L
tanto
n-2
F(x,u) = f{x) + up_QXL + ..+ ulx
& um desdobramento universal de xb.
P 2 2
(h) De modo geral, se f£(x) = Xy t X, r oL,.. * X v en-
tao A{f) = (x?ﬁl, x2,...,xn) e portanto seu desdobramento
universal &
_ P2
F(x,u) £{x) + up_le + ... + ulxl

3.2.10 Obhsgervacao: Seja f(xl,...,xr) um germe com desdobra-

mento f + F(xl,...,xr;u) e se !
Q(xr+1,...,xn) & uma forma quadralica nao degenerada nas va-
riaveis X ..,.+.:X , €ntao o desdobramento universal de
L TL IL .

f + Q & dado por
f+Q + F(xl,...,xr;u)

isto porque O pode ser colocado na forma
2 . . 2

atraves de uma conveniente transformagac linear, e portanto.
A (E+0)Y = (A (f), Xr+l""’xn)'
e portanto p/A{f+Q) tem a mesma base gque m/A{£), e a mesma i

dimensao,

Desta forma ao encontrarmos um desdobramento de uma

singularidade, & convenienté primeiro transformar a sinqula=
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ridade de tal modo que © wmaior nlmero possivel de varidveis

sejam separadas em uma forma quadratica nio degenerada,

3.2.11 pefinicao: O co-rosto de uma singularidade £ € m &
definido como o co-posto da matriz Hessia
2 . - - -
na {3 f/axiaxj)(O), iste & da forma quadratica dada pelo

geu 2-jato.

. 2 .
3.2.12 Lema: Se £ € m & uma sinqularidade de co-posto n-r,
entao £ & equivalente a um germe da forma

Q(Xl""’xr) + H{xr+l,...,xn)
onde sz(O) =0 e Q & uma forma quadratica nao degenerada.

Demonstragéo: Para toda singularidade f de co-posto n-r, a-

través de uma transformagao linear conveniente o 2-jato de f

pode ser escrito na forma

2

1 r
Sseja f* a restricio de £ a R, igto & £* = f|Rr ,

j2f(x) = Q(Klroua,}{r) = + X

que contém o 2-jato Q. Pclo Teorema (3.1.22) temos que &
2-determinado. (i.e.: m> m%g = m3), e portanto equivalente
i direita a Q pelo Teorema (3.2.8). Como o desdobramento de
f contém O cujo desdobramento universal & (0,Q), logo £ & um
desdobramento versal de 0. Pelo Teorema (3.2.8) desdobramen-
tos versais de dimensao fixa sho isomorfos, portanto (n-x,0)
é isomorfo a {n-r,f}, isto &, existe H & m{n-r) e um germe

inversivel ¢ € G(n,n) tal que
f¢(xl,...,xn) = Q(xl,...,xr) + H(xr+l,...,xn)

o que conclui a demonstragao do lema conhecido como "Lema da

Particao".
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3.2.13 Teorema: Se o co-posto de £ & r, i.e.: co-posto f =r

entao codim{f) 3(r§l)

Em particular, se

co-posto £ > 3 * codim{f) > 6

Demonstracdo: Se a codim(f) = r, entao usando o Lema da Par-

tigﬁo {3.2.12) existe um sistema de coordenadas para o qual,

r(x) = H(xl,...,xr) + Q(Xr+1""’xn)

COnm sz(O) = 0
Seja jzm(r)/j2(8H/3xi) o espago dos 2-jatos res -
tritos as r-primeiras coordenadas, entao
codim (£) > dim jzm(r)/jz(BH/axi)
Como jzm(r) = r o+ (r;l) e dim jz(aﬂ/axi) < r pois oé
BH/axi geram © espago-vetorial jz(BH/axi). Portanto

codim{f) > dim jzm(r)/jz(BH/axi) > (r;l)



3.3 - A5 SETE CATASTROFES RIEMENTARES

Consideraremos singularidades de codimensac < 4, Se-
ja £ uma singularidade de codim(f) < 4, ou equivalentemente

por (3.2.6} dim, (n)/ (f} < 4, e portanto

R

5
m(n) < A({f)
7 2
wmi{n} < m(n)"A(L)
e por (3.1.22) temos que f & 6-determinado. Desta forma f &
um polindmio de grau < 6 em duas variaveis, a menos de uma
forma quadratica nao degenerada em outras variavels, como
em (3.2.13). Portanto, passamos agora a considerar transfor
macgoes de polindémios de uma forma normal geral usando algu-

mas mudangas de coordenadas.
|

3.3.1 Teoremz- (Thom}: A menos da aaigéo de uma forma quadrg—
tica nao degenerada em outras variaveis
e da multiplicacao por = 1, uma singularidade f de codimen -
sdo < 4 e > 1, & equivalente & direita a uma das seguintes
singularidades com seus respectivos desdobramentos univer -

sals.

codim £ degdobhramento universal nome
3 3
1 X x7 + ux dobra
4 4 Y -
2 X ¥ -ux o+ vx cuspide

5 5 3 2 .
3 X xg + ux 4+ v + wX andorinha
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codim £ desdobramento universal nome
3.3 3 .3 *
3 X +y X +Y T o+ wxy -ux ~vy umbilico
hiparholico

3
3 pe ﬂxyz x3wxy2 +w(x2+y2) -ux -vy umbi 1ico

eliptico
b
4 X x6 + tx4+ux3+vx2+wx borboleta
2 4 2 4 2 L
4 X"y+y Xty +wx2+ty —ux-vy umbilico

parabolico

Demonstracao: Pelo Teorema {(3.2.13) temos duas possibilida-

des para ¢ co-posto de uma singularidade de codimensao < 4,

(1) co-posto £ = 1
portanto £ & equivalente a direita a xn, a menos de uma for

P) o

-~ — .
ma quadratica nao degenerada. Como codim{x p~2, os ger -

mes possiveis sao, a menos de sinal

(2) co-posto £ = 2

portanto por (3.2.13) codim > 3, assim a codimensao de f se

p
ra

codim £ = 3 ou 4

Séja Pix,y) = j3(f), que € um polinomio de grau 3 e
portanto pode ser decomposto nos complexos em trés fat&reé
lineares

Px,y) = (§1x+bly)(a2X+b2y)(a3x+b3y)

As trés possibilidades seguintes serxac discutidas se-

paradamente
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R . 2 .. ‘_
{a) os tres vetores (ai,bi) € C” sao linearmente in

dependentes dois a dois sobre C;

(b) dois deles sao linearmentes independentes, como
por exemplo

_ 2
P(x,vy) = (alx+bly){a2x+b2y)

onde os dois primeiros vetores sao linearmentes independen-
tes, Como P & real ¢ a fatoracao é Unica a menos de constan-

te, consideramos a fatoragao conjugada com OS (aj,bi) reais.

{(c) Todos os (ai'bi) sao dependentes, mas nao nulos.

Desta forma temos

P{x,y} = (ax + by)3 com {a,b) € R2

(d) Pix,y) = 0

Caso f{a):

(i) Consideremos (ai,bi) reais e !

u = alx “+ bly

v o= asx b2y

as novas coordenadas. 0 simbolo (-) representaré equivalén -
cia & direita, Nds temos |
P(x,y) ~xylax + by) com a ¢ b nao nulos

(ax,bv) por (x,y) temos

~(ab)_lxy(x + v).
(ab)l/a(x,y) por (x,y}) temos

~xy{x + V)
2_2/3(x+y,x—y) por - (x,v} temos

2 2

~X{x" - ¥)

~RT - XYy
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Este polinomio & 3-determinade. Uma base para m/A (f)}

- 2 2 - . = ]
e X, v, X +y chamado de eliptico umhilico.
{(ii) Sejam os (ai,bi) complexos conjugados, entao

Pi{x,y) = (alx + bly)(azx + bzy)(azx + Dzy)

O produto dos dois Ultimos fatdres & uma forma qua-
dratica positiva definida, que atraves de uma mudanca linear
de coordenadas adequada prode ser escrita como

P(x,v) ~ (ax + by)(x2 + y2)

Por rotagéo de coordenadas, ax + by pode ser transfor
mado em cx, e x2 + y2 como sendo o quadrade da distancia per-
manece constante

~ cx(x2 + yz)

w4 v?)

i

= X -+ XY

~ X + Y
J o [ HR I o - JUT T S
A R oy L [ T s Ty 13 C\_i LN T R PG Uy 1 = Wi luiag 4 l_)d,;_ - L LW R

(x + v)~ + (x - y}3 = 2x3 + 6xy2 ~ x3 + y3 i

3 3 . .
Desta forma %~ + v e 3-determinado, uma base para

m/A(E) & x, ¥y, Xy, e assim temos obtido o desdobramente do

germe umbilice hiperbolico.

Caso (b): :
2 2
bly)(azx +boy)T o~ xTy

+

P(x,y) = (alx

Tal germe nao € finitamente determinado, pois

ALCY) = (%2, xy)
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- i — . - ) L
nao contem gqualquer potéencia de yv. Como f & finitamente de-
- 2 .
terminado, deve ter um jato nao equivalente a x"vy. Seja k

o maior inteiro para o qual

LK 2
7t - 1Py

podemos entac admitir, sem perda de generalidade cue

k
j f =x2y

e portanto

L+l 2
i f =xYy + hix,y)

onde h & um polindmic homogénio de grau k+1, k > 3.

Consideremos a transformacao
¢(x,v) = (x + a, ¥ + B)

um difeomorfismo onde a , 8 sao homogénios de grau k - 1 > 2

0O jacobiano de ¢ na origem & a identidade, portanto

3j f = x2y + x28 + 2xva + hix,v}

Por mudanga adequada de a, 8 podemos eliminar todos

- T rgmm e AL XL P, . _ I .o
SIrGs em Lo gue 5&0 JdLVisLvels por XY Ol X, O U@ 1us ua

. 2 X+
Jk+lf - Xy + ayk 1
que & claramente k+1 determinado.

£ . XZY + ayk+l

2 k+1
~ Xy +y
Se k = 4 a codimensio de £ & > 5, portanto, k = 3 e
—~ X2y + y4
miltiplicando por =1 e trocando ¥y por -y lLemos
2 4
~ Xy - Y

chamade umbilico hiperhdlico.
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P(x,y)] = (ax + by)3 ~ x3

assim sem perda de generalidade temos

i3 = 3

5% = %3 4 n
onde h & de grau 4. Consideramos gue

dim 5°m(2) = 9

e gue

dim j3(x2+hl,h2)

Y
iy
-

dim 374 (£)

pois hl,h2 possui grau > 3. Desta forma

aim 57 m(2) /B (£} > 5 >4

o que nao satisfaz a nossa hivotese codim(f) < 4.

Cago (d}:
.3

P(x,y) =0 = 37(f) . |

portantoc f € m(2)4, assim aA(f) C m(2)3 e

dimm/a{f) > dim (m(2)/m(2)3} =5 >4,

Este caso tambem nao satisfaz a nossa hipdtese.

Asgim conclui-se a prova do Teorema das Sete Catastro

fes de Thom.
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AP STHNDICE

4.1 A Topologia de Whitney

4.1.1 Definicao: Sejam M e N variedades diferenciaveis.

(i) Denotemos por C¥(M,N) o conjunto das fungoes diferenciaveis
de M em N,

(ii) Fixado um inteiro nao negativo k, seja U o subconjunto aber

to de J‘k (M,N) .Denctemos por M{U) ¢ conjunto
_ o k
bﬁ((U) ={fecCc MN: jf(x) U}

Ohservames que MU N V) = M(U) N M(V)

(iii) a familia dos conjuntos M(U), onde U & um aberto de J’k(M,N)
formam um aberto basico na topologia de ¢®(M,N) . Esta topologia & cha-— ;

{
mada Topologia Ck de Whitney. Denctemos por Wk a familia de subconjunr

tos abertos de C (M,N) na topologia Ck de Whitrey. A topologia c®ae
Whitney em C (M,N) & a topologia cuja base &

W= Uk=0 Wk

Esta & uma boa definig¢do de base, pois

c
W oW, s k <t

o que pode ser visto através da func@o candnica

HE' Jt(M:N) s Fu: ite . Fo

Assim
M(U) = M1 ()]

para todo abertc U em Jk(M,N) .
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Vamos agora descrever uma vizinhanga basica na Topologia C” de
Whitney para f & C7(M,N).

Seja dk uma matrica em Jk (M,N) conqaativel com esta topologia,
que € possivel pois toda variedade & metrizavel, de modo a torni-lo um
espago métrico completo,

Definimos

B (B = {ge MM xen, ¢ G E1m,%w) <60
onde
§ M + R

é uma fungdo continua. Assim B s () & um conjunto aberto para todo §.

Consideremos a fungao continua

ar LN+ R
o > slelo))- a (°F (a(@),0)
T A
com “\Jx.?c)“ %e

e seja U = i\_l(O,m') . Entao U & aberto em Jk(M,N) e B, (£) = Mk(U)

Agora seja W uma vizinhanga aberta de f em C (M,N), e seja V um conjun
t0 gberto em Jk (M, N} ocom |

feMV) CW
e seja

m(x) = inf{q, (0,36(0):0 € o (2 N (RN - V),x € M)

Observeﬁns que m{x) = « se q_l(X) C V. Seja ¢ uma fL]Il(;EO;COE
tinua qualquer, com §(x) < mix}, x € M. £ possivel mostrar que § fe m’
ga0 limitadas scbhre qualquer subconjunto- conpacto em M, por una constan
te positiva. Entao usando Particao da Unidade podemos construir um  §
glchal. Com este &, Bk6 (f} ¢ W. Finalmente, seja y e § duas fungaes

continuas de M em R+. Definindo
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n{x) = min(y(x), §(x))
onde
n:M = R+
& continua e

By (£) = By(£) 0 B, (£)

Esta colegao Bé(f) forma uma vizinhanga basica de £ na topo

logia C de Whitney em C (M,N).
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