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Abstract

This thesis is divided into two parts. In the first part, we will make a probabilistic

approach to the theory of L-harmonic applications on manifolds, we generalize to

this context Theorems of Liouville, Picard, Elworthy and Dirichlet. In the second

part of the work, the goal is to generalize and characterize the concept of diffusion,

martingale and Brownian motion on manifolds that are provided by a family of

metrics and connections which depends smoothly on time.

Resumo

Esta tese está dividida em duas partes. Na primeira parte, faremos uma aborda-

gem probabilística para a teoria de aplicações L-harmônicas em variedades diferen-

ciáveis, passaremos para esse contexto os Teoremas de Liouville, Picard, Elworthy

e Dirichlet. Na segunda parte do trabalho, o objetivo é generalizar e caracterizar o

conceito de difusão, martingale e movimento Browniano em variedades que estejam

munidas por uma família de métricas e conexões que variam diferenciavelmente com

o tempo.
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INTRODUÇÃO

São bem conhecidas as relações entre métricas Riemannianas, operador Laplace-

Beltrami, solução da equação do calor, aplicações harmônicas e o movimento Brow-

niano (que é um processo de difusão com gerador infinitesimal 1
2
∆M). Sabe-se por

exemplo, que é possível caracterizar uma aplicação harmônica através de martingales

e movimento Browniano.

Teorema(P.A, Meyer [43]). Sejam M uma variedade Riemanniana, N uma

variedade diferenciável munida de uma conexão ΓN e F :M → N uma aplicação di-

ferenciável. Então F é harmônica se, e somente, se para todo movimento Browniano

Bt em M , F (Bt) é um ΓN -martingale em N .

Com base nesta caracterização de aplicações harmônicas em termos de objetos

probabilísticos, W.S. Kendall e R.W. Darling, na década de 80, demonstraram com

ferramentas do Cálculo Estocástico, vários resultados interessantes, tais como:

Teorema(de Liouville). Seja M uma variedade Riemanniana tal que exista apli-

cações harmônicas limitada não constante. Seja Br(p) uma bola geodésica regular

em uma variedade Riemanniana N . Se F : M → Br(p) ⊂ N é uma aplicação

harmônica, então F é constante.

Teorema(Uma versão probabilística do Teorema de Picard). Seja M uma va-

riedade Riemanniana com curvatura de Ricci não negativa e seja N uma variedade

Riemanniana com curvatura sectional limitada superiormente por uma constante

negativa −h2. Se F : M → N é harmônica e com dilatação limitada, então F é

constante.
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Teorema(Unicidade do Problema de Dirichlet). Seja M uma variedade Rie-

manniana compacta com fronteira ∂M e B ⊂ N uma bola geodésica regular. Se F

e G são aplicações harmônicas de M em N tal que F = G na fronteira ∂M . Então

F = G em M .

Uma pergunta natural que surge é: Será que podemos obter relações semelhantes

a essas, mas para processos estocásticos mais gerais que o movimento Browniano?

Isto é, para difusões mais gerais que as geradas por 1
2
∆M?

A primeira parte desta tese é dedicada em responder essa pergunta. Para isso,

fizemos um estudo detalhado dos artigos de R.W. Darling, W.S. Kendall e P.A.

Meyer, [9], [10], [11], [32], [33], [34], [35], [36], [43] e [44], que abordam as rela-

ções entre aplicações harmônicas, Γ-martingales e movimento Browniano. Assim

podemos compreender as técnicas utilizadas em suas demonstrações e desta ma-

neira fazer as modificações necessárias para generalizar os teoremas lá obtidos para

o nosso contexto de aplicações L-harmônicas e L-difusões.

O conceito de aplicação L-harmônica em variedades diferenciáveis, foi introdu-

zido e estudado por J. Picard em [40], [41] e [42], a direção do seu estudo foi de

responder questões sobre construções de aplicações L-harmônica com valores fixos

na fronteira da variedade. Este problema por sua vez está relacionado com a cons-

trução de martingales em variedades com valor terminal fixo (isto é, um problema

de Dirichlet não linear). Além de J. Picard, R. Bass em [1] também estudou de ma-

neira probabilística difusões e aplicações L-harmônica, mas no âmbito de equações

diferenciais parciais no espaço euclidiano.

Na segunda parte da tese, vamos estudar processos estocásticos que dependem de

uma família de métrica e/ou conexões que variam diferenciavelmente com o tempo.

Nosso trabalho segue primeiramente na direção de estudar martingales que de-

pendem diferenciavelmente de uma família de conexões. Esse estudo foi feito de

modo independente e sob um ponto de vista diferente ao realizado por Guo, H;

Philipowski, R e A. Thalmaier em [20]. Sob nosso ponto de vista, obtivemos uma

caracterização dos Λ-martingales e algumas fórmulas de integração para esse tipo

de processo, tais como, uma fórmula de conversão Stratonovich-Itô e uma fórmula

geométrica de Itô. Além disso, passaremos para o nosso contexto os resultados de P.

Catuogno e S. Stelmastchuk [50], que caracteriza martingales em fibrados de bases

e fibrados principais.
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Em seguida vamos estudar o g-movimento Browniano, processo este, que é ob-

tido quando restringimos os Λ-martingales para o caso em que a família de conexões

Λ, é uma família de conexões de Levi-Civita, associada a uma família de métricas

Riemannianas g = {g(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,2([0, T ] ×M). O g-movimento

Browniano foi introduzido e estudado em 2008 por A. Coulibaly em [29], este pro-

cesso, tem relação direta com fluxos de curvatura de Ricci e fluxos de curvatura

média, como A. Coulibaly e A. Thalmaier mostram em [30] e [31].

Nossa contribuição para essa teoria, foi primeiramente de apresentar uma defi-

nição alternativa ao de A. Coulibaly, para o g-movimento Browniano, e com isso,

obtivemos algumas fórmulas de integração para esse tipo de processo estocástico.

Uma outra contribuição foi apresentar uma maneira de construir o g-movimento

Browniano em uma superfícies de revolução cuja família de métricas Riemannianas

evolua de modo “comportado”.

Finalizaremos nosso trabalho, estendendo o conceito de g-movimento Browni-

ano. Para isso vamos considerar uma família {L(t)}t∈[0,T ] de operadores elípticos

não degenerados de 2a ordem sem termos constantes, variando diferenciavelmente

com o tempo. E assim, definiremos um processo de difusão gerado por essa família,

no qual intitulamos de L(t)-difusão. Construiremos também o conceito de trans-

porte paralelo estocástico ao longo de uma L(t)-difusão, de modo a mantermos a

propriedade de isometria do transporte paralelo.
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Este trabalho está dividido da seguinte maneira:

No primeiro capítulo, fixaremos notações e apresentaremos apenas as definições

e os resultados necessários de Geometria Riemanniana e Cálculo Estocástico que

serão utilizadas no restante do trabalho.

No Segundo capítulo, introduziremos o conceito de aplicação L-harmônica e fare-

mos um estudo análogo ao que W.S. Kendall e R.W. Darling fizeram para os casos de

martingales, movimento Browniano e aplicações harmônicas em variedades Rieman-

nianas. No entanto, aqui o estudo será feito no âmbito de aplicações L-harmônicas

e L-difusões.

No capítulo 3, vamos estudar martingales que dependem diferenciavelmente de

uma família Λ de conexões afins, no qual intitulamos Λ-martingales. Daremos uma

caracterização dos Λ-martingales e algumas fórmulas de integração para esse tipo de

processo, tais como uma fórmula de conversão Stratonovich-Itô e uma fórmula geo-

métrica de Itô. Além disso, apresentaremos uma caracterização dos Λ-martingales

em fibrados principais e fibrados de bases.

O capítulo 4 é dedicado ao estudo do g-movimento Browniano. Primeiramente

vamos apresentar uma definição alternativa ao de A. Coulibaly, para o g-movimento

Browniano e obter algumas fórmulas de integração para g-movimento Browniano.

Em seguida, apresentaremos uma nova construção deste processo, via mergulho

isométrico. Utilizando essa nova construção faremos uma caracterização do g-

movimento Browniano e mostraremos uma maneira de construir g-movimento Brow-

niano em superfícies de revolução. Por fim, introduziremos o conceito de L(t)-difusão

e de transporte paralelo estocástico ao longo desse processo.

O último capítulo é um apêndice que contém alguns lemas técnicos que utilizamos

nas demonstrações de nossos resultados.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Neste capítulo, vamos apresentar os conceitos essenciais da Geometria Diferencial e

do Cálculo Estocástico que serão utilizados no restante do trabalho. As referências

utilizadas neste capítulo foram M. do Carmo [12], S. Kobayashi e K. Nomizu [48],

E. Hsu [24], B. Oksendal [38], O. Kallenberg [28] e M. Emery [18].

1.1 Geometria Riemanniana

Ao longo desse trabalho o termo diferenciável significará de classe C∞. Além disso,

vamos supor que as variedades diferenciáveis satisfaçam o axioma de Hausdorff e o

axioma da base enumerável.

A tripla (M, g,∇) denotará uma variedade Riemanniana de dimensão n, munida

de sua métrica Riemanniana g e sua conexão de Levi-Civita ∇. Também usaremos

a notação Γ para a conexão de Levi-Civita.

Denotaremos também X (M) o conjunto dos campos de vetores diferenciáveis

definidos em M e por TM o fibrado tangente de M .

O gradiente de uma função f ∈ C∞(M), é o campo vetorial, denotado por ∇f e

definido pela relação g(∇f,X) = X(f), para cadaX ∈ X (M), ondeX(f) representa

df(X).

Dados X, Y ∈ X (M), o colchete de Lie de X por Y , é o campo vetorial [X, Y ]

dado por

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)), para cada f ∈ C∞(M).
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Uma variedade Riemanniana M é dita completa, se para todo p ∈ M , as geo-

désicas α(t) que partem de p, estão definidas para todos os valores do parâmetro

t ∈ R.

Intuitivamente, isto significa que as variedades Riemannianas completas não pos-

suem “furos"ou fronteiras.

Dados p, q ∈ M , a distância entre p e q é definida por d(p, q) = ínfimo dos

comprimentos de todas as curvas diferenciáveis por partes em M unindo p a q.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M, g,∇) é uma correspondência

que associa cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação R(X, Y ) : X (M) → X (M) dada

por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, Z ∈ X (M).

Definiremos agora outros tipos de curvaturas que são importantes no estudo das

variedades Riemannianas.

Dados p ∈ M , σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional de TpM e {u, v} é uma

base qualquer de σ. Definimos a curvatura seccional K(p, σ) de σ em p ∈ M pela

expressão:

K(p, σ) = K(u, v) =
g(R(u, v)v, u)

|u ∧ v|2 .

Agora fixe um vetor unitário v ∈ TpM e complete-o de modo a obter uma base

ortonormal {v1, ..., vn−1, vn = v} de TpM . Assim definimos:

Curvatura de Ricci na direção de v:

Ricp(v) =
n∑

i=1

g(R(vi, v)v, vi), i = 1, ..., n− 1.

Curvatura Escalar em p:

K(p) =
n∑

j=1

Ricp(vj) =
n∑

i,j=1

g(R(vi, vj)vj, vi), j = 1, ..., n.

Um tensor de tipo (m, s) sobre TpM é uma forma (m+ s)-linear

T : TpM
∗ × ...× TpM

∗

︸ ︷︷ ︸
m−fatores

×TpM × ...× TpM︸ ︷︷ ︸
s−fatores

→ R

O espaço vetorial dos tensores de tipo (m, s) sobre TpM será denotado por

Tm,s
p M .
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Um campo de tensores T de tipo (m, s) em uma variedade diferenciável M é

uma correspondência que a cada ponto p ∈ M associa um tensor T (p) ∈ Tm,s
p M .

Um campo de formas lineares é chamado de 1-forma. O conjunto dos campos de

tensores de tipo (m, s) definidos em M será denotado por Γ(Tm,sM).

Seja Br(p) = {q ∈ M |d(p, q) < r} uma bola de raio r e centro em p em uma

variedade Riemanniana completa M . Dizemos que B é uma bola geodésica regular

se:

1) Cada q ∈ Br(p) está conectada com p ∈M por uma única geodésica minimal.

2) As curvaturas seccional em Br(p) são limitadas por uma constante positiva k

e
√
k <

π

2r
.

Sejam (Mn, g) e (M̃n+k, g̃) variedades Riemannianas de dimensões n e n + k,

respectivamente. Uma imersão f :Mn → M̃n+k é dita isométrica se

g(u, v)p = g̃(dfp(u), dfp(v))f(p), (1.1)

para todo p de M e todo u, v ∈ TpM . Dizemos que f é um mergulho isométrico se

f é um mergulho que satisfaz (1.1) para todo p ∈M e todo u, v ∈ TpM .

Teorema 1.1 (Teorema do Mergulho isométrico de Nash). Qualquer variedade Ri-

emanniana n-dimensional, pode ser mergulhada isometricamente em algum espaço

euclidiano R
N com a métrica canônica.

Demonstração: Para uma prova ver [22]. �

Dada uma variedade Riemanniana Mn, consideremos X ∈ X (M), p ∈ M e

{e1, ..., en} uma base ortonormal de TpM . Então definimos o divergente de X em

p ∈M por

divX(p) =
n∑

k=1

g(∇ekX, ek)p.

Dada f ∈ C∞(M), definimos o Laplaciano de f em p ∈M como

∆f(p) = div(∇f)(p) =
n∑

k=1

Ei(Ei(f))(p),

onde {E1, ..., En} é um referencial geodésico em p ∈M .

Em coordenadas locais

∆f =
n∑

i,j=1

gij

(
∂2f

∂xi∂xj
−

n∑

k=1

Γk
ij

∂f

∂xk

)
, (1.2)
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onde gij são os elementos da matriz inversa de (gij).

Denotaremos por P (M,G) o fibrado principal sobre a variedade M , com grupo

de Lie G e projeção π : P →M .

Indicaremos ação à direita de G em P por Rg(p) := pg onde p ∈ P e g ∈ G, e

por g á algebra de Lie de G. Relembre que a ação Rg induz um homomorfismo de

álgebras de Lie σ : g → X (P ). O campo B∗ = σ(B) é chamado campo de vetores

fundamental, para cada B ∈ g.

Um levantamento horizontal H em P (M,G) é uma família de aplicações dife-

renciáveis Hp : Tπ(p)M → TpP tal que π∗ ◦ Hp = IdTπ(p)M e (Rg)∗Hp = Hpg para

quaisquer p ∈ P e g ∈ G.

O levantamento horizontal H é determinado e determina uma única decom-

posição de cada espaço tangente TpP como a soma direta do subespaço vertical

VpP = Ker(π∗(p)) e do espaço horizontal HpP = Im(Hp) em p ∈ P . Essa de-

composição define naturalmente o levantamento horizontal de X ∈ Tπ(p)M como o

único vetor tangente Xh = Hp(X) ∈ HpP tal que π∗(Xh) = X. Para cada p ∈ P ,

σp(g) = VpP assim B∗ é um vetor vertical em TpP . Assim dado Up ∈ TpP , vamos

denotar a parte horizontal e vertical de Up por hUp e vUp respectivamente.

Dado P (M,G) um fibrado principal sobre M com grupo G, munido de um

levantamento horizontal H. A forma conexão ω : TP → g é definida por:

ω(Up) = B,

onde, vUp = B∗
p .

Observe que a forma de conexão ω é uma 1-forma que verifica as seguintes

condições:

1. ω(B∗) = B for B ∈ g,

2. R∗
gω = adg−1ω for g ∈ G,

onde adg : g → g é definido por adg(B) = (Ig)∗B, Ig (aqui Ig é o automorfismo

interno de G, definido por Ig(x) = gxg−1).

Reciprocamente, para cada 1-forma ω de P , que verifica as condições anteriores,

existe um único levantamento horizontal H em P tal que sua forma de conexão é

ω. Para p ∈ P e X ∈ Tπ(p)M , temos que Hp(X) ∈ TpP é a a única solução de

π∗(Hp(X)) = X e ωp(Hp(X)) = 0.
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As conexões que consideraremos aqui serão, conexões sem torsão no fibrado

tangente.

Seja ∇P uma conexão em P (M,G). Dizemos que ∇P é G-invariante se as

translações a direita Rg são aplicações afins para todo g ∈ G.

Seja ω uma forma conexão de P (M,G). Uma conexão G-invariante ∇P em

P (M,G) é projetável se h∇P
XhY

h é projetável para quaisquer campos X e Y em M .

Proposição 1.2 Sejam P (M,G) um fibrado principal e ∇P uma conexão G-invariante

em P (M,G). Então ∇P é projetável se e somente se existe uma única conexão ∇M

em M tal que

h∇P
XhY

h = (∇M
X Y )h

para todos os campos X e Y em M .

Demonstração: Seja ∇P conexão projetável. Definimos ∇M
X Y = π∗∇P

XhY
h,

claramente h∇P
XhY

h = (∇M
X Y )h. Falta provar que ∇M é uma conexão. Isto segue

dos seguintes cálculos: (fX)h = (f ◦ π)Xh, para cada f ∈ C∞(M),

∇M
gX(fY ) = π∗(∇P

(g◦π)Xh(f ◦ π)Y h)

= π∗((g ◦ π)Xh(f ◦ π)Y h + (g ◦ π)(f ◦ π)∇P
XhY

h)

= gX(f)Y + gf∇M
X Y.

A unicidade segue das definições. �

Seja ∇P uma conexão em P (M,G) e ω uma forma conexão de P (M,G). Seguindo

B. O’ Neill [39], descrevemos as magnitudes geométricas de nosso interesse em termos

dos tensores fundamentais T e A. Eles estão definidos por

TUV = h∇P
vUvV + v∇P

vUhV (1.3)

e

AUV = v∇P
hUhV + h∇P

hUvV, (1.4)

para U e V campos em P .

Observamos que a anulação de T significa que as fibras de P (M,G) são total-

mente geodésicas.

Dentre os fibrados principais, o de fibrado de bases se destaca, por ser utilizado

na literatura clássica de cálculo estocástico em variedades para fazer uma construção
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intrínseca do movimento Browniano em variedades Riemannianas. Posteriormente,

utilizaremos estes objetos para construir intrinsecamente as L(t)-difusões. Para mais

detalhes veja as referências Kobayashi e K. Nomizu [48] e E. Hsu [24].

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n e x ∈ M . Definimos a fibra

no ponto x como sendo

F(M)x = {u : Rn → TxM | isomorfismo linear}

e o fibrado de base de M por F(M) =
⋃

x∈M

F(M)x.

Não é difícil verificar que o fibrado de base é um fibrado principal com grupo

estrutural GL(Rn).

Fixado uma métrica Riemanniana, o subconjunto do fibrado de bases formado

pelas isometrias, é denominado fibrado ortonormal de M e denotado por O(M).

1.2 Cálculo Estocástico

Neste seção, apresentaremos uma rápida introdução à teoria do Cálculo Estocástico.

Começaremos a estudar os processos no espaço euclidiano, colocando as definições

básicas até chegar na fórmula de Itô e na teoria de equações diferenciais estocásticas.

Com estes conceitos definidos, faremos uma introdução ao processos e as equações

diferenciais estocásticas em variedades. As referências utilizadas nesta seção foram

B. Oksendal [38], O. Kallenberg [28], E. Hsu [24] e M. Emery [18].

Um processo estocásticoX : Ω×[0, T ] → R
n, é uma família de variáveis aleatórias

{Xt}t∈[0,T ] definida sobre um espaço de probabilidade (Ω,F ,P). Para cada ω ∈ Ω,

a aplicação X(ω) : [0, T ] → R
n, é chamada de trajetória.

Se para quase todo ω ∈ Ω a trajetória X(ω) é contínua, dizemos que o processo

estocástico é contínuo. Se a esperança E(|Xt|) <∞ para todo t ∈ [0, T ], o processo

estocástico é dito integrável.

Uma filtração é uma família {Ft} ⊂ F de σ-álgebra tal que se s ≤ t, então

Fs ⊆ Ft. Um processo X é dito adaptado à filtração F = {Ft} se Xt é Ft-mensurável

para todo t ∈ [0, T ].

Um tempo de parada relativo à filtração F = {Ft}t∈[0,T ] é uma variável aleatória

τ tal que para todo t ∈ [0, T ] o conjunto {ω ∈ Ω; τ(ω) ≤ t} ∈ Ft.
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Um processo estocástico X : Ω × [0, T ) → R é chamado um martingale com

respeito a filtração F , ou um F -martingale se:

(1) X é integrável.

(2) X é adaptado a F .

(3) E[Xt|Fs] = Xs q.c. para todo s ≤ t, s, t ∈ [0, T ).

Se a igualdade em (3) é substituida por ≤ ou ≥ temos o que é chamado de

supermartingale e submartingale, repectivamente.

Um processo X = (X1, ..., Xn) em R
n é martingale se X1, ..., Xn são martingales

unidimensionais.

Um processoX é um martingale local, se ele é adaptado e se existe uma sequência

de tempos de parada (τn)n∈N tal que

i) τn ↑ ∞ q.c.

ii) para cada n ∈ N, Xτn∧t é um martingale.

Note que para todo martingale X, é possível construir uma sequência de tem-

pos de parada que satisfaz as condições i) e ii), portanto, todo martingale é um

martingale local.

Um processo X : Ω× [0, T ] → R
n é um semimartingale contínuo se ele pode ser

escrito como a soma X =M +A onde M é um martingale local contínuo e A é um

processo adaptado, contínuo de variação limitada em intervalos finitos.

Teorema 1.3 Para quaisquer martingales contínuos X e Y , existe q.c. um único

processo contínuo 〈X, Y 〉t de variação limitada em intervalos finitos tal que

1) 〈X, Y 〉0 = 0

2) XY − 〈X, Y 〉 é um martingale.

Tal processo é chamado de variação cruzada de X e Y . Além disso, o processo

〈X, Y 〉 é q.c. simétrico e bilinear. No caso em que X = Y chamamos 〈X,X〉 de

variação quadrática de X.

É possível mostrar que a variação cruzada entre X e Y é dada explicitamente

por

〈X, Y 〉t = lim
|π|→0

n∑

i=0

(Xti+1∧t −Xti∧t)(Yti+1∧t − Yti∧t).
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onde, π = {0 = t0 < t1 < ... < tn = t} é uma partição de [0, t] ⊂ [0, T ] com

|π| = sup |ti+1 − ti|, i = 0, ..., n − 1 a norma da partição π. O limite acima é em

probabilidade.

Utilizaremos a caracterização de Lévy para definirmos o movimento Browniano.

Um martingale contínuo Bt = (B1
t , ..., B

n
t ) com B0 = 0 e 〈Bi

t, B
j
t 〉 = δi,jt, é chamado

movimento Browniano n-dimensional.

Seja Y um semimartingale. Para cada processo X : Ω × [0, T ] → R contínuo e

adaptado, definimos integral de Itô por

∫ t

0

XdY := lim
|π|→0

n∑

i=0

(Xti)(Yti+1∧t − Yti∧t).

Dados X e Y semimartingales contínuos, definimos a integral de Stratonovich de

X com relação a Y por:

∫ t

0

X ◦ dY =

∫ t

0

XdY +
1

2
〈X, Y 〉t, t ≥ 0.

A maior vantagem da integral de Stratonovich para a integral de Itô é que a

integral de Stratonovich segue as regras usuais do Cálculo. No entanto, os processos

estocásticos definidos por integrais de Stratonovich em relação a um martingale não

define em geral um martingale como no caso da integral de Itô.

Apresentaremos agora a principal fórmula do Cálculo Estocástico devido ao ma-

temático Kiyoshi Itô. Esta fórmula tem muitas aplicações no estudo de equações

diferenciais estocásticas como veremos mais adiante.

Teorema 1.4 (Fórmula de Itô). Seja X = (X1, ..., Xn) um semimartingale con-

tínuo em R
n e f ∈ C2(Rn). Então:

f(Xt) = f(X0) +
n∑

i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs)dX

i
s +

1

2

n∑

i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs)d〈X i, Xj〉s.

Proposição 1.5 (Fórmula de Itô para integral de Strotonovich). Para qual-

quer semimartingale contínuo X : Ω×R+ → R
n e para qualquer função f ∈ C3(Rn),

temos

f(Xt) = f(X0) +
n∑

i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) ◦ dX i

s.
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Sejam {Vk}mk=1, campos de vetores diferenciáveis no R
n, Z : Ω× [0, τ ] → R

m um

semimartingale contínuo em R
m e X0 uma variável aleatória em R

n, onde τ é um

tempo de parada. Podemos definir dois tipos de equação diferencial estocástica:

dXt =
m∑

k=1

Vk(Xt)dZ
k
t . (1.5)

e a equação diferencial estocástica de Stratonovich

dXt =
m∑

k=1

Vk(Xt) ◦ dZk
t . (1.6)

Uma solução para a equação (1.5) é um processo estocástico que satisfaça a

equação integral de Itô

Xt = X0 +
m∑

k=1

∫ t

0

Vk(Xs)dZ
k
s . (1.7)

Uma solução para a equação (1.6) é um processo estocástico que satisfaça a equação

integral de Stratonovich

Xt = X0 +
m∑

k=1

∫ t

0

Vk(Xs) ◦ dZk
s . (1.8)

Teorema 1.6 Suponha que os campos V1, ..., Vm da equação diferencial estocástica

Itô(Stratonovich) sejam globalmente Lipschitz. Então existe uma única solução para

cada condição inicial X0 quadrado integrável.

A conversão da integral de Stratonovich na integral de Itô é dada pela equação

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

m∑

k=1

Vkf(Xs)dZ
k
s +

1

2

∫ t

0

m∑

k,l=1

∇Vl
Vkf(Xs)d〈Zk, Z l〉s (1.9)

Utilizando a fórmula de Itô, pode-se demonstrar a seguinte proposição.

Proposição 1.7 Seja X a solução da equação (1.6) e f ∈ C2(Rn). Então

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

m∑

k=1

Vkf(Xs) ◦ dZk
s , 0 ≤ s < e(X). (1.10)

onde e(X) é o tempo de explosão de X.
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Passaremos agora para os processos e equações diferenciais estocásticas em vari-

edades. Para detalhes sobre cálculo estocástico em variedades ver E. Hsu [24] e M.

Emery [18].

Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão n, (Ω,F ,P) um espaço de

probabilidade, τ um F -tempo de parada. Um processo contínuo X : Ω× [0, τ) →M

é um semimartingale contínuo se f(X) for um semimartingale contínuo em R, para

cada f ∈ C∞(M).

Uma equação diferencial estocástica numa variedade M é definida por m-campos

de vetores V1, ..., Vm em M , um semimartingale Z em R
m e um elemento aleatório X0

com valores em M funcionando como condição inicial da solução. Então definimos

a equação diferencial estocástica numa variedade M por:

Xt = X0 +

∫ t

0

Vk(Xs) ◦ dZk
s (1.11)

e referimos a esta equação por SDE(V1, ..., Vm;Z,X0).

Um semimartingale X : Ω × [0, τ) → M é solução de (1.11) até o tempo de

parada τ se para todo f ∈ C∞(M) temos

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

Vkf(Xs) ◦ dZk
s , 0 ≤ t < τ, k = 1, ...,m. (1.12)

A vantagem da formulação de Stratonovich para as equações diferenciais estocás-

ticas em variedades é que esta formulação é invariante por difeomorfismo no seguinte

sentido:

Teorema 1.8 Sejam M e N variedades diferenciáveis e Φ :M → N um difeomor-

fismo. Se X é solução da SDE(V1, ..., Vm;Z,X0) em M , então Φ(X) é solução da

SDE(Φ∗V1, ...,Φ∗Vm;Z,Φ(X0)) em N , onde Φ : X (M) → X (N) é dada por

(Φ∗V )f(y) = V (f ◦ Φ)(x), V ∈ X (M), y = Φ(x).

Demonstração: Ver E. Hsu [24]. �

Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e F uma filtração completa e con-

tínua à direita de F . Um processo estocástico F -adaptado Xt em M é chamado

de processo de difusão gerado por L ou uma L-difusão se Xt é um semimartingale

contínuo em M até o tempo de explosão e(X) e

M f (X)t = f(Xt)− f(X0)−
∫ t

0

Lf(Xs)ds, 0 ≤ t < e(X), (1.13)
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é um F -martingale local para cada f ∈ C∞(M).

Seja M uma variedade Riemanniana. O processo de difusão gerado por 1
2
∆ é

chamado movimento Browniano em M .

Passemos agora às definições de levantamento horizontal estocástico e desenvol-

vimento estocástico.

Considere a equação diferencial estocástica no fibrado de base F(M) munido de

uma conexão.

dUt =
n∑

i=1

Hi(Ut) ◦ dZi
t , (1.14)

onde Z é um semimartingale em R
n e {Hi} são os campos horizontais fundamentais.

Um semimartingale Ut em F(M) é dito horizontal, se existe um semimartin-

gale Zt em R
n que satisfaça a equação (1.14). Neste caso Zt é chamado anti-

desenvolvimento estocástico de Ut.

A solução Ut da equação (1.14), é chamada desenvolvimento estocástico de Zt

em F(M) e sua projeção Xt = πUt é dita, desenvolvimento estocástico de Zt em M .

Seja Xt um semimartingale em M . Um semimartingale horizontal Ut em F(M)

tal que πUt = Xt é chamado de levantamento horizontal estocástico de Xt.

Teorema 1.9 Seja Xt um semimartingale em M e U0 uma variável aleatória em

F(M) tal que πU0 = X0. Então existe um único levantamento horizontal estocástico

Ut de Xt começando em U0.

Demonstração: Ver E. Hsu [24]. �

Seja θ uma 1-forma sobre M e X um semimartingale com valores em M . Se U

é o levantamento horizontal estocástico de X e W é o anti-desenvolvimento. Então

a integral de linha estocástica de θ ao longo do semimartingale X é definido por
∫

X[0,t]

θ =

∫ t

0

θ(Usei) ◦ dW i
s

Vamos agora definir a variação quadrática de um semimartingale com respeito

a um tensor de tipo (0, 2). Seja b ∈ Γ(T 0,2M), assim para cada x ∈ M temos que

b(x) ∈ T ∗
xM ⊗ T ∗

xM = Hom(TxM ⊗ TxM,R).

Sua escalarização b̃(x) : F(M) → R
n∗ ⊗R R

n∗ é definida por

b̃(u)(e, f) = b(x)(ue, uf), u ∈ F(M), e, f ∈ R
n, x = π(u).

15



Seja b ∈ Γ(T 0,2M) e X um semimartingale com valores em M . Seja U o le-

vantamento horizontal estocástico de X e W o seu anti-desenvolvimento. Então a

b-variação quadrática de X é dada por

∫ t

0

b(dXs, dXs) =

∫ t

0

b̃(dWs, dWs),

mais precisamente

∫ t

0

b(dXs, dXs) =
n∑

i,j=1

∫ t

0

b(Usei, Usej)d〈W i,W j〉s.

Proposição 1.10 Seja b ∈ Γ(T 0,2M) e X a solução da equação diferencial estocás-

tica

dXt =
n∑

i=1

Vi(Xt) ◦ dZi
t

Então ∫ t

0

b(dXs, dXs) =

∫ t

0

b(Vi, Vj)(Xs)d〈Zi, Zj〉s.

Demonstração: Ver E. Hsu [24]. �

Em um sistema de coordenada global (xi) em x ∈ M , um tensor b ∈ Γ(T 0,2M)

pode ser escrito como b(x) = bij(x)dx
i⊗dxj, bij = b( ∂

∂xi ,
∂

∂xj ). Assim dado X = (X i)

um semimartingale em M , temos

∫ t

0

b(dXs, dXs) =

∫ t

0

bij(Xs)d〈X i, Xj〉s

Seja M uma variedade diferenciável munida de uma conexão ∇. Um semimartin-

gale Xt com valores em M é chamado de ∇-martingale se seu anti-desenvolvimento

Wt é um martingale local no espaço euclidiano.

Uma definição alternativa para um ∇-martingale, sem referirmos ao anti-desenvol-

vimento, pode ser dada pela seguinte proposição.

Proposição 1.11 Um semimartingale Xt com valores em uma variedade diferen-

ciável (M,∇) é um ∇-martingale se, e somente se,

M f (X)t := f(Xt)− f(X0)−
1

2

∫ t

0

∇2f(dXs, dXs),

é um martingale local para cada f ∈ C∞(M).
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Se x = (xi) é uma carta local em M e Xt = (X i
t) é um semimartingale em M

nessa carta. Então Xt é um ∇-martingale se, e somente se,

X i
t −X i

0 +
1

2

∫ t

0

Γk
ij(Xs)d〈X i, Xj〉s.

é uma martingale local.

Demonstração: Ver E. Hsu [24]. �
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CAPÍTULO 2

UMA ABORDAGEM PROBABILÍSTICA PARA A
TEORIA DAS APLICAÇÕES L-HARMÔNICA

Abordagem que realizamos aqui, foi motivada pelos trabalhos [10], [11], [17], [34] e

[36] de R. Darling, W. Kendall e K. Elworthy que relaciona os conceitos de aplicações

harmônicas, movimento Browniano e martingales. Essa abordagem não havia ainda

sido explorada no contexto de L-difusões e aplicações L-harmônica.

2.1 Aplicações L-Harmônicas

Nesta seção vamos definir e caracterizar de modo probabilístico uma aplicação L-

harmônica em uma variedade Riemanianna, onde L é um operador elíptico não-

degenerado de segunda ordem sem termos constantes.

Vamos começar fixando algumas definições básicas referentes a Geometria de

Schwartz, para detalhes sobre essa teoria veja M. Emery [18].

Definição 2.1 O espaço tangente de segunda ordem em M no ponto x ∈ M , de-

notado por τxM , é o espaço vetorial de todos os operadores diferenciáveis de ordem

no máximo dois sem termo constante em M no ponto x. Os elementos de τxM são

chamados de vetores de segunda ordem.

Observação 2.2 Dados U ⊂M um aberto e (xi) um sistema de coordenadas locais
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de M em x ∈ U , resulta que qualquer L ∈ τxM escreve-se de maneira única como

L =
1

2

n∑

ij=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi

onde, aij e bi são funções diferenciáveis definidas em M com aij = aji.

Seja (M,∇) uma variedade diferenciável munida de uma conexão sem torção. No

contexto da geometria de Schwartz ∇ é interpretada como uma regra que permite

encontrar a parte de primeira ordem dos operadores diferenciáveis de segunda ordem.

Formalmente, denote por ΓM a seção do fibrado vetorial Hom(τM, TM) sobre M

definida por ΓM(X) = X e ΓM(XY ) = ∇XY , onde X, Y ∈ X (M). Também

chamaremos ΓM de conexão em M .

Observe que a conexão ΓM em coordenadas locais, é dada por

ΓM(
∂

∂xi
) =

∂

∂xi
, ΓM(

∂2

∂xi∂xj
) =

n∑

k=1

Γk
ij

∂

∂xk
.

Portanto,

ΓML =
n∑

k=1

(bk +
1

2
Γk
ija

ij)
∂

∂xk
.

Definição 2.3 Sejam M e N variedades diferenciáveis e F :M → N uma aplicação

diferenciável. Definimos a diferencial de 2o ordem de F no ponto x ∈M como sendo

a aplicação F∗(x) : τxM → τF (x)N dada por:

F∗(x)L(g) = L(g ◦ F )(x), para toda g ∈ C∞(N).

Definição 2.4 Sejam (M,∇M) e (N,∇N) variedades diferenciáveis munidas com

suas respectivas conexões e L um operador elíptico não-degenerado de segunda ordem

em M sem termos constantes. Uma aplicação diferenciável F : M → N é dita L-

harmônica se,

ΓN(F∗L) = 0.

Mostraremos mais adiante que o conceito de aplicações L-harmônicas generaliza

o conceito de aplicações harmônicas, e com isso, faremos um estudo análogo ao que

foi feito entre movimento Browniano e aplicações harmônicas, mas agora para o

contexto de aplicações L-harmônicas e L-difusões.

Observe que uma aplicação diferenciável F :M → R é L-harmônica se, LF = 0.
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Lema 2.5 Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M → N uma aplicação

diferenciável. Então para todo L-processo de difusão Xt, F (Xt) é um F∗L-processo

de difusão em N .

Demonstração: Seja Yt = F (Xt), então para cada g ∈ C∞(N), temos

M g(Yt) = g(Yt)− g(Y0)−
∫ t

0

(F∗L)g(Ys)ds,

= g(F (Xt)− g(F (X0))−
∫ t

0

(F∗L)g(F (Xs))ds,

= (g ◦ F )(Xt)− (g ◦ F )(X0)−
∫ t

0

L(g ◦ F )(Xs)ds.

Agora como por hipótese Xt é uma L-difusão, segue que M f (X)t é um martingale

local para toda f ∈ C∞(M), em particular para f = g ◦ F .

Assim, M g◦F (X)t = M g(F (X))t é um ΓM -martingale local para qualquer que

seja g ∈ C∞(N).

Portanto F (X)t é uma F∗L-difusão. �

Teorema 2.6 Seja (M,∇M) uma variedade diferenciável munida de uma conexão

e Xt uma L-difusão em M . Então Xt é um martingale em M se, e somente se,

ΓM(L) = 0.

Demonstração: Suponha que a L-difusão Xt seja um martingale, onde

L =
1

2

n∑

i,j=1

aij
∂2

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

bi
∂

∂xi
.

Considere as funções xi : Rn → R definida por xi(x1, ..., xn) = xi e a função

xixj : Rn → R definida por xixj(x1, ..., xn) = xixj.

Assim se ϕ : U ⊂ M → R
n é uma carta local em M , temos que as funções

fi := xi ◦ ϕ e fij := xixj ◦ ϕ são diferenciáveis em U ⊂M .

Observe ainda que

L(fi) = bi e L(fij) =
1

2
aij.

Como Xt é uma L-difusão temos para cada f ∈ C∞(M) que

f(Xt)− f(X0)−
∫ t

0

Lf(Xs)ds,

20



é um martingale local. Em particular para fi, temos

X i
t −X i

0 −
∫ t

0

bi(Xs))ds, (2.1)

é um martingale local. E para fij, temos:

X i
tX

j
t −X i

tX
j
0 −

1

2

∫ t

0

aij(Xs)ds,

é um martingale local. Usando o Teorema 1.3 tem-se

d〈X i, Xj〉t = aij(Xt)dt. (2.2)

Mas pela Proposição 1.11 temos que

X i
t −X i

0 +
1

2

∫ t

0

Γk
ij(Xs)d〈X i, Xj〉s, (2.3)

é um martingale local. Substituindo (2.2) em (2.3) e comparando com a equação

(2.1), obtemos
1

2
Γk
ija

ij = −bk

Como

ΓML =
n∑

k=1

(bk +
1

2
Γk
ija

ij)
∂

∂xk
.

Segue que ΓM(L) = 0.

Reciprocamente, se ΓM(L) = 0 então 1
2
Γk
ija

ij = −bk, assim dado uma L-difusão

Xt, temos que

f(Xt)− f(X0)−
∫ t

0

Lf(Xs)ds,

é um martingale local. Em particular para fi, temos

X i
t −X i

0 −
∫ t

0

bi(Xs)ds, (2.4)

é um martingale local.

X i
t −X i

0 +
1

2

∫ t

0

Γk
ija

ij(Xs)ds, (2.5)

é um martingale local. Usando o Teorema 1.3 tem-se

d〈X i, Xj〉t = aij(Xt)dt. (2.6)
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Logo,

X i
t −X i

0 +
1

2

∫ t

0

Γk
ij(Xs)d〈X i, Xj〉s, (2.7)

é um martingale local. Portanto Xt é um martingale em M . �

Agora estamos em condições de demonstrar o teorema que caracteriza as aplica-

ções L-harmônicas em termos de objetos probabilísticos.

Teorema 2.7 Sejam M uma variedade Riemanniana, N uma variedade com uma

conexão ∇N , F :M → N diferenciável e L um operador elíptico não-degenerado de

segunda ordem sem termos constantes. Então F é L-harmônica se, e somente se,

para todo L-processo de difusão Xt, F (Xt) é um ∇N -martingale.

Demonstração: Seja F uma aplicação L-harmônica, então por definição

ΓN(F∗L) = 0,

e pelo Teorema 2.6, toda F∗L -difusão é um martingale. Agora pelo Lema 2.5, F (Xt)

é um F∗L-difusão em N . Logo F (Xt) é um ∇N -martingale.

Reciprocamente, dado uma L-difusão Xt, temos por hipótese que F (Xt) é um

ΓN -martingale, mas usando novamente o Lema 2.5, F (Xt) é um F∗L difusão em N ,

logo pelo Teorema anterior ΓN(F∗L) = 0, isto é, F é L-harmônica. �

Como consequência imediata, temos que esta definição de aplicações L-harmônicas

estende o conceito de aplicações harmônicas.

Corolário 2.8 F :M → N é harmônica se, e somente se, F é 1
2
∆-harmônica.

Demonstração: Se F é harmônica então para todo movimento Browniano Bt

em M , tem-se que F (Bt) é um ∇N -martingale em N , isto é, para toda difusão

gerada por 1
2
∆M , F (Bt) é um ∇N -martingale em N . Logo pelo Teorema 2.7 F é

1
2
∆-harmônica.

Por outro lado, se F é 1
2
∆M -harmônica, então novamente pelo Teorema 2.7 toda

difusão gerada por 1
2
∆M , F (Bt) é um ∇N -martingale em N , isto é, todo movimento

Browniano Bt em M , F (Bt) é um ∇N -martingale em N . Portanto segue que F é

harmônica. �
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2.2 Teorema de Liouville, Picard, Elworthy e Diri-

chlet para Aplicações L-Harmônicas

Nesta seção, vamos estender para o contexto de aplicações L-harmônicas os Teo-

remas de Liouville, Picard, Elworthy e Dirichlet contidas nas referências [10], [11],

[17], [34] e [36].

Definição 2.9 Uma variedade Riemanniana completa M tem a propriedade de cou-

pling para uma L-difusão se, para qualquer dois pontos x, y ∈M , podemos construir

sobre o mesmo espaço de probabilidade e para a mesma filtração, duas L-difusões X

e Y começando respectivamente em x e y tal que:

P(Xt = Yt, para algum t ≥ 0) = 1.

Teorema 2.10 Seja M uma variedade Riemanniana completa, tal que todas as

curvaturas de Ricci sejam não negativas. Então M possui a propriedade de coupling

para L-difusão, onde L = 1
2
∆M + Z, sendo Z um campo de vetores em M tal que

|Z(x)| ≤ m para alguma constante positiva m, x ∈M .

Demonstração: Ver M. Cranston [6]. �

Exemplo 2.11 O resultado acima não é válido, para qualquer operador elíptico.

Por exemplo se considerarmos uma difusão Xt no plano começando em x = (x1, x2),

cujo gerador infinitesimal seja dado por L =
∂2

∂x21
, temos que, para pontos da forma,

y = (y1, y2) com x2 6= y2, não existe uma outra L-difusão Yt iniciando em y tal que

P(Xt = Yt, para algum t ≥ 0) = 1.

Para o que se segue L = 1
2
∆M + Z.

Teorema 2.12 (Teorema de Liouville para aplicações L-harmônicas).

Seja M uma variedade Riemanniana que possua a propriedade de coupling para

difusão e Br(p) uma bola geodésica regular em uma variedade Riemanniana completa

N . Se F :M → B é uma aplicação L-harmônica, então F é constante.
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Demonstração: Dado um ponto arbitrário x0 ∈ M , considere X uma L-difusão

começando em x0, assim Y = F (X) é um Γ-martingale em N , contido na bola

geodésica regular Br(p).

Agora pela Proposição A.1 temos que Y converge e por W. Kendall [36] esse

limite Y∞ é não aleatório, isto é, não depende do ω ∈ Ω. Assim pelo Teorema de

Liouville para Γ-martingale Proposição A.2, Y é constante e não aleatório. Logo

Yt = F (Xt) = F (x0) = p para cada t. Assim provamos que para qualquer ponto em

M sobre a difusão X tem sempre a mesma imagem.

Considere um ponto arbitrário x̃0 6= x0 ∈M e tal que a difusão X não passe por

x̃0. Seja X̃ uma L-difusão começando em x̃0, que seja um coupling de X. Assim

existe T ∈ [0,∞) tal que X̃T ≡ XT .

Agora utilizando os mesmos argumentos acima, temos que Ỹ = F (X̃) é um

Γ-martingale constante e não aleatório. Logo F (X̃) = q, para cada t ≥ 0. Assim

F (x̃0) = q = F (X̃T ) = F (XT ) = p = F (x0).

Portanto, F é constante. �

Teorema 2.13 (Teorema de Picard para aplicações L-harmônicas).

Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci não negativa e seja

N uma variedade Riemanniana com curvatura sectional limitada superiormente por

uma constante negativa −h2 < 0. Se F : M → N é L-harmônica e com dilatação

limitada, então F é constante.

Demonstração:

Tome dois pontos arbitrários x0 6= y0 ∈ M . Agora como M tem curvatura

de Ricci não negativa, temos pelo Teorema 2.10, que M possui a propriedade de

coupling para difusão, assim dada uma L-difusão X começando em x0, podemos

construir uma L-difusão Y começando em Y0, tal que Xt = Yt para algum t ∈ [0,∞).

Usando o fato de que F é L-harmônica e o Teorema A.9 (veja o apêndice), temos

que F (X) e F (Y ) são Γ-martingales de dilatação limitada em N com

P{F (Xt) = F (Yt), para algum t} = 1,

pois Xt = Yt para algum t ∈ [0,∞).
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Agora se F (X0) 6= F (Y0) teremos uma contradição com o Teorema A.10.

Portanto F (x0) = F (X0) = F (Y0) = F (y0), pela arbitrariedade de x0, y0 ∈ M

segue que F é constante. �

O próximo resultado é um tipo de fatoração de Elworthy [17], mas agora para o

caso de aplicações L-harmônicas e L-difusões.

Teorema 2.14 (Fatoração de Elworthy para aplicações L-harmônicas)

Sejam N uma variedade Riemanniana completa simplesmente conexa com cur-

vatura limitada superiormente por uma constante negativa −h2. Se M1 é uma vari-

edade Riemanniana que possua curvatura de Ricci não negativa, e M2 é uma varie-

dade Riemanniana qualquer. Se a aplicação F : M1 ×M2 → N é L-harmônica, de

dilatação limitada e tem uma fatoração própria como indicada no diagrama abaixo.

M1 ×M2
F //

π2

��

N

M2

F̃

::

Então a aplicação induzida F̃ :M2 → N é L-harmônica, onde π2 :M1 ×M2 →M2

é a projeção.

Demonstração:

Como M1, tem curvatura de Ricci não negativa, temos pelo Teorema 2.10, que

M1 possui a propriedade de coupling para difusão, assim construimos difusões X e

X̃ começando em x0 e x̃0 tal que X esteja em coupling com X̃.

Agora tome uma difusão Y em M2 começando em y0 ∈M2. Assim os processos

(X, Y ) e (X̃, Y ) são difusões em M1 ×M2 começando respectivamente em (x0, y0) e

(x̃0, y0) tal que (X, Y ) está em coupling com (X̃, Y ).

Usando a hipótese de que F : M1 × M2 → N é L-harmônica, de dilatação

limitada, segue-se que F (X, Y ) e F (X̃, Y ) são Γ-martingales de dilatação limitada

e pelo Teorema de Picard acima tem-se F (x0, y0) = F (x̃0, y0).

Isto mostra que F̃ está bem definida, onde F = F̃ ◦π2. Além disso, para qualquer

L-difusão Y em M2 temos que o Γ-martingale

F̃ (Y ) = (F̃ ◦ π2)(X, Y ) = F (X, Y ) = Γ-martingale.
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Portanto pelo Teorema 2.7, F̃ e L-harmônica. �

Agora vamos estender o Teorema de unicidade de Dirichlet para o contexto de

aplicações L-harmônicas.

Teorema 2.15 (Unicidade do Problema de Dirichlet para aplicações L-harmônicas).

Sejam M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira ∂M , N uma va-

riedade Riemanniana simplesmente conexa com curvatura de sectional não positiva

e F,G :M → N , L-harmônicas tais que F = G na fronteira ∂M . Então F = G em

todo M .

Demonstração:

Primeiramente vamos provar o resultado para uma bola geodésica regular B ⊂ N .

Seja x ∈ M um ponto arbitrário de M , vamos mostrar que F (x) = G(x). Dada

um L-difusão Xt em M começando em x, temos pela hipótese de F ser L-harmônica

que F (Xt) e G(Xt) são dois Γ-martingale em B.

Além disso, no tempo T tal que XT ∈ ∂M , tem-se que F (XT ) = G(XT ), logo

pelo Teorema A.3, tem-se que, F (x) = G(x).

Agora basta observar que dado uma L-difusão Xt em M começando em x, F (Xt)

e G(Xt) são Γ-martingales na região compacta F (M) ∪G(M) ⊂ N.

Portanto, usando a compacidade segue o resultado. �

Teorema 2.16 Seja F : M → B ⊂ N uma aplicação mensurável definida em uma

variedade Riemanniana com bordo a valores em uma bola geodésica de uma variedade

Riemanniana N . Suponha que F seja L-harmônica. Então F é contínua no interior

de M

Demonstração:

Seja uma L-difusão X1 começando em m1. Dado um ponto arbitrário m2 ∈ M ,

considere a L-difusão X2 começando em m2 que seja coupling de X1 e adaptado a

filtração dada pela σ-álgebra gerada por X1, assim existe um tempo T < ∞ onde

X1 e X2 se encontram.

Tome uma aplicação Ψ como no Lema A.7 (veja o apêndice), assim utilizando

o fato de que F é L-hamônica tem-se que F (X1) e F (X2) são Γ-martingales, e
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utilizando a convexidade de Ψ obtemos que o processo Z = Ψ(F (X1), F (X2)), é um

submartingale limitado e não negativo, e pelo Lema A.5 o processo (F (X1), F (X2))

é um Γ-martingale em B × B.

Se F (m1) 6= F (m2), então Z(0) = Ψ(F (m1), F (m2)) > 0 e pela propriedade de

submartingale

Z(0) ≤ E[Z(T ∧ 1)] = E[Z(1);T > 1].

Agora Z(1) é limitada pelo supΨ assim

Ψ(F (m1), F (m2)) = Z(0) ≤ (supΨ)P[T > 1].

O resultado segue se mostramos que P[T > 1] → 0 quando m2 → m1 em M , pois

neste caso, isto implica que, Ψ(F (m1), F (m2)) → 0 e então pelo Lema A.7 podemos

concluir que F (m1) → F (m2).

Essa convergência desejada segue da construção do coupling X2 da difusão X1

feita em M. Cranston [6]. �

Podemos caracterizar probabilisticamente uma solução da equação “generalizada

do calor”.

Teorema 2.17 Seja M uma variedade Riemanniana e F : M × [0, T ] → R uma

aplicação diferenciável. Então F é uma solução da equação generalizada do calor
∂F
∂t
(x, t) = LF (x, t) se, e somente se, para toda L-difusão Xt, F (Xt, T − t) é um

martingale.

Demonstração:

Seja ϕ : U ⊂M → R
n uma carta local, denotaremos por

xi : Rn → R a função dada por xi(x1, ..., xn) = xi

xixj : Rn → R a função definida por xixj(x1, ..., xn) = xixj.

Assim se ϕ : U ⊂ M → R
n é uma carta local em M , temos que as funções

fi := xi ◦ ϕ e fij := xixj ◦ ϕ são diferenciáveis em U ⊂M .

Considere Xt = (X1
t , ..., X

n
t ) uma L-difusão escrita nessa carta local de modo

que

X0 = (0, ..., 0) e L =
1

2

n∑

i,j=1

aij
∂2

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

bi
∂

∂xi
.
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Observe que

L(fi) = bi e L(fij) =
1

2
aij.

além disso, como Xt é uma L-difusão temos para cada f ∈ C∞(Rn) que

f(Xt)− f(X0)−
∫ t

0

Lf(Xs)ds = martingale local.

Em particular para fi, temos

X i
t −X i

0 −
∫ t

0

L(xi(Xs))ds = martingale local,

Logo,

dX i
t = Lxi(Xt)dt+ d〈martingale local〉 (2.8)

Repetindo o procedimento acima, mas agora com fij temos,

X i
tX

j
t −X i

0X
j
0 −

∫ t

0

Lfij(Xs)ds = martingale local,

Portanto, pelo Teorema 1.3 tem-se
∫ t

0

Lfij(Xs)ds = 〈X i, Xj〉t, isto é,

d〈X i, Xj〉t = Lfij(Xt)dt (2.9)

Pela fórmula de Itô temos que:

F (Xt, T − t) = F (X0, T ) +
n∑

i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(Xs, T − s)dX i

s

+
1

2

n∑

i,j=1

∫ t

0

∂2

∂xi∂xj
F (Xs, T − s)d〈X i, Xj〉s +

∫ t

0

−∂F
∂t

(Xs, T − s)ds

Usando as equações (2.8) e (2.9) obtemos

F (Xt, T−t)−F (X0, T ) =
n∑

i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(Xs, T−s)[Lfi(Xs)ds+d〈martingale local〉]

+
1

2

n∑

i,j=1

∫ t

0

∂2F

∂xi∂xj
(Xs, T − s)Lfij(Xs)ds+

∫ t

0

−∂F
∂t

(Xs, T − s)ds

= martingale+
n∑

i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(Xs, T − s)bi(Xs)ds

+
1

2

n∑

i,j=1

∫ t

0

∂2F

∂xi∂xj
(Xs, T − s)aij(Xs)ds+

∫ t

0

−∂F
∂t

(Xs, T − s)ds
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= martingale+

∫ T−t

0

LF (Xs, s)ds+

∫ T−t

0

−∂F
∂s

(Xs, s)ds

Mas por hipótese
∂F

∂t
(x, t) = LF (x, t). Portanto F (Xt, T − t) é um martingale.

Para a reciproca, suponha agora que F (Xt, T − t) é um martingale para toda

L-difusão Xt, então:

Pela fórmula de Itô, a parte de variação limitada tem que ser zero, isto é,

∫ t

0

LF (Xs, T − s)ds+

∫ t

0

−∂F
∂t

(Xs, T − s)ds = 0, ∀t ∈ [0, T ].

Portanto,
∂F

∂t
(x, t) = LF (x, t). �
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CAPÍTULO 3

MARTINGALES DEPENDENDO
DIFERENCIAVELMENTE DE UMA FAMÍLIA DE

CONEXÕES

Aqui inicia-se a segunda parte da tese, cujo objetivo é estudar processos estocástico

que dependem diferenciavelmente de uma família de “objetos” que variam diferen-

ciavelmente com o tempo. Neste capítulo vamos estudar martingales que depen-

dem diferenciavelmente de uma família Λ de conexões afins, no qual intitulamos

Λ-martingales. Daremos uma caracterização dos Λ-martingales e algumas fórmu-

las de integração para esse tipo de processo, tais como uma fórmula de conversão

Stratonovich-Itô e uma fórmula geométrica de Itô. Além disso, apresentaremos uma

caracterização dos Λ-martingales em fibrados principais e fibrados de bases.

3.1 Λ-Martingales

No caso em que a conexão é fixa, M. Emery [18] e P. A. Meyer [43] mostrou as

seguintes fórmulas de conversão de Stratonovich-Itô,
∫ t

0

α ◦ dXs =

∫ t

0

αi(Xs)dX
i
s +

1

2

∂αi

∂xj
(Xs)d < X i, Xj >s,

∫ t

0

αd∇Xs =

∫ t

0

αi(Xs)(dX
i
s +

1

4
(Γi

jk + Γi
kj)(Xs)d < Xj, Xk >s)

onde Γi
jk são os símbolos de Christoffel, Xt é um semimartingale em M e α é um

1-forma em M .
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Além disso, as seguintes fórmulas de transformação para as integrais de Strato-

novich e a integral quadrática são bem conhecidas do cálculo estocástico, ver por

exemplo M. Emery [18] e E. Hsu [24].

Sejam M e N variedades diferenciaveis, α uma seção de TN∗, b uma seção de

T (2,0)N e F :M → N uma aplicação diferenciável.
∫ t

0

α ◦ dF (X) =

∫ t

0

F ∗α ◦ dX (3.1)

e ∫ t

0

b (dF (X), dF (X)) =

∫ t

0

F ∗b (dX, dX). (3.2)

onde F ∗α ∈ TM∗ e F ∗b ∈ T (0,2)M representam o pull-back de α e b respectivamente.

No caso de M e N estejam munidas com conexões ∇ e ∇′ respectivamente, temos

a seguinte fórmula geométrica de Itô, ver P. Catuogno [5]:
∫
αd∇

′

F (X) =

∫
F ∗αd∇X +

1

2

∫
β∗
Fα(dX, dX) (3.3)

onde βF é a segunda forma fundamental de F . Para as integrais Itô temos a seguinte

fórmula de transformação.

Agora mostraremos estas fórmulas de conversão de Stratonovich-Itô e a fórmula

geométrica de Itô, para o contexto em que a variedade diferenciável M está munida

de uma família de conexões Λ = {∇(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,1([0, T ]×M).

Definição 3.1 Seja (Ω, (F)t≥0,F ,P) um espaço de probabilidade filtrado e M uma

variedade diferenciável munida de uma família de conexões Λ = {∇(t); t ∈ [0, T ]}
de classe C1,1([0, T ] ×M). Um semimartingale X em M é dito um Λ-martingale

ou ∇(t)-martingale, se para qualquer α ∈ Γ(TM∗) a integral de Itô

∫
αdΛX é um

martingale local.

Proposição 3.2 Seja M uma variedade diferenciável munida de uma família de

conexões Λ = {∇(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,1([0, T ]×M) e α uma seção de TM∗.

Então vale a seguinte fórmula de conversão Stratonovich-Itô:
∫ t

0

α ◦ dΛXs =

∫ t

0

αdΛXs +
1

2

∫ t

0

∇(s)α (dXs, dXs). (3.4)

Demonstração: Seja (U, xi) um sistema de coordenadas local de M . Observamos

que se αx = αi(x)dx
i então

∇(s)α = (
∂αi

∂xj
− 1

2
(Γi

jk(s) + Γi
kj(s)))dx

j ⊙ dxk.
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Aplicando as definições, temos que

α ◦ dXs = αi(Xs)dX
i
s +

1

2

∂αi

∂xj
(Xs)d < X i, Xj >s

= αi(Xs)(dX
i
s +

1

4
(Γi

jk(s) + Γi
kj(s))(Xs)d < Xj, Xk >s)

+
1

2
(
∂αi

∂xj
(Xs)−

1

2
(Γi

jk(s) + Γi
kj(s))(Xs))d < Xj, Xk >s

= αdΛXs +
1

2
∇(s)α(dXs, dXs).

�

Dada uma variedade diferenciável M munida de uma família de conexões afins

Λ = {∇(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,1([0, T ] ×M) e f ∈ C∞(M), podemos definir o

Λ-Hessiano de f ou Hess(s)f como sendo uma seção de T (2,0)M definida por

Hess(s)f = ∇(s)df.

Proposição 3.3 Sejam M e N variedades diferenciáveis providas respectivamente

de uma família de conexões Λ = {∇(t); t ∈ [0, T ]} e Λ′ = {∇′(t); t ∈ [0, T ]} ambas

de classe C1,1([0, T ] ×M) e F : M → N uma aplicação diferenciável. Então para

qualquer seção α de TN∗ temos a seguinte fórmula geométrica de Itô:

∫ t

0

α dΛ
′

F (Xs) =

∫ t

0

F ∗α dΛXs +
1

2

∫ t

0

βΛ,Λ′F (s)∗α (dXs, dXs), (3.5)

onde βΛ,Λ′F (s) é a segunda forma fundamental de F em relação a ∇(s) e ∇′(s).

Demonstração: Aplicando a fórmula de conversão Stratonovich-Itô e as fórmulas

de transformação para as integrais de Stratonovich e quadrática, temos que:

∫ t

0

α dΛ
′

F (Xs) =

∫ t

0

α ◦ dΛ′

F (Xs)−
1

2

∫ t

0

∇′(s)α (dF (Xs), dF (Xs))

=

∫ t

0

F ∗α ◦ dΛXs −
1

2

∫ t

0

F ∗∇′(s)α (dXs, dXs)

=

∫ t

0

F ∗αdΛXs +
1

2

∫ t

0

(∇(s)F ∗α− F ∗∇′(s)α) (dXs, dXs)

=

∫ t

0

F ∗α dΛXs +
1

2

∫ t

0

βΛ,Λ′F (s)∗α (dXs, dXs).

�
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A proposição a seguir caracteriza os Λ-martingale e mostra a equivalência entre

nossa definição de Λ-martingale e a definição de ∇(t)-martingale de A. Thalmaier

[20].

Proposição 3.4 Seja M uma variedade diferenciável munida de uma família de

conexões Λ = {∇(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,1([0, T ]×M) e X um semimartingale

contínuo com valores em M . Então X é um Λ-martingale se, e somente se, para

qualquer f ∈ C∞(M),

f(Xt)− f(X0)−
1

2

∫ t

0

Hess(s)f (dXs, dXs)

é um martingale local.

Demonstração:

Se X é um Λ-martingale, aplicando a fórmula de conversão temos que

f(Xt)− f(X0)−
1

2

∫ t

0

Hess(s)f (dXs, dXs) =

∫ t

0

dfdΛXs.

Que por hipótese é um martingale local.

Reciprocamente, consideramos α uma 1-forma em M . Seja (U, xi) um sistema

de coordenadas local em M . Em relação a este sistema de coordenadas temos que

a 1-forma α pode ser escrita como αx = αi(x)dx
i. Observamos que por hipótese

X i
t −X i

0 −
1

2

∫ t

0

Hess(r)xi (dXr, dXr)

é um martingale local. Logo
∫ t

0

αdΛXs =

∫ t

0

αi(Xs)d
Λ(X i

s −X i
0 −

1

2

∫ s

0

Hess(r)xi (dXr, dXr))

é um martingale local. �

3.2 Λ-Martingales em Fibrados

Nesta seção passaremos para o contexto de Λ-martingales os resultados de P. Ca-

tuogno e S. Stelmastchuk [50], que traz caracterizações de ∇c e ∇h-martingales em

fibrados de bases. Além disso, apresentaremos uma caracterização dos Λ-martingales

em fibrados principais.
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Existem várias maneiras de estender uma conexão ∇ de M para O(M). Estamos

particularmente interessados no levantamento canônico ∇c e no levantamento hori-

zontal ∇h. O levantamento canônico e horizontal de uma conexão linear de M para

F(M) foi introduzida e estudada por Cordero e De Leon em [37]. Seja X, Y ∈ X (M)

e A,B ∈ gl(n). Considerando, A∗ o vetor vertical em O(M) dado por

A∗(u) =
d

dt
(u exp (tA))|t=0.

com u exp (tA) a curva em O(M) que em t = 0 passa por u. E considerando XH o

levantamento horizontal do campo A ∈ X (M), tem-se que o levantamento canônico

∇c e o levantamento horizontal ∇h são completamente definidos pelas relações:





∇c
A∗B∗

p = (AB)∗p
∇c

A∗XH
p = (p ◦ T (·, X) ◦ p−1 ◦ A)∗p

∇c
XHB

∗
p = 0

∇c
XHY

H
p = (∇XY )Hp + γ(R(·, X)Y − (∇XT )(Y, ·))p

(3.6)





∇h
A∗B∗

p = (AB)∗p
∇h

A∗XH
p = (p ◦ T (·, X) ◦ p−1 ◦ A)∗p

∇h
XHB

∗
p = 0

∇h
XHY

H
p = (∇XY )Hp

(3.7)

Teorema 3.5 Seja M uma variedade diferenciável munida de uma família de co-

nexões simétricas {∇(t)}t∈[0,T ] e Ut um semimartingale em F(M). Se π ◦ Ut é um

∇(t)-martingale em M , então Ut é um ∇h(t)-martingale em F(M).

Demonstração:

Seja η ∈ Γ(TF(M)∗). Uma vez que o C∞-módulo Γ(TF(M)∗) é gerado por ω e

pelas formas diferenciáveis π∗α ∈ Γ(TM∗), temos que η é uma combinação linear das

formas diferenciáveis fπ∗α e hω com f, h ∈ C∞(F(M)). Como para cada t ∈ [0, T ],
∫
hωd∇

h(t)U =

∫
h(U)d(

∫
ωd∇

h(t)U)

é um martingale local que satisfaz
∫
fπ∗α d∇

h(t)U =

∫
f(U)d(

∫
π∗αd∇

h(t)U)

Para mostrar que
∫
ηd∇

h(t)U, é um martingale local é suficiente mostrar que

∫
π∗αd∇

h(t)U, é um martingale local.
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Analisando, a fórmula geométrica de Itô, junto com o fato de que βπ = 0 temos
∫
π∗αd∇

h(t)U =

∫
αd∇(t)(π ◦ U)

mas π ◦ U = X, é por hipótese um ∇(t)-martingale, logo
∫
αd∇(π ◦ U) é um martingale local.

Portanto o ∇(t)-levantamento horizontal estocástico Ut é um ∇h(t)-martingale

em F(M). �

O objetivo agora é obter uma caracterização dos ΛP -martingales em fibrados

principais. Seja P (M,G) um fibrado principal sobre M com grupo G e projeção

π : P → M . Para o que se segue utilizaremos as notações expostas no primeiro

capítulo seção 1.1 e para detalhes consulte S. Kobayashi and N. Nomizu [48].

Lema 3.6 Sejam P (M,G) um fibrado principal, ω uma forma de conexão de P (M,G)

e ∇P uma conexão projetável em P (M,G). Se X e Y são campos em M e B,C ∈ g,

então valem as seguintes equações:




TB∗C∗ = TC∗B∗

TB∗Xh = ω(∇P
XhB

∗)∗

AXhY h = −2Ω(Xh, Y h)∗ + AY hXh

AXhB∗ = ∇P
XhB

∗ − ω(∇P
XhB

∗)∗ + [Xh, B∗]

(3.8)

e 



∇P
B∗C∗ = ∇̂B∗C∗ + TB∗C∗

∇P
B∗Xh = h∇P

B∗Xh + TB∗Xh

∇P
XhB

∗ = v∇P
XhB

∗ + AXhB∗

∇P
XhY

h = h∇P
XhY

h + AXhY h,

(3.9)

onde ∇̂ é a conexão induzida por ∇P nas fibras.

A partir de (3.8) temos que a distribuição horizontal {HpP : p ∈ P} é integrável

se e somente se AXhY h = AY hXh para quaisquer X e Y campos em M .

Teorema 3.7 Seja P (M,G) um fibrado principal, ω uma forma conexão em P e

ΛP = {∇P (t); t ∈ [0, T ]} uma família de conexões em P projetáveis para cada

t ∈ [0, T ], com projeção ∇M(t). Seja Y um semimartingale contínuo com valores

em P . Então Y é um ΛP -martingale se, e somente se,
∫
ω ◦ dY − 1

2

∫
(∇P (t)ω)(dY, dY ) (3.10)

35



é um martingale local e
∫
αdΛ

P

(π ◦ Y ) +
1

2

∫
α ◦ π∗ ◦ (2AS + T S)(dY, dY ) (3.11)

é um martingale local para cada α ∈ Γ(T ∗M).

Demonstração: Seja Y um ΛP -martingale. Utilizando a fórmula de conversão

Itô-Stratonovich (3.4), temos
∫
ω ◦ dY =

∫
ωdΛ

P

Y +
1

2

∫
(∇P (t)ω)(dY, dY ).

Como
∫
ωdΛ

P

Y é um martingale local, temos que
∫
ω ◦ dY − 1

2

∫
(∇P (t)ω)(dY, dY )

é um martingale local. Agora para provar (3.11), tome α ∈ Γ(T ∗M). E verifique

que

β∗
πα = α ◦ β = −α ◦ π∗ ◦ (2AS + T S). (3.12)

Combinando a identidade acima com a fórmula geométrica de Itô (3.5) podemos

concluir que
∫
αdΛ

P

(π ◦ Y ) +
1

2

∫
α ◦ π∗ ◦ (2AS + T S)(dY, dY ) =

∫
π∗αdΛ

P

Y

é martingale local.

Reciprocamente, tome η ∈ Γ(T ∗P ). Novamente usando o argumento de que o

C∞-módulo Γ(T ∗P ) é gerado por ω e pelas formas diferenciáveis π∗α ∈ Γ(T ∗M),

temos que η é uma combinação linear das formas diferenciáveis fπ∗α e hω com

f, h ∈ C∞(P ). Como para cada t ∈ [0, T ],
∫
hωdΛ

P

Y =

∫
h(Y )d(

∫
ωdΛ

P

Y )

é um martingale local que satisfaz
∫
fπ∗α dΛ

P

Y =

∫
f(Y )d(

∫
π∗αdΛ

P

Y )

Para mostrar que
∫
ηdΛ

P

Y , é um martingale local é suficiente mostrar que
∫
π∗αdΛ

P

Y ,

é um martingale local. Aplicando a fórmula geométrica de Itô temos
∫
π∗αdΛ

P

Y =

∫
αdΛ

P

(π ◦ Y )− 1

2

∫
β∗
πα(dY, dY )

=

∫
αdΛ

P

(π ◦ Y ) +
1

2

∫
α ◦ π∗ ◦ (2AS + T S)(dY, dY )

E isto completa a demonstração. �
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CAPÍTULO 4

MOVIMENTO BROWNIANO DEPENDENDO
DIFERENCIAVELMENTE DE UMA FAMÍLIA DE

MÉTRICAS RIEMANNIANAS

Neste capítulo vamos estudar o g-movimento Browniano, vamos apresentar uma

definição alternativa ao de A. Coulibaly, para o g-movimento Browniano e com

isso ganharemos algumas fórmulas de integração para esse tipo de processo estocás-

tico. Uma outra contribuição foi de apresentar uma caracterização do g-movimento

Browniano utilizando a construção via mergulho isométrico, onde esta construção

foi feita originalmente por C. Justo e D. Ledesma em [27]. Finalizaremos o capítulo

introduzindo o conceito de L(t)-difusão e de transporte paralelo estocástico ao longo

desse processo.

4.1 g-Movimento Browniano

Passemos para o caso em que Λg = {∇g(t); t ∈ [0, T ]} é uma família das conexões

de Levi-Civita associadas a uma família de métricas Riemannianas g = {g(t); t ∈
[0, T ]} de classe C1,2([0, T ]×M).

Definição 4.1 Seja M uma variedade diferenciável munida de uma família de mé-

tricas Riemannianas g = {g(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,2([0, T ] ×M). Denotamos

por Λg = {∇g(t); t ∈ [0, T ]} a família das conexões de Levi-Civita associadas com

a família de métricas g. Seja B um semimartingale contínuo com valores em M .

Dizemos que B é um g-Movimento Browniano ou g(t)-movimento Browniano, se B
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é um Λg-martingale e para qualquer seção b de T (2,0)M temos que

∫ t

0

b(dBs, dBs) =

∫ t

0

tr(s)b(Bs)ds, (4.1)

onde tr(s)b é o traço de b em respeito a métrica Riemanniana g(s).

Para cada f ∈ C∞(M) definimos o Laplaciano de f em relação a família de

métricas Riemannianas g = {g(t); t ∈ [0, T ]}, denotado por △g(s)f como sendo o

traço de Hess(s)f com respeito a g(s).

Esta definição é uma espécie de “caracterização de Lévy”, para g-Movimento

Browniano. Além disso, é fácil ver que no caso em que a família de métricas Rie-

mannianas é constante, o g-movimento Browninano em M é um movimento Brow-

niano na variedade. Como o g-movimento Browniano depende da maneira em que

a métrica Riemanniana evolui com o tempo, geometricamente isso significa que o g-

movimento Browniano depende de como a variedade está sendo deformada ao longo

do tempo.

A proposição a seguir mostra que a nossa definição de g-Movimento Browniano

é equivalente a definição de g(t)-Movimento Browniano de Coulibaly [30].

Proposição 4.2 Seja M uma variedade diferenciável munida de uma família de

métricas Riemannianas g = {g(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,2([0, T ] ×M) e B um

semimartingale contínuo. Então B é um g-Movimento Browniano se, e somente se,

para qualquer f ∈ C∞(M),

f(Bt)− f(B0)−
∫ t

0

1

2
△g(s)f(Bs) ds

é um martingale local.

Demonstração: Assumimos que B é um g-Movimento Browniano e f ∈ C∞(M).

Como B é um Λg-martingale, temos que

f(Bt)− f(B0)−
1

2

∫ t

0

Hess(s)f (dBs, dBs)

é um martingale local. Por hipótese temos que

∫ t

0

Hess(s)f (dBs, dBs) =

∫ t

0

tr(s)Hess(s)f(Bs) ds.
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Concluimos que

f(Bt)− f(B0)−
∫ t

0

1

2
△g(s)f(Bs) ds

é um martingale local.

Para a recíproca é claro que B é um Λg-martingale. Como

△g(s)f 2 = 2f△g(s)f + 2tr(s)df ⊗ df,

resulta que

f 2(Bt)− f 2(B0)−
∫ t

0

f(Bs)△g(s)f(Bs) ds−
∫ t

0

tr(s)(df ⊗ df)(Bs) ds (4.2)

é um martingale local.

Por outro lado aplicando diretamente a fórmula de Itô, temos que

f 2(Bt)− f 2(B0) = 2

∫ t

0

f(Bs)df(Bs)+ < f(B), f(B) >t

Aplicando a hipótese obtemos que

f 2(Bt)− f 2(B0)−
∫ t

0

f(Bs)△g(s)f(Bs) ds− < f(B), f(B) >t (4.3)

é um martingale local. Comparando (4.2) e (4.3) via a decomposição de Doob-Meyer,

obtemos que

< f(B), f(B) >t=

∫ t

0

tr(s)(df ⊗ df)(Bs) ds.

Para finalizar a prova, é suficiente observar que podemos estender a identidade a

todas as seções de T (2,0)M por polarização. �

Combinando (3.1) com (4.1), obtemos a seguinte generalização da fórmula de

Manabe:

Corolário 4.3 Seja M uma variedade diferenciável munida de uma família de mé-

tricas Riemannianas g = {g(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,2([0, T ] × M) e B um

g-Movimento Browniano. Então para cada α seção de TM∗, temos que

∫ t

0

α ◦ dB =

∫ t

0

αdΛgB +
1

2

∫ t

0

d∗g(s)α(Bs)ds, (4.4)

onde d∗g(s) é o adjunto da diferencial exterior em relação a g(s).
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Definição 4.4 Sejam M uma variedade diferenciável munida de uma família de

métricas Riemannianas g = {g(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,2([0, T ] ×M), N uma

variedade diferenciável munida de uma família de conexões Λg = {∇(t); t ∈ [0, T ]}
de classe C1,1([0, T ] ×M) e F : M → N uma aplicação diferenciável. A tensão de

F em relação a g e Λ, τg,ΛF , é definida por

τg,ΛF (s, x) = tr(s)βΛg,ΛF (s)(x). (4.5)

Aplicando as fórmulas (3.5) e (4.1) resulta que se B é um g-Movimento Browni-

ano e α uma 1-forma de N ,

∫ t

0

αdΛF (B) =

∫ t

0

F ∗αdΛ
g

B +
1

2

∫ t

0

τg,ΛF (s)
∗α(Bs)ds. (4.6)

Definição 4.5 Dizemos que uma aplicação F : M → N é um aplicação (g,Λ)-

harmônica se τg,ΛF = 0.

Observe que pela fórmula (4.6) temos que F : M → N é (g,Λ)-harmônica se, e

somente se, F transforma g-Movimentos Brownianos em Λ-martingales.

Proposição 4.6 Sejam M e N variedades diferenciáveis e F :M×[0, T ] → N uma

aplicação diferenciável. Assumimos que M está munida de uma família de métricas

Riemannianas g = {g(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,2([0, T ]×M) e que N é munida de

uma família de conexões Λg = {∇(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,1([0, T ]×M). Então

para todo g-Movimento Browniano B e toda seção α de TN∗,

∫ t

0

α dΛF (Bs, T − s) =

∫ t

0

F ∗
T−sα d

ΛgBs +

∫ t

0

(
1

2
τg,ΛFT−s −

dFT−s

dt
)∗α(Bs) ds.

Demonstração: Aplicando a fórmula de conversão Stratonovich-Itô e a fórmula

de transformação para a integral de Stratonovich,

∫ t

0

α dΛF (Bs, T − s) =

∫ t

0

α ◦ dF (Bs, T − s)−

1

2

∫ t

0

∇(s)α d(F (Bs, T − s), F (Bs, T − s))

=

∫ t

0

F ∗α ◦ d(Bs, T − s)−

1

2

∫ t

0

F ∗∇(s)α d((Bs, T − s), (Bs, T − s)).
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Das definições, propriedades elementares da integral de Stratonovich e g-Movimento

Browniano junto com a fórmula de conversão Stratonovich-Itô,

∫ t

0

F ∗α ◦ d(Bs, T − s) =

∫ t

0

F ∗
T−sα ◦ dBs −

∫ t

0

F ∗
Bs
α(T − s)ds

=

∫ t

0

F ∗
T−sα d

ΛgBs +
1

2

∫ t

0

∇g(s)F ∗
T−sα(dBs, dBs)−

∫ t

0

F ∗
Bs
α(T − s)ds

=

∫ t

0

F ∗
T−sα d

ΛgBs +
1

2

∫ t

0

tr(s)∇g(s)F ∗
T−sαds−

∫ t

0

F ∗
Bs
α(T − s)ds.

Por outro lado,

∫ t

0

F ∗∇(s)α d((Bs, T − s), (Bs, T − s)) =

∫ t

0

F ∗
T−s∇(s)α d(Bs, Bs)

=

∫ t

0

tr(s)F ∗
T−s∇(s)αds.

Combinando as identidades anteriores, resulta que

∫ t

0

α dΛF (Bs, T − s) =

∫ t

0

F ∗
T−sα d

ΛgBs +

1

2

∫ t

0

tr(s)(∇g(s)F ∗
T−s − F ∗

T−s∇(s))αds−
∫ t

0

F ∗
Bs
α(T − s)ds.

�

Corolário 4.7 Sejam M e N variedades diferenciáveis e F :M × [0, T ] → N uma

aplicação diferenciável. Assuma que M está munida de uma família de métricas

Riemannianas g = {g(t); t ∈ [0, T ]} de classe C1,2([0, T ]×M) e que N está munida

de uma família de conexões Λg = {∇(t); t ∈ [0, T ]}. Então F é uma solução da

equação do calor
dF

dt
=

1

2
τg,ΛF

se, e somente se, para todo g-Movimento Browniano B, {F (Bt, T − t); t ∈ [0, T ]}
é um Λg-martingale.
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Sejam M0 uma variedade diferenciável e N uma variedade Riemanniana com

métrica g. Assumimos que dimM0 + 1 = dimN . Uma aplicação diferenciável

F :M0× [0, T ] → N é uma solução da equação do fluxo de curvatura média, se para

cada t ∈ [0, T ], Ft = F (t, ·) :M0 → N é um mergulho e

∂tF (x, t) = Hν(F (x, t))

F (0, x) = F0(x)

onde Hν(F (x, t)) é o vetor de curvatura média da subvariedade F (t,M0) no ponto

F (t, x). O seguinte resultado de A. Coulibaly, segue imediatamente da Proposição

anterior.

Corolário 4.8 Sejam M0 uma variedade diferenciável, N uma variedade Rieman-

niana com metrica g e F : M × [0, T ] → N uma aplicação diferenciável. F é

uma solução da equação do fluxo de curvatura média se, e somente se, para todo g-

Movimento Browniano B temos que {F (T − t, Bt); t ∈ [0, T ]} é um ∇g-martingale,

onde g é a família de métricas {F ∗
t g; t ∈ [0, T ]} em M0.

Demonstração: Observar que Hν(F (x, t)) =
1
2
τg,∇gF (x, t) e aplicar a Proposição

anterior. �

4.2 Construção do g(t)-movimento Browniano via

mergulho isométrico

Nesta seção apresentaremos uma construção extrínsica do g(t)-movimento Browni-

ano em uma variedade Riemanniana, através de um mergulho isométrico, onde essa

construção foi realizada originalmente na dissertação de mestrado de C. Justo [27].

Nossa contribuição será de mostrar uma maneira prática de encontrar os campos

P t
α que irão reger o g(t)-movimento Browniano e de apresentar uma caracterização

deste processo em termos do desenvolvimento e anti-desenvolvimento estocástico.

Para o que se segue, M é uma variedade Riemanniana conexa, de dimensão

n − 1. Além disso, consideraremos em M , uma família {g(t)}t∈[0,T ] de métricas

Riemanniana de classe C1,2([0, T ] ×M), uma família {∇(t)}t∈[0,T ] de conexões de

Levi-Civita com respeito a {g(t)}t∈[0,T ] e {∆(t)}t∈[0,T ] uma família de operadores de

Laplace-Beltrami com respeito a {g(t)}t∈[0,T ].
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Considerando a variedade produto M × [0, T ] com a métrica produto dada por:

g∗ : T(x,t)(M × [0, T ])× T(x,t)(M × [0, T ]) → R

((u, a), (v, b)) 7→ gt(u, v) + ab.

onde u, v ∈ TxM e a, b constantes positivas. Não é difícil verificar que g∗ define uma

métrica em M × [0, T ]. Considere

ϕ : (M × [0, T ], g∗) → (Rm, 〈 , 〉)

o mergulho isométrico, existente pelo Teorema de Nash.

Denotando N = ϕ(M × [0, T ]), Mt = ϕ(M, t) e p = ϕ(x, t) temos que N com a

métrica induzida pelo R
m é uma variedade Riemanniana e nessa variedade podemos

considerar a projeção ortogonal P̃ξ(p) de um vetor ξ ∈ R
m em TpN , e assim podemos

considerar também a projeção ortogonal P t
ξ (p) de um vetor ξ ∈ R

m em TpMt definido

como sendo a projeção ortogonal de P̃ξ(p) em TpMt.

Portanto, dado a base canônica {eα}mα=1 do R
m, temos para cada t ∈ [0, T ],

m-campos P t
eα

em Mt e considerando a equação diferencial estocástica em N





dXt =
m∑

α=1

P t
eα
(Xt) ◦ dBα

t

X0 ∈M0.

(4.7)

onde, Bt é um movimento Browniano euclidiano m-dimensional, podemos observar

que a solução Xt está em Mt para cada t.

Para fazer a construção do g(t)-movimento Browniano precisaremos do seguinte

resultado, que relaciona a Laplaciano da variedade produto N e a variedade (M ×
[0, T ], g∗).

Teorema 4.9 A seguinte identidade

m∑

α=1

(P t
α)

2(f ◦ ϕ−1
t ) = (∆g(t)f) ◦ ϕ−1

t

vale para cada f ∈ C∞(M) e ϕt = ϕ(., t) como definido acima.

Demonstração:

Seja f ∈ C∞(M) e {e1, ..., em} uma base ortonormal de Rm. Denote ft := f ◦ϕ−1
t ,

assim ft está definida sobre a subvariedade Riemanniana Mt ⊂ R
m que é isométrica
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via ϕ a (M, g(t)). Denotando por gradtft o gradiente de ft no espaço tangente de

Mt, temos usando álgebra linear e o fato de que

eα = P t
α ⊕ (P t

α)
⊥ e gradtft ⊥ (P t

α)
⊥

o gradiente de ft no espaço tangente de Mt é expresso por

gradtft =
m∑

α=1

〈gradtft, eα〉eα

=
m∑

α=1

〈gradtft, P t
α〉P t

α

Agora aplicando a divergência em ambos os lados, temos

∆tft = divt(gradtft)

= divt

{
m∑

α=1

〈gradtft, P t
α〉P t

α

}

=
m∑

α=1

P t
α〈gradtft, P t

α〉+
m∑

α=1

〈gradtft, P t
α〉divtP t

α

=
m∑

α=1

P t
αP

t
αft +

m∑

α=1

P t
α(ft)divtP

t
α.

O teorema segue, se mostrarmos que
m∑

α=1

P t
α(ft)divtP

t
α = 0

Para isso, considere para cada p ∈ Mt, considere uma carta local (xi), tal que

{X1 =
∂

∂x1 , ..., Xn = ∂
∂xn} constitui uma base ortonormal com torção livre de TpMt.

Assim a conexão Riemanniana ∇t
Xi
Xj em Mt, dada pela projeção ortogonal da

conexão ∇̃ de R
m, se anula p, isto significa que ∇̃Xi

Xj é perpendicular a Mt.

Agora usando a compatibilidade da métrica, tem-se que

m∑

α=1

(divtP
t
α)P

t
α =

m∑

α=1

{
n∑

β=1

〈∇t
Xi
P t
α, Xi〉

}
P t
α

=
m∑

α=1

{
n∑

β=1

Xi〈P t
α, Xi〉 − 〈P t

α,∇t
Xi
Xi〉
}
P t
α

=
m∑

α=1

{
n∑

β=1

Xi〈P t
α, Xi〉

}
P t
α

=
m∑

α=1

{
n∑

β=1

Xi〈eα, Xi〉
}
P t
α
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=
m∑

α=1

{
n∑

β=1

〈∇̃Xi
eα, Xi〉+ 〈eα, ∇̃Xi

Xi〉
}
P t
α

=
m∑

α=1

{
n∑

β=1

〈eα, ∇̃Xi
Xi〉
}
P t
α

= a projeção de
m∑

α=1

{
n∑

β=1

〈eα, ∇̃Xi
Xi〉
}
eα em TpMt

= a projeção de {∇̃Xi
Xi} em TpMt

= 0

Portanto, ∆tft =
m∑

α=1

(P t
α)

2ft como queríamos demonstrar. �

Seja φ : N → M definida por φ(p) = πM ◦ ϕ−1(p) onde πM : M × [0, T ] → M é

projeção canônica,

(M × [0, T ])
ϕ

//

πM

��

N

M
yy

φ

como ϕt : (M, g(t)) →Mt temos que para cada p = ϕt(x) ∈Mt e f ∈ C∞(M)

f ◦ ϕ−1
t (p) = f(x) = f ◦ φ(p). (4.8)

Vamos utilizar o teorema acima para provar que o processo Yt = φ(Xt) é um g(t)-

movimento Browniano sobre (M, g(t)), onde Xt é o processo estocástico em N ⊂ R
m

que resolve a equação diferencial estocástica (4.7).

Por conveniência usaremos a seguinte notação: A igualdade X
dM
= Y quer dizer

que X é igual a Y a menos de um martingale local.

De fato, utilizando a equação (4.7), (4.8) e a fórmula de transformação da integral

de Stratonovich para integral de Itô, obtemos para cada f ∈ C∞(M)).
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d(f ◦ φ(Xt)) =
m∑

α=1

(P t
α)(f ◦ φ)(Xt) ◦ dBα

t

dM
=

1

2

m∑

α=1

(P t
α)

2(f ◦ φ)(Xt)dt

dM
=

1

2

m∑

α=1

(P t
α)

2(f ◦ ϕ−1
t )(Xt)dt

dM
=

1

2
(∆gtf) ◦ ϕ−1

t (Xt)dt

dM
=

1

2
(∆gtf) ◦ φ(Xt)dt

Portanto,

df(Yt)
dM
=

1

2
∆gtf(Yt).

Isto é, Yt é um g(t)-movimento Browniano em (M, g(t)).

Podemos ainda obter uma equação diferencial estocástica para o g(t)-movimento

Browniano em (M, g(t)). Para isso basta utilizar o Lema 1.8

Como mostramos que Yt = φ(Xt) é um g(t)-movimento Browniano temos pelo

Lema 1.8 que a solução da equação diferencial estocástica

dYt =
m∑

α=1

(φ−1
∗ P t

α)(Yt) ◦ dBα
t

é um g(t)-movimento Browniano.

Agora vamos mostrar uma maneira prática de como encontrar esses campos P t
α,

ela se dará através do gradiente da função altura.

Seja v = (a1, ..., am) ∈ R
m − {0}. Então o conjunto de vetores (x1, ...xm) ∈ R

m

tal que a1x1+ ...+anxm = 0 é um subespaço de Rm chamado hiperplano normal a v.

Definimos a função altura relativa a um hiperplano normal a v passando pela origem,

como sendo

hv :M → R

p → 〈p, v〉

Teorema 4.10 Seja M uma variedade Riemanniana mergulhada isometricamente

em um espaço euclidiano R
m. Então grad(hei) = Pei para cada i = 1, ...,m, onde

os campos P t
ei

definidos como antes e hei é a função altura relativa a um hiperplano

normal a ei passando pela origem.
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Demonstração:

Primeiramente relembremos que o gradiente de uma função diferenciável f :

M → R é um campo de vetores grad(f) em M tal que para cada p ∈M

〈grad(f)(p), w〉p = dfp(w), para todo w ∈ TpM.

Agora vamos calcular a diferencial da função altura relativa a um hiperplano normal

a v passando pela origem. Para isso, escolha uma curva diferenciável α : (−ǫ, ǫ) →M

com α(0) = p e α′(0) = w. Como hv(α(t)) = 〈α(t), v〉, obtemos

dhvp(w) =
d

dt
hv(α(t))

∣∣∣∣
t=0

= 〈α′(0), v〉 = 〈w, v〉 (4.9)

Considere uma parametrização ϕ : U ⊂ R
n →M em p ∈M de modo que

ϕ−1 ◦ α(t) = (x1(t), ..., xn(t)).

Assim nesta parametrização (U, ϕ) os campos {X1 = ∂
∂x1

(p), ..., Xn = ∂
∂xn

(p)} for-

mam uma base ortonormal de TpM . Desta maneira considerando {e1, ..., em} base

canônica de R
m temos que a projeção ortogonal de ei em TpM pode ser escrito como

Pei =
m∑

j=1

〈ei, Xj〉
〈Xj, Xj〉

Xj, para cada, i = 1, ...,m

Logo, para qualquer w ∈ TpM temos que w =
m∑

k=1

akXk, assim

〈Pei , w〉 = 〈
m∑

j=1

〈ei, Xj〉
〈Xj, Xj〉

Xj,
m∑

k=1

akXk〉 =
m∑

k=1

ak〈ei, Xk〉.

Por outro lado, pela equação (4.9) temos para cada w ∈ TpM

dheip (w) = 〈w, ei〉 = 〈
m∑

k=1

akXk, ei〉 =
m∑

k=1

ak〈ei, Xk〉 = 〈Pei , w〉

Portanto, grad(hei) = Pei , para cada i = 1, ...,m. �

Agora que temos a construção via mergulho isométrico do g(t)-movimento Brow-

niano, vamos fazer a seguinte caracterização deste processo em termos do desenvol-

vimento e anti-desenvolvimento estocástico.
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Teorema 4.11 Considere a seguinte equação diferencial estocástica de Stratonovich

em F(M). 



dUt =
n∑

i=1

P t
i (Ut) ◦ dZi

t

U0 ∈ (O(M), g(0)).

(4.10)

onde Zt é um semimartingale em R
n. Se Xt := π◦Ut então Xt é um g(t)-movimento

Browniano se, e somente se, Zt é um movimento Browniano em R
n.

Demonstração:

Dado qualquer f ∈ C∞(M), tome f̃ = f ◦ π seu levantamento em O(M). Apli-

cando a fórmula de Itô para f̃(Ut) temos

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

P s
i (f̃(Us))dZ

i
s +

1

2

∫ t

0

P s
i P

s
j (f̃(Us))d〈Zi, Zj〉z

Como Zt é um movimento Browniano em R
n temos que 〈Zi, Zj〉 = δijt.

E pelo Teorema 4.9, tem-se que

n∑

i=1

(P t
i )

2(f̃(u)) = ∆O(M)(t)f̃(u) = ∆M(t)f(x), x = π(u).

Assim tem-se

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

P s
i (f̃(Us))dZ

i
s +

1

2

∫ t

0

∆M(t)f̃(s, Us)dt (4.11)

Como
∫ t

0

Pi(s, f̃(Us))dZ
i
s é um martingale local tem-se que Xt é um g(t)-movimento

Browniano.

Para demonstrar a recíproca, vamos considerar M como uma subvariedade de

R
N , e utilizar a construção do g(t)-movimento Browniano via mergulho isométrico.

Considerando fα(x) = xα, α = 1, ..., N e f̃α = fα ◦π, seus levantamentos em O(M).

Xα
t = Xα

0 +Mα
t +

1

2

∫ t

0

∆M(t)fα(Xs)ds (4.12)

onde Mα é um martingale local.

Por outro, lado pela fórmula de Itô e o fato de que P t
i P

t
j (f̃(u)) = ∇2(t)f(uei, uej),

temos

Xα
t = Xα

0 +

∫ t

0

P s
i (f̃

α(Us)dZ
i
s +

1

2

∫ t

0

∇2(t)fα(dXs, dXs). (4.13)
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Como por hipótese Xt é um regido pela equação dXt = P t
α(Xt) ◦ dZα

t temos pela

Proposição 1.10 que
∫ t

0

∇2(t)fα(dXs, dXs) =

∫ t

0

∇2(t)fα(Pα, Pβ)d〈Zα, Zβ〉s

=

∫ t

0

∇2(t)fα(Pα, Pβ)ds

=

∫ t

0

∆M(t)f(Xs)ds

Agora comparando (4.11) com (4.12) temos que

Mα
t =

∫ t

0

P s
i (f̃(Us))dZ

i
s

Ainda falta mostrar que Z é um movimento Browniano, para isso, vamos utilizar a

caracterização de Levi para g(t)-movimento Browniano. Como P t
i f̃

α(u) = 〈ξα, uei〉,
onde {ξα} é a base canônica para o espaço ambiente R

N . Assim podemos escrever

a identidade acima como

dMα
t = 〈ξα, uei〉dZi

s.

Multiplicando ambos os lados por 〈ξα, uej〉 e usando o fato de que

l∑

α=1

〈ξα, uei〉〈ξα, uej〉 = 〈uei, uej〉 = δij,

temos que

dZi
t = 〈ξα, Utei〉dMα

t

Agora como, d〈Mα,Mβ〉t = 〈Pα, Pβ〉dt. Assim, Z é um martingale local cuja varia-

ção quadrática é dada por

l∑

α=1

〈ξα, Utei〉〈ξα, Utej〉〈Pα, Pβ〉 = 〈Utei, Utej〉 = δij.

Portanto, o anti-desenvolvimento Z é um movimento Browniano no espaço euclidi-

ano. �

4.3 g(t)-Movimento Browniano em uma Superfície

de Revolução

Nesta seção utilizaremos a construção via mergulho isométrico para fazer a constru-

ção do g(t)-movimento Browniano em uma superfície de revolução do R
3.
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Exemplo 4.12 (g(t)-movimento Browniano em uma superficie de revolução).

Seja S ⊂ R
3 o conjunto obtido ao girarmos uma curva regular plana C em torno

de um eixo no plano que não encontra a curva; vamos considerar o plano xz como

plano da curva e o eixo Oz como o eixo de rotação. Seja

x = f(v), z = h(v), 0 < v < T, f(v) > 0, f ′(v)2 + h′(v)2 = 1

uma parametrização para C e denote por θ o ângulo de rotação em torno do eixo

Oz. Assim, obtemos a aplicação

X(θ, v) = (f(v) cos θ, f(v) sin θ, h(v))

do conjunto aberto U = {(θ, v) ∈ R
2; 0 < θ < 2π, 0 < v < T} em S.

Seja {gt}t∈[0,T ] uma família de métricas Riemannianas tal que (S, gt) seja ainda

uma superfície de revolução para cada t ∈ [0, T ]. Assim, o estudo das deformações

em S causadas pela família de métricas gt é equivalente a estudar a família de

superfície de revolução St, com a métrica induzida do R
3.

Xt(θ, v) = (ft(v) cos θ, ft(v) sin θ, ht(v))

0 < v < T, ft(v) > 0, f ′
t(v)

2 + h′t(v)
2 = 1, ∀t ∈ [0, T ].

Assim, podemos definir a projeção ortogonal de um vetor ξ ∈ R
3 em cada plano

tangente TpSt por

P t
ξ (p) =

2∑

i=1

gcan(ξ, w
t
i)

gcan(wt
i , w

t
i)
wt

i

onde {wt
i}2i=1 é uma base ortogonal de TpSt, a saber w1 = Xθ e w2 = Xv, Assim os

vetores da base canônica {e1, e2, e3} do R
3 projetados em TpSt são dados por:

P t
e1
= (ft(v) sin

2 θ + f ′
t(v)

2 cos2 θ , sin θ cos θ(f ′
t(v)

2 − ft(v)) , f
′
t(v)h

′
t(v) cos θ)

P t
e2
= (sin θ cos θ(f ′

t(v)
2 − ft(v)) , ft(r) cos

2 θ + f ′
t(v)

2 sin2 θ , f ′
t(v)h

′
t(v) sin θ)

P t
e3
= ( f ′

t(v)h
′
t(v) cos θ , f

′
t(v)h

′
t(v) sin θ , h

′
t(v)

2)

Segue que a matriz de P t(p), com q = (θ, v) tal que Xt(θ, v) = p é dada por:

[P t(q)] =




ft(v) sin
2 θ + f ′

t(v)
2 cos2 θ sin θ cos θ(f ′

t(v)
2 − ft(v)) f ′

t(v)h
′
t(v) cos θ

sin θ cos θ(f ′
t(v)

2 − ft(v)) ft(r) cos
2 θ + f ′

t(v)
2 sin2 θ f ′

t(v)h
′
t(v) sin θ

f ′
t(v)h

′
t(v) cos θ f ′

t(v)h
′
t(v) sin θ h′t(v)

2
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Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre St é dado pela solução da equação

diferencial estocástica de Stratonovich

Xα
t = Xα

0 +
3∑

β=1

∫ t

0

(P s(Xt))αβ ◦ dBβ
s , α = 1, 2, 3.

Como caso particular vamos apresentar dois exemplos, um na esfera Sn e outro

no cilindro.

Exemplo 4.13 (g(t)-movimento Browniano na esfera S2).

Seja S2 = {x ∈ R
3; |x|2 = 1} a esfera n-dimensional, munida da seguinte família

de métricas Riemannianas {gt = λ(t)2gcan}t∈[0,T ], onde gcan é a métrica no espaço

euclidiano e λ : [0, T ] → R, é uma função diferenciável não constante, tal que λ2

nunca se anula. Vamos construir o g(t)-movimento Browniano sobre (S2, gt) usando

o mergulho isométrico. Para isto, considere sobre S2 × [0, T ] a métrica produto

g∗ = gt + λ̇(t)2ab,

para algumas constantes a e b em R, e a aplicação

ϕ : Sn × [0, T ] →֒ R
N

(x, t) 7→ λ(t)x

Assim (S2 × [0, T ], g∗) é isométrica a (ϕ(S2 × [0, T ]), gind), onde gind representa a

métrica induzida do espaço euclidiano.

De fato, dados p = (x, t) ∈ S2 × [0, T ] e u, v ∈ T(x,t)(S
2 × [0, T ]), considere as

curvas (X(s), α(s)) e (Y (s), β(s)) em S2 × [0, T ] tais que:

u = (Ẋ(0), α̇(0))

v = (Ẏ (0), β̇(0))

com X(0) = Y (0) = x, α(0) = β(0) = t. Assim,

dϕp(u) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

ϕ(X(s), α(s))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

λ(α(s))X(s)

=λ(α(0))Ẋ(0) + λ̇(α(0))α̇(0)x.
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De modo análogo temos que

dϕp(v) = λ(β(0))Ẏ (0) + λ̇(β(0))β̇(0)x.

Logo,

gcan(dϕp(u), dϕp(v)) =

=gcan(λ(α(0))Ẋ(0) + λ̇(α(0))α̇(0)x , λ(β(0))Ẏ (0) + λ̇(β(0))β̇(0)x)

=λ̇(α(0))α̇(0)λ̇(β(0))β̇(0)gcan(x, x) + λ(α(0))λ(β(0))gcan(Ẋ(0), Ẏ (0))

=λ̇(t)2α̇(0)β̇(0) + λ(t)2gcan(Ẋ(0), Ẏ (0))

=g∗((Ẋ(0), α̇(0)), (Ẏ (0), β̇(0)))

=g∗(u, v)

Portanto, S2 × [0, T ] está mergulhado isometricamente em R
N , via isometria ϕ,

isto é, (S2 × [0, T ], g∗) é isométrica a (ϕ(S2 × [0, T ]), gind). Além disso, (S2, gt) é

isométrica a S2
t := (ϕt(S

2), gind) para todo t ∈ [0, T ].

Observe que para cada t ∈ [0, T ], S2
t é uma esfera de raio λ(t), assim a projeção

ortogonal de um vetor ξ ∈ R
N no plano tangente TpS

2
t pode ser expressa por:

P t
ξ (p) = ξ − gcan(ξ, p)

gcan(p, p)
p = ξ − gcan(ξ, p)

λ(t)2
p.

Fixada {eα}Nα=1 uma base canônica de R
N tem-se

P t
eα
(p) = eα − gcan(eα, p)

gcan(p, p)
p

E como p = ϕ(x, t) = λ(t)x, segue que a matriz de P t(p) é dada por:

gcan(P
t
eα
(p), eβ) = δαβ − xαxβ.

Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (Sn, gt) é dado pela solução da equação

Xα
t = Xα

0 +
N∑

β=1

∫ t

0

(δαβ −Xα
s X

β
s ) ◦ dBβ

s .

Exemplo 4.14 (g(t)-movimento Browniano em um cilindro).

Seja C = {x ∈ R
3;

2∑

i=1

x2i = 1}, o cilindro 2-dimensional e denotaremos um

ponto p ∈ C por p = (x1, x2, x3, ) = (
→
x, x3). Então, dados u, v ∈ TpC defina a

seguinte família de métricas Riemanniana, para cada t ∈ [0, T ].

gt(u, v)p = (1 + t)2gcan(
→
u,

→
v ) + u3 · v3
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Vamos construir o g(t)-movimento Browniano sobre (C, gt) usando o mergulho iso-

métrico. Para isto, considere sobre C × [0, T ] a métrica produto

g∗((u, a), (v, b))(p,t) =gt(u, v)p + a · b
=(1 + t)2gcan(

→
u,

→
v ) + u3 · v3 + a · b.

onde (u, a), (v, b) ∈ T(p,t)(C × [0, T ]), e a aplicação

ϕ : C × [0, T ] →֒ R
3

(p, t) 7→ ((1 + t)
→
x, x3)

Assim (C × [0, T ], g∗) é isométrica a (ϕ(C × [0, T ]), gind).

De fato, dados p = (x, t) ∈ C × [0, T ] e u, v ∈ T(x,t)(C × [0, T ]), considere as

curvas (
→

X (s), X3, α(s)) e (
→

Y (s), Y3, β(s)) em C × [0, T ] tais que:

u = (
→̇

X(0), Ẋ3, α̇(0))

v = (
→̇

Y (0), Ẏ3, β̇(0))

com (
→

X (0), X3) = (
→

Y (0), Y3) = (
→
x, x3) = x, α(0) = β(0) = t.

Assim,

dϕp(u) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

ϕ(
→

X (s), X3, α(s))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

((1 + α(s))·
→

X (s), X3)

=((α̇(0))·
→

X (0) + (1 + α(0)) ·
→̇

X(0), Ẋ3(0)).

De modo análogo temos,

dϕp(v) = ((β̇(0))·
→

Y (0) + (1 + β(0)) ·
→̇

Y (0), Ẏ3(0)).

Logo,

gcan(dϕp(u), dϕp(v)) =

=gcan(((α̇(0))·
→

X (0) + (1 + α(0)) ·
→̇

X(0), Ẋ3(0)), ((β̇(0))·
→

Y (0) + (1 + β(0)) ·
→̇

Y (0), Ẏ3(0)))

=α̇(0) · β̇(0) · gcan(
→

X (0),
→

Y (0)) + (1 + α(0)) · (1 + β(0))gcan(
→̇

X(0),
→̇

Y (0))

=α̇(0) · β̇(0) · gcan(
→
x,

→
x) + (1 + t)2gcan(

→̇

X(0),
→̇

Y (0)) + Ẋ3(0) · Ẏ3(0)

=(1 + t)2gcan(
→̇

X(0),
→̇

Y (0)) + Ẋ3(0) · Ẏ3(0) + α̇(0) · β̇(0)

=g∗((
→̇

X(0), Ẋ3(0), α̇(0)), (
→̇

Y (0), Ẏ3(0), β̇(0)))

=g∗(u, v).
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Portanto, C × [0, T ] está mergulhado isometricamente em R
3, via isometria ϕ,

isto é, (C × [0, T ], g∗) é isométrica a (ϕ(C × [0, T ]), gind). Além disso, (C, gt) é

isométrica a Ct := (ϕt(C), gind) para todo t ∈ [0, T ].

Estudar as deformações em C causadas pela família de métricas gt é equivalente

a estudar a família de cilindros Ct, com a métrica induzida do R
3.

Xt(θ, v) = ((1 + t) cos θ, (1 + t) sin θ, v)

0 < v < T, para cada t ∈ [0, T ].

Assim, podemos definir a projeção ortogonal de um vetor ξ ∈ R
3 em cada plano

tangente TpCt por

P t
ξ (p) =

2∑

i=1

gcan(ξ, w
t
i)

gcan(wt
i , w

t
i)
wt

i

onde {wt
i}2i=1 é uma base ortogonal de TpCt definido como sendo w1 = Xθ e w2 = Xv.

Assim os vetores da base canônica {e1, e2, e3} do R
3 projetados em TpSt são dados

por:

P t
e1
= ((1 + t) sin2 θ,−(1 + t) sin θ cos θ, 0)

P t
e2
= (−(1 + t) sin θ cos θ, (1 + t) cos2 θ, 0)

P t
e3
= (0, 0, 1)

Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (C, gt) é dado pela solução da equa-

ção

Xα
t = Xα

0 +
3∑

β=1

∫ t

0

(P s(Xt))αβ ◦ dBβ
s α = 1, 2, 3.

onde os (P s(p))αβ são as entradas da matriz com q = (θ, v) tal que Xt(θ, v) = p

[P t(q)] =




(1 + t) sin2 θ −(1 + t) sin θ cos θ 0

−(1 + t) sin θ cos θ (1 + t) cos2 θ 0

0 0 1
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4.4 L(t)-Difusão

Nesta seção vamos definir um processos estocásticos gerados por uma família {L(t)}t∈[0,T ]

de operadores elípticos não degenerados de 2o ordem sem termos constantes, vari-

ando diferenciavelmente com o tempo. E apresentaremos uma construção que faça

sentido introduzir o conceito de transporte paralelo estocástico ao longo desse novo

tipo de processo estocástico.

Para o que se segue, M é uma variedade Riemanniana n-dimensional e con-

sideraremos em M , uma família {g(t)}t∈[0,T ] de métricas Riemannianas de classe

C1,2([0, T ]×M), uma família {∇(t)}t∈[0,T ] de conexões de Levi-Civita com respeito

a {g(t)}t∈[0,T ].

Seja {ei}ni=1 uma base ortonormal do R
n. Para cada u ∈ F(M) e t ∈ [0, T ]

denote Li(t, u) = (uei)
h
t o ∇(t)- levantamento horizontal de uei ∈ Tπ(u)M .

Não é difícil ver que para cada u ∈ F(M) os n-campos Li(t, u) = (uei)
h
t é uma

base para o espaço HuF(M).

Para construir uma base para o espaço VuF(M), considere {Mi,j}ni,j=1 base canô-

nica do espaço de matrizes M(n,R) e a ação

φ : F(M)×GL(n,R) → F(M)

definida por φ(u, g) = u ◦ g.

Assim a família {Vij(u)}ni,j=1 definida como sendo Vij(u) := (φu)∗(Eij) forma uma

base para o espaço VuF(M), onde Eij base canônica de GL(n,R).

Por fim, denote para cada t ∈ [0, T ], o g(t)-fibrado de bases ortonormais por

(O(M), g(t)).

Definição 4.15 Sejam (Ω, (F)t≥0,F ,P) um espaço de probabilidade completo, fil-

trado com filtração continua à direita, M uma variedade diferenciável e {Lt}t∈[0,T ]

uma família de operadores elípticos não degenerados de 2o ordem sem termos cons-

tantes, variando diferenciavelmente com o tempo. Um processo X : Ω× [0, T ] →M

é chamado de uma L(t)-difusão começando em p ∈ M , se para todo f ∈ C∞(M) o

processo

M f (X)t = f(Xt(p))− f(p)− 1

2

∫ t

0

L(s)f(Xs(p))ds

é um martingale local.
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Assim se o processo Xt satisfaz a equação diferencial estocástica de Stratonovich

em M dada por:

dXt =
m∑

k=1

Ak(t,Xt) ◦ dBk
t + A0(t,Xt)dt. (4.14)

onde Bt = (B1
t , ..., B

m
t ) um movimento Browniano m-dimensional do espaço eucli-

diano.

Então, a família de operadores que geram a L(t)-difusão Xt será dada por

L(t) =
1

2

m∑

k=1

A2
k(t, ·) + A0(t, ·)

onde, A2
k(t)f = Ak(t)(Ak(t)f) e A0(t), ..., Am(t) campos de vetores continuamente

diferenciável em t ∈ [0, T ], isto é, em uma carta local (x1, ..., xd) estes campos de

vetores são expressados como

Ak(t) =
d∑

i=1

Aik(t, x)
∂

∂xi

onde os campos, Aik(t, x), i = 1, ..., d; k = 1, ...,m são de classe C1 em t e C∞ em x.

I. Shigekawa [25] provou que o levantamento horizontal estocástico X̃t de Xt é

regido pela equação diferencial estocástica de Stratonovich em F(M)

dX̃t =
m∑

k=1

Ãk(t, X̃t) ◦ dBk
t + Ã0(t, X̃t)dt. (4.15)

onde, Ã0(t), ..., Ãm(t), são os levantamentos horizontais de A0(t), ..., Am(t) respecti-

vamente.

Nosso estudo segue na direção de descrever um tipo de transporte paralelo ao

longo de uma L(t)-difusão, com L(t) =
1

2
∆g(t) + Z(t) de modo que esse transporte

paralelo seja uma isometria para cada t ∈ [0, T ]. O problema aqui é que nesse caso,

a métrica g(t) evolui ao longo do tempo, assim temos que se:

X̃0 ∈ (O(M), g(0)) ; X̃t ∈ (O(M), g(t)).

Para conseguir tal propriedade é necessário modificar a equação (4.15) que rege

X̃t. Isto é, estamos querendo que dado u ∈ F(M), gt(uei, uej) seja constante para

cada t ∈ [0, T ]. Assim se definirmos F : F(M) × [0, T ] → M(n,R) como sendo

F (u, t) = (gt(uei, uej))ij, queremos que dF (X̃t, t) = 0, pois assim manteremos a
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g(t)-isometria. Então aplicando a fórmula de Itô para Fij(u, t) = gt(uei, uej) em X̃t

temos

dF (X̃t, t) =
∂F

∂t
(X̃t, t)dt+

m∑

k=1

EkF (X̃t, t) ◦ dBk
t +

m∑

k,l=1

Akl(X̃t, t)F (X̃t, t)dt

Pela definição da F segue que

∂F

∂t
(X̃t, t) = ġt(X̃tei, X̃tej)

Agora considerando uma vizinhança U ⊂M de p e n-campos de vetores E1, ..., En ∈
X (U) ortonormais em cada ponto de U tais que ∇Ei

Ej(p) = 0, ou seja um referencial

geodésico, temos que

EkF (X̃t, t) =
d

ds
F (X̃t, s+ t) = 0

Isto sugere que para mantermos a g(t)-isometria devemos impor que

Akl(X̃t, t) = −ġt(X̃tei, X̃tej)

Com isso fica demonstrado o seguinte resultado que é uma extensão do A. Cou-

libaly em [29] :

Teorema 4.16 Seja Xt uma difusão em M , regida pela equação diferencial esto-

cástica de Stratonovich

dXt =
m∑

k=1

Ak(t,Xt) ◦ dBk
t + A0(t,Xt)dt.

E defina o transporte paralelo ao longo da L(t)-difusão Xt como sendo

//T0,t = X̃t ◦ X̃−1
0 : TX0M → TXt

M

onde X̃t é solução da equação abaixo (4.16). Tome p ∈ M e considere a seguinte

equação diferencial estocástica de Stratonovich em F(M).




dX̃t =
n∑

k=1

Ãk(X̃t, t) ◦ dBk
t −

1

2

n∑

i,j=1

ġt(X̃tei, X̃tej)Vij(X̃t)dt

X̃0 ∈ (O(M), g(0)); π(X̃0) = p

(4.16)

onde Bt é um movimento Browniano em R
n. Então

a) O transporte paralelo estocástico //T0,t ao longo de Xt é uma g(t)-isometria

b) π(X̃t) = Xt(p).
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APÊNDICE A

APÊNDICE

1.1 Resultados Técnicos

Teorema A.1 Seja X um Γ-martingale em uma bola geodésica regular B. Então

P[X convergir em B] = 1

Demonstração: Ver W. Kendall [35]. �

Teorema A.2 (Teorema de Liouville para Γ-martingale). Seja Bp(r) uma bola ge-

odésica regular na variedade Riemanniana N . Se X é uma Γ-martingale em Bp(r)

com limite X∞ não aleatório. Então Xt = X∞ = X0 para cada t.

Teorema A.3 Sejam N uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com

curvatura sectional não positiva, e X, Y martingales contidos em uma bola geo-

désica em N . Se X∞ = Y∞ então X = Y , para cada t ≥ 0.

Demonstração: Ver M. Emery [19]. �

Proposição A.4 Seja M uma variedade diferenciável munida de uma conexão Γ e

X um Γ-martingale em M . Então

(A) (Darling): X∞ = lim
t→∞

Xt existe quase certamente na compactificação por um

ponto M
⋃{∞} de M .
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(B) (Zheng): Sobre o conjunto onde X∞ existe e está em M , temos que 〈X,X〉∞ <

∞ quase certamente.

Demonstração: Ver Teorema A e B de R. Darling [9]. �

Lema A.5 Sejam M1, M2 variedades Riemannianas completas (possivelmente com

fronteira). Se X1,X2 são Γ-martingales definidos sobre a mesma filtração em M1,

M2 respectivamente, então o processo (X1, X2) é um Γ-martingale na variedade

Riemanniana produto M1 ×M2.

Demonstração: Ver W. Kendall [36]. �

Definição A.6 Seja X um processo estocástico contínuo com valores na bola geo-

désica regular B. Dizemos que X é um Γ-martingale se para todo aberto limitado

U ⊂ B e para toda função diferenciável, convexa e limitada ϕ : U → R o processo

ϕ(X) é um submartingale para todo sub-intervalo [a, b] ⊂ R no qual Xt ∈ U , para

cada t ∈ [a, b].

Lema A.7 Suponha que B é uma bola regular geodésica. Seja Ψ : B × B → [0,∞)

uma função contínua, não negativa e limitada por uma função convexa. E defina

∆u = {(x, y) ∈ B × B : Ψ(x, y) ≤ u}. Então,

lim sup
u→0

sup{dist(x, y)|(x, y) ∈ ∆u} = 0

Demonstração: Ver W. Kendall [36]. �

Lema A.8 Dado qualquer x ∈ Br(p) existe uma função convexa, contínua, limitada

e não negativa ψx tal que ψx(y) = 0 se, e somente se, y = x.

Demonstração: Ver W. Kendall [34]. �

Teorema A.9 Se F : M → N é uma aplicação harmônica de dilatação limitada e

X um movimento Browniano em M , então F (X) é um Γ-martingale e tem dilatação

limitada.
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Demonstração: Ver W. Kendall [32]. �

Teorema A.10 Sejam N uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com

curvatura limitada superiormente por uma constante negativa −h2. Suponha que X

e Y são Γ-martingales em N de dilatação limitada. Se X0 6= Y0 então existe uma

chance de que X e Y nunca se encontre. Isto é,

P(Xt = Yt, para algum t ≥ 0) < 1

Demonstração: Ver W. Kendall [32]. �

Lema A.11 Seja ∇ uma conexão simétrica em M e ω a forma conexão associada.

Então

a) A aplicação projeção π : F(M) →M é (∇c,∇)-afim e (∇h,∇)-afim.

b) A parte simétrica de ∇hω é −ω ⊙ ω.

c) A parte simétrica de ∇hω é −ω ⊙ ω + ac, onde

acu(U, V ) =
1

2
u−1(R(· ◦ u, π∗U)π∗V +R(· ◦ u, π∗V )π∗U)

para cada U, V ∈ TpF(M).

Demonstração: Ver P. Catuogno e S. Stelmastchuk [50]. �
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