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Abstract

This thesis is divided into two parts. In the first part, we will make a probabilistic
approach to the theory of L-harmonic applications on manifolds, we generalize to
this context Theorems of Liouville, Picard, Elworthy and Dirichlet. In the second
part of the work, the goal is to generalize and characterize the concept of diffusion,
martingale and Brownian motion on manifolds that are provided by a family of

metrics and connections which depends smoothly on time.
Resumo

Esta tese esta dividida em duas partes. Na primeira parte, faremos uma aborda-
gem probabilistica para a teoria de aplicagoes L-harmonicas em variedades diferen-
ciaveis, passaremos para esse contexto os Teoremas de Liouville, Picard, Elworthy
e Dirichlet. Na segunda parte do trabalho, o objetivo ¢ generalizar e caracterizar o
conceito de difusao, martingale e movimento Browniano em variedades que estejam
munidas por uma familia de métricas e conexoes que variam diferenciavelmente com

o tempo.
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INTRODUCAO

Sao bem conhecidas as relagoes entre métricas Riemannianas, operador Laplace-
Beltrami, solugao da equagao do calor, aplicagoes harmoénicas e o movimento Brow-
niano (que é um processo de difusdo com gerador infinitesimal %A M). Sabe-se por
exemplo, que é possivel caracterizar uma aplicacao harmonica através de martingales

e movimento Browniano.

Teorema(P.A, Meyer [43]|). Sejam M uma variedade Riemanniana, N uma
variedade diferenciavel munida de uma conexdo I'V e F': M — N uma aplicacao di-
ferenciavel. Entao F' é harmonica se, e somente, se para todo movimento Browniano
B; em M, F(B;) é um I'V-martingale em N.

Com base nesta caracterizagao de aplicagoes harmonicas em termos de objetos
probabilisticos, W.S. Kendall e R.W. Darling, na década de 80, demonstraram com

ferramentas do Calculo Estocéstico, varios resultados interessantes, tais como:

Teorema(de Liouville). Seja M uma variedade Riemanniana tal que exista apli-
cagOes harmonicas limitada ndo constante. Seja B,(p) uma bola geodésica regular
em uma variedade Riemanniana N. Se F' : M — B,(p) C N ¢é uma aplicagao

harmoénica, entao F' é constante.

Teorema(Uma versao probabilistica do Teorema de Picard). Seja M uma va-
riedade Riemanniana com curvatura de Ricci nao negativa e seja N uma variedade
Riemanniana com curvatura sectional limitada superiormente por uma constante
negativa —h?. Se I : M — N é harmonica e com dilatacao limitada, entdao F é

constante.



Teorema(Unicidade do Problema de Dirichlet). Seja M uma variedade Rie-
manniana compacta com fronteira OM e B C N uma bola geodésica regular. Se F
e GG sao aplicagoes harmonicas de M em N tal que F' = G na fronteira M. Entao
F=Gem M.

Uma pergunta natural que surge é: Sera que podemos obter relagoes semelhantes
a essas, mas para processos estocésticos mais gerais que o movimento Browniano?

Isto é, para difusoes mais gerais que as geradas por %A Mm?

A primeira parte desta tese é dedicada em responder essa pergunta. Para isso,
fizemos um estudo detalhado dos artigos de R.W. Darling, W.S. Kendall e P.A.
Meyer, (9], [10], [11], [32], [33], [34], [35], [36], [43] e [44], que abordam as rela-
¢oes entre aplicacoes harmonicas, I'-martingales e movimento Browniano. Assim
podemos compreender as técnicas utilizadas em suas demonstracoes e desta ma-
neira fazer as modificagoes necessarias para generalizar os teoremas 1a obtidos para

0 nosso contexto de aplicagdoes L-harmonicas e L-difusoes.

O conceito de aplicacao L-harmonica em variedades diferenciaveis, foi introdu-
zido e estudado por J. Picard em [40], [41] e [42], a direcao do seu estudo foi de
responder questoes sobre construgoes de aplicagoes L-harmonica com valores fixos
na fronteira da variedade. Este problema por sua vez estéa relacionado com a cons-
trugdo de martingales em variedades com valor terminal fixo (isto é, um problema
de Dirichlet nao linear). Além de J. Picard, R. Bass em [1] também estudou de ma-
neira probabilistica difusoes e aplica¢oes L-harmoénica, mas no ambito de equagoes

diferenciais parciais no espaco euclidiano.

Na segunda parte da tese, vamos estudar processos estocasticos que dependem de

uma familia de métrica e/ou conexodes que variam diferenciavelmente com o tempo.

Nosso trabalho segue primeiramente na dire¢ao de estudar martingales que de-
pendem diferenciavelmente de uma familia de conexdes. Esse estudo foi feito de
modo independente e sob um ponto de vista diferente ao realizado por Guo, H;
Philipowski, R e A. Thalmaier em [20]. Sob nosso ponto de vista, obtivemos uma
caracterizagao dos A-martingales e algumas féormulas de integracao para esse tipo
de processo, tais como, uma férmula de conversao Stratonovich-Itd6 e uma férmula
geométrica de It6. Além disso, passaremos para o nosso contexto os resultados de P.
Catuogno e S. Stelmastchuk [50], que caracteriza martingales em fibrados de bases

e fibrados principais.



Em seguida vamos estudar o g-movimento Browniano, processo este, que é ob-
tido quando restringimos os A-martingales para o caso em que a familia de conexoes
A, é uma familia de conexoes de Levi-Civita, associada a uma familia de métricas
Riemannianas g = {g(¢); t € [0,7]} de classe C**([0,T] x M). O g-movimento
Browniano foi introduzido e estudado em 2008 por A. Coulibaly em [29], este pro-
cesso, tem relacao direta com fluxos de curvatura de Ricci e fluxos de curvatura

média, como A. Coulibaly e A. Thalmaier mostram em [30] e [31].

Nossa contribuicao para essa teoria, foi primeiramente de apresentar uma defi-
nicao alternativa ao de A. Coulibaly, para o g-movimento Browniano, e com isso,
obtivemos algumas férmulas de integragao para esse tipo de processo estocastico.
Uma outra contribuicao foi apresentar uma maneira de construir o g-movimento
Browniano em uma superficies de revolugao cuja familia de métricas Riemannianas

evolua de modo “comportado”.

Finalizaremos nosso trabalho, estendendo o conceito de g-movimento Browni-
ano. Para isso vamos considerar uma familia {L(t)}cor] de operadores elipticos
nao degenerados de 2* ordem sem termos constantes, variando diferenciavelmente
com o tempo. E assim, definiremos um processo de difusao gerado por essa familia,
no qual intitulamos de L(t)-difusdo. Construiremos também o conceito de trans-
porte paralelo estocastico ao longo de uma L(t)-difusdo, de modo a mantermos a

propriedade de isometria do transporte paralelo.



Este trabalho esta dividido da seguinte maneira:

No primeiro capitulo, fixaremos notagoes e apresentaremos apenas as defini¢oes
e os resultados necessarios de Geometria Riemanniana e Calculo Estocastico que

serao utilizadas no restante do trabalho.

No Segundo capitulo, introduziremos o conceito de aplicagao L-harmonica e fare-
mos um estudo analogo ao que W.S. Kendall e R.W. Darling fizeram para os casos de
martingales, movimento Browniano e aplicagoes harmonicas em variedades Rieman-
nianas. No entanto, aqui o estudo seré feito no ambito de aplica¢oes L-harménicas

e L-difusoes.

No capitulo 3, vamos estudar martingales que dependem diferenciavelmente de
uma familia A de conexoes afins, no qual intitulamos A-martingales. Daremos uma
caracterizacao dos A-martingales e algumas formulas de integragao para esse tipo de
processo, tais como uma férmula de conversao Stratonovich-Ito6 e uma férmula geo-
métrica de It6. Além disso, apresentaremos uma caracterizacao dos A-martingales

em fibrados principais e fibrados de bases.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo do g-movimento Browniano. Primeiramente
vamos apresentar uma defini¢ao alternativa ao de A. Coulibaly, para o g-movimento
Browniano e obter algumas férmulas de integracao para g-movimento Browniano.
Em seguida, apresentaremos uma nova construcao deste processo, via mergulho
isométrico. Utilizando essa nova construgao faremos uma caracterizacao do g-
movimento Browniano e mostraremos uma maneira de construir g-movimento Brow-
niano em superficies de revolugao. Por fim, introduziremos o conceito de L(t)-difusao

e de transporte paralelo estocastico ao longo desse processo.

O tltimo capitulo é um apéndice que contém alguns lemas técnicos que utilizamos

nas demonstracoes de nossos resultados.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, vamos apresentar os conceitos essenciais da Geometria Diferencial e
do Calculo Estocéstico que serao utilizados no restante do trabalho. As referéncias
utilizadas neste capitulo foram M. do Carmo [12], S. Kobayashi e K. Nomizu [48],
E. Hsu [24], B. Oksendal [38], O. Kallenberg [28] ¢ M. Emery [18].

1.1 Geometria Riemanniana

Ao longo desse trabalho o termo diferenciével significara de classe C'*°. Além disso,
vamos supor que as variedades diferenciaveis satisfacam o axioma de Hausdorff e o

axioma da base enumeravel.

A tripla (M, g, V) denotara uma variedade Riemanniana de dimensao n, munida
de sua métrica Riemanniana ¢ e sua conexao de Levi-Civita V. Também usaremos

a notagao I' para a conexao de Levi-Civita.

Denotaremos também X (M) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis
definidos em M e por T'M o fibrado tangente de M.

O gradiente de uma fungao f € C*°(M), é o campo vetorial, denotado por V f e
definido pela relagao g(V f, X) = X (f), para cada X € X (M), onde X (f) representa

df (X).
Dados X,Y € X(M), o colchete de Lie de X por Y, é o campo vetorial [ X, Y]
dado por

(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f)), para cada f € C*=(M).

D



Uma variedade Riemanniana M é dita completa, se para todo p € M, as geo-
désicas «a(t) que partem de p, estdo definidas para todos os valores do parametro
teR.

Intuitivamente, isto significa que as variedades Riemannianas completas nao pos-

suem “furos"ou fronteiras.

Dados p,q € M, a distancia entre p e ¢ é definida por d(p,q) = infimo dos

comprimentos de todas as curvas diferenciaveis por partes em M unindo p a q.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M, g, V) é uma correspondéncia
que associa cada par X,Y € X (M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por

R(X,)Y)Z =VxVyZ —NyNxZ -V ixy1Z, Z € X(M).

Definiremos agora outros tipos de curvaturas que sao importantes no estudo das

variedades Riemannianas.

Dados p € M, 0 C T,M um subespago bi-dimensional de T, M e {u,v} é uma
base qualquer de ¢. Definimos a curvatura seccional K(p,o) de ¢ em p € M pela

expressao:
9(R(u, v)v, u)

K(p.) = K(u,v) = S 000

Agora fixe um vetor unitario v € T, M e complete-o de modo a obter uma base

ortonormal {vy, ..., v,_1,v, = v} de T,M. Assim definimos:

Curvatura de Ricci na diregdo de v:
Ric,(v) = ZQ(R(UZ',U)U,UZ'), i=1,.,n—1
i=1

Curvatura Escalar em p:
K(p) = ZRicp(vj) = Z g(R(vi,vj)vj,v;), j=1,...,n.
j=1 ij=1

Um tensor de tipo (m, s) sobre T,,M é uma forma (m + s)-linear

T:T,M*x ... xT,M*"xT,Mx..xT,M—=R

TV Vv
m— fatores s—fatores

O espaco vetorial dos tensores de tipo (m,s) sobre T,M sera denotado por
T M
’ .



Um campo de tensores T de tipo (m,s) em uma variedade diferenciavel M é
uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um tensor T'(p) € Ty M.
Um campo de formas lineares é chamado de 1-forma. O conjunto dos campos de

tensores de tipo (m, s) definidos em M sera denotado por I'(T"*M).

Seja B,.(p) = {q¢ € M|d(p,q) < r} uma bola de raio r e centro em p em uma
variedade Riemanniana completa M. Dizemos que B é uma bola geodésica regular

se:
1) Cada q € B,(p) esta conectada com p € M por uma unica geodésica minimal.
2) As curvaturas seccional em B, (p) sao limitadas por uma constante positiva k
e vk < ~
2r
Sejam (M", g) e (M"** §) variedades Riemannianas de dimensdes n e n + k,

respectivamente. Uma imersao f : M™ — M"** ¢ dita isométrica se

g(u,v)p = g(dfp(u), dfp(v)) 1) (1.1)
para todo p de M e todo u,v € T, M. Dizemos que f é um mergulho isométrico se

f € um mergulho que satisfaz (1.1) para todo p € M e todo u,v € T,M.

Teorema 1.1 (Teorema do Mergulho isométrico de Nash). Qualquer variedade Ri-
emanniana n-dimensional, pode ser mergulhada isometricamente em algum espago

euclidiano RN com a métrica candnica.

Demonstragao: Para uma prova ver [22]. O

Dada uma variedade Riemanniana M™, consideremos X € X(M), p € M e
{e1,...,e,} uma base ortonormal de 7,M. Entao definimos o divergente de X em

p € M por
divX(p Zg (Ve X, ex)p

Dada f € C*(M), definimos o Laplaciano de f em p € M como
Af(p) = div(Vf)(p Z Ei(E
onde {E}, ..., E,} é um referencial geodésico em p € M.
Em coordenadas locais

A= Z (0$8$] “F“a_:c;)’ (12

’Ljf




onde g% sdo os elementos da matriz inversa de (g;;).

Denotaremos por P(M,G) o fibrado principal sobre a variedade M, com grupo
de Lie G e projecao w: P — M.

Indicaremos ag¢do a direita de G em P por R,(p) :==pgonde p € Peg e G, e
por g & algebra de Lie de G. Relembre que a agao R, induz um homomorfismo de
algebras de Lie 0 : g — X(P). O campo B* = o(B) ¢ chamado campo de vetores
fundamental, para cada B € g.

Um levantamento horizontal H em P(M,G) ¢ uma familia de aplicagoes dife-
renciaveis Hy, : Trp,yM — T,P tal que m. o H, = Idr, v € (R,)«H, = H,, para
quaisquer p € Pe g € G.

O levantamento horizontal H é determinado e determina uma tnica decom-
posi¢ao de cada espaco tangente 7,FP como a soma direta do subespago vertical
V,P = Ker(m.(p)) e do espaco horizontal H,P = Im(H,) em p € P. Essa de-
composicao define naturalmente o levantamento horizontal de X € T,y M como o
tinico vetor tangente X" = H,(X) € H,P tal que m,(X") = X. Para cada p € P,
op(g) = V,P assim B* ¢ um vetor vertical em 7,P. Assim dado U, € T,P, vamos

denotar a parte horizontal e vertical de U, por hU, e vU, respectivamente.
Dado P(M,G) um fibrado principal sobre M com grupo G, munido de um
levantamento horizontal H. A forma conexdo w : TP — g é definida por:

w(U,) = B,

onde, vU, = Bj.

Observe que a forma de conexao w é uma l-forma que verifica as seguintes

condicgoes:
1. w(B*) =B for B € g,
2. Rjw = adyw for g € G,
onde ad, : g — g é definido por ad,(B) = (1,).B, I, (aqui I, é o automorfismo

interno de G, definido por I,(x) = gzg™).

Reciprocamente, para cada 1-forma w de P, que verifica as condi¢oes anteriores,
existe um tnico levantamento horizontal H em P tal que sua forma de conexao é
w. Parap € Pe X € Ty, M, temos que H,(X) € T,P ¢ a a tnica solucao de
T (Hp(X)) = X e wp(H,(X)) = 0.



As conexoes que consideraremos aqui serao, conexoes sem torsao no fibrado

tangente.

Seja VI uma conexdao em P(M,G). Dizemos que V¥ é G-invariante se as

translagoes a direita R, sao aplicacoes afins para todo g € G.

Seja w uma forma conexdao de P(M,G). Uma conexao G-invariante V' em

P(M,G) é projetdvel se hVE,Y" ¢ projetével para quaisquer campos X e Y em M.

Proposigao 1.2 Sejam P(M,G) um fibrado principal e V¥ uma conexao G-invariante
em P(M,G). Entao VT € projetdvel se e somente se existe uma tinica conexio VM
em M tal que

hvi, Y = (VYY)

para todos os campos X eY em M.

Demonstragao:  Seja V¥ conexdo projetdavel. Definimos VY = 7T*VP Yh,
claramente hV{,Y" = (V{Y)". Falta provar que VM é uma conexdo. Isto segue
dos seguintes calculos: (fX)" = (f o m) X", para cada f € C°°(M),

VI(FY) = mu(Vimyxr (fomY™)
= <<gow>Xh<fow>Yh+<gow><fow>v§m>
= gX(f)Y +gfVYY.

A unicidade segue das definigoes. O

Seja V¥ uma conexio em P(M, G) e w uma forma conexao de P(M, G). Seguindo
B. O’ Neill [39], descrevemos as magnitudes geométricas de nosso interesse em termos

dos tensores fundamentais 7' e A. Eles estao definidos por

TyV = hVE vV 4+ vVl hv (1.3)

AV =vVi yhV + hvy uVV, (1.4)
para U e V campos em P.

Observamos que a anulagao de T significa que as fibras de P(M, G) sao total-

mente geodésicas.

Dentre os fibrados principais, o de fibrado de bases se destaca, por ser utilizado

na literatura classica de calculo estocéstico em variedades para fazer uma construgao



intrinseca do movimento Browniano em variedades Riemannianas. Posteriormente,
utilizaremos estes objetos para construir intrinsecamente as L(t)-difusoes. Para mais

detalhes veja as referéncias Kobayashi e K. Nomizu [48] ¢ E. Hsu [24].

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e x € M. Definimos a fibra

no ponto x como sendo
F(M), ={u:R" = T, M | isomorfismo linear}

e o fibrado de base de M por F(M) = U F(M),.
zeM
Nao ¢é dificil verificar que o fibrado de base é um fibrado principal com grupo

estrutural GL(R™).

Fixado uma métrica Riemanniana, o subconjunto do fibrado de bases formado

pelas isometrias, ¢ denominado fibrado ortonormal de M e denotado por O(M).

1.2 Calculo Estocastico

Neste se¢ao, apresentaremos uma rapida introducao a teoria do Célculo Estocéstico.
Comecaremos a estudar os processos no espaco euclidiano, colocando as definigoes
basicas até chegar na formula de It6 e na teoria de equacgoes diferenciais estocésticas.
Com estes conceitos definidos, faremos uma introdugao ao processos e as equacoes
diferenciais estocasticas em variedades. As referéncias utilizadas nesta se¢ao foram
B. Oksendal [38], O. Kallenberg [28], E. Hsu [24] ¢ M. Emery [18].

Um processo estocdstico X : Qx[0,T] — R", é uma familia de variaveis aleatorias
{Xt}ieo,r) definida sobre um espaco de probabilidade (€2, F,P). Para cada w € 2,
a aplicagao X (w) : [0, 7] — R™, é chamada de trajetoria.

Se para quase todo w € Q a trajetoria X (w) é continua, dizemos que o processo
estocéstico é continuo. Se a esperanca E(|X;|) < oo para todo t € [0, 7], o processo
estocéstico é dito integrdvel.

Uma filtragao ¢ uma familia {F;} C F de o-algebra tal que se s < ¢, entdo
Fs € Fi. Um processo X é dito adaptado a filtracao F = {F;} se X; é F-mensuravel
para todo t € [0,T].

Um tempo de parada relativo a filtragdo F = {F; }1cjo,7] € uma variavel aleatoria

7 tal que para todo ¢ € [0,7] o conjunto {w € Q; 7(w) <t} € F,.
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Um processo estocastico X : Q2 x [0,7) — R é chamado um martingale com

respeito a filtracao F, ou um F-martingale se:

(1) X ¢ integravel.

(2) X é adaptado a F.

(3) E[X¢|Fs] = Xs q.c. para todo s <t, s,t€[0,T).

Se a igualdade em (3) é substituida por < ou > temos o que é chamado de
supermartingale e submartingale, repectivamente.

Um processo X = (X', ..., X™) em R" é martingale se X!, ..., X™ sdo martingales
unidimensionais.

Um processo X é um martingale local, se ele é adaptado e se existe uma sequéncia

de tempos de parada (7,)nen tal que

i) T, T 00 q.c.
i1) para cada n € N, X\, é um martingale.

Note que para todo martingale X, é possivel construir uma sequéncia de tem-
pos de parada que satisfaz as condigbes i) e ii), portanto, todo martingale é um

martingale local.

Um processo X : Q x [0,T] — R™ é um semimartingale continuo se ele pode ser
escrito como a soma X = M + A onde M é um martingale local continuo e A é um

processo adaptado, continuo de variacao limitada em intervalos finitos.

Teorema 1.3 Para quaisquer martingales continuos X e Y, existe q.c. um unico

processo continuo (X,Y); de varia¢ao limitada em intervalos finitos tal que
1) (X,Y)=0
2) XY — (X,Y) € um martingale.

Tal processo é chamado de varia¢io cruzada de X e Y. Além disso, o processo
(X,Y) € q.c. simétrico e bilinear. No caso em que X =Y chamamos (X, X) de

variacao quadrdtica de X.

E possivel mostrar que a variagao cruzada entre X e Y é dada explicitamente

por
n

= i it - i i 1t .
<X7Y>t lim (Xt 1AL Xy /\t)(YtH/\t Yim&)

|| —0 4
1=0
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onde, m = {0 =ty < t; < ... < t, = t} & uma particao de [0,¢] C [0,7] com
|| = sup|tiv1 — ], ¢ = 0,...,n — 1 a norma da partigdo 7. O limite acima é em
probabilidade.

Utilizaremos a caracterizacao de Lévy para definirmos o movimento Browniano.
Um martingale continuo B; = (B}, ..., B}) com By = 0 ¢ (B!, B]) = 6, ;t, ¢ chamado
movimento Browniano n-dimensional.

Seja Y um semimartingale. Para cada processo X : Q x [0,7] — R continuo e

adaptado, definimos integral de Ité por

/ XdY = lim (Xti)(Y;fiﬂ/\t o }/ti/\t>'
\7r|—>0
Dados X e Y semimartingales continuos, definimos a integral de Stratonovich de

X com relagao a Y por:
t t 1
/ XodY:/ XdY+§(X,Y>t7 t>0.
0 0

A maior vantagem da integral de Stratonovich para a integral de It6 é que a
integral de Stratonovich segue as regras usuais do Célculo. No entanto, os processos
estocésticos definidos por integrais de Stratonovich em relacao a um martingale nao

define em geral um martingale como no caso da integral de Ito.

Apresentaremos agora a principal féormula do Célculo Estocastico devido ao ma-
tematico Kiyoshi It6. Esta féormula tem muitas aplicagoes no estudo de equagoes

diferenciais estocasticas como veremos mais adiante.

Teorema 1.4 (Férmula de Itd). Seja X = (X', ..., X™) um semimartingale con-
tinuo em R" e f € C*(R"). Entdo:

fiX) = 1ol +2:/ 53% _Z/ 0:1:18% JAUX, X)s.

7,7=1

Proposicao 1.5 (Foérmula de Ité para integral de Strotonovich). Para qual-
quer semimartingale continuo X : QxR — R™ e para qualquer funcio f € C3(R™),

temos

(X)) = f(Xo) +Z/ 8x odX?,
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Sejam {Vj}72, campos de vetores diferenciaveis no R", Z : Q x [0, 7] — R™ um
semimartingale continuo em R™ e X, uma variavel aleatéria em R", onde 7 é um

tempo de parada. Podemos definir dois tipos de equacao diferencial estocastica:
m
dX, = Vi(X)dZ!. (1.5)
e a equacao diferencial estocastica de Stratonovich

dX; =Y Vi(Xy) o dZ!. (1.6)

k=1

Uma solugao para a equagao (1.5) é um processo estocastico que satisfaga a

equacao integral de Ito
mo o
X, = X+ Z/ Vi(X,)dZF. (1.7)
k=170

Uma solugao para a equagao (1.6) é um processo estocastico que satisfaga a equagao

integral de Stratonovich
X, = X0+Z/ Vi(X,) 0 dZ". (1.8)

Teorema 1.6 Suponha que os campos Vi, ..., V,, da equagao diferencial estocdstica
Ito(Stratonovich) sejam globalmente Lipschitz. Entao existe uma inica solugao para

cada condicao inicial Xo quadrado integrdvel.

A conversao da integral de Stratonovich na integral de It6 é dada pela equagao

F(X,) = / Zw X,)dZ" + /0 S VGAX)UZE 7Y, (19)

k=1
Utilizando a féormula de Ito, pode-se demonstrar a seguinte proposicao.
Proposigao 1.7 Seja X a solugao da equagio (1.6) e f € C*(R™). Entao
f(X)) = f(Xo) + kaf YodZF, 0<s<e(X). (1.10)

0 k=1

onde e(X) € o tempo de explosao de X.
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Passaremos agora para os processos e equagcoes diferenciais estocasticas em vari-
edades. Para detalhes sobre calculo estocéstico em variedades ver E. Hsu [24] e M.
Emery [18].

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao n, (€2, F,P) um espago de
probabilidade, 7 um F-tempo de parada. Um processo continuo X : Q x [0,7) — M
¢ um semimartingale continuo se f(X) for um semimartingale continuo em R, para
cada f € C™(M).

Uma equagao diferencial estocastica numa variedade M é definida por m-campos
de vetores Vi, ..., V,,, em M um semimartingale Z em R™ e um elemento aleatorio X
com valores em M funcionando como condigao inicial da solu¢ao. Entao definimos

a equacao diferencial estocastica numa variedade M por:
t
X, =Xo+ / Vi(X5) o de (1.11)
0

e referimos a esta equagao por SDE(V, ..., Vi Z, Xo).
Um semimartingale X : Q x [0,7) — M é solucao de (1.11) até o tempo de
parada 7 se para todo f € C*°(M) temos

ﬂ&)=ﬂx@+é%@m&ymﬁzogt<ﬁ k=1,..,m. (1.12)

A vantagem da formulagao de Stratonovich para as equagoes diferenciais estocéas-
ticas em variedades é que esta formulagao é invariante por difeomorfismo no seguinte

sentido:

Teorema 1.8 Sejam M e N variedades diferencidaveis e ® : M — N um difeomor-
fismo. Se X € solu¢iao da SDE(Vi, ...,V Z, Xo) em M, entao ®(X) € solugio da
SDE(® V1, ..., 0.V, Z,9(Xy)) em N, onde & : X(M) — X(N) € dada por

(©.V)f(y) =V (fo®)(x), VeX(M), y=o(z)

Demonstracao: Ver E. Hsu [24]. O

Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade e F uma filtragdo completa e con-
tinua a direita de F. Um processo estocastico F-adaptado X; em M é chamado
de processo de difusao gerado por L ou uma L-difusao se X; é um semimartingale

continuo em M até o tempo de explosao e(X) e

MNX%:ﬂXQ—ﬂXﬂ—AZJQQm,O§t<dXL (1.13)
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¢ um F-martingale local para cada f € C*(M).

Seja M uma variedade Riemanniana. O processo de difusao gerado por %A é

chamado movimento Browniano em M.

Passemos agora as defini¢oes de levantamento horizontal estocéstico e desenvol-

vimento estocastico.

Considere a equagao diferencial estocastica no fibrado de base F (M) munido de
uma Cconexao. .
dU, =) H;(Uy) o dZj, (1.14)
i=1
onde Z é um semimartingale em R" e { H;} sdo os campos horizontais fundamentais.
Um semimartingale U; em F(M) é dito horizontal, se existe um semimartin-
gale Z, em R™ que satisfaga a equagao (1.14). Neste caso Z; é chamado anti-

desenvolvimento estocdstico de U.

A solugao U, da equagao (1.14), é chamada desenvolvimento estocdstico de Z;

em F (M) e sua projecao X; = wU, é dita, desenvolvimento estocdstico de Z; em M.

Seja X; um semimartingale em M. Um semimartingale horizontal U; em F (M)

tal que wU; = X; é chamado de levantamento horizontal estocdstico de X;.

Teorema 1.9 Seja X; um semimartingale em M e Uy uma varidvel aleatoria em
F(M) tal que Uy = Xo. Entao existe um unico levantamento horizontal estocdstico

U; de X; comegando em U,.

Demonstracao: Ver E. Hsu [24]. O

Seja # uma 1-forma sobre M e X um semimartingale com valores em M. Se U
¢ o levantamento horizontal estocastico de X e W é o anti-desenvolvimento. Entao

a integral de linha estocdstica de 6 ao longo do semimartingale X é definido por

t
/ 9:/ 0(Use;) o dW?
X[0,t] 0

Vamos agora definir a variacao quadratica de um semimartingale com respeito
a um tensor de tipo (0,2). Seja b € T'(T*?M), assim para cada * € M temos que
b(x) € T*M ® T M = Hom(T,M ® T,M,R).

Sua escalarizacio b(z) : F(M) — R™ @g R™ é definida por
b(u)(e, f) = b(x)(ue,uf), ue F(M), e, f e R", v =m(u).
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Seja b € T(T%?M) e X um semimartingale com valores em M. Seja U o le-
vantamento horizontal estocastico de X e W o seu anti-desenvolvimento. Entao a

b-variacao quadrdtica de X é dada por

t t
/ b(dX,,dX,) = / b(dW,, dWy),
0 0

mais precisamente

t n t
/b(dXs,dXs): Z/ b(Uses, Use;)d(W?, W),
0 0

ij=1

Proposigao 1.10 Sejab € T'(T*?M) e X a solugio da equagdo diferencial estocds-

tica .
dX, =) Vi(X,) 0 dZ|
i=1
Entao . .
/ b(dX,,dX,) = / b(Vi, Vi) (Xs)d(Z", Z7)..
0 0
Demonstracao: Ver E. Hsu [24]. O

Em um sistema de coordenada global (z') em z € M, um tensor b € I'(T%%M)
pode ser escrito como b(z) = b (z)dz'@da?, b;; = b(%, %). Assim dado X = (X?)

um semimartingale em M, temos
t t ) )
/ b(dXs,dXs) = / bij (Xs)d(X", X7)s
0 0

Seja M uma variedade diferenciavel munida de uma conexao V. Um semimartin-
gale X; com valores em M é chamado de V-martingale se seu anti-desenvolvimento

W, é um martingale local no espaco euclidiano.

Uma definicao alternativa para um V-martingale, sem referirmos ao anti-desenvol-

vimento, pode ser dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 1.11 Um semimartingale X; com valores em uma variedade diferen-

ciqvel (M, V) é um V-martingale se, e somente se,

1

MIX)ei= 10X = £0Xo) = 5 [ TH(aX..ax,),

¢ um martingale local para cada f € C®(M).
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Se x = (2°) € uma carta local em M e X; = (X}) € um semimartingale em M

nessa carta. Entao X; € um V-martingale se, e somente se,

. 1 [t o

Xi-Xi+ g [ ThEa ),
0

€ uma martingale local.

Demonstracao: Ver E. Hsu [24]. O
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CAPITULO 2

UMA ABORDAGEM PROBABILISTICA PARA A
TEORIA DAS APLICACOES L-HARMONICA

Abordagem que realizamos aqui, foi motivada pelos trabalhos [10], [11], [17], [34] e
[36] de R. Darling, W. Kendall e K. Elworthy que relaciona os conceitos de aplicagoes
harmonicas, movimento Browniano e martingales. Essa abordagem nao havia ainda

sido explorada no contexto de L-difusoes e aplicagoes L-harmonica.

2.1 Aplicacoes L-Harmonicas

Nesta se¢gao vamos definir e caracterizar de modo probabilistico uma aplicacao L-
harmonica em uma variedade Riemanianna, onde L é um operador eliptico nao-

degenerado de segunda ordem sem termos constantes.

Vamos comecar fixando algumas definicoes basicas referentes a Geometria de

Schwartz, para detalhes sobre essa teoria veja M. Emery [18].

Definicao 2.1 O espago tangente de sequnda ordem em M no ponto x € M, de-
notado por T,M, € o espaco vetorial de todos os operadores diferencidveis de ordem
no maximo dois sem termo constante em M no ponto x. Os elementos de T, M sao

chamados de vetores de sequnda ordem.

Observacao 2.2 Dados U C M um aberto e (x;) um sistema de coordenadas locais
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de M em x € U, resulta que qualquer L € T,M escreve-se de maneira unica como

1 n 2 n

g 0 . 0
S ij 7

1g=1

onde, a¥ e b* sao funcoes diferencidveis definidas em M com a¥ = a’'.

Seja (M, V) uma variedade diferencidvel munida de uma conexao sem tor¢ao. No
contexto da geometria de Schwartz V é interpretada como uma regra que permite
encontrar a parte de primeira ordem dos operadores diferenciaveis de segunda ordem.
Formalmente, denote por I'M a secdo do fibrado vetorial Hom (M, T M) sobre M
definida por TM(X) = X e TM(XY) = VxY, onde X,Y € X(M). Também

chamaremos T'™ de conexao em M.

Observe que a conexao I'M em coordenadas locais, ¢ dada por

0 0 0? " 0
v = M =) 't
(&vi) ox;’ (81'2'8:6]') = Y Oxy,
Portanto,
0
ML= (bF rk )
Z + 8azk

Definicao 2.3 Sejam M e N variedades diferencidaveis e F' : M — N uma aplicagao
diferencidvel. Definimos a diferencial de 2° ordem de F' no ponto x € M como sendo

a aplicacio F.(x) : 7,M — TpyN dada por:

F.(x)L(g) = L(g o F)(x), para toda g € C*(N).

Definigao 2.4 Sejam (M,VM) e (N, V") variedades diferencidveis munidas com
suas respectivas conexoes e L um operador eliptico nao-degenerado de sequnda ordem
em M sem termos constantes. Uma aplicagao diferencidvel F' : M — N ¢ dita L-

harménica se,
I'(F.L) = 0.

Mostraremos mais adiante que o conceito de aplicacoes L-harmoénicas generaliza
o conceito de aplica¢oes harménicas, e com isso, faremos um estudo analogo ao que
foi feito entre movimento Browniano e aplicacoes harmonicas, mas agora para o

contexto de aplicacoes L-harmonicas e L-difusoes.

Observe que uma aplicacao diferenciavel F': M — R é L-harmonica se, LF = 0.
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Lema 2.5 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e F' : M — N uma aplicacao
diferencidvel. Entdo para todo L-processo de difusio Xy, F(X;) é um F,L-processo
de difusao em N.

Demonstragao: Seja Y, = F(X;), entao para cada g € C*(N), temos
t
MY) = g(4) — 9(%) — [ (F.L)g(Y)ds,
0
t
= g(F(X) = g(F(X0) ~ [ (BL)g(F(X))ds,
0

t
— (g F)(X) ~ (92 F)(X0) ~ | Ligo F)(X.)ds.
0
Agora como por hipétese X; ¢ uma L-difusdo, segue que M/ (X); é um martingale
local para toda f € C°°(M), em particular para f = go F.

Assim, M9°F(X), = M9(F(X)); ¢ um I'-martingale local para qualquer que
seja g € C(N).
Portanto F'(X); é uma F, L-difusao. O

Teorema 2.6 Seja (M, V™) uma variedade diferencidvel munida de uma conexdo

e Xy uma L-difusao em M. Entao X; € um martingale em M se, e somente se,

M(L) =o.

Demonstragao: Suponha que a L-difusao X; seja um martingale, onde

:_Z lﬁxax] ZZ 0@

Z]f

Considere as fungoes x' : R® — R definida por x!(z!,...,2") = 2% e a funcio
xix) : R" — R definida por x'x(z?, ..., 2") = z'2/.

Assim se ¢ : U C M — R™ é uma carta local em M, temos que as fungoes
fir=x'ope fi :=x'x} o ¢ sao diferenciaveis em U C M.

Observe ainda que !
L(fz) =0 e (fw) = ij‘

Como X; é uma L-difusao temos para cada f € C"’O(M) que

F(X0) — F(Xo) — / Lf(X.)ds

20



¢ um martingale local. Em particular para f;, temos

t
0
¢ um martingale local. E para f;;, temos:
o 1t
Xix} - X - 5 [ (X,
0
¢ um martingale local. Usando o Teorema 1.3 tem-se
(X", X7), = a”(X,)dt. (2.2)
Mas pela Proposicao 1.11 temos que
. 1 [t o
X — X+ 5/ IH(X)d(X?, X, (2.3)
0

¢ um martingale local. Substituindo (2.2) em (2.3) e comparando com a equagao
(2.1), obtemos

1 .
§Ffja” = —bk
Como
0
ML= (bF rk )
Z + 5T )
Segue que '™ (L) = 0.
Reciprocamente, se T'M (L) = 0 entdo ;Ff] a’ = —b*, assim dado uma L-difusdo

Xy, temos que .
F00) = £0%) = [ LACX)s
0

é um martingale local. Em particular para f;, temos
Xi— Xi— / b(X,)ds, (2.4)
0
¢ um martingale local.
. 1 [t y
Xi—Xi+ §/ Iha” (X,)ds, (2.5)
0
¢ um martingale local. Usando o Teorema 1.3 tem-se

(X", X7), = a”(X,)dt. (2.6)
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Logo,

2

¢ um martingale local. Portanto X; é um martingale em M. U

, 1 [t S
X - Xj+ 5 / I (X,)d(X, X7),, (2.7)

Agora estamos em condigoes de demonstrar o teorema que caracteriza as aplica-

¢oes L-harmonicas em termos de objetos probabilisticos.

Teorema 2.7 Sejam M uma variedade Riemanniana, N uma variedade com uma
conexiao VN, F : M — N diferencidvel e L um operador eliptico nao-degenerado de
sequnda ordem sem termos constantes. Entao F é L-harmonica se, e somente se,

para todo L-processo de difusio Xy, F(X;) é um VY -martingale.

Demonstragao: Seja F' uma aplicagao L-harmonica, entao por definigao
I'(F,L) =0,

e pelo Teorema 2.6, toda F., L -difusao é um martingale. Agora pelo Lema 2.5, F'(X})
¢ um F, L-difusdo em N. Logo F(X;) ¢ um V¥-martingale.

Reciprocamente, dado uma L-difusdo X, temos por hipotese que F(X;) é um
I'V-martingale, mas usando novamente o Lema 2.5, F'(X;) é um F,L difusdao em N,

logo pelo Teorema anterior I'V(F,L) = 0, isto é, F' ¢ L-harmonica. U

Como consequéncia imediata, temos que esta defini¢ao de aplicagoes L-harmonicas

estende o conceito de aplicagoes harmonicas.

Corolario 2.8 F : M — N € harmonica se, e somente se, F' é %A—harménica.

Demonstracao: Se F é harmonica entao para todo movimento Browniano B;
em M, tem-se que F(B;) é um VV-martingale em N, isto ¢, para toda difusdo
gerada por %AM, F(B;) ¢ um V¥-martingale em N. Logo pelo Teorema 2.7 F ¢
%A—harménica.

Por outro lado, se F' é %A m-harmonica, entao novamente pelo Teorema 2.7 toda
difuséo gerada por $A s, F(B,) ¢ um V¥-martingale em N, isto ¢, todo movimento
Browniano B; em M, F(B;) é um V¥-martingale em N. Portanto segue que F é

harmoénica. O
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2.2 Teorema de Liouville, Picard, Elworthy e Diri-
chlet para Aplicacoes L-Harmonicas

Nesta secao, vamos estender para o contexto de aplicagoes L-harmonicas os Teo-
remas de Liouville, Picard, Elworthy e Dirichlet contidas nas referéncias [10], [11],

[17], [34] e [36].

Definicao 2.9 Uma variedade Riemanniana completa M tem a propriedade de cou-
pling para uma L-difusao se, para qualquer dois pontos x,y € M, podemos construir
sobre o mesmo espaco de probabilidade e para a mesma filtracao, duas L-difusoes X

e Y comecando respectivamente em x ey tal que:

P(X; =Y;, para algum t > 0) = 1.

Teorema 2.10 Seja M uma variedade Riemanniana completa, tal que todas as
curvaturas de Ricci sejam nao negativas. Entao M possui a propriedade de coupling
para L-difusao, onde L = %AM + Z, sendo Z um campo de vetores em M tal que

|Z(x)| < m para alguma constante positiva m, x € M.

Demonstragao: Ver M. Cranston [6]. O

Exemplo 2.11 O resultado acima nao € vdlido, para qualquer operador eliptico.

Por exemplo se considerarmos uma difusao X; no plano comeg¢ando em x = (x1,x3),
2

cujo gerador infinitesimal seja dado por L = 92 temos que, para pontos da forma,
Iy
y = (v1,y2) com xo # ya, nao existe uma outra L-difusao Yy iniciando em y tal que

P(X; =Y;, para algum t > 0) = 1.
Para o que se segue L = %AM + Z.

Teorema 2.12 (Teorema de Liouville para aplicagoes L-harmoénicas).

Seja M uma variedade Riemanniana que possua a propriedade de coupling para
difusao e B,.(p) uma bola geodésica reqular em uma variedade Riemanniana completa

N. Se F': M — B ¢ uma aplicacao L-harmoénica, entdo F € constante.
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Demonstragao: Dado um ponto arbitrario xq € M, considere X uma L-difusao
comegando em zp, assim Y = F(X) é um [-martingale em N, contido na bola

geodésica regular B, (p).

Agora pela Proposigao A.1 temos que Y converge e por W. Kendall [36] esse
limite Y, é nao aleatoério, isto é, nao depende do w € ). Assim pelo Teorema de
Liouville para I'-martingale Proposigao A.2, Y é constante e nao aleatério. Logo
Y; = F(X;) = F(xy) = p para cada t. Assim provamos que para qualquer ponto em

M sobre a difusao X tem sempre a mesma imagem.

Considere um ponto arbitrario o # o € M e tal que a difusao X nao passe por
Zo. Seja X uma L-difusdo comecando em Z, que seja um coupling de X. Assim

existe T' € [0, 00) tal que Xp = X7

Agora utilizando os mesmos argumentos acima, temos que Y = F(X) é um

[-martingale constante e nao aleatoério. Logo F(X) = ¢, para cada t > 0. Assim

F(&y) = q = F(Xr) = F(Xr) = p = F(x).

Portanto, F' é constante. U

Teorema 2.13 (Teorema de Picard para aplicagées L-harmonicas).

Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci nao negativa e seja
N uma variedade Riemanniana com curvatura sectional limitada superiormente por
uma constante negativa —h? < 0. Se ' : M — N é L-harménica e com dilatacdo

limitada, entao F' € constante.

Demonstracgao:

Tome dois pontos arbitrarios xo # yo € M. Agora como M tem curvatura
de Ricci nao negativa, temos pelo Teorema 2.10, que M possui a propriedade de
coupling para difusao, assim dada uma L-difusao X comecando em xg, podemos
construir uma L-difusdo Y comegando em Yy, tal que X; =Y, para algum ¢ € [0, c0).
Usando o fato de que F' é L-harmonica e o Teorema A.9 (veja o apéndice), temos

que F(X) e F(Y) sao I-martingales de dilatagao limitada em N com
P{F(X;) = F(Y}), para algum t} =1,

pois X; =Y} para algum t € [0, 00).
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Agora se F(Xy) # F(Yp) teremos uma contradi¢gao com o Teorema A.10.

Portanto F(zo) = F(Xy) = F(Yy) = F(yo), pela arbitrariedade de xo,y0 € M

segue que F' é constante. [

O proximo resultado é um tipo de fatoracdo de Elworthy [17], mas agora para o

caso de aplicagoes L-harmonicas e L-difusoes.

Teorema 2.14 (Fatoragdao de Elworthy para aplicagdoes L-harmoénicas)

Sejam N uma variedade Riemanniana completa simplesmente conexa com cur-
vatura limitada superiormente por uma constante negativa —h?. Se M, é uma vari-
edade Riemanniana que possua curvatura de Ricci nao negativa, e My é uma varie-
dade Riemanniana qualquer. Se a aplicacao F : My x My — N € L-harmonica, de

dilatacao limitada e tem uma fatora¢ao propria como indicada no diagrama abaizo.
My x M, L; N

-
T2 -
P
_ F

M

Entao a aplicacao induzida F: My — N € L-harmoénica, onde my : My X My — My

€ a projecao.

Demonstragao:

Como M, tem curvatura de Ricci nao negativa, temos pelo Teorema 2.10, que
M possui a propriedade de coupling para difusao, assim construimos difusoes X e

X comegando em zy e Ty tal que X esteja em coupling com X.

Agora tome uma difusao Y em Ms comecgando em yg € M,. Assim os processos
(X,Y) e (X,Y) séo difusdes em M; x M, comecando respectivamente em (zg, o) €
(Zo, o) tal que (X,Y) esté em coupling com (X,Y).

Usando a hipotese de que F' : M; x My — N é L-harmonica, de dilatacao
limitada, segue-se que F(X,Y) e F(X,Y) sio [-martingales de dilatacio limitada
e pelo Teorema de Picard acima tem-se F'(xq,y0) = F(Zo, yo)-

Isto mostra que F esta bem definida, onde F' = Fom,. Além disso, para qualquer

L-difusao Y em M; temos que o I'-martingale

F(Y) = (Fom)(X,Y)= F(X,Y) = I'martingale.
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Portanto pelo Teorema 2.7, F e L-harménica. 0

Agora vamos estender o Teorema de unicidade de Dirichlet para o contexto de

aplicacoes L-harmonicas.

Teorema 2.15 (Unicidade do Problema de Dirichlet para aplicagées L-harmonicas).

Sejam M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira OM, N uma va-
riedade Riemanniana simplesmente conexa com curvatura de sectional nao positiva
e F,G: M — N, L-harménicas tais que F = G na fronteira OM. Entao F = G em
todo M.

Demonstracao:
Primeiramente vamos provar o resultado para uma bola geodésica regular B C N.

Seja x € M um ponto arbitrario de M, vamos mostrar que F'(z) = G(z). Dada
um L-difusao X; em M comegando em z, temos pela hipotese de F' ser L-harmonica
que F(X;) e G(X;) sao dois [-martingale em 5.

Além disso, no tempo T tal que Xp € OM, tem-se que F(Xr) = G(Xr), logo
pelo Teorema A.3, tem-se que, F(x) = G(z).

Agora basta observar que dado uma L-difusdo X; em M comecando em z, F'(X;)
e G(X;) sao I'-martingales na regidao compacta F(M)UG(M) C N.

Portanto, usando a compacidade segue o resultado. 0]

Teorema 2.16 Seja F : M — B C N uma aplicacao mensurdvel definida em uma
variedade Riemanniana com bordo a valores em uma bola geodésica de uma variedade

Riemanniana N. Suponha que F' seja L-harmonica. Entao F' é continua no interior

de M

Demonstracao:

Seja uma L-difusao X; comec¢ando em m;. Dado um ponto arbitrario my € M,
considere a L-difusao Xy comecando em moy que seja coupling de X; e adaptado a
filtracao dada pela o-algebra gerada por X;, assim existe um tempo 7" < oo onde

X, e X5 se encontram.

Tome uma aplicagdo ¥ como no Lema A.7 (veja o apéndice), assim utilizando

o fato de que F' é L-hamonica tem-se que F(X;) e F(X3) sdo -martingales, e
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utilizando a convexidade de ¥ obtemos que o processo Z = V(F(X;), F(X3)), é um
submartingale limitado e ndo negativo, e pelo Lema A.5 o processo (F(X;), F(X3))
¢ um I'-martingale em B x B.

Se F(my) # F(mg), entdo Z(0) = W(F(my), F'(m2)) > 0 e pela propriedade de
submartingale

Z(0) < E[Z(T A1)] = E[Z(1); T > 1].

Agora Z(1) é limitada pelo supV¥ assim
U(F(my), F(mg)) = Z(0) < (supV)P[T > 1].

O resultado segue se mostramos que P[T" > 1] — 0 quando my — my em M, pois
neste caso, isto implica que, W(F(my), F(msy)) — 0 e entao pelo Lema A.7 podemos

concluir que F'(my) — F(ma).

Essa convergéncia desejada segue da construgao do coupling X, da difusao X,
feita em M. Cranston [6]. O

Podemos caracterizar probabilisticamente uma solugao da equagao “generalizada

do calor”.

Teorema 2.17 Seja M uma variedade Riemanniana e F' @ M x [0,T] — R uma
aplicacao diferencidvel. FEntao F ¢ uma solucao da equacao generalizada do calor

%—f(a:,t) = LF(z,t) se, e somente se, para toda L-difusio X;, F(X;, T —t) € um

martingale.

Demonstracao:

Seja p : U C M — R™ uma carta local, denotaremos por

x' : R" — R a fun¢do dada por x!(zt, ..., 2") = 2!

xix) : R” — R a funcdo definida por x'x(z?, ..., 2") = 227,

Assim se ¢ : U C M — R"™ é uma carta local em M, temos que as fungoes
fii=x'ope fi; :=x'x o sao diferenciaveis em U C M.

Considere X; = (X/,..., X}') uma L-difusao escrita nessa carta local de modo

que

ij=1 i=

Xy =(0,...0) ¢ Lzliam o? +ibéa
=1
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Observe que .
L(f) =V e L(fij) = §aij

alem disso, como X; é uma L-difusdo temos para cada f € C*(R") que

f(Xy) — f(Xo) _/0 Lf(Xs)ds = martingale local.

Em particular para f;, temos
¢
X] — X} — / L(x'(X,))ds = martingale local,
0

Logo,
dX} = Lx'(X,)dt + d{(martingale local) (2.8)

Repetindo o procedimento acima, mas agora com f;; temos,

t
X/ X] — XiX] — / Lf;;(X,)ds = martingale local,
0

t
Portanto, pelo Teorema 1.3 tem-se / Lfi;(Xs)ds = (X', X7),, isto ¢,
0
d(X", X7), = Lf;;(X;)dt (2.9)
Pela formula de 1t6 temos que:

n t F '
FOGLT =0 = FOG0. 1) + 3 [ 50T - )i
i=1 Y0 v

—Z/ F(X,, T — s)d(X’, X7) +/t 8F(X T — s)ds
ax am] Sy I S 0 a Sy

Usando as equagoes (2.8) e (2.9) obtemos

9)
~ [ OF ‘
F(X, T—t)—F(X,,T) = Z/o 8:54( s T —38)|[Lf;(Xs)ds+d(martingale local)]

' OF
_Z/ axzﬁx] X57T_S)Lfij(Xs)ds+/0 ot (XS,T )d

n t F 4
= martingale + Z / g_:c(Xs’ T — s)b"(Xs)ds
=1 /0

—Z/ (X,,T — s)a’ (X)ds+/t—a—F(X T — s)ds
8x8x3 > ° o ot 7
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T—t T—t OF
= martingale + / LF (X, s)ds + / —a—(XS, s)ds
0 0 §

OF
Mas por hipotese E@’ t) = LF(x,t). Portanto F'(X;,T —t) é um martingale.

Para a reciproca, suponha agora que F(X;,T — t) é um martingale para toda

L-difusao X;, entao:

Pela férmula de It6, a parte de variacao limitada tem que ser zero, isto é,

t t
F
/ LF(X,, T — s)ds + / —aa—t(Xs,T — $)ds =0, Yt € [0, 7).
0 0
F
Portanto, E(x,t) = LF(x,t). O
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CAPITULO 3

MARTINGALES DEPENDENDO
DIFERENCIAVELMENTE DE UMA FAMILIA DE
CONEXOES

Aqui inicia-se a segunda parte da tese, cujo objetivo é estudar processos estocéastico
que dependem diferenciavelmente de uma familia de “objetos” que variam diferen-
ciavelmente com o tempo. Neste capitulo vamos estudar martingales que depen-
dem diferenciavelmente de uma familia A de conexdes afins, no qual intitulamos
A-martingales. Daremos uma caracterizacao dos A-martingales e algumas férmu-
las de integracao para esse tipo de processo, tais como uma férmula de conversao
Stratonovich-It6 e uma férmula geométrica de It6. Além disso, apresentaremos uma

caracterizacao dos A-martingales em fibrados principais e fibrados de bases.

3.1 A-Martingales

No caso em que a conexao ¢é fixa, M. Emery [18] e P. A. Meyer [43] mostrou as

seguintes formulas de conversao de Stratonovich-1to,

/t dX /t (X)X 4+ 29% X g < X, X9 >
& O s — Q; s P s ) 89
0 0 s 2 0xJ
Lo ¢ 1 : N
/O adv X, = /0 0 (X)(dXE + (Tl + i) (Xo)d < X7, X >,)

onde I'j, sdo os simbolos de Christoffel, X; ¢ um semimartingale em M e o ¢ um

1-forma em M.
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Além disso, as seguintes formulas de transformacao para as integrais de Strato-
novich e a integral quadratica sao bem conhecidas do célculo estocéstico, ver por
exemplo M. Emery [18]| e E. Hsu [24].

Sejam M e N variedades diferenciaveis, & uma se¢ao de T'N*, b uma secao de

TEON e F: M — N uma aplicacdo diferenciavel.

/Ota o dF(X) :/Otp*a odX (3.1)

/t b (dF(X),dF(X)) = /t F*b (dX, dX). (3.2)

onde F*a € TM* ¢ F*b € T%? M representam o pull-back de « e b respectivamente.
No caso de M e N estejam munidas com conexdes V e V' respectivamente, temos

a seguinte formula geométrica de Ito, ver P. Catuogno [5]:

/ adV' F(X) = / F*advx+% / Bra(dX,dX) (3.3)

onde fr € a segunda forma fundamental de F'. Para as integrais [t6 temos a seguinte

formula de transformacao.

Agora mostraremos estas formulas de conversao de Stratonovich-It6 e a férmula
geométrica de [to, para o contexto em que a variedade diferenciavel M estd munida
de uma familia de conexdes A = {V(¢); t € [0,T]} de classe C11([0,T] x M).

Definicao 3.1 Seja (2, (F)i>0, F,P) um espaco de probabilidade filtrado e M uma
variedade diferencidvel munida de uwma familia de conexoes A = {V(t); t € [0,T]}
de classe CY1([0,T] x M). Um semimartingale X em M € dito um A-martingale
ou V(t)-martingale, se para qualquer o € T'(T'M*) a integral de Ito /adAX € um

martingale local.

Proposicao 3.2 Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma familia de
conezoes N = {V(t); t € [0,T]} de classe CV([0,T] x M) e o uma se¢io de TM*.

Entao vale a sequinte formula de conversao Stratonovich-1to:
t t 1 t
/ aod X, = / ad X, + 5/ V(s)a (dXs,dXs). (3.4)
0 0 0

Demonstragao: Seja (U, z%) um sistema de coordenadas local de M. Observamos
que se a, = a;(r)dx’ entao
6ozz~ 1

S S(TUs) + T () e © di

V(s)a = (
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Aplicando as defini¢Ges, temos que

10a o
dX, = X,)dXx! X)d < Xt X7 >,
a0 o (X)AX] + 552 (X.)d < >
. 1 . .
= oy(X,)(dX! + Z(F;k(s) + I (9)(Xo)d < X7, XF>))

1 (904@- 1
—Z (X)) — =
+2(8x1( ) 2

1
= ad*X,+ §V(s)oz(dXs, dX,).

(T5k(5) + Tiy () (X))d < X7, X >,

O

Dada uma variedade diferencidvel M munida de uma familia de conexoes afins
A= {V(t); t €]0,T]} de classe C*([0,T] x M) e f € C°(M), podemos definir o

A-Hessiano de f ou Hess(s)f como sendo uma secao de T>% M definida por

Hess(s)f = V(s)df.

Proposicao 3.3 Sejam M e N wvariedades diferencidveis providas respectivamente
de uma familia de conexdes A = {V(t); t € [0,T]} e N ={V'(t); t € [0,T]} ambas
de classe CY1([0,T) x M) e F : M — N uma aplicagio diferencidvel. Entdo para

qualquer se¢ao o de T'N* temos a sequinte formula geométrica de Ito:

t , t 1 t
/adA F(XS):/ F*a dAX5+§/ BanF(s) o (dX,, dX,), (3.5)
0 0 0

onde fan F(s) € a seqgunda forma fundamental de F' em relagio a V(s) e V'(s).

Demonstragao: Aplicando a férmula de conversao Stratonovich-It6 e as férmulas

de transformagao para as integrais de Stratonovich e quadratica, temos que:

/OtadA'F(XS) _ /OtaodA' 1 / V'(s)a (dF(X,),dF (X))
— /OF*aodAX —5/0 F*V'(s)a (dX,, dX,)
= /Ot Frad* X, + % /Ot(V(s)F*a — F*V'(s)a) (dX,, dX,)

t 1 t
— /F*a dAX8+§/ BanF(s) a (dX, dX,).
0 0
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A proposicao a seguir caracteriza os A-martingale e mostra a equivaléncia entre
nossa defini¢do de A-martingale e a definigdo de V(¢)-martingale de A. Thalmaier
[20].

Proposicao 3.4 Seja M wma variedade diferencidvel munida de uma familia de
conexoes A = {V(t); t € [0,T]} de classe C¥1([0,T] x M) e X um semimartingale
continuo com valores em M. Entio X € um A-martingale se, e somente se, para
qualquer f € C>*(M),

f(Xy) — f(Xo) ——/ Hess(s)f (dXs,dXs)
€ um martingale local.

Demonstracgao:

Se X é um A-martingale, aplicando a féormula de conversao temos que

t
F(X) — f(Xo) — = / Hess(s)f (dX,,dX,) = / dfd* X,.
0

Que por hipdtese € um martingale local.

Reciprocamente, consideramos o uma 1-forma em M. Seja (U, z') um sistema
de coordenadas local em M. Em relagao a este sistema de coordenadas temos que

a 1-forma a pode ser escrita como a, = «;(z)dz’. Observamos que por hipotese
- X - —/ Hess(r)z" (dX,,dX,)
¢ um martingale local. Logo

t t ) ) 1 s )
/ ad*X, = / o (X)dM (X — X — 5/ Hess(r)z' (dX,,dX,))
0 0 0

¢ um martingale local. U

3.2 A-Martingales em Fibrados

Nesta se¢ao passaremos para o contexto de A-martingales os resultados de P. Ca-
tuogno e S. Stelmastchuk [50], que traz caracterizacoes de V¢ e V/-martingales em
fibrados de bases. Além disso, apresentaremos uma caracterizacao dos A-martingales

em fibrados principais.
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Existem varias maneiras de estender uma conexao V de M para O(M). Estamos
particularmente interessados no levantamento candénico V¢ e no levantamento hori-
zontal V". O levantamento canonico e horizontal de uma conexao linear de M para
F (M) foi introduzida e estudada por Cordero e De Leon em [37]. Seja X,Y € X(M)
e A, B € gl(n). Considerando, A* o vetor vertical em O(M) dado por

d
= %(U exp (tA))le=o-

com wexp (tA) a curva em O(M) que em ¢t = 0 passa por u. E considerando X o

A" (u)

levantamento horizontal do campo A € X' (M), tem-se que o levantamento canonico

V¢ e o levantamento horizontal V" sdo completamente definidos pelas relacoes:

j*B;H: (AB); 1
iy = ol X)op—o ), (3.6)
SuBy =0
Yy = (VxY)I +9(R(, X)Y — (VXT)(Y, ),
V:*B;Hz (AB) e
Vh*Xp* =(poT(-,X)op~'oA) (3.7)
ViuB, =0
Vi = (v
Teorema 3.5 Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma familia de co-
nexoes simétricas {V(t) e € Uy um semimartingale em F(M). Se mo U, € um

V(t)-martingale em M, entio Uy é um V" (t)-martingale em F(M).

Demonstracao:

Sejan € D(TF(M)*). Uma vez que o C*°-modulo I'(TF(M)*) é gerado por w e
pelas formas diferenciaveis 7*« € I'(T'M*), temos que 1 ¢ uma combinacao linear das

formas diferenciaveis fr*a e hw com f,h € C*(F(M)). Como para cada t € [0, 7],

/ hwd¥" OU = / h(U)d( / wd”" OV

¢ um martingale local que satisfaz
/ frra dVOU = / FU)d( / m*ad”" OU)

Para mostrar que / ndvh(t) U, ¢ um martingale local é suficiente mostrar que
/ﬂ*advh(t)U, € um martingale local.
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Analisando, a formula geométrica de 1t6, junto com o fato de que £, = 0 temos

/W*advh(t)U = /adv(t)(wo U)

mas mo U = X, é por hipétese um V(¢)-martingale, logo

/adv(w oU) € um martingale local.

Portanto o V(#)-levantamento horizontal estocéstico U; é um V"(t)-martingale
em F(M). O

O objetivo agora é obter uma caracterizacdo dos A¥-martingales em fibrados
principais. Seja P(M,G) um fibrado principal sobre M com grupo G e projec¢ao
m: P — M. Para o que se segue utilizaremos as notacoes expostas no primeiro

capitulo se¢ao 1.1 e para detalhes consulte S. Kobayashi and N. Nomizu [48§].

Lema 3.6 Sejam P(M,G) um fibrado principal, w uma forma de conexao de P(M,G)
e VP uma conexio projetdvel em P(M,G). Se X eY sdo campos em M e B,C € g,
entao valem as sequintes equacoes:

Tp:C* = Tg-B*
Tp X" = w(VE,B*)*

A Yh = —20(X" YR+ Apn X" (3.8)
AxnB* = VE, B —w(VE,B*)* + X", B
e ~
vh.C* = Vp.C* +Tp.C*
VEX" = hVL. X"+ T X" (3.9)

VL, B* = vVL,B* 4+ AxB*
VEYh = nVlYh 4 Anyh

onde V ¢ a conexdo induzida por V¥ nas fibras.

A partir de (3.8) temos que a distribuic@o horizontal {H,P : p € P} é integravel

se e somente se Ay Y = Ayn X" para quaisquer X e Y campos em M.

Teorema 3.7 Seja P(M,G) um fibrado principal, w uma forma conexao em P e
AP = {VP(t); t € [0,T]} uma familia de conexdes em P projetdveis para cada
t € [0,T], com projecio VM™(t). Seja Y um semimartingale continuo com valores

em P. EntaoY € um AF-martingale se, e somente se,
1
/ wodY — 3 / (VE(t)w)(dY,dY) (3.10)
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€ um martingale local e
1
/oszP(W oY)+ 3 /a om, o (245 +T5)(dY,dY) (3.11)

¢ um martingale local para cada oo € T'(T*M).

Demonstracao: Seja Y um AP-martingale. Utilizando a férmula de conversao

Ito-Stratonovich (3.4), temos

/w odY = /wdAPY + % /(Vp(t)w)(dY, dyY).

Como [ wd™"Y ¢ um martingale local, temos que

/ wodY — % / (VI (t)w)(dY,dY)

¢ um martingale local. Agora para provar (3.11), tome « € I'(T*M). E verifique
que
Bra=aof=—aom, o (245 +T%). (3.12)

Combinando a identidade acima com a férmula geométrica de It6 (3.5) podemos

concluir que
1
/adAP(W oY)+ 5/04 o, O (2AS + TS)(dY, dY) = /W*adAPY
¢ martingale local.

Reciprocamente, tome 1 € I'(T*P). Novamente usando o argumento de que o
C*>°-modulo I'(T*P) é gerado por w e pelas formas diferenciaveis 7*a € I'(T*M),
temos que n é uma combinacao linear das formas diferencidveis fr*a e hw com
f,h € C®(P). Como para cada t € [0, 7],

/ hwd"Y = / h(Y)d( / wd"Y)

é um martingale local que satisfaz
/ frra dVY = / FY)d( / ad""Y)

Para mostrar que / ndAPY, ¢ um martingale local ¢ suficiente mostrar que [ ad\Y,

é um martingale local. Aplicando a féormula geométrica de It6 temos
1
/ ad"Y = / ad* (roY) — 3 / Bra(dY,dY)
1
= /OszP(ﬂ' oY)+ 5 /a om, o (245 +T5)(dY,dY)

E isto completa a demonstragao. 0
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CAPITULO 4

MOVIMENTO BROWNIANO DEPENDENDO
DIFERENCIAVELMENTE DE UMA FAMILIA DE
METRICAS RIEMANNIANAS

Neste capitulo vamos estudar o g-movimento Browniano, vamos apresentar uma
defini¢ao alternativa ao de A. Coulibaly, para o g-movimento Browniano e com
isso ganharemos algumas formulas de integracao para esse tipo de processo estocas-
tico. Uma outra contribuicao foi de apresentar uma caracterizagao do g-movimento
Browniano utilizando a construcao via mergulho isométrico, onde esta construgao
foi feita originalmente por C. Justo e D. Ledesma em [27]. Finalizaremos o capitulo
introduzindo o conceito de L(t)-difusdo e de transporte paralelo estocéstico ao longo

desse processo.

4.1 g-Movimento Browniano

Passemos para o caso em que Ay = {V&(t); t € [0,T]} é uma familia das conexdes
de Levi-Civita associadas a uma familia de métricas Riemannianas g = {g(t); t €
[0, 7]} de classe C*2([0,T] x M).

Definicao 4.1 Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma familia de mé-
tricas Riemannianas g = {g(t); t € [0,T]} de classe C*2([0,T] x M). Denotamos
por Ag = {V&(t); t € [0,T]} a familia das conexdes de Levi-Civita associadas com
a familia de métricas g. Seja B um semimartingale continuo com valores em M.

Dizemos que B é um g-Movimento Browniano ou g(t)-movimento Browniano, se B

37



¢ um ANg-martingale e para qualquer segao b de TEONM temos que

/t b(dBs,dBs) = /t tr(s)b(Bs)ds, (4.1)

onde tr(s)b é o trago de b em respeito a métrica Riemanniana g(s).
Para cada f € C®(M) definimos o Laplaciano de f em rela¢io a familia de

métricas Riemannianas g = {g(t); t € [0,T]}, denotado por AB(s)f como sendo o
traco de Hess(s)f com respeito a g(s).

Esta definicao é uma espécie de “caracterizacao de Lévy”, para g-Movimento
Browniano. Além disso, é fécil ver que no caso em que a familia de métricas Rie-
mannianas é constante, o g-movimento Browninano em M ¢é um movimento Brow-
niano na variedade. Como o g-movimento Browniano depende da maneira em que
a métrica Riemanniana evolui com o tempo, geometricamente isso significa que o g-
movimento Browniano depende de como a variedade esta sendo deformada ao longo
do tempo.

A proposicao a seguir mostra que a nossa defini¢do de g-Movimento Browniano

¢ equivalente a defini¢ao de g(¢)-Movimento Browniano de Coulibaly [30].

Proposicao 4.2 Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma familia de
métricas Riemannianas g = {g(t); t € [0,T]} de classe C?([0,T] x M) e¢ B um
semimartingale continuo. Entao B é um g-Movimento Browniano se, e somente se,

para qualquer f € C(M),
f(By) — f(By) / —N\8(s)f(Bs) ds

€ um martingale local.

Demonstragao: Assumimos que B é um g-Movimento Browniano e f € C*(M).

Como B ¢ um Ag-martingale, temos que
f(By) — f(By) — —/ Hess(s)f (dBs,dBs)

¢ um martingale local. Por hipdtese temos que
t
/ Hess(s)f (dBs,dBs) = / tr(s)Hess(s)f(Bs) ds.
0
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Concluimos que
t
1
F(B) = $(Bo) ~ [ 50518 ds
0
¢ um martingale local.

Para a reciproca é claro que B ¢ um Ag-martingale. Como
NB(s)f? = 2fDB(s) f + 2tr(s)df @ df,

resulta que

F(B,) — f2(Bo) - /0 CH(BAR(s)f(B) ds — /0 ) df @ df) (B ds (42)

¢ um martingale local.

Por outro lado aplicando diretamente a féormula de Ito, temos que

P80 - (B =2 BB+ < £(B). £(B) >

Aplicando a hipotese obtemos que

(B — f(Bo) — / F(B)AS(s)f(B) ds— < f(B).f(B) > (43)

¢ um martingale local. Comparando (4.2) e (4.3) via a decomposigao de Doob-Meyer,

obtemos que
< /(B). f(B) >= / tr(s)(df ® df)(B.) ds.

Para finalizar a prova, é suficiente observar que podemos estender a identidade a

0)

todas as secoes de T M por polarizacao. O

Combinando (3.1) com (4.1), obtemos a seguinte generalizagao da férmula de

Manabe:

Corolario 4.3 Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma familia de mé-
tricas Riemannianas g = {g(t); t € [0,T]} de classe C**([0,T] x M) e B um

g-Movimento Browniano. Entao para cada o secao de T M*, temos que

¢ ¢ .
/andB:/O ozd/\gB—i—§/ dg(s)a(B;)ds, (4.4)

0

onde dz(s) € o adjunto da diferencial exterior em relagdo a g(s).
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Definicao 4.4 Sejam M uma variedade diferencidvel munida de uma familia de
métricas Riemannianas g = {g(t); t € [0,T]} de classe C**([0,T] x M), N uma
variedade diferencidvel munida de uma familia de conexdes Ag = {V(t); t € [0,T]}
de classe CH1([0,T) x M) e F : M — N uma aplicagdo diferencidvel. A tensao de

F em relagiao a g e A, Ta A F, € definida por
TgnF (s, 2) = tr(s)Bas s F'(s)(). (4.5)

Aplicando as formulas (3.5) e (4.1) resulta que se B é um g-Movimento Browni-

ano e « uma 1-forma de N,
t t 1 t
/ ad*F(B) = / F*ad™* B + 3 / TeAF(8)*a(By)ds. (4.6)
0 0 0

Definigao 4.5 Dizemos que uma aplicagio F : M — N € um aplicagao (g, \)-

harmoénica se Tg A F' = 0.

Observe que pela formula (4.6) temos que F' : M — N é (g, A)-harmonica se, e

somente se, F' transforma g-Movimentos Brownianos em A-martingales.

Proposicao 4.6 Sejam M e N variedades diferencidveis e F': M x[0,T] — N uma
aplicagao diferencidavel. Assumimos que M estd munida de uma familia de métricas
Riemannianas g = {g(t); t € [0,T]} de classe C2([0,T]x M) e que N é munida de
uma familia de conexdes Ag = {V(t); t € [0,T]} de classe C**([0,T] x M). Entdo

para todo g-Movimento Browniano B e toda se¢ao o de TN*,

dFTfs
dt

t t t
1
/ ad F(B,,T —s) = / Fr .o dsB, +/ (=TgaFr—s — )*a(By) ds.
0 0 0

2

Demonstracao: Aplicando a férmula de conversao Stratonovich-Ité e a formula

de transformacao para a integral de Stratonovich,

/tadAF(BS,T—s) = /toz o dF(Bs, T — s) —
1 t
5/0 V(s)a d(F(Ba, T — s), F(Bo, T — 5))

t
= /F*a od(Bs, T —s) —
0

1t
5/0 F*V(s)a d((By,T — 5), (Bs, T — 5)).
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Das definicoes, propriedades elementares da integral de Stratonovich e g-Movimento

Browniano junto com a férmula de conversao Stratonovich-Ito,

t t t
/ F*a od(Bs, T —s) = / F;_.a odBs— / Fp oT — s)ds
0 0 0

1 t
Fi . d%B,+ - / VE(s)F_a(dB,, dB,) —
0

I
S~

t
/ Fp oT — s)ds

[e=]

t 1 t
= / Fr o d*sB, + 3 / tr(s)Ve(s)Fy_,ads —
0 0

t
/ Fp a(T — s)ds.
0

Por outro lado,

t

F;_N(s)a d(Bs, Bs)

t

tr(s)Fr_,V(s)ads.

/0 F*'V(s)a d((Bs,T = s),(Bs, T —5)) =

J
J

Combinando as identidades anteriores, resulta que

t t
/ a d*F(B,,T —s) = / Fr_ad* B, +
0 0

%/ tr(s)(VE(s)Ff_, — FfV(s))ads -

t
/ Fg oT — s)ds.
0

Corolario 4.7 Sejam M e N variedades diferencidveis e F' : M x [0,T] — N uma
aplicacao diferencidvel. Assuma que M estd munida de uma familia de métricas
Riemannianas g = {g(t); t € [0,T]} de classe C*2([0,T] x M) e que N estd munida
de uma familia de conexoes Ag = {V(t); t € [0,T]}. Entao F é uma solucao da
equagao do calor

dr 1

— Sr A\ F
ar  27eh

se, e somente se, para todo g-Movimento Browniano B, {F(B;, T —t); t € [0,T]}

¢ um Ag-martingale.
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Sejam M, uma variedade diferenciavel e N uma variedade Riemanniana com
métrica g. Assumimos que dim My + 1 = dim N. Uma aplicacao diferenciavel
F : Myx[0,T] = N é uma solugao da equagao do fluxo de curvatura média, se para
cada t € [0,T], Fy = F(t,-) : Mp — N é um mergulho e

O F(x,t) = H,(F(x,t))
F(0,2) = Fy(x)

onde H,(F(x,t)) é o vetor de curvatura média da subvariedade F(t, My) no ponto
F(t,x). O seguinte resultado de A. Coulibaly, segue imediatamente da Proposi¢ao

anterior.

Corolario 4.8 Sejam My uma variedade diferencidvel, N uma variedade Rieman-
niana com metrica g e F : M x [0,T] — N uma aplicagao diferencidvel. F é
uma solucao da equacao do fluzo de curvatura média se, e somente se, para todo g-
Movimento Browniano B temos que {F(T —t,By); t € [0,T]} é um V9-martingale,
onde g € a familia de métricas {Ffg; t € [0,T|} em M.

Demonstragao: Observar que H,(F(z,t)) = 374 v F(2,t) e aplicar a Proposi¢ao

anterior. O

4.2 Construgao do ¢(t)-movimento Browniano via
mergulho isométrico

Nesta se¢@o apresentaremos uma construcao extrinsica do g(t)-movimento Browni-
ano em uma variedade Riemanniana, através de um mergulho isométrico, onde essa
construgao foi realizada originalmente na dissertagao de mestrado de C. Justo [27].
Nossa contribuicao sera de mostrar uma maneira pratica de encontrar os campos
P! que irdo reger o g(t)-movimento Browniano e de apresentar uma caracterizagao

deste processo em termos do desenvolvimento e anti-desenvolvimento estocéstico.

Para o que se segue, M ¢é uma variedade Riemanniana conexa, de dimensao
n — 1. Além disso, consideraremos em M, uma familia {g(t)}icpo,r) de métricas
Riemanniana de classe C2([0,7] x M), uma familia {V(¢)}ep,r) de conexdes de
Levi-Civita com respeito a {g(t) }scor] € {A(t) }iep,r) uma familia de operadores de

Laplace-Beltrami com respeito a {g(t) }iejo,r)-
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Considerando a variedade produto M x [0,7] com a métrica produto dada por:
G Tioy(M % [0,T]) X Tipy(M x [0,T]) - R

((u,a), (v,b)) = gi(u,v) + ab.

onde u,v € T, M e a,b constantes positivas. Nao ¢é dificil verificar que g, define uma

métrica em M x [0,7]. Considere
v (M x[0,T],9.) = (R™, (, ))

o mergulho isométrico, existente pelo Teorema de Nash.

Denotando N = ¢(M x [0,T)), My = ¢(M,t) e p = p(x,t) temos que N com a
métrica induzida pelo R™ é uma variedade Riemanniana e nessa variedade podemos
considerar a projecao ortogonal ]55 (p) de um vetor £ € R™ em T),N, e assim podemos
considerar também a projecao ortogonal Pg (p) de um vetor & € R™ em T, M, definido

como sendo a projegao ortogonal de P (p) em T, M,.

Portanto, dado a base candnica {e,}7 ; do R™, temos para cada t € [0,7T],

m-campos P! em M, e considerando a equagao diferencial estocastica em N

dX, =Y P! (X,)0dBy
a=1

Xo € M.

(4.7)

onde, B; é um movimento Browniano euclidiano m-dimensional, podemos observar

que a solucao X; esta em M, para cada t.

Para fazer a construc¢ao do g(t)-movimento Browniano precisaremos do seguinte

resultado, que relaciona a Laplaciano da variedade produto N e a variedade (M X
(0,77, g)-

Teorema 4.9 A seguinte identidade

m

S P (foeh) = Qg f)ow

a=1

vale para cada f € C®(M) e o = ¢(.,t) como definido acima.

Demonstracgao:

Seja f € C°(M) e {e1, ..., €, } uma base ortonormal de R™. Denote f, := foep; !,

assim f; esta definida sobre a subvariedade Riemanniana M; C R™ que é isométrica
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via ¢ a (M, g(t)). Denotando por grad,f; o gradiente de f; no espago tangente de

M, temos usando élgebra linear e o fato de que
ea = PL @ (PO e grad,f, L (P!)*

o gradiente de f; no espaco tangente de M, é expresso por

m

gradyf, = Z(gradtfu €a)€a

a=1

= (grad, f,, PL)P,
a=1

Agora aplicando a divergéncia em ambos os lados, temos

Aify = divt(gradtft)

::dmh‘{§£:<gTadtﬁ7fﬁ>PZ}’

a=1
= Z P5<97"adtft> P(f) + Z<97"adtft, >dwtpt
a=1 a=1

= PLPLfi+ Y PL(fi)div,P,
a=1 a=1

m
O teorema segue, se mostrarmos que Z PL(f)div, Pt =0
a=1

Para isso, considere para cada p € M, considere uma carta local (z¢), tal que

{X1 =3%,.... X, = 52} constitui uma base ortonormal com torcao livre de T, M;.

Assim a conexao Riemanniana VtXin em M;, dada pela projecao ortogonal da

conexdo V de R™, se anula p, isto significa que V x,X; € perpendicular a M,.

Agora usando a compatibilidade da métrica, tem-se que

i(divtPé)P; = i{i(vt p X-)}Pg

> —*<fﬁ,‘7&[xg>}_FZ

e
Efgee-
e



NE

{ <@X¢€OL7X7L> + <ea7 6X1X1>} Poté
B

1

{2}%@&&&35

a=1

Il
S

NE

a=1 \ =1
= a projecao de Z {Z(ea,@xiXﬁ}ea em T,M,
a=1 \ =1
— aprojecio de {Vx,X;} em T,M,
= 0
Portanto, A, f; = Z(P;)Q f¢ como queriamos demonstrar. O
a=1

Seja ¢ : N — M definida por ¢(p) = mpr 0 ¢~ *(p) onde mpr : M x [0,T] — M &
projecao canonica,
(M x [0,T]) =—=N
|
Ve
como ¢y : (M, g(t)) — M, temos que para cada p = ¢ (z) € My e f € C®(M)

e

fowt(p) = f(z) = foo(p). (4.8)

Vamos utilizar o teorema acima para provar que o processo Y; = ¢(X;) é um g(t)-
movimento Browniano sobre (M, ¢(t)), onde X; é o processo estocasticoem N C R™

que resolve a equagao diferencial estocéstica (4.7).

A : . . dM .
Por conveniéncia usaremos a seguinte notagao: A igualdade X = Y quer dizer

que X éigual a Y a menos de um martingale local.

De fato, utilizando a equagao (4.7), (4.8) e a formula de transformacao da integral

de Stratonovich para integral de It6, obtemos para cada f € C°(M)).
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m

d(f o ¢(X1)) Z fo@)(X;)odBy

%Z PLX(f 0 6)(X,)dt
%Z P o o7 ) (Xt
& %(Am o i (Xt

W (D) 0 H(X )t

Portanto,

B Y S8, FY)

Isto é, Y; é um ¢g(t)-movimento Browniano em (M, g(t)).

Podemos ainda obter uma equagao diferencial estocéstica para o g(t)-movimento

Browniano em (M, g(t)). Para isso basta utilizar o Lema 1.8

Como mostramos que Y; = ¢(X;) é um g(¢)-movimento Browniano temos pelo

Lema 1.8 que a solugao da equacao diferencial estocastica

m

aY, = 3 (6 PL)(Y:) o dBy

a=1
¢ um ¢(t)-movimento Browniano.

Agora vamos mostrar uma maneira pratica de como encontrar esses campos P!,
ela se dara através do gradiente da funcao altura.

Seja v = (ay,...,a,,) € R™ —{0}. Entdo o conjunto de vetores (xy,...x,;,) € R™
tal que a1z, + ...+ a,x, = 0 é um subespaco de R™ chamado hiperplano normal a v.
Definimos a fung¢ao altura relativa a um hiperplano normal a v passando pela origem,
como sendo

h': M — R
p — (p,v)

Teorema 4.10 Seja M uma variedade Riemanniana mergulhada isometricamente
em um espago euclidiano R™. Entao grad(h®) = P,, para cada i = 1,...,m, onde
08 campos Peti definidos como antes e h® € a funcao altura relativa a um hiperplano

normal a e; passando pela origem.
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Demonstracao:

Primeiramente relembremos que o gradiente de uma funcao diferenciavel f :

M — R é um campo de vetores grad(f) em M tal que para cada p € M
(grad(f)(p),w), = df,(w), para todo w € T,M.

Agora vamos calcular a diferencial da fungao altura relativa a um hiperplano normal
a v passando pela origem. Para isso, escolha uma curva diferenciavel o : (—e, e) — M
com «(0) =p e o/ (0) =w. Como h’(a(t)) = («(t),v), obtemos
v d v /
dhy(w) = Zh*(a())| = (a(0),v) = (w,v) (4.9)

t=0

Considere uma parametrizacao ¢ : U C R — M em p € M de modo que

e toalt) = (21(t),...,m,(1)).

Assim nesta parametrizagao (U, ) os campos {X; = 8%1(]0), ey Xp = 8xn( )} for-
mam uma base ortonormal de 7M. Desta maneira considerando {e, ..., e, } base

canonica de R™ temos que a projecao ortogonal de e; em T, M pode ser escrito como

& i?X'
P, = ZuX' para cada, i =1,...,m

7 VR
Logo, para qualquer w € T,M temos que w = Z ap Xy, assim
k=1
=L e
Pel,w “ Zaka Z k<ei;Xk>-
j:1 =1

Por outro lado, pela equagao (4.9) temos para cada w € T,M

dhy(w) = (w, ;) Zaka,ez :Z ag(ei, Xi) = (Pe,, w)
k=1

Portanto, grad(h®) = P.,, para cada i = 1,...,m. O

Agora que temos a construgao via mergulho isométrico do g(t)-movimento Brow-
niano, vamos fazer a seguinte caracterizacao deste processo em termos do desenvol-

vimento e anti-desenvolvimento estocéstico.

47



Teorema 4.11 Considere a sequinte equacao diferencial estocdstica de Stratonovich
em F(M).
dU, =Y P/(U}) 0 dZ}

=1

Uo € (O(M), 9(0)).

(4.10)

onde Zy é um semimartingale em R". Se X; := woU, entdo X; € um g(t)-movimento

Browniano se, e somente se, Z; € um movimento Browniano em R".

Demonstragao:

Dado qualquer f € C*(M), tome f = fox seu levantamento em O(M). Apli-

cando a formula de Ité para f(U,) temos

160 = %)+ [ Prfwazi+ 5 [ Pepfwgaz. 2).

Como Z; ¢ um movimento Browniano em R™ temos que (Z*, Z7) = d;;t.

E pelo Teorema 4.9, tem-se que

n

D (P () = Doan(t)f(u) = Au(t) f(x),  z=m(u).

i=1

Assim tem-se

10 = 100+ [ Pz [ Auwfevga @

t
Como / P,(s, f(Us))dZ: é um martingale local tem-se que X; é um g(¢)-movimento
0
Browniano.
Para demonstrar a reciproca, vamos considerar M como uma subvariedade de

R¥ e utilizar a construcao do g(t)-movimento Browniano via mergulho isométrico.

Considerando f%(z) = 2% a=1,...,Ne fo = feor, seus levantamentos em O(M).

1 t
XP = X+ M+ / Ant(£)F(X,)ds (4.12)
0

onde M* é um martingale local.

Por outro, lado pela férmula de It6 e o fato de que PfP]t(f(u)) = V2(t) f (uei, uej),
temos

t t
X = Xg+ [ PPz [ VOrax.ax). @
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Como por hipotese X; ¢ um regido pela equagao dX; = P.(X;) o dZ® temos pela
Proposicao 1.10 que

/Ot V2(t) f*(dX,, dX,) = /Ot V2(t)f*(Py, Ps)d(Z*, Z"),
= /Ot V2(t) f*(Py, Ps)ds

:/ A () f(Xs)ds

0
Agora comparando (4.11) com (4.12) temos que

M = / P (f(U))dz

Ainda falta mostrar que Z é um movimento Browniano, para isso, vamos utilizar a
caracterizacio de Levi para g(t)-movimento Browniano. Como P!f®(u) = (£, ue;),
onde {£%} é a base canonica para o espago ambiente RY. Assim podemos escrever
a identidade acima como

dM = (€%, ue;)dZ!.

Multiplicando ambos os lados por (£%,ue;) e usando o fato de que

!
D (€ ue) (€% ues) = (uei, ue;) = b,
a=1
temos que
dZ} = (€%, Ue;)dM
Agora como, d{M®*, MP), = (P,, Pg)dt. Assim, Z é um martingale local cuja varia-
¢ao quadratica é dada por

!
D (€, Uei) (€7, Use;)(Pa, Fp) = (Uses, Uses) = 6.

a=1
Portanto, o anti-desenvolvimento Z é um movimento Browniano no espago euclidi-

ano. 0

4.3 g¢(t)-Movimento Browniano em uma Superficie
de Revolucao

Nesta segao utilizaremos a construcao via mergulho isométrico para fazer a constru-

¢ao do g(t)-movimento Browniano em uma superficie de revolugao do R3.
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Exemplo 4.12 (g(t)-movimento Browniano em uma superficie de revolu¢do).

Seja S C R? o conjunto obtido ao girarmos uma curva reqular plana C' em torno
de um eixo no plano que nao encontra a curva; vamos considerar o plano xz como

plano da curva e o eixo Oz como o eixo de rotagdo. Seja
r=f), z=h), 0<v<T, flv) >0, ffV)*+H(W)?=1

uma parametrizacao para C e denote por 0 o dngulo de rotacao em torno do eixo

Oz. Assim, obtemos a aplicacdo

X(0,v) = (f(v)cosb, f(v)sinf, h(v))

do conjunto aberto U = {(0,v) e R%;0< 0 <2r,0<v<T} em S.

Seja {9t e, wma familia de métricas Riemannianas tal que (S, g:) seja ainda
uma superficie de revolug¢io para cada t € [0,T). Assim, o estudo das deformagoes
em S causadas pela familia de métricas g; € equivalente a estudar a familia de

superficie de revolucao Sy, com a métrica induzida do R3.

Xy(0,v) = (fe(v) cos b, fu(v)sind, hy(v))
0<v<T, fi(v)>0, fl(v)* +h,(v)>*=1, Vte[0,T].

Assim, podemos definir a projecio ortogonal de um vetor & € R3 em cada plano

tangente 1,,S; por

Z Gcan 67 t

gcan

onde {w!}?_, € uma base ortogonal de T, »Ot, a saber wy = Xy e wy = X,,, Assim os

vetores da base candnica {e1, e, e3} do R? projetados em T,S; sao dados por:
= (fe(v)sin® 0 + fi(v)* cos?0 , sinfcosO(f(v)? — fi(v)) , fi(v)hi(v) cos )
Pt = (sinfcosO(f{(v)* — fi(v)) , fulr)cos® 0+ fl(v)?sin®6 , fl(v)hi(v)sind)
= ( fitv)hi(v)cosd , fi(v)hi(v)sing . hi(v)?)
Segue que a matriz de P'(p), com q = (0,v) tal que Xy(6,v) = p € dada por:

fi(v)sin? 0 + fl(v)2cos? 0 sinfcosO(f(v)% — fi(v))  fl(v)hi(v)cosb
[P'(q)] = | sin@cosO(f/(v)? — fi(v)) fi(r)cos?0+ fl(v)?sin®0  f/(v)h}(v)sind
fi()hi(v) cos 6 fi()hi(v) sin 6 hy(v)?
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Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre Sy € dado pela solugao da equagio

diferencial estocdstica de Stratonovich
3 t
XP=X5+ Z/ (P°(X}))as 0 dB?, a=1,2,3.
=10

Como caso particular vamos apresentar dois exemplos, um na esfera S™ e outro

no cilindro.

Exemplo 4.13 (g(t)-movimento Browniano na esfera S?).

Seja S? = {z € R?; |z|*> = 1} a esfera n-dimensional, munida da sequinte familia
de métricas Riemannianas {g; = At)*Gean }tepo1), 0nde Goan € a métrica no espago
euclidiano e \ : [0,T] — R, é uma funcao diferencidvel nio constante, tal que N\
nunca se anula. Vamos construir o g(t)-movimento Browniano sobre (S?, g;) usando

o mergulho isométrico. Para isto, considere sobre S* x [0,T] a métrica produto
e = g+ A(t)%ab,
para algumas constantes a e b em R, e a aplicacdao
0:S"x[0,T] — RN

(x,t) +— Az
Assim (S? x [0,T],g.) € isométrica a (¢(S* X [0,T)), Gina), onde ging representa a
métrica induzida do espaco euclidiano.
De fato, dados p = (x,t) € S? x [0,T] e u,v € Tiz(S* x [0,T]), considere as
curvas (X(s),a(s)) e (Y(s),B(s)) em S? x [0,T] tais que:




De modo andlogo temos que
digy(v) = A(5(0))Y (0) + A(B(0)5(0)z.

Logo,

Gean(dpp(u), dpy(v)) =
—Gean(M(0)) X (0) + A(@(0))a(0)z , A(B(0))Y (0) + A(8(0))5(0)x)
=A\((0))&(0)A(53(0))3(0)gean(, &) + A((0))A(B(0)) gean (X (0), Y (0))
=A()?@(0)3(0) + A(t)*gean(X (0), Y (0))
—g.((X(0),&(0)), (Y(0), 5(0)))
=g.(u, )

Portanto, S? x [0,T)] estd mergulhado isometricamente em RY | via isometria ¢,
isto €, (S% x [0,T),g.) € isométrica a (p(S* x [0,T)]), gina). Além disso, (5%, g;) €
isométrica a S := (¢4(S?), gina) para todo t € [0,T].

Observe que para cada t € [0,T], S? é uma esfera de raio \(t), assim a projegdo

ortogonal de um vetor £ € RN no plano tangente T,S? pode ser expressa por:

¢ _ Jean (€, D) _ Gean (&, D)
Felo)=¢- Jean(P:P)" - NOE

Fizada {e,}N_, uma base canonica de RN tem-se

Gean(€a, D)
gcan (p’ p)

E como p = p(x,t) = \(t)x, seque que a matriz de P'(p) € dada por:

P(fa(p) = €q —

gcan(Peta (p)7 65) 50‘5 - xaxﬁ

Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (S™, g;) € dado pela solu¢ao da equagao
N t
X=X+ Z/ (6ap — X2XP) 0 dBY.
-1 70

Exemplo 4.14 (g(t)-movimento Browniano em um cilindro).
Seja C = {z € R3;fo = 1}, o cilindro 2-dimensional e denotaremos um

ponto p € C por p = (x1,29,23,) = (;,xg). Entao, dados u,v € T,C defina a
sequinte familia de métricas Riemanniana, para cada t € [0,7T].
- =

gt(“vv)p = (]- + t)Qgcan(ua U) + us - U3
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Vamos construir o g(t)-movimento Browniano sobre (C,g¢) usando o mergulho iso-

métrico. Para isto, considere sobre C x [0,T] a métrica produto
9+((u, a), (0,0)) ppy =ge(u, v)p +a-b
=1+ t)2gam(1_lj, U) +uz-vs+a-b.
onde (u,a), (v,b) € Tipy(C x [0,T7]), e a aplicagao
0:Ox[0,T] — R?
(p,1) = ((1+1) 7, z5)
Assim (C x [0,T1, g.) € isométrica a (p(C x [0,T1]), Gina)-

De fato, dados p = (z,t) € C x [0,T] e u,v € T(u)(C x [0,T]), considere as
curvas ()? (s), X3,a(s)) e (}7 (s),Ys, B(s)) em C x [0,T] tais que:

U= (}(0),X3,d(0))

v = (¥(0), V3, 6(0))
com (X (0), Xs) = (V (0),Ys) = (¥,23) = 2, a(0) = B(0) = ¢.

~gean(((3(0))- X (0) + (1+a(0)) - X(0), K5(0), ((30))- Y (0) + (1 + 5(0) - Y (0), 5(0)))

X (0).Y (0) + 1+ 0(0)) - (14 5(0))gean(X(0). Y (0))
) (L 1) 000n (X(0),Y(0)) + X (0) - V5(0)
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Portanto, C' x [0,T] estd mergulhado isometricamente em R3, via isometria ¢,
isto €, (C x [0,T],g.) € isométrica a (@(C x [0,T)), gina). Além disso, (C,g;) €
isométrica a Cy := (p4(C), gina) para todo t € [0,T].

Estudar as deformagoes em C' causadas pela familia de métricas g, € equivalente

a estudar a familia de cilindros Cy, com a métrica induzida do R3.
Xi(0,v) = ((1 4+ t)cosh, (1 +t)sinb,v)

0<v<T, para cadat € [0,T].

Assim, podemos definir a projecao ortogonal de um vetor & € R3 em cada plano

tangente T,,Cy por
2
Jean (&, W05)
Pt p - — ! wl
onde {w!}?_, é uma base ortogonal de T,Cy definido como sendo wy = Xg e wy = X,.
Assim os vetores da base canénica {e1, e, e3} do R?® projetados em T,S; sao dados
por:
. 2 .
P! = ((1+1t)sin®#, —(1+t)sinfcosb,0)
_ : 2
P! = (—(14t)sinfcosb, (14 1t)cos*6,0)
P! =(0,0,1)
Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (C, g;) é dado pela solu¢ao da equa-
cao

3 t
X = X0+ Z/O (P°(X1))ag 0 dB? a=1,2,3.
B=1

onde 0s (P*(p))as sGo as entradas da matriz com q = (0,v) tal que X;(0,v) =p

(1+t)sin®6 —(1+t)sinfcosf 0

Pt = | —(14¢)sinfcosd 1+t)cos?6 0
[P'(q)] (1+1)

0 0 1
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4.4 L(t)-Difusao

Nesta secao vamos definir um processos estocasticos gerados por uma familia { L(t) }cjo,1]
de operadores elipticos nao degenerados de 2° ordem sem termos constantes, vari-
ando diferenciavelmente com o tempo. E apresentaremos uma construcao que faca
sentido introduzir o conceito de transporte paralelo estocastico ao longo desse novo

tipo de processo estocéstico.

Para o que se segue, M é uma variedade Riemanniana n-dimensional e con-
sideraremos em M, uma familia {g(¢)}.cp,r) de métricas Riemannianas de classe
C'2([0,T] x M), uma familia {V(¢)}+ejo de conexdes de Levi-Civita com respeito
a {g(t) }epo,r)-

Seja {e;}"_; uma base ortonormal do R". Para cada u € F(M) et € [0,T]
denote L;(t,u) = (ue;)}! o V(t)- levantamento horizontal de ue; € Ty M.

Néo ¢ dificil ver que para cada u € F(M) os n-campos L;(t,u) = (ue;)" é uma

base para o espago H,JF(M).
Para construir uma base para o espago V,,F (M), considere { M, ;}7,_, base cano-

nica do espago de matrizes M(n,R) e a agao

¢: F(M)x GL(n,R) — F(M)
definida por ¢(u,g) =uog.

Assim a familia {Vj;(u)}};-, definida como sendo V;;(u) := (¢u)«(Ei;) forma uma

base para o espaco V,, F (M), onde E;; base canonica de GL(n,R).

Por fim, denote para cada t € [0,T], o g(t)-fibrado de bases ortonormais por
(O(M), g(t)).

Defini¢ao 4.15 Sejam (2, (F)i>o0, F,P) um espago de probabilidade completo, fil-
trado com filtragao continua & direita, M wma variedade diferencidvel e { Lt }icio,r
uma familia de operadores elipticos nao degenerados de 2° ordem sem termos cons-
tantes, variando diferenciavelmente com o tempo. Um processo X : Q x [0,T] — M
é chamado de uma L(t)-difusdo comegcando em p € M, se para todo f € C*(M) o

processo

1

M) = FOXp) = £0) = 5 [ LX)

€ um martingale local.
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Assim se o processo X, satisfaz a equacao diferencial estocéastica de Stratonovich
em M dada por:
dX, =Y Ag(t, X;) 0 dBJ + Ag(t, X;)dt. (4.14)
k=1
onde B; = (B}, ..., Bf*) um movimento Browniano m-dimensional do espago eucli-

diano.

Entao, a familia de operadores que geram a L(t)-difusao X; sera dada por

L(t) = Z Az(t> ) + AO(ta )

N | =

onde, A2(t)f = Ag(t)(Ar(t)f) e Ag(t), ..., Apn(t) campos de vetores continuamente
diferenciavel em ¢t € [0,7], isto é, em uma carta local (z1,...,z4) estes campos de

vetores sao expressados como

d

Ap(t) =) Aut, @%

i=1
onde os campos, A (t,x),i=1,...,d;k =1,...,m sao de classe C' em t ¢ C* em x.

I. Shigekawa [25] provou que o levantamento horizontal estocastico X; de X, é

regido pela equacgao diferencial estocéastica de Stratonovich em F (M)

dX; = Aw(t, X)) 0 dBf + Ag(t, X,)dt. (4.15)
k=1
onde, Ay(t), ..., A (t), sdo os levantamentos horizontais de Ag(t), ..., A (t) respecti-

vamente.

Nosso estudo segue na direcao de descrever um tipo de transporte paralelo ao

1
longo de uma L(t)-difusao, com L(t) = §A9(t) + Z(t) de modo que esse transporte
paralelo seja uma isometria para cada t € [0,7]. O problema aqui é que nesse caso,

a métrica g(t) evolui ao longo do tempo, assim temos que se:
Xo € (O(M), g(0)) % X, € (O(M), g(t)).

Para conseguir tal propriedade é necessario modificar a equagao (4.15) que rege
X;. Isto &, estamos querendo que dado u € F(M), gi(ue;, uej) seja constante para
cada t € [0,7]. Assim se definirmos F' : F(M) x [0,T7] — M(n,R) como sendo

F(u,t) = (gi(ue;, ue;))i;, queremos que dF(f(t,t) = 0, pois assim manteremos a
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g(t)-isometria. Entao aplicando a férmula de It6 para Fj;(u,t) = g:(ue;, ue;) em X,

temos

- OF - m - m - -
AF (X, t) = - (X, t)dt + Y EF(X,t)odBf + Y A(Xy t)F(X,,t)dt
k=1 k=1

Pela definicao da F' segue que

oF , - T >

—(Xt; t) = gt(Xtei,Xtej)

ot

Agora considerando uma vizinhanca U C M de p e n-campos de vetores 1, ..., E, €
X (U) ortonormais em cada ponto de U tais que Vg, E;(p) = 0, ou seja um referencial

geodésico, temos que
5 d -
EkF(Xt,t) = d—F(Xt, s+ t) =0
s
Isto sugere que para mantermos a ¢(t)-isometria devemos impor que

Ap(Xi,t) = —a(Xies, Xee)

Com isso fica demonstrado o seguinte resultado que é uma extensao do A. Cou-
libaly em [29] :

Teorema 4.16 Seja X; uma difusao em M, regida pela equagao diferencial esto-

cdastica de Stratonovich
dX, = Z Ap(t, X,) o dBF 4 Ag(t, X;)dt.
k=1

E defina o transporte paralelo ao longo da L(t)-difusao X; como sendo
/oy =XeoXgh: Tx,M — Tx,M

onde X; ¢ solucio da equacio abaizo (4.16). Tome p € M e considere a sequinte

equagdo diferencial estocdstica de Stratonovich em F(M).

dXt — ZAk(Xt7t) o dBéC — 5 Z gt(Xtethe])‘/l](Xt)dt
k=1 1,j=1

Xo € (O(M), g(0)); m(Xo) =p

(4.16)

onde B; € um movimento Browniano em R™. Entao

a) O transporte paralelo estocdstico /i, ao longo de Xy € uma g(t)-isometria

b) w(Xy) = Xe(p).
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APENDICE A

APENDICE

1.1 Resultados Técnicos

Teorema A.1 Seja X um I'-martingale em uma bola geodésica reqular B. Entao

P[X convergir em B] =1

Demonstracao: Ver W. Kendall [35]. O

Teorema A.2 (Teorema de Liouville para I'-martingale). Seja B,(r) uma bola ge-
odésica reqular na variedade Riemanniana N. Se X € uma I'-martingale em By(r)

com limite X nao aleatorio. Entao X; = Xo = X para cada t.

Teorema A.3 Sejam N wuma variedade Riemanniana simplesmente conexa com
curvatura sectional nao positiva, e X, Y martingales contidos em uma bola geo-

désica em N. Se Xy =Y, entao X =Y, para cada t > 0.

Demonstracao: Ver M. Emery [19]. O

Proposicao A.4 Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma conexao I' e

X um I'-martingale em M. Entao

(A) (Darling): X = 1tlim X; existe quase certamente na compactificacao por um
—00
ponto M | J{oco} de M.

o8



(B) (Zheng): Sobre o conjunto onde X existe e estd em M, temos que (X, X)o <

o0 quase certamente.

Demonstracao: Ver Teorema A ¢ B de R. Darling [9]. O

Lema A.5 Sejam My, M, variedades Riemannianas completas (possivelmente com
fronteira). Se X1,Xs sao I'-martingales definidos sobre a mesma filtragao em My,
M, respectivamente, entio o processo (X1, Xs) € um I'-martingale na variedade

Riemanniana produto My x M.

Demonstracao: Ver W. Kendall [36]. U

Definicao A.6 Seja X um processo estocdstico continuo com wvalores na bola geo-
désica regqular B. Dizemos que X € um I'-martingale se para todo aberto limitado
U C B e para toda fungao diferencidvel, convera e limitada ¢ : U — R o processo
©(X) € um submartingale para todo sub-intervalo [a,b] C R no qual X; € U, para
cada t € [a,b].

Lema A.7 Suponha que B é uma bola reqular geodésica. Seja W : B x B — [0, 00)
uma fung¢ao continua, nao negativa e limitada por uma fun¢do convexa. E defina
A, ={(z,y) € Bx B:¥Y(z,y) < u}. Entao,

lim sup sup{dist(z,y)|(z,y) € A} =0

u—0

Demonstragao: Ver W. Kendall [36]. O

Lema A.8 Dado qualquer x € B,(p) existe uma fungdao convera, continua, limitada

e nao negativa 1, tal que ¥, (y) = 0 se, e somente se, y = x.

Demonstracao: Ver W. Kendall [34]. O

Teorema A.9 Se F': M — N € uma aplicacao harmonica de dilatagao limitada e
X um movimento Browniano em M, entao F(X) é um I'-martingale e tem dilatagdo

limitada.
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Demonstracao: Ver W. Kendall [32]. O

Teorema A.10 Sejam N wma variedade Riemanniana simplesmente conexa com
curvatura limitada superiormente por uma constante negativa —h?. Suponha que X
e Y sao I'-martingales em N de dilatacao limitada. Se Xy # Yy entao existe uma

chance de que X e Y nunca se encontre. Isto €,

P(X; =Y:, para algum t >0) <1

Demonstracao: Ver W. Kendall [32]. O

Lema A.11 Seja V uma conexao simétrica em M e w a forma conexao associada.
Entao

a) A aplicagio projecao : F(M) — M ¢é (V¢,V)-afim e (V",V)-afim.
b) A parte simétrica de Vhw é —w ® w.

c) A parte simétrica de V'w é —w ® w + a¢, onde

1
ay (U, V) = §u_1(R(- ou,mU)mV + R(- ou, mV)m,U)

para cada U,V € T,F(M).

Demonstracao: Ver P. Catuogno e S. Stelmastchuk [50]. O
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