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Resumo

Neste estudo, sfo formulados problemas de dispersfio de manchas de dleo em regido costeira
e de circulagio ocednica. E realizada modelagem matematica via equagio diferencial parcial de
difusdo-adveccio-reacdo e de Stokes, com as justificativas dessas modelagens. S#o apresentadas a
formulacfo variacional e a discretizago espacial (elementos finitos de primeira ordem com SUPG)
¢ temporal {Crank-Nicolson). S#o verificadas a existéncia ¢ unicidade de solugfio no sentido mais
geral, ou fraco. So obtidas estimativas de erro a priori para Galerkin continuo ¢ Galerkin com Crank
Nicolson, sob determinadas condiges de regularidade. Finalmente, sio apresentadas simulagGes de
situagGes vidvels para obter cenarios realistas de incidentes ¢ acidentes de derrame de 6leo no mar,
para futura aplicacdo em plano de contingéncia.

Abstract

In this study, the formulation for dispersion of oil slicks in coastal region and local circulation
problems_are developed. The mathematical modelling based on_partial differencial equations of
diffusion-advection-reaction and on Stokes equations is described, with the underlying reasoning.
The variational formulation and the spatial discretization { first order finite elements, with SUPG
formulation) and temporal (Crank-Nicolson) are presented. Existence and uniqueness results for the
solution are verified in the general, or weak sense. A4 priori error estimates for the continuous time
Galerkin and Galerkin with Crank Nicolson are derived under suitable regularity hypotheses. Finally,
some viable simulations to derive realistic scenarios for oil spill incidents and accidents in marine
environments are presented, for future applications on contingency plans.
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Introducao

A Baia de llha Grande esta localizada no municipio de Angra do Reis, litoral sul do Estado do
Rio de Janeiro, regifio conhecida no meio turistico como Costa Verde. Geograficamentie seus limites
vio da latitude 22°50" até 23°20'S e da longitude 44°00 até 44°45 W, dominio de dguas tranquilas e
claras, € com 365 ilhas. As elevacdes da Serra do Mar e seus recortes fazem com que a maioria das
2000 praias sejam de pequena extensdo ¢ com vegetacio de Mata Atlantica abundante. A temperatura
média maxima anual € de aproximadamente 26°C' e a minima de 18°C (www.cptec.inpe.br).

Num formato um pouco menos poctico, a Baia de Itha Grande, que pode ser visualizada na
figura 0.1! , consiste de dois corpos aqudticos separados por um canal formado pelo estreitamento
enfre o continenic e uma itha, a itha Grande. Mahiques, citado por Corréa (1994}, faz a seguinte
divisfo fisiografica da Baia: Porgiio Oeste, Canal Central € Porgido Leste. Também utilizaremos
esta divisio na descrigdo de outras caracteristicas fisicas que aparecerfo no decorrer deste trabalho.
O Canal Central, segundo Corréa (1994), apresenta as maiores profundidades, com méxima de 55
metros.

Nurmn passado nfio muito distante, uma das fontes de renda de boa parte da populagiio de Angra dos
Reis era a pesca. Mas a atitude, indo da nfo preservacionista at€ aquela altamente predatéria, repetida
durante décadas, fez com que a producdo despencasse. As familias que viviam tradicionalmente da
pesca ou se mantém a duras penas nesta atividade ou vieram a abandona-la, migrando para atividades
mais urbanas ou atuando fortemente no turismo, transformando as traineiras, antes direcionadas para
a pesca, em barcos de passeio e as antigas fabricas de sardinha em pousadas e restaurantes. A regifo
apenas recentemente assumiu sua vocag#o turistica, porém ainda sem uma atitude de preservagéo mais
efetiva do meio ambiente.

S&o muitos os condomimos voltados para as classes meédia alta e alta vindas principalmente do
Rio de Janeiro e de S@o Paulo, que em geral ndo interagem com a populacio local nem contribuem
para uma conscientizacio em defesa da natureza privilegiada daquela regifio. Os manguezais foram
duramente atingidos pela especulagio imobiliaria.

Neste quadro dramatico de maus tratos 4 natureza também estd inserida a principal motivagio
deste trabalho, os derrames de petréleo e/ou derivados no mar. O terminal maritimo da PETROBRAS
(DTSE/GEBIG ou TEBIG) est4 localizado no continente (Ponta do Leme), latitude 23°03'38°S e

Esta imagem foi obtida no site www.cdbrasil.cnpm.embrapa.br e tratada por Chico Nogueira.



Figura 0.1: A Baia de Ilha Grande.

longitude 44°13'10" W, em frente & parte central da Ilha Grande, onde ocorrem operagdes de carga e
descarga de petréleo e derivados. Segundo estatisticas internacionais e nacionais estas s3o as principais
causas de derrames na agua e os responsaveis podem ser os navios, e as falhas no terminal e nos
oleodutos.

Quando ocorre um derrame de petréleo ou de derivados na 4gua, antes que cessem os efeitos
impactantes mais sensiveis desses produtos quimicos para o meio ambiente, podem transcorrer dias,
no caso de derivados leves, como a gasolina, por exemplo, ou meses e anos, dependendo do tipo de
petréleo cru e de aspectos ambientais (temperatura, geografia, vento, correntes e ondas, entre outros).
Por exemplo, a imprensa escrita ainda registra efeitos de impacto ambiental causados pelo derrame
de 41.580 toneladas de 6leo em 1989, do navio petroleiro Exxon Valdez, no Alaska. Segundo dados



do IPTECA?, 1991, in Poffo, 2000, a gravidade dos danos causados por um vazamento ¢ influenciada
pelo tipo de dleo, pelo volume derramado, por fatores biologicos, condigdes meteoroldgicas, estagdes
do ano e métodos de limpeza empregados.

No Brasil, nas regides sul e sudeste, o local mais freqlentemente atingido por eventos deste
tipo € o Canal de Sdo Sebastifio, litoral norte de S#o Paulo, onde se encontra outro terminal da
PETROBRAS (DTCS/GTSS ou TEBAR). Desde 1974, anc em que se registra o primeiro grande
vazamento causado pelo petroleiro Takimyia Maru, sfo contabilizadas 220 ocorréncias nos 25 anos
seguintes. Em 167 casos (75%) os derrames sdo de pequeno porte, inferiores a 1m?, e foram poucos os
registros superiores a 2.000m®. Este comportamento também esté presente em registros internacionais.
Uma analise histérica dos derrames no Canal de Sdo Sebastido é encontrada em Poffo, 2000.

O desprazer de noticias de derrame de petréleo no mar nos chega de outros cantos, como os da
Baia de Guanabara ¢ da Baia de Ilha Grande que, segundo a imprensa nacional (JB, O Globo ¢
Folha de Sédo Paulo), sdo anualmente impactadas por derrames de petroleo de pequeno e médio porte,
dificilmente comparaveis aos derrames como o do Exxon Valdez ou daqueles ocorridos no Golfo
Arabe, durante a guerra entre Ird e fraque em 1991. Entretanto, segundo Schaeffer-Novelli in Poffo,
op. cit., a extensdio do impacto ambiental nem sempre é proporcional ao volume vazado. Deve-se
levar em conta a toxidade do prodiito ¢ o grau de sensibilidade dos ecossistemas envolvidos, podendo
o dano ser agravado caso haja reincidéncia no periodo entre seis meses ¢ dois anos.

O impacto depende de diversos fatores biologicos, quimicos e geograficos e os danos biologicos e
sociais s&o sentidos a curto, médio e longo prazos, sendo muitas vezes de dificil quantificaiio. Areas
abrigadas e de baixa energia como 0s manguezats, devem ter prioridade nas medidas preventivas
(Gundlach e Hayes, in Poffo, op. cit.). A superficie em geral € a primeira area atingida e, portanto,
os primeiros organismos afetados pertencem ao planctdn, e estdo na base da cadeia trofica. Ha
exemplos de experimentos laboratoriais cujas conseqiiéncias s3o de mortalidade em 24 horas ou de
3 a 4 dias e reducdo na taxa de crescimento. Outros experimentos indicam que concentragdes de
dleo de 0.001ml/L impedem que as larvas de lagosta passem do quarto estagio de desenvolvimento
(Wells, 1972, in Milanelli, 1994) ou indicam ainda que as larvas das cracas s80 cem vezes mais
sensiveis ao oleo do que individuos adultos (Evans € Rice, in Milanelli, op. cit.).

A médio e longo prazo devemos levar em conta a bioacumulagfo, isto é, fragdes de 6leo absorvidas

ou ingeridas e transferidas através da cadeia trofica, acumulando-se nos niveis mais elevados. O
cultivo de mexilhes tem sido estimulado na regifio de Angra dos Reis ¢ estes animais podem acumular
em seus tecidos concentragdes de hidrocarbonetos mil vezes maiores do que as existentes no meio em
que vivem (Wells, 1972, in Milanelli, op. cit.).

O destino do petrdleo na 4gua tem sido fonte de pesquisa € de publicagdo ha décadas. De uma
forma geral, tais estudos pretendem auxiliar a tomada de decisdo das autoridades locais, responsaveis
pelas agdes de emergéneia a serem realizadas quando ocorre um derrame de petréleo. Faz parte

ZNao encontrei o significado desta sigla.



dessas agdes o transporte do equipamento de limpeza para o local do derrame, porém anterior a
este procedimento ha decisdes a serem tomadas como do tipo e da quantidade de equipamentos, sua
origem, seu transporte e seu uso. Com a chegada dos equipamentos se decide a sua localizagfo,
no sentido de proteger as areas mais estrategicamente sensiveis. Ou seja, o processo de tomada de
decisdio acontece em trés niveis hierarquicos : estratégico, tatico e operacional, conforme Psaraftis
e Ziogas (1985). Uma versdo bastante mais simplificada do organograma encontrado em Psaraftis e
Ziogas (1985) € apresentada na figura abaixo.

'ESTRATEGICO

lPianejamento de Recursos e Restrir;ﬁes]

'
b
>

' TATICO |
,Ag&es Globais em Resposta a Derrames {

.
' OPERACIONAL |

EAgﬁes Locais em Resposta a Dermmes{

Organismos Internacionais, como o National Oceanic Atmospheric Administration (NOAA), United
States Environmental Protection Agency (USEPA) e Environmental Protection Service do Canada, en-
tre outros, patrocinaram varios grupos de pesquisa no desenvolvimento de modelos computacionais,
o que no Brasil vem sendo feito com agdes cooperativas entre universidades (como UERJ, UFRG,
UFRJ, UNICAMP, UNIVALE e USP), centros de pesquisa (como FIOCRUZ , INPE e LNCC), a
PETROBRAS e entidades estaduais (como CETESB, FEEMA e Instituto Ambiental do Parana).

Os modelos geram cenérios de acidentes que podem ser utilizados nos niveis titico e estratégico,
em planos de contigéncia e tfreinamento (nivel operacional) ou em avaliagdo de impacto ambiental.
Ou seja, atuam em um conjunto de agdes pré-derrame e, com suas previsies, também em acgbes
pos-derrame. Ha amnda os 10SM, ideal oil spill models (Cekirge er al, 1994), capazes de atuar em
tempo real. Esta ferramenta serd tio mais aplicada quanto maior for a sua rapidez nas respostas, sua
precisio nas previsdes, sua capacidade de se ajustar a dados de campo (de preferéncia em tempo real)
¢ sua facil relagdo com o usudrio.

Em 1998, segundo Cantfio (1998), a PETROBRAS dispunha de um programa denominado SIMOL,
em que a mancha ¢ considerada circular e seu centro se move em fungfo da hidrodindmica local. O
tratamento dado ¢ umdimensional em fungo do raio da mancha. Em visita ao CENPES, em 1998,
percebi que a enfise era dada para imagens de satélite que faziam a disting8o de 6leo e agua, ou seja,
uma atitude pos-derrame.

Em janeiro de 2000, em derrame ocorrido na Baia de Guanabara, tanto nos orgdos de imprensa
nacionais quanto no sife da PETROBRAS, [54], nada foi mencionado sobre a utilizagdo de modelos
de previsdo da movimentagdo da mancha. A énfase foi a de insistir que 50, 60, 70% do oleo havia sido



recolhido. E o dleo chegou aonde os técnicos acreditavam que nfo chegaria, na drea de manguezal ¢
reserva ambiental de Guapimirim. Ainda em 2000, com os dados obtidos pela farta cobertura dada
ao derrame da Baia de Guanabara, Cantdo, de Oliveira ¢ Meyer, [5], rodaram um modelo ¢ a mancha
simulada atinge Guapimirim, antes de voltar e rodear a Jtha de Paquetd, sem chegar visivelmente a
ponte Rio-Niter6i o que de fato ocorreu!

Este trabalho pretende modelar 0 comportamento evolutivo de manchas de oleo (petréleo ou
derivados) no periodo de tempo que sucede um derrame na Baia de Ilha Grande. O tratamento ¢
bidimensional na variavel espacial x, que modela a superficie, e a concentragdo de dleo u(t,x) ¢
considerada em cada ponto x ¢ em cada instante ¢. Sera utilizada equaciio de difusdo-adveccao-
reagdo com coeficientes vandveis devido aos diversos fendmenos intervenientes como as sucessivas
degradacdes, a difusividade variando com a concentrag¢dio do oleo derramado e comportamentos cir-
culatérios de correntes maritimas, obtidas por equagio de Stokes para o dominio escolhido por este
estudo, o Canal Central da Baia de Ilha Grande. Cendrios serdo descritos a priori € um manual de
possibilidades sera gerado como resultado das simulagdes.

Nio se deve esperar deste trabatho uma alta precisio quantitativa espacial ou temporal em suas
previsdes, o que alias nfo € o objetivo do trabalho. O entendimento desta aparente auséncia de preocu-

corretas em termos de comportamentos, tendéncias e riscos.

No capitulo 1 o fenémeno 6leo na agua ¢ descrito, com algum detalhe, ¢ as equagdes que modelam
a trajetoria da mancha e a circulagfio no canal central da Baia de Ilha Grande sdo apresentadas.

No capitulo 2 ¢ apresentada a formulagfio variacional adotada, bem como resultado de existéncia
e unicidade de solucdo. As notagdes utilizadas fazem parte de relagio apresentada logo apos o indice.

No capitulo 3, as discretizacbes relacionadas ao método de Galerkin e Crank-Nicolson sdo apre-
sentadas, bem como estimativas originais de erro.

No capitulo 4, a parte computacional € enfatizada ¢ seus ensaios estdo no capitulo 5. As conclusdes
e sugestdes fecham o Gltimo capitulo, o sexto.

As mmplementaces sfo apresentadas no apéndice e resolvemos anexar a carta nautica da regido
estudada, para facilitar a localizagfo de praias, pontas, enseadas e etc.. citadas na descncio de
cenarios € nas simulacdes.



Capitulo 1

O Fenomeno, 0 Modelo e sua Aplicacio

Este capitulo apresenta uma rapida descri¢iio do fendmeno petréleo na agua, contextualizando-o,
apresenta algumas referéncias a modelos ja& existentes, suas classificagdes e justificativa para o uso
do modelo explicitado neste trabalho em derrames na regido da Baia de Itha Grande. Estaremos
eventualmente trocando a expressdo petroleo e seus derivados simplesmente por oleo. Inserido no
texto que segue, ha um pequenc glossario relativo a petréleo e sua relagfio com meio ambiente.

1.1 O Petréleo e o Fenomeno

A razdo entre a densidade de um oleo e a da agua pura, conhecida por densidade relativa, €, para
a maioria dos oleos, menor que 1, indicando que o dleo € mais leve do que a agua. Quando esta
relagdo € inferior a 0.85 g/l. 0 6leo € classificado como leve. De acordo com a densidade relativa, os
Oleos sdo classificados em quatro grupos que constam da tabela 6.1, nos anexos.

Os hidrocarbonetos, compostos de hidrogénio e carbono, sdo os compostos mais abundantes na
composi¢do do petréleo, algo em torno de 98% do total (Bicego, 1988, in Poffo, 2000). Além deles
ha também a presenga de compostos com oxigénio, nitrogénio e enxofre (Solomons, 1996) ¢ alguns
metais tais como niquel, cobalto ¢ vanadio (NRC, 1985, in Poffo, 2000). Dentre os hidrocarbonetos
ha os que ndo apresentam ligagdes multiplas entre os atomos de carbono e sdo chamados de compostos
saturados pois contém o maior numero possivel de atomos de hidrogénio em um composto de carbono.
Os msaturados s8io aqueles compostos que possuem atomos de hidrogénio em menor nimero € sdo
capazes de reagir com o hidrogénio. Ha ainda a classificagfio entre alifaticos (do grego aleiphar,
graxa), para aqueles que se comportam como a gordura, € aromaticos . Segundo Poffo, 2000, os
aromaticos participam de quase todos os tipos de 6leo, sdo insaturados e relativamente soltiveis em
agua, apresentam malor toxidade e tém baixo ponto de ebuligfio. Séo classificados como aromaticos
os oOleos leves e refinados, como gasolina, querosene e nafta. Os alifaticos estdo em maior proporgéo
no petréleo, sdo saturados, menos tOX1COS que 0s aromaticos e constituem a por¢io mais rapidamente
removida pela degradagio bioldgica.



Segundo Fay (1969, 1970), quando dleo ¢ derramado na agua ha uma tendéncia de espalhamento
resultante da acfo das forcas gravitacional e de tensfo superficial, ajudadas pelo movimento da
superficie induzido por ventos, correntes e marés. As forgas que resistem a este espalhamento sdo a
de inércia e a de viscosidade. Oleos com baixa densidade relativa apresentam alta taxa de espathamento
(Poffo, 2000), taxa esta que aumenta com a elevacio da temperatura e consequente reducgfio da tensdo
superficial. A viscosidade do Oleo depende da participagio de componentes aromaticos; quanto
mais leve for o oleo menor € a resisténeia ao espathamento, isto é, a viscosidade. Quanto maior a
temperatura menor a viscosidade.

Nas horas iniclais de um derrame, a gravidade e a inércia dominam, havendo um espalbamento
horizontal e vertical, até uma certa altura, que € fun¢io do volume de dleo derramado, e formando
um piscindo de dleo. Esta €, ainda de acordo com Fay, a primeira fase do fendmeno e o espathamento
¢ chamado de inercial.

O espalhamento horizontal continua, ampliando a area superficial da mancha, a espessura diminu
¢ atinge um valor crifico a partir do qual a viscosidade domina a inércia. Esta ¢ a denominada segunda
fase de Fay, cujo espalhamento ¢ chamado de viscoso e pode durar semanas.

Com a camada de oleo j4 bem fina, a atuacdio da gravidade ¢ dominada pela tens@io superficial.

“Estanos na terceira fase de Fay, em que o 6léo tem suas propriedades fisico-quimicas bastante alte-
radas ocasionando a interrupgo do espathamento e evidenciando um comportamento majoritariamente
advectivo.

Em geral, derramamentos costeiros sdo identificados ou de imediato ou poucas horas ap0s sua
ocorréncia, o que significa que a efetivagiio de atividade de contengfio, controle, protecio e limpeza
irdo dar-se durante aquilo que Fay chama de fase viscosa-gravitacional, ou segunda fase. Estaremos
modelando o fendmeno nesta fase, a de espalhamento viscoso. Ou seja, passaram-se algumas horas
ap6s o inicio do derrame e a mancha pode ser vista como um conjunto conexo de espessura aproxi-
madamente homogénea e de poucos centimetros ou milimetros, que comegara a ser influenciada e a
se movimentar pela agfo dos ventos, correntes € marés. A resultante destes movimentos advectivos
¢ o principal mecanismo que faz mover a mancha. Além disso, consideramos o movimento difusivo,
que n#o deve ser confundido com a difusfo apenas molecular ¢ sim considerado como uma difusdo
efetiva, relacionada a tensfo superficial e turbuléncia (Csanady, in Barrientos, Marchuck e Okubo).
A difusdo causa um aumento gradativo na aréa da superficie da mancha.

O dleo ird sofrer alterag@io em suas caracteristicas fisico-quimicas e a mancha vai sofrer perdas
em sua massa causadas pela agdo de agentes naturais' (temperatura, vento, correntes, marés, ondas,
luminosidade, bactérias entre outros) e também por agentes quimicos. As perdas principais ocasiona-
das por agentes naturais sfio aquelas oriundas da evaporagfio, dispersdo na coluna d’agua ¢ encalhe
(Cekirge et al, 1994). Também podem ser mseridos produtos quimicos ou biolégicos (bactérias) que

Estamos aqui utilizando a express@o agentes naturais como tradugiio livre de weathering processes, encontrada nos
artigos de Barrientos (1980), Coon et al (1990), Carro ef af (1993} entre outros.
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reduzam a permanéncia do 6leo no ambiente.

A principal entre estas perdas ¢ a ocasionada pela evaporagio inicial de alguns componentes do
petroleo e ocorre mais intensamente nas primeiras horas do derrame (Sen Gupta et @/, 1993; Drapeau
et al, 1975; Kolluru e Mendelson, 1995; Salas de Leon, 1986; Cekirge, 1992). Na literatura, encontra-
se estimativa para esta perda oscilando entre 25% a 60% num periodo que varia de 2 horas ap6s o
derrame até as primeiras 24 horas, assim como encontram-se modelos para prever a parcela a se
evaporar (Cantdo, 1998, Cuesta ef o/, 1990, Mackay e/ al, 1980, entre outros). A maioria dos artigos
apresenta seus resultados de evaporag@o para mar aberto ¢ ndo para uma regifio de aguas tranquilas
e semi-fechada, como ¢ a Baia de Tlha Grande.

A dispersdo na coluna d’agua tem as ondas e a turbuléncia na superficie do meio aquatico como
principais agentes, segundo Cekirge, 1992, Delvigne, 1991, e Cohen er af, 1980. Evidentemente, tais
fatores tém menor importdncia a8 medida que o meio se torna, do ponto de vista de energia fisica,
gradativamente mais calmo .

A oxidagio, reacdo dos componentes hidrocarbonetos do petroleo com o oxigénio, muitas vezes
causadas pela luz do sol e tendo por resultante um produto solivel ou formagfo de piche, e a
biodegradacgio, em que as parcelas mais pesadas do 6leo s&o degradadas por bactérias que existem no
mar, tém efeifo menor se comparadas as outras formas de degradagio do 6leo citadas acima. Cohen
et al, op. cit., consideram que a dissolugéio tem efeito negligenciavel sobre a composi¢io da mancha.

Segundo Sen Gupta ef af {op. cit), em aguas mornas tropicals os processos de degradacgio
acontecem bastante tapido e uma “estimativa otimista” para o conjunto de perdas seria de 50% nas
primeiras vinte e quatro horas, percentual este que varia com o tipo de dleo.

Quando o derrame atinge areas costeiras, a mancha pode sofrer encalhe. A extensdo do encalhe
depende da area atingida pelas marés (Gundiach, 1987). Se a maré € vazante o dleo seré depositado
de acordo com a espessura da mancha e a distincia da costa. Se a maré € crescente o 6leo depositado
podera ser removido. O deposito de Oleo ocorrera até atingir 0 maximo da capacidade de retencéo
da area atingida, que ¢ fumgio da densidade da mancha e da inclinacdo da costeria. A remogdo, bem
como o deposito, dependem do tipo da area costeira atingida. Numa praia de cascalho ¢ mais dificil
de haver remoc8o do que numa praia arenosa. Neste mesmo artigo de Gundlach € apresentada tabela
em que o percentual removido em praias de areia com ondas pequenas ¢ de 18% a 26%, enquanto
que em costeiras rochosas é de 60% a 63%. No Canal de Séo Sebastifio, segundo Lopes e a/, 2001,
entre as praias arenosas, as mais sensiveis sfio as compostas por sedimentos mais finos, com menor
declive e ac¢io das ondas.

Os agentes naturais podem também causar um ganho de volume da mancha através da emulsi-
ficagdo, processo pelo qual o o6leo absorve agua formando uma mousse marrom, responsavel pela
maior persisténcia dos oleos leves e medianamente cru (ver classificagfio no tabela 6.1, em anexos) no
ambiente aquatico. O efeito da emulsificagio ¢ a estabilidade das mousses foram pouco estudadas em
regides semi-fechadas, segundo Mackay er af, 1980. Este artigo de Mackay et al apresenta resultado
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de estudos realizados em laboratério e cita o pouco entendimento deste processo em mares tranquilos.

1.2 Os Modelos

Historicamente, chegar a um modelo matematico se constitui em uma longa trajetoria inclusive
na escotha da perspectiva da analise do derrame. Todos os modelos levam em consideragio alguns
dos aspectos dentre espalhamento da mancha, os efeitos de ventos, correntes € marés no transporte
da mancha, as perdas por evaporacio, dispersdo na coluna d’agua e encalhe, além de emulsificacdo,
sedimentagio, entre outros.

Segundo Mackay e af, 1980, os modelos podem ser classificados em modelos comportamentais,
que tentam quantificar a agfo dos agentes naturais nas propriedades fisico-quimicas do éleo, ¢ modelos
de trajetdria, que descrevem a advecgdo e o espalhamento de 6leo no mar.

Segundo Cekirge, 1992, e Salas de Leon, 1986, os modelos existentes podem ser classificados em
modelos de primeira, segunda ¢ terceira geragdes.

Na primeira geragdo os modelos ndo levam em consideragdo ventos, correntes e marés; aqui estdo
Blokker, 1964, e Fay, 1975, que trabalham com equagBes empiricas e com a mancha circular ou
retangular.

A segunda geracdo considera a resultante de ventos, correntes ¢ marés e a equagdo de difusdo-
advecgiio, mas, segundo Cekirge, 1992, sua analise da hidrodindmica e¢ do destino da mancha ¢
limitada pela utilizagio de modelos bidimensionais ¢ computadores que ndo comportam os calculos
intensos das versdes tridimensionais e resposta em tempo real. Aqui estio Benqué er of (1982, in
Cuesta ez al, [16]), Cuesta e Giralt (1990), Cantiio (1998) e Cantdo, de Oliveira e Mever (2000).

A terceira geragdo ¢ constituida pelos ideal oil spill modelling, que segundo Cekirge (1994)
consistem de um conjunto de submodelos que descrevem os processos de transporte advectivo e
difusivo e o espalhamento, fazendo-o tridimensionalmente, bem como a evaporagdo, a dispersdo
vertical e a emulsificagdo. Esta geracfo, segundo Spaulding (1988, in Elliot, 1991) substitul aquela
que faz uso das trés fases de Fay. Aqui estd certamente Cekirge (1994) e talvez Coon et af (1990),
Elliot (1991) e Lardner ef af (1993). Entretanto, sdo muitos os modelos que ndio se enquadram nesta
classificagdo por um motivo ou por outro, evidenciando, mais uma vez, que classificagdes muito
rigidas invariavelmente se véem em dificuldade.

Em Meyer, 1994, os artigos, publicagdes ¢ avaliagdes que existem na literatura dos derrames de
petroleo, podem ser classificados em trés categorias distintas, embora complementares £ necessarias.

A primeira categoria apresenta uma visdo posterior ao derrame, como € o caso de artigos encon-
trados em Oil and Gas Journal, em 1989 e 1990, nos trabalhos Industry learning from oil spills ¢
Clean-up Analysis, em Poffo, 2000, ou ainda na Revista Meio Ambiente Industrial, 2001, no arfigo
Atendimento Emergencial ao Derrame de Oleo Ocorrido em So Sebastifio (SP), provocado pelo Navio
“Vergina II”, que apresentam dados, relatos de impactos e avaliagio dos procedimentos tomados.
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A segunda apresenta uma visdo durante o derrame, inclusive com testemunhos de técnicos e
pesquisadores, como por exemplo o trabalho de Pellew, R.: Gulf Pollution-How Bad is it?, 1990.

Na terceira postura, na qual se situa esta tese, estd a visdo anterior, em que cenarios sio definidos
a prioni e resultados sdo simulados criando assim wm manual de possibilidades: um estudo de caso
efetivo, em que se prevé o movimento, a posi¢do futura e a trajetoria de uma mancha no espago € no
tempo.

Esta tese faz uso dos trés regimes de Fay, e se aplica a sua segunda fase, uma vez que trata de
derrames costeiros, em geral notificados ou conhecidos ou até descobertos algumas horas depois do
fato ocormido.

Neste trabalho ha diferencas em alguns fatores primordiais relativamente aos trabalhos citados
anteriormente, como o tratamento especifico para condigdes de contorno relativas a topografia da
costa e para o comportamento da circulagfio, mas a decisio de usar equagdes diferenciais parciais ndo
lineares se mantém.

1.3 O Modelo

A equacdo de difusfo-advecgio-reacfio para u representando a concentragio de certa substancia
tem sua origem nas leis de conservagfio e seu formato mais geral dado por

% + div(fluzo) + decaimento = fonte.

Muitos dela fizeram uso e dentre esses muitos citamos os classicos® Nihoul (1975) no estudo de sis-
temas marinhos, Okubo (1980) em estudos de problemas ecolégicos ¢ Marchuk (1986) em problemas
gerais de poluigio ambiental.

No artigo de Cuesta, Grau e Giralt (1990) a equagdio de difusdo-advecgdo aparece modelando a
espessura da mancha de oleo no mar ¢ o decaimento representa a evaporagdo, obtida de uma equagio
acoplada. No trabalho de Carro er a/ (fotocopia pdo identificada) a equaglo de difusdo-advecgio
para a concentragiio nio tem a parcela de decaimento, as perdas sio modeladas 4 parte apenas como
sedimentagdo. Salas de Leon (1986) faz uso das equagdes de Nihoul (1983), que propde um modelo
nfo linear e um tratamento bem distinto daquele que faremos aqui.

Uma dificuldade em todos estes modelos esta na parametrizagiio de alguns dos termos: fluxo,
decaimento, fonte € ainda nas condi¢Oes iniciais e¢ de fronteira. Vamos a seguir apresentar essas
dificuldades, além das simplificagfes e parametrizacSes conseqiientes.

2Classicos no sentido de sobreviver as modas e ao tempo.



1.3.1 O Dominio Espacial

Como a densidade do 6leo € menor que a da agua, o déleo béia. Na segunda fase, a espessura da
mancha ¢ de apenas poucos centimetros ou milimetros ¢ sera considerada homogénea em prnimeira
simplificacdo. Além disto, o dominio espacial objeto deste estudo, o Canal Central, tem seu maior
comprimento na direcdio oeste-leste em torno de 24 km, bastante superior a profundidade maxima de
55 metros em alguns poucos locais. Estes argumentos pretendem justificar o tratamento bidimensional
para a varidvel espacial x = (z,y), indicando coordenadas superficiais. Assim u(f,x) representa a
concentragdo do dleo no ponto (z,y) da superficie e no instante 7. Esta simplificacdo é bastante
difundida nas atividades de modelar fendmenos de derrames.

Por que € que o Canal Central provoca maior interesse? O motivo € o de concentrarem-se, nesta
por¢do da Baia de Ilha Grande, a grande maioria de atividades relevantes da regifio: criagio, pesca
costeira, turismo; além de estar ai ¢ terminal da PETROBRAS. Outro motivo € o comportamento da
- circulagio local, que sera elucidado a seguir.

1.3.2 O Fluxo

Segundo Fay, apds as primeiras horas do derrame, a mancha comeca a se mover ¢ sofre influéncia
de ventos, correntes € mares ao mesmo tempo que se espalha.

E assumido que a mancha se movimenta & mesma’® velocidade da agua do mar, cujo fluxo nio ¢
laminar, ou seja, invariavelmente deve-se levar em conta turbuléncia. Segundo Csanady (1973 ).

... 08 movimentos turbulentos tém provado ser um dos mais intratdveis problemas das ciéncias
fisicas ...

Csanady adota um procedimento estatistico para fluxo turbulento.

Vamos considerar o fluxo em duas parcelas: advectivo, modelando os movimentos macroscopicos
do mar causados por correntes, marés e vento, e difusivo, optando pela modelagem da difusdo efetiva,
que contem os efertos da difusdo molecular e da turbulenta, esta dltima acontecendo em escalas
superiores a primeira € sendo bastante mais ... efetiva ([42], [36]). Assim,

fluzo = fluxo advectivo + fluro difusivo.

Do ponto de vista tedrico-fisico, o modelo matematico deve levar em consideragdo os movimen-
tos de carater aleatdrio, oriundos da diversidade das escalas e formas dos vortices constituintes do
fluxo turbulento, e por isso mesmo chamado de fluxo difusivo. Pretendemos, com a difusdo efetiva,
contabilizar o movimento irregular das particulas de éleo, que proporciona um movimento regular no

*Hi controvérsias. Sen Gupta, [51), diz que nesta fase a velocidade do dleo € maior que a da agua do mar, pois a
tensdo superficial do olec é menor .
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todo. Neste sentido, a escolha de variavel espacial bidimensional na superficie indica que estaremos
considerando a difusfo horizontal que, segundo Okubo (1980), ¢ de fato muito maior em ordem de
magnitude do que a vertical. Uma outra razfio para esta regularidade ¢ a formulac@io variacional,
também chamada de formulagio média, obtida pela integragio sobre 0 dominio como um todo.

Para a modelagem matematica das flutuagdes, na circulagio superficial local, referentes ao fluxo
difusivo, faremos uma analogia com a lei de Fick, ou seja,

fluzo di fusivo = —aVu,

sendo o gradiente de u considerado em relag@o as coordenadas espaciais. Chamamos o coeficiente o
de difusividade (entendida como difusividade efetiva). Pela participac@o turbulenta, o deve ser fungio
de t e de x e, pelas caracteristicas da substéncia derramada no mar, o éleo, pensamos num aspecto nio
linear considerando o{u) ou ainda aft, x, ). O valor minimo de o representa a difusividade molecular.
A literatura destaca formulas relacionando a escala do fendmeno ao coeficiente de difusividade; tais
formulas em geral indicam o crescimento de o com a magnitude da escala do fendmeno.

Nihoul (1973) tece sérias criticas a representagfo do fluxo turbulento tal como descrita acima.
As escalas espaciais para cobrir os movimentos rapidos dos vortices deveriam ser bem menores que
“as adotadas pelos modelos matematicos e de simuiacio, que em geral sacrificam os insights fisicos
em prol de escalas relevantes para a observacio do fendmeno e para a estabilidade dos algoritmos.
Assim, segundo Nihoul (1973), os conceitos de difusividade turbulenta sfio utilizados apenas como
artificios numérnicos sem nenhum significado fisico. Por outro lado, a formulag#o variacional se presta
a consideragio global, inclusive, porque descreve o fendmeno “na média”.

E do fluxo advectivo, que representamos por W, a maior influéncia na movimentagio da man-
cha de dleo. Neste trabatho, W representa a circulacdo local e é considerado como a resultante
do comportamento medio da circulag@io superficial com a corrente superficial induzida pelo vento.
Matematicamente®

W = ¢, W, + W,

sendo W, o vetor de vento a 10 metros acima da superficie do mar, W), a circulagfio superficial padrdo
do Canal Central e ¢, constante de proporcionalidade, que segundo Lardner ef o/, [29], tem recebido
valores de 1% a 6%, sendo os mais utilizados 3% e 3,5%.

Considera-se também uma rotacio de dngulo 8 para o vetor W, , relacionado as forgas de Coriolis
e que foi obtido a partir de procedimentos empiricos realizados no local analisado. Para o Golfo
Arabe, regifio da qual tratam Lardner et al (op. cit.), § = 26°2 foi obtide como funcio da velocidade
de vento, através da formula

C-U3

8 = be” o7,

sendo g a aceleragdo da gravidade, v a viscosidade cinematica da agua do mar, v a velocidade do
vento e os pardmetros a ¢ b foram ajustados através de dados obtidos para o Golfo.

*Esta abordagem ¢ bastante difundida na modelagem do flixo advectivo.
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E geral e notéria a dificuldade em se obter dados de qualidade para vento. Estes dados sfo
obtidos a partir de locais de observagdo, em geral distantes, onde medidas sdo feitas ou sdo obtidos
por modelos de circulacfo, tais como o modelo estatistico de Paluszkiewicz (1988), ou as equagdes
de Navier-Stokes do trabalhe de Signorini (1980). Os resultados do modelo de Signorini foram
ponderados pela distribuicdo de freqiiéncias das diregdes de vento, obtidas por série histdrica para
regido da Bafa de Itha Grande.

Para a parcela W, de W abrimos m@o da deflexBo e trabalhamos com 3% do vetores de vento que
ocorrem com maior frequéncia na regifio, representativos de cenarios escolhidos no capitulo 5, e que
serfio invariantes no dominio considerado. Em outras palavras, os dados também sdo “na média™!

A circulagdo na Baia de Ilha Grande foi objeto de estudo dos trabathos de Signormi (1980) e
Corréa (1994), entre outros por eles citados, realizados no Instituto Oceanografico da USP.

Signorini enfatizou a relagio existente entre a circulagdio na Baia da Ilha Grande e na baia adja-
cente, a Baia de Sepetiba. Utilizou dados cedidos pela Diretoria de Hidrografia e Navegagio®, dados
obtidos em pesquisa de campo realizada pelo Instituto Oceanogréfico da USP em 1975 e 1977, dados
de vento medidos na Area Militar de Santa Cruz entre setembro de 1974 a dezembro de 1975 e, ainda,

tilizou “uma z'nesperada fonre de evidéncia para a circulacdo” dada por um derrame de petroleo

Néo satisfeito com a qualldade dos dados para suas assergbes, Signorini modelou a cormrente e
a influéncia dos ventos na circulagio da Baia da Ilha Grande. Isto tudo para afirmar, entre outras
coisas, que a circulacdo ocorre no sentido horario ao redor da Ilha Grande: entra pela Porgfio Oeste
passa pelo Canal Central e sai pela Porcdo Leste. Tem comportamento quasi-estacionario, que dura
por periodos maiores que os das marés, evidenciando uma relativa independéncia das marés. Este
comportamento fol mantido mesmo na auséncia de ventos.

Corréa utilizou dados obtidos no periodo de 23 a 29 de janeiro de 1982 em 5 pontos localizados
dentro ¢ ao largo da Baia de Ilha Grande, com 24 horas de dados para cada estagdo. Conclui
pela existéneia de uma circulagio intensa e unidirecional, nas camadas superiores a 5 metros de
profundidade , da Porgfio Oeste para a Porgdo Leste através do Canal Central, com pouca influéncia
de ventos e marés. O fluxo s6 nfio € estacionario no periodo de 24 horas porque ha alteragio de
intensidade.

Este carater guasi-estacionario, com pouca influéneia das marés, descrito acima, nos levou a
modelar a circulagio superficial padrio W, como funclo apenas da variavel espacial x. Assim o
campo W, ndo modela em primeira aproxima¢3o as marés. A “variagio temporal” s6 aparecera na
mudanga de cenanios de vento.

Para o modelo de simulagfo, portanto, o campo vetorial 1, ¢ obtido pela equagdio de Stokes

—div(VW,) + VP = g, (1.3.1)

>Quando, no trabalho citado de Meyer, de Oliveira ¢ Cantdo, em 2000, foram solzcatadas as mformagoes a DHN,
foram fornecidas de modo amplo, imediato e generoso.

16




supondo divW, = 0, com condi¢des de fronteira de Dirichlet para W,. Utilizamos o programa
implementado por D’ Afonseca e Cantfio ®, com as condigdes de fronteira retiradas de Signorini (1980)
e Correa (1994). O comportamento de circular ao redor da Itha Grande no sentido horario ¢ mantido,
mas aparecem vetores de magnitude pouco realista em enseada nas proximidades de Monsuaba ¢
Verolme. Esta aproximacfo talvez seja o prego maior que devemos pagar por considerarmos um
dominio bidimensional.

1.3.3 O Decaimento

Pretendemos com a parcela do decaimenio modelar algumas das perdas do 6leo causadas pelos
agentes naturais. N3o adotamos esquema especial para modelar a principal entre estas perdas, a
evaporagdo. Ao supormos que estamos na segunda fase de Fay, a perda fundamental causada pela
evaporacio }a tera ocorrido nas horas anteriores.

A Baia de Ilha Grande tem aguas tropicais tranqiiilas e, assim, descartamos um tratamento em
separado para a dispersio na coluna d’agua e a dissolugfio, optando por incorporar estas perdas num
decaimento linear global.

O encalhe depende do movimento das marés, que nés-eptamos por nde-modelar, conforme descrite
acima. Entretanto, tentaremos inclui-lo nas condigbes de fronteira, onde ocorre.

Portanto, o decaimento serd uma totalizagdio em percentual p da concentragio perdida pela soma
dos efeitos da evapora¢#o que ocorre ainda a partir das horas iniciais, da oxidag#o ¢ da biodegradacio.
Este percentual sera tratado como uma fungéo p(t, x).

Apesar da emulsificagdo promover um ganho de volume da mancha, a pouca mformacio sobre
este processo em regides semi-fechadas nos convenceu a nio considera-la diretamente, incluindo-a na
perda liguida. Entretanto isto pode vir a ser mais uma fonte de erro, pois, segundo Krogh (1984), in
Cekirge er al (1994), o aumento de volume poderia compensar as perdas sofridas em outros processos.

1.3.4 O Problema a ser Resolvido

A partir dessas consideragdes, a equacgio de difusdo-advecgio-reagdo com a qual trabalharemos ¢

% + div(—aVu+ Wu) + pu = f, (1.3.2)

sendo f{#,x) a fonte poluente.
A condicdo inicial € dada por u(0, x) = ue(x) e as condigdes de fronteira sdo de trés tipos:

(?) Para as fronteiras de mar aberto nfo atingidas pela mancha ou a montante da corrente ¢ represen-
tadas por I'g, temos

A aproximagio desta equagio ¢ feita com elementos finitos de segunda ordem.
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’bﬂir2 - 0,

(i) Para as fronteiras de mar aberto por onde a mancha passa, representadas por I'y, temos

ou
—a—I|r, = p(W en)u = pWpu,
a,r] 1 K
(iii) Para as fronteiras ao longo da costa e das ithas, em que pode ocorrer o encalhe, e representadas

Tg, temos

du .
—0“5—,7-‘1]70 = ku.
O pardmetro p representa um percentual de passagem e o parmetro (1 — k) representa a porgdo
acumulada ao longo da costa. Como a abordagem usada neste trabalho ndo considera o comportamento

temporal de marés, o pardmetro k pode ser considerado como

K X) = h(t)r(x) o
sendo A(t) uma fungfio periddica, que simula o depdsito de oleo na maré¢ baixa ¢ a remogdo na
maré alta. Para distinguir as costeiras rochosas das praias de areia, r pode ser uma funcdo de x

assumindo dois valores distintos. Entretanto, no que segue trabalhamos com £ = 0, ou seja néo ha
perda significativa de 6leo para a costa.
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Capitulo 2

O Problema Matemadtico

A seguir faremos algumas consideragdes matematicas para o problema descrito em 1.3.4, no
intuito de chegarmos & sua formulagdo variacional. Também obteremos desigualdades absolutamente
necessarias para concluirmos, por exemplo, a existéncia e unicidade de solugio fraca.

2.1 O Dominio ¢ 0 Problema

Consideremos a por¢io da Baia de Ilha Grande vista na figura 2.1. Este € o que chamamos de
Canal Central.

No dominio matematico foram consideradas apenas as maiores ilhas, a saber: Gipoia, Macacos,
Porcos e Maia, além da Itha Grande, claro. O terminal da PETROBRAS (TEBIG) pode ser melhor
visualizado na figura 0.1.

Matematicamente, trataremos esta porgio de mar como um aberto © de IR?, limitado e de bordo
993, suficientemente regular para definirmos, por exemplo, o vetor normal exterior unitario »n ao seu
redor (figura 2.2).

O movimento da mancha de petroleo € modelado pelo problema abstrato

%f— — div(a(w)Vu) + div(Wu) + pu = f, (t,2) € (0,T) x Q,

w(0,2) = ug(z), € Q, (.11

para algum 7 > 0 fixado. As fronteiras foram divididas em trés tipos I', I'; e Ty, definidos na segfio
1.3.4 e relacionados as condigdes de Neumann e de Dirichlet:

Para as fronteiras ao longo da costa e das ilhas,

8
né% =0, (t,x) € [0, T} x To,
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Figura 2.1: O canal central da Baia de Ilha Grande.

continente

5

ot ~e Wl

w1l

Figura 2.2: Temos 0€} assinalada em vermelho.

para as fronteiras de mar por onde a mancha passa,

~a(u)g = Wi (2) € [0.T) x Ty,

;

e para as fronteiras de mar nfo atingidas pela mancha

uw=0, (t,z) €[0,T] x Ts.

A escolha das fronteiras I'; e I'y, tal como consta na figura (2.2), ¢ justificada por aspectos
fisicos e geograficos associados a circulacio de agua e ao vento. De fato, a circulacfio na baia se
d4 no sentido horario ao redor da Ilha Grande, ou seja, entra pela entrada oeste e sai pela leste. A
entrada oeste, pela geografia da regifio, estd mais protegida de ventos estritamente de leste e sul-leste.
Neste sentido, acreditamos que num cendrio mais provavel de acidente, dentro dos limites de €2, a
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probabilidade de uma mancha atingir as fronteiras I', ¢ pequena. E claro que se o acidente acontece
muito proximo destas fronteiras devemos ou ampliar o dominio €2 no intuito de manter, se possivel,
as condigdes como descritas acima ou mudar as condigbes de fronteira.

Os mesmos argumenios podem ser utilizados para justificar uma provavel passagem da mancha
pela fronteira I';, exceto pelo fato de que neste caso temos uma maior variedade de ventos atingindo
esta porgio da baia.

As fronteiras [’ certamente mereciam um tratamento que diferenciasse, pelo menos,0s costdes
rochosos das praias. Mas, inicialmente e como ja adiantado em 1.3 .4, trataremos costdes e praias da
mesma forma.

As funcdes

F0T)=xQ—R

e
ug: 2 —1R
sdo dadas, assim como os coeficientes
o(u), plt,x)
¢ o campo de velocidades
W o= (W, Ws).

Definimos Q7 = (0,7} x Q e consideramos p em L>({)r), ou simplesmente uma constante, a
funggio f sera considerada em L2(Q7) e ug em L*(Q)). Tais consideragdes sdo plenamente justificdveis
do ponto de vista da aplica¢do uma vez que f representa uma fonte poluente (discutida na segéo 4.3.2),
ug a condiglo inicial e p um percentual de perdas. Quanto a W e o faremos comentarios na se¢io
seguinte.

2.2 Hipoteses Simplicadoras

Adotamos algumas hipdteses simplificadoras, que especificamos:

{(h1) Considerada no sentido de Marchuk [36] ¢ Okubo [42] e como fun¢fio da concentracfio, a
difusdo deve ser limitada inferior e superiormente, isto €, existem CONStANtEs Oy s € Cugyp 1aIS qUE

0 < ainy < afu) < Coup.

Poderiamos pensar, por exemplo, em c;,f sendo a difusdo molecular na situagdo de menor mobilidade;
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(h2) Ainda quanto 2 difusdo precisamos de wma condigdo Lipschitziana. Portanto, supomos a
existéneia de constante positiva K 1al que

ladw) — a(w)ll < Kljw ~ o], Y, v € L*(9),

o que implica ser o Lipschitziana como fungdo de R em IR. De fato, considerando w e v fungdes
constantes de {2 em IR temos

N N2 2 E’—','Q )
/Q]a(u) afv)|“d? < K /QE?L v|%d?

donde segue que
a{w) — a(v)] < Klw— v,

Esta condigdo expressa 0 bom comportamento da difusfo no meio homogéneo: agua do mar. Ou
ainda, para um mesmo oleo, pequenas variagdes na concentragdo correspondem a pequenas variagdes
na difusibilidade, durante a segunda fase de Fay;

(h3) Como os cenarios de vento, corrente e marés sdo descritivos do que efetivamente ocorre,

~ podemos supor o campo W{z,y) = (Wi(z,y), Wa(z, y)) satisfazendo
Wiz, )l < W,i=12

Esta constante positiva W podera ser obtida por exemplo em Correa [14] ou mesmo a partir de dados
oficiais junto & Diretoria de Hidrografia e Navegacio.

(h4) O carater quasi-estacionério do campo W nos levou a obté-lo através da equagio 1.3.1, em
que fizemos divWV = 0, manteremos esta hipdtese.

2.3 A Formulacao Variacional

Pretendemos garantir existéncia e unicidade de solugiio fraca para (2.1.1), para tal precisamos
micialmente definir a formulacg@o variacional do problema sobre a qual trabalharemos.

Para as fungbes de variaveis espaciais, trabalhamos essencialmente com subespagos de L?(2) e
de HY). Para o produto interno em L*(Q) adotamos a notagiio

(u,v)mftwdﬂ,
0

ou, caso haja possibilidade de diivida, aparecerd com sub-indice, isto €, (.,.);2(q) € para a norma

femos .
e 2y = ( jﬁ u2d§2> :
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Quando estivermos em H?(Q} temos

du Ov du Ov
(w0, v) ey = (2, 0) 22y + ('555 ‘EE}L?{Q) + (5§’ é‘y")m(sz)

W

ey = (o + 152 o + 15 i)
Considerando €2 aberto limitado de classe C*, definimos V' como o subespago vetorial de H'((2)
dado por
V={veH(Q) v}

sendo a expressdo v|r,—o entendida no sentido do trago.
O Teorema do Trago, na versfo aqui utilizada e encontrada em [41], garante que:

Se (¢ for hmitado ¢ com fronteira localmente Lipschitiziana, existem um operador
linear limitado
T : HY(Q) — L85,

....euma constante (/, que depende de {2, tais que

Tvl L2ee < Clivllaya,

para cada v € H(Q).

n=2

Temos 8 = | J I, e utilizamos o teorema acima para dar sentido & defini¢do de V e também
n=0

garantir que este é um subespago fechado de H'(2). Portanto, com o produto interno e a norma
induzida, V' € um espago de Hilbert e separavel. Além disso, valem as inclusdes algébricas

HA(Q) <V c HY{(Q) c L)
¢ precisaremos de resultados de densidade e inclusGes continuas (e compactas) para
vV C LHQ). (2.3.1)

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, [2], a inclusio H'(Q) € L?(f?) é continua e compacta.
Como a norma de V' ¢ a de H*(£2) o mesmo pode ser dito para (2.3.1).

O espago de fungdes infinitamente diferencidveis com suporte compacto em (2, representado por
C®(2), é denso em HG(f2), por defini¢io. Pela inclusdo continua de H(Q) em L*(€)) segue que
C>(€)) ¢ um subespago de V' denso em L2(£2). Resumindo, obtemos que:

(i) Os espagos V e L?(f2) sio de Hilbert ¢ separaveis.
(ii) A inclusio V C L2(Q) é continua e compacta.
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(iii) O subespago V € denso em L*(92).
O espago L2(Q) é reflexivo, portanto, podemos identifica-lo com o seu dual. Sendo V' o dual de
V' e com os resultados descritos acima obtemos que as inclusdes

Vol )y

sdo continuas e densas.
A solugdo u(t, ) de variaveis t € [0, 7] e & € ) sera considerada como uma familia em ¢ de
fungbes de x , isto €, sendo V' um espago de fungBes, entfo

u: {07 —V
sera vista da seguinte forma
u{t)=u{t,.): Q8 — R
sendo
[u(t)l(z) = u(t, ),
parat € {0, 7).
Faremos o mesmo com f{¢, z) definindo

F£:00.71— L)
por

[F(Ol(z) = flt,2).

Definimos
o 0,7 — V'
por
Bu
< u(t),v >= (E{t)"v)’

com 2 considerada no sentido das distribuigbes, isto ¢, existe uma tnica ¥ € L*(0,T; L*(Q)) tal
que

T T
- [ uwe = [ wwema

para qualquer funcio & € C°(0, T'); fazemos Ou = P
O que faremos a seguir € obter formalmente a formulaggio variacional do problema (2.1.1).
Fixado t, multiplicamos a equacdo diferencial de (2.1.1) por fungdes v € V e integramos em
relagdo a @ € §1. Formalmente obtemos

Ju
[ Srvd+ /ﬂ a(u)(Vgu e Vo)d0 + ]ﬂ (W o Vu)uds2
+ fp pundQ + /r (W e nyuvds = fQ FudS), (2.3.2)
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onde utilizamos o divW = 0, o teorema de Green e aplicamos as condi¢des de fronteira.
A notag@io Vg foi utilizada para deixar claro que operador gradiente foi realizado apenas para as
varigvels espacials z = (x,y), ou seja,

g &
Ve = 3 gg).
Uma vez que s6 aplicaremos o gradiente em relagdo a (z,y), vamos utilizar simplesmente
o 4
= (_: _)
dz’ Oy

Para o produto interno em L?(I",} adotamos a notagio
(u,v)r, = / uvdS.
Iy

e ainda
f p (W en)uvdS = / pWhuvdS.
'y T,

Além destas, para v ¢ v em H'(Q) fazemos

(a.(.ft.,L)Vu; Vu) = /Qa(u)(Vu o Vu)dQ.

Fixado ¢, reescrevemos (2.3.2) obtendo

(So(0)0) + altsw(t) w(t), ) + W) o), = (F(8),v), 233)

sendo
a(t;w(t); u(t), v) = (a{w(t))Vult), Vo) + (W e Vult), v) + {pu(t),v) (2.3.4)

com w € L*(0,T; L*(Q)). Ou ainda, fazendo
a(t; w(t); u,v) = alt; wt) u,v) + PWhu, v, . (2.3.5)

podemos reescrever 2.3.3 obtendo

(G(e),v) + alts (e wlt). ) = (F(B,). (36)

O Teorema de Lions, encontrado em [2], garante existéncia e¢ unicidade para uma classe de
problemas abstratos que descrevemos a seguir:

Seja H um espago de Hilbert com produto escalar (.,.) e norma |.I. Suponha que H
¢ o dual H' possam ser identificados. Seja V um outro espago de Hilbert de norma .||
tal que V C H, com inclusdo continua ¢ V denso em H, de modo que

VcHCV.
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Seja T > 0, fixado, e para quase todo t € [0, T] se considera uma forma bilinear
a{lt;u,v):VxV —R
que verifica as seguinte hipoteses:
(i) a funglio ¢t — a(t; u,v) ¢é mensuravel, Yu,v € V,
(i) a{t;u,v)| < Mlullljvll gtp. t €0, Tl eVu,v eV,
(i) a(t;v,v) 2 Blv)2 — Avl qtp t€ [0,T] Vv e V,
sendo 5 > 0, M e A constantes.
Dadas f € L*(0,T: V") e ug € H, existe uma tinica fungiio w tal que
we LX0.T;VynC(0,T) H)

€
du 5 ”
= € P(OT3V)
< (t),v > +altu(t), v) =< f(t),v >, qtp.t€ 0, T, Vv eV
U(O) = Uq.

Observemos que, fixado £ em (2.3.3) e (2.3.6), ¢ nfio € linear ¢ por conseqiiéncia também ndo o € a.
Portanto, ndo podemos aplicar o Teorema de Lions, enunciado acima, diretamente a 2.3.6. Entretanto,
na secdo 2.5, veremos um resultado para o caso ndo linear, também devido a Lions, que o utiliza
indiretamente na demonstracdo da existéncia de solucfio para uma classe de problemas ndo lineares,
no qual nos enquadraremos.

Na proxima se¢io apresentaremos alguns calculos absolutamente necessarios para as demais
secoes.

2.4 Desigualdades Necessdrias

Fixados ¢ € (0,7) e w € L2(0,T; L*(2)), obtemos formas bilineares em V' x V dadas por
a(t;w(t); ., .) e a(t; w(t); ., .} e vamos obter estimativas para as parcelas que aparecem na definigfo
destas formas bilineares.

Para v € V, temos

(a(v) Vv, Vo) = /Q a(v) [(%‘)2 + (%ﬂ 40 < 0 21y 2.4.1)

(W o Vo, ) fulmvdsn/ Wg—vdﬂ

<7 L5

d9+f 1—@ do%
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Como v, a €3, 9 = L2() . utilizando a desigualdade de Holder obtemos

fH

Sejam o > 0 ¢ b > (), pela desigualdade de Cauchy com ¢ vale

‘ 8L ! 3 -4
D] df2 < (18 lozan + El“ L?(Q}) vl (2.4.3)

2
ab < ea® + %Tve > 0. (2.4.4)
Utilizando (2.4.4)duas vezes em (2.4.3) ,com ¢ = 32" obtemos
o 1 v v ]
ﬁ : 2 2
/ l E 5 (E [ lL?(Q} ]ia—yﬂmm)j + Hvilze
e substituindo em (2.4.2) segue
WeV <W e la Wilvii2
(WeVu,v) < 18 N2 + | 5, 120y + ]2y | = 'HU;‘sHl(Q)» (2.4.5)
Para as parcelas subsegiientes temos
{pv, ,U) < itf’”b‘”(ﬂr)i Hl{”Q') e (D Y
e
(pWyv, v)p, < pWilvlBaq,. (2.4.7)

Observemos que

/ j§v52dS</ vj2dS

e, como 9O é de classe C*, podemos aplicar o teorema do trago (ver Evans [21])para concluir que,
no sentido do trago, vale

vy < Clolln

sendo C constante que depende apenas de §2. Utilizando esta desigualdade , (2.4.7) torna-se
(EWov, 0)p, < PW vl ey, (24.8)
Sintetizando, obtemos por (2.4.1), (2.4.5)e (2.4.6)
a(t; w(t); v, v) < Geupl| Vo[ 200y + Wﬁvf]?ﬂ(g) + llpllzean 0220y
< (o + W + lpllz=an) 103, (24.9)

comt € (0,T) e w e L*0,T; L*()) fixados.

A proxima desigualdade a ser obtida dard uma estimativa tipo Garding para a(f; w(t); v, v),com
t€(0,T) ew € L0, T; L*Q)) fixados. Isto ¢, pretendemos encontrar X ¢ 3 > 0 constantes tais
que

a(t; w(t);v,v) + AMvlTzg 2 Blvliz g, Yo € H(S). {(2.4.10)

27



Pela defini¢@o de aft; w(i); v, v) podemos escrever

a(t; w(t); v, v) > cins f Vol2d0 - W ] | wm 2l 2 / l[2d02.

Utilizando (2.4.4), obtemos as desigualdades

’3_@ 61{9@ N 1 o2
]33: | O e !
© , 2
vy, v | 1, 5
il <el5| + b
Oy y[ 4e
que somadas tormam-se
M ov c'?’ulﬁi 1
H— il < Vet 4+ =
|5z Byéj | < €]Vu 253“]
Portanto,
o < 7T 1, .5
-W/ H o) |8 E w|dQ > -W/ Vol 4+ ul?] Q.
33: Jai 2e’ ]

 Fazendo ¢ ——*92—;»;}, e substituindo em (2.4. 11), obtemnos

/ Vo i2d — (f

i f

Cin f 2

alt;w(t);v,v) >

+ npumT)) [ 1open

_ Ging o7, 12 2 W 2
= ""z_fg (Vo] + (vf?) d — (amf el ) / ] 2dQ.
Para -
_ W T Cing
A= P ol =@ + =
e B = %zl a desigualdade (2.4.12) esta no formato (2.4.10) que buscavamos.

(2.4.11)

(2.4.12)

(2.4.13)

Fixado t € (0,T) e w € L3(0,7; L?(£2)) consideramos a outra forma bilinear em V x V

a(t; w(t); w,v) = a{t; w(t); u,v) + (PWyu, v)r,

e fazendo
M = max {QWP’ VV? HPHL‘”(QT)pWC’} E

sendo C constante dada pelo teorema do trago, temos
a(t; w(t); u, v)] < Mljullmovlme).

Utilizamos o seguinte resultado, encontrado na pagina 23 de [30]:
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Para todo ¢ > 0 existe constante ¢(¢) tal que
(0, 0)r, < eljolfdn o) + c(E)vlfta). Vo € BQ).
Dai concluimos que
(PWpv, v)r, < Pﬁfc[d?’““%ﬁm) + C(@]E”Ei?ﬁ?(g)]: vu € HY Q).
Repetimos os calculos de (2.4.10) para obter

72 o

;f + PWC(E)) lgvlgﬂmy

+ Lol zeetn +

27
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- Qein Tr | .
it w(t) ) > (252 = 59e) Jolfo — (

ou, equivalentemente,
a(t; wit); v, v) + 5‘]51’%}%2(9) > Bllvllin. (2.4.15)

sendo ¢ suficientemente pequeno para

éza?fmpﬁ/e>0

it

w2 o s
+ [ipll = + =L + pWe(e).
aznf -

o)
il

2.5 Existéncia e Unicidade de Solucio Fraca

Em Lions, [30], pagina 59, encontramos teorema de existéncia para a seguinte classe de problemas
ndo lineares:

Sejam V, W e H espagos de Hilbert tais que as inclusdes algébricas
VCWCH

sgjam também continuas ¢ a incluséio de V em W seja compacta.
Os espagos V e W sio separavels ¢ V € denso em H.que por sua vez € reflexivo.
Representamos o produto intemo em H por (.,.) e sua norma ||.||y; a norma de V
representamos por ||./ly.
E dada uma familia em ¢ € [0,7] e em w € W de formas bilineares e continuas em
V:
alt;u,v;w): VxV — 1R,

com a dependéncia em w e ¢ sendo ndo necessariamente linear, satisfazendo as seguintes
hipoteses:
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(i) para u(t), v(t) em L0, 7T; V) e w(t) em L?(0.T; W), a fungfio
t — a(t; u(t), v(t), wit)) ¢ mensuravel,

(i) ja{t; w.vsw)| < Milullvivlly, M sendo uma constante que independe de ¢ e de w

(iii) a(t;v,v;w) > Aljv|%, com w arbitrario em W, Vv € V ¢ 3 > 0 constante que
independe de w,

(iv) se w,(t) — w(t), com convergéncia forte em L%(0, T; W), entfo
Jo lalt: wa(t); w(t), »(1)) — a(t; w(t); ult), v(t))| dt — 0,
para u fixado em L*(0,7; V) e uniformemente para v em um conjunto limitado de
L*0,T:V).
Dadas f € L?*(0,T; H) e uy € H, existe uma funcio u € L*(0,T; V)que satisfaz a
seguinte equacdo de distribuigdo

{ Z(u(t),v) + alt; u(t), v;u(t)) = (F(£),v) + (uo,v)8, qtp. t € [0,T)|, Vv € V.
Além disto, para v € (0,%), Dju € L*(0, T; H)".

Na segdo onde descrevemos a formulagio variacional 2.3.6 vimos que os espacos funcionais
~gconsiderados cumprem as exigéncias do teorema acima. A-seguir-venificaremos-as demais hipdteses.
Para w € L¥0,T; L)) ew, v € L*0,T;V), devemos mostrar que

# i Gt w(t) u(t), v(D) (2.5.1)

¢ mensuréavel e integravel, o faremos mostrando que esta fungfo ¢ soma de fungdes de L*(0,T).
Cabe aqui a seguinte caracterizagio do espago de fungdes vetoriais L2(0, T; H'(Q))

du Ou
u & L0, T; H'(Q)) +— u, 5 %3y © L*(Qy),
[32].
Como « & continua e w é mensuravel em Oy entfio a fungio
A . Ou v
Tt z)= a(w)égg

¢ mensuravel em (17 e 0 mesmo podemos dizer para a fungio |¥(¢, z)|. Observemos ainda que, por
nossas hipoteses,

/Q N (t, 2)]dO < oo

f:]Q B (2, 2)|d0 < 0.

Usto significa que existe U € L2{—o0,00;V) com U = u, qtp em (0,7), e E[U(€) € L2{0,T; H), sendo [7 a
transformada de Fourier em ¢ de U/(#).
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Portanto, aplicando ¢ Teorema de Tonelli obtemos ¥ € L'(£)7) e assim o Teorema de Fubini ([2] ,
[24]) garante que a funcdo
t— J/ W(t, 2)dQ
3
pertence a L*(0, 7).

De modo analogo ¢ mostrado que as demais parcelas sdo mensuraveis € integravels , o que conclui
(2.5.1).
Por (2.4.14), existe constante M independente de ¢ e de w tal que

[t wiu, v}l < Mlluligyo) o)l o),

para quase todo t € [0, T] e quaisquer u,v € V.
Por (2.4.15), existe constante positiva 5 tal que

Bt w(t):u,v) + Al > Bilvlin .

para quase todo ¢ € [0, 7] e qualquer v € V.
Como tltima hipétese a ser satisfeita no caso do resultado enunciado no inicio desta segéo, deve-

moes mostrar que:

Se (w,)(t) converge forte para w(t) em L?(0, T; L*(Q)) entdo
[ 18l wat): (), w(0) — s w(1); (). 0(2) | bt — 0. @252

para v fixado em L?(0,T; V) e uniformemente para v em um conjunto limitado de L*(0,T; V') .
Pela definicdio de a(t; w(t); w(t), v(t)) basta provarmos

[ a2 ), 0(8)) — s w(: (e) 0(2) | dt — 0.
Observemos que
alts w0 2(0), 0(8)) — s e0(2) (), 0(0)] = | [ (awa(8) = a(a(e)) (Vu(t) o V() a2

Consideramos a funcfio
e: L) — R

defimida por
w s o) = /ﬂ a(w(t)) (Vu(t) o Volt)) da.

Como « ¢ uma fungfio continua e limitada, » é um funcional continuo em L?(£2). Portanto, se
wp(t) — w(t) em L*(Q)
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entao
plwa(t)) — @(w(t)),
para quase todo ¢ fixado. Além disto,

lo(wa ()] < aauplle(t) @) o)l ae

para quase todo 1, e fazendo

G(t) = asup“u(t)“fﬁ(ﬁ) “'U(t)”ffi(ﬁ)

temos T
[0 Glt)dt < oo.

Aplicamos o Teorema da Convergéneia Dominada para concluir que

/: lo(wa(t)) — plw(t))| dt — 0,

o que demonstra a Gltima hipétese e nos permite garantir a existéncia de Soiug:ao segundo o resultado
~etititiciado 1o infcio- desta secio; e
Observe que a derivada garantida para uma solugfio u é fracionaria. Se conseguirmos resultado
de regularidade para garantirmos que w’ € L*{[0,T); V'), entfio temos a unicidade assegurada e uma
demonstracgio pode ser obtida em [37]. Para utilizarmos este resultado devemos demonstrar a seguinte
proposi¢do.

Proposi¢io 2.5.1 Dadas f € L*0,T; L*()) e up € L*Y), seja u tal que
u € LX0,T;V)nC([0, T); L*(Q))
com

du

2
— € }(0,T; V")

Y < L), v > +alt; u(th ult),v) = (f(t),v).qtp. t € [0, T, Vv eV
u(0) = ug,
sendo a dada por (2.3.3). Entdo

fé%g‘% llu(t )”%2(9) + Hu”%z((},T;V} <C (”uoﬂiz(m + ”f“%Q(U,T;LZ(Q)))
com C constante.

Demonstracao:

Com as hipéteses da proposicdio € possivel mostrar (ver [21]) que a funcfo

t — [lu(t)llZzq)
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du 1d
¢ absolutamente continua com < d—(t) ult) >= ——flu (t)”%2(g)
Supondo £ fixo e arbitrério, substituimos v = wu(t) na formulagdo variacional da proposico e

obtemos
1d

S (8 xgey + lts(t); w0), wlt) = (F(2),w(2)),
Pela desigualdade tipo Garding (2.4.15) para & podemos escrever
1d ~ -
5 dt”u( )“LZ{Q) + Bllw(t)F g < (F(E),ult) + )\”u(t}li%E{Q)z (2.5.3)
ou ainda, eliminando a parcela com 3 e utilizando as desigualdades de Holder e Cauchy obtemos

sy < | F By + 2+ D)

Considerando R(#) = |lu(t)||? I%(q)» fun¢do ndo negativa ¢ absolutamente continua em [0,7],
) = || f(t)ﬂ%z(g) , integravel em [0, 7] e nfio negativa, e as constantes positivas C; = 2(¢ + A) e
Co = 7, a desigualdade acima pode ser reescrita

R (1) < CiR(t) + Co€ (1)

e segue da desigualdade de Gronwall em sua forma diferencial que

R(t) < (R(O) 0 | tg(s)als) ,
ou equivalentemente,

[iu(t)“%%m < it (|5u9l1%2(9) +Cy /Ot |if(5)l|%2{n)d5) .

Portanto,
Zax |iu(t)nr,2(sz) <C ('1”0“%2(9) + ”f“%?((),T;Lz{Q))) : (2.5.4)

Voltamos & desigzaldade (2.5.3) e aplicamos as desigualdades de Holder e Cauchy, sem eliminar
a parcela em fé, para obtermos

5 Ol + BB < al O + edllul®)ibe,

que ao intergrarmos no intervalo [0, 7] nos possibilita escrever
/ lj2e t)“m{sz)dt <c <I|Ue||1,2(n} +_/ 15 ()32t '“5"/ i “LZ(Q}dt>
Utilizando a majora¢o obtida em (2.5.4) concluimos que

|72y < € (H%H%z(g) + l|f||%2(e,T;L2(n))) (2.5.5)

e daf a demonstracio da proposiggo.



Capitulo 3

Estimativas de Erro

O Meétodo de Galerkin & um método de aproximacaio que, a grosso modo, propde a resolugio do
problema variacional em subespagos de V, de dimensfo finita. E uma ferramenta utilizada em pro-
cedimentos numéricos e também teoricamente. Por exemplo, como o espago V' € Hilbert e separavel,
consideramos

uma base Hilbertiana de V' e o subespago V,,, de dimensfo finita gerado por

{1, o}

O sub-indice » de n, que costuma ser mais utilizado, j4 ¢ uma indicagfio de que, nos capitulos

seguintes, estaremos trabalhando com a solug@o numérica dada pelo método de elementos finitos. No

que segue substituimos o sub-indice n, simplesmente por 4, exceto em limite superior de somatérios.
Supomos

1)
un(t, ) = ) qi(t)os()
=1
satisfazendo o problema aproximado

(ggf(i)avh) + a(t;un(t);un(t), vn) + (PWoun(t), ve)r, = (F(),vr), Vor € Vi, (3.0.1)

para ¢ em (0, T}, fixo e arbitrario, com condi¢o inicial satisfazendo
(unl0,.), vn) = (o, Vn), Von € Va. (3.0.2)

A soluc@o up, € chamada de solugfio aproximada do método de Galerkin. A existéncia e unicidade
desta solugfio € garantida na préxima secfo.

Teoricamente a solug@o do problema original é obtida no limite em que os subespacos V4, tornem-
se densos em V. Numericamente estaremos satisfeitos com uma “boa aproximago”, cuja defini¢io
esta associada & natureza fisica do problema modelado.
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3.1 Galerkin Continuo

Na primeira secfo faremos anélise de erro a priori cometido quando consideramos a solugio
aproximada do método de Galerkin continuo em ¢. Em seguida, serdo obtidas estimativas para o
problema discretizado no tempo, via Crank-Nicolson.

As estimativas sfo feitas para o erro absoluto definido por

i — uplizzor.r2y),

com u satisfazendo

(-5?-,?)) +alu;u,v) + (pWyu, vir, = (f,v},Ve € V, (3.0.3)
e
(u{0,.),v) = (ug,v),Vo € V, (3.0.4)
além disso, supomos u, Ou Ou e Ou em L*(0,T; L?(0))
& 5P Bt 3z © oy ‘

Estaremos trabalhando de forma classica, como pode ser encontrado em Douglas € Dupont [18],
Meyer [37] e Strang [56].

Consideramos o problema aproximado (3.0.1)-(3.0.2) valido para todo t € (0, T}, justifica-se assim
uma simplificacdo da notagio fazendo, no que segue,

a(t; u(t); u(t),v) = a(u;u,v)

e , por analogia, também para as demais parcelas.
Substituindo o somatdrio que define up, em (3.0.1) e fazendo como é usual vy = ¢;, sendo
j=1,2,...,n, obtemos o seguinte sistema ndo linear de equagdes diferenciais

M.Q'(t) + N(Q(£).Q(t) = F(t), 3.1.D)

sendo
M(J) Z) = (Qoi: Spj)a

NG, 0(Q(1) = a3t ae(tyor(®); s, ©5) + (PWhei, 05 )r,,
F(t) = (£(t), ¢s),
Q) = (aa(t),-- -, ()"

A condicao inicial uy, € dada por

Uhg (3:) = up(0, ) = ZQt O)‘Pzw

iw=m]
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com ¢;{0) sendo a i-ésima coordenada do vetor (0) solugfo do sistema

M.Q(0) = ((ug,1),- ... (up, @) (3.1.2)

Resolvido este sistema obtemos a condico inicial do sistema de equacdes diferenciais ordinarias
(3.1.1) e, conseqiientemente, do problema (3.0.1).

Uma vez asseguradas existéncia e unicidade de solucfic para o problema de valor inicial (3.1.1)-
(3.1.2), com t € (0,77}, obtemos a solugio aproximada wuy.

Fixado t € (0,7} arbitrario, inicialmente vamos obter estimativa para

d(llu — unllz2a))
dt

para em seguida integrarmos em relagfio a ¢ e assim estimarmos

llu — un il 20,7502 0))-

Para ¢ € L*(0,T; V4), fagamos em (3.0.3) ¢ (3.0.1)

V= U = O — Up,

com tﬁxo,e élrﬁ.seguida subtraimos .(3.0.1) de (3.0.3) obtendo
(“é"g(u —up), & —un) + [a{u;u, @ — up) — alun;up, ¢ — un)]
+(pWo(u — un), ¢ — up)r, = 0. (3.1.3)
Consideremos as seguintes equivaléncias:

() (B(u—un), ¢ — un) = (F (v — un),u — wn) ~ (F(w—w),u— o)

(i) alun; v — up, u — ur) — [a(u; u, ¢ — up) — alup; Un, @ — Up)]

= [a(up;u, @ — un) — a{u;u, @ — up)] + a{up;u — up, u — @)

(iii) (pWalu — ur), @ — un)r, = (PWa(u — un), v — ur)r, — (pWy(u —un}u — @),
Somando a(up; u — up,u — up) aos dois lados de (3.1.3), trazendo

la{u; u, & — un) — alur; un, ¢ — un)]

para lado direito da equaggo e utilizando as equivaléncias (i),(ii) e (iii) obtemos

d
(g7t = un)yw —un) + a(un; u —~ un,u — un) + (PWa(u — un), u —un)r,
2, ‘ i .
= (‘5}“(” - uh):“’ - QD) + a(uh;u = Up, U — é) + (pwﬁ(u "" ’U.h),u - @)Pl

+afun; u, @ — up) — alu;u, ¢ — up)] (3.1.4)
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No que segue estaremos tratando das parcelas de (3.1.4) separadamente, para isto utilizaremos as
desigualdades obtidas ¢ consideradas na segio (2.4) .
Temos
aluniw, 6 = wn) = alu;u, 6 — w)] < [ Jalun) = a(w)] [V o V(o - un)] d2
e utilizando a hip6tese (h2) do capitulo 1 obtemos

—ar o St Q.
oz 8z oy Oy §d

la{un;u, & —up) — alu;u, ¢ — up)| < K/Q I

Supondo que %;f e %Zw estejam em L™ (0,7, L*(2)), para t fixo ¢ arbitrdrio consideremos

S(t) = supess {H Buéa; ) =5, Haué(,g; ) iIL""(Q}} .

Definimos entio

[Vl pooxree = sup ess{S(¢)}.
t€(0.T)

Utilizando estas hipdteses na ultima desigualdade, obtemos

Ea(uh,ugg - uh) ;..a(u; it il < K[Vl

/ — [i8(¢~uh) 0(¢ — un)
0 | Or Oy

+

} ds,
e, por Holder, temos
la{up;u, @ — up) — alusu, @ — wp)| < K|Vl poowzee lun — vl z2¢)

[éaw-—uh)%% B¢ — )| }

|
RGOV B
i Oz ‘LQ(Q) E' 8y EILZ(_Q}
< 2K ||Vullpeoxrellun — ull 2@yl V(¢ — un)ll 20
= 2K |lun — ullL2) | V(¢ — wn)ll 22()-

sendo
K= K”VU”meLm.

Podemos escrever ainda
la(un; 1, ¢~ un) ~ alusu, @ — )} < 2K |fun — ul| 29y
[IV(e — iz + 19 (u — )|z | - (3.1.5)
Aplicando (2.4.4) com € = ¢, (3.1.5) torna-se
| , K? )
la(un; v, ¢ — up) — a{u;u, @ — up}| < 2“&““% - u“zﬁ(n)

e [[IV(6 = un)llFeia) + [V (= un)|Foey) -
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Seguindo para outra parcela de (3.1.4), usamos as hipoteses (hl) e (h3) nos calculos
|a(uh;u - Up, U — CD)E < asupj;z }V(’U, . uh) b V(u - <;Z))I df2
+ [ 1W 0 F(u— )] fu = 61dQ + [lpllimiar) [ Ju— unlu— ¢laQ

U — up )| L 8w — up w—
<as“p£2[§ (337 )!i oz )§+!3( By )5 (Gyé),}dﬂ

W;Wﬁ?/ [ O — up)
o Oz ‘
+lpll zeo@elle = unll L@y liu ~ dlirzioy € 2000 |V (w0 — wp )l 22y [V (v — @) |l 220y

0w [ﬁ AMu — uh)\ 4| L O(u — up) || } [

| |
0T gy Y e

+liollzes @ e — unll L2 v — &l 2@

oNu — u .
+i (@y “JJ lu — B|d

Desta ultima desigualdade segue que

la{un;u — Un, U $) < 200 ||V (u ~ %h.)llw(m”v( Mz

2 W u — 6]l 2y IV (1 — wn) o) + llpllie(am le — wnll ooyl — oll2y,  (3.1.6)

dai, aplicando (2.4.4), (3.1.6) torna-se

2
2V (u — &)l 72a)

la(un; v — un, u — 8)] < €|V (w—w)llz

€2
W2
+eal|V (u — un)l[Fz) + ‘”‘“u o
‘ ol
+€4Hu - @”%2{;3) + 4—&1T‘)‘|Eu — uhH%z(Q). (317)

Para a ¢ltima parcela do lado direito de (3.1.4), que nfio envolve a derivada no tempo, temos, no

sentido do traco,

oW (u — un),u ~ &)y | < W llu ~ unl r2eyy e — 8l 2y
< pWCHCP ||y ~ unll oy lle — ol ey

com CV e C? constantes dadas pelo teorema do trago (ver Evans [21]). Assim obtemos
oWy (v — ur), v — @)r, | < Qllu — urllmv;yliv — o,

sendo () constante que depende de constantes p, W e de §2. Aplicando (2.4.4) novamente, vern

Q?
{(pWh{u — up)yu— @)ry | < des iu—Q?HHI(Q}+€anu”""‘uhi|m{sz}
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Quanto ao lado esquerdo de (3.1.4) utilizaremos uma desigualdade de tipo Garding, obtida em
(2.4.10) com constantes A e  dadas em (2.4.13). Para tal somaremos a parcela Afju — un|3z(g, aos
dois lados de (3.1.4). Além disto, podemos obter

o - Q
(eWa(u — un),u — un)r, = —Wpllu — Uh”%ﬁ(rl} 2 WW“” - uh“%ﬁ(ﬂ)-

Substituindo em (3.1.4) todas estas desigualdades obtemos

2 (e = wnlBagey) + B = unliscay ~ gl = vl

[1]/3
< ||u - ’uh”L‘z(Q} (2‘—1’ W"m;l“"m + )\) + IgV(u — uh)HLz(Q)(él -+ €5 + 63)

€4
2 1112 ﬁ?Q 2 §
Hlu = unllz e + llu — dllz2q) o e | +flu— (.é”Hl(Q)E
o O u —
HY = Ol o+ 22) + (L2 g) . Gy
2

Multiplicando (3.1.8) por 2 e fazendo

(ii) § = 2(8 — A), § pode e sera considerado negativo,

[pl7 o0 i
(i) € = 2{ +“—L—@L+)\T61+*S—uﬂ+%+%i+€4}f

obtemos

d
o (Hu uh”L?(Q)) + 6lju — uh”fﬁ{ﬂ} < Cllu— uhl!L?(Q}

+C U|U — 6li72() + 2lu ¢”H1(Q)] (a—(i%ﬁ (e ¢) :

Multiplicando a desigualdade acima por e~“*, considerando
1Ly upBagy) = L (6l — unlliagey) + Ce
di RUL2(Q) ) = o Up Lﬁ(sz)) € |u — uh“rﬁ(s})
e integrando-a de 0 a s, em relacdo a ¢, obtemos
e uls,.) — un(s, YFea) — o — unollz2() + 5[@ e llu — unll3 g (t)dt
<C [T fult, ) — ot Maca + 2ult, ) = ot )i o] d
J £, . |
+2f ( (ult, )8t”"(’ D it ) wqﬁ(t,.)) dt. (3.1.9)

O que faremos a seguir ¢ obter uma estimativa para a Gltima parcela de (3.1.9).
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Observe-se que, integrando por partes,

s (O(ult,.) — ) e |
L(:(“)&Wﬁ)hecﬁwd—Muﬁ)w
= (uls,.) —un(s,.), e (uls,.) = 6(s,.))) — (o — ng, w0 — $(0,.))

-E-/: o—Ct {C (ult, .} —wrlt,.),ult,) — o(t,.)) — (u(t, )= ualt,), — )3.?.‘— oL ))H #

e, por Holder,

/OS (8(&(?3, )a—t un(t, .)>’ew0t(u(t: ) - B¢, ))) dt

< e lluls, ) = unls, Mz lluls, ) — 6(s, )lLa@ + lluo — ure 2 lluo ~ 9(0, )220

“?'C'/G e lult, .y —unlt, Miz@liu, ) — 6t )iz eydt

o |2utt) — ot )|
+ [[ e utt, ) - un(t, il o
/0 e~ ult, ) — unlt, Ve | = o :

obtemos

s { HHult, ) — ;- —Ct
2f0 ( (uf )&“"(t )),e Ot (uft, .)——qé(t,.))) dt < 2¢ [|ju(s, ) — un(s, Mo

o = vy + (€ +1) [ utt, ) — unlt, zqayct

+3, [||u(5, ) = o(s, Mz + o — 60, M2y (3.1.10)

+/Hu ) — bt mm@ﬁ+]'aw @JWZ ﬁ}

2oy

Incluindo (3.1.10) em (3.1.9) obtemos nova desigualdade, que chamaremos de (x), cujo lado
esquerdo € maior ou igual a

e lluls,.) — unls, I Zzi) — luo — uae 72y + 8llu = urllzz 1m0y (3.1.11)
aqui foi usado que § < 0 e C > 0. As parcelas do lado direito s@o majoradas da seguinte forma
(i) C 5 e lut, ) = 8(t, IfEeqy + 2ult, ) — ot Y| dt
< 3C o llult, ) — ot M ydt < 3CHu — ¢l o)

(h) 26”'&(5} ) - 'U'h(S: ')[}%2(9} S 26“'& - uh”%m({}’T;L2(g)},
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(iil) 2¢(C + 1) [y jult, .) — un(t, ')”%%Q)dt < 2e(C + L)jju— uh“%ﬁ{o,Tgﬂl(ﬂ))v
(iv) g lluls, ) = éls, Mo S 5elle — dliierro:

(v) g2 Jo Nults ) = 82, Niaedt < 5llu— $llTxorm o)

1 MP < L[’
(vi) % Jo | ‘ w\LZ(Q)d R AT 5 2T

Dai, todo o lado direito da desigualdade {x) fica majorado por
[Q*EH’U»D Ung 1720y + 32 lue — 0(0, )2 (q) + 2ellu — upliF e o200
+26(C + 1)ilu — unliZerm (@) + 2 llu — w0120 (3.1.12)
| 8(n
-+ ('ﬁlz + 30) %lu G§|IL2(OTH1(Q) + 216 ,1 M(‘L?{OTLQ(Q})
que independe da variavel t. Com a nova desigualdade obtida de (3.1.11) e (3.1.12), passando ao
supremo em ¢ € (0,T), obtemos

(1 —2¢)flu ~ Uh”%w(o,:f‘;m(n}) + 16— 26(C + Djju - uhHQLi’ (0, T:H1(S2)

< (i e %)[I'&Lg“’ G‘)(O, .)”%2{9) -+ Sel iﬂ qb”LOO(O T- L2(Q)) (3.1 1 3)
w--gh) i2

+ (”zlé‘ + 3‘3) = liZaoravay + 3 | |22

(
Aqui, utilizamos que

L2(0,75L2(0)

u — Uh”%ﬁ{ﬂ)(ﬂ) < Jlu -~ (15”%2{9)(0)-
Observemos também que

l|lue — (0, )“LQ(Q) fu ¢HL°°(GT L))
Além disto, para € < %,

= 6-2e(C+1) _
b=, el=T5 ™

modificamos a desigualdade acima para obter

x

1 1
ax{1+2<-:+—, —+3C},
€ 2e

[l — “h”%w(o,ngz(m} + 6llu ~ uh]l%ﬂ(e,T;Hl{Q)) <C Dlu - ff)”%w(o,T;LZ(n))

s (3.1.14)

2
+llw — Bl 2z + ‘ ‘ L2(0.T; Lz(g))}

Podemos sintetizar o que foi obtido nesta se¢fio com a seguinte proposicio

Proposicio 3.1.1 Sejam v e uy, satisfazendo  (3.0.3) e (3.0.1), respectivamente. Parq
w € L=(0,T,L=(Q)), existem constantes 6 < 0 e C > 0, dependentes dos dados do problem
e de [[Vul|reoxres, tais que (3.1.14) é vdlida para qualquer ¢ € L*(0,T; V3,).

A parcela em derivada de (3.1.14) nos impede de afirmar que a solugfio de Galerkin seja a melho
possivel em L?{0,T;V4), mas mantém uma caracteristica de otimalidade.
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3.2 Galerkin e Crank-Nicolson

A discretizacio na variavel tempo sera feita pelo método de diferencas finitas de Crank-Nicolson.
Portanto, estaremos considerando a equagfo (3.0.1) no tempo

1

sendo m > ( um inteiro e Af o passo no tempo.

Como resultado desta discretizac@o acharemos solugfio aproximada representada por I/ e obteremos
estimativa para o erro dado por v — U.

Com a necessidade de escrevermos a formulagdo (3.0.3) no tempo £, +1 faremos as seguintes
consideragdes. Para = fixo e arbitrario em (), consideramos u(.,x) trés vezes diferencidvel em

1 obtendo

relagfio a ¢ e desenvolvemos por Taylor numa vizinhanca de ¢, 41

w(tms1, ) + ul(ty, T)

U(tm+%. .’E) i 2 Tony
Ou Wtma1, ) — U(ty, )
para x € (), €
UWtmy1, ®) + ultm, ®)
’Ub(tm_’_%,ﬂ?) = = 9 Tm,

para & € I'y. Ainda por Taylor temos T, gm € T, sendo O((At)?).

du Fu O

oz’ Otox’ 0120z o

na varidvel y, garantimos a existéncia de V7, e que 7, € H(Q) e 7, € L*(I';); isto justifica
u

algumas integrais que realizaremos a seguir. Além disto, se prel limitada em Q7 entdo o, € L*(Q)
e ¢ O((At)?)
Utilizamos a notagfio g, = g{tm.x) e g, 4= 5
As equivaléncias acima sdo substituidas em (3.0.3)implicando a seguinte equagio

Supondo que sejam continuas em (- e 0 mesmo para as respectivas derivadas

ltmy1, ) + g(tm. )

Um+1 — U
(mmf”i -+ Qm,'u) -+ a (um+% -+ Tm} Uy 1 —i—'rm,’u)
+ (PWaltis g + ) v) = (Fltnyy2),0) VO EV, (2.1

com a condicfo inicial u, dada.
Aplicando Galerkin e Crank-Nicolson, a solugfo aproximada para (3.0.3) é representada por U ¢
satisfaz

(Um+2—Um ) (Um-kl”i"Um Um+1+Um )
———p ] @ ) s U

At 2 ’ 2
Un Un
+ (pwq——“*—“—‘;—-—,vh)F = (f{tms1:7),vn) , Vou € Vi, (322)
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(Uo,vn) = (ug, Un), Yo € Vi, (3.2.3)
Fazendo v = v, nas equagdes (3.2.1) e (3.2.2), subfraindo-as obtemos

(um+1 — Uni1) — (tm — Um)
At

%Qm,vh) +a(um+;§ —&-Tm;um+% —i—'rm,fu>

- Z-jm--L m T ?m -
~a Uty Unsyron) + (an ((“’”“ )% (tn = Un) rm) m) = 0,Yus € Vi,
I

2
¢ considerando z = u — U a equac#o acima torna-se
Zm4+1 — Zm - -
(FB 4 o) 4 (Wil + )y,
[a (um+% + Tos Uy L + Ty vh) -a (Um+%; UmJ__%,vh)} = (,Vu, € V4. (3.2.4)

Seja ¢ € L* (0, T; V4) e consideremos a fungdo teste vy, = (¢ — U),.y 1 ou, equivalentemente,

Vh = (QD "“ u)m-{—% + zm—i—%'

Realizando esta substituicdo e algumas manipulac¢des algébricas na formulagdo anterior, obteremos

4 (sl — Vo) + 0 (Vs imp )
+ (PWazmr g 2mig ), = (257 (u = Smsd)
+0 (Ut Zmags (0= Bmys) + (PWaziny g (0= @)rg )
~ (om0 = D)mry) = (pWomy (6 = U3 )1 = @ (Umnadions (0 = Uiy )

10 (Unagithna + s (@ = Uhrasg) = @ (tnay + ity + 7o, (6= Uy

De fato, considerando i
() (2872 + 0m, (& = Wnrg + 2miy) = (0ms (9 = Uy
+ (=8 20 ) + (2 (0 — Wiy )
(i) (PWalzmry + T (0= Dhmay)

4 ('pW}'fhzm—i—%ﬂ (d’ - ’U"')m-}--é-)r1 -+ (pWITIIT;’w (CD - U)m+%)

(3.2.5)

= (Wi ),

o
(i) [a (Unsd + T Ui g +Tms (8= Dhnss) = @ (Ui 3i Ui (0 = D)
= @ (g + T s, + T (6= Dbtz ) + @ (Ui 58 (6= Ul

~a (Uns33tmsds (6 = Umsz) = @ (Ui g Uni g (@ = Uma)

= 0 (U1 + i Uy 3 + T (0 = U)sd) + 0 (Ui 33 2y (6 = W 1)

0 (Unei Zmsgs Zmag) = @ (Uns3itmsgs (6 = Uhmay )

43



de (i),(ii) e (iii) seguem, respectivamente, as trés equacles

Am41Em
Fats » Sk}

'2"155(”2m+z|1%2(9) ”Zm”m(n))
= (m + Om, (Cb U)m«p ) - (Qm: (@ - U)m.;_%)
~ (e (g —a),,y)

(melﬁizm+%7zm+%)f} = (PWy(2pss + 7o) (6 — U)mg)ri

~ (PWi sy, (6 — u)m-&—%)ri — (pWrm 7, (6 — U)m*"%)rl ,

a (Um-iwl 1 Emet s zm+%) = [a (um-l—% “+ T} Uyl + T (@ - U)m-i—%)
=0 (Uns3i Unips (0 = Unsg)] = 0 (Vina g 2mis (0 = Wiy

+a (Um—%%;um—i—%? (@' - U)m—}«%) —a (umw&% + Tm;um+% + T, (CD - U)m«%%) :
Somando estas trés equacdes ¢ utilizando (3.2.4), obtemos (3.2.5), a partir de que faremos as desejadas

e necessdrias majoragdes.
Aproveitando o desenvolvimento da secfio anterior, de (3.1.7), obtemos

2
ra
a (Um-‘}-%; Zmegs (U= (.i’)m-f—%) (€2 + €3) [V illZzg) + i [2mas 220

o2, w2
+ERIT (= Gy + (o + 1) 10~ iy

@ (Ui 7o (U = O)my ) = 0 (U3 Tns (6= Ot = 2ms 1)

2
o - -
<2 ;:p ||V7’m||%2(9} + &IV (u - ¢)m+%”%2(m + &V m:-—“fﬂ(sz)

W2 .
Q—IWTm“m(Q) + &l (u — )m+§ Hiﬁ(n) + €3HZm+~% “%2(9}

2
I - ~
+§"é:;[|?'m“%2(m + €l {u — ¢')m+§ ”,2:,2(52) + €4||Zm+% H%Q{Q)

= (& + &)l zms 122 + €I VEm L 220y

+(€ + é)|[(u — ¢)m+%”%}2(ﬂ} +&[[V(u — )iz 1320

2 2 2
J7; O W
'?E“Tmniz(n) + (2 £+ 2——> IVTnll2) S—.

€3
L
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Quanto aos termos de fronteira, para a parcela

( Wiz, 1,2 1) = [ pW, Zmil T Zm Zmil T Im
z =
p 7 m~}~§7 m-}—§ ry P I 1 2 r,

2
utilizamos dados referentes a circulagso na Baia de [lha Grande, encontrados em Correa [14], Signorini
[52] e [53] e no sife do Terminal Maritimo da Baia da Ilha Grande. A corrente superficial, considerada
unidirecional ', entra pela por¢éo oeste, circula ao redor da Ilha Grande passando pelo canal central
e saindo pela porcio leste. Este comportamento pouco se altera pela agfio direta do vento local.
Como TI';) € a parte do dominio & direita, e como nessa parte a corrente sai, podemos traduzir estas
informagoes fazendo
Wﬂlfl > 0.

Além disto, na fronteira I'; o vetor 1 = (n;,72) normal exterior ¢ dado por (1,0), dai segue da
inequacdo acima que Wijr, > 0. Ainda sobre W), tendo em vista os cendrios descritivos do que
realmente ocorre naquela baia, podemos supor a existéncia de constantes positivas Wi™ e WP tais
que

.Das.observacfes.acima obtemos

. pW r 1
(pwnzm+%7 zm+%)i"1 ..m>.» 21 [2 (zmw}»lrzm-é-l)[‘l + § (Zm, zm)l‘1 + (zm-a‘-l:zm)i‘l '

Alem disto, consideremos as seguintes majoracdes, levando em conta a defini¢do de W dada na secéc
(2.2) " » ;

pW" pWé Wi o
- 21 (Zm“]"l’zm)r; S 21 ]lzm+1i1%2(r1) + 8"' ”Zm“‘i?{ﬁ)'

Mpwi?hzm+-§~= (u— ¢)m+l)m

- g E(Winlzmﬂ; (u— ¢)m+%)m + (I’V}nlzm} (u ¢)m+‘%)f;‘

<5 (||Zm+z!|L2(r1)H( = @)mrtllzzesy + Zmliz ey (v = Bmsslzary)

pﬁ? 1 _
= 5 (51|Zm+1112.c2(r1) + €H2m||%2(r1} + %“(U - ¢)m+%lf%2{r1)) :

- (an‘?:m, (¢ - U)m%—%«)rl = (pW??T;m (u - ¢)m+%)F1 - (pW;?T;Ev ’zm%»-é-)P1

- oW -
< pWlmmlizawn (e = O)magllzzeny + =5 (IFallzzolzminllzzan + Imllzzmolizmlizes )

B

pW

< ”’Tm“Lﬂ(m 5 pWE (i

|Zm+1I|L2(F;)+“zm”L2(I‘1))+pW€”(u Cé)r.rn,n+~1||,c,2(r1}-

! A palavra “unidirecional” deve ser entendida no sentido maritimo, ndo no matematico!
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Por analogia ao que foi feito em (3.1.5), obtemos para o colchete

AUy 35ty + T (8 = Udpaiy) = @y + Tomi Uy + o, (6 = Uy
< QK“Uer% — Ui — Tl 2@ IV (@ —~ U)ri ll 22y
= 2K||z Zmsd F Tl 2y [V {(0 — u)m-&—l + Zmid N FERS

K513m+% + Tl 2@ V(@ = W)y s lzze) + 2K 24t + Tllz @V 24 1220

K? K? 5
< '6‘;““ 1 “m () + 26811V2m+1 ”Lz(sz} + “‘“‘” ‘mH @ + 26|V (¢ - U)m+%|EL2(Q)-

Enfim, para a tltima parcela a ser tratada obtemos a desigualdade

< 21 lenlitscoy + e (n gy + 10 = Oy um)

(3.2.5). Organizamos algebricamente o lado esquerdo, deixando neste lado o termo de fronteira em
Zm+1 € passando os demais para a direita, de tal forma que fica minorado por

1 mef
OAE (“zm+i||%2{n) * ”Zm”%?(g)) +a (Um+%_;;zm—i~%uzm—}—%) + ( 43 Zm+132m+1)

IS}

e o lado direito fica majorado por

win Wiﬂf e n inf -
_ <§ [—%a— Wie+é) — ——4%} Zms zm>r + (g— [W(e + &)+ Wy fﬁ} Zm+1 Z’m"!-l)
1

- ~ fo2 ~
zmel H%zm} (4%; +e3t+ e+ {‘f— + G"r) + i!vzm+llf%2{g) (€2 + €3 + €3 + 2es)

I

= @)msd 2202 ( + €4+ €3+ €4+ €~> + IVt — @)yt 12200 (
+“(u - ¢)m+—”L2(f1) (E‘YZ -+ pﬁ}@)
Hirml T2 (fg‘; + ) + IV T3 2 (2 e 2%)

o llomlBagqy + B o lZarsy + (F25T2 (= )y ) -

E ainda, a partir destes novos limitantes & esquerda e a direita, passando os termos de fronteira en
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Zm+1 da direita para a esquerda, obtemos para o lado direito
z"raf
(g {,,_1_ W(e—l—e) } Zms 4m>r
1
+Hzm+ HLz (52 (464 -+ 63 + €4 + — + 67) Hvzm_'__l_!]%g(m (62 + €3 -+ €~2 e 263)
il Y (12
+iw — @)m_;-%ﬂ.zrﬁ(m ( + €4+ €3+ €4+ 67) + V(e ~ @)yt ”Lz{g} (—2 +é+ 263)

= Byl (B +oWe)

2

S 2
+Hrm 22 (”zgg;“ + % ) IV 7l Z 20 (22‘2‘ + 2W )
+2€-Il@mllm(m + 5 l'fm“m(r y (W: (u— Qj)m+%)

e 0 novo limite inferior a ser obtido para o lado esquerdo vira da desigualdade de Garding cuja
aplica¢3o nos da

0 (Unsti Zmdr Zmsd ) + Mizmr2 1320y = Bllzmas i),

e dos termos de frontena €M Zpi vindos do lado direito resultando

1

b thf Y57 ~ in
SAT (“zm-i-IHL?{Q) — |lzm! !L2(Q})+ﬁ1|zm+ !H1(9}+ (2 { ; —W(e+é) — W f} Zmels Zm+1)

I
¢ uma nova parcela para o lado direito
)\“Z'mmfv«% H%’«’(Q}'
Fazendo as seguintes consideracoes

() lzms 3 W20y < & (lzmealZzy + lzmll3z)) -

(i) §1=-§-(A+-5;;+e~3+e;+%+€7),

(iii} 8y = €3 + €3 + €3 + 23,

(iv) 83 = m&X{V—?;+€4+€3+€:1 + 67,3;%2 +€2+268},

(v) 6 =pW (& +¢),

(vi) 55mmax{ﬁ—~+~ 2?&“1’—+2W?},

2€3 €3

(vil) 6 =

267

(viii) 6, = BX,

(ix) 6 = B — b,
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a nova desigualdade obtida torna-se

okt (llzmliFa) = lzmllaey) + Bllzme s o)
in f P inf
( {_s.m W (e + &) — Wi } Zm+1,zm+1)?l < - <§ {E‘z—— —Wie+ &) — %ﬁ.—)} Zm,Zm>Fl
1 (Hzm-H”L?(Q} + HzmleQ(Q)) + O3ll(u — ¢)m+gli§pm) + O4l| (u — ¢)m+~;»|l%?{r‘1)
+65117m|[F1 () + F6lloml|T20y + 67l Tl 2,y
+ (zm‘}gt o (’U, qb)m—i— )
Observemos que, pela arbitrariedade dos epsilons que aparecem na defini¢do de é2, podemos afirmar
que 8 > 0.
Multiplicando esta ultima desigualdade por 2At, fazendo

C = 2max {61,(53, 647 {557 56; 57} N

somando e subtraindo At{]zmniz(g}, apos algum algebrismo feito com o objetive de deixar do lado
esqu&rd@ o5 teﬁnasmemmﬁmq—'ig OBEEIMIOE e s

(1 — CA) zms1 320y + 2888]| 2 30 ) + AC1pl|2miallr,

< AtCopl|zml|p, + (14 (C +1)A%) “Zm“m{m

+0At{ Omsi 20y + {2 = @) pr2 ”LL’(IH) + Il + loml[Zaa) + ”ﬁnngﬂ{n)}
‘""’AthmHLz(n) + 24t (M; (v — ¢)m+%) ;
(3.2.6)
com i
Cy = Wg — W(e+8)—ewi™t
e
inf i f
_ 1%
Ch = ——— + W(e+ &) + ——.
2 4é

Supondo valores para ée e étais que 0 < €< 3 €

z(3~a<*ﬁ1&+j<<z_j
2 \2 WY S\

obtemos { < Cy < Cs.
Consideremos
Ci(At) = min {1 — CAt, pCy}
Co(At) = max {1 + (C + 1AL, pC,}
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e utilizemos estas defini¢des para obter, a partir de (3.2.6), a desigualdade
C’l|lzm+1nizm) + ZAtBHzmwk%H%ﬁ{Q} + Af@:lplizmiilr; - C’;]]zmlliz(m - Até??lizmﬁfl
< Cat{w = @)mrylbe + 118 = Oy o) + Il + lomliZa + 1lfae |
—Dtl|zm 220y + 208 (R (4 — 6)41) -
(3.2.7)

Fagamos At suficientemente pequeno para que 0 < CAL < % e, neste dominio, definamos a

funcio )
_ C1{Af)

F(At) = L

Afirmamos que existe constante L; tal que
0 <Ly <F{AL) < 1.

De fato, se C;(At) = 1 — CAt entio

1 — CAt
F&) = oA
ou
1 - CAt
Flag = ~—528
(At) o

Como 0 < CAt < 3, segue que

3 1~ CAt 1
i < < -
Stz 1+(C+DAL T 1+AL

Por outro lado, quando pCy > 1+ (C' + 1}Af entfio
1 1-CAt < 1—-CAt

F{At) = 1.
2pCz< (&%) pCh _1+(C+1)At<
Caso C1{At) = pC) entdio
Cy
F(At) = I
ou
. pCh
Flay = 1+ (C+1)At
e como, neste caso, pC < 1 — CAt entio vale
pC1 pCy 1—CAt
e = < 1.
S5k < Flay 1+ {(C+ DAt~ 1+ (C+ 1At <

Destas argumentacdes segue que

1 1 C C
lemin{g 2 ! P },

Stoe wC2 G 345
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o que demonstra nossa afirmac¢fio. Utilizando este resuitado, também podemos mostrar que existem
constantes L1 e Ly tais que

0< Ly < (FIA)™ (o)™t < Ly < 1.

Multiplicamos (3.2.7) por (F(A))™ (Cy)~!, utilizamos as definicdes acima e os limitantes L; e
L, para escrevermos

(F(at)™* l2ma1lZay ~ (FAD)™ | z2mll2200y + Qﬁt551[13m+-§-||?qlgg}
8¢ [(PAD™ lzmaallt, — (FAD)™ oml2,]
< EQC’At{!](u - ¢')m+%”?{1(9) + [i(u — @)m+%l!%2(r1) + ”Tm”?ﬁ*l(ﬂ) + lloml T2y + HT;n“%%m}}

— L1 At 2|32y + 288 (F(A)™ (Co) 7 (822 (1~ 6),rt )

(3.2.8)
M1
Partindo de (3.2.8) realizamos o somatorio Z trabalhando parcela a parcela. Obtemos assim
m=0)
M—1 . , _ y
@) Z_O[ (B lzmilFay — (PAD)™ zmlFae| = FADY lzulifz) ~ 20120,
- M= ,
(ii) 2888L1 3 2mesllin -

=0

M--1
(i) At 3 [(FAD)™ [zl oy — FA)™ lzmlliaqey] = At [(FAD™ lzarlfagry, — 20

m—O
(iv) CAtLy Z { m+—||H1(Q} + [[{u @}m+%|’%2{f’1) -+ HTmH?‘ﬂ(Q) -+ ”lef%‘d(n) + ||7'7n||%2(r3)
=0
M 2
(v) —Atly ZO l|zm 1 Z2¢02),
Tre==|

(i) Y (ZEE g (FAG)™ (E) = Bhey )

m={}

A parcela(vi) pode ser substituida pela soma das parcelas

M2, _ z .
S (S (PO (= Oy ) + (S (PO (= sy ) |
com AL M1
Zm m . ey} E
2HS (- " =0 - (22 =)}
ou equivalentemente, obtemos '

208 M (FAD)" (u— )y — (F(AD)" (4 — @)y
é:z m=zi o At
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2 { (e (PO = By 3) = (20, = 0)y)}

M1
Reunindo as parcela de (i) até (vi), o somatorio Z aplicado a (3.2.8) gera
=
. M-1
(F(At)) ”ZMH%Z(Q) HZUHL?{Q)"*“QAfﬁLl Z I lffi(sz}
M-1
+4t [(F(Af))M lzaclfZae,) — HZG“%Z(H)E < CAtLy Z_O {H(u ~ O)st ey
+l(u ¢)m+ HL?{I“lj + ||Tm“ Hi@) T Iigmllizm} + “T%“gﬂ(rl)} (3.2.9)
o M= 5 9 M1 )
~AtL 3 el + & { (2, (P = @)ps_y) = (20 (w— 8)1) }
oAt M2t [ (F(AD)™ (= @)y — (F(A)™ (u— $) sz
e Z Zm, 2 2
CQ ==l At

“Pela desigualdade de Cauchy seguem
- 1 .
@) | (=, (PO = Bhary) | < Eullomliz + g2 1 = Sauy oo

(i) |(20, (w — @)1)| < &l 20lF2(e) + ——n(u - 6)3 11320,

At m“1u~¢m__ F(At )
(i) (ZW( (A" ) ( (A1) (u — ¢) 2) < Ellomlm

At

1 [ (’LL ¢)m+— (’U, “ ¢)m—% 222
! 3
453 [ At PRI

que utilizadas em (3.2.9) implicam

9 A1
{(F(AtDM é-l} |!ZM]|L2(Q) +2AtBL: Y = m+1“H1(Q) + At (F(a)™ HZM”LQ{m)
m=0
M-
< CAtLy Y {”(U - ¢)m+%lf?fl(m + [ — ¢)m+%“%2(r‘3) + 7l
m={}

N 2
lonlBay + Il + (1 P2 L1At) lolBacay + Aol

+A (E—Ll) %ﬁllml ot 5 {—1—”(’”«~¢) ey + el = 6)3 15
02 m==1 e § M_§ @ 4&2 'z e

ét_ M-1 (’LL - ¢)m—i—% - (’U. - ¢)mm§
46 o At L2(0)
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Pela definicgio, observamos que a fungdo C» & limitada inferiormente por 1. Portanto,

258 <o,

2
¢ trocamos, por majora¢do na desigualdade acima, a parcela

A1
At (“““ - L;) Z “Zm Lz{Q}
por

M-
At (253 - Ll) > zmliZay

s}
que desaparecera da desigualdade ao fixarmos &; de tal forma que 2¢; = L. Além disso, utilizamos
na mesma desigualdade que

li20ll 20y = lluo — Usll 2y < lluo — 6(0, M2y , Vo € L*(0,T; Vi),

para obter
M1
DollzullZany + DD, Z B m»h—”Hl(Q} + OtDy| zarl 2y
P R
< Ay { 3 (1= B By + 10 = O )]
M1y (g — ), 3 —(u—t,f)mwﬁig (3.2.10)
+3 7 s 3] +O((AtY
m=1 | At “L?(Q)
+Dylluo — #(0, ')“%2(9) + Atllug ~ 6(0, ~)H%2(F1)
+Ds {H(u - ¢’)M~—%Hgfﬂ(n) + {[(w — tff?)% ||?52(Q)}7
sendo
2
Do = (F(a)™ - 22,
Cy

= 2814,

D, = (F(ap)™

D3 = mazx {C’Lz, 1~ }

2L
26,
Dy =1+ =2~ LAt
4 Cz 1
£
D 2 {1 1}
e YL Ty T .
TG 4¢,° 48
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Os D;’s descritos acima podem ser minorados e majorados, de fato, utilizando os limitantes de C, e
(F(At))M, obtemos

2
) (LM — 26 < Dy < 1~ %
(ii) Dy >0,
(iii) (LM < Dy < 1,
. 1
(iv) D3 < mazx {C, -—.—} ,
Ly
28 Ll
(V) 1 Csup QC < Dy <1+ 26,

2 11 1 1
(vi )C’S“p e {451 452}<Dv<2ma3:{4£1 452}

Podemaos sintetizar o que. foi obtido nesta secfio com a seguinte proposicdo.

Proposi¢iio 3.2.1 Consideramos u satisfazendo (3.0.3) e (3.0.4). Para = fixo e arbitrdrio em ),

consideramos u(.,x)} trés vezes diferencidvel em relagdo a t e , além disto, —ég limitada em Qr.
Bu 82 Fu ] . — .
Supomos ainda que — oy sejam continuas em (i e 0 mesmo para a varidvel y. Ree-
screvemos (3.0.3) obtendo (3. 2 1).
Para U satisfazendo (3.2.2)e (3.2.3), definimos z = u— U. Entdo existem constantes positivas 61,
8 e C, que dependem dos dados do problema e de ||Vu||p<xi= , € tais que, para At suficientemente

pequeno,
M1

lzarllegy + At6y Y i!zm+§i|,2rf1(g} + Atdylzm iz,
=0

A -1
< cm{};ﬁ (1 = By + 15— D o)
N o By — (0= By G211
N ) e - : i +O((At)4)}
m=} LAQ

+Cllug — &0, )|72¢0y + Atlluo — &0, )|F2(r,

+C {“(U - ¢)M-%H%2{Q) + [{(u — C.ﬁ)%“%?{sz)}:
para qualquer ¢ € L*(0,T; V).

As proposigdes deste capitulo podem ser aplicadas a teoria de aproximacio, gerando taxas de
convergéncia quando particularizamos o tipo de funciio ¢. Este procedimento pode ser visto em
[18]. Nesse artigo de Douglas ¢ Dupont, para uma estimativa como as obtidas aqﬁul .as. ,ﬁmgog&»g
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sdo consideradas polindémios de Hermite, em um dominio retangular. Nés ndo desenvolvemos um
resultado nesta direcdio, mas separamos o desafio para futuras consideragdes, e trabalhos.
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Capitulo 4

Elementos Finitos

Neste capitulo explicitamos os métodos aplicados para a determinago da solugio numeérica. Uti-
lizamos o bem conhecido método dos clementos finitos na dicretizagBio espacial e das diferencas
finitas para a temporal.

Quando a advecglo ¢ dominante em relacio a difusfio, freqiientemente surgem indesejavels os-
cilagbes na solugdo numeérica obtida pelo método de Galerkin convencional. Para evitarmos tais
oscilagBes adotamos a formulagfio conhecida por streamline upwind Petrov-Galerkin, SUPG, inicial-
mente apresentada por Hughes e Brooks em 1982 ([3], [27]).

4.1 Discretizacdo Espacial
Consideramos {§2,}Y7 uma familia finita de NT tridngulos ., dois a dois disjuntos ou tendo
como intersecfo um vértice ou uma aresta, ¢ tais que

q = Ui,

Portanto, em primeira aproximacio, estamos considerando { um poligono €, em linguagem da teoria
de elementos finitos, como a encontrada em [9], {2, sera um 2-simplex de tipo & sendo % inteiro maior
ou igual a 1.

Associamos a esta malha triangular o pardmetro 4 dado por

h= mgx{dz’am(ﬂe)},

¢ assim denotamos a familia {Q.}Y7 por 7.
Uma vez definida 7, vamos construir o subespago W, de fungdes polinomiais por parte, com 0

qual o método dos elementos finitos trabalhara.
Consideremos [ um inteiro positivo € F;{£2.} o espago de polindmios p de grau menor ou igual a
[ em €., ou seja,

oz, y) = D Gae, Y™,

o<t
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com (z,y) € e € Ga,q, cocficientes reais. O espaco P(£2.) tem dimensdo finita N = (2”““) toda
fungio p € determinada, de forma tnica, pelo seu valor em um conjunto 3, de /N pontos, chamados
nos. Os nos dos elementos finitos sdo especificados a partir da fixacBo de seu tipo &,

Os elementos finitos (2., Pi(Q2.), Y., ) da familia definida acima sfo todos afim-equivalentes a
um Gnico elemento Q B(Q) ZQ ), chamado de elemento de referéncia.

F
CP PR [
g"f I S |

Bl % A X

[ 206
’ Fao=F1 Fz—FiiiH 1

Figura 4.1: Exemplo de tranformagéio afim que leva o elemento de referéncia Q) em Q..

Definamos W}, por
= {4 € C°'D)py, € PRV € To},

de fato, prova-se que W, C HH(Q), [32].
No caminho para a defini¢io de uma base de W}, consideremos

NT
U o =1{b51<j < NTNY,

el

o conjunto de todos os nés da malha ¢ NTN fungdes ; € W), satisfazendo

wi(b;) = 6;,i,5=1,...,NTN.

O conjunto
{‘Pl« ce- ;‘PNT!\:}
constitul uma base para W}, e para qualquer v, € W), podemos escrever
NTN
va(T, y) = Zl un{b; ) (2, y).
J:

Adequando estas defimigbes ao problema em questfio, estamos interessados no subconjunto de
fungdes de W, que se anulem na fronteira I's, ou seja,

Wio = Wi}V,
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Assim, o conjunto de nos considerados € reduzido 20s nés que pertencem a {2—T's &, por conseqiiéncia,
a base de fungdes ¢, também € reduzida.

42 SUPG

O método de Galerkin convencional aplicado aos elementos finitos consiste em encontrar solucfo
. au, ; .
Uy € L2(0, T; Wag), com mgtfi e L3(0,T; Wy ), satisfazendo

ol e
”é—f: w3) + allr; Uny s} + @WoUn, i 0r, = (f.95), 4.2.1)
para ¢ fixo e arbitrario em [0, T} e ¢; elemento da base de Wy.

A solugdo U} € representada por

NTN

= 2 %:(t)¢i(x) (42.2)

e substituida em (4.2.1). Em seguida, esta equacfio € discretizada no tempo via Crank-Nicolson, como
ja descrito anteriormente. .. : _

Segundo Brooks e Hughes [3], as oscilagdes nas solugdes obtidas pelo Método de Galerkm 0Cor-
rem quando o terme advectivo € muito superior ao difusivo ou quando condigdes de fronteira inade-
quadas geram mudangas bruscas na solugdo. Enquadramos-nos, na melhor das hipdteses, na primeira
causa e, no sentido de evitar oscilagdes, seguimos uma das recomendages encontrada em Hughes ¢
Brooks em 1982 ([3], [27]), utilizando o Método streamline upwind Petrov-Galerkin (SUPG).

Em sua origem o método SUPG tenta contornar o problema das oscilagdes sem inserir difusdo

artificial ou apresentar solugdes excessivamente difusivas ou perder em consisténcia. Em linhas gerais,
o método trabalha com fungdes teste descontinuas do tipo

sendo ¢, as fungdes da base de Wy, definida acima e a contribuigfo ou perturbagio descontinua
¥; sendo uma funcfo relacionada ao campo de velocidades 1 e ao nimero de Peclet. As descon-
tinuidades estéio nas fronteiras dos tridngulos €2..
As novas fungles ; sdo entlio introduzidas na formulagio de Galerkin (4.2.1) substituindo as ¢;
e neste sentido variacional o método ¢ consistente € ainda hoje bastante utilizado, ([35],[11]).
Assim, a formulac@io do SUPG € a seguinte

U,
(= 5 % 05) + a(Un; Un, 25) + (pWoUn, 1)r, +
Uy . i ) i f
9 fg (S + div(=o(Un) VUL + W) + pUy - )50

= (f.3), (42.3)
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com U, dada por (4.2.2) e encontrada em [32].
Neste trabalho consideramos
v, =7W e Vi,

sendo T um pardmetro, que teoricamente € escolhido com o intuito de se obter solugdo otima nos
nos da malha ou muito proxima disto. Em Codina, [11], para o calculo do parimetro 7, chamado
de tempo intrinseco, € ditc que uma estratégia bastante adotada em dimens#o espacial maior que 1 €
a de repetir os procedimentos do caso unidimensional que, para elementos finitos lineares, consegue
solugfo exata nos nods fazendo

1. h
7 = {coth{Pe) — -P;)W,

sendo o numero de Peclet Pe = % com « a difusividade, W a velocidade unidimensional e A o
comprimento de um elemento da malha uniforme. Mais recentemente, o valor de + tem sido proposto
baseado em analise de convergéncia do método ({10}, [11]).

Como ndo fizemos anélise de convergéncia do SUPG para o problema em questdo, que segundo
Codina et al ([10]) pode vir a ser realizada completamente, utilizamos para o calculo de 7 o proce-
dimento encontrado neste mesmo artigo e ja utilizado com sucesso em trabalhos correlatos como [4]
e [5]. O tempo intrinseco sera denotado por 7., com o subindice ¢ indicando que seu calculo serd

realizado em cada elemento.

A subrotina que calcula 7. e que estd no anexo das listagens segue os passos contidos na tabela
4.1 e plenamente justificados em [10]. Observamos que estes calculos néo sfio efetuados para os
tridngulos que possuem todos vértices em fronteiras de terra.

Em [10] s8o apresentadas estimativas de erro para o caso estacionario da equagdo de difusdo-
advecgdo, validas sob determinadas condigdes impostas ao tempo intrinseco e que sfo satisfeitas
pelos procedimentos contidos na tabela 4.1. Os procedimentos do artigo de Codina et af (op. cit.)
sdo aplicados ao caso em que a difusdo o € dada como o = aft, x).

4.3 A Implementacio Comentada

No que segue nfo apresentaremos a implementagfo propriamente dita uma vez que 0S programas
serdo disponibilizados no apéndice. Pretendemos citar alguns detalhes do “como fazer” e do que
foi efetivamente implementado, informagdes estas que ndo estio completamente explicitadas nos
programas.

4.3.1 A Malha

Os elementos (), utilizados sfo tridngulos do tipo &k = 1, isto €, os nos sdo os vértices dos
tridngulos, caracterizando assim os elementos finitos de primeira ordem.
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Passo 1: | Calcula-se a velocidade caracteristica W, do tridngulo (2.,
isto é, a norma euclidiana da média aritmética das veloci-
dades nos nds de 0.,

Passo 2: | Os vetores velocidade de €2, sdo trazidos para os nos do
tridngulo de referéncia €, por uma aplicagdo afim (figu-
1a 4.1), e a velocidade caracteristica W,y de Q) é calcu-
lada como descrito no Passo 1,

Passo 3: | Caleula-se o comprimento caracteristico h, dado por

he =0.7 Vf"" ,
ref
FPasso 4: | Calcula-se o namero de Peclet v, dado por
heW,
’Yﬁ - 2(1 2
Passo 5: | Calcula-se a fimgdo de upwind < dada por
1 1
€= (tcmh )~
Ye “Ye
Passo 6: | O temmpo infrinseco 7. € dado por
. €he
c oW,

Tabela 4.1: Passos para o célculo do tempo intrinsico.

Trabalhamos com uma matha fixa obtida através do software Triangle, gerador de malhas, que
necessita das coordenadas dos pontos da fronteira (especificada no Capitulo 1), como dado de enirada.
O Triangle ¢ acionado ¢ oferece como saida arquivos contendo informages como a numeragio dos nos
e suas coordenadas, a numeragio dos tridngulos e seus vértices e, ainda, identificadores de segmentos
contidos na fronteira ou no interior. Os vértices dos tridngulos sdo percorridos no sentido anti-horario.

Os dados de saida do gerador da malha sfo tratados para serem utilizados na geragdo do campo
de velocidades, que simula a circulag@o padrio, e no programa que simula ¢ movimento da mancha.

A malha utilizada nas simula¢des do Capitulo 5 esta na figura 4.2

4.3.2 A Fonte e a Condicio Inicial

Em Poffo ([47]), foi feito um histérico dos vazamentos ocorridos no litoral norte do Estado de
$3o0 Paulo. No banco de dados da CETESR ¢ do Terminal da PETROBRAS em S&o Sebastido foram
registradas 232 ocorréncias no periodo de 1974 a 2000.

As fontes de vazamento, segundo Poffo (in op.cit.), podem ser os navios, os oleodutos ou as
instalagBes do terminal, onde os petroleiros realizam operag@o de carga e descarga, armazenamento €
bombeamento para os dutos. Ha ainda a fonte ndo identificada, havendo o aparecimento de mancha
sem se saber a causa.

Nas simulagdes, consideramos a fonte pontual e localizada no préprio terminal, o que representaria
um acidente em que, por alguma razio técnica, nio foi possivel desligar a fonte poluente nas primeiras
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Figura 4.2: Malha triangular gerada pelo 7riangle, contendo 2544 triangulos e 1446 nos.

horas.

Uma fonte pontual poderia representar também algo como um oleoduto vazando ou um acidente
com ¢ navio j& ancorado ou ainda um acidente do tipo do “Prestige”, ocorride em dezembro de 2002,
na (Galfcia.

Citamos alguns exemplos de acidentes em que as fontes foram desligadas antes de comegar a
segunda fase de Fay:

i O vazamento ocorrido em maio de 2002 em Angra dos Reis, decorrente de um furo no tanque do
navio ancorado no terminal, foi descoberic e estancado trés horas depois, de acordo com as

noticias veiculadas nos principais érgfos de imprensa nacional (O Globo, Folha de Sdo Paulo,
JB, e outros);

ii O acidente na Bala de Guanabara, em janeiro de 2000, em que um duto em terra vazou durante
4 horas ¢ foi fechado, de acordo com as noticias veiculadas nos principais 6rgdos de imprensa
nacional (O Globo, Folha de Sio Paulo, JB, e outros),

Em acidentes como estes, ndo terfamos o termo fonte ¢ partiriamos de uma condigfo imicial, No
exemplo da Baia de Guanabara, obtivemos a condig#io inicial de uma imagem de satélite divulgada
no Jornal O Globo.

Na Baia de Ilha Grande existem intimeros locais considerados perigosos na orientagdo dada pelo
TEBIG aos petroleiros em manobra ([54]); em um cenario de derrame, podemos utilizé-los como
localizac3o de uma provavel condigéio inicial ou de uma provavel fonte de poluicio.
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4.3.3 O Tratamento para a Difusio, o Decaimento e as Condicdes de Fronteira

Informacdes da CETESB (comunicago oral de 14 de janeiro de 2003) dio conta de uma variagdo
no comportamento difusivo de certos dleos quando a maré provoca altos gradientes de salinidade
e temperatura, mtroduzindo difusibilidade na coluna d’agua. Esta seria uma situacdo relevante em
regides estuarinas.

Para fins de implementagdo, o coeficiente de difusfo foi considerado constante. Entretanto, pre-
tendemos num momento seguinte considera-lo, de fato, como funcio da concentragdo e analisar se
esta mudanca € significativa para o comportamento do deslocamento da mancha.

Tambem sfo constantes o decaimento e o fator de proporcionalidade, p, que indica a passagem da
mancha pela fronteira I';.

Como haviamos adiantado o encalhe serd simulado fazendo k = 0, nas fronteiras I'y.

Sabemos que algumas destas novas simplificagdes nfio atendem as exigéncias de érgdos governa-
mentais tais como a CETESB, que seguindo a Resolugdo Ambiental de namero 293, sugere a modelagem
dos weathering processes (intemperizacio), no sentido de se obter simulagdes mais realistas, do ponto
de vista quantitativo, € uma vez que tais processos modificam as caracteristicas fisico-quimicas do
_poluente, alterando assim a difusividade, o decaimento e o encalhe. .. ... .. ...

4.3.4 A Circulacio

D’ Afonseca e Cantfio desenvolveram uma suite de simulagio chamada de Stokes em que as saidas
do Triangle, devidamente tratadas, e a condigdo da circulagdo nas fronteiras sdo necessarias, como
entradas, para se obter, como saida, um campo estacionario de velocidades. A solugfo numérica
da equacgiio de Stokes (1.3.1) € obtida por elementos finitos de segunda ordem e gera o campo que
consideramos como a circulagdo padrio da Baia de Ilha Grande.

As condigdes de fronteira necessarias para Stokes foram quase que inteiramente retiradas dos
artigos de Signorini ([52], [53]). Neste trabalho, realizado com o apoio do Instituto de Oceanografia
da USP, os correntémetros foram posicionados em varios pontos da Baia de Itha Grande, dentre os
quais haviam dois pontos representativos das fronteiras de mar que escolhemos para o nosso estudo.
A partir da rosa das correntes, nos dois pontos das fronteiras de mar a leste e a oeste do terrmnal,
escolhemos as condi¢des de fronteira para Stokes. Para a terceira fronteira de mar, entre o continente
¢ a Ilha da Gipdia, contamos com a assessoria, em comunicacio verbal, de um morador local e
arrais amador, [43]. A saida de Stokes simula um campo vetorial que descreve, nd por no, o vetor
velocidade devido a correnteza e que possui o comportamento descrito em [52], [53] e [14], ou seja, a
corrente circula ao redor da Ilha Grande, no sentido horario (figura 4.3). Alguns poucos vetores menos
realistas que aparecem em algumas enseadas devem-se, possivelmente, a opgio por uma abordagem
que modela o dominio bidimensionalmente, porém seu efeito no cendrio geral resulta muito pouco
significativo.
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Circulagdo Padrde: Corrente com auséncia da ventos.

RS W R PP AT U Y

4
1
Eres

- > wator de Tkmh

i 1 i 1
i 10 20 30 40 501 a0 T
Ezealy uliizada: 1.2 unideds souivale a 500 metros.

Figura 4.3: A circulagfo padrdio, com os vetores posicionados nos 1446 nos.

Esta informacdo é, em seguida, incorporada ao mapa da circulagio acrescentando a influéneia do
vento. Isto é feito usando uma aproximacio linear da Equacio de Ekman. Foi usada a relagiio

Wento = 0. (}3H'v

sendo Wiento 8 velocidade induzida da corrente e W, o vetor de vento a 10 metros acima do mar. Os
vetores W, descrevem os cenarios de vento considerados no capitulo 5.

4.3.5 O Matlab

A simulago para o deslocamento da mancha foi gerada em Matlab, versdes 5.2 e 6.1, disponivels
nos laboratorios do IMECC-UNICAMP. Utilizamos macros para resolugfio de sistemas, armazenagem
esparsa ¢ visualizagéo.

Falta muito pouco para este programa poder ser efetivamente considerado como um [OSP (ideal
oil spill program ). Por exemplo, na resolugdio dos sistemas lineares oriundos das discretizagdes,
poderia ser considerado o carater esparso das matrizes envolvidas. Ou ainda, poderia haver a opgio
para elementos de segunda ordem (como fo1 feito na parte circulatoria - STOKES).

Entretanto, o grupo de pesquisa em ecotoxologia e dispersfio populacional da matematica aplicada
da UNICAMP tera, em breve, seus procedimentos computacionais uniformizados através da Tese de
Doutorado de Renato Fernandes Canto e nossos modelos oferecidos gratuitamente a orgios publicos
e sem a exigéneia de pacotes e aplicativos de alto custo.
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Capitulo 5

Os Cenarios e as Simulacdes

Neste capitulo apresentaremos os cendrios a partir dos quais o modelo sera rodado e tera suas
simulagfes comentadas.

Na primeira se¢d0 revisitamos alguns aspectos discutidos nos capitulos precendentes e que nos
levaram as escolhas de localizagdo de uma mancha inicial ou fonte poluente nas simulag@es apresen-
tadas aqgui.

Na segunda se¢lo slo-caracterizados es-ventos- que-atingem © canal central e ¢ feita a escotha
daqueles de maior fregiiéncia ¢ intensidade que comporfo os cenarios.

Além destas informagdes, para executar os programas, precisamos de outros dados que sdo discu-
tidos na terceira se¢ao.

5.1 Os Acidentes

Os acidentes de carater tecnologico decorrem de falhas operacionais e da falta de manutenggio de
equipamentos afetando a segurancga nas operagdes dos navios, do pier ou do terminal, [48]. Podemos
ver no ano de 2002 uma ascendéncia de acidentes em comparacdo com 2001,

O pouco cuidado na manutengio dos petroleiros velhos, a ndo implantagiio de novas tecnologias
para 0s novos, como casco duplo, € a falta de regulamentagiio entre paises, ou mesmo internamente,
no transporte globalizado de produtos quimcos, nos faz testemunhar tragédias ambientais como a
ocorrida no litoral da Espanha e Franca com o navio Prestige, que caracterizou uma fonte poluente a
quase 4 quildmetros abaixo do nivel do mar.

Os mais recentes e amplamente noticiados acidentes ocorridos em Angra foram causados por
falhas em operagdes de carga e descarga no terminal; por este motivo temos em um dos cendrios uma
fonte posicionada no terminal.

Entretanto, ndo estamos hivres de tragédias com os navios em manobra, afinal no canal central
existem inimeros locais considerados perigosos na orientagio dada pelo TEBIG aos petroleiros em
manobra, [54]. Um destes locais ¢ a Laje Branca, formagfio rochosa localizada na abertura oeste,



entre as Ilhas da Gipoia e Grande (ver figura 2.2), esta é a razdo de considerarmos também um cendrio
com uma condicfo inicial préxima a esta posi¢do. O porqué da escolha deste local em detrimento
de outros tantos € a possibilidade de haver uma mancha poluindo uma regifio de extrema importincia
turistica para Angra dos Reis: Ilha da Gipoia, Ilha das Botinas e praias proximas ao centro da cidade.

Ao contrario do que costuma acontecer em acidentes no pier do terminal com as manchas se dirigindo
para Mangaratiba.
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Figura 5.1: Mancha inicial préxima a Laje Branca

5.2 A Escolha dos Cenarios de Vento

Lembramos que os vetores de vento e sua participagio no movimento advectivo da mancha foram
considerados constantes em relagfio ao tempo ¢ ao espago. Para tornar nossos resultados mais realistas
procuramos fontes de dados que disponibilizassem as dire¢des e intensidades de ventos mais freqiientes
e efetivas em Angra dos Reis ¢, a partir destas informagdes, geramos alteragdes no padrdo de circulacio
da Baia de Ilha Grande, isto €, geramos cendrios distintos de circulago.

A relagdo entre as estagdes climaticas anuais e a predominédncia de certas diregdes e intensidade
de ventos pode ser observada na figura 5.2, gerada a partir de série histérica de dados coletados
entre os anos de 1931 a 1970 na estagiio meteoroldgica de Angra dos Reis, latitude 23°01" e longitude
44°19', fornecidos pela Diretoria de Geografia e Estatistitica da Fundagio Instituto de Desenvolvimento
Econdmico ¢ Social do Rio de Janeiro em publicagdo de 1978, [28].

Uma outra informag@o contida nesta publicagio é que em 55% deste periodo as medigdes indicaram
a auséncia de ventos significativos.

Nos trabalhos de Signorini,[52] e [53], foram utilizadas medidas de vento realizadas durante os 16
meses que vio de setembro de 1974 a dezembro de 1975. As médias mais freqiientes de intensidade
estiveram entre 6 € 10 nds (ou equivalentemente, de 3m/s a 5m/s). Nestes artigos o referencial
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Yentos mais frequentes em Angra, por estagdo:
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Figura 5.2: A rosa dos ventos por estacio.

espacial adotado tem eixo = a 61.7° do norte verdadeiro, no sentido horario, o que corresponde a
maior extenso da baia, e o eixo y esta a 331.7°. A diregio mais frequente ¢ a de 210°, medida a
partir do norte verdadeiro e no sentido horario, seguida da dire¢dio de 50°. Porém, as dire¢des que
causam fluxos de vento mais fortes, isto é, os mais efetivos na indugfo de correntes superficiais estdo
a 70°, fluxo de leste, e 250°, fluxo de oeste.

Balisados por estas informagdes e pela assessoria, em comunicagdo verbal, de um morador local
[43], trabalhamos com 4 dire¢Ses de ventos predominantes: de sudeste (SE), de sudoeste (SO), de
noroeste (NO) e de nordeste (NE). Os ventos vindos do sul (S) ndo foram considerados, pois a Ilha
Grande com sua posicio e recortes geograficos impede ventos predominantemente de sul na parte do
canal considerada. A auséncia de vento sera simulada considerando apenas a circulago padréo.

As figuras abaixo sdo resultantes da visualizagdo do campo de velocidades gerado pelo programa
que denominamos de Stokes, do modo descrito na segfio 4.3.4.
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Corrente influenciada por vento de sudeste.
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Corrante influenciada por vento de nordeste.
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Figura 5.3: A circulagdio induzida por cada tipo predominante de vento.

5.3 Os Parametros

Além de informag¢des que sfo resultantes da influéncia de ventos e correntes e de possiveis

localizagBes de acidentes, devemos ainda definir, visando a execugdo do programa oilsupgvento alguns
dados:

i o movimento da mancha na fronteira em mar aberto, onde vale a condi¢do de contorno

—o(u) g% = pWyu,

iremos usar p = 1 para realizarmos os ensaios. Este valor ndo foi retirado da literatura espe-
cializada porque ndo foi encontrado, mas assumimos passagem integral, no sentido da normal,
pela fronteira de mar oriental,ou seja, nfo ha impedimentos & movimentagiio da mancha,

ii o decaimento do oleo, de acordo com as referéncias citadas no capitulo 1, ocorre em quantidade
maior no inicio do derrame, estaremos considerando p = 0.00001,;

iti a difusdo, constante, serd oo = 0.007, cujo valor foi obtido a partir da relagfio de proporcionalidade
entre o coeficiente de difus@io e o produto da velocidade de difusio e a escala espacial, devida
a Joseph e Sendner e encontrada em [42]. Foi utilizado um valor inferior a lem/s para a
velocidade de difusdo, justificado pelos experimentos contidos no artigo [55];

iv o passo no tempo At = 0.025;
v a fonte, quando existe, terd vazdo constante de 0.05 por unidade de tempo.

Portanto, as figuras apresentadas aqui foram obtidas quando os pardmetros séo:
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difusividade 0.007
decaimento 0.00001
fator de passagem por fronteira | 1
passo no tempo 0.025
Jonte 0.05

Tabela 5.1: Par@metros utilizados nas figuras que seguem.

5.4 Cenario 1: Fonte Poluente no Terminal

Apresentamos as simulagdes para cada situagfio de vento.

5.4.1 Calmaria

Em 50% das medidas de vento ndo ha vento de intensidade significativa, ou seja, temos calmaria.
Esta situagfo € simulada com a circulagdo dada pela circulacio padrdo (figura 4.3).

Localizacao com 150 passos no tempo, Localizacao com 300 passes no tempa.

5

—

a0

20

Localizacao com 750 passos no tempo.

Figura 5.4: Fonte no Terminal e Calmaria
Ou seja, na maioria dos casos com acidentes no terminal a mancha atinge os costdes rochosos €
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as praias em uma regido de muitos condominios e avanga para Mangaratiba.

5.4.2 Vento de Sudeste

Para o cenario com fonte poluente no terminal obtemos como saida a figura 5.5. Neste caso, a
mancha fica retida numa regifio de costdo rochoso, préoxima a condominios de classe média-alta e
alta. Com mais passos no tempo terfamos parte da mancha abrindo na dire¢do de Mangaratiba.

Este comportamento foi o que de fato ocorreu no acidente descrito na segéo 4.3.2 e este era o
cenario de vento.

Localizacas com 150 pasaos no tempa, Localizacao com 300 passos no temga.

20 40

Localizacan com 450 passos na temypo.
O ..... B AR L L S LI IR SLTAMRAEE ED

-

o

Figura 5.5: Vento de Sudeste e Fonte.

5.4.3 Vento de Sudoeste

Para o cendrio com fonte poluente no terminal obtemos como saida a figura 5.6. Neste caso, a
mancha ¢ mantida mais tempo na costeira de Angra apesar de também seguir para Mangaratiba.
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Localizacan com 150 passos no tempa. Localizacao com 300 passas no tempo,

SU[ .......................... ‘ ............. . ..............

40

Figura 5.6: Vento de Sudoeste e Fonte.

5.4.4 Vento de Nordeste

Para o cendrio com fonte poluente no terminal obtemos como saida a figura 5.7. Neste caso, com
o passar do tempo, a mancha se dirige para a Itha Grande, aproximando-se da Enseada das Estrelas
e do Saco do Céu, regifio de mangue.

5.4.5 Vento de Noroeste

Para o cendrio com fonte poluente no terminal obtemos como saida a figura 5.8. Neste caso, a
mancha se aproxima da Ilha Grande, mas tende a ir para a abertura leste da Baia.

5.5 (enario 2: Mancha Inicial

Seguem as simulagdes para uma mancha localizada proxima a Laje Branca.
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Localizacaw com 150 pagsos no tempo. Localizacan com 300 passos no ternpo.

Figura 5.7. Vento de Nordeste ¢ Fonte.

5,5.1 Calmaria

Para a situac@io mais freqiiente, figura 5.9, a mancha acompanha a extenso da ilha, atinge a Ponta
de Sitio Forte, mas se afasta desta enseada indo para Ilha dos Macacos e Lagoa Azul.

Neste caso, a entrada de ventos de noroeste ou mesmo nordeste, podera empurrar a mancha para
uma regido de criagfo de mexilhfo e de pesqueiros naturais (cercos).

5.5.2 Vento de Sudeste

Este cendrio, pelo que vemos na figura (5.10), foi o unico, neste estudo de casos que fizemos,
que afasta a mancha da Ilha Grande, direcionando-a para a regifio da baia onde estfio a Ilha dos
Porcos, [lha das Botinas e o centro de Angra. Entretanto, pela posi¢io geografica da mancha e pelas
caracteristicas geograficas da regido, concluimos que € pouco provavel que o vento de sudeste atinja
significativamente a mancha nesta localizag#o.
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Localizacao com 150 passos no tempo. Localizacao com 300 passos no tempo.

50

40

a0 z z

Figura 5.8: Vento de Noroeste ¢ Fonte.

5,5.3 Vento de Sudoeste

Neste caso, pela figura (5.11) a mancha chega mais rapidamente ao terminal. Com o passar do

tempo, atinge toda a costeira de Angra até Mangaratiba, inclusive. Os ventos de sudoeste prevéem a

chegada de frente fria e costumam se manter por dois ou trés dias.

5.5.4 Vento de Nordeste

Para o cenario com um derrame na Laje Branca obtemos como saida a figura 5.12. Neste caso,

a mancha se mantém na costeira da [lha Grande, proximo a Aragatiba. Atinge a Praia da Longa.

5.5.5 Vento de Noroeste

Para o cendrio com um derrame na Laje Branca obtemos como saida a figura 5.13. Este € o

cenario mais prejudicial as populacdes da Ilha Grande: dos nativos, dos turistas, dos mexilhdes...

Este vento mantém a mancha proxima a ilha.
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Localizacas com 150 passos no tempo. Lacalizacao com 300 passos no tempo.

........... T

Figura 5.9: Calmaria e solucfio inicial
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Localizacao com 150 passos no tempo. Lacalizacao com 300 passas no tempo.

Figura 5.10: Vento de sudeste e solucfo inicial.
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Localizacao com 150 passos no tempo. Localizacao com 300 passos no tempo.
SD ............. s e SRR e SD . .

Figura 5.11: Vento de sudoeste e solugdo inicial.
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Localizacao com 150 passos no tempo. Localizacao com 300 passes no tempo.

Figura 5.12: Vento de Nordeste ¢ Solugéo Inicial.
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_Ucahzauao com 300 passos no tempo.

Localizacan com 150 passos ne tempo.

Figura 5.13: Vento de Noroeste e Solucdo Inicial.
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Capitulo 6

Conclusoes

O Conselho Nacional de Meto Ambiente (CONAMA), considerando os graves incidentes de der-
ramamento de oleo ocorridos no pais € a urgéncia de estabelecimento de diretrizes e procedimentos
eficazes nas agOes de resposta a incidentes de poluigio por dleo nas instalagdes portudrias ou ter-
minais, dutos, plataformas e em suas instalagdes de apoio e considerando a necessidade de serem
estabelecidas diretrizes para a elaboragdo de plano de emergéneia individual (Lei 9.966, de agosto de
2000} propds através da resolugdo de nimero 293, de dezembro de 2001, um conteudo minimo de
plano de emergencia (PE). O topico de informagdes e procedimentos de resposta do PE deve conter
os procedimentos para o monitoramento da mancha de éleo derramado que devem incluir, conforme o
caso, nio so6 o monitoramento visual e por meio de imagens de satélite ou outros meios, mas tambeém
a modelagem matematica.

A CETESB, seguindo esta resolugdio ambiental e segundo comunicacdio oral em 14 de janeiro de
2003, exige, para o licenciamento ambiental de uma empresa, um conjunto de modelos matematicos
acoplados para a previsdo de espalhamento, circulagdo e intemperismo (weathering processes), que
de preferéncia atuem tridimensionalmente € em tempo real. Os dados de entrada para os modelos
devem ser de qualidade, isto ¢, devem realmente reproduzir as condigdes ambientais do focal. Além
disso, como o risco de incéndios e toxidade aumenta com a probabilidadede de um odleo leve se
evaporar rapidamente, os modelos devem simular o comportamento na interface agua-ar. Ou seja,
esta se exigindo mais do que um Ideal Qil Spill, [8], apresentado no capitulo 1.

O que fizemos ndo se concretiza em pacote para uso o# /ine, ou mesmo em urm sistema de modelos
que cumpra as exigéncias acima, antes € um manual de suporte para as decisfes e procedimentos
num plano de contingéncia.

Apesar de serem os modelos bidimensionais, ¢ ndo tri, eles apoiam-se em um largo espectro de
informagdes Jocais e, portanto, de confiabilidade para os possiveis usuarios. A escolha dos cenarios
temn suporte em dados de vento de 40 anos de medigio em Angra, em uma circulagdo padrio que
representa a circulagdo local ([52],[53],[541,[14]) e na escolha de incidentes representativos do que
ocorreu ou podera ocorrer, conforme estatisticas oficiais ([47], {48]).
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Os motivos para se aceitar qualitativamente os resultados do programa néo se devem apenas a
resultados teoricos de convergéncia, mas também a ensaios anteriores em outros cendrios ([5], [39]).

Entretanto, a resposta desejada pelos orgdos governamentais responsavets pelo controle da qua-
lidade ambiental € quantitativa e dimensional. Pelas caracteristicas sdcio-econdmicas e geograficas
da regifio atingida por um derrame e do volume e tipo de oleo derramado, nossas simulagdes devem
rodar com passo no tempo de poucos minutos € 0 passo no espago sendo inferior a 500 metros.
A concentragdo deve estar em partes por milhdo, que no nosso caso torna-se toneladas por metro
quadrado.

E provavel que a CETESB venha a ter dificuldades em avaliar se os modelos apresentados pelas
empresas de fato fazem o que dizem fazer, com dados de boa qualidade. Segundo Garcia-Martinez, no
artigo [25], em margo de 1998, foi realizado um workshop na Noruega com o proposito de estabelecer
uma metodologia para testar modelos computacionais aplicados a derrame de dleo. Esta tarefa foi
por ¢le considerada dificil e, numa tentativa inicial, estabeleceu-se que a calibragio de um modelo s6
tera lugar quando o modelo computacional for suficientemente testado e se possivel comparado com
solugfo analitica.

Nao sabemos se ha um monitoramento feito na Baia de Itha Grande, como o realizado na Baia de
S#o Sebastifo, S8o Paulo, que nos permita a obtencio de dados de campo para uma futura calibragio
e validacfio dos modelos. Um possivel caminho em busca de informagdes e opimdes talvez seja
procurar a equipe do TEBIG que cuida do nivel operacional e apresentar nossos ensaios.

No acidente de 31 de agosto de 2000 foram derramados 4000 litros de oleo pelo navio Cantagalo
no terminal e segundo relato da Sociedade Angrense de Protegio Ecologica/APEDEMA-Sul, durante a
manhi do dia primeiro de setembro a mancha se espalhou pelos costdes proximos ao terminal e uma
outra porgdo aproximou-se da Ilha Grande. A tarde a entrada de ventos afastou a mancha da Itha
Grande levando-a em diregdo a Conceiglo de Jacarei, distrito de Mangaratiba. A preocupagio era
com 0s cercos dos pescadores artesanais e fazendas marinhas instaladas naquela éarea.

No acidente de 13 de maio de 2002, vazaram 16 mil litros de leo cru do tipo bonny-3 de origem
nigeriana, considerado leve. Na tarde do dia 14 de maio o vento era de sudeste e havia o receio de
que a mancha, que estava a 2 quildmetros do litoral de Angra, atingisse as praias de Itapinhoacanga
e Fazenda. Os costdes entre as praias de Maciéis e Portogalo ficaram tomados de 6leo, as bdias ndo
conseguiram conter o oleo. No dia 15 a mancha havia avangado 15 quildmetros chegando a Ponta da
Figueira (Mangaratiba).

Pretendemos realizar os testes exigidos para a verifica¢do de confiabilidade do algoritmo, mas
podemos destacar que os ensaios realizados neste trabatho simularam bem o que esté descrito acima.

Pelas incertezas inerentes a dados de vento e corrente, futuras possibilidades podem ser tanto
um tratamento fuczy para os pardmetros da equagfo de evolugio apresentada aqui quanto a adogio
da terceira dimenséo, desde a simulagdo por Stokes até o estabelecimento de cendrios como aqueles
aqui propostos. Finalmente, podem-se incluir os comportamentos evolutivos de marés e mudangas
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nos ventos (como a chegada repentina do “noroestdo™ que se vai apds algumas horas), bem como a
inclusfo, no dominio, da Baia de Sepetiba.
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Apéndice:

Apresentamos a seguir os codigos computacionais que geraram as simulagdes do capitulo 5.

tollsupgvento.m: calcula a solucac numerica da equacaco difusac—adveccac que modela
% derrames na Bala de Ilha Grande.

%0s parametros:

or op g0 op

% pars: [dif,dec,p,ht, N, £, vento, fontel,

dif: difusao,

oR af o db

%dec: decainmento,

=)

%p: passagem pela fronteira oriental,
%
%ht: passo no tempo,

o0 ob

Nt: total de passos no Lempo,

o

f: intensidade da fonte,

o af

:vento: tipo de vento (sudeste=l, nordeste=2, noroeste=3 e sudoeste=4

o

—

oo

fonte: escoliha de fonte {1) ou condicac inicial {0).

o g

%08 dados devem vir armazenados em um arguivo de dades:

IGdir 1l: arguivo com a malha, nos e o canpo de velocidades. Além de outras
informagdes necessdrias para resolucdo do problema.

o0 OoR of of o oo

el

function cillsupgvento {pars)

% _______________________________________________________________________________
dif=pars{1); &Difusividade.

dec=pars (2); %Decaimento.

p=parsi{3); $Porcentagem de passagem na fronteira,
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ht=parsi{4}; %Passo no tempo.

Nt=pars{3}; 50uantidade de Passos no Tempo.
vento=pars{7}; 2Esccelha do cendrio de vento.
fonte=pars (8); $Liga e desliga fonte.

FCarregando © arguivo com o posicionamento da l1aje branca:

load lajebranca;
2

$Trabalhandc comuma escala tal gue a intensidade do campe velocidade seda a
padréo {(na média) em Angra:

an

E

e e 2 1 o e e T
%
[z] = normmaxvel {(vel); % Achando o vetor de norma maxima,

vel=vel* (3.6/2); %Fazendo com gue ¢ & norma maxima seja 3.6 km/h
£

if vento==
load lestéo;
vel=vel+0.432%leste; %3 porcento de dm/son 14.4 km/h.
end
if vento==2
lcad nordestao:
vel=vel+(,432*nordeste;
end
if ventos=
load noroestac:
vel=vel+(,432*noroeste;
end
if vento==4
load sudoestan;
vel=vel+0.432"sudveste;
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pars2={0 1 0]~{pars{i:3)*ht/2);

%

ZConstantes que aparecem no calculo das submatrizes de rigidez:

=

refl=1/12;
ref2=1/24;
ref3=3*refl;

)

Integral do produto das fis:

2o

fig=[refl refZ ref;
ref?Z refl ref?;
refZ rei refli;

2Integral de linha do produto das £is, relacionada a condicac de
2frontelira:

fislin={refl3refl;refl ref3;refl refi];

%Constante relacionada a condicao de fronteira:
truk=6C.8*cnes (3,1):
tol=10" (-6);

%Constante relacionada a fonte:

R=1/6;

$Constantes gque determinam o tamanho do sistema e da solucao:

NTT=size {malha, l):
NTN=size{nos,1);

Finicializacoes:

M=sparse {NTN, NIN) ;
N=sparse {NIN, NIN} ;
F=gparse (NTN, 1) ;

for ind = 1:NTT
ind;
vert=nos (malha(ind, 1:3),:}; %0s vertices do triangulo de numerc ind.

vi=vert {3, :)-vert(l,:); &vl e v2 representan 0 novo sistema de
ve=vert {2, :)~vert{l,:),; %coordenadas, usado nas integrais.
vi=vert (3, 1] vert(2,:);

cl=norm(v1)‘

cZ=norm(va) "

cle2=vl 1)*v2(1)+v1 (2Y*v2Z(2);
areaZ=det {[v2’ vi"]);
aread=Z*areal;

area=areal/2;



% Asmatrizes gue entram no calculo da submatriz de rigidez:

SE it kst v T e e . i S M o o S0l o o ol o M o o . T T WP = PR FTYY T A AT T W e e ST NS A A AR S T T e i G Mk A Lk e e e e e S G b

% Produto dos gradientes:

grad={cl+cZ-2*clic? —cl+clc? ~c2+cle2;
~cl+clc? cl -clc?;
-gZ2+clcd -clceZ czZ]:

[£]

%Produto de Vel, gradiente e fis:

i)

velo=vel (malha{ind, 1:3),:);

vegrafi=fis*velo* [-v3{(2) vli{2) ~v2{2); v3{1) =-v1{(1l) wv2{i)1i;

% ____________________________________________________________________________
% Matrizes e cadlculos vindos do SUPG:
% ____________________________________________________________________________
prodwlwl={sum{velo(:,1).*velc(:, 1))+ sum{sumi{velo(:, 1} *{velol:, 1))} };
5
prodw2wZ={sum{velo (:,2} .*velo{:, 2} )+ sum{sumi{velo(:,2)*{velo(:,2}" "))} };
%
prodwlwZ=(sum(velo(:,1}.*velc(:,2))+ sum{sum{velo{:, 1) * (velo{(:,2)")))};
%
prodifr={vi{Z)"2 ~v1 {2} *v3 {2} vZ2(2)*v3{2);
~v3(2y*vli{Z) v1{2)"2 —wv2(2)*vl1{(2);
v3{2)FVvZ (2} ~-v1(2)*v2(2) v2{2)"21;
prodify=Iiv3{1) "2 vl (1) *v3{1) v2(1)*v3{1);
~v3{1y*vi(l) w1{(1)"2 -v2(1l}*vi{l);
v3{1)Fv2 (1) -v1{i}*v2(1) v2i{l} 2l;:
b
prodifxy=[-2*v3{2)*v3 (1) VI(Z2)Fv3{I)evi (1) *v3{2) —(v2{(2}*v3{1)+v2(1)*Vv3(2)};
vI{2Y*v3(1)+vi{1y*v3{2) -2*v1{(2)*vi{l) vZ(2)*vIl(1l)+v2 (1) *v1{2) ;
~(2{2)*v3{1)4+vZ{1)*v3(2)) vi{(2)*v2{1)+vi (1) *v2 (2] -2*v2(2)*v2{1}];
% _______________________________________________________________________________
%Chamada da function gque calcula tau e peclet
% _______________________________________________________________________________
[peclet, taul = supg{vert,vl,vZ, areal,velo,dif};
prodwdif={ref2*tau)/ (areal2}* {prodwiwl*prodifx+prodwiw2*prodifv+prodwlw2*prodi £xy
% mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
2

2As submatrizes de rigidez com SUPG:

o it 7o o i e S ot S it o o A T i o T T (T T T AT T AP T A P AT R T T T T o S A e . Pl A A S b A i M i i ol e e i Ul e

SM={ {parsl{l)/aread) *grad)+ (parsl (2)* (area2*fis+taun* (vegrafi)’ ) )+
{{ht/2)* {vegrafitprodwdif)};

SN={ {pars2 (1} faread) *grad)+{pars2 (2)* {area2*fis+tau* {(vegrafi)’ ) )+
{—{ht/2)* (vegrafi+prodwdii));

o s e s o e i r T T APV A A N AL S L A ok Bk Sk S ke e S i e e e T s i T o Y e S o o . -~ — 1 0 0 2100

$A condicao de fronteira neste exemplo, cbhriga calculos com integrais de
% de linha na fronteiras x=60.8:
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trugque=truk-vert{:,1);

y=find{trugque™itol):

if sizely, l)==2
lim=vert(y,2);
k=abs (1im{2})-1im{1l}});
frontl=fislin*vel (malha{ind, v}, 1}:
frontZ=zercs{3):;
frontZ (y(1),y{1)=fronti{l
front2{y(2}),v (2} i=frontl {2
front2 {(y{l},v(2)i=frontl i3
front2{(v(2),y{1l))=frontl (3

]
)
)
)

r

SM=8M+parsl(3)* (k) *front2;
SN=SN+parsz (3} * (k) *front2;

end % fimdo if
$Construcdo dasmatrizes M, N e da fonte:
for 1loc=1:3

igi=malha (ind, iloc);
ifmalha{ind,iloc+3}==

for 3loc=1:3
jgi=malha{ind, jloc};
ifmathaiind, iloc+3)==
M{igl,igl)=M{igl,3gl)+3M({iloc,jloc);
N{igl,jgl)=N(igl,3gl)+SN{iloc,lec);
end 2if
end $jloc

% & ronte Poluente da Baia, 0 oleoduto:
Ftebig={nes {79, :);nos {245, :};nos (769, ;) ;nes (859, 1} ;nos {948, 1} rnos (949, 1) ;
nos (1085, 1) ;nos (1398, 1) ;nos (1415, )1
if fonte==1
if (igles=T78"igl==245-1gl==T69 —1gle=850"—igl==048%—1gl==349"-1g1l==1085
veigl==1398"—igl==1415)
Pligl)=F{igl}+f*R*ht*area;
end %if definicéo de F, a fonte.
end
end §1f
end %iloc

end %ind

$Devemos eliminar as linhas e colunas nulas de M, N e a coordenada
¢nula de F correspondente. Para isto usamos um vetoer condnos arma-
gzenado em IG 11 e que indica em que nos a solucao e cenhecida e
Znula e onde a scolucao nac e conhecida:
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inic=sparse{sizelsnc,1},1);
sol=zeros (NTN,1);
if fonte==
scl {indmancha) =1;
end
inic=sol {snc);
tDecomposicao da matriz M:
[LUI=lu{M):
maiha=(malha{:,1:3)}";
Nmo=NL/50;
filme=moviein {Nmo};
%0 tempo:
for t=1:Nt
b=N*inic+¥F;
inic=L"b;
inic=U%"inicy
zz=remi{t, 50} ;
selisnc)y=inic;
if (zz==0)
tt=t/50;
trisurf(maeiha’,nos{:,1),ncs(:,2),s0l);
view (0, 8C);
filme(:, tt)=getirame;
end
end
movie {(filme)

A subrotina que calcula os pardmetros do SUPG:

i

o

% O célculo do pardmetro tau para o método SUPG

% e do numero de Peclet.

%

@

(=]

% supy( vert,vi,v2,area?,vel,dif)

%

% vert ~ matriz 3x2 com as coordenadas dos vértices
% do tridngulo de nimero ind da malha.

%

% vel - matriz 3 x 2 com as coordenadas do campo

% velocidade Wem cada vértice do tridngulo.

%

% areal - o dobro da drea do tridngulo

%

%

% Os vértices devem estar numerados no sentide anti-horarioc.
%

-3

e

o

function [pecliet,tau] = supg(veri,vl,v2, area2,vel,dif)
gMédia das velocidades no triangulo

ve={vel (1, +vel (2, :)+vel(3,:)}/3;
ve=normive);
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% 0 cdlculo do campo velocidade no tridngulo de referéncia:

ZAlguns cuidades sac tomados o sentido de posicionar o campo

$vetorial nos devidos vértices.

vel{l,:)=vel(l, i+vert(l,:};

vel(2,:)=vel(2,:1+vert(2,:};

vel(3,:)=vel (3, 1)+vert(3,:);

vref=(velref(vl,v2,vel(l,:},areaz, vert{(l, ) )+ (velref(vl,v2,vel (2, ;) ,arsa?, vert(l,:

r
-[1;01 Y+ (velref(vl,v2,vel(3,:),areal,vert{l,:))~10;113)/3;
vref=ncrm{vrel];
D e e o e L Y R Y T Y N e o o e i T T T T FETE T A L Sk i S o e T o Y o i . . o e e o T e T 0 A7 e ot e i o o e i i e e R PR R . S FOOPL PP MY Mok s e e ke A e o e e
o
he=0;

if vref =
he=0,7+ve/vrei;

end

peclet=ve*he/ (2*dif);

if peclet™=0
epsilon=(l/tanh{peclet))~{i/peclet);
tau=(epsilon*he}/ (2*ve);

else
tau=0;

end

L o e it e o i i i e Al Mk ik =TT T T T AP ML Ml Ml e ke Wl e S . P Vo i e i i M . o S TR A (T P e i i St i o o . o o o . e = . TR T A A Wl A ok ok e o . m e e T T TR T

%A transformacio que leva um elementc qualguer no tridngulso de
treferéncia, aplicada a¢ campo vetorial:

function v=velref (vl,v2,velo,area?, vertl:
Mb={1l/areaz)*[vl(2) -v1{1}:-vZ(2) v2{1)];

v=Mb* (velo' —vertl’;;
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Anexo 1: Tipos de Oleo

Apresentamos uma classificagfo dos tipos de 6leo derramado, integralmente retirada de [47].
A densidade do Oleo e seus denvados € expressa, internacionalmente, como grau AP, um padrio
criado pelo American Petroleum Institute . De acordo com a densidade especifica ¢ grau API, os

oleos mais freqlientemente transportados pelo mar foram classificados em quatro grupos (veja tabela
6.1).

Tabela 6.1: Classificagio dos Grupos de Oleo
Grupo | Densidade | Grau APl | Composicdo | Meia Vida | Persisténcia
Grupo 1 < 0.80 > 45 Leve ~ 24h 1-2 dias
Grupo Il | 0.80a085| 35a45 Leve ~ 48h 3-4 dias
Grupo HI | 0.8520.95| 17.5a 35 Pesado ~ 72h 6-7 dias
Grupo IV, > 0.95 < 17.5 Pesado ~ 168h > 7 dias

Grupe 1 - Oleos leves, que pouco se misturam com a 4gua do mar, permanecendo de um a dois dias
na superficie, com alta taxa de evaporagéo;

Grupo II - Oleos leves em que a emulsio dgua-6leo é maior do que no grupo anterior, degradando-se
naturalmente entre trés e quatro dias;

Grupo I - Oleos pesados: ocorre uma grande mistura de 6leo com 4gua do mar, que comega a
se degradar nos dois primeiros dias, o que resta persiste ainda até uma semana. Em situagdes
oceanograficas ¢ chimaticas turbulentas, estes 6leos podem ser comportar como se fossem do
grupo II e em calmaria podem se comportar com a persisténcia do grupo IV;

Grupo IV - Oleos pesados: ocorre pouca mistura do dleo com a agua e o tempo no meio ambiente
¢ o maior de todos, com tendéncia a formar placas densas, principalmente no sedimento.

Os Oleos leves tais como gasolina, nafta, querosene ¢ diesel tendem a desaparecer mais rapida-
mente, porém sfo mais tOXicos aos organismos aquaticos, principalmente nos primeiros dias apos o
vazamento. Os oOleos mais pesados atuam principalmente por efeitos fisicos (recobrimento e asfixia),
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podem permanecer nos costdes rochosos, sedimentos de praias € manguezais de alguns meses até dez
anos ou mais, dependendo das condigdes fisicas do meio ambiente.
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Anexo 2: Carta Nautica

Resolvemos anexar a carta néutica da regifio, para a localizagfio de praias, pontas, enseadas ¢ efc...
citadas nos cenarios,
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