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Resumo

Em muitas situacdes na modelagem de problemas aplicados, o que se deseja de uma solucao da
Equacdo Diferencial Parcial que descreve o modelo, ndo € a propria solucio e sim alguma quanti-
dade de interesse. De forma geral, estas quantidades de interesse sdo caracterizadas por funcionais
lineares limitados no espacgo de funcdes que contém as solugdes. Como exemplo, tem-se: a derivada
da solugdo, o fluxo através de uma regido da fronteira, o valor médio da solu¢@o sobre uma regido
do dominio, o valor da solu¢do em um ponto etc. Em tais circunstancias, nem sempre o refinamento
uniforme ou uma estratégia de hp-refinamento, que diz respeito a qualidade global da solu¢do, sao
as estratégias mais apropriadas para melhorar a aproximagdo da quantidade, pois podem tornar o
custo computacional muito alto. Neste sentido, estratégias direcionadas para o aprimoramento da
aproximacdo de quantidades de interesse sdo temas que tém recebido grande interesse nas tltimas
décadas. Um dos objetivos deste trabalho € o estudo de métodos para o pos-processamento da
solucdo por elementos finitos com objetivo de se obter uma precisdo desejavel na aproximacao das
quantidades de interesse. Em particular, estudam-se dois métodos: a estratégia de adaptatividade

goal-oriented e o método da fun¢do de extracdo.

Palavras-chaves: Método dos elementos finitos, Métodos goal-oriented, Funcio extracdo.
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Abstract

In many situations in the modeling of applied problems, what is wish is not the solution of gover-
ning partial differential equation system but rather a quantities of interest. In general, the quantities
of interest are characterized by bounded linear functionals on the space of functions to which the
solutions belongs. As an example, we have: the derivative of the solution, the flux through part of
the bondary of the domain, the average of the solution over a subdomain, the value of the solution
in a point etc. In this circumstances, the uniform refinement or a strategy for hp-refinement, which
concerns the overall quality of the solution, not always are the most appropriate strategies to im-
prove the approximation of the quantity, because the computational cost may become too high. In
this sense, strategies directed to improve the accuracy of quantities of interest are topics that have
received considerable interest in recent decades. One of the objectives of this work is the study of
post-processing methods of the solution by finite elements in order to achieve a desirable precision
in the approximation of quantities of interest. In particular two methods are studied: the strategy

goal-oriented adaptivity and the method of the extraction function.

keywords: Finite element method, Goal-oriented methods, Extraction function.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitas situacdes na modelagem de problemas aplicados, o que se deseja de uma soluciao da
Equacdo Diferencial Parcial (EDP), que descreve o modelo, ndo € a prépria solugdo e sim alguma
quantidade de interesse. De forma geral, estas quantidades de interesse sdo caracterizadas por
funcionais lineares limitados no espaco de fun¢des que contém as solugdes, tal como: a derivada
da solucgdo, o fluxo através de uma regido da fronteira, o valor médio da solu¢d@o sobre uma regido do
dominio, o valor da solu¢do em um ponto, etc. Em tais circunstancias, nem sempre o refinamento
uniforme ou uma estratégia de hp-refinamento, que diz respeito a qualidade global da solu¢do, sao
as estratégias mais apropriadas para melhorar a aproxima¢do da quantidade, pois podem tornar
o custo computacional muito alto. Neste sentido, estratégias direcionadas para o aprimoramento
da aproximacdo de quantidades de interesse sdao temas que tém recebido grande impotancia nas

ultimas décadas, como mostram as referéncias [2] e [3].

Um dos objetivos deste trabalho € o estudo de métodos para o pés-processamento da solugao por
elementos finitos com objetivo de se obter uma precisao desejavel na aproximacao das quantidades
de interesse. Em particular, estudam-se dois métodos: a estratégia de adaptatividade goal-oriented
e 0 método da funcdo de extracdo, [2] e [3], respectivamente. Também, apresenta-se um procedi-
mento designado para controlar o erro em uma quantidade de interesse especifico, no espirito de

adaptatividade goal-oriented.

Especificamente, 0 modelo matematico a ser tratado € o escoamento monofésico de fluidos em
meios porosos, tendo como objetivo aplicacdes na simulacdo de reservatdrios de petréleo onde
a quantidade de interesse representa a vazao de fluido em certas regides do contorno no dominio
estipulado. As equagdes diferenciais do modelo sdo obtidas pela lei de conservagao de massa junta-
mente com relagdo da Lei de Darcy para a velocidade do fluido. Maiores detalhes sdo encontrados
em [14, 15,9, 12, 22].



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Os préximos capitulos deste trabalho estdo organizados da seguinte forma. O Capitulo 2 traz
nogoes e topicos de Andlise Funcional necessarios ao desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 3 apresenta-se um breve comentério e descri¢ao das equacdes do fluxo monofasico
em meios porosos, como ocorre em modelagem de reservatérios de petréleo, tendo como referén-
cias [15, 14, 22, 12].

O Capitulo 4 € dedicado ao estudo do Método de Elementos Finitos (MEF), [25, 10, 23]. Sua
sistematica, a partir de uma formulacao variacional, € semelhante para muitos tipos de problemas.
Isso permite sua aplicagdo em inimeras dreas: mecanica dos fluidos, mecanica dos sélidos, eletro-
magnetismo, termodinamica, etc.

A parte computacional deste trabalho foi desenvolvido no Laboratério de Mecanica Compu-
tacional (LabMec) da Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo da Unicamp. O
LabMec desenvolve um ambiente de programagao orientado a objeto, conhecido como PZ. O am-
biente PZ € um conjunto de classes em liguagem C++, com objetivo de permitir a simulacdo de
métodos de elementos finitos. O Capitulo 5 contém uma breve descri¢do dos principais apectos do
ambiente PZ e, como exemplo ilustrativo, apresentam-se as resolugdes de problemas de valores de
contorno unidimensional e bidimensional.

O Capitulo 6 é dedicado ao estudo de propostas do tipo goal-oriented para a estimativa do
erro de aproximagdes por elementos finitos de uma quantidade de interesse, no qual descrevem-se
argumentos propostos na literatura [2, 21, 16].

No Capitulo 7, apresenta-se um método para o pds-processamento da solucdo, pelo método dos
elementos finitos, com objetivo de obter uma alta precisdo da aproximacao de certas quantidades de
interesse, de acordo com Babuska [3, 4, 5]. Um exemplo em duas dimensdes ilustra a aplicabilidade
do método, em que a quantidade de interesse considerada representa o fluxo sobre uma sub-regiao
do contorno em certo dominio estipulado.

O Capitulo 8 traz as conclusdes e consideracdes finais da dissertacao.

Nos Apéndices Ae B sdo incluidos os conceitos basicos de Espacos Normados, as notagdes

utilizadas no texto.



Capitulo 2
Aspectos Teoricos da Analise Funcional

Neste capitulo, resumem-se alguns conceitos de Analise Funcional que sdo tteis na teoria de mé-
todos dos elementos finitos. Como referéncia, utilizam-se [18, 20, 17]. Mostra-se, também, alguns
aspectos tedricos dos problemas elipticos, [13, 10], sendo de grande importancia no entendimento
dos préximos capitulos.

2.1 Nocoes Preliminares

O Apéndice A contém os conceitos de espagos vetoriais normados que contribuem no entendimento

dessa secdo.

2.1.1 Transformacoes Lineares

Definicao 2.1 Sejam X e Y espacos vetorias sobre o mesmo corpo. Uma Transformagdo Linear é
uma aplicacao T : P(T) — Z(T), tal que:
i) O domino P(T) de T e a imagem Z(T) sdo espagos vetoriais, ambos no mesmo corpo K,
isto é:
T: 92(T)CX—->%(T)CY

ii) Para todo u,v € 9(T), e @ € K, tem-se
Tu+v)=Tu)+T(v) e T(ou)=aT(u)

No caso em que o dominio e contradominio coincidem, é usada a expressdo Operador Linear.
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Definicao 2.2 (Nucleo) O niicleo de uma transformagdo linear T : 9(T) C X — Z(T) CY, de-

notado por N(T), é o conjunto
N(T)={ue2(T) : T(u)=0}.

O conjunto N(7T') é um subespaco vetorial de Z(T') C X.

Definicao 2.3 Seja T : X — Y uma transformacdo linear, em que X e Y sdo espacos vetoriais

normados. T é limitada se existe um escalar ¢ > 0, tal que
I T(u)[[<cllull, vueX

Pela definicdo acima, tem-se

<c,u#0

Define-se a norma de uma transformag@o limitada || T || como o infimo das constantes ¢ que satis-

fazem a condi¢do acima

17= sup T gz

uexazo Uil uex =1

Disto decorre que, paratodou € X, || T (u) ||<|| T |||| u |-

Definicdo 2.4 (Continuidade) Uma transformacdo linear T é continua em uy € 9 (T) se para
todo € > 0 dado, exite 6 = (€,up) > 0 tal que

u—uo[|<&=|T(u)=T(u) <€

Diz-se que T € continua, se for continua para todo u € Y(T).

Teorema 2.1 Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T : X — Y uma transformacdo linear.

Entdo:

(@) T é limitada se, e somente se, T ¢ continua,

(b) Se T é continua em ug, entdo, T é continua em qualquer ponto u € X.
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2.1.2 Funcional Linear (ou Forma Linear)

Definicdo 2.5 Uma transformagao linear, f : X — K, em que X é um espaco vetorial sobre um

corpo K, é chamada de funcional linear.

Exemplo 2.1 A integral definida, f: C([a,b]) — R, tal que

Flu) = /abu(t)dt, ueC(a,b))

é um funcional linear limitado definido no espaco (C ([a,b]),] - ||), € || f |l«=0—a.

2.1.3 Espacos Duais

Definicdo 2.6 Seja (X, || -|| ) um espago vetorial normado. O conjunto de todos funcionais lineares
limitados sobre X é chamado de espaco dual de X, denotado por X', o qual constitui um espago

normado, com a norma definida por

1£l= s O )

ueX u#0 H u ” B ueX,|lul|=1
e com as operagoes
(f+8)(w) =fu)+g(u) e (af)(u)=oaf(u).

Resulta que X', é um espaco de Banach (sendo X de Banach ou nio).

2.1.4 Espacos de Hilbert

Definicao 2.7 (Espaco Vetorial com Produto Interno) Um espaco vetorial estd munido com um
produto interno (-,- ) : X x X — K se tal aplicacdo verifica as seguintes propriedades: para todos

vetoresu,vew € X evVa € K, tem-se

(P1) (u, vy = (u,v), se K=R = (u,v) = (v, u)
(P2) (u,u) >0, (u,u)y =0u=0
(P3) (u+v, w) = (u, w) + (v, w)

(P4) (au,v) = alu, v)
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sendo 7 o complexo conjugado de z.

Dado um produto interno, a partir dele € possivel introduzir uma norma

e ll= v/, ). 2.1)
Esta norma satisfaz a Regra do Paralelogramo
lutv 2+ u=viP=2(ul?+ v (2.2)
e a Desigualdade de Cauchy-Schwartz
|y v) P< (s u) ().

Definicao 2.8 (Espaco de Hilbert) Um espaco de Hilbert é um espaco com produto interno com-
pleto em que a norma provém do produto interno. Portanto, um espago de Hilbert é um espagco de

Banach.

Alguns Exemplos

Exemplo 2.2 (Espaco Euclidiano) O espaco R" é um espago de Hilbert com o produto interno
definido por

(u, vy =uvy +upvo + ...+ upvy
em que, u = (uy,uy,...,up) e v= (vi,va,...,v,). Dai, tem-se

1/2
ull= () = 1B+ B+ .. +u2]'*

Exemplo 2.3 No espaco (C([a,D]),|| - ||2), a norma é proveniente do produto interno

(1, v) = /  w(ey(e)dr (2.3)

Este espago ndo é completo, logo ndo é um espaco de Hilbert.

Exemplo 2.4 O espaco L*([a,b]), definido como o completamento do espago (C ([a,b]),]| - ||2), é

um espago de Hilbert, em que a norma é proveniente do produto interno (2.3).
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Projecao Ortogonal

Definicao 2.9 (Vetores ortogonais) Seja X um espaco vetorial munido com produto interno. Diz-

se que u, v € X sdo ortogonais, u L v, se (u, v) = 0.

Teorema 2.2 (Pitagoras) Seja X um espaco vetorial munido com produto interno. Se u e v € X

sdo ortogonais, entdo

Lt v P=lu >+ 11V

Teorema 2.3 (Projecao Ortogonal) Sejam X um espaco de Hilbert, F C X um subespaco fechado

e u € {X —F}. Entdo, existe um inico elemento v € F tal que
u—v.lw,VzEF.

Propriedades 1 Nas condicdes do teorema da projecdo acima, sdo equivalentes:
Du—v .1l o VocF;

vl min o I
it) || u—v||=min [ju—o|

Teorema 2.4 (de Representacao de Riesz) Seja X um espaco de Hilbert. Se f : X — R é um
funcional linear limitado, f € X', entdo existe um itinico elemento u € X de modo que o funcional

f € representado por:

fv)y={(v,u), YveX

IS = el -

A solugdo u € X é conhecidada como representador de Riesz do funcional linear limitado f € X’.

2.2 Formas Bilineares

Os resultados descritos abaixo sdo uma prévia para o Teorema de Lax-Milgran, que serd visto mais

adiante.

Definicao 2.10 (Forma Sesquilinear) Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o corpo K (R ou C),

a forma sesquilinear (ou funcional sesquilinear) B em X XY é uma fungdo

B:XxY—K
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tal que para todo u,uy,uy € X e v,vi,vy €Y e todo escalar o, € K, tem-se

(a) B(uy +up,v) =B(uy,v)+ B(uz, v)
(b) B(u,vi+vy) =B(u,vy)+B(u,v;)
(c) B(ou,v) = aB(u,v)
(d) B(u, Bv) = BB(u, v)

No caso em que K =R, B(-,-) é chamado de forma bilinear.

Definicdo 2.11 Para espacos normados X, diz-se que uma forma sesquilinear B(-,-) em X x X é

limitada (continua) se existe uma constante 6 > 0 tal que

|B(u,v) |<6||ullx||v]x, VuveX. (2.4)
e define-se a norma de B por

B(u,v
181= sp 2L G g, 25)
uveX— oy L@ el vl jux=|vix=1

Defini¢do 2.12 Uma forma bilinear B(-,-) : X x X — R € considerada simétrica se
B(u,v) = B(v,u)
para todo u,v € X.
Defini¢ao 2.13 Uma forma bilinear B(-,-) : X x X — R € considerada positiva definida se
B(u,u) >0
para todou € X, u# 0.

Definicao 2.14 (Coercividade) Uma forma bilinear B(-,-) em X x X é uma forma bilinear coer-

civa se existe uma constante 3 > 0 tal que

B(u,u) > B ||ul%, VuecX. (2.6)
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A constante 3 é denominada constante de coercividade da forma bilinear. Note que a condigio de

coercividade implica na positividade da forma bilinear.

Uma forma bilinear simétrica e coerciva define um produto interno (-,-)p : X X X — K, tal que
(u,vyp=B(u,v), Vu,v € X
€ a norma proveniente desse produto interno
1/2

[ ||p= [{u, u)B]

¢ denominada norma energia.

2.2.1 Exemplos
Seja o espago vetorial real X =V ([a, b)),
V([a,b]) ={f : [a,b] — R/f continua, f’ continua por partes e limitada},

com o produto interno definido por

b b
{f g>x=/a f(t)g(t)dﬂr/a fg'(t)dt, Vf.geX. (2.7)

Considerando o espago X, definem-se as formas bilinear e linear sobre X. A forma bilinear B(-,-)

¢ definida por

Blu,v) = /  b(u()(e) dr + / " kO (W () dt, Vv X,

em que b e k sdo fungdes continuas e estritamente positivas no intervalo [a,b]. A forma linear F(-)

¢ definida por
b
F(v) :/ u(t)v(t)de, Vv e X (2.8)
a
em que u € C([a,b]).
Esta forma bilinear B(-,-) é simétrica, limitada e coerciva considerando a norma || - ||x prove-

niente do produto interno (-,-)x definido por (2.7). Analogamente, a forma linear F(-) é limitada

com rela¢do a norma || - ||x proveniente do produto interno (-, -)x definido por (2.8).
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2.3 Problema Variacional e Método de Galerkin

2.3.1 O Problena Variacional

Definicdo 2.15 Seja X um espago vetorial sobre R munido do produto interno (-,-)x e da norma
| - ||x proveniente desse produto interno. Considere uma forma bilinear B(-,-), sobre X, simétrica,

continua e coerciva e F € X" um funcional linear limitado. O problema definido por:

{ Encontrar u € X solugdo da equagdo (2.9)

B(u,v) = F(v) para todov € X

é denotado Problema Variacional Simétrico.

O préximo teorema (Lax-Milgram) apresenta os resultados de existéncia e unicidade, bem como

uma estimativa de estabilidade, para a solu¢do do Problema Variacional (2.9).

Teorema 2.5 (Lax-Milgram) Sejam B(-,-) uma forma bilinear continua, simétrica e coerciva so-

bre o espaco de Hilbert X e F € X'. Entdo, existe um tinico elemento u € X solugdo da equacdo
B(u,v) =F(v) paratodov e X,

e ainda, tem-se
lullx< %

ﬁ J
em que, Y é a constante de continuidade da forma linear F e B a constante de coercividade da

forma bilinear B.

2.3.2 O Método de Galerkin

Considerando que ja se tem o problema variacional (2.9), pode-se agora pensar no Método de
Galerkin, que € a base para 0 Método dos Elementos Finitos, que consiste em encontrar solugdes
aproximadas para (2.9).

Considere um subespago de dimensio finita Vyy do espaco vetorial X e seja B = { ¢y, ¢, ..., @, }
uma base para V. Desse modo, toda funcdo v € Vi € escrita como uma combinacdo linear das

func¢des de base, ou seja,

v(x) = il(xj(pj(x).

Assim, uma discretiza¢do para o problema variacional (2.9), usualmente denominada de Método
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de Galerkin, consiste em:

{ Encontrar uy € Vy solugéo da equagéo (2.10)

B(uy,v) = F(v) paratodo v € Vy.

Como a fun¢do uy € Vy , tem-se
n
un(x) = Z%‘Pi(x),
i=1

e pelo fato de (2.10) ser valido para toda funcdo em Vy, em particular serd vélida para as funcdes

de base. Com isso, o problema (2.10) passa ser escrito como

Encontrar o = (0; ) € R”, tal que

n 2.11
Y a;B(¢;, ¢j) = F(@;) paratodos j=1, ..., n @10
i=1

O problema (2.11) é um sistema linear com n equacdes e n incognitas o, o, ..., Q,, que sao as
coordenadas de uy com relagdo a base do subespago Vy. O sistema linear (2.11) pode ser escrito
na forma matricial

Ka=b

em que os elementos da matriz K = [k;;] sdo dados por
kij=B(@;, ¢;) paratodos i, j=1,...,n,
e os elementos do vetor b = [b;] sdo dados por
bj=F(¢@j) paratodos j =1, ..., n.

De maneira andloga ao problema variacional simétrico (2.9), a existéncia e unicidade da solu-

¢do do problema variacional discreto (2.10) sdo garantidas pelo Teorema de Lax-Milgram.

Interpretacao Geométrica da Solucao de Galerkin

Vamos apresentar uma interpretacdo geométrica para a solu¢ido de Galerkin do Problema Variaci-
onal (2.9) com relagdo ao produto interno energia (-,-)p associado a forma bilinear B(-,-) sobre
X.
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Se u € X € a solu¢do do Problema Variacional (2.9), entdao
B(u,v)=F(v), WveX.
Como Vyy C X aigualdade acima continua valendo se escolhermos v € Vy, ou seja
B(u,v) =F(v), Vv € Vy. (2.12)
Da mesma forma, se uy € Vy for a solu¢do do problema variacional discreto (2.10), tem-se
B(uy,v) =F(v), Vv € Vy. (2.13)

Assim, subtraindo (2.13) de (2.12) e utilizando a defini¢do do produto interno (-,-)p = B(, ), tem-
se
B(u—uy,v)={((u—un),v)p=0, Vv e Vy.

Portanto, pode-se dizer que o erro u — uy da solucdo de Galerkin € ortogonal ao subespaco de
aproximacgao Vy com relag¢do ao produto interno energia. Esta propriedade é conhecida como orto-
gonalidade de Galerkin. Ou seja, a solucdo de Galerkin uy € a projecao ortogonal de u no espaco
de aproximacdo Vy com relacdo ao produto interno energia. Em outras palavras, diz que a solucio

de Galerkin uy € Viy C X € a melhor aproximacgao de u € X com relagdo a norma energia, isto é

|u—un||p<||u—v|p paratodov e Vy. (2.14)

2.4 Os Espacos de Sobolev H"(Q) e H}'(Q2)

Nesta se¢do, apresentam-se os conceitos principais dos espagos de Sobolev H™(Q) e H{'(Q2), os
quais s@o de grande importancia na constru¢do de espagos de aproximacdo no método dos elemen-

tos finitos. Como referéncias, utilizam-se [18, 11].

Definicdo 2.16 Dados Q C R", um aberto limitado, e um inteiro m > 0, denota-se por C"(Q) o
espaco vetorial das fungdes reais definidas em Q, tal que D%u, ot = (o, 0, ..., o), é continua
para 0 <| a |< m. Por C(Q) denota-se o subespagco de C"(Q) formado pelas fungoes u que se

anulam fora de um compacto contido em Q, o qual pode variar de acordo com u.

Desde ja,
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Em Cj'() define-se o produto interno

(u,vym="Y (D%u,D%), (2.15)

o[ <m

em que,

(u,v) = /Q(uv) dx

€ o produto interno em LZ(Q). A partir desse produto interno, definem-se a semi-norma € norma

em Cj'(2) e C""(Q), respectivamente,

Semi-Norma: lul? 2:/ { Y [ D%(x) ‘2] dx
’ Q

la|=m

(2.16)

Norma: 2= / [ Y | D%u(x) |2] dx. 2.17)

0<|a|<m
Para m = 0 tem-se
2 2 2
| ulg o=l ulloo=Iu HL2(Q) :
Definicdo 2.17 O espaco vetorial CI'(Q) é definido por

CHQ) ={ueC™(Q) | uma<oo}.

Ambos Cj'(Q) e C}'(€2), munidos da norma || . ||,,,2, ndo sdo espagos completos. Os completa-
mentos destes espagos sdo denotados, respectivamente, por Hj'(Q2) e H™(£2), os quais sdo espagos

de Hilbert. Para m = 0, fica claro que
HY(Q)=H)(Q) =L*(Q). (2.18)

Por defini¢do de completamento, dado u € H™(Q) existe uma sequéncia {u,} em C7'(Q) tal

que || up — u || ,2— 0. Tem-se também que para todo multi-indice & com | ot |[< m

| D%up — D%uy

02 < || tn — un ||m2,

e assim pode-se concluir que {D%u,} é sequéncia de Cauchy em L?(Q). Sendo L?>(Q) completo,
existe vo € L?(Q) tal que || D%uy, — v |lo2— 0. Entdo, tem-se a seguinte caracterizagdo para o
espaco H™(Q), [18].
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Definiciio 2.18 O espaco H™(Q) é caracterizado como o conjunto das funcées u € L*(Q) tal que

existe uma sequéncia {u,}y em C"(Q) e vy em L*(Q) com

lim || up—u ||o2=0, lim || D%uy —vg |j02=0. (2.19)
n—oo n—oo

No caso em que u € CI'(Q), se || up — u ||u2— 0, entdo os limites em (2.19) sdo vélidos com
va = D%u. Deste modo, as fungdes vy em (2.19) sdo vistas como uma generaliza¢do do conceito

de derivada das funcdes de H™(Q), generalizagdo esta que dard origem a seguinte defini¢ao.

Definiciio 2.19 Dada uma fungdo u € L*(Q), diz-se que as fungées vo € L*(Q),

o | < m, sdo suas

derivadas no sentido forte se existir uma sequéncia {u, } em C'(Q) tal que

n—oo n—oo

lim [ |u,—u*dx=1lim | | D%y, —vy|?dx=0, |a|<m (2.20)
Q Q

Diz-se também que a fun¢do u tem todas as derivadas (no sentido forte) de ordem menor ou igual

am.

A unicidade dessas derivadas estd provada em [18]. Uma outra nogao de derivada em H™(Q)

é a chamada derivada no sentido fraco.

Definicdo 2.20 Diz-se que uma funcdo vq € L*(Q) é a derivada de ordem o de u € H™(Q) no

sentido fraco, se:
[ @vayax= (-1 [ @p®g)ax. | a|<m (2.21)
Q Q

para toda ¢ € Cj'(Q).

Assim, se vy € a derivada de ordem « de u € H™(Q) no sentido forte, ela também € sua derivada
no sentido fraco. A reciproca também ¢é verdadeira, [18]. Desta forma, simplificadamente, o espaco
H"(Q) é definido como o espaco das fungdes u : Q& — R em que u € L?(Q) e u admite derivada
fraca D%u € L*(Q), para todo | a |< m, isto é

H"(Q)={uecl*Q) : D*ucl?Q),V |a|<m}. (2.22)

Exemplo 2.5 Seja u € L*(Q), em que Q = (0, 1) C R, definida por

u(x) =

X se 0<x<1/2
l-x se 1/2<x<1
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Figura 2.1: Gréficos da funcéo u(x) e de sua derivada fraca v(x).

Esta fungdo ndo admite derivada ordindria u' pois ndo é derivdvel em x = 1/2. Contudo, admite

derivada fraca v = d_u definida por
X

1 0 1/2
v(x):{+ se 0<x<1/

—1 se 1/2<x<1’
Figura 2.1.

Teorema 2.6 (Desigualdade de Friedrichs) Seja Q C R" um subconjunto limitado, com didmetro

igual a d. Entdo, para todo u € H}'(Q), tem-se:

1/2
lu 2y < d” [ Y I D% |\,%2(Q)] .
|a|=k



Capitulo 3

Problema Fisico

3.1 Equacoes Diferenciais de Interesse

O objetivo desta secdo € apresentar um breve comentdrio sobre as equacdes do fluxo horizontal em
meios porosos, como ocorre em modelagem de reservatdrios de petréleo, tendo como referéncias
[15, 14,22, 12]. Um meio poroso € um material construido por uma fase sélida (rocha) e um espaco
vazio (poros) e é representado por um dominio Q C R3. Nesta dissertacio somente é tratado o caso

do fluxo monofésico. Equacgdes para o fluxo nos casos bifésico e trifasico sdo apresentadas em [22].

Na simulacdo de um reservatorio, representa-se o comportamento real do mesmo através de um
modelo matemadtico formado por um conjunto de equagdes diferenciais parciais, juntamente com as
condicdes iniciais e de contorno, que descrevem adequadamente os processos fisicos significativos
do sistema. Os processos que ocorrem em um reservatorio de petrdleo sdo basicamente escoamento
de fluido e transferéncia de massa. Isso ocorre em até trés fases imisciveis (dgua, Oleo e gas),
fluindo simultaneamente. Na préxima subsecdo descreve-se a equacdo de conservacdo da massa
em fluxo monofésico, a qual € associada a duas equacdes bdsicas: a lei de Darcy, que é uma
equacao de transporte de massa, € uma equacgao de estado, que tanto pode ser uma lei dos gases

como a equagdo da compressibilidade para o caso de liquidos.

Para o desenvolvimento das equacgdes serd utilizado um elemento de meio poroso através do
qual estd ocorrendo o fluxo monofésico de um fluido. O elemento em questdo, tal como mostrado
na Figura 3.1, tem a forma de um cubo com dimensdes Ax, Ay e Az, e o fluxo através do mesmo

serd estudado durante um intervalo de tempo A\z.

17
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Figura 3.1: Elemento de meio poroso ( a esquerda) e Fluxo de fluido através do elemento de meio
poroso (2 direita).

3.1.1 Leide Conservacao da Massa

Uma lei de conservagdo de uma certa quantidade € equacionada a partir do principio

[massa que entra] — [massa que sai] = [massa acumulada] . (3.1)

A forma diferencial da lei de conservacdo é obtida avaliando este principio em um cubo sufici-
entemente pequeno, permitindo assumir que a concentragdo dentro do volume € essencialmente

uniforme, e tomando o limite do resultado quando as dimensdes do volume tendem para zero.

O caso mais geral € aquele em que ocorre a movimentacao do fluido nas trés diregdes, x, y e
z. A Figura 3.1 ilustra a movimenta¢ao do fluido na direc@o x (figura a direita). O fluido que se
desloca nessa dire¢do, ao entrar no meio poroso o faz através da face A, normal a dire¢do x, e ao
sair, o faz através da face oposta A*. O mesmo raciocinio pode ser utilizado para os fluxos nas
direcdes y e z.

O quociente entre a vazio g(x,y,z,t) [m’/s] e a drea através da qual o fluxo estd ocorrendo é
chamada de velocidade apararente do fluido. Assim, o quociente entre a vazao g, ¢ a drea Ay/\z é

a velocidade aparente do fluido na direc¢do x, que normalmente € representada por Vy:

_ &
ANVANE

Vx

Da mesma forma as velocidades aparentes nas direcdes y e z sdo dadas, respectivamente, por:

qy qz
V, = e VvV, = .
Y Ax/\z S AxAy

Em seguida considera-se a lei de conservagdo de massa para um fluxo monofédsico em trés

dimensdes, primeiramente para o caso do fluxo compressivel e depois do fluxo incompressivel.



3.1. EQUACOES DIFERENCIAIS DE INTERESSE 19

Fluido Compressivel e Monofasico

No caso do fluido compressivel considera-se que a densidade p(x, y, z,t) [kg/m’] e a velocidade

do fluido V = (vy, Vy, V;, 1) [m/s] variam com a posi¢do espacial e com o tempo.

Na direcdo x, a massa total que penetra no meio poroso através da face A e a massa que sai

através da face A* sdo, respectivamente:

massa que entra = Ay A z(p vi)(x,y,2,1) (3.2)

massa que sai = Ay Az(p vy)(x+ Ax, y, 7, 1). (3.3)

Analogamente, tem-se para o fluxo na direcdo y e z. Assim, a massa acumulada no corpo durante o

intervalo de tempo é

AXAyAZ[((bp)(X, S I+At> - (¢p)(x7 Yy <, t]
At ’

(3.4)

em que ¢ representa a porosidade do meio dada pela razdo entre o volume dos poros e o volume
total. Dessa forma, substituindo as equagdes (3.2) a (3.4) na férmula (3.1) e dividindo por Ax A
y /A z, tem-se

(pve)(x, 3, 2,8) = (PVe) (x +Ax, y,2,8)  (PVy)(x, 3, 2,8) — (PVy) (X, y+ Ay, 2, 1)
Ax * Ay *

(pVZ)('xa Y, %, t) B (pvz)(x7 Y Z+AZ, t) <¢p)(x7 Y th_l_At) — ((])p)(x, Y %, t)

YAV 4 YAV ’

tomando o limite, com Ax — 0, Ay — 0, Az — 0 e At — 0, tem-se que a equacgdo da conservagio

da massa do fluxo compressivel € dada por:

_dlpvy) dlpwy) d(pvy) _ 9I(¢p)

- - = . 3.5
o 9y 9z o (3-5)
Usando a notacao do divergente na equacao (3.5) tem-se
d -
% +div(pv) = 0. (3.6)
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Lei de Darcy

A Lei de Darcy para um fluxo monofésico relaciona a velocidade aparente do fluido com os gradi-
entes de pressdo. Em trés dimensoes tem-se

_kedp ky dp k, dp

BT T T Tuoy T o (3.7)

com ky, ky € k; > 0. Portanto, o sistema de equagdes (3.7) pode ser escrito como:

L les
v:—ﬁKVp, (3.8)

>
sendo K o tensor das permeabilidades, cuja representacao matricial € dada por:

)

ky
R

K =

o
o o

0
0

A{V‘

O sinal negativo na equacao (3.8) indica que a pressao € decrescente na direcao do fluxo, ou seja, o
escoamento ocorre de um ponto de maior pressao para outro de menor pressdo. Para incluir a forca
da gravidade nas equagdes (3.7) toma-se a fungdo profundidade Z(x,y, z), aqui tomada na dire¢do-z.

Desda maneira, a lei de Darcy € dada por, [12, 22]:

5 1 «—
V== K (Vp=psV2), (3.9)

sendo g[m/s?] a aceleragdo da gravidade. Portanto, substuindo a lei de Darcy (3.9) na equagio
(3.6), tem-se a forma geral para a conservacdo de massa em fluidos compressiveis € monofasicos

em trés dimensodes
290) _,
ot ’

—div %‘?(vp—pgvz) + (3.10)

Equacao de Estado

Além das consideracdes relacionadas com fluxos em meios porosos feitas anteriormente, é neces-
sario especificar uma equagao de estado para o fluido, isto €, a relacdo entre a densidade e a pressao,

p = p(p). Para o caso de fluxo de liquidos, pode-se usar a equagio geral da compressibilidade dos
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fluidos, escrita na forma:
1dp
c=——,
pap

em que c[Pa~'] é a compressibilidade do liquido. A equacdo (3.11) pode ser desdobrada em fungio

(3.11)

de x, y, z e t para ser incorporada na equacao (3.10), obtendo as igualdades:

op_lop  op_1dp . ap_1dp
ox ¢ ox’ p&y_c8y p&z_c8z'
A equagdo a(gtp ¢ escrita da seguite maneira, [1]:

d(¢p) _¢cdp
ot c dt’

em que ¢, = ¢ +cy € a compressibilidade total, dada pela soma da compressibilidade do liquido
com a compressibilidade do meio.
Considerando ¢, ¢; € 1 constantes e desprezando o efeito da gravidade, ou seja VZ =0, a

equacdo 3.10 é escrita como
ap

P (3.12)

1 —
i — V = Ct
le(uK p)=(9c)

Condicoes de Contorno

Em simulacdes de reservatdrios, o interesse principal encontra-se no interior do mesmo. Sendo as-
sim, pode-se assumir que o meio poroso encontra-se dentro de um dominio Q C R? e 0 escoamento

no reservatorio esté sujeito as seguintes condicdes de contorno:

e Nos limites do reservatério pode-se aplicar condi¢des de contorno tipo Dirichlet ou tipo Neu-
mann. Nas condi¢des de contorno tipo Dirichlet define-se o valor da pressdo do fluido nos
limites do reservatorio e nas condi¢des de Neumann define-se o valor do fluxo (vazdo) que

entra ou sai do reservatorio através de seus limites.

3.1.2 Casos Especiais de Interesse

Neste trabalho consideram-se apenas casos especiais, em que a equagao de conservagdo de massa
(3.10) é simplificada. Inicialmente, assume-se que o efeito da gravidade é negligenciado e que o
meio seja homogéneo com ¢ constante. Nestas condi¢des, o problema de valor de contorno para

um fluido compressivel monofésico se reduz a:
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Problema 1: Fluido Compressivel

Encontrar p(x, y, z,,t) e V tal que

. J

~div[pV] + 95 =0,
1 «—

V= _——KVp (3.13)
g Kve

p=p(p),

9 _
ar.

0, tem-se um fluido incompressivel, em que a equagio da conservagio da massa se reduz a —divv =

mais as condicdes de contorno e inicial. No caso em que a densidade do fluido € constante, ¢
0. Dessa forma tem-se:

Problema 2: Fluido Incompressivel

Encontrar p = p(x, y, z,f) e V, tal que:

(3.14)

mais as condi¢des de contorno e inicial.



Capitulo 4

O Método dos Elementos Finitos - MEF

O Método dos Elementos Finitos - MEF para solucdo aproximada de um problema variacional
¢ essencialmente o método de Galerkin onde usa-se como espago de aproximagdao um espaco de
elementos finitos formado por fungdes polinomiais por partes. Simplificadamente, a metodologia

do MEF consiste nos seguintes passos:

1. Defini¢do da equagdo diferencial - em geral provém de uma lei de conservagdo e inclui as

informagdes de contorno;
2. Obtengdo da formulagdo variacional do problema;
3. Escolha de um espaco de funcdes de aproximacgdo de dimensao finita;

4. Aplicagdo do método de Galerkin para o espaco de fun¢des adotado: o resultado da aplicacao
do método serd um sistema algébrico cuja solucdo consiste de coeficientes da combinagdo

linear da solucdo aproximada em relacdo a da base adotada;

5. Resolugdo do sistema algébrico: consiste na resolug¢do do sistema linear gerado pelo método

de Galerkin para obtencdo dos coeficientes;

6. Andlise da solugdo obtida: como o resultado € uma aproximacgdo para a solucdo real do
problema, ha a necessidade de se verificar a precisdo da solucdo por meio de alguma técnica

de pds-processamento, ou ainda por meio da estimativa do erro de aproximagao.

Para descrever a metodologia serd utilizado um problema bidimensional, a equacdo de Poisson,

sendo desenvolvidas todas as etapas consideradas acima.

23
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4.1 O Problema Modelo - Equacao de Poisson

Seja © C R? um aberto limitado com contorno dQ Lipschitz (as derivadas normais de u sdo limi-

tadas e uniformente continuas em dQ). Considere o problema modelo de valor de contorno,
—Au=f emQ 4.1)
com f € L*(Q), sujeito & condi¢do de contorno de Dirichlet

u(x,y) =0, (x,y) € Q. 4.2)

4.2 Formulac¢ao Variacional

Multiplicando a equagdo (4.1) por um fung¢do v e integrando em £, tem-se

—/Q(Auv)dA:/Q(fv)dA, (43)

que vale para todas fungdes v de um espago escolhido adequadamente. As fungdes v sdo conhe-
cidas como fungdes teste. Com o intuito de descrever a formulagdo variacional do problema mais
consistentemente, serd introduzido a idéia de conjunto de todas fun¢des que sdo suficientemente
suaves para serem consideradas como fung¢des testes. O conjunto de tais fungdes, que tem valor
v(x,y) =0em (x,y) € dQ é denotado pelo simbolo V (Q).

Agora, serd obtida uma formulacdo variacional de (4.1) pela observacdo que, se u € v sao
fungdes suficientemente suaves, entdo, a integracdo por partes e com o uso da férmula de Green,

Apéndice B.2, do lado esquerdo da expressao em (4.3), tem-se

/Q (Vie-Vv)dA = /Q (fv)dA. (4.4)

Pode-se observar que (4.3) contém as derivadas segundas da solucdo u, enquanto (4.4) tem ape-
nas derivadas primeiras e assim, em passar de (4.3) para (4.4) tem-se um "enfraquecimento” da
suavidade requerida na soluc¢do. Desta forma, (4.1) e (4.2) podem ser substituidas pelo problema

variacional
Encontrar u € V(Q), tal que

/ (Vu-Vv)dA =/ (fv)dA, Yv e V(Q), (4.5)
Q Q

em que V(Q) = Hj (Q). Isto &,
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V(Q)={ve H'(Q): v(x,y) =0, (x,y) €Tp}. (4.6)

Outro aspecto importante a ser destacado € a possibilidade de representar a formulacdo variaci-

onal através de um termo bilinear € um termo linear conforme mostrado abaixo:

B(uﬂO::/g(Vu'Vv)dA,

4.7)
F) = [ (fv)da.
Q
Assim, o problema € escrito como:
Encontrar u € V(Q), tal que 48)
B(u,v) =F(v), Vv e V(Q). .

4.2.1 Existéncia e Unicidade

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se,

| B(u,v) [= [ Jo (Vu- Vv)dA[ <[ Vi [|12q) | VV [l 12(0)

<Nl @l vz (o), Yu,veV(Q)

Isso implica que a forma bilinear B(., .) é limitada em V(Q) x V(Q). Além disso, tem-se que a
forma bilinear é simétrica em V(). Por outo lado, através da desigualdade de Friedrichs, existe

uma constante C > 0 tal que
|| u |]%2(Q)< C || Vu ||i2(Q), YueVv(Q).
Pelo fato de || u ||12L11(Q):|| u ||i2(9) + || Vu ||%Z(Q), tem-se
By < (15C) | Vi [ 22
Como B(u,u) = [ (Vu-Vu)dA =|| Vu ”é(g)’ resulta que

Blu,u) > (1-C)7' | u|? Yuev(Q).

Isto &, B(., .) é coercivaem V(Q) x V(Q). Portanto, pelo Teorema 2.5, Teorema de Lax-Milgram,

existe uma unica solug@o u para o problema (4.8) (maiores detalhes ver [11], pg. 91).
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4.3 Espacos de Elementos Finitos

Espacos de elementos finitos sdo espacos de fungdes polinomiais por partes definidas em sub-
divisdes do dominio de simulacdo. Para definir um espaco de elementos finitos é necessario os

seguintes passos, [13] pagina 67:

e Construir uma particdo 7, = {K} do dominio computacional Q. Os elementos K poderdo ser
intervalos, para m = 1, triangulos ou quadrilateros, para m = 2, e tetraedros, por exemplo,

param = 3;

e Definir a natureza das funcdes v sobre cada elemento K (isto €, linear, quadrética, cubica,

etc) e uma base local para essas fungdes;

e Construir o espaco de elementos finitos V}, através da descricdo dos parametros que permitem

combinar as funcdes de base locais em cada elemento, formando bases globais.

Nesta secdo serd abordado de maneira sucinta o conceito dos espacos de elementos finitos para o

caso particular dos espacos de Lagrange.

4.3.1 Espacos de Elementos Finitos de Lagrange em 1D

Seja #; o espago vetorial real dos polindmios de grau menor ou igual a d. Dada uma sequéncia
de d+ 1 pontos ay < a; < ... <ayg_1 < ay, definem-se os polindmios de Lagrange ¢; € &, para
i=0,1,2, ..,d,

d _ .
)= T (—aj)
j=0, j#i(ai—a;)

que formam uma base para &;. De fato, como

t(a)) 1 se i=j
ilaj) =
! 0 se i#]

todo polindmio p € Z; € escrito da seguinte forma:
p(x) = p(x0)lo(x) + p(x1)l1(x) + ... +p(xg)la(x).

Definicdo 4.1 Dada uma particao T, = {K = [xx_1,x¢|, k =1, .., n} do intervalo [a, D], seja
Vi =L4(Th) o conjunto das fungdes v definidas no intervalo [a, b), tal que

e A restri¢do de v(x) em cada elemento K € Tj, coincide com um polindémio p(K) (x) € Py;
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e 0 C%[a, b))

0 espago Ly (Ty,) é um subespago vetorial de C°([a, b]) com dim(LLy(T},)) = n x d + 1. O pardmetro

h indica o espacamento minimo h = min{hy, k=1, ..., n}.

A seguir, mostram-se alguns exemplos desses espacos, o espago das funcdes de Lagrange li-
neares e quadriticas, 1L (7,) e LLy(7},) respectivamente. A construgio dos espagos das fungdes de
Lagrange de grau maior ou igual a trés, isto é, as funcdes cubicas, quarticas, etc, € andloga, como
indicado em [10] pagina 64 e [7] pagina 38.

Espacos das Funcoes de Lagrange Lineares por Partes

Para d = 1, o espago Vj, = L;(7},) é denomindo de espago das fun¢des de Lagrange lineares por

partes. Os polindmios de Lagrange associadas aos vértices do elemento K = [x_1, xi| sdo dados

por
Xk — X
0 = =,
k
4.9)
00 =
k

em que hy = xx —xi_1. Desta forma, a restri¢do de toda fungdo v € L (7},) ao elemento K pode

ser expressa em termos desta base de Lagrange
() = v 1) 0 () + 0098 (1), V€ K = (w1, .

As fungdes (b](K) e ¢2(K) sao chamadas de func¢oes de base local, no elemento K. A Figura 4.1
mostra um elemento padrdo, ou mestre, K = [0, 1] com as funcdes de base local ¢ e ¢».

A partir da defini¢do das fun¢des de base local definem-se as fun¢oes de base global do espaco
Li(Ty).

Definicdo 4.2 Denota-se por @;(x), i=0, 1, 2, ..., n, as fungdes da base global do espago 1L\ (Ty,),

associadas aos vértices x; dos elementos da particdo Ty, as quais sdo definidas por:

X1 —X

px) =9 M
0 se x ¢ [xo, x1],

se x € [xg, x1]
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08
0.6
041

02

00+

I I I I |
02 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1: Fungdes de base local lineares para problemas unidimensionais.

TN g e [xi—1, «]
hi
ei() =< 7T o xelx, xi]
hii
0 se x & [xi_1, Xi+1]
e
X—Xp_
e X € [Xp—1, Xy]
Pn(x) = hn
0 se X ¢ [xn—17 x”l]

As fungdes @; satisfazem a condi¢@o

1 se i=j

i(x;) = L0, j=0,1, .., n
#ilxj) { 0 se i#]

sendo portanto, chamadas de fun¢des de base nodais. Essas funcdes sao linearmente independentes

e verifica-se que toda v em LL; (7},) se expressa na forma

n
v(x) =Y v(x)@i(x).
i=0
Portanto, formam uma base para o espago L(7},), resultando que a dimensédo de IL;(7},) € igual
a n+ 1. Pela sua constru¢do, uma fungdo de IL;(7},) possui derivada constante por partes, sendo

portanto uma funcio de H' ([a, b]).
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Figura 4.2: Funcdes de base local quadréticas para problemas unidimensionais.

Espaco das Funcoes de Lagrange Quadraticas

Para d = 2, o espago V;, = LL»(7},) é denomindo espago das fun¢des de Lagrange quadrdticas por
partes. Os polindmios de Lagrange associadas aos vértices do elemento K = [xx_1, xx] € ao seu

ponto médio Xy = (xx_1 +xx) /2 sdo dados por

(K) - Xx —X xk—x_l

o) = 2( h )( P 2)’

(K) . Xg — X X —Xk—1

¢, (x) = 4( ™ )( hk ) (4.10)

(K) B X—xg—1 | (X211
) = 2( Iy )( h 2)’

em que, hx = x —x,_1. Sendo assim, a restricdo de toda fungdo v € L(7},) ao elemento K pode

ser escrita da forma
(x) = (1) (1) + @O (1) + V()T (1), VxEK = [re 1, 1]

As funcgdes ¢1(K), (])Z(K) e ¢3(K) sdo as func¢oes de base local do elemento K. A Figura 4.2 mostra um
elemento padrdao K = [—1, 1] com as fung¢des de base local ¢1(K)’ ¢2(K) e ¢3(K) pertencentes a &,.
A partir da definicao das fungdes de base local quadraticas, definem-se as funcoes de base

global do espago L, (7},).

Definicao 4.3 Denota-se por @y, @1, Qox—1, Pk, --» Pon—1, P2n as funcoes da base global do
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espaco Ly (Ty,), as quais sdo definidas da seguinte forma:

1. Fungdo @y associada ao ponto x

X1 —X x1—x 1
2 —= ] se xeK=|xg, x
on(x) = ( s )( h 2) ol

0 se x ¢ [xo, x1].

2. Fungoes @y associadas aos pontos xx, k=1, 2, ..., n—1,

¢3(K) (x) se x€K=|xx_1, xx
P (x) = ¢1(K) (x) se x€K=][xx, xxt1]

0 se x ¢ [xg_1, Xet1]-

3. Fungdes @y associadas aos pontos médios Xx = (xx—1+ Xx) /2, Xx € K = [xx—1, Xk,
k=12, ...,n

e 1(x) = { 0f900) se xeK =, x]

0 se X & [xx_1, Xg.

4. Fungdo @, associada ao ponto x,

X— X X — Xp— 1
Pn(x) — 2( h" 1)( i 1_5) se X €K =lot, x
n - n n

0 se x & [xp—1, xn].

As fungdes @; satisfazem as condi¢des

1 se X=Xk
Px(x) =49 0 se x=uxj, j#k , k=0,1, .., n,
0 se X=Xk

1 se =X
(DZk—l(x) = Tk R k= 1, 2, ey 1,
0 se x=ux;

sendo portanto, chamadas de func¢des de base nodais. Essas funcdes sao linearmente independentes

e verifica-se que toda v em IL,(7},) se expressa da na forma

2n
v(x) =) a;pi(x),
j=0
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em que os coeficientes s30 arx = V(xk) € asx—1 = V(X). Portanto, formam uma base de L;(7}),
cuja dimensdo é 2n+ 1. Pela sua constru¢do, uma func¢ao de 1L,(7},) possui derivada linear por

partes, sendo portanto uma funcéo de H' ([a, b]).

4.3.2 Espacos de Elementos Finitos de Lagrange em 2D

Os principios para a construgdo de espacos de elementos finitos de Lagrange bidimensionais sao
andlogos ao caso unidimensional. Ou seja, considera-se o dominio computacional Q C R? particio-
nado em um ndmero finito de elementos retangulares ou triangulares K, formando uma paticao 7j,.
Constroem-se funcdes de base polinomiais localmente em cada elemento e depois constroem-se as

fungdes de base globais, as quais sdo continuas nas interfaces, entre elementos adjacentes.

Elementos Retangulares

Sobre um elemento retangular K define-se por Q1(K) o espaco das func¢des polinomiais bilinea-
res,
01(K) ={v, v(x,y) =+ ox+ oy +asxy, (x,y) €Ke oy € R},

com dim Q1 (K) =4. As fungdes v € Q1 (K) séo produtos tensoriais de polindmios unidimensionais
de grau menor ou igual a um em cada uma das varidveis x e y. Sendo assim, se K = K, x K,
com K, = [xx_1, x¢] e Ky, = [yj_1,y;], as fungdes de base local para Q;(K) podem ser obtidas
como produto tensorial das fungdes de base de Lagrange lineraes, (4.9), para & (K,) e Z(K,).

Precisamente,

oMy = o™ e ),

0Ny = o™ W™ ),
4.11)

o y) = o9 (),

o5 (ry) = 0000,
sdo as quatro fungdes de base local para Q1 (K), as quais sdo fungdes nodais associadas aos quatro
vértices de K. Como exemplo, a Figura 4.3 mostra um elemento retangular padrdo, K = [—1, 1] X
[—1, 1], e a Figura 4.4 mostra as fungdes de base sobre o elemento, associadas aos vértices all,
al2, a2l e a22 do elemento.
De forma andloga, produtos tensoriais de polindmios de Lagrange de ordem arbitrdria podem

ser usados nas construgdes de elementos retangulares de ordem superior cujas bases locais nodais
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y
al2 1 a22
-1 1
X
all -1 a2l
Figura 4.3: Elemento retangular K = [—1, 1] x [—1, 1] e seus vértices indicados por all, al2, a2l

e a22.

P

Do, y) |

Figura 4.4: Funcdes de base local bilineraes para problemas bidimensionais.
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estdo associadas aos nés que sdo obtidos pelo produto tensorial das fun¢des nodais pertencentes as

bases unidimensionais correspondentes, [10] pidgina 198.

Como no caso unidimensional o espaco de elementos finitos retangulares Vj, sdo construidos
combinando as bases locais para formar bases globais continuas. Além disso, pelo fato das funcoes
v € V}, serem polindmios em cada elemnto K e continuas através da fronteira de elementos adjacen-
tes, entdo as derivadas D%, | o |= 1, existem e sdo continuas por partes, portanto v € H'(Q), [10]
e [13].

Elementos Triangulares
Sejam K um elemento triangular e 27 (K) o espago de fungdes lineares
U(x, y) = 0 + 0x + 03y, (x7 y) ek

com dim Z (K) = 3. Sendo (x;,y;) € R?, j=1, 2, 3, as coordenadas dos vértices do triangulo,
as funcgdes de base local sdo:

1
0f(xy) = Fi-lleays —xsy) + 2 —yshet (s 2],
1
0(0y) = i oy —ms) + 05—yt (=), (4.12)
(K) !
957 y) = o [lnya —xayn) + O —ya)x (o —x)yl,

em que Ak € a drea do tridngulo K, de forma que

I se i=j

Ky v —
o (x],y])—{o se i#].

Toda funcdo v € &;(K)) é escrita unicamente por

(x,y) = a0 (x) + a5l (1) + Ko (x), V(x,y) €K

sendo aE.K) =v(xj,y;),j=1,2,3.
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De forma geral, dim Z,(K) = w e

Z.(K) = {v, v(x,y) = Z Otijxiyj para (x,y) €K, o;; € R}.

0<i+j<r

Analogamente definem-se fungdes de base local ¢i(K) (x,y),i=1, ..., dim Z,(K). Para os casos
dos elementos quadraticoss e cubicos, ver [10] pidgina 204.

Como no caso dos elementos finitos retangulares, o espaco de elementos finitos triangulares
V), sdo construidos combinando as bases locais para formar bases globais continuas e resultam em
subespacos de H'Q), [10] e [13].

4.3.3 Formulacao de Galerkin

Considerando que ja se tem a formulacdo variacional para o problema e um espaco de elementos
finitos V},, pode-se agora pensar no método de Galerkin, visto na Subsecdo 2.3.2, para construir
solugdes aproximadas para o problema (4.8). Assim, em vez de tratar o problema de dimensao
infinita (4.8), procura-se uma soluc¢do aproximada u;, € V. Desta forma, o problema aproximado

consiste em:

Encontrar u;, €V}, tal que 4.13)
B(up,vp) = F(vi), Yvp € Vy. '
Utilizando as fungdes de base global para V),
Yy={¢y, i=1,..., Ny}, (4.14)
e adotando como fungdes testes v = @;, j =1, ... ,Nj, o problema (4.13) resume-se em:
Encontrar ¢, i =1,... ,Nj, tal que
(4.15)

Ny
Y oi{B(0i )} = F(@)), J=1, . Ny

Consideram-se agora algumas mudangas de notagdes, sob as quais o problema (4.15) é mais visto:

e A matriz de rigidez global K;;, € dada por:

Kij=B(¢i, ;) = /Q (Voi- Vo, ) dA; (4.16)
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e O vetor de carga X = [X;] ¢ dado por:
Xj=F(g;) = /Q (f ;) dA. (4.17)

Com isso, o problema (4.15) pode ser escrito na forma usual (sistema de equacdes lineares):

Encontrar ¢, i =1, ... ,Nj, tal que

N . (4.18)
.ZIOC,'K,‘]' :Xj , ] = l, ,Nh.
1=

O qual pode ser represenatado por [K][¢t] = [X].

4.4 Estimadores de erro

O método dos elementos finitos fornece uma aproximacdo da fun¢do procurada, dentro do subes-
paco V, escolhido. Caso o subespacgo escolhido V), ndo seja adequado, a fun¢do de aproximagdo
ndo apresentard uma precisdo satisfatéria. Neste caso, uma andlise para verificar tal precisao serda
necessaria.
Para a andlise de aproximacdo gerada por meio de uma metodologia de elementos finitos
considera-se o erro
e(x) =u(x) —up(x) , (4.19)

em que u € a solucdo exata e u;, € a solucdo aproximada. As principais normas utilizadas no estudo
de estimadores de erro sdo :

- norma energia E(Q): || e |4= B(u — uy,, u—uy,), em que B representa uma forma

bilinear;

-norma L?(Q) : || e ||i2: Jo lu—uy |? dx;

- semi-norma H'(Q) : | e ]%{1: Jo | Vu—Vuy, |2 dx;

-norma H'(Q) : || e[[F1=ll e I} + | e [}

- norma L™(Q) : | e ||z== sup eqf| u(x) —up(x) [}.
Utilizando uma norma e conhecendo-se o resultado analitico do problema em questdo, o célculo
do erro seria simples. Como a obten¢do da solug@o analitica € algo invidvel para a maioria dos

problemas nos quais sdo utilizados métodos numéricos, utiliza-se, entdo, uma abordagem na qual

o erro da aproximacdo € estimado.
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Os estimadores de erro podem ser baseados em dois grupos: a priori € a posteriori. As esti-
mativas de erro a priori trazem informagdes antecipadas sobre a grandeza do erro e sobre 0 modo
de convergéncia da solucao. O estimador de erro a posteriori € baseado nas informagdes obtidas
durante o processo de solucdo e as estimativas de erro podem ser feitas para cada elemento da
malha (erro local) ou para toda malha (erro global). Os estimadores de erro a posteriori tem seu
desenvolvimento cada vez maior, sendo [6] o primeiro trabalho de destaque, onde o estimador de

erro baseia-se nas aproximagdes da norma de energia do erro em cada elemento K da malha.

Em seguida apresentam-se algumas estimativas de erro a priori e a posteriori. Um estudo mais
aprofundado do assunto, ja que estd além do estudo proposto nesse trabalho, pode ser visto em [11]
e [2, 24].

4.4.1 Estimativa do Erro a Priori

Nesta se¢iio apresentam-se algumas estimativas a priori para o erro, nas normas em H' (Q) e L?(Q),
na aproximacdo pelo método do Galerkin do problema modelo, que sdo vélidas sob condicdes
apropriadas dos espacgos aproximantes de elementos finitos (ver [11], pg. 82-95).

Seja e = u — uy, o erro entre a solugdo exata u do problema (4.8) e a solu¢do aproximada por
elementos finitos u;, do problema (4.13). Seja p > 1 o grau dos polindmios usados na defini¢do das

fungdes de base Vj, supondo que u € H'(Q) ﬂH(} (Q),r>1,e u=min(p, r—1), entdo

M
| ellpo< C(1+ E)h“ || (4.20)

Assim, se u for suficientemente suave (isto €, se r for grande), a taxa de convergéncia assintdtica do
erro, na norma em H'(Q), serd de ordem O(h”). Por exemplo, para elementos lineares e quadrati-
cos tem-se as ordens O(h) e O(h?), respectivamente. Vale notar que, se a regularidade de u for r < p
o aumento no grau do polindmio ndo melhora a taxa de convergéncia. Verifica-se que se f € H*(Q),
Q é convexo com fronteira dQ Lipschitziano, entdo, u € H*2(Q) e || u || ws2@) < C | f s

ver [11, 19]. Desta forma, tem-se

el < CRM | f s, (4.21)

em que

Hi :min(p,s+1)

e C € uma constante que depende dos dados do problema.
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No caso da norma em L?(), tem-se o seguinte estimador do erro:

e llr2)< CAY || u llmr(e)

sendo
y=min(2p,p+1,r).

Se f € H*(Q), || u||gr@)< C || f | gr2(q)- entdo

e llz20)< CP* || £ lls(e),

em que
A=min(2p,p+1,s+2)

e C € uma constante que depende dos dados do problema. Assim, se elementos lineares sdo usados,
p=1,er=s5+2>2 tem-se A =2 e ordem O(h?) para o erro em L*(Q), e assim sucessivamente

para elementos de grau maior.

Outras estimativas para erro a priori considerando a norma da energia E e a semi-norma H'!(Q)

sao mostradas em [10, 11].

De um modo geral, as estimativas a priori sao da forma
Erro(h) =|| e |< Ch*, (4.22)

em que C é uma constante que depende dos dados do problema e ¢ é um inteiro que depende
da regularidade da solug¢do e do grau dos polindmios usados na definicdo das fungdes de base
polinomiais por partes utilizadas. O expoente ( € uma medida da taxa de convergéncia assintética
do erro, com respeito a norma || - || escolhida. Além disso, se y > 0, entdo o erro || e ||, claramente,

aproxima-se de zero quando 4 tende a zero.

4.4.2 Estimativa do Erro a Posteriori

Nesta secdo apresenta-se uma etimativa para o erro a posteriori, encontrado em [2, 24], através
da norma da energia. A forma bilinear B(u,v) é simétrica e coersiva em V(Q) x V(Q) e assim,
define um produto interno em V(Q). Este produto interno estd associado com a norma de energia

| u ||g= /B(u,u). O erro numérico na aproximagio uy, de u, é dado por uma fungio e € V(Q) ,
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e = u— uy. Fazendo u = e + u;, tem-se

B(e+up,v) = F(v) = B(e,v) + B(up,v) = F(v)

(4.23)
= B(e,v) = F(v) — B(uy,v), YWweV(Q)
Escrevendo R} (v) = F(v) — B(up,v), tem-se
B(e,v) =R;(v), YWwveV(Q), (4.24)

em que RY, chamado de residuo, é um funcional linear do espago dual V/(Q) e depende dos dados
do problema e da solucdo por elementos finitos u;,. Essa estimativa de erro faz uso dos dados do
problema variacional e propriedades do erro. Por exemplo, este erro aproximado satisfaz a equagao
residual (4.23) e a condig@o de ortogonalidade de Galerkin, Subsecao 2.3.2,

B(e,vh) = RZ(Vh) = F(Vh) —B(uh,vh) =0 , \V/Vh c Vh .

Uma equacao residual similar a (4.23) é proposta por Ainsworth e Oden [2], a qual € obtida pela

integragdo por partes, sobre cada elemento, da parte esquerda da equagdo (4.23).

/(Ve-Vv)dA:/(Rv)dA+/(vVe |k -7k )ds. (4.25)
K K K

Em que:

e : fun¢do erro procurada;

v : fungdo teste;

R : funcdo residual ou residuo, R = f + Au;
7ig : vetor normal a face do elemento (K);

K : elemento em analise.

Assim, de acordo com [2], resolvendo a equagdo (4.25), considerando condi¢des de continuidade

das funcdes e de suas integrais, a sua solucdo pode ser limitada por:
lellegy< Crll Rl 2wy +Co IS 2k - (4.26)

onde S é uma aproximagao para Ve - rig na face do elemento e C; e C; sdo constantes que dependem

da malha, principalmente do tamanho do elemento (/).
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4.5 Adaptatividade

Nesta Subsecado faz-se uma breve introducdo sobre o conceito de adaptividade. Pela defini¢ao do
MEEF, os parametros que podem ser alterados para modificar o espaco de fun¢des de aproximagao

Sao:

e /i: parametro relacionado a discretizacdo da malha, normalmente associado ao "tamanho" do

elemento;

e p: parametro relacionado ao grau dos polindmios, de cada elemento, utilizados como base

local para o espago Vj,.

A adaptividade consiste no enriquecimento/melhoria do espago de fungdes Vj, onde este enrique-
cimento pode ser feito através do refinamento dos parametros 4, p ou ainda a combinagdo destes.
O refinamento /4 consiste na reducdo do tamanho dos elementos da malha, enquanto que o refina-
mento p consiste na elevagdo da ordem dos polindmios da base de funcdes teste. O refinamento zp

consiste no refinamento destes dois parametros para a mesma malha.



Capitulo 5

PZ - Ambiente de Programacao Orientado a
Objeto

A parte numérica deste trabalho foi desenvolvida usando o Ambiente de Programacdo Cientifica
Orientada a Objetos PZ, que € um cddigo livre, disponivel para a comunidade cientifica através do
endereco http://labmec.fec.unicamp.br/pz/download. Para um estudo mais aprofundado do Ambi-
ente PZ ver as referéncias [8, 24].

O ambiente PZ € um conjunto de classes em linguagem C++, com o objetivo de permitir a
implementa¢do de métodos de elementos finitos em problemas de valores de contorno unidimen-
cionais, bidimensionais e tridimensionais. O PZ € constituido de modulos bem diferenciados, cada
qual com fungdes especificas, os quais combinados adquirem as funcionalidades necessérias para
a implementacdo de métodos de elementos finitos.

O PZ ¢ desenvolvido usando programacao orientada a objetos e portanto tem como um de seus
grandes trunfos a reutilizacdo de codigos (objetos e métodos), pois a maioria das partes de um
cddigo de elementos finitos sdo muito semelhantes de uma formulacdo para outra.

O ambiente PZ pode ser entendido como um conjunto de ferramentas cuja tnica interdepen-
déncia reside na utilizacdo de suas classes comuns e utilitdrias. De modo geral as ferramentas do

ambiente PZ podem ser classificadas nos seguintes grupos:

e Moddulo para defini¢do do problema a ser solucionado;

e Moddulo para defini¢do de geometria do problema, incluindo diversos elementos unidimensi-
onais, bidimensionais e tridimensionais, além de algoritmos de adaptatividade & para todos

os elementos disponiveis;

e Moddulos para defini¢do de espaco das funcdes de base;

41
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e Moddulos utilitdrios, onde sdo definidas classes de vetores matriciais e métodos de resolugcao

de sistemas lineares.

Como exemplo de classes implimentadas no PZ, tem-se:

A classe TPZGeoMesh e suas classes derivadas executam (implementam) uma malha geomé-
trica para o ambiente PZ, em que, uma malha geométrica consiste em uma colecdo de nds e ele-
mentos geométricos. A classe TPZCompEl e suas classes derivadas implementam o espaco de
aproximacao.

A classe TPZAnalisys e suas derivadas implementam as operagdes globais de uma simulacio
de elementos finitos, sendo aqui executadas as operagcdes de construcdo de sistema de equacoes.
Implementam métodos de resolugdo do sistema, podendo ser implementado desde a solugdo de

problemas lineares até a solucio de problemas ndo lineares com evolugdo no tempo.

5.1 Experimentos Numéricos

Sao resolvidos numericamente dois problemas de valores de contorno, unidimensional e bidimensi-
onal, respectivamente, tendo como objetivo confirmar a ordem da taxa de convergéncia assintética
do erro, nas normas H'(Q) e L?>(Q), em problema elipticos, conforme o que foi apresentado na
andlise do erro a priori na Se¢do 4.4 do Capitulo 4. Além disso, o estudo da taxa de convergéncia
¢ util na validacdo do programa computacional desenvolvido. Na resolucao numérica do problema
unidimensional utilizam-se os espacos de elementos finitos de Lagrange em 1D como espacos de
fungdes aproximantes. J4 no problema bidimensional usam-se os espacos de elementos finitos de

Lagrange em 2D associados aos elementos retangulares da particao da malha.

5.1.1 Problema 1D

Considera-se o seguinte problema de valor de contorno

—u"(x)+tulx)=1, xeQ
u(0)=2
u(9) = exp(9)+1,

com Q = (0,9). A solugdo analitica deste problema é u(x) = exp(x) + 1, como mostra a Figura
5.1.
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Figura 5.1: Grificos da Solugéo exata exp(x) + 1 do problema 1D.

Formulacao Variacional

Multiplicando a equacdo diferencial pela fun¢do teste v € Hé (Q) e integrando no intervalo, tem-se:

9 9
| - op +utvo] dx = [ )

Fazendo integrag@o por partes tem-se que:

I
:\
—
=
N—r
<
—~
=
~
c o
|
S—
o
=\
—~
=
N—
<\
—~~
=
=~
QL
=

? 1/
/0 [ (x)v(x)] dx

Portanto, a formulagio variacional é dada por: Encontrar u € H'(Q), u(0) = 1 e u(9) = exp(9) + 1,

tal que

B(u,v) =F(v), W€ H(}(Q) ,

em que
B(u,v) = [o W (o)v'(x) +u@)v(x)]dx, F(v) = fy [v(x)]dx.

Solucio Numérica

As Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 mostram os graficos da solugdo exata e das solugdes aproximadas conside-
rando elementos finitos de Lagrange lineares, p = 1, em malhas uniformes variando o espacamento
h. Observa-se que a solu¢do aproximada tende a solu¢do exata com 4 tendendo a zero.

A partir de (4.22), se Erro = O(h*), plotando o grifico log-log, (log,oh versus log,qErro ),
obtém-se

logErro = tlogoh+log;,C. (5.1)
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Figura 5.2: Griéficos da solugdo aproximada uy(x) usando fungdes de base lineares, p = 1, e com
h=9/2eh=9/4.

h =9/8 h=9/16
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Figura 5.3: Gréficos da solugdo aproximada u(x) usando fun¢des de base lineares, p = 1, e com
h=9/8eh=9/16.
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Figura 5.4: Gréficos da solugdo aproximada u,(x) usando fun¢des de base lineares, p = 1, e com
h=9/32¢ h=9/64.



5.1. EXPERIMENTOS NUMERICOS 45

log,o(Erro, /Erro,)

Medida da taxa de convergéncia, U =

’ H Norma L*(Q) H Selrzlgil—onzorma H'(Q) ‘
| mh | p=1] p=2] p=3 ] p=1 | p=2 | p=3 |

9/2,9/4 1,42233 | 1,99839 | 3,10097 || 0,691256 | 1,328720 | 2,038520
9/4, 9/8 1,80423 | 2,63041 | 3,66221 || 0,753194 | 1,770680 | 2,629380
9/8, 9/16 1,96531 | 2,89580 | 3,91391 || 0,843794 | 1,951090 | 2,881740
9/16,9/32 || 2,00360 | 2,97332 | 3,98654 | 0,922576 | 1,998160 | 2,963590
9/32,9/64 || 2,00742 | 2,99330 | 4,00143 || 0,963188 | 2,005300 | 2,988050
9/64, 9/128 | 2,00512 | 2,99830 | 4,00262 || 0,982258 | 2,004240 | 2,995570
9/128, 9/256 | 2,00291 | 2,99955 | 3,99992 | 0,991339 | 2,002520 | 2,999490
9/256, 9/512 | 2,00155 | 2,99988 | 3,95877 || 0,995722 | 2,001360 | 3,009460

Tabela 5.1: Taxa de convergéncia do erro medido nas normas L?(Q) e semi — H'(Q).

A partir desta equacio, a medida da taxa de convergéncia pode ser estimada da seguinte maneira:

considerando os parametros h; e hy, hy > hy, pertencentes a duas malhas uniformes, tem-se

logoErroy = plog;yhy +1log; C

log ;o Erroy = plog,qhy +1logoC.

Subtraindo a segunda equacao da primera resulta que

_ logy (Erro /Erroy)

5.2
log 1o (1 /) -2

As Tabelas 5.1 e 5.2 mostram os valores da taxa de convergéncia  estimada pela férmula (5.2),
tomando valores de 4 listados na primeira coluna. De acordo com a literatura [10, 11], para o
erro medido na norma L?(€) a taxa de convergéncia deve ser de ordem O(h”*!) enquanto que nas
normas H'(Q), semi — H'(Q) e energia E(Q) a ordem é de O(h”), concordando com os valores

estimados. A Figura 5.5 mostra os gréfico log-log dessas taxas de convergéncias.

5.1.2 Exemplo 2D

O objetivo aqui, € mostrar um problema de valor de contorno, no qual € dificil de ser verificada
numericamente a taxa de convergéncia do erro O(h”) esperada. Neste caso, nem sempre o refina-

mento uniforme h ou p leva a um erro numérico tendendo a zero quando /4 tende a zero ou quando
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Medida da taxa de convergéncia, U =

log,o(Erro, /Erro,)

logjo2

| Norma H'(Q) [ Norma energia E(Q) |

Mk | p=1 | p=2 | p=3 || p=1 | p=2 | p=3 |
9/2,9/4 1,271910 || 1,39891 | 2,21611 1,27191 | 1,39891 | 2,21611
9/4, 9/8 1,314010 || 1,80502 | 2,67647 || 1,314010 | 1,80502 | 2,67647
9/8, 9/16 1,082410 || 1,96237 | 2,89346 | 1,082410 | 1,96237 | 2,89346
9/16,9/32 | 0,983935 || 2,00129 | 2,96641 | 0,983935 | 2,00129 | 2,96641
9/32, 9/64 0,977423 || 2,00611 | 2,98873 || 0,977423 | 2,00611 | 2,98873
9/64, 9/128 | 0,985640 | 2,00445 | 2,99593 || 0,985640 | 2,00445 | 2,99593
9/128, 9/256 || 0,992148 | 2,00257 | 2,99954 || 0,992148 | 2,00257 | 2,99954
9/256, 9/512 || 0,995924 | 2,00137 | 3,00946 || 0,995924 | 2,00137 | 3,00946

Tabela 5.2: Taxa de convergéncia do erro medido nas normas H'!(Q) e E(Q).

NORMA L2

NORMA SH1

Log(Erro)

Log(Erro)

Log(h)

Figura 5.5: Grifico da Taxa de convergéncia nas normas L?(Q), semi — H'(Q) e energia E(Q),
com p=1(0), p=2 () e p=3 ().
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aumenta-se a ordem dos polinomios das fun¢des de base.

Considere o seguinte problema de valor de contorno, [2] pg. 198:

_Au_fa (.X,y)EQ
u=>0, ( )EFD
al’t/an - a (X,y) €ln

emque, Q= (0,1)x(0,1),Ip={(x,y), 0<x<ley=0},[y=T-Ipe
Flry) = 10{('% = 1)(e!»" = D) (x—1)>(y— )2+
419" — 1)(1 —x)x(1+e!% (=102 + 10x — 1)) (y — 1)%%+

(19 — 1)x2(—1 + 1% (200x* — 400x3 +250x% — 60x + 11)) (y — 1)2y2+

40197 (107 — )(x — 1)22y2(2y2 — 3y + 1) + (€107 — 1)(e!®" — 1) (x — 1)2x2(6y?

10197 (107 — 1) (x — 1)22(y — 1)22(20y* + 1) }.
A solucgdo exata é dada por:

u(x,y) = 52 (1 =)' — 1)(1 - y)2(e'> —1).

Formulacao Variacional

Seja V() o subespago
V(Q)={veH (Q) : v=0emIp}.

-y+1)+

47

Multiplicando a equacao diferencial pela fung@o teste v € V(Q) e aplicando a férmula de Green,

Equacio (B.6), tem-se:

/Q(VwVv)dA—/aQ(vVu-n)ds:/Q(fv)dA

Pelas condicdes de contorno, tem-se

/Q(vu.Vv)dA:/Q(fv)dA
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Figura 5.6: Solugio exata do problema 2D, u = 5x*y?(1 —x)z(elox2 —1)(1 —y)z(eloy2 —1).
Portanto, a formulag@o variacional é dada por: Encontrar u € V(Q), tal que

B(u,v) =F(v) WweV(Q)

em que

B(u,v):/Q(Vu-Vv)dA, F(V)Z/Q(fv)dA.

Solucao Numérica

Embora seja suave, a solucao exata possui uma regido de forte gradiente, como mostra a Figura 5.6.
Devido a esse fato, o custo computacional para se obter uma solu¢do com precisao adequada, pode
ser muito alto quando trabalha-se com refinamentos uniformes #p. Nas Tabelas 5.3, 5.4,5.5¢ 5.6
mostram-se os valores do erro numérico e das taxas de converéncia do erro medidos nas normas
L*(Q) e H'(Q), onde podem-se constatar os cometarios acima. O parAmetro p representa o grau
das func¢des de base de Lagrange unidimensionais, utilizadas no produto tensorial para constru¢ao

dos espacos de elementos finitos de Lagrange em 2D.

A Figura 5.7 mostra o gréfico da soluc@o aproximada usando p =5 e h = 1/32. Os valores do
erro, e = u — uy, calculados nas normas L*(Q) e H'(Q) sdo de 0,00087364 e 0,428289, respecti-

vamente, como mostram as Tabelas 5.3 e 5.5.
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L

Valor do erro,

Nz
h p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5
1/2 | 485,037 | 395,791 | 182,802 | 68,6695 71,9861
1/4 | 418,617 | 120,598 | 53,681 44,486 20,6810
1/8 | 145,654 | 38,2637 | 24,2332 | 17,15342 1,46716
1/16 || 37,8799 | 16,6034 | 3,48541 | 0,455989 | 0,04451890
1/32 | 18,9318 | 3,08534 | 0,28934 | 0,0182051 | 0,00087364

Tabela 5.3: Valor do erro medido na norma em L*(Q), considerando p =1, p=2,p=3,p=4e

p=>5.

. log,o(Erro, /Erro
Taxa de convergéncia, | . [|;2(q), 4 = Bl loguié :
hi, hy p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5
172,1/4 || 0,212464 | 1,71453 | 1,76815 | 0,626318 | 1,79941
1/4, 1/8 1,52309 | 1,65616 | 1,14708 | 2,636650 | 3,81721
1/8, 1/16 1,94304 | 1,2045 | 2,79758 | 3,971560 | 5,04246
1716, 1/32 | 1,00062 | 2,42798 | 3,59050 | 4,646580 | 5,67123

Tabela 5.4: Taxas de convergéncias, do erro, medidas na norma em Lz(Q), considerando p =1,
p=2,p=3,p=4ep=>.

Valor do erro, || .

|

a1 (@)

h p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5
1/2 || 7639,31 | 6987,37 | 4583,74 | 3293,40 | 3265,72
1/4 || 7464,75 | 4065,00 | 3054,25 | 2600,06 | 1389,54
1/8 || 4803,11 | 2668,33 | 1989,21 | 738,082 | 183,825

1/16 || 2591,65 | 1818,28 | 539,035 | 91,4074 | 10,9609
1/32 || 2059,19 | 648,77 | 88,2487 | 7,24674 | 0,428289

Tabela 5.5: Valor do erro medido na norma em H'Q), considerando p=1,p=2,p=3,p=4e
p=23.
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Taxa de convergéncia, || . || g1 (q), #

_ logyo (Erro,/Erro,)

logjg2
hi, hy p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5
172, 1/4 || 0,033484 | 0,781494 | 0,585707 | 0,341033 | 1,23279
1/4,1/8 || 0,636125 | 0,610566 | 0,618623 | 1,816690 | 2,9182
1/8, 1716 || 0,890098 | 0,550115 | 1,883740 | 3,013400 | 4,06789
1/16, 1/32 || 0,331794 | 1,486800 | 2,610730 | 3,656910 | 4,67764

Tabela 5.6: Taxas de convergéncias medidas na norma em H 1Q), considerandop=1,p=2, p=3,
p=4ep=>5.

Figura 5.7: Solugdo aproximada do problema 2D, usando refinamento uniforme com p=5e h =




Capitulo 6

Adaptatividade Goal-Oriented

Neste capitulo, um dos focos principais deste trabalho, considera-se a estimativa do erro a pos-
teriori na qual o erro numérico da aproximacgao por elementos finitos é calculado em termos da
quantidade de interesse em vez da norma de energia. Estas quantidades de interesse sdo caracteri-
zadas por funcionais lineares no espaco de fungdes que contém as solu¢des. Também mostram-se
os conceitos de adaptividade "goal-oriented”, [2, 21], a qual envolve adaptacdo da malha, procedi-

mento designado para controlar o erro em uma quantidade de interesse especifica.

6.1 Introducao

O objeto de muitos cdlculos por elementos finitos é a determinacdo de uma quantidade especifica
dependendo da solugdo u, a qual é necessdria para uma ou mais decisdes particulares. Segundo
Oden e Ainsworth [2], o estimador para o erro medido na norma da energia pode ser utilizado para
estimar o erro da quantidade de interesse. Para desenvolver um sistema geral, é conveniente con-
siderar uma quantidade de interesse como um funcional linear limitado L : V — R em um espaco
V de func¢des de aproximacgao admissiveis para o problema considerado. O caminho mais simples
para estimar a quantidade de interesse L na solucdo exata u, dada a aproximacao por elementos
finitos uy, é tomar L(u) =~ L(uy,). A linearidade do funcional L significa que o erro na aproximagao

da quantidade de interesse pode ser escrito na forma
L(u) — L(w) = L(e) . 6.1)
em que e = u — uy, € o0 erro na aproximacgao por elementos finitos.

51
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6.1.1 Exemplos de funcionais lineares limitados

Alguns exemplos de quantidade de interesse caracterizados em termos de funcionais lineares limi-
tados s@o descritos a seguir. Na aproximacao por elementos finitos estes funcionais mostram-se
adequados para expressarem a quantidade de interesse, quando possivel, na forma de uma integral
sobre o dominio . Nesta secdo, assume-se V = H(} (Q). Como primeiro exemplo de uma quanti-
dade de interesse pode-se citar a média da solu¢@o u sobre um subdominio 3 C Q. E seu funcional

linear limitado correspondente € dado por:

1
| Q|

Li(u) = /Q i1 (1) u(x)dx, 6.2)

em que Kk (x) é igual a 1 se x € Q e 0 caso contrdrio, e | € | define a drea ou volume de Q.

Proposi¢do 6.1 Sejam u € H}(Q) e k € L*(Q). Entdo, o funcional linear L(u) = [¢ Kudx é limi-
tado em Hj (Q).

Prova: Como u € H(% (Q) e k € L*(Q) , entdo, pela desigualdade de Cauchy-Scwartz, tem-se:

| L(u) |= ‘/dex

<l & 2@l 2@ < C Ml ullgq

em que C =|| K [|;2(q)-
0

Sendo assim, L («) em (6.2) é um funcional linear limitado. Um outro exemplo aplica-se para
fungdes vetorias u € (HJ (Q)9) em que o interesse é sobre o fluxo através de dQ, C IQ, em que,

Q € uma sub-regido do dominio. Assim o funcional serd dado por:
Ly(u) = / u.nds = / div(u)dx = / K (x) div(u)dx, (6.3)
29 Q, Q

sendo Ky (x) = 1 se x € Qg e zero caso contrario. Este, também é um funcional linear limitado.
Existem outras quantidades de interesse, as quais nao podem ser caracterizadas por um funci-

onal linear limitado. E o caso por exemplo do valor de uma funcio u € H' () em um ponto do

dominio, cujo funcional é L(u) = u(xp). Na referéncia [2] mostra-se como esses casos podem ser

tratados.
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6.2 Estimativa para o Erro em Quantidade de Interesse

Seja L € V' um funcional linear limitado em V, representando alguma quantidade de interesse
L(u). Tem-se por objetivo, estimar o erro €- na aproximacio da quantidade de interesse L(uy,), o

qual pode ser escrito como
el = L(u) — L(up) = L(u—uy,) = L(e) . (6.4)

Uma maneira de estimar £" seria aproximar o erro e através de (4.24) e daf L(e) = €. Mas, re-
solver o problema (4.24) é tao caro numericamente quanto o problema original. Uma aproximagao
alternativa para L(e), encontrada em [21], é feita através de um problema adjunto, ou problema
dual, do problema primal. O problema primal representa o problema a ser resolvido, tal como o

problema modelo na forma (4.8).

Como a norma aqui associada ao espaco V € a norma de energia, por defini¢do, a norma de L é:

L(v
ILl= sup LEOL (65)
vev—{o} || v [l
L L
De (6.5) segue que sup | L(w) | > | L(e) |, o que implica
vev—goy IvIE ~ llele

| Le) [<[[ Llv[lelle - (6.6)

Esta férmula indica um limite para o erro na quantidade de interesse em termos da norma de energia
do erro e. Pode-se assim, relacionar o erro na quantidade de interesse pelo erro na aproximagao por
elementos finitos. E claro que (6.6) é de uso limitado em virtude de virios fatores, um dos quais é
nao sabermos a norma do funcional linear limitado L.
Seja " € V o representador de Riesz do funcional linear limitado L, o qual é definido como a
solugdo unica do problema:
{ Encontrar o* € V, tal que 6.7)

B(v, oF) =L(v), WeV.

Esse problema € chamado problema adjunto, ou problema dual, do problema primal. O Teorema
de Lax-Milgram garante a existéncia e unicidade de @’ em V e, além disso, || L ||y=| o’ ||¢ .
Portanto, de (6.6), tem-se

[ L(e) <]l @ el e e - (6.8)

De acordo com Oden, [2], existem dois pontos negativos em relagdo ao limite (6.8). Primeiro,
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é requerido o conhecimento do valor exato de @w”. Segundo, o argumento geral que conduz i
(6.8) ndo traz nenhuma vantagem do fato que e € o erro na aproximacdo de Galerkin, e assim,
como consequéncia, a estimativa pode ser um tanto inadequada. Estas defici€ncias sao tratadas nos

seguintes resultados:

Teorema 6.2 Seja uj, € V), a aproximacdo por elementos finitos da solucdo do problema primal:

Encontraru €'V, tal que
B(u,v)=F(v), WeV,

emque B: VXV — R é uma forma bilinear simétrica, continua e coercivae F : V — R é uma
forma linear limitada. Seja L : V — R um funcional linear limitado e defina ®" como a solucdo

do problema adjunto,

Encontrar @* €V, tal que 6.9)
B(v,o") =L(v), WeV, '
Entdo, o erro na aproximagdo por elementos finitos da quantidade de interesse é dado por
L(e) = L(u) = L(uy) = B(e,e"), (6.10)

L

sendo e = u—uy e e = @F — a),f os erros na aproximacdo por elementos finitos de u e @, respec-

tivamente.

Prova: Escolhendo v = e em (6.9), tem-se L(e) = B(e, ®F) .
A propriedade de ortogonalidade de Galerkin implica que para todo @y, € V, tem-se B(e, @) = 0.
Logo,

L(e) = B(e,o*) = B(e, ") — B(e, w,) = B(e, 0" — ay,).

Seja @y, a aproximagio por elementos finitos de @, definida pela solu¢do do problema
o, eVy: B(vh, coh) = L(vh), Vv, € Vp,.

Assim, tem-se
L(e) = B(e, ol — W) = B(e,eL) ,

como desejado.
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Este Teorema relaciona o erro na quantidade de interesse L em termos dos erros na aproximagao
por elementos finitos da solug¢do u e o representador de L, medido na norma energia. Disto segue
que qualquer dos estimadores para o erro medido na norma energia pode ser usado para estimar
o erro na quantidade de interesse. Assim, as conclusdes do Teorema 6.2 justificam a atencdo

considerdvel dada ao estimador do erro medido na norma energia.

6.3 Aproximacoes e Limites para Erro L(e)

Suponha que 1 seja um estimador a posteriori para o erro e no problema primal medido na norma

de energia. Analogamente, dado a aproximacao por elementos finitos para o representador de Riesz

satisfazendo
oF €Vy: B(aF,vy) =L(v), Vv, eV, 6.11)
pode-se utilizar a mesma técnica para produzir o estimador a posteriori do erro e = @' — a),f
I " le< n”. 6.12)
O Teorema (6.2) mostra entdo que
| L(u) — L(up) |=| Ble,e) | < el|ellel|lz = nn". (6.13)

De acordo com Oden e Ainsworth [2, 21] a desigualdade de Cauchy-Schawarz usada para
deduzir o limite (6.13) da férmula exata (6.10) geralmente produz um péssimo limite. Assim em

vez disto, pode-se recorrer ao Teorema (6.3):

Teorema 6.3 Assumindo as definicoes do Teorema 6.2, e que a forma bilinear B seja simétrica
tem-se: . .
Le)=Ble,e") = 7 | e+e" I —qlle=e IE - (6.14)

Prova: Pelaidentidade do paralelogramo tem-se

e+ 3= Ble+eh e+ ") = Ble,e) +2B(e,e") + B(e",e")

| e— el ||2=B(e—et,e—e") = B(e,e) — 2B(e,el) + B(ek, eb) .
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Combinando esses dois resultados, tem-se

le—e" |z — | e+e" |[F=—4B(e,e"),
o que implica
1 ) 2

B(e,e") = il e+e" |z 7| e—e" |z .

O
Agora, utilizando um escalar & € R, uma nova versao de (6.14) é dada por, [2]:
Ble,e") = Ml atet ~eb |2 — L [ @e— Lot |2, a 20 (6.15)
’ 4 a 'Fo4 a E7 ' '

Com os resultados de (6.15) e pelo Teorema 6.2 tem-se uma representagdo exata do erro na quan-

tidade de interesse,

1

1 1 1
L(e) =L(u) —Llwy) = 7 | ae+ et [l 5 [l e ——e" ||7.. (6.16)

A equagdo (6.16) é o ponto chave para a derivagdo do limite superior (n,fpp) e inferior (rllLow) em

L(e). Assim, pode-se enunciar o seguinte Lema, de acordo com a referéncia [2]:

Lema 6.4 Seja @ uma constante real fixa, o # 0, e suponha que T]ZJZW, n,;;,p, Niow € Mupp Satisfacam

1
Miow <l e+ — e <y 6.17)
e
Niow SH ae—ae HES Nupp- (6.18)
Entdo,
Loy Loy Lov e Lo
nlovv:Z(nlovV) _Z<r’upp) SL(“)_L(uh)SZ(nupp) _Z(nlow) :nuppa (6.19)

+ ot — — ; ;
em que M., Muppr Moy € Mupp denotam os estimadores de erros globais.

Este resultado mostra que o problema reduz-se a derivacdo de limites superiores e inferiores

sobre erros medidos na norma de energia. O valor de o € escolhido de tal maneira que

laellz=ll¢"/a |I£ -
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Assim,
L L
e 1 2 |le" e
laele=l—lle=— Il " = a Tells
¢lle
ou seja,
L
oy 1§ (6.20)
lelle
Esta escolha de « € justificada pelo fato de minimizar as quantidades || ae + % 12e| ce— % 2.

Uma outra alternativa para obter uma estimativa de L(e) na quantidade de interesse segue de
(6.10),
| L(e) |=| Ble,e") [< Y | Bx(e,e") [< ) Il ellex]l ¢ e, (6.21)
K K

em que Bk(.,.) e || . ||z x denotam, respectivamente, a restringdo de B(.,.) e || . || sobre um ele-
mento K. Visto que as estimativas 17 e N’ de | e || e || e ||, respectivamente, podem ser decom-

postas na norma de energia sobre o elemento K, define-se
el =Y ek~ Y nkng (6.22)
K K

tal que

|L(e) <) [lellexl € lex~ €" (6.23)
K

em que €& é uma estimativa do erro L(e) na quantidade de interesse.

6.4 Controle Adaptativo do Erro L(e): Refinamento
Goal-Oriented

Tradicionalmente, os algoritmos de refinamento adaptativo s@o construidos a partir do controle do
erro medido na norma de energia. Controlando o erro global tem-se um efeito benéfico na exatidao
dos erros locais e do erros em quantidades de interesse. No entanto, se tratarmos somente certas
quantidades especificas, a aproximacao por adaptatividade baseada no erro global pode resultar em
uma resolucao adaptativa extensiva e desnecessdria, de caracteristicas da solucdo que tém pouca
relacdo na precisdo da quantidade de interesse, [2]. A disponibilidade de estimativas computd-
veis para erros na quantidade especifica de interesse, torna-se possivel construir os esquemas de
refinamento adaptativos designados a atingir o erro diretamente na quantidade de interesse, [21].

A adaptatividade goal-oriented resulta na reducdo do custo computacional, visto que somente as
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caracteristicas da solu¢do que afetam fortemente a quantidade de interesse sdo resolvidas. Segue
abaixo uma estratégia do refinamento adaptativo goal-oriented designado a produzir uma aproxi-

macao da quantidade de interesse L para um erro relativo de tolerancia p;,;, ([2], [21]):

1. Construir uma particao inicial 7, do dominio Q e um subespaco de elementos finitos inicial
Vi

2. Calcular a aproximacado de elementos finitos u;, € V;, e aproximar a quantidade de interesse

por L(uy);
3. Calcular os limitantes superiores e inferiores do erro na quantidade de interesse ;

4. Observar se o erro relativo € menor do que a tolerancia py,; dada. O processo iterativo termina

se a tolerancia € alcancgada;

5. Se a tolerancia ndo for satisfeita a malha dos elementos € adaptada, para reduzir os efeitos

das fontes de erro, e retornar ao passo 2.

A malha serd adaptada sempre que o estimador para o erro relativo exceder a tolerancia p;,;, isto €,

LI
L) | L) |

> Prols (6.24)

em que endo € uma estimativa do erro L(e) na quantidade de interesse, equacdo (6.23). O objetivo
na adaptacdo de malhas € refinar os elementos que mais contribuem para a quantidade L(e). Isto
é possivel pela decomposi¢io da estimativa global £ em contribui¢cdes dos elementos individuais,
equagdo (6.22), em que
eh=Y e =) mkng. (6.25)
K K

Sendo nk e 771% os respectivos indicadores locais dos erros e e e& medidos na norma de energia

sobre o elemento K. De acordo com [2], um elemento K da malha sera refinado se

€K = Padp max(£). (6.26)

em que P,qp, € um pardmetro definido entre 0 e 1. Ou ainda, pode-se utilizar o seguinte critério: o
elemento K seré refinado se

gk >0,3 mjax(ef). (6.27)
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6.5 Exemplo

O objetivo nesse exemplo é mostrar numericamente que a ordem da taxa de convergéncia do erro,
medida pelo funcional linear limitado, € igual a duas vezes a ordem de convergéncia medida na
norma da energia, [2, 16]. Para isto, seguem-se todos os passos do Teorema 6.2. Na resolugao
numérica dos problemas, primal e dual, utilizam-se os espagos de elementos finitos de Lagrange

em 1D, das fugdes lineares e quadriticas.

6.5.1 Construcao do Problema Dual

Considere o problema primal:

—u"(x)+u(x)=x, Vx e Q=(0,1),
u(0)=0eu(l)=0.

A formulagdo variacional deste problema consiste em encontrar u € Hg (Q), tal que
! 1
[ @)+ v} dx = fi xv(x) d,
0
Vv € Hj (Q).

Usando as féormulas bilinear e linear, tem-se,

1 1
B(u,v) :/ {u (x)V' (x) +u(x)v(x) }dx e F(v) :/ xv(x)dx. (6.28)
0 0
Desta maneira o problema primal € dado por: Encontrar u € H(% (Q), tal que
B(u,v) =F(v), Yv € H}(Q).

O funcional linear limitado L(u) representard a média da solug@o, sobre o subdominio Q; = [1/2,3 /4] C

Q, ou seja,
1

L(u) = N

/01 K(x)u(x)dx, (6.29)

em que

k() =4  °FC (6.30)
0sex & Q
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Solugdo Exata do Problema Primal Solugdo Exata do Problema Dual

005 f 0.10

0.04 f 008 -
0.03 , 0.06 f
0.02 f 0.04 *
001 ’ 002}

““““““““““““““““““““““
02 04 0.6 038 10 02 04 0.6 08 10

Figura 6.1: Solu¢do exata do problema primal e dual.

com k € L*(Q). Sendo assim, o problema dual é dado por : Encontrar o, tal que

1

—0"(x)+ 0(x) = o
0

K(x), VxeQ
0w(0)=0ew(l)=

sendo x dado pela equacdo (6.30). A fomulagdo variacional do problema dual reduz-se a encontrar
o € H} (Q), tal que

1 1 1
/ V(@) o' (x) +v(x)o(x) } dx = o / ic(x)v(x)dx , Vv € Hy (Q).
0 s | /0
Ou seja, encontrar @ € H} (Q), tal que

B(v, @) = L(v), Vv € H}(Q).

6.5.2 Solucao Numérica

A solucgdo exata do problema primal e do problema dual, Figura 6.1, sdo dadas por, respectivamente:

senh(x)
ulr) =x— senh(1)
© 1
et +e'
1"
o(x) Tre

O valor exato do funcional linear limitado é L(u) = 0,0563916. As Figuras 6.2 e 6.3 mostram os

gréficos das solucdes aproximadas do problemas primal e dual. Os parametros p e h representam
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005F 0.10 |
0.04 F 0.08 |
- Primal — Dual
003 - Aproximada I 0.06 — Aproximada I
0.02F 0.04 |
001F 0.02
02 04 06 08 1.0 02 04 06 038 1.0
005¢ 0.10
0.04 F 0.08 |
- Primal — Dual
0.03 ¢ ~ Aproximada I 0.06 | — Aproximada I
0.02F 0.04 |
001 F 0.02
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
005} 0.10
0.04 F 0.08 |
- Primal — Dual
0.03 ¢ - Aproximada I 0.06 - Aproximada I
002¢ 004t
001 F 0.02
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
0.05F 0.10 |
0.04 £ 0.08
- Primal — Dual
0.03 ¢ - Aproximada I 0.06 - Aproximada I
002¢ 0041
0.01F 0.02
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10

Figura 6.2: Soluc@o aproximada do problema Primal e Dual, com p = 1, para h = 1/2, h = 1/4,
h=1/8, h=1/16, respectivamente.

o grau da funcdo polinomial e o espacamento de cada particio do dominio, respectivamente. Ana-
logamente, as Tabelas 6.1 e 6.2 mostram os valores dos erros, medidos na norma da energia, na

aproximacao da solugdo e suas respectivas taxas de convergéncia.

Os valores dos erros para o problema primal e dual, respectivamente, sao dados por:

e le=]| u—uy || 5= [B(u—up, u—up)]"/?

e e=] @ — oy |z= [B(o— oy, @ — ay)]"/>.

Portanto, através do Teorema 3.1, o erro em aproximar a quantidade de interesse pelo funcional
linear limitado € dado por:
el =L(e) = L(u—uy) = Ble, €-).
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0.06 1
005F
0.04 |
003 F
0.02F
0.01F

- Primal
- Aproximada I

005F
004 F
003 F
002 F
0.01F

02 04 06 08 10

- Primal
— Aproximada I

005F
0.04 F
003 F
0.02F
001F

005 F
0.04 F
003 ¢
002 ¢
001F

- Primal
- Aproximada

- Primal
- Aproximada

02 04 06 08 10
02 04 06 08 10
02 04 06 08 10
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0.10 |
0.08 F
0.06 -
0.04
002 ¢

— Dual
— Aproximada

0.10 |
0.08 F
0.06 F
004
002 ¢

02 04 06

08 1.0

— Dual
— Aproximada

0.10 F
0.08
0.06 F
0.04 |
002 ¢

02 04 06

08 1.0

— Dual
— Aproximada

0.10 F
0.08
0.06 F
0.04 1
002 ¢

02 04 06

08 1.0

- Dual
— Aproximada

02 04 06

08 1.0

Figura 6.3: Solugdo aproximada do problema Primal e Dual, com p =2, para h = 1/2, h=1/4,
h=1/8, h=1/16, respectivamente.

Problema primal

|

Valor do erro

\ Taxa de convergéncia

|

h p=1 p=2 p=1 p=2
1/2 | 0,07664840 | 0,00935090 - -
1/4 | 0,03895630 | 0,00234740 | 0,97639902 | 1,99404052
1/8 | 0,01955600 | 0,00058748 | 0,99124535 | 1,99846433
1/16 | 0,00978767 | 0,00014690 | 0,99857639 | 1,99961450
1/32 | 0,00489504 | 0,00003672 | 0,99964481 | 1,99990180
1/64 | 0,00244767 | 0,00000918 | 0,99991158 | 1,99997879

Tabela 6.1: Valor do erro, medido na norma da energia e taxa de convergéncia para o problema

primal.
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] Problema dual \

|

Valor do erro | Taxa de convergéncia |

h p=1 p=2 p=1 p=2
1/2 | 0,13443700 | 0,00213359 - -
1/4 | 0,06686100 | 0,00059262 | 1,00769 | 1,8481
1/8 | 0,03338690 | 0,00011681 | 1,00188 | 1,96607
1/16 | 0,01668810 | 0,00003813 | 1,00046 | 1,99174
1/32 | 0,00834336 | 0,00000957 | 1,00012 | 1,99464
1/64 | 0,00417159 | 0,00000239 | 1,00003 | 2,00154

Tabela 6.2: Valor do erro, medido na norma da energia e taxa de convergéncia para o problema

dual.

Funcional linear limitado

Valor do erro \

Taxa de convergéncia

h

p=1

p=2

p=1

p=2

1/2

0,0090366900

2,2761 x 107°

1/4

0,0022351900

1,7560 x 10~

2,0153969610

3,6961909778

1/8

0,0005573440

1,1504 x 1078

2,0037575135

3,9321562800

1/16

0,0001392460

7,2726 x 1010

2,0009321676

3,9834657714

1/32

0,0000348058

4,5589 x 1011

2,0002362447

3,9957182832

1/64

0,0000087011

2,6099 x 10~ 12

2,0000580309

4,1266011426

Tabela 6.3: Valor do erro e taxa de convergéncia no funcional linear limitado L(u), com p=1e¢
p=2.

A Tabela 6.3 mostra o valor do erro, €%, e sua taxa de convergénciaem p=1e p =2, a qual
estd de acordo com as referéncias citadas. A Figura 6.4 mostra o grifico log-log dessa taxa de

convergencia.

6.6 Problema Dual na Aproximacao do Fluxo

Nessa secdo considera-se um exemplo bidimensional para avaliar o comportamento da solugdo
do problema dual, quando a quantidade de interesse representa o fluxo saindo por uma regidao do
contorno dQ. Onde conclue-se que a solugdo do problema dual apresenta sigularidades na regido
de interesse, tornando-se este um processo caro na estimativa do erro na aproximagao da quantidade
de interesse. Na resolu¢do numérica do problema utilizam-se os espagos de elementos finitos de
Lagrange em 2D, associados aos elementos retangulares de Lagrange de grau p = 6.

Considera-se o problema primal dado pelo problema
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log erro

-15 -10 -05
logh

Figura 6.4: Convergéncia do erro no funcional linear limitado L(u), usando fungdes de Lagrange
degraup=1(1)ep=2(2).

—Au=0 em Q
u=4gp cm FD

u=4gn cm FN

com gp € L>(T'p) e gy € L*(T'y), sendo Q = (0,1) x (0, 1), Tp = {(0, y)U(1,y), y € (0, 1)}
e 'y =dQ—Tp. A quantidade de interesse representa o valor do fluxo saindo pela fronteira

FOZ{(lay)ayE(()?l)}CFD, 5
1%
L(v) = FO%cis.

O problema dual € dado por

—Aw =0 em Q
o=1 em Iy
ow=0 em I'p—TIYp
dw/dn=0 em TIy.

6.6.1 Resultados Numéricos e Comentarios

As Figuras 6.5 e 6.6 mostram as solucdes aproximadas do problema dual, considerando um espago
de aproximagdo formado por func¢des polinomiais biquadraticas, com o dominio particionado uni-
formemente nos eixos x e y. Denotam-se por Nx e Ny os nimeros de divisdes dos eixos x e y,
respectivamente.

Na Figura 6.5 mostram-se as solu¢des aproximadas do problema dual considerando Nx = Ny =

4 (gréfico a esquerda) e Nx = Ny = 8 (gréfico a direita). Analogamente, na Figura 6.6 mostram-
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se as solugdes aproximadas do problema dual, considerando Nx = Ny = 16 (grafico a esquerda),
Nx = Ny = 32 (grafico a direita).

Figura 6.5: Solucdo aproximada do problema dual considerando Nx = Ny =4 (a esquerda) e Nx =
Ny = 8 (a direita) .

Figura 6.6: Solucdo aproximada do problema dual considerando Nx = Ny = 16 (a esquerda) e
Nx = Ny =32 (a direita).
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Observa-se que a solucdo do problema dual sempre apresenta singularidades na regido de in-
teresse. Desta forma, conclue-se que o método de estimativa para erro em quantidade de interesse

através da adaptatividade goal oriented torna-se um processo caro € nao vantajoso para esse caso.



Capitulo 7
O Método da Funcao de Extracao

Neste capitulo apresenta-se um método, visto em [3, 4, 5], para o pos-processamento da solucdo, de
elementos finitos, com objetivo de obter uma alta precisdo da aproximacao de certas quantidades de
interesse L(u). A idéia consiste em utilizar um funcional auxiliar Z, coincidindo com L na solucdo
do problema, que permita melhor taxa de convergéncia. Apresentam-se exemplos da aplicacao do
método em problemas bidimensionais de escoamento monoféasico de fluidos em meios porosos, em

que a quantidade de interesse representa o fluxo sobre uma sub-regiao do contorno.

7.1 Forma Generalizada para L(u)

Como no Capitulo 6, denota-se por L(u) a quantidade de interesse que se deseja determinar sobre

a solucdo u do problema em questao.

Definicao 7.1 (Forma Generalizada para L) Um funcional linear limitado L é uma forma gene-

ralizada de L se

em que u é a solucdo do problema de valor de contorno (4.1)-(4.2).

Quando L () tiver a forma
L(u) :/QT(M)g dA+R, (7.1)

essa é conhecida como a expressdo de extragdo para L(u), a funcdo & é chamada de fungdo de
extragdo e R de termo de carga. T é uma transformacao linear e pode, por exemplo, ter a forma
T(u) = u ou T(u) = Vu, de acordo com a quantidade de interesse a ser tratada. Nas préximas

secdes sdo apresentados alguns exemplos relacionados a escolha de L.

67
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De acordo com [3], sugere-se um método de aproximacao para Z(u) Se uy, € uma aproximagao
de u pelo método dos elementos finitos da solucao do problema, entio, pode-se aproximar Z(u) por
L(up,). A diferenca entre L(u) e L(uy,) é dada por

e=L(u)— L(uy) (7.2)

A escolha de L afeta a magnitude dessa diferenca. Por exemplo, na expressao de extracao (7.1),

uma boa escolha da & é uma caracteristica importante de uma implementagdo bem sucedida de

L(uh)

7.1.1 Exemplo
Considere o problema modelo de valor de contorno:

—Au=f emQ (7.3)
sujeito a condi¢do de contorno de Dirichlet

u=0 em dQ, (7.4)

em que f € L?(Q). Suponha uma quantidade de interesse L(u) e uma forma generalizada na forma
de extracdo em que T (u) = u. Nesse exemplo mostra-se a necessidade de termos uma fungéo
& suave na precisdo da aproximagdo Z(uh). Considere um modelo de elementos finitos para o

problema modelo (7.3)-(7.4), em que a solucdo uy, satisfaz
B(up,v) =F(v), veYV, (7.5)
sendo V o espaco de elementos finitos de fungdes adimissiveis, B(-,-) dada por
B(u,u) = /Q(Vu -Vu)dA ,NueV

e F(-) por
F(v) :/Q(fv)dA, Yvev.

Pela propriedade da ortogonalidade do erro, tem-se

B(u— up, v) = /Q (V(— up) - Vv)dA = 0 (7.6)
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para todo v € V. A norma da energia proveniente do produto interno B(-,-) é dada por
1/2
| ullp= (E(u))"/?,

com
E(u) = /Q (V(u)2) dA.

Desta forma, pelo fato de i ser a solugdo por elementos finitos, a estimatima do erro por elementos
finitos pode ser escrita como

E(u—uy) < mir‘} E(u—v"). (7.7)
vie

Seja ¥ uma funcao auxiliar tal que

Ay = — Q
4 § em Q, (78)
vy = 0OemdQ.
Multiplicando por w e integrando por partes, tem-se
/ (Vy-Vw)dA = / (Ew)dA (7.9)
Q Q

para toda fungio w satisfazendo as condi¢des de contorno em (7.4) e com E(w) a norma energia
associada ao problema auxiliar. Tomando w = u —u;, em (7.9), chega-se na seguinte estimativa para

O €IT0.

e = Lw—-L(w)= [ (Ew)d

(7.10)
— /(Vl//-Vw)dA:/(Vl//~V(u—uh))dA.
Q Q
Subtraindo-se (7.6) de (7.10), resulta que
L)L) = [ ((V(u—u3)-(y=v))dA.,
para todo v € V. Assim, tomando o minimo sobre todo v € V e por (7.7), tem-se
L~ L) | < mip|{ [ (V) ¥y -v)aaf |
v Q
< min | {E@—u)/2E(y— v)l/z} (7.11)
ve
= _yx)\1/2 1/2
min {E(u—v)"/? pmin {E(w =)' }.

Portanto, pode-se dizer que o erro em Z(u) € limitado pelo produto entre a norma energia da dife-



70 CAPITULO 7. O METODO DA FUNCAO DE EXTRACAO

(-=1,1) (1,1)

Figura 7.1: Representagao do dominio computacional Q.

renga de u pela sua melhor aproximacgdo em V e a norma energia da diferenca de ¥ e sua melhor
aproximagdo em V. Isso mostra a importancia da fun¢io de extra¢do ser suave, pois uma fungdo &
suave garante uma funcdo Yy suave e essa serd melhor aproximada pelas fun¢des em V, reduzindo

o erro em L(u).

7.2 Caso de Interesse (fluxo monofisico em meios porosos)

Nesta se¢do mostra-se como construir uma fungdo de extragio £ e assim determinar uma expressao
para as quantidades de interesse L(u), representadas pelo valor do fluxo de fluido saindo por uma
sub-regido d€; do contorno. Para isso, serd considerado um problema de valor de contorno em

duas dimensoes.

7.2.1 Formulacao do Problema

O modelo matemaético a ser tratado € o escoamento monofasico de fluidos incompressiveis e de
regime de fluxo permanente em meios porosos, tendo como objetivo aplicacdes na simulacao de
reservatérios de petréleo. No regime permanente de fluxo significa que o meio poroso Q C R?,
Figura 7.1, recebe uma alimentacdo externa continua de tal maneira que o fluido produzido através
do poco € reposto simultaneamente através da fronteira externa. Devido a essa alimentagdo, a vazao
permanece constante no espago € no tempo. Devido a alimentagdo externa, a pressdo também nao

varia com o tempo.
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A equacio diferencial do modelo € dada por

1 (7.12)

e Sendo K o tensor das permeabilidades

— ke 0
K = :

em que, ky € ky sdo as permeabilidades nas dire¢des x e y, respectivamente, com k, € ky, > 0

€ constantes;

e 1 >0 ¢ aviscosidade do fluido, u constante.

Nos contornos do dominio pode-se aplicar condi¢des de contorno tipo Dirichlet ou tipo Neumann.
A condig¢ao de contorno tipo Dirichlet define o valor da pressao do fluido nos limites do reservatério
e a condi¢do de Neumann define o valor do fluxo (vazdo) que entra ou sai do reservatério através
de seus limites.
Quando o meio poroso for isotrépico, isto € k = k, = k,, o problema (7.12) € representado pela
equacgdo de Laplace
—Au=0. (7.13)

A partir da teoria apresentada nas secdes anteriores, considera-se como quantidade de interesse

o fluxo total que sai por uma regido do contorno,

em que 7 € a normal externa a d€.

7.2.2 Formas Generalizadas L(u)

Como demonstracdo pratica da constru¢do da forma generalizada Z(u), considera-se o problema

(7.12) no caso em que o meio poroso € isotrépico. Dessa forma, o problema é dado por:

—Au=0, (7.14)
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30T

251

20F

T I I
-10 =05 0.0 05 1.0

d
Figura 7.2: Gréfico da derivada parcial 8—Z (x,0) ,x=[—1,1].
i

com a condi¢do de contorno

u=20 em I=(0,1]x{0}
Vu-ii=0 em Tj=[-1,0]x {0} (7.15)
u=f em JQ—{ITU I}

em que f = r'/2sin(0/2), com r = \/x2+y2 e @ = arctan(y/x), e /i é a normal unitdria externa a

I';. Esse problema possui solugdo analitica
u=r"sin(6/2). (7.16)

A Figura 7.2 mostra o grafico da derivada direcional du/dn, ri = {0, —1}, na regido [—1,1] x {0},
a qual apresenta uma singularidade quando x se aproxima de zero pela direida, x — 0.

A quantidade de interesse € escrita como:
L(u) = — / (Vu-7i)ds,
0Q
em que dQ; C I'; e 7i é a normal externa a Q2. Consideram-se trés modelos para a forma genera-

lizada L(x) da quantidade de interesse.

Modelo 1:

Seja @ uma fungdo geradora, suave em €2, que satisfaca

(7.17)

p=—1 em JQ;CI;
=0 em JQ—0JQ;.
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Pela Férmula de Green, Apéndice B.6, tem-se

/C?Q(§0Vu.ﬁ)ds:/ﬂdiv(q0Vu)dA:/Q(Vu.vgo)dA_i_/Q(goAu)dA'

Uma vez que Au = 0 e pelas condi¢cdes em ¢, resulta que

/aQS(—Vu-ﬁ)ds:/Q(Vu-V(p)dA.

Ou seja, definindo
L@):-/ (Vu-?z)ds:/ (Vu-Vo)dA, (7.18)
0Q Q

tem-se que Z(u) ¢ uma forma generalizada para L(u).

A férmula (7.18) estd na forma de extrag@o (7.1), com T (u) = Vu, fungdo de extracdo & = V¢

e termo de carga nulo, R = 0. Sendo assim, a expressdo de extra¢do nos leva a aproximar L(u) por

L(up) = /Q (Vup-Vo)dA

em que u;, é uma aproximacdo por elementos finitos de u. A precisdo da aproximagdo L(uy,) de-

pende da suavidade da funcdo geradora ¢@.

Existem muitas maneiras de se construir uma funcdo geradora suave que satisfaca a condig¢ao
(7.17). Pode-se, por exemplo, construir uma funcdo ¢ com essas propriedades utilizando o método

dos elementos finitos para resolver o seguinte problema:

Ap=0 em Q
p=g(s) em MU, (7.19)
=0 em 8Q—{F1UF2}

sendo g uma fungdo suave em I'; UT, tal que g(s) = —1 em s € dQ; e g tende, suavemente, a zero
para s € {I' UT', } — dQ;. Por exemplo, dQ = [x1,x2] x {0}, pode escrever g como:

£+2x; —2s)(e— 2
—( Rt s)( x1+s) se x1—€E<s<Xx

&3
gls)=4¢ —1 se x1<s<x (7.20)
2
£ — -2 2
—( 2 S); % +25) se xp<s<x+E€.

A Figura 7.3 mostra o grafico para a fungéo g(s), com dQ; = [0, 1/2] x {0} e € = 0,25.
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g(s)

00+
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—04f
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Figura 7.3: Exemplo de uma funcéo g(s) para o problema auxiliar.

Modelo 2

Seja ¢ uma fungdo geradora, suave em £, que satisfaca

Ap = 0
o = —lemdQ,CI) (7.21)
o = 0OemIy—dQ

De forma andloga ao Modelo 1, tem-se

/()Q((qu-ﬁ)ds:/Q(Vu-qu)dA.

Assim,

/Fl ((qu.ﬁ)der/rz(goVu-ﬁ)der/ ((PVM‘ﬁ)ds:/Q(VwV(p)dA,

89—{1"1 Urz}

Pelas condicdes em @ e u, Equagdes (7.21) e (7.15) respectivamente, resulta que

/ (—Vu-ﬁ)ds:/ (Vu-Vgo)dA—/ (9Vu-7i)ds.
90, Q dQ—{I'|UI"2}
Ou seja, definindo

L(u) = /Q (Vu-Vo)dA — / o Urz}(wu-ﬁ) ds (7.22)

tem-se que Z(u) ¢ uma forma generalizada para L(u), que estd na forma de extragéo (7.1), com
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o(x, 0)

L Iy
-10 -05 0.0 0.5 10

Figura 7.4: Griéficos da func¢do ¢ considerando dQ = [1/4,1/2] x {0}.

T (u) = Vu, fungdo de extragdo & = V¢ e termo de carga

R:—/ Vu-ii)ds,
B.Q*{rlurz} (q) ! n) *

que agora depende de u.

Sendo assim, o método da fun¢do de extragdo nos leva a aproximar Z(u) por

L) = [ (Vio-Ve)da— [ (¢Vuy-7)ds,
Q 0Q—{I'| U}

em que u; ¢ uma aproximacao por elementos finitos de u.

Tem-se que a funcdo geradora ¢ tem a seguinte expressao analitica:

o(x,y) = 715 {arctan (x —yxz) — arctan (x _yxl)} ) (7.23)

Considerando, por exemplo, dQ; = [1/4,1/2] x {0} a Figura 7.4 mostra os gréficos de @(x, y) e

@(x,0) comx,y € Q.

Modelo 3

Considera-se a mesma fun¢do ¢ do Modelo 2, tem-se

/ag(uV(p-ﬁ)ds:/Q(VwV(p)dA.
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Portanto, substituindo em (7.22), tem-se que
L(u) :/ (uVo-ni) ds—/ (Vu-ni)ds (7.24)
(997F2 ag*{rl UFZ}

¢ uma forma generalizada para a quantidade L(u).

7.2.3 Testes de Validacao

Como uma demonstragdo pratica do método descrito, nesta se¢io considera-se o resultado numé-
rico pelo MEF para o problema (7.14)-(7.15). Serdo utilizadas as formas generalizadas para L(u)
definidas pelos Modelos 1, 2 e 3, Equacdes (7.18) e (7.22) e (7.24). Os resultados obtidos serdo
usados para validar o programa computacional desenvolvido e, também, comparar os resultados
das taxas de convergéncia do erro, através do grafico log-log, na aproximacao da quantidade de
interesse pelo Método Direto e pelo método da fungdo de extragdo.

Na resolu¢do numérica do problema utilizam-se os espacos de elementos finitos de Lagrange
retangulares como espacos de fungdes aproximantes. O parametro p representa o grau das funcdes
de base de Lagrange unidimensionais, utilizadas no produto tensorial para constru¢do dos espacos
de elementos finitos de Lagrange em 2D. Definem-se por N, e N, os nimeros de intervalos da
parti¢do nos eixos x € y do dominio, respectivamente.

Define-se como método direto a aproximagdo da quantidade de interesse L(u) pela forma geral,
isto

L(uy) = _/ag (Vuy,-it)ds, (7.25)

em que i € a solugcdo aproximada, pelo método dos elementos finitos, do problema (7.14)-(7.15).

Serdo consideradas dois casos para a sub-regido dQ; C I';:

Q1 = [0,1/4] x {0} e dQq = [1/2,3/4] x {0}

Resultados Obtidos Usando u e ¢ Analiticas

Utiliza-se a fun¢do u, solucao analitica do problema (7.14)-(7.15), calculam-se os valores da quan-
tidade de interesse escrita nas formas generalizadas, Equagdes (7.22) e (7.24), e pelo método direto,
Equagdo (7.25), no programa computacional desenvolvido, sendo ¢ dada pela equacdo (7.23). O
objetivo aqui € validar o programa, através do calculo do erro na regra de integracdo em cada par-
ticdo do dominio. Nas Tabelas 7.1 e 7.2 mostram-se os valores do erro em porcentagem para cada

Nx, com Nx = Ny, na qual observa-se que os erros na regra de integracdo nao serdo significantes
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’ Valor exato do fluxo 0,5 ‘
Nx, Ny | Método Direto | D(%) Modelo 3 D(%) Modelo 2 D(%)
1 0,5063438955 | 0,12 | 0,4864646065 | 2,70 | 0,508716033 | 1,74
2 0,4851052787 | 2,97 | 0,4904344812 | 1,91 | 0,4860982089 | 2,78
4 0,489381386 | 2,12 | 0,4932380723 | 1,35 | 0,4899959596 | 2,00
8 0,4924915061 | 1,50 | 0,4952192703 | 0,95 | 0,4929252625 | 1,41
16 0,494690693 | 1,06 | 0,496619752 | 0,67 | 0,4949971164 | 1,00
32 0,496245753 | 0,75 | 0,497609888 | 0,47 | 0,4964623248 | 0,70

Tabela 7.1: Erros na regra de integragao no calculo do fluxo na regido 0Q;; = [0, 1/4] x {0} usando
u e @ analiticas.

| Valor exato do fluxo 0, 158918623 |
Nx, Ny | Método Direto D(%) Modelo 3 D(%) Modelo 2 D(%)

1 0,14251276 10,32 0,15892118 | 1,6 x 1073 | 0,14139314 11,03

2 0,15894221 1x1072 | 0,15891952 | 5,6 x 10~* | 0,15896469 | 3 x 1072
4 0,15891862 | 2,5x 1077 | 0,15891894 | 2x10~* | 0,15891824 | 2,4 x 10~*
8 0,15891862 | 2,5x 1077 | 0,15891873 | 7x 10> | 0,15891849 | 8,6 x 107>

16 0,15891862 | 2,5x 10~ | 0,15891866 | 2,5 x 10 | 0,15891857 | 3,1 x 107>
32 0,15891862 | 2,5x 10~ | 0,15891864 | 8,5 10~° | 0,15891861 | 1,1 x 107

Tabela 7.2: Erros na regra de integragdo no cdlculo do fluxo no regido dQg = [1/2,3/4] x {0},
usando u e @ analiticas.

na qualidade da aproximag¢ao numérica.
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’ Método Direto ‘
| Nx,Ny| P=I1 p=2 || pP=3 | pP=4 |

1 0,18427701 | 0,29431677 | 0,36232310 | 0,39963821
2 0,22012398 | 0,32836280 | 0,37903913 || 0,40590313
4 0,27387358 | 0,37154584 | 0,41442253 | 0,43255391
8 0,32338454 | 0,40898757 | 0,43754887 | 0,45128448
16 0,36716683 | 0,43474567 | 0,45486901 | 0,46491844
32 0,40240992 | 0,45313692 | 0,46757379 | 0,47487530
’ Método da Extracdo: Modelo 3 ‘
| Nx,Ny| P=1 p=2 | pP=3 | pP=4 |
1 0,29179224 | 0,33887436 || 0,37227083 || 0,39463369
2 0,32434877 | 0,37275331 || 0,40227655 || 0,42053099
4 0,35600581 | 0,40267866 || 0,42691062 || 0,44133433
8 0,38721020 | 0,42730877 || 0,44628399 || 0,45726493
16 | 0,41433215 | 0,44661058 | 0,46098719 | 0,46914939
32 | 0,43633028 | 0,46123823 || 0,47189408 | 0,47786677
’ Método da Extracdo: Modelo 2
| Nx,Ny| P=1 p=2 | pP=3 | P=4
1 0,32095241 | 0,36613846 || 0,40111339 || 0,42298012
2 0,32437789 | 0,37308143 || 0,40260106 || 0,42082976
4 0,35603736 | 0,40273369 || 0,42698544 || 0,44142454
8 0,38723203 | 0,42734749 || 0,44633679 | 0,45732865
16 | 041434749 | 0,44663791 || 0,46102449 | 0,46919442
32 | 0,43634109 | 0,46125754 || 0,47192044 || 0,47789860

Tabela 7.3: Valores aproximados do fluxo na regido dQy; = [0,1/4] x {0}, pelo método direto,
modelo 2 e modelo 3.

Resultados Obtidos Usando ii e ¢

Usa-se a fungao i, solucdo aproxima do problema (7.14)-(7.15), nas formas generalizadas, Equa-
coes (7.22) e (7.24), e a funcdo ¢ é dada pela equagdo (7.23). As Tabelas 7.3 e 7.4 mostram os
valores aproximados do fluxo nas regides dQg; = [0,1/4] x {0} e Qs = [1/2,3/4] x {0}, consi-
derando a aproximacdo pelo Método Direto, Equacdo (7.25), e pelo Método da fun¢ao de Extracao
com a forma generalizada do Modelo 2, Equagdes (7.22) e Modelo 3, Equagao (7.24).

As Figuras 7.5 e 7.6 mostram os gréficos log-log do erro, em porcentagem, na aproximagao do

fluxo em cada sub-regido dQg C I';. Utilizam-se as seguintes nota¢des para os graficos:

e MD: Célculo do fluxo pelo Método Direto, Equacao (7.25);
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’ Meétodo Direto ‘
| Nx,Ny| P=1 | p=2 | pP=3 | pP=4 |

1 0,1202887008 | 0,1396161552 || 0,1421232238 || 0,1469384836

2 0,1452484308 | 0,1627236871 || 0,1579792940 || 0,1587969690

4 0,1530835717 | 0,1594906628 || 0,1585254551 || 0,1586198512

8 0,1565255332 | 0,1588443256 || 0,1586854091 || 0,1587716701

16 0,1579292517 | 0,1587859522 || 0,1587994036 || 0,1588456220

32 0,1584858988 | 0,1588270912 || 0,1588588578 || 0,1588821636
’ Método da Extracdo: Modelo 3 ‘
| Nx,Ny| P=1 p=2 | P=3 [ P=4 |

1 0,1629800244 | 0,1580148777 || 0,1559611217 || 0,1586070938

2 0,1579780096 | 0,1571758525 || 0,1579111224 || 0,1583431288

4 0,1575670564 | 0,1579830811 || 0,1584348113 || 0,1586266797

8 0,1580795401 | 0,1584483032 || 0,1586787237 || 0,1587726889

16 0,1584620078 | 0,1586835300 || 0,1587989387 || 0,1588456928

32 0,1586815138 | 0,1588011432 || 0,1588588259 || 0,1588821681
’ Método da Extracdo: Modelo 2 ‘
| Nx,Ny| P=1 p=2 | P=3 [ P=4 |

1 0,1462220436 | 0,1408006942 || 0,1378400006 | 0,1409112100

2 0,1580605005 | 0,1571738877 || 0,1579590129 || 0,1583889023

4 0,1575841308 | 0,1579853859 || 0,1584347747 || 0,1586266772

8 0,1580793149 | 0,1584483425 || 0,1586787237 || 0,1587726889

16 0,1584620142 | 0,1586835278 || 0,1587989387 || 0,1588456928

32 0,1586815144 | 0,1588011431 || 0,1588588259 || 0,1588821681

Tabela 7.4: Valores aproximados do fluxo na regido dQg = [1/2,3/4] x {0}, pelo método direto,

modelo 2 e modelo 3.

e IntDom: Cilculo do fluxo pelo método da funcio de extracdo usando a forma generalizada

do Modelo 2, Equagao (7.22);

e IntCont: Célculo do fluxo pelo método da fungdo de extracdo usando a forma generalizada

do Modelo 3, Equagdo (7.24).
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Figura 7.5: Gréficos Log-Log do erro, na aproximacéo do valor do fluxo saindo pela regido dQ, =
[0,1/4] x {0} comp=1,2,3¢e4.
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Figura 7.6: Graficos Log-Log do erro, na aproximagao do valor do fluxo saindo pela regiao dQ,, =
[1/2,3/4] x{0} comp=1,2,3e4.
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Figura 7.7: Gréficos das fungdes g1(s) = g(5) |aa,, € g2(s) = g(5)|oq,, com e =0, 1.

Resultados Obtidos Usando i

Neste teste, tem-se por objetivo confrontar os resultados obtidos na aproximacdo da quantidade
de interesse L(u) obtidos pelo método direto, Equagdo (7.25), pelo Modelo 1, Equagdo (7.18), e
pelo Modelo 2, Equacao (7.22). Calcula-se a solucdo aproximada da quantidade de interesse pelo
método da funcao da extracdo usando os Modelo 1, Equacdes (7.18) e pelo Método Direto, usando
a Equacdo (7.25). Neste caso, usam-se as funcdes ii e @, solugdes aproximadas dos problemas
(7.14)-(7.15) e (7.19), respectivamente, para cada uma das sub-regides dQ; = [0,1/4] x {0} e
dQs = [1/2,3/4] x {0}. No caso do Modelo 2, Equagio(7.22), usa-se a fungdo ¢ analitica dada
pela Equacdo (7.23).

Na resolucdo numérica do problema auxiliar (7.19) foi utilizado um espago de aproximacao
mais enriquecido, para obter uma aproximagdo mais precisa € com isso diminuir 0 erro na apro-
ximacdo da quantidade de interesse pelo método da fun¢do de extragdo. Foram utilizadas funcdes
de base de Lagrange unidimensionais de grau p + 1, na constru¢do do espago de elementos finitos
de Lagrange em 2D. Toma-se € = 1/10 na fungéo g(s) do problema (7.19), correspondente a cada
uma das sub-regides dQg; € Q. A Figura 7.7 mostra os graficos de g ‘ 20, €8 ] o0, -

Na Tabela 7.5 mostram-se os resultados na aproximagdo da quantidade de interesse L(u) e o
valor do erro (D), em porcentagem, em relagdo a solu¢do exata L(u) na regido dQ, considerando
varios valores do grau p e do nimero de intervalos N, e Ny. Analogamente, na Tabela 7.6 mostram-
se, respectivamente, os mesmos resultados considerando a aproximacao do fluxo de fluido na regido

dQ;;. Os valores exatos da quantidade de interesse em cada sub-regido so:
e L(u)=0,5em dQ, =1[0,1/4] x {0}

o L(u)=0,158919 em 99y, = [1/2,3/4] x {0}
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|

Valores aproximados com p = 1

|

| Ni. N, | Método Direto | D(%) || Modelo 1 || D(%) | Modelo 2 || D(%) |

3,1 0,166408 66,7 || 0,274125 || 45,2 || 0,300188 || 40,0
6,2 0,216802 56,6 || 0,297552 || 40,5 || 0,325162 || 35,0
12,4 0,269356 46,1 | 0,342097 || 31,6 | 0,356659 || 28,7
24,8 0,320887 35,8 || 0,381175 || 23,8 | 0,387765 || 22,5
48,16 0,365741 26,9 || 0,411556 || 17,7 | 0,414813 || 17,0
96, 32 0,401561 19,7 || 0,437075 || 12,6 | 0,436732 || 12,7

’ Valores aproximados com p =2 ‘

| Ni. N, | Método Direto | D(%) || Modelo 1 || D(%) | Modelo 2 | D(%) |
3,1 0,264748 47,1 || 0,313240 | 37,4 | 0,337539 || 32,5
6,2 0,322025 35,6 | 0,360725 || 27,9 | 0,372461 || 25,5
12,4 0,371672 25,7 | 0,393097 || 21,4 | 0,402632 || 19,5
24,8 0,408339 18,3 || 0,424957 || 15,1 | 0,427343 || 14,5
48,16 0,434239 13,2 || 0,446634 || 10,7 || 0,446668 | 10,7
96, 32 0,452792 9,44 | 0,464996 || 7,00 | 0,461296 || 7,74

’ Valores aproximados com p =3 ‘

| Ne. N, | Método Direto | D(%) || Modelo 1 || D(%) | Modelo 2 | D(%) |
3,1 0,329267 34,2 || 0,345469 || 30,9 | 0,371886 || 25,6
6,2 0,378740 243 | 0,386802 || 22,6 | 0,401907 || 19,6
12,4 0,413185 17,5 | 0,418821 || 16,2 | 0,426673 || 14,7
24,8 0,437129 12,6 | 0,446179 || 10,8 | 0,446135 || 10,8
48, 16 0,454582 9,08 | 0,463047 || 7,39 | 0,460893 || 7,82
96, 32 0,467377 6,52 || 0,477935 || 4,41 || 0,471834 | 5,63

’ Valores aproximados com p =4 ‘

| Ni. N, | Método Direto | D(%) || Modelo 1 || D(%) | Modelo 2 || D(%) |
3,1 0,369805 26,0 | 0,381819 || 23,6 | 0,393790 || 21,2
6,2 0,407301 18,5 || 0,410383 || 17,9 | 0,419916 || 16,0
12,4 0,432515 13,5 | 0,434539 || 13,1 | 0,440921 || 11,8
24,8 0,451022 9,80 | 0,459207 || 8,16 | 0,456983 | 8,60
48, 16 0,464736 7,05 || 0,473070 || 5,39 | 0,468956 || 6,21
96, 32 0,474749 5,05 || 0,485790 || 2,84 || 0,477733 | 4,45

Tabela 7.5: Valores aproximados do fluxo total saindo pela regido dQ,; = [0,1/4] x {0}.
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’ Valores aproximados com p =1 ‘
| Ni. N, | Método Direto | D(%) || Modelo 1 || D(%) | Modelo 2 || D(%) |
3,1 0,131682 17,1 || 0,167188 || 5,20 | 0,167357 || 5,31
6,2 0,145881 8,20 || 0,153870 || 3,18 | 0,159651 || 0,46
12,4 0,153286 3,54 | 0,157060 || 1,17 | 0,158304 || 0,39
24,8 0,156634 1,44 | 0,158172 || 0,47 || 0,158437 || 0,30
48,16 0,157972 0,60 | 0,158892 || 0,02 | 0,158640 || 0,18
96, 32 0,158503 0,26 | 0,159218 || 0,19 | 0,158771 || 0,09

’ Valores aproximados com p =2 ‘
| Ni. N, | Método Direto | D(%) || Modelo 1 || D(%) | Modelo 2 || D(%) |
3,1 0,161080 1,36 || 0,148464 || 6,58 | 0,154090 || 3,04
6,2 0,160860 1,22 || 0,158513 || 0,26 | 0,156733 || 1,38
12,4 0,159367 0,28 || 0,158796 || 0,08 | 0,157907 || 0,64
24,8 0,158845 0,05 || 0,159075 || 0,10 | 0,158435 || 0,30
48, 16 0,158789 0,08 | 0,159359 || 0,28 | 0,158683 || 0,15
96, 32 0,158829 0,06 | 0,159454 || 0,34 | 0,158802 || 0,07

’ Valores aproximados com p =3 ‘
| Ni. N, | Método Direto | D(%) || Modelo 1 || D(%) | Modelo 2 | D(%) |
3,1 0,161089 1,37 [/ 0,158784 | 0,08 | 0,157265 | 1,04
6.2 0,158770 | 0,09 | 0,157994 | 0,58 | 0,157988 | 0.59
12,4 || 0,158526 || 025 [ 0,159279 | 0,23 | 0,158446 | 0.30
24,8 | 0,158688 0.15 | 0,159304 | 024 | 0,158682 || 0,15
48,16 | 0,158801 | 0,07 [[ 0,159473 || 035 | 0,158800 | 0.07
96,32 | 0,158860 | 0,04 [ 0,159511 || 037 | 0,158860 | 0,04

’ Valores aproximados com p =4 ‘
| Ni. N, | Método Direto | D(%) || Modelo 1 || D(%) | Modelo 2 || D(%) |
3,1 0,158644 0,17 || 0,155413 | 2,21 || 0,157983 | 0,59
6,2 0,158310 0,38 || 0,158850 || 0,04 || 0,158337 || 0,37
12,4 0,158618 0,19 || 0,159474 | 0,35 || 0,158629 || 0,18
24,8 0,158773 0,09 || 0,159397 || 0,30 || 0,158774 | 0,09
48, 16 0,158846 0,05 || 0,159519 | 0,38 || 0,158846 | 0,05
96, 32 0,158882 0,02 || 0,159534 || 0,39 | 0,158882 || 0,02

Tabela 7.6: Valores aproximados do fluxo total saindo pela regido dQ,, = [1/2,3/4] x {0}.



7.2. CASO DE INTERESSE (FLUXO MONOFASICO EM MEIOS POROSOS) 85

7.2.4 Comentarios

De acordo com os resultados obtidos nas tabelas e figuras anteriores tem-se as seguintes observa-
coes:

Na regido onde a solugdo apresenta singularidade, dQ,; = [0,1/4] x {0}, nota-se que o Mé-
todo Direto de pds-processamento apresentou um desempenho inferior comparado com o método
da funcdo de extracdo, Modelos 1, 2 e 3. Os Modelos 2 e 3 apresentaram melhor desempenho
comparado ao Modelo 1 quando p =1e p =2. Ja para p =3 e p = 4, este tltimo foi melhor que
os dois anteriores.

Na regido dQg = [1/2,3/4] x {0}, para p =1, p =2 e p =3 o Método Direto de pds-
processamento apresentou um melhor desempenho, menor diferenca, comparado ao método da
func¢do de extracdo, sendo que os Modelos 2 e 3 foram melhores que o Modelo 1. Para p =4 os

Modelos 2 e 3 apresentaram melhor desempenho comparado ao Método Direto e o Modelo 1.



Capitulo 8
Conclusoes

Neste trabalho foi realizado o estudo de dois métodos para o pds-processamento da solugdo por
elementos finitos, a estratégia de adaptatividade goal-oriented e o método da funcio de extracdo,
com objetivo de se obter uma precisao desejavel na aproximacao das quantidades de interesse. Em
particular, a quantidade de interesse representa o fluxo total de fluido saindo por uma regido do

contorno no dominio estipulado.

Com os resultados obtidos na Se¢do 6.6 observa-se que o método de estimativa goal-oriented
gera um problema dual com singularidade muito forte na regido de interesse. Portanto, este método
torna-se um processo caro na estimativa do erro na aproximac¢do do valor do fluxo, no problema
definido.

A partir dos resultados obtidos na Secdo 7.2, conclue-se que o método da fungdo de extracao
para aproximacdo da quantidade de interesse, apresentado em [3, 4, 5], apresenta vantagens em
relacdo ao método direto em regides que apresentam pontos de singularidades, como € o caso da
regido dQ; =[0,1/4] x {0} do problema (7.14) e (7.15). Em regides que ndo apresentam pontos de
singularidades, o método direto de pos-processamento apresenta melhor desempenho, comparado
ao método de extragdo, exceto quando o grau p = 4. Os Modelos 2 e 3, Equacdes (7.22) e (7.24),
do método da fungdo extragcdo, os quais usam fun¢do geradora ¢ analitica, apresentaram melhor
desempenho comparado com o desempenho do Modelo 1, (7.18), o qual usa funcOes geradoras
aproximadas.

Conclui-se que o método de extragdo deu resultados similares ao método do célculo direto.
Isto se deve ao fato de que a fun¢do geradora utilizada, ¢, possui a mesma ordem de suavidade
da fungdo u e isto estd diretamente relacionado com a taxa de convergéncia de L(ii). Portando,
necessita-se de uma funcdo ¢ com mais suavidade em relagdo a fung@o u para se obter uma maior

taxa de convergéncia.
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Ressalta-se ainda o grande esforco dedicado a este trabalho, no qual foi possivel no prazo do
mestrado implementar os métodos goal oriented e da funcio de extracdo. Além disso, a utilizagdao

do ambiente PZ permitiu implementar e verificar a complexidade dessas técnicas.
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Apéndice A

Espaco Vetorial e Espaco Normado

A.1 Espaco Vetorial

Definicdo A.1 Um espaco vetorial é um conjunto X = (X,+,.), ndo vazio, de elementos u, v, ...

munido de duas operagoes algébricas (adicdo e multiplicacdo por escalar).
e adicio+: X xX —X
e multiplicagcdo por escalar - : KxX — X, K é um corpo (R ou C)
Propriedades 2 (da adicao) Para todo u, vew € X, tem-se
o Comutativa: u+v=v-+u
e Associativa: u+ (v+w) = (u+v)+w
e Elemento Neutro: Yu € X, 30 € X tal que 0 +u=u
e Oposto: YueX, I—ueX tal que u+ (—u) =6
Propriedades 3 (da multiplicacao por escalar) Sendoueve X, ae B € K, tem-se:
e a.(Bu)=(a.pB) u
e o-(utv)=a-u+p-v
o l-u=u
e (0+pB)u=a-u+p-u
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A.2 Espaco Normado

Defini¢sio A.2 (Norma) Norma é uma fungdo, || . ||: X — R™, definida em um espaco vetorial

X = (X,+,.) com as seguintes propriedades:

(N1) lul|>0,VueX; [[ul|l=0<u=0
(N2) |cul=lcllul,VeeKeVuecX
(N3) v [ <[[ufl ] vl

Definicao A.3 (Espaco Normado) Um espaco normado é um espago vetorial com uma norma.

Defini¢oes em Espacos Normados

Definicao A.4 (Convergéncia) Uma sequéncia (u,) em um espago normado X = (X, || . ||) € con-
vergente se existe u € X tal que

lim || u, —u||=0
n—oo

u é chamado de limite de (uy) e é representado por

lim u, = u
n—oo
ou, simplesmente,

Uy, — U

Definicao A.5 (Fechado, Aberto, Ponto Aderente e Fecho) Seja X = (X, || . ||) um espago nor-
mado e sejam F C X, ACXeM C X.

O subconjunto F ¢ fechado se para toda sequéncia (u,) em X tal que u, € X, Vn, e u, — u
tem-se u € X.

Diz-se que o subconjunto A C X é aberto se seu complementar X — A é fechado.

Sejam M C X ey € X, diz-se que y é aderente a M se existe um sequéncia (uy) de elementos de
M que converge para y.

O fecho M do subconjunto M C X é o conjunto de todos os pontos aderentes de M. Por

construgdo M é fechado.

Definicao A.6 (Denso) Sejam B, M C X = (X, || . ||). Diz-se que B é denso em M se dadoy € M
qualquer, existe uma sequéncia (uy) de elementos de B tal que u, — y. Em outras palalvras, B é

denso em M se todo ponto de M é aderente a B.
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Definicio A.7 (Sequéncia de Cauchy) A sequéncia (u,) em um espagco normado é uma sequéncia

de Cauchy se para todo € > 0 existe um ng = ng(€) tal que
| ty — um || < €, Vn,m > ny

Definicao A.8 (Compacidade) Um subconjunto M C X = (X, || . ||) é compacto se toda sequéncia

(ty), un € M, possui uma subsequéncia convergente para um ponto uy € M.

Definicdo A.9 (Espaco Completo) Um espaco normado X = (X, || . ||) é completo se toda sequén-

cia de Cauchy for convergente.

Propriedades 4 Tem-se que:
(1) Todo espaco normado de dimensdo finita é completo.
(2) Todo subconjunto completo é fechado.

(3) Todo subconjunto fechado de um completo é completo.

Definicdo A.10 (Espaco de Banach) Seja X = (X, || . ||) um espago normado. Se X for completo

ele é chamado de espaco de Banach.

Definicao A.11 (Completamento) Seja X = (X, || . ||) um espaco normado. Simplificadamente,
um completamento X do espago normado X trata-se de um processo geral que nos permite intro-
duzir um contexto no qual todas as sequéncias de Cauchy, em X, sdo convergentes. Para maiores
detalhes ver [18, 20, 17].

Exemplos Importantes

Exemplo A.1 Seja o espago vetorial C([a, b)), o conjunto constituido de todas as fungées de valo-

res reais definidas e continuas em |a,b]. Munido da norma

o= t
| || JQ?SXI,'”( )|,

este espaco vetorial é de Banach.

Exemplo A.2 O Espago vetorial C([a,b]) de todas fungcdes continuas de valor real, definidas em

futa= ([ o par)

[a, D], munido da norma

ndo é um espago de Banach.
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Observacdo: No espaco C([a,b]), a defini¢do de soma e multiplicacdo por escalar é dada por:
(u)(r) = ulr) +v(¢), Vu,v € Cla b,

(Aat)(t) = A.u(t), VA € R e Vu € Cla,b]

Exemplo A.3 O espaco vetorial L*([a,b],|| . ||2) é definido como o completamento do espaco
C([a,b],]| - ||2) do Exemplo 2.



Apéndice B

Notacoes

B.1 Notacao de Laurent Schwartz

Seja n > 1 fixo. Dados n inteiros ndo negativos Qp, @, ..., &, denota-se o = (0,00, ...,0,) €
| 1= 0 + 0p+,...,+0,. Diz que o0 € um multi-indice e, por exemplo, aq = dg,qy...0;,- POr
simplicidade o sfmbolo D; representard o operador de derivagdo parcial d/dx;,com 1 < j <n,

de forma que D estard denotando o vetor gradiente

D= (Dy, Dy, ... ,Dy) (B.1)

o o o gutot..+oy o'
D" =D7"'Dy*...D;" = = . B.2
1 2 n axtlll axgzmaxgn axtlxl axgzmaxgn ( )

Por exemplo, D(:2:3) f = 9°f/dx10x30x3, DO =9 f/dxy, DOO) f = f em que f é uma fungio

suave em um aberto Q C R”.

B.2 Operadores Diferenciais

Divergente

Dado um vetor i € R3, o seu divergente, V -ii ou divii, é o operador diferencial dado por

uy | Ity | Ou; (B.3)

V.u:g—i_&y dz
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Gradiente
Seja agora a funcdo escalar u : R> — R, o seu gradiente, Vu, é o operador

du du Jdu
Vu = (aa 8_}7, (9_2)
Laplaciano

E a combinacdo entre o divergente e o gradiente,

d du, d du  d du
V'(V”)ZE(E)JF(;—y(a—y)ﬂLa—Z(a—Z)a

de uma fucdo escalar u que € representado pelo operador

2%u N 2%u N 2%u
ox2  dyr 972

Au =
Este operador é chamado de Laplaciano de u.

Formula de Green

A férmula de Green nos diz que: se u e v sd3o campos escalares, entdo

/diV(vVu):/(Vv-Vu+vAu)dT:/ v ao
Q Q d

em que 7i é o versor normal a Q.

(B.4)

(B.5)

(B.6)



