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Resumo.

O objetivo desta tese é mostrar como utilizar algebroides de Lie e grupdides de Lie para
compreender aspectos das teorias de invariantes, simetrias e espacos de moduli de estru-
turas geométricas de tipo finito. De uma forma geral, podemos descrever tais estruturas
como sendo objetos, definidos em uma variedade, que podem ser caracterizados por cor-
referenciais (possivelmente em outra variedade). Exemplos incluem GG-estruturas de tipo
finito e geometrias de Cartan.

Para uma classe de estruturas geométricas de tipo finito cujo espago de moduli (dos
germes) de seus elementos tem dimensao finita, construimos um algebréide de Lie A —
X, chamado de algebroide de Lie classificante, que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para cada ponto na base X corresponde um germe de uma estrutura geométrica
pertencente a classe.

2. Dois destes germes sdo isomorfos se e somente se eles correspondem ao mesmo
ponto de X.

3. A dlgebra de Lie de isotropia de A num ponto x é a dlgebra de Lie das simetrias
infinitesimais da estrutura geométrica correspondente.

4. Se dois germes de estruturas geométricas pertencem a mesma estrutura geométrica
global numa variedade conexa, entao eles correspondem a pontos na mesma Orbita
de Aem X.

Além do mais, quando o algebroide de Lie classificante ¢ integrdvel, o seu grupdide de
Lie pode ser utilizado para construir modelos explicitos das geometrias na classe sendo
descrita. Estes modelos sdo universais, ou seja, qualquer outra estrutura geométrica da
classe é localmente isomorfa a um destes modelos, e globalmente equivalentes, a menos
de recobrimento, a um subconjunto aberto de um desses modelos. No caso em que a
estrutura geométrica é uma G-estrutura de tipo finito, damos uma descri¢do detalhada
dessa correspondéncia.

Uma das consequéncias da nossa construgdo é que o algebroide de Lie classificante
pode ser usado para obter invariantes das estruturas geométricas correspondentes. Para
ilustrar, apresentamos dois exemplos de invariantes que sdo induzidos pela cohomologia
do algebroide de Lie.

Para demonstrar os resultados mencionados acima, definimos as nogoes de forma de
Maurer-Cartan em grupdides de Lie e de equacao de Maurer-Cartan para um formas dife-
renciais com valores num algebroide de Lie. A seguir, provamos que a forma de Maurer-
Cartan em um grupoide de Lie satisfaz uma propriedade universal andloga a propriedade
satisteita pela forma de Maurer-Cartan em um grupo de Lie.

Para concluir esta tese, descrevemos diversos exemplos relacionados as conexoes sem
tor¢ao em G-estruturas. Nossa classe principal de exemplos sdo as conexoes simpléticas
especiais para as quais incluimos uma discussdo detalhada.



Abstract.

The purpose of this thesis is to show how to use Lie algebroids and Lie groupoids to get a
better understanding of problems concerning symmetries, invariants and moduli spaces of
geometric structures of finite type. In general terms, these structures are objects defined
on manifolds which can be characterized by a coframe (on a possibly different manifold).
Examples include G-structures of finite type and Cartan geometries.

For a given class of such structures whose moduli space (of germs) of elements is
finite dimensional, we are able to construct a Lie algebroid A — X, called the classifying
Lie algebroid, which has the following properties:

1. To each point on the base X there corresponds a germ of a geometric structure
which belongs to the class.

2. Two such germs are isomorphic if and only if they correspond to the same point in
X.

3. The isotropy Lie algebra of A at a point x is the symmetry Lie algebra of the cor-
responding geometric structure.

4. If two germs of the geometric structure belong to the same connected manifold,
then they correspond to points on the same orbit of A in X.

Moreover, when the classifying Lie algebroid is integrable, its Lie groupoid can be used
to construct explicit models of the geometries in the class being described. These models
turn out to be universal in the sense that every other geometric structure in the class is
locally isomorphic to one of these models, and globally equivalent up to covering to an
open set of one of these models. We describe this throughly when the geometric structure
in consideration is a finite type G-structure.

One of the consequences of our construction is that the classifying Lie algebroid can
be used to obtain invariants of the corresponding geometric structures. We present two
examples of invariants that are induced by the cohomology of the Lie algebroid.

The method that we use to prove the statements above is to define the notion of a
Maurer-Cartan form on a Lie groupoid, as well as a Maurer-Cartan equation for Lie alge-
broid valued differential one forms. We then prove a universal property for the Maurer-
Cartan form of a Lie groupoid. We believe that these results are of independent interest.

To conclude this thesis, we give a description of several examples related to torsion-
free connections on G'-structures. Our main class of examples are the special symplectic
connections for which we include a detailed discussion.
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Introducao

Neste capitulo explicaremos os resultados principais contidos na tese. Depois, descre-
veremos o contetido de cada capitulo. Terminaremos esta introducdo apresentando as
convengoes que serdo utilizadas ao longo da tese.

1.1 Os Resultados Principais

Esta tese trata de simetrias, invariantes e espacos de moduli de estruturas geométricas de
tipo finito. Por uma estrutura geométrica de tipo finito, nos referimos a qualquer objeto
em uma variedade suave que determina, e é determinado, por um correferencial em uma
variedade (possivelmente distinta da variedade onde se encontra o objeto). Recordamos
que um correferencial numa variedade n-dimensional M é um conjunto {6*,... 0"} de
1-formas em M que sdo linearmente independentes em todos os pontos. Exemplos destas
estruturas geométricas incluem:

1. G-estruturas de tipo finito (Defini¢do 3.3.5), que sdo determinadas pela forma tau-
tologica do seu ultimo prolongamento nao trivial;

2. Geometrias de Cartan (Definig¢do 6.2.4), que sdo determinadas por uma conexao de
Cartan, interpretada como um correferencial num fibrado principal P — M;

3. Conexoes lineares V no fibrado tangente 7'V de uma variedade, que podem ser to-
madas de forma a preservarem algum tensor (ou uma G-estrutura) em M . Estas co-
nexdes sao caracterizadas por um correferencial no fibrado dos referenciais B(M )
de M (ou em uma G-estrutura B (M) sobre M ) dado pela forma tautoldgica e pela
forma de conexao associada a'V.
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O primeiro problema no qual estaremos interessados € o de determinar quando duas
destas estruturas geométricas sdo (localmente) isomortas. Esta questdo é conhecida como
o problema de equivaléncia. Quando duas estruturas geométricas do mesmo tipo estao
devidamente caracterizadas por correferenciais {0'} e {9_1} em variedades n-dimensionais
M e M, o problema de equivaléncia (local) pode ser enunciado por:

Problema 1.1.1 (Problema de Equivaléncia) Existe um difeomorfismo (localmente de-
finido) ¢ : M — M tal que B A
¢*07/ — 91

paratodo1l <i<n?

A solugdo deste problema é baseada no fato de que diferenciagdo exterior e pullbacks
comutam. Tomando a diferencial exterior, e usando o fato de que {9’} € um correterencial,
podemos escrever as equacgoes estruturais

doF =N " CE(x)0" A O (1.1.1)

1<j

onde as fungoes ij € C*(M) sdo chamadas de fungées estruturais do correferencial.
Analogamente, podemos escrever

- I,
gt =) " CH(T)f' A
i<j
Claramente, segue de
que uma condi¢do necessdria para a equivaléncia dos correferenciais € que

Cis((2)) = Cji(@).

Logo, as fungdes estruturais podem ser vistas como invariantes do correferencial.

Na direg¢ao oposta, podemos considerar o problema de determinar quando um con-
junto de fungdes pode ser realizado como o conjunto de funcdes estruturais de um cor-
referencial. Esta questdo foi proposta e resolvida por Cartan em [9] (veja também o
apéndice de [5]). Sua formulagao precisa € dada por:

Problema 1.1.2 (Problema de Realizacao de Cartan) Dados:
e um numero inteiron € N,
o um subconjunto aberto X C R,
e um conjunto de funcoes C’Z-kj € C*(X), cujos indices percorrem 1 < i,j k <mn,
e ¢ um conjunto de fungoes I € C*°(X)com1 <a <d
existe
e uma variedade n-dimensional M

e um correferencial {0'} em M;
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e ¢ uma aplicacdo h : M — X

tais que
ot = Y Cf )6 A G (1.1.2)
1<j
dn® = > " F(h(m))6' ? (1.1.3)

Estaremos interessados também em responder as seguintes questoes:

Problema de Classificacao Local Quais sdo todos os germes de correferenciais que So-
lucionam um problema de realizagao de Cartan?

Problema de Equivaléncia Local Quando que dois destes germes de correferenciais sao
equivalentes?

Iremos solucionar completamente ambos os problemas acima.
Antes de continuarmos com a descri¢cao dos problemas tratados nesta tese, apresenta-
remos um exemplo simples, porém motivante:

Exemplo 1.1.3 Suponha que nosso interesse seja em resolver os problemas de equi-
valéncia e classificacdo locais para correferenciais cujas fungoes estruturais sdo constan-
tes. Em termos do problema de realizacdo de Cartan, este contexto corresponde ao caso
em que d = 0, e portanto, X é um ponto (em particular, as fungoes F;* sdo identicamente
nulas).

Condigoes necessdrias para a existéncia de solugcoes do problema de realizacdo sdo
obtidas por

d?0* =0 (k=1,...n).

Elas implicam que —C’fj tém de ser as constantes de estrutura de uma dlgebra de Lie g,
i.e., deve existir uma dlgebra de Lie g com uma base {ey, ...e,,} tal que

lei, e;] = E

Esta condi¢do é também suficiente. De fato, se G é um grupo de Lie qualquer com
dlgebra de Lie g, entdo as componentes de sua forma de Maurer-Cartan invariante a
direita com valores em g, denotada por wyc, com respeito a base {e1, ..., e,}, tém C’fj
como suas fungodes estruturais.

Agora, seja (M, 0, h) outra solucdo qualquer do problema de realizagdo. Se definir-
mos uma 1-forma em M com valores em g por

0=> b,

entdo as equagoes estruturais (1.1.1) para o correferencial {0'} implicam que 0 satisfaz
a equagao de Maurer-Cartan

do + - [9 0] = 0.
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Logo, pela propriedade universal das formas de Maurer-Cartan em grupos de Lie, segue
que existe um difeomorfismo localmente definido

v:M— G,
que toma valores numa vizinhanga da identidade, tal que

0= @ZJ*U)Mc.

Assim, pelo menos localmente, existe uma tvinica solucdo do problema de realizacdo, a
menos de equivaléncia.

No caso geral, quando as fungdes estruturais ndo sdo constantes, elas nao podem de-
terminar uma dlgebra de Lie. No entanto, iremos mostrar que existem solucdes de um
problema de Cartan se e somente se os dados iniciais do problema determinam um al-
gebréide de Lie, que sera chamdo de algebroide de Lie classificante do problema de
realizacao.

Um algebréide de Lie é um fibrado vetorial A — X que generaliza ao mesmo tempo
as algebras de Lie e os fibrados tangentes de variedades. Sua contrapartida global é um
grupdide de Lie, que é uma variedade G equipada com duas submersoes sobrejetivas s
et, de G em X, além de uma multiplicagdo suave parcialmente definida, para a qual
existem elementos neutros e tal que cada elemento de G tem uma inversa (veja o Capitulo
2 para defini¢des precisas). Dois aspectos importantes de um algebroide de Lie sdo que (i)
ele determina uma distribui¢do (possivelmente singular) em X, cujas variedades integrais
maximais sdo chamadas de folhas ou orbitas de A, e (ii) sobre cada ponto x de X existe
uma algebra de Lie chamada de algebra de Lie de isotropia em x.

Inspirados pelo exemplo apresentado acima, propomos a seguinte solucao do pro-
blema de realizacdo de Cartan. Uma condig¢do necessdria para a existéncia de uma realizagao
é a existéncia de um algebroide de Lie classificante. Suponha, por simplicidade, que este
algebroide de Lie vem de um grupdide de Lie G (veja a Se¢do 2.3). Para provarmos que
esta condi¢do necessdria € também suficiente, introduziremos as formas de Maurer-Cartan
em grupoides de Lie. Entdo, mostraremos que a forma de Maurer-Cartan wyc induz um
correferencial em cada s-fibra de G, que soluciona o problema de realizacdo. Além do
mais, deduziremos uma propriedade universal da forma de Maurer-Cartan que implicara
que toda solug¢ao do problema de Cartan é localmente equivalente a uma das s-fibras. Isto
resolve os problemas propostos até aqui nesta introdugao.

Uma das maiores vantagens de utilizar esta abordagem, através de algebroides de
Lie, ao invés dos métodos originais do Cartan, é que enquanto os resultados do Cartan
sO tratam da existéncia de solugdes, o algebroide de Lie classificante (ou melhor, seu
grupdide de Lie local) fornece uma receita para a construgdo de solucbes explicitas do
problema. Esta solugdes sao as s-fibras do grupdide equipadas com a restricdo da forma
de Maurer-Cartan.

O algebroide de Lie classificante de um problema de Cartan satisfaz algumas propri-
edades muito interessantes. Para citar somente algumas:

1. Cada ponto de X corresponde a um germe de um correferencial que é uma solugdo
do problema de realizagao;

2. Dois destes germes de correferenciais sdo equivalentes se e somente se eles corres-
pondem ao mesmo ponto de X ;
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3. A dlgebra de Lie de isotropia em um ponto x de X € isomorfa a algebra de Lie
de simetrias do germe de correferencial correspondente, i.e., a dlgebra de Lie dos
germes de campos de vetores que preservam o germe de correferencial.

Por enquanto, somente discutimos aspectos locais da teoria. Estaremos interessados
também em resultados globais. O primeiro destes problemas que iremos solucionar € o
problema de globalizagdo:

Problema 1.1.4 (Problema de Globalizacao) Suponha que sejam dados um problema
de Cartan com dados iniciais (n, X, C’fj, F?) e dois germes de correferenciais, 0 e 0, que
solucionam o problema. Existe uma solugcdo global (M, 0, h) do problema de realizagdo,
com M conexa, para a qual 6y é o germe de 6 em um ponto py € M e 0 é o germe de 0

em um ponto py € M?

Novamente, a solugdo deste problema reside na compreensdo do algebréide de Lie
classificante. Iremos mostrar que se dois germes de correferenciais pertencem a mesma
realizagcdo conexa global, entdo eles correspondem a pontos na mesma orbita de A. Além
do mais, se o algebrodide de Lie vem de um grupdide de Lie, entdo a reciproca também
vale, i.e., se dois germes de correferenciais correspondem a pontos na mesma orbita de
A, entdo eles pertencem a mesma realizacdo conexa. Segue que o algebroide de Lie
classificante também fornece informagoes sobre o espaco de moduli das solugoes globais
do problema de Cartan.

Outro problema global que serd tratado nesta tese é o problema de equivaléncia glo-
bal. Em geral, o algebréide de Lie classificante ndo distingue entre uma realizacdo e seu
recobrimento universal. Se (M, 0, h) é uma realizagdo e T : M — M é uma aplicagio
de recobrimento, entio (M, 7*#, 7*h) também é uma realizacio chamada de realizacio
induzida. As vezes, iremos nos referir i esta realizacio como um recobrimento de
realizacoes de (M, 0, h).

Portanto, fica natural considerar a seguinte relagio de equivaléncia no conjunto das
realizagées de um problema de Cartan. Duas realizagoes (M, 01, hy) e (Ms, 02, hy) serdo
ditas globalmente equivalentes, a menos de recobrimento se elas tiverem um recobri-
mento de realizagdes em comum (M, 0, h), i.e.,

(M,0,h)
(Mhelahl) (M27927h2)-

Isto nos leva ao:

Problema 1.1.5 (Problema de Classificacao Global) Quais sdo todas as solugées de um
problema de realizacdo de Cartan a menos de equivaléncia global, a menos de recobri-
mento?

Assim como no problema de globalizagao, para resolver este problema precisaremos
de uma hipétese de integrabilidade: que o algebrdide de Lie classificante (ou mais preci-
samente, a sua restricao a cada orbita) venha de um grupdide de Lie. Neste caso, mostra-
remos que qualquer solucao do problema de Cartan é globalmente equivalente, a menos
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de recobrimento, a um subconjunto aberto de uma s-fibra do grupdide de Lie. Este resul-
tado € uma generalizacao dos dois teoremas sobre equivaléncia global apresentados em
[27] (veja o Coroldrio 4.10.3).

O algebréide de Lie classificante também pode ser usado para produzir invariantes
de estruturas geométricas de tipo finito, bem como para recuperar resultados cldssicos
sobre seus grupos de simetrias. De fato, se assumirmos uma hipotese de regularidade,
qualquer correferencial § numa variedade M determina um problema de realizagdo de
Cartan (n, X, C};, F;) e uma aplicagdo h : M — X que torna (M, 6, h) numa solugio
do problema. Neste caso, no entanto, precisamos permitir que X seja uma variedade,
ao invés de simplesmente um subconjunto aberto de R?. Mas, isto ndo impde nenhuma
dificuldade extra ao problema, e ainda assim obtemos um algebroide de Lie classificante
A sobre X, que serd sempre transitivo. Com isto, um correferencial 6 podera ser visto
como um morfismo de algebroides de Lie 6 : TM — A que cobre a aplicagcdo h.

Por um lado, utilizaremos o algebréide de Lie classificante para fornecer demonstragoes
simples de resultados cldssicos sobre a dimensao do grupo de Lie de simetrias de uma es-
trutura geométrica. Todos estes resultados serdo coroldrios imediatos do fato de que a
dlgebra de Lie do grupo de simetrias é isomorfa a dlgebra de Lie de isotropia num ponto
do algebroide de Lie classificante. Para exemplificar, demonstraremos trés teoremas que
estao presentes em [21].

Por outro lado, iremos argumentar que um correferencial, visto como um morfismo
de algebroides de Lie, deve relacionar os invariantes do algebréide de Lie classificante
com os invariantes do correferencial. Para ilustrar este ponto de vista, explicaremos dois
exemplos de invariantes cohomolégicos: a cohomologia basica de um correferencial e a
classe modular de um correferencial.

Podemos resumir esta introdugdo aos problemas tratados nesta tese dizendo que exis-
tem essecialmente duas formas em que utilizaremos a existéncia de um algebroide de
classificante para um problema de Cartan.

e Para uma classe de estruturas geométricas de tipo finito, para a qual o espaco de mo-
duli (dos germes) tem dimensao finita, podemos montar um problema de realizagao
de Cartan cujo algebroide de Lie classificante fornece informagdes sobre os pro-
blemas de equivaléncia e classificagdo locais, bem como sobre os problemas de
globalizacgao e classificacao global.

e Para uma Unica estrutura geométrica de tipo finito fixada, podemos montar um pro-
blema de realizagcao de Cartan cujo algebroéide de Lie classificante descreve as sime-
trias da geometria, bem como fornece uma receita para a construg¢do de invariantes
da estrutura.

Para concluir esta tese, apresentaremos uma série de exemplos que ilustram os resul-
tados que foram obtidos.

1.2 O Conteado dos Capitulos

Indicaremos agora, de forma sucinta, o contetdo de cada capitulo.

Capitulo 2 No Capitulo 2, introduzimos os conceitos de algebroides de Lie e grupoides
de Lie. Como estes objetos cumprem um papel fundamental ao longo de toda a tese,
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decidimos por enunciar todos os resultados que serdo utilizados. Para comegar, de-
finimos um algebroide de Lie e apresentamos diversos exemplos. Ao invés de forne-
cermos uma lista exaustiva, nos concentraremos nos exemplos que serdo relevantes
para esta tese. Depois, apresentamos uma discussao detalhada sobre morfismos de
algebroides de Lie, de duas maneiras equivalentes, ambas as quais serdo tteis. A
segunda se¢do contém a defini¢cdo de um grupoide de Lie e algumas de suas propri-
edades mais bdsicas. A Secao 2.3 trata da teoria de Lie para algebroides de Lie e
grupoides de Lie. Comegamos explicando como se constroi um algebroide de Lie
a partir de um grupdide de Lie. No entanto, nem todo algebréide de Lie aparece
desta forma, e as obstrugbes para que isto aconteca, que foram obtidas em [12], sdo
descritas no final da se¢do. Ao longo do caminho, enunciamos uma versao para al-
gebroides de Lie dos dois primeiros teroemas de Lie. O capitulo termina com uma
série de exemplos de grupoides de Lie que serdo utilizados no restante da tese.

Capitulo 3 O terceiro capitulo é sobre G-estruturas, que sio a principal fonte de exem-
plos de estruturas geométricas consideradas nesta tese. O capitulo comega com a
defini¢cdo e alguns exemplos de G -estruturas. Depois, descrevemos o seu problema
de equivaléncia e obtemos condig¢bes necessdrias para a sua solucdo. Para encon-
trarmos condi¢bes necessdrias ainda mais refinadas, introduzimos, na Sec¢ao 3.3, o
método do prolongamento. Isto nos leva ao conceito de G-estruturas de tipo finito,
para o qual nossos resultados podem ser aplicados. O capitulo termina com uma
descricdo das fungoes estruturais e das equagdes estruturais para GG-estruturas de
tipo finito. O primeiro caso que desecrevemos é o de GG-estruturas de tipo 1, para so
depois tratarmos das G-estruturas gerais, de tipo k. Estes resultados serdo cruciais
para podermos enunciar e resolver problemas de classificagdo para estas estruturas
geométricas.

Capitulo 4 Enquanto que os capitulos anteriores contém majoritariamente resultados
para referéncia, este capitulo € o ntcleo da tese. Comecamos por descrever o pro-
blema de equivaléncia de correferenciais. Para tal, seguimos de perto as apresentacoes
contidas em [27] e [33]. A andlise das condi¢des necessdrias para resolver este pro-
blema nos levam a considerar o problema de realizacdo de Cartan. Mostramos que
se uma solu¢ao do problema de realizagdo existir, entdo os dados iniciais do pro-
blema determinam um algebroide de Lie, o qual chamamos de algebroide de Lie
classificante. Para solucionar o problema de Cartan, introduzimos as formas de
Maurer-Cartan em grupdides de Lie e demonstramos a sua propriedade universal
local. Quando adicionamos uma hipdtese topoldgica, obtemos também uma pro-
priedade universal global para estas formas. Estes resultados sdo entdo aplicados
para solucionar o problema de classificacao local, bem como para descrever as si-
metrias de uma realizacdo. O capitulo termina com a discussdo de aspectos globais.
Resolvemos os problemas de globalizacao e de equivaléncia global.

Capitulo 5 No Capitulo 5, especializamos ao caso em que o correferencial vem de uma
G-estrutura de tipo finito. Como as equagdes estruturais e as funcdes estruturais
para estes correferenciais tém a forma particular descrita no fim Cépitulo 3, segue
que o algebréide de Lie classificante também terd propriedades especiais. De fato,
ele vem equipado com uma agdo infinitesimal de g, a algebra de Lie de GG, por
automorfismos internos de algebroides de Lie. Comec¢amos com a descrigdo do
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caso de G-estruturas de tipo 1, que depois € usado, no fim do capitulo, para resolver
o problema de realizag¢do para G-estruturas de tipo finito gerais. Antes de fazer isto
descrevemos o que acontece no melhor cendrio possivel, i.e., quando o algebréide
classificante A é integrado por um grupoide de Lie G, e a acdo infinitesimal de g em
A é integrada por uma agdo livre e prépria de G em G. Este € o contetido da Segao
5.3.

Capitulo 6 Neste capitulo apresentamos diversas aplicagoes da existéncia de um algebroide
de Lie classificante associado a um problema de realizacao. Ele come¢a com uma
pequena generalizagdo do problema de Cartan apresentado anteriormente para o
caso em que X é uma variedade ao invés de um subconjunto aberto de R¢. Esta
generalizagdo serd ttil tanto em exemplos concretos, quanto na demonstragio de
resultados classicos sobre o grupo das simetrias de uma estrutura geométrica. De
fato, utilizamos isto para recuperar trés teoremas do livro [21]. O capitulo termina
com uma discussdo sobre como obter invariantes de estruturas geométricas atraveés
de invariantes do algebroide de Lie classificante.

Capitulo 7 O capitulo final da tese é dedicado aos diversos exemplos que servem como
ilustracoes dos resultados obtidos anteriormente. Comecamos por deduzir as equacoes
estruturais e as fungoées estruturais de uma conexao sem torg¢ao arbitrdria numa G-
estrutura. Acontece, no entanto, que o espago de moduli de tais conexdes numa GG
estrutura fixada pode ter dimensao infinita, e portanto, ndo pode ser tratado pelos
nossos métodos. Por outro lado, existem muitas classes de conexdes sem tor¢ao que
podem ser tratadas utilizando o algebroide de Lie classificante. O primeiro exemplo
que apresentamos € o de conexoes sem tor¢ao de curvatura constante. Em particu-
lar, exibimos o algebroide de Lie classificante para conexdes sem tor¢do planas em
uma (-estrutura arbitrdria, bem como para métricas de curvatura Gaussiana cons-
tante em R%. Depois, olhamos para o espago das conexdes localmente simétricas.
A existéncia de uma algebroide de Lie classificante para estas conexdes pode ser
usada para mostrar que toda dlgebra de Berger simétrica é a dlgebra de Lie de ho-
lonomia de alguma conexado sem torcao. Isto serd discutido na Se¢do 7.4. A nossa
principal classe de exemplos, no entanto, sdo as variedades simpléticas especiais.
Apresentamos uma descrigdo detalhada do algebréide de Lie classificante para estas
variedades, e utilizamos isto para demonstrar resultados sobre suas simetrias e seu
espago de moduli. Também mostramos como encontrar exemplos destas varieda-
des. Observamos que apesar da maioria destes resultados nao serem novos, a nossa
abordagem difere da abordagem original. Nosso ponto de partida € a construgao do
algebroide de Lie classificante, de onde todas as outras propriedades sdo deduzidas.
Assim, os resultados se tornam mais naturais € menos misteriosos.

1.3 Convencoes

Esta tese estd inserida na categoria C*°. Portanto, a menos que seja mencionado explicita-
mente, todas as variedades sdo suaves, segundo contaveis e Hausdorff, e todas as fungcoes
sdo também suaves. A unica excegdo é o espago total G de um grupoide de Lie, para o
qual exemplos importantes nos forcam a permitir que seja uma variedade ndo-Hausdorft.
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Por outro lado, as s-fibras e as t-fibras de um grupoide de Lie, bem como a sua base X,
sdo sempre espacos Hausdorff.



Algebroides de Lie e Grupoides de Lie

Este capitulo é dedicado ao estudo de algebroides de Lie e grupoides de Lie. Como estes
vao cumprir um papel fundamental na tese, decidimos enunciar todos os resultados que
iremos utilizar. Para mais detalhes e demonstragoes, sugerimos que o leitor consulte [8],
[26], [23], [24] ou [15].

2.1 Algebroéides de Lie

Esta secdo é sobre algebrodides de Lie. Um algebrodide de Lie deve ser pensado como
um bom substituto para o fibrado tangente de uma variedade, sempre que uma estrutura
geométrica (possivelmente singular) se encontra nesta.

2.1.1 Definicoes e Primeiros Exemplos

Definicao 2.1.1 Um algebroide de Lie sobre uma variedade diferencidvel X é um fibrado
vetorial (real) A — X dotado de um colchete de Lie [-, -] no espaco das secoes I'(A) e
uma aplicagdo de fibrados # : A — T'X chamada de ancora de A que satisfazem:

(o, 8] = fla 8] + (#(0) )8 para todo a, B € T(A) e f € C=(X).

A condi¢ao acima é conhecida como a identidade de Leibniz. Ela implica que a
dncora, quando vista como uma aplicacdo de I'(A) em X(X) é um homomorfismo de
dlgebras de Lie, i.e.,

#(la, Bla) = [#(), #(8)]x(x) para todo v, 3 € T'(A).

Segue desta identidade também que o niticleo de #, sobre cada ponto x € X, é uma
dlgebra de Lie com estrutura induzida pelo colchete de A. Chamamos esta dlgebra de
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algebra de Lie de isotropia de x. Outra propriedade importante dos algebroides de Lie é
que a imagem da dncora é uma distribui¢do integravel, no sentido de Sussman [34]. Em
geral, esta distribui¢do pode ser singular, i.e., seu posto ndo é necessariamente constante
sobre X . Suas subvariedades integrais maximais serdo chamadas de érbitas ou folhas de
A.

Em qualquer algebréide de Lie A — X, podemos definir uma diferencial d, :
[(A®A*) — T(A*TLA*) através de

k
dan(an, .. ax) = (=1)#(a;) - nlao, ..., di, ... o)+
=1
+ Z (—1)Z+]7]([Oéz, OCJL Qp, ... ,Ozi, c. ,OZJ', c. ,Oék)
0<i<j<k

com a qual (I'(A®*A*),d4) se torna um complexo. De fato, existe uma correspondéncia
bijetora entre estruturas de algebroides de Lie num fibrado vetorial ' — X e derivagdes
de grau um da dlgebra T'(A>E*). A cohomologia H*(A) do complexo (I'(A*A*),d ) serd
chamada de cohomologia de algebroide de A.

Podemos descrever a estrutura de um algebroide de Lie em termos de coordenadas
locais. Para tal, sejam (x1, ..., 4) coordenadas em um aberto U C X e oy, ..., uma
base de se¢oes locais de A sobre U. Definimos as fungées de estrutura C’fj, Ft e C(U)
de A relativas a estas coordenadas por

i, 0] = > Ch () (2.1.1)
k
d
#a; = Y Fi(x) 5 (2.1.2)

a

Assim, as condigoes que definem um algebroide de Lie se tradauzem nas seguintes equagoes
diferenciais parciais:

oF® oF® r
b b 7 o l a
> <F 8:;;, — F &Bb) => CLF, (2.1.3)

=1

(CrCi + CLC 4 CryCo) - (2.1.4)

paratodol <<,7. k.l <r.

Apresentamos agora alguns exemplos de algebroides de Lie. Nosso objetivo ndo é
apresentar uma lista extensa de exemplos, mas sim descrever aqueles que serdo usados ao
longo desta tese.

Exemplo 2.1.2 (Fibrados Tangentes) O exemplo mais simples de um algebréide de Lie
€ o fibrado tangente T'X de uma variedade X. Seu colchete é dado pelo colchete de Lie
de campos de vetores e sua dncora é dada pela aplicacdo identidade.
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Exemplo 2.1.3 (Algebras de Lie) Outro exemplo extremo de um algebroide de Lie ocorre
quando X é um ponto. Neste caso, A é simplesmente um espaco vetorial equipado com
um colchete de Lie, i.e., uma dlgebra de Lie.

Exemplo 2.1.4 (Folheacoes) Seja F uma folheacdo (regular) em X, de modo que T'F C
T X é uma distribui¢cdo involutiva de posto constante. Entdo T'F é um algebréide de Lie
sobre X cujo colchete é o colchete de Lie de campos de vetores em X, e cuja dncora é a
inclusdo i : T'F — T X. Note que as orbitas deste algebroide de Lie sdo precisamente as

folhas de F.

Exemplo 2.1.5 (Algebréide de Atiyah) Seja

P )c

|

X

um fibrado principal com grupo estrutural G. Obtemos um algebrdéide de Lie, conhecido
como o algebréide de Atiyah do fibrado principal da seguinte forma: como fibrado ve-
torial, A — X ¢é o quociente T'P/G do fibrado tangente a P pela a¢do de G. Podemos
identificar as secoes de A com campos de vetores invariantes em P. Como o colchete
de Lie de campos invariantes é de novo invariante obtemos um colchete bem definido em
['(A). A dncora de A € a aplicagado || - A — TX induzida por ..

Note que este algebroide de Lie é transitivo (i.e., a orbita de qualquer ponto x é toda

a base X de A), e que suas dlgebras de Lie de isotropia sdo isomorfas a g, a dlgebra de
Lie de G.

Exemplo 2.1.6 (Acoes Infinitesimais) Seja
Vg — X(X)

uma agdo infinitesimal de uma dlgebra de Lie g em X. Obtemos um algebroide de Lie,
chamado de algebréide de transformacdes associado a acdo, da seguinte forma. Defi-
nimos A como sendo o fibrado vetorial trivial X X g, com dncora #(x,a) = ¥(a)l, e
colchete

[, () = [e(), B(z)g + (P(a) - B)(x) = ($(B) - @) (),

onde estamos identificando as secoes de A com as aplicacdes suaves X — g.
Neste caso, as folhas de A coincidem com as orbitas da acdo de g, e suas dlgebras de
Lie de isotropia sdo as subdlgebras de isotropia da acado.

Exemplo 2.1.7 (Variedades de Poisson) Uma estrutura de Poisson numa variedade X
¢é um colchete de Lie {, } no espago das funcoes suaves em X, C*(X), que satisfaz a
identidade de Leibniz

{f.gh}y = g{f,h} +{f g9} hparatodo f,g,h € C*(X).

De forma equivalente, podemos definir uma estrutura de Poisson como sendo um campo
de bivetores 11 € T'(A*T'X) tal que [I1,T1] = 0, onde [, | denota o colchete de Schouten
em campos de multi-vetores. A correspondéncia entre as duas definicoes é dada por
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II(df,dg) = {f,g}. Uma variedade de Poisson é uma variedade X dotada de uma
estrutura de Poisson 11.

Dada uma variedade de Poisson (X,11), podemos construir um algebrdide de Lie
da seguinte maneira: como fibrado vetorial, A é o fibrado cotangente de X, T*X. A
estrutura de Poisson determina uma aplicacdo

. T"X - TX, II*(a)(B) =(a, B) para todo o, 3 € T*X,
que ¢ definida como a dncora de A. O colchete de Lie em T'(A) = Q' (X)) é dado por

[, B] = Lit(o) B — Lz — d(I(av, B)).

Este é o inico colchete em Q' (X) tal que [df,dg] = d {f, g}. Chamamos este algebrdide
de Lie por algebroide de Lie cotangente da variedade de Poisson.

E importante ressaltar que a restricdo do bivetor de Poisson 11 a cada folha de A é
ndo-degenerado, e portanto induz uma forma simplética em cada folha. Explicitamente,
se L é uma folha de A, temos

wr(&1,&) = (|57 (&))(&) para todo &, & € X(L).

Por esta razdo, a folheacdo em X induzida por uma estrutura de Poisson é chamada de
Jolheacdo simplética.

Apresentamos agora dois exemplos de variedades de Poisson que utilizaremos nesta
tese.

Exemplo 2.1.8 (Variedades de Lie-Poisson) Seja g uma dlgebra de Lie. Podemos defi-
nir uma estrutura de Poisson natural em g*, conhecida como a estrutura de Poisson de
Kostant-Kirilov-Souriau. Seu colchete de Poisson é dado por

{f,9} (p) = p([d,f,d,g]) para todo f, g € C*(g"),

onde identificamos T;g* com g. A variedade de Poisson (g*,{, }) é chamada de varie-
dade de Lie-Poisson. Seu algebroide de Lie cotangente A = T*g* pode ser identificado
com o algebroide de transformagées induzido pela agdo co-adjunta de g em g*.

Exemplo 2.1.9 (Subvariedades Cosimpléticas) Seja (X, I1) uma variedade de Poisson.
Uma subvariedade Y serd chamada de subvariedade cosimplética se sua intercessdo
com cada folha L de A = T*X é transversal, e se a restricdo da forma simplética wy, a
T,Y NT,L, é ndo degenerada para todo y € Y. Equivalentemente, podemos expressar
esta condi¢cdo como

TX|ly =TY @ (TY)™™,

onde TY 1" C TX denota a imagem por 11* do anulador de TY em T*X.
Toda subvariedade cosimplética Y de (X, 11) carrega um bivetor de Poisson natural,
chamado de estrutura de Poisson coinduzida, definida por

My (&1,&) =TI (&), 0 (&),

onde . denota a restri¢do da projegcdo natual T*X — T*Y a W.
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2.1.2 Morfismos de Algebroides de Lie

Sejam A — X e B — Y algebréides de Lie. Podemos definir um morfismo de al-
gebroides de Lie de A para B de duas formas equivalentes. A primeira forma apareceu
em [20] a qual referimos para uma exposi¢do detalhada sobre morfismos de algebroéides
de Lie.

Definicao 2.1.10 Um morfismo de algebroides de Lie ¢ uma aplicacdo de fibrados
A B
X Y

que é compativel com as dncoras e os colchetes.

F
E——

R

f

Explicaremos agora o significado de compatibilidade. Uma aplicacdo de fibrados
(F, f) de A para B é dita compativel com as ancoras se

A—L-pB
#l i#
TX ——TY.

A dificuldade em definir compatibilidade com os colchetes é que uma aplicagdo de
fibrados (F', f) nao induz, em geral, uma aplicacio entre as segdes de A e as se¢oes de B.
Para contornar este problema temos que trabalhar no pullback f*B do fibrado B. Note
que cada o € I'(A) induz uma se¢do F(«) € I'(f*B) ao mesmo tempo em que cada
se¢do [ € I'(B) também induz uma se¢do f*(3 € I'(f*B). Com isto, se « e & pertencem
al'(A), suas imagens em I'( f*B) podem ser escritas (de forma nao tinica) como

Fla) = Zui(f*ﬁz')
Fla) = Z@j(f B;)

onde u;, @i; € C*(X) e 3;, 3; € T(B).
Dizemos que (F, f) é compativel com os colchetes se

Z wity (f*15:, Bi]g)+
+ ) (#a) @) f B = Y (#a)(w) f* B (2.1.5)

7 %

para todo o, & € I'(A). Observamos que esta definicdo ndo depende das escolhas de
decomposi¢oes de F(«) e F(&).

Podemos expressar a condi¢do de compatibilidade com os colchetes (2.1.5) de uma
forma mais invariante, que servird de inspiragdo para alguns dos resultados principais
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desta tese. Seja V uma conexdo arbitrdria no fibrado vetorial B — Y, e denote por V a
conexao induzida em f*B

Ve (Zui(f*ﬁz) Zu (Vi5eBi) + > &) f*Bi. (2.1.6)

Definimos a tor¢do da conexdo pullback V por
Ty (Z ui f* Bi, Z ﬂjf*Bj) = Z witl; [T (5, 3;) (2.1.7)
1,3
onde a tor¢do de uma conexdo num algebroide de Lie é dada por

Tv (6, ﬁy) = V#Bﬁj - v#ﬁjﬂi - [ﬁinj]~ (2.1.8)

Finalmente, para uma aplicacio de fibrados (F, f) : A — B definimos o tensor Rp €
['(A*A* @ f*B) por

Rrp(a, &) = Vo F(a) — VaF(a) — F([a, d)) — To(F(a), F(a)). (2.1.9)

E ficil verificar que se (F, f) é compativel com as ancoras, entdo Rr ndo depende da
escolha de V. Além disso, segue que (F, f) é um morfismo de algebréides de Lie se e
somente se Rr = 0.

A segunda maneira equivalente de definir morfismos de algebrdides se deve ao Vain-
trob [35]. Ela € natural quando se pensa num algebrdide de Lie como um certo tipo de
super-variedade.

Uma aplicagao de fibrados
F

A——DB
L
X—Y
induz uma aplicagdo pullback F* : I'(B*) — F(A*) definida por
(F9)s, az) = (¢ 0 f)(x), F(az))
para todo ¢ € I'(B*), z € X e a € I'(A). Podemos estender esta aplicacao a
F*:T(N*B*) = T'(A\°A")
onde tomamos em grau zero F*(h) = ho f parah € C*(X).

Proposic¢ao 2.1.11 (Vaintrob [35]) Uma aplicagdo de fibrados (F, f) de A para B é um
morfismo de algebréides de Lie se e somente se a aplicacdo

F* o (D(ABY), dp) — (D(A"A®),d)

€ um morfismo de complexos de cadeia.
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2.2 Grupdéides de Lie

O objeto global associado a um algebroide e Lie € um grupodide de Lie. De forma concisa,
podemos definir um grupdide como sendo uma categoria pequena na qual todo morfismo
é invertivel. Podemos abrir esta defini¢do em:

Definicao 2.2.1 Um grupdide de Lie (denotado por G = X) sobre uma variedade X
é formado por duas variedades: X, chamada de base do grupdide e G (em geral ndo-
Hausdorff), chamada de espaco total do grupdide, além das seguintes funcoes suaves:

1. duas submersées sobrejetivas s,t : G — X chamadas de fonte e alvo, respectiva-
mente. Cada ponto g de G deve ser visto como uma seta ligando s(g) a t(g)

t(g) s(g)

2. uma multiplicagdo suave m definida em G® = {(g,h) € G x G : s(g9) = t(h)}
que denotaremos por m(g, h) = gh e que satisfaz s(gh) = s(h) e t(gh) = t(g). A
multiplicagdo é associativa, i.e., se (gh)k estd definido, entdo g(hk) também estd
definido e g(hk) = (gh)k.

gh

t(g) s(g) = t(h) s(h)

3. um mergulho 1 : X — G chamado de secdo da identidade que satisfaz 1,9 = g
para todo g em t~1(z) e g1, = g para todo g em s~*(x) (em particular, temos que

SO].:Id]\/[:tO]_)
1,

()
.
i
e

4. um difeomorfismo i : G — G, g — g~ ! chamado de inversdo, que satisfaz
soi=t, toi=seglg=1yy, 99 " = lyy

Definimos o grupo de Lie de isotropia em x € X como sendo o conjunto das setas de
G que comegam e terminam em x, i.e.,

G.={9€G:s(g9) =z =t(g)}.



18 CAPITULO 2. ALGEBROIDES DE LIE E GRUPOIDES DE LIE

Ja a orbita de x € definida como o conjunto dos pontos de X que podem ser ligados a x
através de uma seta de G, i.e.

G-z={t(g):ges(x)}

As orbitas de G sdo subvariedades imersas que ndo sdo necessariamente conexas.
Diremos que um grupoide de Lie é s-conexo se suas s-fibras forem conexas, e s-
simplesmente conexo se suas s-fibras forem conexas e simplesmente conexas.
Diversos exemplos de grupdides de Lie serdo descritos na seg¢do 2.4.

2.3 Teoria de Lie

Para cada grupoide de Lie podemos associar um algebroide de Lie. Como fibrado veto-
rial, A € a restricao a secao da identidade (que identificamos com X ) do fibrado vetorial
formado pelos vetores tangentes as s-fibras de G, i.e., se denotarmos por kers, = T°G,
entio A = T°G | . As segbes de A podem ser identificadas com os campos de vetores
s-verticais em G que sdo invariantes a direita

I'(A) =X (G). (2.3.1)
Segue de uma conta simples, que
(X5 (9), X (9)]x(0) C© X (9): (2.3.2)

Logo, o colchete de Lie de campos de vetores de G induz um colchete de Lie em T'(A).
Finalmente, se tomarmos a restricio a A de t, como sendo a ancora # de A, obtemos
uma estrutura de algebréide de Lie em A. Sua dlgebra de Lie de isotropia num ponto x
é a algebra de Lie do grupo de Lie de isotropia G, de G em x. Além disso, quando G é
s-conexo, suas oOrbitas coincidem com as Orbitas de A.

Diferentemente das dlgebras de Lie, nem todo algebroide de Lie estd associado a um
grupdide de Lie. Quando isto ocorre, dizemos que A € integravel. As obstrugdes para a
integrabilidade sdo conhecidas e serdo brevemente expostas no fim desta secdo. Convida-
mos o leitor a consultar [12] para uma discussao detalhada do problema de integrabilidade
de algebroides de Lie, e [13] para o caso particular de variedades de Poisson. Como vere-
mos agora, outros aspectos da teoria de Lie se aplicam aos grupdides de Lie e algebroides
de Lie. Para demonstracoes dos resultados a seguir, consulte [26] ou [12].

Proposicao 2.3.1 (Lie I) Seja G um grupoide de Lie com algebrdide de Lie A. Entdo
existe um tinico grupoide de Lie s-simplesmente conexo com algebroide de Lie A.

Proposic¢ao 2.3.2 (Lie II) Sejam A — X e B — Y algebrdides de Lie integrdveis.
Denote por G(A) o grupdide s-simplesmente conexo que integra A e por H qualquer
grupdide de Lie que integra B. Se ® : A — B é um morfismo de algebrdides de Lie que
cobre f : X — Y, entdo existe um tinico morfismo de grupdides de Lie F' : G(A) — H
que também cobre f tal que

dFy, (v) = ®(v) (2.3.3)

paratodo v € X ev € T} G(A). Neste caso, dizemos que F integra ®.
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O terceiro teorema de Lie para dlgebras de Lie, que diz que toda dlgebra de Lie de
dimensao finita € integrdvel, ndo vale para algebréides de Lie. Daremos agora uma breve
descrigdo da obstrugcdo para a integrabilidade de um algebrdide de Lie. Enunciaremos
também os critérios para a integrabilidade que serdo usados ao longo desta tese.

Para comecar, descreveremos um grupoide topoldgico s-simplesmente conexo, deno-
tado por G(A), canénicamente associado a um algebroide de Lie A, chamado de grupoide
de Weinstein de A.

Defini¢ao 2.3.3 o Um A-caminho num algebréide de Lie A é um caminhoa : I — A

tal que ;
g (alt) = #a(t).

Denotaremos o espaco dos A-caminhos por P(A).

e Uma A-homotopia entre A-caminhos ag e ay é um morfismo de algebrdides de Lie
T(I x I) — A que cobre uma homotopia (usual) com as extremidades fixas entre
os caminhos 7(a;(t)).

e O grupoide de Weinstein de A é o grupdide topologico
G(A) = P(A)/ ~,

onde ~ denota a relacdo de equivaléncia dada por A-homotopia. A multiplicacdo
de G(A) ¢ dada por concatenag¢do de caminhos, e as aplicacdes s e t sdo as
projecdes nos pontos inicial e final do A-caminho.

Observacao 2.3.4 O conjunto dos A-caminhos pode ser identificado com o conjunto dos
morfismos de algebrdides de Lie de TI para A. Tal conjunto tem a estrutura de uma
variedade de Banach de dimensdo infinita.

Para descrever a obstrucdo para a existéncia de uma estrutura de grupodide de Lie
em G(A), e portanto para a integrabilidade de A, denotamos por g, a algebra de Lie de
isotropia de A em x, e por Z(g,) seu centro.

Definicao 2.3.5 O grupo de monodromia de A em x é o conjunto
N.(A) ={v € Z(g.) : v é A-homotdpico ao caminho constante 0} C A,.

Um fato extraordindrio € a existéncia de uma aplicacao de monodromia
d: 7(2([4,$) - g(gx)

cuja imagem ¢é precisamente o subgrupo de monodromia N,(A), onde L é a folha de A
passando por x, G(g.) € o grupo de Lie simplesmente conexo com dlgebra de Lie g,, e
onde identificamos N, (A) C Z(g.) com um subgrupo abeliano de G(g, ). Estamos agora
aptos a enunciar o terceiro teorema de Lie para algebroides de Lie:

Teorema 2.3.6 (Lie III; Crainic e Fernandes [12]) Seja A — X um algebrdide de Lie.
As seguintes afirmagcoes sdo equivalentes:
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1. A é integrdvel.
2. O grupdide de Weinstein G(A) é um grupdide de Lie.
3. Os grupos de monodromia sdo uniformemente discretos.

Apesar de ndo utilizarmos este teorema na forma enunciada acima, serd util ter critérios
simples para decidir quando um algebrdide € integravel. Nos coroldrios a seguir, apresen-
tamos os critérios que serdo utlizados nesta tese.

Corolario 2.3.7 Seja A um algebrdide de Lie para o qual todas as folhas tem o segundo
grupo de homotopia trivial. Entdo A é integrdvel. Em particular, todo algebrdide de Lie
transitivo sobre uma base contrdtil é integrdvel.

Corolario 2.3.8 Seja A um algebrdide de Lie para o qual todas as dlgebras de Lie de
isotropia tém centro trivial. Entdo A é integrdvel. Em particular, qualquer algebréide de
Lie com dncora injetiva é integrdvel.

Corolario 2.3.9 Seja g uma dlgebra de Lie e seja g* sua variedade de Lie-Poisson. Entédo
o0 algebroide de Lie cotangente T™g* é integrdvel.

Corolario 2.3.10 Seja A um subalgebrdide de Lie de um algebrdide de Lie integrdvel B.
Entdo A é integravel.

Corolario 2.3.11 Seja (X, 1) uma variedade de Poisson integrdvel, e sejaY C X uma
subvariedade cosimplética. Entdo a estrutura de Poisson coinduzida em Y é integrdvel.

2.4 Exemplos de Grupoide de Lie

Apresentamos agora diversos exemplos de grupoides de Lie. Em cada exemplo, indicare-
mos, sem apresentar demonstragoes, o algebroide de Lie correspondente.

Exemplo 2.4.1 (Grupédide Fundamental) Seja X uma variedade e denote por 11;(X) a
variedade cujos os pontos sdo as classes de homotopia com extremidades fixas de curvas
em X. Entdo 11,(X) = X é um grupdide de Lie com a seguinte estrutura: seja~y : I —
X uma curva em X, e denote por [y] sua classe de homotopia. A fonte e o alvo de [7y] sd@o
seus pontos inicial e final, i.e., s([y]) = 7(0), e t([y]) = 7(1). Se 71 e V2 sdo duas curvas
tais que v1(1) = v2(0), definimos o seu produto através da concatenacdo de caminhos,

[vel (1] = [v2 % ).

O elemento neutro num ponto v € X ¢ a classe do caminho constante em x, e a inversa
de [y] é aclassede” : I — X, onde 5(t) = (1 —t).

Observamos que as orbitas do grupoide fundamental sdo as componentes conexas de
X, e que o grupo de isotropia em x é o grupo fundamental de X com ponto base x. O
algebrdide de Lie de 11,(X) € o fibrado tangente T'X. De fato, 11,(X) é o tinico grupdide
de Lie s-simplesmente conexo que tem T'X como seu algebraide de Lie.
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Exemplo 2.4.2 (Grupoide do Par) Outro grupdide de Lie que tem o fibrado tangente a
X como seu algebrdéide de Lie ¢ o grupoide do par X x X = X, cuja estrutura é dada
por:

(1171,372) = Ty
t(z1,12) = @y,
(I1,$2)($2,$3) = ($1,$3)
1, = (z,2) e
(z1,29)7" = (29,21),

Exemplo 2.4.3 (Grupos de Lie) Todo grupo de Lie pode ser visto como um grupoide de
Lie sobre um ponto. Neste caso, o grupo de Lie de isotropia é todo o grupoide.

Exemplo 2.4.4 (Grupoide de Monodromia de uma Folheacao) Seja F uma folheacdo
regular em X. O grupdide de monodromia da folheagcdo ¢é o unico grupdide de Lie
I, (F) = X que tem T F como seu algebrdide de Lie, e cujas s-fibras sd@o conexas e sim-
plesmente conexas. Ele pode ser descrito como o conjunto das classes de homotopia de
curvas contidas nas folhas de F, onde somente permitimos homotopias que ndo saem das
folhas. Assim com o grupdide fundamental, sua multiplicagcdo é dada por concatenagdo
de caminhos, os elementos neutros sdo as classes de caminhos constantes, e a inversa de
uma curva é a prépria curva percorrida na direcdo contrdria.

As oOrbitas do grupdide de monodromia de F coincidem com as folhas da folheagdo.
O grupo de isotropia em x é o grupo fundamental da folha passando por x, com ponto
base z, i.e., 1 (Ly, ).

Exemplo 2.4.5 (Grupoide de Holonomia de uma Folheag¢ao) Se no exemplo anterior
tomarmos as classes de holonomia das curvas, ao invés de suas classes de homoto-
pia, obtemos outro grupdide de Lie, chamado de grupoide de holonomia da folheacdo
Hol(F) = X. Seu algebrdide de Lie associado também é T F.

Qualquer outro grupdide de Lie G que tenha T'F como seu algebroide de Lie, se
encaixa na seguinte sequéncia exata de recobrimentos de grupdides

I, (F) — G — Hol(F),

onde um recobrimento de grupoides é um morfismo cuja restri¢do as s-fibras sdo aplicagoes
de recobrimento.

Exemplo 2.4.6 (Grupoide de Calibre) Seja

P )c

|

X

um fibrado principal com grupo estrutural G. O grupdide de calibre de P, G(P) = X é
definido por
PxP

G(P) ="~
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onde o quociente se refere a agdo diagonal de G em P x P, (p,q) - g = (pg,qg). Denote
por [p, q] a classe de equivaléncia de (p, q). A estrutura de G(P) é dada por:

slp.ql = =(q),
tp.q) = 7(p)
[p1s @il (g, p2] = [p1,p2],
1, = [p,p|paraalgumpc v *(z), e
p.al ™ = la.p].

Note que podemos identificar cada ponto [p,q] € G(P) com um difeomorfismo G-
equivariante ¢, , : © (m(q)) — 7 7 (p)) que leva q em p. Segue que cada segdo
o de s pode ser identificado com um automorfismo do fibrado principal P que cobre
too : X — X. Uma transformagdo de calibre de P ¢é o caso especial em que too = Idx.

O grupdoide de calibre de P é um grupdide de Lie transitivo cujo grupo de Lie de
isotropia em um ponto quaquer x é isomorfo a G. Reciprocamente, se G = X é um
grupoide de Lie transitivo, entdo para cada x € X,

s H2) ) 6.

|

X

é um fibrado principal com grupo estrutural G,, o grupo de isotropia em x. O grupdide
de calibre deste fibrado é isomorfo a G. Desta forma, qualquer grupdide de Lie pode ser
visto como uma cole¢do de fibrados principais (com grupo estrutural variando) colados
um ao outro de alguma maneira.

Exemplo 2.4.7 (Acoes de Grupos de Lie) Seja G um grupo de Lie que age numa varie-
dade X. Definimos o grupoide de transformagoes associado a acdo G = G x X = X
como sendo o grupdide de Lie cuja estrutura é dada por:

s(g,x) = =,
t(g,z) = gz,
(h.gz)(g,2) = (hg,z)

1, = (e,x), e
(g,2)" = (97 9),

onde e denota o elemento identidade de G.

As folhas do grupoide de transformagoes coincidem com as orbitas da acdo. Os
grupos de isotropia de G sdo também isomorfos aos subgrupos de isotropia da agcdo. O
algebroide de Lie do grupoide de tranformacoes é o algebroide de transformacoes da
agdo infinitesimal de g associada a agdo de G.

Exemplo 2.4.8 (Grupoides Simpléticos) Um grupdide simplético é um par (G,w), onde
G = X € um grupdide de Lie, e w é uma forma simplética em G que é compativel com
multiplicacdo no seguinte sentido:

m'w = Tw + mw, (24.1)
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onde m : G® — G denota o produto de G e T e my denotam as projecoes naturais de
G® c G x G em G. Uma forma diferencial em G satisfazendo (2.4.1) é chamada de uma
Jorma multiplicativa. Note que a existéncia de uma forma simplética muliplicativa em G
implica que dim G = 2 dim X.

Se (G,w) é um grupdide simplético sobre X, entdo existe uma unica estrutura de
Poisson em X tal que s é um morfismo de variedades Poisson e t é um anti-morfismo de
variedades de Poisson. Aqui, G é vista como uma variedade de Poisson com sua estrutura
ndo-degenerada induzida por w. O algebrdoide de Lie de G é canonicamente isomorfo ao
algebroide cotangente T*X. Em particular, todas as orbitas de G tém uma estrutura
simplética natural.

Exemplo 2.4.9 (Fibrado Cotangente de um Grupo de Lie) Um exemplo particular de
grupdide simplético é o fibrado cotangente de um grupo de Lie G = T*G = g, visto
como um grupdide sobre g*, com sua estrutura simplética canonica. Se identificarmos
T*G com G X g*, a estrutura de grupoide em T*G se identifica com a do grupdide de
transformacades associado a acdo co-adjunta de G em g*.



GG-Estruturas

Neste capitulo, recordaremos os aspectos da teoria de G-estruturas que usaremos nesta
tese. Para mais detalhes, sugerimos [21, 32, 33].

3.1 Definicao e Primeiros Exemplos

Denotamos por

B(M) £ )L,
b

o fibrado dos referenciais de M. Podemos definir neste fibrado uma 1-forma canénica
com valores em R™ que denotamos por 6 € Q' (B(M); R"). Ela é definida por

0p(€) :=p (), (& € TLB(M)),

e chamada de forma tautologica (ou forma de soldagem) de B(M ). A forma tautoldgica
é uma forma tensorial, i.e., ela é horizontal e GL(n)-equivariante (com respeito a agao
natural em R"). Um subespago H,, C T,,B;(M) é horizontal se a restricao d,m : H, —
Tr(pyM for um isomorfismo. Quando chamamos 6 de horizontal, queremos dizer que
6(§) = 0 se e somente se £ € tangente as fibras de m. Note que um subespago H,, é
horizontal se e somente se a restri¢do ¢ : H,, — R" é um isomorfismo.

Qualquer difeomorfismo  entre duas variedades M e N pode ser levantado a um iso-
morfismo (um difeomorfismo GL,,-equivariante) dos fibrados de referenciais associados:

B(y) : B(M) — B(N).

A correspondéncia que associa a cada variedade o seu fibrado dos referenciais, e a cada
difeomorfismo o seu levantamento € functorial.
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Definicao 3.1.1 Seja G um subgrupo de Lie de GL,. Uma G-estrutura em M é uma
redugdo do fibrado dos referenciais B(M) a um subfibrado principal Bg(M) com grupo
estrutural G.

Isto significa que B (M) C B(M) é um subfibrado tal que, para todo p € Bg(M) e
a € GL(n), temos que pa € Bg(M) se e somente se a € G. Dada uma G-estrutura
B (M), continuaremos a denotar por 0 a restrigdo da forma tautologica a Bo(M).

Observacao 3.1.2 Quando G é um subgrupo fechado de GL,, o quociente B(M)/G é
um fibrado sobre M com fibra tipica GL,, /G. Além disso, 7g : B(M) — B(M)/G é
um fibrado principal com grupo estrutural GG. Neste caso, existe uma bijecdo entre G-
estruturas em M e secoes o : M — B(M)/G. A G-estrutura correspondente a se¢do o
¢ dada por

Ba(M) = mg' (o(M)) € B(M).

Quando agimos com G em B¢(M ), a forma tautoldgica se transforma de acordo com

(R:0)(€) = a™' - (0(€)), (3.1.1)

onde a acdo do lado direito é a acdo natural de G C GL,, em R". A versdo infinitesimal
da equacgao (3.1.1) é dada por
L;0=—-A-0, (3.1.2)

onde A € ge A € X(Bg(M)) é o campo fundamental gerado por A. Segue da férmula
madgica de Cartan que
Lidf=—A-0. (3.1.3)

Defini¢ao 3.1.3 Dizemos que duas G-estruturas Bg(M) e Bo(N) sdo equivalentes se
existir um difeomorfismo ¢ : M — N tal que

B(p)(Ba(M)) = Ba(N).

Uma simetria de uma G-estrutura é uma equivaléncia ¢ : M — M de Bg(M) em

Ba(M).

Dada uma variedade M e um subgrupo de Lie G de GL,,, pode ser que ndo exista uma
G-estrutura em M. Alguns exemplos de G-estruturas sao:

Exemplo 3.1.4 Quando G = {e} é o subgrupo que contém somente a identidade, uma
G-estrutura em M é o mesmo que uma segdo de B(M), i.e., um paralelismo completo de
TM. Logo, ndo existe nenhuma {e}-estrutura na esfera bidimensional M = S

Exemplo 3.1.5 Quando G = O,,, uma G-estrutura em M é o mesmo que uma métrica
Riemanniana em M. De fato, se denotarmos por { , ) o produto interno Euclideano de
R", entdo dada uma O,,-estrutura em M, podemos definir uma métrica Riemanniana por

(Ua w)TzM = <p_1v7p_1w>

onde v,w € T,M e p € Bp, (M) é um referencial sobre x. Claramente, como quais-
quer referenciais sobre x diferem por um elemento de O,, esta definicdo ndo depende da
escolha de p. Reciprocamente, dada uma métrica Riemanniana em M, o conjunto dos
referenciais p : R™ — T, M para os quais a base canénica de R" é mapeada numa base
ortonormal de 'T;, M formam uma reducdo do fibrado do referenciais para um subfibrado
com grupo estrutural O,,. E claro que qualquer variedade M admite uma O,,-estrutura.
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A tabela abaixo contém outros exemplos de G-estruturas. A correspondéncia entre
a G-estrutura em M e uma estrutura geométrica em M pode ser verificada de forma
completamente andloga ao exemplo acima. Deixamos os detalhes a cargo do Ieitor.

H G ‘ Estrutura Geométrica H
GL+(R) C GL,(R) Orientagdo
L,(R) c GL,(R) Forma Volume
Spn (R) C GLg, (]R) Estrutura Quase Simplética
(C) C GLs, (R) Estrutura Quase Complexa

Observacgao 3.1.6 A definicdo que demos de G-estrutura estd no contexto da geometria
diferencial real. Observamos que as mesmas definicoes poderiam ser usadas para tratar
de geometrias sobre outros corpos. Por exemplo, podemos definir o fibrado dos referen-
ciais complexos, a forma tautolégica com valores em C", e assim por diante.

3.2 O Problema de Equivaléncia

Um dos problemas mais basicos que trataremos aqui é de determinar quando duas G-
estruturas sao equivalentes. A forma tautoldgica é a peca chave na solugdo deste problema
de equivaléncia. De fato, se ¢ : M — N € uma aplicagao de equivaléncia entre duas G-
estruturas Bg(M) e Bo(N), entdo é facil verificar que B(yp) : Bo(M) — Bg(N) é um
difeomorfismo que satistaz B(y)*(0y) = 0. Além disso, temos:

Proposicao 3.2.1 Um difeomorfismo ¢ : Bo(M) — Bg(N) é o levantamento de uma
aplicagdo de equivaléncia se e somente se ) 0y = 0.

Demonstracio. E claro que o levantamento de uma aplicacio de equivaléncia preserva
as formas tautoldgicas.

Reciprocamente, seja ) : Bo(M) — Bg(N) um difeomorfismo que satisfaz 10 =
0. Primeiramente, iremos provar que v é um morfismo de fibrados principais. Note
que, como v preserva as formas tautolégicas, segue que 1, leva vetores verticais em
vetores verticais. Logo, 1) mapeia fibras em fibras e portanto cobre um difeomorfismo
¢ : M — N. Agora, se a € G, denote por a - 0 a forma em Bg(N ), com valores em R"
definida por (a - Oy5)(&) = a - (On(§)). Entdo

epOI‘tantO,
(Ra o 2/})*GN = <¢ o Ra)*eN

Segue que 1) é G-equivariante. De fato, sejam p,q € Bg(M) pontos na mesma fibra de
my- Entdo, ¢ = pa para um unico a € GG. Como 1 mapeia fibras em fibras, segue que
Y(p) pertence a mesma fibra que v (q), e portanto 1)(q) = 1(p)b para um tdnico b € G.
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Seja v € R" e denote por §, € X(Bg(M)) o campo de vetores invariante a direita que
satisfaz (0yr),(&,) = v. Entao,

= (Oar)pa(&o)

= (On)p(q) (&)

= (ON)ppp(¥io)

Ry) " ((On) p () (¥:60))
H((0 N)w(p>(¢*§u))

1

=
b™
b

Como a expressdo acima vale para todov € R", segue que a = b, i.e., 1 é G-equivariante.
para concluir a demonstragdo, mostraremos que v coincide com o levantamento B(p)

do difeomorfismo ¢ : M — N que ele cobre. Seja 1) : Bo(M) — Bg(M) a aplicagdo

Y = B(p)~' o). E 6bvio que .

Logo, por um argumento completamente analogo ao que acabamos de apresentar, segue

que ¢ é um morfismo de GG-fibrados principais que cobre a identidade e portanto ) é
necessariamente da forma

¥ = By
para alguma aplicacdo suave g : M — (. Assim, calculando-se em qualquer ponto
p € Ba(M), obtemos
O = Ry =g~ - O
Concluimos que
g(m(p)) = e para todo p € B (M)

de onde segue a proposi¢do. ®

Com o intuito de obter invariantes de equivaléncia de GG-estruturas, escolhemos um

subespago horizonatl H, em p € Bg(M). Dado v € R™, existe um tnico vetor §, € H,
tal que 6(§,) = v. Definimos:

cu, : N°R" — R, (3.2.1)
ch, (v, w) = dO(&, w)-

Esta funcao depende da escolha de um subespago horizontal, e portanto nio define um
invariante. Se H,, e H, dois espagos horizontais distinitos em p € Ba(M), e &, € Hy e
§, € H, sdo os vetores tais que 0(§,) = v = 0(¢,) entdo &, — &, € um vetor vertical, e
portanto determina um elemento de g, a dlgebra de Lie de GG. Desta forma, obtemos uma
aplicagao Sy, my, : R" — g. Agora, calculamos:

CHP(U7 w) - CH,’,(“? ’LU) = de(fv, €w> - de(ffﬂ gzlu)
= d@(&} - ﬂn gw) + d@(g;, §w — g{u)
= (5,730 (&w) = (1g 7, dO)(E).

Usando a equacgao (3.1.3) podemos escrever

cy, (v, w) — cH{?(U, w) = SH%HI/?(UJ)U — SHP,H;(v)w
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Segue que
CH, — CH; € A(Hom(Rn7g))7

onde A o operador de anti-simetrizacao:

A : Hom(R", g) — Hom(A?R™ R"),
A(T)(u,v) :=T(u)v — T(v)u.

Assim, € natural definir:

Defini¢ao 3.2.2 Dada uma G-estrutura B (M) definimos sua fungdo estrutural de pri-
meira ordem por:

Hom(A?R", R")

¢: Ba(M) — A(Hom(R", g))’

c(p) == [CHP]'

Ja que um isomorfismo 1 : Bg(M) — Bg(N) leva espago horizontal em espago
horizontal, e é uma equivaléncia se e somente se 1*0 = 0,;, obtemos

Proposicao 3.2.3 (Sternberg [33]) Sejam Bg(M) e Ba(N) sdo G-estruturas. Se ¢ :
M — N é uma equivaléncia, entdo

CN © B(qb) = Cpm-

3.3 Prolongamento

Para obter invariantes mais refinados de equivalénca de G-estruturas, precisamos olhar
para termos de ordem superior. Este processo é conhecido como prolongamento e acon-
tece no fibrado dos jatos J*Bg(M).

Sejaw : E — M um fibrado. Denotamos por ' : J' E — M seu fibrado de 1-jatos,
cuja fibra sobre m € M € dada por:

(J'E)y = {jn,5| s é uma se¢do de E'} .
Este fibrado pode ser descrito geometricamente por:
'E={H,:p€ EeH,CT,E éhorizontal} .
Se s é uma segdo local de E tal que s(m) = p entdo a correspondéncia acima é dada por
jr s H, = d,,s(T,,M).

Se definirmos a projegdo ) : J'E — F por w3 (H,) = p, entdo JLE é um fibrado afim
sobre L.

Exemplo 3.3.1 A funcdo estrutural de primeira ordem de uma G-estrutura B (M) pode
ser descrita como uma aplicagdo c : J'Bg(M) — Hom(A*R™, R™) pela férmula (3.2.1).
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No caso em que E € o fibrado dos referenciais de uma variedade M, 7 : B(M) — M,
é fAcil verificar que seu fibrado de 1-jatos 7} : J'B(M) — B(M) pode ser identificado
com um subfibrado de B(B(M)): a cada subespago horizontal H, C T,B(M) podemos
associar um referencial de B(M ), i.e., um isomorfismo linear ¢ : R™ x gl(n) — T,B(M),
definido por

R" x gl(n) 3 (v,p) =2 (wlu, 0p) " (v) + p-p € TB(M).

Note que se H,, e H), sdo dois subespagos horizontais em p € B(M ), entdo os referenciais
associados ¢, ¢’ : R" x gl(n) — T,B(M) sao relacionados por

¢'(v,p) = ¢(v, p) + T(v) - p,

para algum T € Hom(R™, gl(n)). Reciprocamente, dado um referencial ¢ associado a
algum espaco horizontal H,, e T € Hom(R", gl(n)), esta formula determina um refe-
rencial ¢ que estd associado a outro espago horizontal H,,. Segue que J 'B(M) é uma
Hom(R", gl(n))-estrutura sobre B(M), onde vemos Hom(R", gl(n)) C GL(R™ & gl(n))
como o subgrupo das transformacgoes:

(v,p) — (v,p+T(v)), comT € Hom(R", gl(n)).

Suponha agora que Bg (M) é uma G-estrutura, e que portanto, J'Bg (M) C J'B(M)
é um subfibrado. Por um argumento similar ao descrito acima, segue que:

Proposi¢iio 3.3.2 Se Bg(M) é uma G-estrutura, entdo J'Bg(M) — Bg(M) é uma
Hom(R", g)-estrutura em Be(M).

Com o intuito de motivar nossa proxima defini¢do, apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.3.3 Considere a G-estrutura plana em R":
Ba(R™) :=R" x G C B(R") =R" x GL(n).

Dado um campo de vetores £ em R", denotamos por qzﬁé : R" — R" o seu fluxo. Observe
que & é um automorfismo infinitesimal da G-estrutura B (R"™) se e somente se o levanta-
mento de ¢ é um automorfismo B(¢;) : Bo(R") — Bg(R"). O levantamento B(¢;) é,
por sua vez, o fluxo de um campo de vetores em Bg(R™), chamado de levantamento de &.

Em coordenadas (m?, ..., m"), onde £ = £ 7‘?1,-, o campo levantado é dado por :(*)

)
- Omi op’’

onde (p’) sdo as coordenadas associadas em B(R") tais que um referencial p € B(R") se
escreve como:
9, 0

(i Y i
p - (plami’ e 7pnaml)
Segue que £ é um automorfismo infinitesimal se e somente se:

0

omJ

e

*Usamos a convengdo de somar sobre indices repetidos.
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Suponha agora que o levantamento do fluxo de ¢ fixa o ponto (0,7) € R™ x GL(n),
i.e., que o campo levantado £ se anula nesse ponto. Se fizermos o prolongamento para o

fibrado dos jatos J' Bg(R™), obtemos um fluxo que é gerado pelo campo de vetores:
L S
dmroma2 dp} ., ’

onde (m’, p;'», p;'- . j2) denotam as coordenadas induzidas no fibrado dos jatos. Note que os

; i 0¢ 17 catf .
coeficientes aj, ;, = 5—>— de j ¢ satisfazem:

e

além de serem simétricos nos indices j; e jo. Portanto, concluimos que:

Lema 3.3.4 O levantamento das simetrias da G-estrutura plana B (R") = R" X G, cujos
fluxos fixam (0,1) € R™ x G, para o espago dos jatos J*'B(R") geram um subgrupo de
Lie G C Hom(R", g) com dlgebra de Lie:

gV .= {T € Hom(R", g) : T(u)v = T(v)u, Vu,v € R"}.
Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.3.5 Seja g C gl(V') uma dlgebra de Lie. O primeiro prolongamento de g é
o subespaco gV C Hom(V, g) formado pelas transformacoes T : V — g tais que

T(v))vy = T(v1)ve,  paratodo vi,vy € V.
O k-ésimo prolongamento de g é o subespaco g C Hom(V, g*~1)) definido indutiva-
mente por

g® = (gD,

Uma dlgebra de Lie g C gl(V') serd dita de tipo finito k se existir um k € N tal que
g1 £ 0 e g®) = 0. Caso contrdrio, diremos que g é de tipo infinito.

De forma similar, definimos:

Defini¢ao 3.3.6 Seja G um subgrupo de Lie de GL(V'). O primeiro prolongamento de
G é o subgrupo abeliano GV de GL(V @ g) formado pelas transformagaées:

(v,p) = (v,p+T(v)), onde T € g,

O k-ésimo prolongamento de G ¢é o subgrupo G*) de GL(V @ g @ gV @ --- @ g)
definido indutivamente por
Gk .— (G(k—l))(l).

Para cada G-estrutura Bg (M), podemos reduzir o grupo estrutural de J*Bg (M) ao
subgrupo GV, obtendo assim uma GV -estrutura:
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Proposicao 3.3.7 (Singer and Sternberg [32]) Seja Bo(M) uma G-estrutura em M e
denote por ¢ : ' Bg(M) — Hom(A?R", R"™) a sua funcdo estrutural de primeira ordem.
Para cada escolha de um subespaco C' complementar a A(Hom(R", g)) em Hom(A?R", R"),
obtemos um subfibrado:

Ba(M)V ={H, € 'Bs(M) : cy, € C},

que é uma redugdo de 1'Bg (M) ao grupo estrutural G\, Diferentes escolhas de com-
plementos ddo lugar a subfibrados que estdo relacionados por translagcdo a direita por
um elemento de Hom(R", g).

Observacao 3.3.8 Em geral, ndo existe uma escolha candnica de complemento C, e es-
colher um complemento “bom”é parte do trabalho exigido para resolver um problema de
equivaléncia. Sempre que possivel, procuramos por um espago complementar C' que seja
invariante pela acdo de G. Quando tal complemento existir, diremos que G ¢é redutivo

(CUIDADO: ndo confunda este conceito com o de dlgebra de Lie redutiva).

A G -estrutura B(M)") — Bg (M) serd chamada de primeiro prolongamento de
Bo(M). De maneira indutiva, definimos também o k-ésimo prolongamento de B (M)
por:

Bg(M)(k) - (Bg(M)(k_l))(l),

que, por sua vez, é uma G®)-estrutura sobre Bg (M )*~1,
O prolongamento de G-estruturas é relevante para o problema de equivaléncia por
causa do seguinte resultado:

Teorema 3.3.9 (Singer and Sternberg [32]) Sejam B (M) e B (N) duas G-estruturas.
Entdo Bg(M) e Bo(N) sdo equivalentes se e somente se seus prolongamentos Bg(M)™)
e Bo(N)Y (correspondente & mesma escolha de espagco complementar C) sdo G™M-
estruturas equivalentes.

Assim, podemos obter novas condi¢des necessdrias para a equivaléncia de G-estruturas
analisando a funcio estrutural de seu prolongamento B (M )™, que é uma fungio

Hom(A?(R" @ g),R" @ g)
A(Hom(R" & g, g(V))

W Bo(M)W —

chamada de funcao estrutural de segunda ordem de B ()M ). Podemos continuar este
processo, construindo o segundo prolongamento de B (M) e analisando a sua fungdo
estrutural, e assim por diante.

Concluimos que a importancia das G-estruturas de tipo finito se deve ao fato de que
podemos reduzir o conjunto das condi¢des necessdrias para verificar a equivaléncia de
tais estruturas a um conjunto finito de condi¢oes. De fato, pelo método de prolonga-
mento, o problema de equivaéncia de GG-estruturas de tipo finito, pode ser reduzido a um
problema de equivaléncia para {e}-estruturas (correferenciais). Além disso, como vere-
mos na Secdo 6.2, o grupo de simetrias de tais estruturas é um grupo de Lie de dimensao
finita.
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3.4 Funcoes Estruturais de Segunda Ordem

Descreveremos agora as fungées estruturais de segunda ordem de uma G-estrutura B (M).
Para tal, fixamos um complemento C' de A(Hom(R", g) em Hom(A*R",R"). Seja z =
H, € Bg ) = Be(M)®M um ponto do primeiro prolongamento Bg ) e denote por H, um
subespago horizontal de TZBS ). Entio, podemos decompor 052 € Hom(A?(R"®g), R"®
g) em trés componentes:

Hom(A?(R" @ g),R" @ g) = Hom(A’R,R" @ g) @ Hom(R" ® g, R" @ g)®
® Hom(A?g, R" © g)

Descrevemos agora cada uma destas componentes. Denote por u, v vetores de R"™ e por
A, B elementos de g:

)

z

e A primeira componente de cg inclui a fungdo estrutural de primeira ordem de
BG (M ).'

052 (u,v) = cg, (u,v) + Ry, (u,v),

para alguma aplicagdo Ry, € Hom(AR™, g).
e A segunda componente de 032 pode ser escrita como:
cg}fz(A, u) = —Au + Sy (A, u)
para alguma aplica¢do Sy, € Hom(R" ® g, g).
e A iltima componente de c%) é dada por

) (A, B) = —|A, Bl,.

Um caso importante ocorre quando GV = {e}, no qual uma GV -estrutura é o mesmo
que uma escolha de um espago horizontal em cada ponto p € Bg(M). Esta, por sua vez,
é o mesmo que uma escolha de uma forma diferencial n em B¢ com valores em g (ndo
necessariamente equivariante). O par (6,1n) é um correferencial em B¢. Neste caso, a
projegdo de B,y em Bg é um difeomorfismo, e portanto podemos ver a fungio estrutu-
ral de segunda ordem como uma fungao definida em Bg. Assim, obtemos as equagoes
estruturais do par (0,7):

dd =c(ONO)—nNb
(3.4.1)
dn=RONO)+SOAN) —nAn

onde n A\ 0 € a 2-forma com valores em R" obtida pela acdo de g em R", en A n éa?2
forma com valores em g obtida pelo colchete de Lie de g.

Quando os espacos horizontais podem ser escolhidos de forma a serem invariantes,
ie., se R, H, = H,, para todo a € G, obtemos uma conexdo principal no fibrado B¢
com forma de conexdo 1. Neste caso, temos que:

e S € identicamente nula;
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e R € a curvatura da conexao;

e portanto, as equacgoes (3.4.1) se reduzem as equagdes estruturais usuais para uma co-
nexao.

No Capitulo 5, mostraremos como usar as equagoes estruturais (3.4.1) para resolver
problemas de classificacdo de GG-estruturas de tipo 1.

3.5 Funcoes Estruturais de Ordem Superior

Nesta secdo, iremos deduzir as equagoes estruturais de uma (GG-estrutura, cujo grupo es-
trutural G C GL,, é um subgrupo de Lie de tipo k, i.e., tal que G**) = {e}. Faremos isto
de forma indutiva. Na Secdo 5.4, iremos explicar como usar estas equagoes para resolver
problemas de classificacdo de G-estruturas de tipo finito.

Seja M uma variedade, Bg(M) uma G-estrutura em M e (Bg(M))®) seu k-ésimo
prolongamento. Entao,

(Ba(M) ) 6

M)l

(Ba(M))*=0

é uma G")-estrutura sobre (Bg(M))* 1), Sua forma tautologica 6*) toma valores no
espaco vetorial V © g @ - - - @ gi*~V). E ficil verificar que

) — (gt L 1)

onde n'*~1) é uma forma diferencial com valores em g*~), e 9~ & a forma tautolégica
de (Bg(M))*=Y, que toma valoresem V & g @ - - - @ g(*~2). Para simplificar a notagio,
omitiremos o pullback por %) e escreveremos

k) — (g(k—l)’ n(k—l)).
Também iremos utilizar a notagdo

Recorde que cada ponto de (Bg(M))*) é um par (p, H,), onde p € (Ba(M))*~Y e
H, é um subespago horizontal de T,,(Bg(M))*~V tal que a fungdo estrutural de odrem
k—1, cg_l), toma valores num subespaco fixado

C C Hom(A*(V @ g"?), V@ g7,

que é complementar a A(Hom(V ©gF=2, g*~1). A funcio estrutural de k-ésima ordem

é uma aplicagdo

Hom(A* (V@ g* '), Vag)
AlFom(V & g1, )

& (Ba(M)® —

Sejam z = (p, H,) € (Bg(M))® um referencial sobre p € (Bg(M))*~V e H, C
T.(Bg(M))™ um subespago horizontal. Vamos descrever um representante 0512 dec™(2).
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De maneira completamente andloga a discussdo na sec¢do anterior, podemos decompor
()

¢y, € Hom(A*(R" & g¢=2 @ gt =Y), R" @ g" 2 @ g*~V)) em trés componentes:
Hom(/\2(]R” ® gk—2 ® g(k—l))7Rn @ gk—2 ® g(k:—l)) _
— Hom(/\Q(Rn D gk_Q),Rn D gk—Q D g(k—l))@
D HOIH((R" D gk—Z) ® g(k_l),Rn D gk—Q fan g(k_l))@
D Hom(/\Qg(kfl)’ R" @ gk72 D g(k’fl))

Para descrever cada componente, denotamos por u,v vetores de R" & g*=2 e por A, B
elementos de g'*~1):

e A primeira componente de cgf) inclui a fungdo estrutural de (Bg(M))*=Y, ie., a

fungao estrutural de ordem k — 1 de Bg (M ):

& (u,v) = ¢V (w,0) + RY D (u,0),

para alguma aplicacdo Rglzz_l) € Hom(A2(R™ @ gh—2), gtv—1)).
)

z

e A segunda componente de cgf é dada por:

cgf) (Aju) = —Au+ 57(5;1)(14, w)

para alguma aplicagdo 37(5:1) € Hom(R" ® gF=2,g*~V). O primeiro termo do
lado direito da expressio acima se refere 4 acdo de A € g*=V) C gl(R" @ g*¥~?) em
u € R @ gh2

e A ultima componente de cgfz é dada pelo colchete de g*~")

AW (A, B) = —[A, Bl
que se anula sempre que k > 1.

Quando G®) = {e}, uma G*) -estrutura é o mesmo que uma escolha de um subespago
horizontal em cada ponto p € (Bg(M))*~1), ou equivalentemente, uma escolha de uma
forma diferencial n*~Y em (Bg(M))*~Y com valores em g*~V) (ndo necessariamente
equivariante). O par (§%*~Y n*=1Y) & um correferencial em (Bg(M))*~1). Note que a
forma tautologica de (Bg(M))™*) é dada por

) — (r®B))rgt—1) L k1),

Neste caso, a projegio de (Bg(M))*) em (Bg(M))*~Y é um difeomorfismo, e por-
tanto, podemos ver as fungdes estruturais de k-ésima ordem como fungoes definidas em
(Ba (M) 1), Obtemos assim, as equacdes estruturais do par (9%~ n(*=1):

dg*=D = k=D (k=) A glk=1)) _ plk=1) A glk=1)
(3.5.1)
dp=b = RE=D(HE=D A g1y 1 =) (gk=1) A py(k=1))
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Observacao 3.5.1 Podemos continuar o processo de decomposi¢do das fungoes estrutu-
rais e das equagdes estruturais de (Bg(M))*). De fato, a forma tautologica 6%~ de
(Ba(M))* =Y toma valores em R™ & gt=> @ g*=2 e podemos expressd-la como

=) — (qk=1)yxgh=2) 4 (=2)

onde 7*=Y) é a projecio de (Ba(M))* 1) em (B (M) =2, §%=2) ¢ a forma tautolégica
de (Ba(M))* =2, e n'*=2) ¢ uma 1-forma com valores em g2
Se levarmos tal processo adiante, obtemos um decomposicdo de %) em

e(k) = (97 77(0)7 77(1)’ s 777(k_1))

onde 1) = 1, 0 é a forma tautolégica de Bo(M) e cada 0V é uma 1-forma com valo-
res em g\"). Deste modo, obtemos também uma decomposicdo das equagdes estruturais
(3.5.1) em k + 1 equacdes envolvendo as componentes de 6%,

Exemplo 3.5.2 Seja B (M) uma G-estrutura, onde G C GL,, é um grupo de Lie de tipo
2, i.e., G = {e}. Neste caso, podemos escrever as equagdes estruturais (3.5.1) como

Ao = DD A D) — 7™ A g1
(3.5.2)
dn®™ = RMOD A M) 4 SO (M A 51
Agora, para decompor estas equagdes em termos de V) = (0, n), precisamos anali-

sar cada um de seus fatores. O primeiro termo, ¢V () A W) foi descrito em detalhes
na Secdo 3.4, onde mostramos que

DOV AIV)Y = (c(ON0) = A0, R(ONO)+ SOAD) —nAn).

O segundo fator de A0V é dado pela acdo de gV em R* @ g. Lembre-se que g C
Hom(R", g) € a subdlgebra de Lie de gl(R™ & g) formada pelas transformagées:

(u, A) — (0,T(u)), onde T € g'V.

Assim, podemos escrever
nMA0D = (0,7 A6).
Finalmente, para decompor a equacdo de dnV, simplesmente escrevemos as componen-
tes de RY € Hom(A2(R™ @ g), gM) e SV € Hom((R" @ g) ® gV, gV), ie.,
Hom(A*(R" @ g), ") = Hom(A’R", g") & Hom(R" © g, g'")) & Hom(A’g, g")
1 1 1
RY = R + RY + R

Hom((R" @ g) @ gV, g") = Hom(R" @ g, g") & Hom(g ® g, g")
S =gV 4+ 8.
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As equagoes estruturais (3.5.2) se tornam

.

do = c(ONO)—nANb
dy = ROANO+SON) —nAn—nD A
(3.5.3)
dg® = RUO@A) +RBRO@ AR + RO (5 An)+
\ +517(0 ™) + 857 An).



O Problema de Classificacao de
Correferenciais

Este capitulo comeca com uma introdugdo ao problema de equivaléncia para correfe-
renciais, que serd baseada na apresentacdo de [33] e [27]. A andlise das condi¢des ne-
cessdrias para resolver este problema nos levara naturalmente a considerar o problema de
realizacao de Cartan. Para resolver esta questdo, iremos definir a forma de Maurer-Cartan
em grupoides de Lie, e deduzir suas propriedades universais. Com isto, serd possivel
obter uma classificagdo de todas as solugdes de um problema de realizagdo de Cartan.
Em seguida, iremos descrever as simetrias de uma realizacdo, conforme apresentado no
apéndice de [5]. Finalmente, resolveremos o problema de globalizagao e discutiremos o
problema de equivaléncia global.

4.1 Equivaléncia de Correferenciais

Um correferencial numa varidade n-dimensional M é um conjunto {6*,...,6"} de 1-
formas linearmente independentes em M. Apesar de ndo descutirmos aqui, existem
obstrugoes topologicas bem conhecidas para a existéncia de um correferencial global
numa variedade. Apresentaremos, no entanto, alguns resultados sobre o problema de
equivaléncia global de correferenciais.

Sejam M outra variedade de dimensdo n e {#} um correferencial em M. Utilizare-
mos letras sem barras para denotar objetos em M e com barras para denotar objetos em
M. Um dos problemas centrais que estaremos interessados é o problema de equivaléncia:

Problema 4.1.1 (Problema de Equivaléncia) Existe um difeomorfismo (localmente de-
finido) -
¢o:M— M
tal que B ‘
QS* Q’L — 91 ?
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Apresentamos agora algumas condig¢Oes necessdrias para a equivaléncia de correfe-
renciais. Conforme discutido no exemplo da introducdo, as equagoes estruturais (1.1.1)

o = " CE(m)o’ Ao
i<j
e as fungodes estruturais ij € C>°(M) cumprem um papel fundamental na solugdo deste
problema. Por exemplo, jd que um correferencial 6 equivalente a 0 satisfaz

Ci; (9(m)) = Ci(m),

segue que as fungoes estruturais podem ser usadas para obter um conjunto de condigoes
necessdrias para resolver o problema de equivaléncia. Tais fungbes sdo exemplos de
fungoes invariantes, onde:

Defini¢ao 4.1.2 Uma fungdo I € C>*°(M) é chamada de fung¢do invariante do correfe-
rencial {0'} se para qualquer auto equivaléncia (simetria) ¢ : M — M temos que

logp=1

Note agora, que para qualquer fung¢do f € C*® (M), podemos definir suas derivadas
correferenciais gTJ; como sendo os coeficientes da diferencial de f quando a expressamos
em termos do correferencial {6'},

9
df =) a—eéek.
k

Usando o fato que d¢p* = ¢*d, segue que se I € C>°(M) é uma fun¢ao invariante, entiao
% também € invariante, para todo 1 < k < n. E, portanto, natural considerarmos os
seguintes conjuntos:

Foo= {C5)
oCk
o= G 0
£ Lor 9 0°Ck
Lt LAV TER VTR VTN

que fornecem condigOes necessdrias para resolver um problema de equivaléncia. Esque-
maticamente, podemos escrever

OF=F
paratodot > 0.

Para que se possa obter critérios efetivos para decidir se dois correferenciais sao equi-
valentes, € necessdrio reduzir este conjunto infinito de condi¢oOes necessdrias a uma quan-
tidade finita. Para tal, notamos que nem todos os elementos de F; sdo funcionalmente in-
dependentes, i.e., podemos encontrar elementos f1, ..., f; em F; tais que existe um funcao
H : RI=! — R que satisfaz

fr=H(fi,., fi-1).
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Localmente, numa vizinhanca de um ponto m € M, as fungdes fi, ..., f; sdo funcional-
mente independentes se e somente se suas diferenciais sdo lineramente independentes em
m.

Agora, observe que se {0} e {0'} sdo correferenciais equivalentes, e se f; = H(f1, ..., fi_1)
entdo os elementos correspondentes fi, ..., fi em JF, com os mesmos indices necessaria-
mente satisfazem a mesma relagao funcional

fl - H (f_17 ...,ﬁ_1>

com a mesma fungdo H. Isto mostra que ndo precisamos lidar com todas as fungdes
invariantes em J;, mas somente com as que sdo independentes.

Para que possamos tornar isto mais preciso, e para podermos trabalhar com alguma
generalidade, iremos impor uma hipdtese de regularidade. Para tal, sejaC C C*°(M) um
conjunto qualquer de fungoes em M. Definimos:

Defini¢ao 4.1.3 O posto de C em m € M, denotado por r,,(C), é a dimensdo do espaco
vetorial gerado por {df,, : f € C}. C é dito regular em m se 1, (C) = r,,(C) para todo
m' proximo de m em M.

Quando C é regular de posto k em m, segue do teorema da fungdo implicita que
podemos encontrar um sistema de coordenadas (m?, ..., m") numa vizinhanga de m tal
que

m' = f1 ... mP = f*

e tal que toda f € C pode ser escrita nestas coordenadas como
1 k
f=f(m,..m").

Definicao 4.1.4 Um correferencial 0 serd dito completamente regular em m € M se,
para todo t > 0, os conjuntos F; forem regulares em m.

Observamos que o conjunto dos pontos de M nos quais um correferencial é comple-
tamente regular formam um aberto denso. Agora, definimos

ki(m) = rom(Fp).
Como F; C F;41 paratodo t, segue que
0<ko(m) <ki(m) <--- < k(m) <--- <,

Finalmente, nao é dificil verificar ([27] ou [33]) que se {9’} é completamente regular em
m, entao existe um nuimero inteiro s tal que

ks_1(m) < ks(m)

ks(m) = ksp1(m) = kspo(m) = -+ .

O nidmero s serd chamado de ordem de 6 em m e ks(m) de posto de 0 em m.

Para correferenciais que sao completamente regulares podemos reduzir as condigoes
necessdrias para equivaléncia local a um nimero finito. Suponha que 6 é um correferen-
cial completamente regular em m, de ordem s e posto d. Neste caso, podemos encontrar
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um conjunto {hq, ..., hy} de fungdes invariantes pertecentes a F, que ’geram’ JF; numa
vizinhanga de m, para todot > 0. Se 6 é outro correferencial competamente regular que
é localmente equivalente a  em m através de ¢ : M — M, entio é claro que 0 tem ordem
s e posto d em m = ¢(m). Além disso, o conjunto {hy, ..., hy} de fungdes invariantes
pertecentes a F, com os indices correspondentes também ’geram’ F, numa vizinhanga de
m, para todo t > (. Finalmente, se

entao -

paratodot > 0.

Podemos resumir todos os dados relevantes ao problema de equivaléncia local de cor-
referenciais completamente regulares de ordem s e posto d, numa vizinhanga de um ponto,
da seguinte maneira conveniente. Para comegar, temos um conjunto de fungoes invarian-
tes que determinam uma aplicagdo

h:M — R?
h(m) = (h1(m), ..., hg(m))

Como as fungées {h;} sdo independentes e geram JF; para todot > 0 (em particular,
geram também F), podemos ver hy, ..., hy como coordenadas num subconjunto aberto
X C R? Assim, as fungdes estruturais podem ser encaradas como ij € C*(X). Por
fim, se diferenciarmos as fungées h, obtemos

dhy =Y F6'. (4.1.2)

)

Novamente, pela mesma razdo, as fungbes F podem ser vistas como elementos de
C>(X). Estas fungdes estao todas relacionadas por

¥ = > " CE(h)o" A6 (4.1.3)
1<j
dhe = Y F(h)o'. (4.1.4)

Obtemos assim, os dados iniciais de um problema de realizacao de Cartan 4.2.1 que des-
creveremos em detalhes na proxima segao.

4.2 O Problema de Realizacao de Cartan
e Equivaléncia Global

No problema de realizagdo de Cartan, somos dados um conjunto de fungbes e queremos
determinar quais sdo todos os correferenciais que tém estas fungdes como suas fungoes
estruturais. De forma mais precisa,

Problema 4.2.1 (Problema de Realizacao de Cartan) Dados:
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e um niimero inteiron € N,
e um conjunto aberto X C R%,
e um conjunto de fungdes C}; € C*(X) com indices 1 < i,j,k < n,
e um conjunto de funcdes F* € C*(X) com1 < a < d;
existe

e um variedade n-dimensional M,
e um correferencial {0'} em M,

e uma aplicacdo h : M — X

tais que
dor = Z NN (4.2.1)
1<j
dhe = ZF“ )6 ? (4.2.2)

Este problema foi proposto e resolvido por Cartan em in [9]. A exposi¢do do problema
que apresentamos aqui foi inspirada no apéndice de [5].
Estaremos interessados em responder também as seguintes perguntas:

Problema de Classificacao Local Quais sdo todos os germes de correferenciais que so-
lucionam o problema de realizacdo?

Problema de Equivaléncia Local Quando que dois destes germes de correferenciais sao
equivalentes?

Problema de Globalizacao Quando que dois destes germes de correferenciais podem
ser realizados pelo mesmo correferencial global?

Existe também um problema de classificagdo global que podemos tratar depois de
resolver o problema de realizagcdo de Cartan. Antes de enuncia-lo, definimos:

Defini¢ao 4.2.2 Sejam (M, 61, hy) e (M, 65, he) duas realizagoes de
(n, X, C’Z’;,F o).
e Um morfismo de realizacdes é um difeomorfismo local ¢ : My, — M; tal que
¢*0y = 01 (em particular, hy o ¢ = hy).

e Uma aplicacdo de recobrimento de realizagcoes é um morfismo de realizacoes so-
brejetivo ¢ : (My,01,hy) — (Ms, 0y, hy). Neste caso, dizemos que M, é um reco-
brimento de realizacoes de M.

Se (M, 0, h) é uma realizagdo e  : M — M uma aplicagdo de recobrimento (usual),
entdo (M, 7*0, h o ) também é uma realizacio, que serd chamada de realizacio indu-
zida. Com esta estrutura, a aplicacdo de recobrimento 7 é um morfismo de realizagoes.

As dificuldades em enunciar e resolver o problema de equivaléncia global se devem ao
fato de que os invariantes que podemos construir nao distinguem entre uma realizacao e a
realizacao induzida no seu recobrimento universal. Portanto, para lidarmos com questoes
globais, definimos:
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Defini¢ao 4.2.3 Sejam (M, 61, h) e (M, 05, ho) realizacdes de um problema de Cartan.
Diremos que M, e M, sdo globalmente equivalentes, a menos de recobrimento, se elas
tém uma cobertura de realizacdes em comum M, i.e., se existir um realizacdo (M, 0, h) e
morfismos de realizacdes sobrejetivos

M
2N
My My
Obtemos assim:

Problema 4.2.4 (Problema de Classificacao Global) Dado um problema de realizag¢do
de Cartan, quais sdo todas as suas solucoes a menos de equivaléncia global, a menos de
recobrimento?

O restante deste capitulo € dedicado a solucdo das questoes propostas nesta segao,
bem como a andlise de suas consequéncias.

4.3 Condicoes Necessarias para a Existéncia
de Solucoes

Usando o fato que d?> = 0, podemos obter condi¢des necessdrias 6bvias para a existéncia
de solugdes de um problema de realizacao. De fato, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.3.1 Para que um problema de realizacdo de Cartan tenha solugdo é ne-
cessdrio que —C’{’;, F?* € C°(RY) sejam as fungdes estruturais de um algebréide de Lie
A sobre X.

Demonstracao. Diferenciando as equagdes (4.2.1) e (4.2.2), e igualando-as a zero, obte-

mos .
oF;
b
E (F 8% 8%) E (4.3.1)

b=1
paratodol <1i1,5 <r,1<a<de

d .
oC" 80; oC:,
Fb kl +F j Fb j _
Zl < ¥ Oy A
(ChiCit + CriCii + CiyC)  (43.2)
m=1
para todo 1 < i,j,k,1 < r. Note que, a menos de um sinal, estas sdo exatamente as

equacoes diferenciais (2.1.3) e (2.1.4) que definem um algebréide de Lie em termos de
coordenadas locais, de onde segue a proposi¢do. B

Definicao 4.3.2 O algebroide de Lie construido a partir dos dados iniciais de um pro-
blema de realizacdo de Cartan serd chamado de algebréide classificante do problema.
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A reciproca desta proposi¢do também vale, mas antes de nos aprofundarmos em sua
demonstragdo, iremos apresentar um exemplo que servird de inspiracdo para o resultado
mais geral.

Exemplo 4.3.3 Suponha que X = {pt}, i.e., d = 0. Neste caso, as fun¢des C’fj sdo
todas constantes e as F' = 0. As condi¢oes necessdrias obtidas para a existéncia de
uma realizagdo sdo que as constantes —C’fj formam as constantes de estrutura de uma
dlgebra de Lie g. Uma solugdo o6bvia ao problema de realiza¢do é obtida tomando o
correferencial dado pela forma de Maurer-Cartan invariante a direita, wyc, em qualquer
grupo de Lie G que integra g. Além do mais, a propriedade universal das formas de
Maurer-Cartan implica que qualquer outra realiza¢do é obtida, localmente, tomando
pullback de wyc. Em outras palavras, este problema de realizacdo tem (localmente)
somente uma solucdo a menos de equivaléncia.

4.4 Formas de Maurer-Cartan

Para estendermos o exemplo acima para o caso geral, iremos generalizar a equacdo de
Maurer-Cartan usual, para formas com valores numa dlgebra de Lie, ao caso de formas
com valores num algebroide de Lie. Para comecar, definimos as forma de Maurer-Cartan
num grupoide de Lie.

Seja F uma folheacdo em M. Uma k-forma F-folheada em M é uma segio de
NF(TF)*, i.e., é uma k-forma em M que s6 estd definida para campos de vetores que sio
tangentes a folheagao.

Definicao 4.4.1 Uma 1-forma F-folheada em M com valores num algebroide de Lie
A — X é uma aplicacdo de fibrados

TF -2~ 4 (4.4.1)

|

M T> X
que é compativel com as dncoras, i.e., tal que # o 0(§) = h.& para todo & € X(F) =
L(TF).

Em cada grupdide de Lie, podemos definir de maneira canénica uma 1-forma s-
folheada com valores no seu algebroide de Lie (que cobre a aplicacao t):

Definicao 4.4.2 A forma de Maurer-Cartan de um grupdide de Lie G é a 1-forma s-
folheada com valores no seu algebrdide de Lie A

TG =~ A
L
G——X

definida por
ch(f) = (ng—l)g(f) - At(g) (442)
para todo § € T;G.
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Seja G um grupdide de Lie. Como a translagdo a direita por um elemento g € G €
uma aplicacao
R, :s7'(t(g)) — s ' (s(g)), (4.4.3)

ndo taz sentido chamar uma forma em G de invariante a direita. Precisamos nos restringir
a formas s-folheadas.
Diremos que uma forma s-folheada w em G € invariante a direita se

w(€) = w((Ry)+(£)) (4.4.4)

para todo £ tangente a uma s-fibra e g € G. Equivalentemente, escreveremos
(Ry)'w = w. (4.4.5)

Claramente, a forma de Maurer-Cartan num grupodide de Lie é invariante a direita.
Definiremos agora a equagcao de Maurer-Cartan generalizada para formas JF -folheadas
com valores num algebrdide de Lie. J4 que ndo existe uma maneira candnica de diferen-
ciar formas com valores num fibrado vetorial, precisamos fixar uma conexao arbitrdria V
no fibrado vetorial A — X. Seja 0 € Qf ,(M; A) uma 1-forma folheada com valores em
A. Para &, & € X(F) definimos dy0(&1, &) como sendo a segao de I'(h* A) dada por

dve(fla 52) = V&Q(fg) - v§29(€1) - 0([517 52]) (446)

onde continuamos a denotar por V a conexao pullback em h* A. Neste ponto, o leitor deve
ser avisado que d%, # 0, e portanto, dy ndo é um operador diferencial exterior.

O préximo passo € o de fazer sentido da expressdo [0, ¢|, onde ¢ : TM — A € outra
1-forma folheada com valores em A que cobre a mesma aplicacao h. Antes disso, para
motivar a nossa defini¢do, apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.4.3 Lembre que se NV é uma conexdo num algebroide de Lie A — X, pode-
mos definir a sua tor¢do por

Ty(a, B) = Vuaf — Vaga — [, f].

Agora suponha que g é uma dlgebra de Lie, vista como um algebroide de Lie sobre um
ponto. Seja N a conexdo trivial, identicamente nula, em g. Neste caso, obtemos

[O‘/7 5]9 = —Tv((l/, 5)7
para quaisquer o, 3 € g.
Assim, fica natural que seja definido

[0, ¢lv (&1, &2) = —(Tw(0(&1), 6(&2)) + To(d(&1), 0(82))) (4.4.7)

onde Iy é a tor¢do da conexao pullback V, como foi descrita em (2.1.7).

Definicao 4.4.4 A equacdo de Maurer-Cartan generalizada para 1-formas folheadas
(0, h) com valores num algebrdide de Lie é

dy + %[9, Ay = 0. (4.4.8)
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Como esta equagdo € simplesmente Ry = 0 (equagao (2.1.9)) obtemos:

Proposicao 4.4.5 A equacdo de Maurer-Cartan generalizada é independente da escolha
da conexdo V. Além do mais, uma 1-forma F-folheada (0,h) com valores em A sa-

tisfaz a equagdo de Maurer-Cartan generalizada se e somente se ela é um morfismo de
algebrdides de Lie TF — A.

Como € de se esperar, temos a seguinte proposi¢do:

Proposicao 4.4.6 A forma de Maurer-Cartan wyc de G satisfaz a equagcdo de Maurer-
Cartan generalizada.

Demonstragao. A proposi¢do é uma consequéncia da seguinte conta:

dywmc(&, &) = Vt*glec(fQ) - Vt*ggch(&) — wwme([&1,62])
= Vi = Vyga —[a, f]
= Ty(a, B)
= Ty(wmc(§1), wmc(&2)) (4.4.9)

onde & e & sdo campos de vetores invariantes a direita em G, e ., 3 € I'(A) sdo seus
geradores. m

4.5 A Propriedade Universal Local

Mostraremos agora que qualquer 1-forma numa variedade M com valores num algebréide
de Lie integravel A, que satisfaz a equagdo de Maurer-Cartan generalizada é localmente
o pullback da forma de Maurer-Cartan num grupoide de Lie que integra A. Precisaremos
do seguinte lema:

Lema 4.5.1 Seja F uma folheacdo numa variedade M e seja 2 uma 1-forma F-folheada
(sobre h) em M com valores num algebrdide de Lie A — X. Seja NV uma conexdo
arbitraria em A. Suponha que a distribuicio D = {kerQ, : x € M} C TF C TM
tem posto constante. Entdo D € integrdvel se e somente se dy€2(£1,&) = 0 sempre que
§1,6 € D.

Demonstragao. Escolha uma base local &1, ..., &, € X(F) de D num subconjunto aberto

de M. Pelo Teorema de Frobenius, D é integrdvel se e somente se [&;, {;] € span{y, ..., & }
paratodo1 < i,j < r, oque ocorre se e somente se )([&;,{;]) = 0 paratodo1 < i,j <.

Como Q(&;) = 0 paratodo 1 < i < r temos

dv (&, &) = Ve U&) — Ve, Q&) — Q6 &) = (&, &]) (4.5.1)
de onde segue o lema. m

Proposicao 4.5.2 Seja 6 uma 1-forma (sobre h) numa variedade M com valores num
algebroide de Lie integrdavel A — X. Seja G um grupdide de Lie que integra A e denote
por wyc a sua forma de Maurer-Cartan. Suponha que 0 satisfaz a equacdo de Maurer-
Cartan generalizada. Entdo, para cadam € M e g € G tal que h(m) = t(g), existe um
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tnico difeomorfismo localmente definido (numa vizinhanca de m) ¢ : M — s~ '(s(g))
que satisfaz

p(m)=yg 4.5.2)

¢ wue = 0. 4.5.3)

Observacao 4.5.3 Podemos resumir a proposi¢do acima dizendo que, pelo menos local-
mente, existe uma vnica aplicacdo ¢ : M — G que faz comutar o seguinte diagrama de
morfismos de algebréides de Lie:

T™M-- - -T5G
A
M----%-->g

Demonstragao. Para demonstrar a proposi¢do iremos construir o grafico de ¢. Isto serd
feito integrando uma distribuicdo conveniente. A unicidade entao segue da unicidade das
subvariedades integrais.

Denote por M x,+ G = {(m,g) € M x G : h(m) = t(g)} o produto fibrado sobre
X (que é uma variedade porque t é uma submersio sobrejetiva. Seja F a folheacao em
M X+ G dada pelas fibras de s o mg. Considere a foma F-folheada em M X+ G com
valores em A dada por

Q= 7y,0 — T5wmc. (4.5.4)

Finalmente, denote por D = ker € a distribui¢do associada em M X ¢ G.

Para podermos aplicar o lema anterior, precisamos mostrar que D tem posto constante.
Faremos isto mostrando que

(dﬂ-M>(m79)‘D(m,g) : D(m,g) — T, M 4.5.5)

€ um isomorfismo, para cada (m, g) € M x,,+G. Note que isto também implica que se D é
integrdvel, entdo a folha passando por (m, g) é localmente o gréfico de um difeomorfismo
(localmente definido) de M na s-fibra de G que contém g.

Suponha que (A7 s ) (m,q) (v, w) = 0 para algum (v, w) € Dy, 4. Como D estd contido
em T'F, segue que w € s-vertical e que wyc(w) € simplesmente a translagao a direita de
w a 1yy), logo,

v=20

wmc(w) =0 (=6(v))
w =10

(v,w) =0

(dWM)(m,g) (v,w) =0

Ll

e portanto (A7 s ) (m,q) € injetora. Agora, sev € T,,M entdo (v, (R,).0(v)) é um elemento
de Dy, q). Segue que (dmys)(m,g) € também sobrejetora.
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Tendo mostrado isto, podemos utilizar o lema para completar a demonstragdo. Calcu-
lamos (omitindo os pullbacks para simplificar a notagdo):

va = dve—deMc

1 1
—5[97 9] + §[ch, wMmcl-

Substituindo 6 por () + wyc obtemos

1
va = ——[Q + WM, Q + WMC] + é[wMCH wMC]
1 1 1
= —5[979] - §[Q,ch] - Q[WMO Q.

Logo, dy€2(&1,&2) = 0 sempre que Q(&;) = 0 = Q(&2) e portanto D € integrdvel, o que
conclui a demonstragdo. m

Observacao 4.5.4 Com uma pequena modificacdo, a proposi¢cdo continua vdlida mesmo
quando A ndo é integrdvel. De fato, como uma forma de Maurer-Cartan em M com
valores em A

(0, h) € QL(M, A)

€ o mesmo que um morfismo de algebréides de Lie

™™ 2> A

-

M—

segue que h(M) estd contido numa unica orbita de A em X. Se restringirmos h a
uma vizinhanga suficientemente pequena, podemos assumir que sua imagem é um aberto
contrdtil U C L de uma folha L de A em X. Neste caso, a restricdo de A a U é in-
tegravel (veja o Coroldrio 2.3.7 ou [12]) e podemos proceder como na demonstracdo da
proposicdo.

Como consequéncia da proposigdo obtemos o seguinte corolario que nos sera ttil:

Corolario 4.5.5 Seja G um grupdide de Lie com forma de Maurer-Cartan wyc. Se ¢ :
s7(x) — s7Y(y) é uma simetria de wyc (i.e., p*wyc = wyc) entdo x e y pertencem a
mesma Orbita de G e ¢ é localmente da forma ¢ = R, para algum g € G.

Demonstracao. Tudo que precisamos mostrar € que x € y pertencem a mesma Orbita
de G, pois neste caso o coroldrio segue da unicidade na Proposi¢do 4.5.2. Para tal, note
que (wyc)1, toma valores em A,. Por outro lado, (¢*wyc)1, toma valores em Ags(1,))-
Como ¢*wpc = wye, segue que x = t(¢(1,)) e portanto ¢(1,) é uma seta ligando y a .
]
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4.6 A Propriedade Universal Global

Podemos dar uma demonstracdo mais conceitual da Proposi¢do 4.5.2 que nos levard a
uma versao global da propriedade universal das formas de Maurer-Cartan com valores
em algebroides de Lie. Como a proposi¢do acima é um resultado local, podemos supor,
por um momento, que M € simplesmente conexo. Neste caso, o grupdide de Lie s-
simplesmente conexo que integra 'T' M ¢é o grupdide do par M x M = M.

Pelo segundo teorema de Lie (Proposi¢ao 2.3.2), existe um tinico morfismo de grupoides
de Lie

Mx M—-G (4.6.1)
b
M—X
que integra 6. No entanto, depois de fixar um ponto mg em M, podemos escrever
H(m,m') = ¢(m)op(m) ™" (4.6.2)
onde ¢ : M — s~1(h(myg)) C G € definido por
o(m) = H(m,my). (4.6.3)
Mas neste caso, ¢ satistaz
d(mo) = Lp(me) (4.6.4)
P'wme = 0. (4.6.5)

No caso geral, quando M nao € simplesmente conexo, o morfismo de algebroides de
Lie 6 é integrado por um morfismo de grupdides de Lie

L, (M) —+L>g (4.6.6)

o

M——=X

onde 11, (M) denota o grupoide fundamental de M. Como veremos a seguir, o problema
de determinar quando que 6 é globalmente o pullback da forma de Maurer-Cartan num
grupoide de Lie G que integra A se reduz ao problema de determinar quando o morfismo
F' pode ser fatorado pelo recobrimento de grupdides de Lie

pIL (M) — MxM 4.6.7)
p(]) = (v(1),7(0)).

Teorema 4.6.1 Seja A um algebraide de Lie integrdvel com grupdide de Lie s-simplesmente
conexo G(A) e seja (6,h) € Q' (M, A) uma 1-forma em M com valores em A. Entdo,
existe um difeomorfismo local globalmente definido

oM — sfl(h(mo))

satisfazendo

{cb(mo) = Ln(my) (4.6.8)

O*wme = 7

se e somente se
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1. (obstrugdo local) 0 satisfaz a equacdo de Maurer-Cartan generalizada;

2. (obstrucdo global) o morfismo de grupdides de Lie F' que integra 0 é trivial quando
restrito ao grupo fundamental de M com ponto base my, isto é, o grupo de isotropia
em my.

Demonstragao. Para comecgar, mostraremos que ambas as condigbes sdo necessdrias. Se
0 = ¢*wwmic entdo € claro que 0 satistaz a equagdo de Maurer-Cartan generalizada. Logo,
tudo o que precisamos mostrar é que F' é trivial quando restrito ao grupo de isotropia
m1(M,mg). Suponha que existe ¢. Entdo, a aplicagdo

H:MxM-—Gg (4.6.9)
dada por
H(m,m') = é(m)g(m')"",
define um morfismo de grupdides de Lie sobre t o ¢.

Segue de ¢*wyec = 0 que t o ¢ = h e que H integra 6. De fato, note que se f e g sdo
aplicagoes de M para G tais que p(m, m') = f(m) - g(m’) estd bem definido, entio

(dp) m,mry (v, w) = (AL f(m)) g(mr) (AG)m (W) + (ARg(mr)) f(my (A )m(v) — (4.6.10)

para todo v, w € T(m’m/)(M x M). Portanto, no nosso caso, obtemos

(dH) mmy(0,0) = (ARg(m)~1)g(m) () (v)
= ch(¢*U)
¢ wmc(v)

o 4.6.11)

ondev € T, M.
Finalmente, como H integra 6, obtemos o diagrama comutativo

(M) =g (4.6.12)

| A

M x M

onde p denota o recobrimento de grupéides p([y]) = (v(1),7(0)). Assim, F' s6 depende
dos pontos inicial e final de v e ndo de sua classe de homotopia.

Reciprocamente, suponha que as duas codi¢oes sejam satisfeitas. Entao, pela Proposi¢ao
4.5.2 e a condigao (1), segue que 6 é localmente o pullback de wy;c por uma aplicacao
®1e- No entanto, como F' s6 depende dos pontos inicial e final de v e ndo de sua classe
de homotopia, segue que F' pode ser tatorada por

(M) ——=g (4.6.13)
I
M x M

Assim, se definirmos
¢(m) = H(m,mq) (4.6.14)
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obtemos uma aplicagao global, que pelo resultado de unicidade da Proposi¢do 4.5.2, se
restringe a aplicagcdo ¢ioc. Segue que ¢*wye = 0 € (M) = Lyamy), 0 que conclui a
demonstragdo do teorema. m

Observacao 4.6.2 Pelos resultados citados na Segcdo 2.3, observamos que a obstrugdo
global no teorema acima pode ser expressada infinitesimalmente, i.e., sem fazer mengdo
explicita ao grupdide de Lie G que integra A. De fato, dada uma curva~y : I — M, o
caminho 0 oy : I — A satisfaz

d
= &(h o) (t) para todot € 1

e portanto, é um A-caminho (veja a Definicdo 2.3.3). Assim, podemos re-escrever a
condi¢cdo como:

#(0 0 (1))

e (Obstrucdo Global) Para cada laco v em M, homotdpico a curva constante em m,
0 A-caminho 6 o % é A-homotdpico ao A-caminho constante igual a zero em h(m).

Note que esta condi¢do também pode ser expressada em termos de uma equagdo diferen-
cial. De fato, pelos resultados de [12] podemos descrevé-la como:

e (Obstrugdo Global) Para todo lago homotopicamente trivial v em (M, m), existe
uma variacdo a.(t) = a(e, t) de A-caminhos ligando ay = 0 o 4 ao caminho cons-
tante igual a zero ay = Oy tal que a solugdo b(e, t) da equagdo diferencial

0b — 0.a =Ty (a,b), b(e,0) =0

satisfaz b(e, 1) = 0 para todo € € I, onde NV é uma conexdo arbitrdria em A.

4.7 Resolvendo o Problema de
Classificacao Local

Retornamos agora ao problema de realizagao de Cartan. Vimos que a condi¢ao necessaria
para resolver o problema de Cartan, obtida por d> = 0, é que as fung¢des —ij e Ff
sdo as fungdes estruturais de um algebroide de Lie A — X escrita em coordenadas
Z1,...,Tq € Seg¢oes aq,...,q,. Suponha por um momento que A € integrdvel, e seja
G um grupoide de Lie que integra A. Denote por wyc a forma de Maurer-Cartan de G, e
por (Wise, - - -, Whye) as suas componentes com relagdo a base vy, . . ., a,. Entdo, é claro
que para todo zy € X, (s™'(xg),wisc, t) é uma realizagdo do problema de Cartan com
dados iniciais (n, X ij, F?). Um argumento parecido funciona também no caso em que
A ndo é integrdvel. Neste caso, para cada xq € X, podemos encontrar uma vizinhanga
U C L de xy na folha L que o contém tal que a restricdo de A a U € integravel por um
grupdide de Lie G = U. A forma de Maurer-Cartan de G toma valores em A|y — A e
portanto, podemos vé-la como uma forma de Maurer-Cartan com valores em A. Nova-
mente, é claro que (s~ (20), wi;c, t) € uma realizagio de (n, X, CJ;, FY").

Observe também, que se (M, 0", h) é outra realizacdo de (n,X,C};, F{*), entdo a 1-
forma em M com valores em A, 6§ € Q(M, A), definida por

0=> 0'(a;0h) (4.7.1)
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satistaz a equacao de Maurer-Cartan generalizada. Isto € uma consequéncia da seguinte
conta:

o 0 ) _ ) o 0
dvl(5g aeﬂ - Vzﬁﬂ@(aea) V%)e(aei)_e([%’%])
= V#aiaj v#ajai_[ai>aj]
= —Ty(o, )
B )
= —Tv(G(%)ﬁ(@)) (4.7.2)

onde V denota a conexdo pullback em h*A. Assim, se mo € M §é tal que h(mg) =
xo, entdo pela propriedade universal das formas de Maurer-Cartan em grupdides de Lie,
podemos encontrar uma vizinhanca V' de my em M e um tnico difeomorfismo ¢ : V' —
o(V) C s () tal que p(mg) = 1,,, € ¢*wymc = 0. Ou seja, qualquer realizagdo de
um problema de Cartan é localmente equivalente a uma vizinhanga da identidade numa
s-fibra de G, equipada com sua forma de Maurer-Cartan. Acabamos entdo de provar o
seguinte resultado de existéncia e unicidade que soluciona os problemas de classificacao
e de equivaléncia local:

Teorema 4.7.1 Sejam (n, X, C’Z’;, F?) os dados inicias de um problema de realiza¢do de
Cartan. Entdo, para todo xy € X, existe uma realizacdo (M, 0", h) com my € M tal que

h(mg) = mg se e somente se

d OF
3 ( Fiba_ij axb > Z (4.7.3)

b=1

paratodol <i,j<r,1<a<de

,9C) ,0C,

d

oC!

b kl _
Z;(F 7o, +Fk8 +Fla )

(CL Gt + Ciy Ol + CLCl) - (47.4)

m=1

paratodo1 <i,j5,k, [ <r.

Além do mais, qualquer realizacdo é localmente equivalente a uma vizinhanga da
identidade numa s-fibra de um grupdide de Lie G equipada com a sua forma de Maurer-
Cartan. Duas realizagdes sdo localmente equivalentes se e somente se elas correspondem
ao mesmo ponto xo € X, e neste caso, elas diferem por translacdo a direita por um
elemento de G.

4.8 Simetrias de Realizacoes

Nesta secao, demonstraremos alguns resultados sobre simetrias de uma realizacdo. Mui-
tos destes resultados se devem ao Cartan [9]. A formulagdo que apresentamos, no entanto,
é baseada em [5]. O objetivo desta secdo é mostrar como usar o algebroide classificante
para obter demonstr¢oes simples destes fatos.



54 CAPITULO 4. O PROBLEMA DE CLASSIFICACAO DE CORREFERENCIAIS

Defini¢ao 4.8.1 Seja (M, 0, h) uma realizagcdo de um problema de Cartan. Uma sime-
tria de (M,0,h) é um difeomorfismo ¢ : M — M tal que ¢*60 = 0. Uma simetria
infinitesimal é um campo de vetores £ € X(M) tal que L¢6 = 0.

Proposicao 4.8.2 (Teorema A.2 de [5]) Seja (M, 0, h) uma realiza¢do conexa e simples-
mente conexa de um problema de Cartan com algebroide classificante A — X, tal que
h(M) estd contido na folha L de A. Entdo, o conjunto s C X(M) das simetrias infinite-
simais da realizacdo é uma dlgebra de Lie de dimensdo dims = dim M — dim L.

Demonstracao. Para demonstrar a proposicdo, iremos mostrar que s é isomorfa a dlgebra
de Lie de isotropia g, de A em algum (e portanto qualquer) ponto x € L.

Para comecgar, note que um correferencial § em M determina um par de conexdes em
TM, que denotaremos por V e V. A primeira é a conexdo plana canénica associada a
trivializagdo de T'M = M x R" induzida por 6. A segunda conexao é definida por

Ve ko = Ve,&i + 61, &)
Segue que:
1. a conexdo V também € plana;

2. um campo de vetores & preserva 0%, para todo 1 < i < n se e somente se ¢ é

V-paralelo, i.e., V& = 0 para todo &' € X(M).

Segue do fato que campos de vetores paralelos s6 dependem do seu valor em um ponto
que s tem dimensao finita.

Agora, como um campo de vetores & € X(M) é uma simetria infinitesimal de uma
realizagdo se e somente se { preserva h, i.e., h.(§) = 0, obtemos uma aplicagdo

Vs —g., V() =0EWD),

onde p € M € qualquer ponto tal que h(p) = x.
Observe que s € fechada pelo colchete de Lie de campos de vetores. De fato, se
&1,& € s, entdo

hil€1, &l = # 0 0([&1,&2]) = [#00(&1), # 0 0(§2)] =0

mostra que s é uma dlgebra de Lie.

Além do mais, como 6 é um morfismo de algebroides de Lie, segue que ) é um
homomorfismo de dlgebras de Lie. Mostraremos agora que este homomorfismo é um
isomorfismo. Para ver que ele € injetivo, observamos que 6 é um isomorfismo fibra a
fibra, e que se um campo de vetores paralelo se anula em um ponto, entdo ele se anula
identicamente. Logo, ker ¢ = 0.

Finalmente, seja o« um elemeto qualquer de g,. Denote por & € X(M) o campo
de vetores em M obtido por translacio V-paralela ao longo de qualquer curva do vetor
6~ (). Isto estd bem definido, pois V é plana, e M é simplesmente conexa por hipdtese.
Mas, entdo é claro que (&) = «, 0 que prova a proposi¢io. m

Observacao 4.8.3 Quando M ndo é simplesmente conexo, a dlgebra de Lie de isotropia
g, pode ser identificada com a dlgebra de Lie dos germes de campos de vetores em M,
num ponto p tal que h(p) = x, que preservam o germe de 6 em p.
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Podemos enunciar também o seguinte resultado semi-global sobre simetrias de uma
realizacdo:

Proposi¢ao 4.8.4 (Teorema A.3 de [5]) Sejam (n, X, C’fj, F?) os dados iniciais de um
problema de realiza¢do para os quais —C’fj, E? sao as fungoes de estruturas de um al-
gebroide de Lie A — X. Seja L C X uma folha de A cuja dlgebra de Lie de isotropia
denotamos por g, e seja G um grupo de Lie qualquer com dlgebra de Lie g.

Entdo, sobre qualquer subconjunto aberto e contrdtil U C L, existe um fibrado prin-
cipal com grupo estrutural G, h : M — U, e um correferencial G-invariante 0 em M tal
que (M, 0, h) é uma realizagcdo do problema de Cartan. Além do mais, esta realizagdo é

localmente tinica a menos de isomorfismo.

Demonstracao. Esta proposi¢do é uma consequéncia imediata do Teorema de Classificagdo
4.7.1. De tato, como U é contrdtil, e a restricdo de A a U é transitivo, segue que A|y é
integrdvel. Além disso, para qualquer grupo de Lie G com algebra de Lie g, existe um
grupoide de Lie G que integra A cujos grupos de isotropia sio isomorfos a G. Segue que
a restricdo da forma de Maurer-Cartan de G a qualquer s-fibra fornece o tinico correferen-
cial G-invariante que estavamos a procura. ®

4.9 O Problema de Globalizacao

Estamos agora aptos a resolver o problema de globalizacdo. Suponha que sejam dados
dois germes de correferenciais 0y e 0, que solucionam um problema de realizagdo, e
queremos saber se eles sdo os germes de uma mesma realizacao global. Temos o seguinte
resultado:

Teorema 4.9.1 Suponha que o algebrdoide classificante, A, do problema de Cartan é in-
tegrdvel. Entdo 0y e 0, sdo os germes de uma mesma realizacdo global conexa (M, 0, h)
se e somente se eles correspondem a pontos de X na mesma orbita de A.

Demonstragao. Suponha que os dois germes de correferenciais 6 e ¢, correspondem a
pontos xy e r1 na mesma orbita de A e seja G um grupoide de Lie que integra A. Entdo, a
s-fibra de G sobre xy contém um ponto g com t(g) = x;. Logo, 0y pode ser identificado
com o germe de wyc em 1,, e 6, com o germe de wyc em g. Concluimos que 0, e 0, sdo
ambos germes da realizacdo (s~ (), wyc, t).

Reciprocamente, suponha que existe uma realizagdo conexa (M, 0, h) tal que 0, e
0, sdo os germes de § em pontos my e my de M, respectivamente. Seja -y uma curva
qualquer que liga my a my e seja Uy, ..., U, uma familia finita de conjuntos abetros de
M que cobrem esta curva, com a propriedade que a reatri¢do de 0 a cada U; é equivalente
a restricdo da forma de Maurer-Cartan de G a alguma s-fibra, i.e., 0|y, = ¢fwyc para
algum difeomorfismo ¢; : U; — ¢;(U;) C s™(z;).

A demonstracdo segue por inducdo no nimero de abertos necessarios para ligar m a
m1. Suponha que my e m; pertencem ao mesmo aberto U;. Neste caso, ¢1(myg) € ¢1(m;)
pertencem a mesma s-fibra. Logo, h(mg) = t o ¢1(my) pertence a mesma orbita que
h(my) = t o ¢1(m,). Agora, assuma que o resultado vale para k — 1 conjuntos abertos.
Neste caso, qualquer ponto q de Uy_, é mapeado por h para a mesma Orbita que h(my).
Seja ¢ um ponto de Uy_, N Uy. Por um lado, como q e m; pertencem a Uy, segue que h
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leva os dois pontos na mesma orbita de A. Por outro lado, pela hipotese indutiva, segue
que h também leva m e q para a mesma folha de A, o que conclui a demonstragdo. m

Observacao 4.9.2 A proposicdo pode nao ser verdade quando A ndo é integrdvel. O
problema neste caso é que o objeto global associado a A é um grupdide topoldgico, que
§O tem estrutura suave numa vizinhanga da segdo da identidade. Logo, se x,y € X sdo
pontos da mesma orbita de A que estdo 'distantes demais’, pode ser que ndo seja possivel
encontrar uma realizagdo diferenciavel que cobre os dois pontos ao mesmo tempo.

Motivado por esta observagao, é natural considerar o problema de existéncia de uma
realizacdo (M, 0, h) de um problema de Cartan, tal que a imagem de h é uma folha inteira
do algebroide de Lie classificante.

Defini¢ao 4.9.3 Uma realiaz¢do (M, 0, h) é dita cheia se h é sobrejetiva sobre a drbita
de A que ela cobre.

Antes de continuarmos, apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.9.4 Suponha que o algebroide de Lie classificante A é integrdvel e seja G um
grupdide de Lie qualquer que integra A. Entdo, as s-fibras de G com suas formas de
Maurer-Cartan sdo realizagées cheias.

Temos uma reciproca parcial ao exemplo acima; que se existir uma realizagdo com-
pleta cobrindo uma 6rbita L do algebréide classificante, entdo a restri¢do A|, € integrdvel.
Uma situagcdo analoga aparece em [29].

Defini¢ao 4.9.5 Uma realizacdo (M, 0, h) de um problema de Cartan é dita completa se
ela é uma realizacdo cheia, para a qual todas as simetrias infinitesimais £ € X(M) sdo
campos de vetores completos.

Proposicao 4.9.6 Sejam A — X o algebrdide classificante de um problema de Cartan, e
L C X uma folha de A. Entdo, existe uma realizacdo completa que cobre L se e somente
se a restricdo A, é integrdvel.

Demonstracao. Suponha que A|j, é integrado por G = L. Entdo, claramente, para
qualquer x € L, a realizagdo (s™!(x), wyc, t) € completa.

Reciprocamente, seja (M, 0, h) uma realizagdo completa que cobre L. Pela (demonstragio
da) Proposicao 4.8.2, a algebra de Lie de simetrias de 0 é a algebra de Lie de isotropia
g de A num ponto x € L. Agora, como (M, 0, h) é completa, podemos integrar a agao
infinitesimal de g em M para uma agao de G, onde G denota o grupo de Lie simplesmente
conexo com dlgebra de Lie g. Mas neste caso,

MZ)eé

d

L

é um fibrado principal. Seu algebréide de Atiyah é isomorfo a A|,. Logo, A|; pode ser
integrado pelo grupoide de calibrede M — L. m



4.10. O PROBLEMA DE CLASSIFICACAO GLOBAL 57

4.10 O Problema de Classificacao Global

Nesta secao, apresentaremos a solu¢do do problema de classificagdo global 4.2.4. Ao
longo desta se¢do, (n, X, ij, F) denotam os dados iniciais de um problema de realizagao
com algebroide de Lie classificante A — X, e (M, 0, h) denota uma realizagao.

O problema de classificagdo global para realizagoes de um problema de Cartan é muito
mais delicado do que o problema local. O motivo disto é que o algebroide classificante

ndo distingue entre uma realizagdo e seus recobrimentos.

Exemplo 4.10.1 Para ilustrar esta dificuldade, explicamos aqui um exemplo apresentado
em [27] (veja também [28]) de uma variedade simplesmente conexa, equipada com uma
forma de Maurer-Cartan com valores numa dlgebra de Lie, que ndo pode ser globalmente
mergulhada em nenhum grupo de Lie G, mas que é localmente equivalente em todos seus
pontos a uma vizinhanga da identidade de G.

Seja M = R?* — {(—1,0)} o plano sem um ponto equipado com seu correferencial
canénico {dz,dy}. Seja M o seu recobrimento universal. Entdo M é um helicéide que
podemos identificar com o semi-plano {(r, ) € R? : v > 0}. Usando esta identificacdo,
a aplicagdo de recobrimento  : M— M pode ser escrita como

7(r,¢) = (rcose — 1,rsin p)

Sejam
0' = cosdr — rsinpdp, 62 = sindr 4 7 cos pdyp

os pullbacks de dx e dy por m. Entdo 0 = (0*,0?) é uma forma de Maurer-Cartan em M
com valores na dlgebra de Lie abeliana R>.

Segue que 6 é localmente equivalente, em cada ponto de M, a forma de Maurer-
Cartan do grupo de Lie abeliano R%. Por outro lado, 0 ndo pode ser globalmente equi-
valente a forma de Maurer-Cartan em nenhum subconjunto aberto de R%. Para ver isto,
note que 0 induz uma estrutura de grupo de Lie local em M da seguinte maneira. Se fixar-
mos o ponto (1,0) € M como sendo a identidade, podemos definir o produto w = u-v de
dois pontos u,v € M de forma que ele projeta na soma usual, i.e., 7(w) = 7(u) 4 7 (v).
Além do mais, este produto pode ser definido para que seja suave sempre que pelo menos
um dos elementos pertenca a mesma folha do recobrimento que o elemento identidade
(1,0).

Este produto, no entanto, ndo pode ser associativo. De fato, o produto u - v - w so estd
bem definido se o tridngulo com vértices m(u), w(u) + w(v) e w(u) + 7(v) + 7(w) nao
contém o ponto (—1,0) no seu interior. Caso contrdrio, os produtos (u-v)-w e u- (v-w)
pertencem a folhas diferentes do espaco de recobrimento M. Mesmo se restringirmos
a um subconjunto de M para o qual o produto de quaisquer trés elementos estd bem
definido, iremos encontrar o mesmo tipo de problema na hora de definir o produto de
quatro elementos, e assim por diante. Logo, o correferencial 0 em M ndo pode ser

globalmente equivalente a forma de Maurer-Cartan num subconjunto do grupo de Lie
R2.

Temos no entanto, o seguinte teorema (compare com o Teorema 14.28 de [27]):

Teorema 4.10.2 Seja (M, 0, h) uma realizacdo cheia de um problema de Cartan e supo-
nha que o algebrdide de Lie classificante A — X é integrdvel. Entdo M é globalmente
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equivalente, a menos de recobrimento, a um subconjunto aberto de uma s-fibra dum
grupdide de Lie G que integra A.

Demonstracao. Denote por D a distribuicdo em M X, G utilizada na demontragio da
Proposi¢do 4.5.2, e seja N uma variedade integral maximal de D. Denote por myy @ M X,
G — M epormg : M x5, G — G as projecdes naturais. Entdo mg(N) estd totalmente
contida numa tnica s-fibra de G, s™'(x). Além do mais, a restri¢do das projecdes a N,
7y N — M eng: N — s™!(z) sdo difeomorfismos locais.

A subvariedade N, equipada com o correferencial 73,0 = miwyc, € uma cobertura
de realizagées comum de M e um subconjunto aberto da s-fibra de G. Para ver isto,
precisamos mostrar que 7y (N) = M. De fato, se isto for verdade, M serd globalmente
equivalente, a menos de cobertura, ag(N) C s~ (z).

Suponha que 7y;(N) seja uma subvariedade propria de M e sejamg € M — wp (IN)
um ponto no fecho de my(N) (lembre-se que )|, € uma aplicacdo aberta). Entdo,
pela propriedade universal das formas de Maurer-Cartan em grupdides de Lie, existe uma
vizinhanga aberta U de mo em M e um difeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C s™*(h(my))
tal que ¢jwme = 0 e po(mo) = Lpamg). Segue que o grifico de ¢y é também uma
subvariedade integral N, da distribuicao D em M X, G, que passa por (my, 1h(m0)).
Agora, sejam = my(m, g) um ponto qualquer de U Ny (N) onde (m,g) € N. Entao
¢o(m) € G é uma seta ligando h(mg) a h(m) e g é uma seta ligando m a h(p), logo,
go = ¢o(m)~1 - g é uma seta ligando x a h(my), i.e.,

go=¢o(m)~t-g

mo

Como a forma de Maurer-Cartan € invariante por translagdo, segue que a variedade
RQONO - {<m7g : 90) : (m,g) € NO}

¢é uma subvariedade integral de D. Mas, o ponto (m,g) = (m,¢o(m) - go) pertence a
R4, Ny e também a N, e portanto, pela unicidade e maximalidade de N, segue que N
contém R, Ny. No entanto, (mg, ¢o(my) - go) € um ponto de N que projeta por m); em
my, 0 que contradiz o fato que mg € M — mp(N). m

Como consequéncia deste teorema, podemos recuperar os dois resultados principais
sobre equivaléncia global de [27]:

Corolario 4.10.3 (Olver [27]) 1. Se 0 é um correferencial de posto 0 em M, entdo M
é globalmente equivalente, a menos de recobrimento, a um aberto de um grupo de
Lie.

2. Se (My,01,h1) e (Ms, 05, hy) sdo realizacdes cheias de posto n, que cobrem a
mesma orbita L C X de A, entdo My e My sdo recobrimentos de realizacoes
de uma mesma realizacdo (L,0,h), i.e.,

M, M
L
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Demonstracao.

1. A primeira parte do coroldrio é trivial. A restri¢do de algebroide de Lie classificante
a h(M) = {pt} é uma dlgebra de Lie, e portanto, integrdvel por um grupo de
Lie GG. Segue que M é globalmente equivalente, a menos de recobrimento, a um
subconjunto aberto de G.

2. Para demonstrar a segunda parte do coroldrio, sejam A — X o algebroide de Lie
classificante do problema de realizagdo e L uma folha n-dimensional de A para a
qual hi(M;) = L = hy(Ms). Como A tem posto n, segue que a restricao da dncora
de A a L é injetora, e portanto Ay, € integravel. Além do mais, o seu grupoide de
Lie G é étale, i.e., as aplicacbes s e t sdo difeomortfismos locais.

Podemos tornar L numa realizacdo se definirmos em L o correferencial dado pelo
pullback da forma de Maurer-Cartan pelas inversas locais de t. De forma mais pre-
cisa, seja U um subconjunto aberto de s~'(z) para o qual a restri¢do de t € bijetora,
e denote por V = t(U) a imagem aberta de U por t. Defina o correferencial 6;; em
V' por

Ou = (tl5") wmc.

Entao, 0y € a restrigao a V' de um correferencial globalmente definido em L. De
fato, suponha que U é outro aberto de s~' () para o qual t|; € bijetora e tal que

V' = t(U) intersecta V. Denote por 0 o correferencial em V' definido por
O = (tl5") wmc

Mostraremos que 0y e 0 coincidem na interse¢do V NV Depois de encolher U e
U, se necessdrio, podemos assumir que V = V. Mas, neste caso, como G é étale,
segue que o grupo de isotropia G, € discreto, o que implica que U € a translagdo a
direita de U por um elemento g € G,, i.e.,

U = R, (D).
Logo,
O = (Ry o t|5') wmc
= (t|5")* (Riwmc)
= (t|5") wmc

e 0 é um correferencial global bem definido em L.

Agora, como M, e M, sdo ambos globalmente equivalentes, a menos de reco-
brimentos, a conjuntos abertos de s™'(x), segue que as submersdes sobrejetivas
h; : M; — L sdo recobrimentos de realizagoes.

Se o leitor preferir, podemos dar um argumento mais direto para mostrar que h;
é um morfismo de realizagbes. De fato, o correferencial §; em M, é localmente
o pullback da forma de Maurer-Cartan numa s-fibra de G por um difeomorfismo
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localmente definido ¢, : Wi C M, — s~ '(x). Depois de encolher W, podemos
assumir que a restricdo de t a U; = ¢1(W)) € bijetora. Entao,

B0 = (6o dy)"0
= ¢5(t* o (t[;") wwmc)
= ¢TWMC
=0,.

E o6bvio que o mesmo argumento pode ser usado para mostrar que a aplicagao ho
também é um morfismo de realizagées. Podemos resumir esta demonstragdo no
seguinte diagrama:




O Problema de Classificacao
para G-Estruturas de Tipo Finito

Este capitulo é dedicado ao problema de realizacdo para GG-estruturas de tipo finito. Em
particular, descreveremos a estrutura do algebroide classificante, bem como algumas de
suas propriedades.

Para comegar, explicamos o caso em que GV = {e}. O caso geral seguird, quase que
imediatamente, do fato de que o k-ésimo prolongamento (B)*) de uma G-estrutura B¢
coincide com o primeiro prolongamento de (B¢)*~Y.

5.1 O Problema de Realizacao para
GG-Estruturas de Tipo 1

Considere uma G-estrutura, onde G' é um subgrupo de G L,, tal que GV = {e}. Vimos
no Capitulo 3 que existem fungdes estruturais que determinam a GG-estrutura, a menos
de equivaléncia. Reciprocamente, suponha que seja dado um conjunto de fungdes e que
queremos determinar quais sdo todas as G-estruturas para as quais estas sdo suas fungoes
estruturais. Entdo, pelas equagoes estruturais (3.4.1) precisamos resolver o seguinte pro-
blema de realizagao:

Problema 5.1.1 (Problema de Realizacio para G-Estruturas com GV = {¢}) Dados:
1. um subconjunto aberto X C R%;
2. um niimero inteiro n € N;

3. uma subdlgebra de Lie g C gl,, tal que g"") = 0;
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4. Um subgrupo de Lie G C GL(n) com dlgebra de Lie g;

5. aplicagées ¢ : X — Hom(R" AR",R"), R : X — Hom(R" AR",g), S: X —
Hom(R" ® g, g), © : X — Hom(R",R?), ¢ ® : X — Hom(g, R?)

existe
1. uma variedade M";
2. uma G-estrutura Bg(M) em M com forma tautolégica 6 € Q'(Bg, R™);
3. uma 1-forma vertical n € Q' (Bg, g) de posto mdximo;
4. uma aplicagdo h : B — X

tais que
dd = c(h)(ONO)—n N0
dn R(h)(O@NE)+Sh)(@An) —nAn (5.1.1)
dh = O(h)ol+ P(h)on?

Também estaremos interessados numa pequena variante deste problema: Ao invés de
tomarmos um grupo de Lie G tal que GY) = {e} tomamos um subgrupo arbitrario de
GL,. Neste caso, o problema de realizagcdo acima fornece uma redugio da G")-estrutura
Be(M)M sobre Bo(M) ao subgrupo {e}. Este tipo de problema aparece, por exem-
plo, quando desejamos descrever conexdes numa variedade que preservam uma estrutura
geométrica. Discutiremos um exemplo disto no Capitulo 7.

5.2 Existéencia de Solucoes

Para resolvermos este problema de realizagdo, comegamos por descrever algumas condigoes
necessdrias para a existéncia de solugcées. Para tal, note que se (M, Bg,0,n,h) é uma
realizacdo do problema de Cartan, entdo, em particular, (B, (0,1), h) é uma solu¢do do
problema de realizacdo associado para correterenciais. Isto significa que os dados iniciais
do problema determinam um algebroide de Lie classificante A — X tal que

TBs " 4 (5.2.1)

|

BG T> X
é um morfismo de algebrdides de Lie.

Agora, descreveremos as propriedades extras que A deve ter devido ao fato que que 0s
correferenciais que ele classifica correspondem a {e}-estruturas em B (M), i.e., devido
ao formato das equagoes estruturais. Antes de mais nada, note que como fibrado vetorial,
A = X x(R"@g) e que sua estrutura de algebroide de Lie pode ser descrita explicitamente
(em secdes constantes) por

[(uv p)v (U7 O-)KI) = (w7 T) (5.2.2)
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onde,
= —c(z)(uhNv)+p-v—0-u (52.3)
r = —R@)(uAv)—S@)(u®0c—vep)+|pol,
e
#(u, p) = O(z)u + ®(x)p. (5.2.4)
Segue que
[(07 10)7 (07 U)]A = <O7 [107 U}g) (525)
€ portanto
g—TI(4) (5.2.6)

é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Deste modo, obtemos uma agdo de g em A por
automorfismos internos

Y(p)(a) = [(0,p),a]a (5.2.7)

onde o € uma se¢do qualquer de A.

Resumindo, obtemos que uma condigdo necessdria para a existéncia de realizacoes do
problema de Cartan para G -estruturas de tipo 1 é que os dados inicias devem determinar
um algebroide de Lie trivial (como fibrado) no qual g age por automorfismos internos.
Além do mais, a estrutura do algebrdide de Lie nao é completamente arbitraria: ela deve
ter a forma especifica (5.2.3) e (5.2.4).

Descrevemos agora até que ponto que estas condicoes sao (pelo menos localmente)
também suficientes. Iremos mostrar que se as condi¢Oes acima sdo satisfeitas, entdo para
cada x na base X do algebroide de Lie, podemos construir uma G-estrutura em R" que
contém um referencial p na origem tal que h(p) = x e para o qual as equagdes estruturais
sdo satisfeitas numa vizinhancga de p. Mais precisamente:

Teorema 5.2.1 Seja G um subgrupo de Lie de GL, tal que GV = {e} e sejam
(n, X,G, (¢, R,S), (0,9))

os dados iniciais de um problema de realizacdo para G-estruturas. Entdo, para cada x €
X, existe uma realizacdo (U, Bg(U), (0,n), h) definida numa vizinhanca U da origem de
R™ que contém um referencial p € Bg, tal que h(p) = x se e somente se o colchete (5.2.3)
e a dncora (5.2.4) determinam a estrutura de um algebroide de Lieem A = R"dg — X.

Além do mais, neste caso, g age infinitesimalmente em A por automorfismos internos,
e a acdo é localmente livre.

Demonstragao. Suponha que os dados iniciais do problema de realizacdo determinam um
algebroide de Lie A — X cuja estrutura é dada por (5.2.3) e (5.2.4). Seja (P, (0,n),h)
uma realizagao do problema de Cartan associado para correferenciais, i.¢.,

iy (5.2.8)

L

PT>X

é um morfismo de algebroides de Lie. O que mostraremos através de uma série de passos
é que (depois de nos restringir a um aberto suficientemente pequeno de P) podemos
identificar P com um subconjunto aberto de uma G-estrutura definida numa vizinhanga
da origem de R".
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Passo 1 0 = 0 define uma distribuicdo integrdavel D em P.

Como df = ¢(0 N\ 0) —n A 6, segue que dO(&1,&2) = 0 sempre que 6(&1) = 0 = 0(&,).
Logo, a afirmacao segue do Teorema de Frobenius.

Passo 2 Cada folha de D é localmente difeomorfa a uma vizinhanga da identidade de G.

Note que a equacao estrutural para dn, quando restrita a § = 0, é simplesmente a equagao
de Maurer-Cartan
dn+nAn=0. (5.2.9)

Logo, pela propriedade universal das formas de Maurer-Cartan em grupos de Lie, segue
que cada ponto da folha tem uma vizinhanga localmente difeomorfa a uma vizinhanga da
identidade de G. Além do mais, vendo ) como uma aplicacao

D— X xg,

como ambos os fibrados acima tem o mesmo posto, e 1) € sobrejetiva fibra a fibra, segue
que podemos inverter 1) para obter uma agao infinitesimal

n':g— X(D) C X(P). (5.2.10)
Passo 3 0 é equivariante com relagdo a agdo infinitesimal de g em P.

E I6gico que isto é uma consequéncia da equacdo estrutural para df. Denote por p =
n~1(p) o campo de vetores tangente as folhas de = 0 que é gerado por p. Entdo, pela
Foérmula Magica de Cartan, obtemos

L;0 = i3;df+ diz0

= iydo
is(c(@ONE)—nN0)
—p-0

(5.2.11)

que demonstra a afirmacao.
Passo 4 P tem (localmente) a estrutura de fibrado sobre R™.

Basta restringir (6, 1) a um subconjunto aberto suficientemente pequeno (que continuare-
mos a denotar por P) tal que:

1. as folhas de 6 = 0 sdo as fibras de uma submersdo P — R" e

2. arestrigdo de n a cada folha L é o pullback da forma de Maurer-Cartan de G por
um difeomorfismo L. — U C G.

Entao P = R" x U — R" é um fibrado trivial com fibra tipica U.

Passo 5 Podemos estender P a uma G-estrutura sobre R™ que resolve o problema de
realizagdo numa vizinhaca de um referencial.
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Seja P = R™ x G o fibrado principal trivial com fibra G. Note que

P——————p
RTL
Agora, defina em P al-forma 6 com valores em R™ dada por

Olg)(€) =g+ Boe) (Ry-1):8), (5.2.13)

que estd bem definida pela equivaridncia de 6. Entao 6 é uma forma tensorial ndo-
degenerada em P e, portanto, determina um mergulho de P no fibrado das bases de R".
Segue que P é uma G-estrutura, Bg;, sobre R" com forma tautoldgica 0. m

(5.2.12)

Observacao 5.2.2 Note que a G-estrutura construida acima nao é uma realizacdo global
do problema de Cartan. De fato, a existéncia da aplicacdo h e da 1-forma n para as
quais as equagoes estruturais sdo satisfeitas so ocorre numa vizinhanga de um referencial
pE Bg(M )

No entanto, se o grupo G for redutivo, i.e., se podemos escolher um complemento
G-invariant C' para A(Hom(R™, g)) em Hom(A*R™, R™), (veja o Capitulo 3), ou mais
geralmente, se a funcdo estrutural S for nula, entdo n serd equivariante (uma forma de
conexdo) e podemos estendé-la a todo P através de

ﬁ(v,g) (5) = Ad g-1- n(v,e)((Rgfl)*f) (5.2.14)

obtendo assim uma realizacdo que satisfaz as equagoes estruturais em todos os pontos.

5.3 Construcao Geométrica de Modelos

Para que se tenha uma compreensao melhor do problema de realizagao de GG-estruturas, e
para que possamos obter resultados semi-globais, descrevemos nesta se¢do o que ocorre
no melhor dos casos, i.e., quando o algebroide de Lie classificante A é integravel e a acao
infinitesimal de g em A se integra numa agao livre e propria de G em G. O problema de
realizagdo para (G-estruturas de tipo finito serd deixado para a proxima seg¢ao.

Comecgamos por descrever as propriedades das agoes de grupos de Lie e dlgebras de
Lie em algebroides e grupoides de Lie que utilizaremos. Para mais detalhes, referimos o
leitor a [18] de onde nos baseamos para o que segue.

Definicao 5.3.1 1. Uma ag@o de um grupo de Lie G num grupdide de Lie G é uma
acdo suave V : G X G — G tal que para cada a € G, a aplicacdo

U,:G—G, Yug)=a-g
€ um automorfismo do grupdide de Lie.

2. Uma acdo de um grupo de Lie G num algebroide de Lie A ¢ uma acdo suave
U : G x A— Atal que para cada a € G, a aplicacdo

UV, A=A VYyla)=a-«

é uma automorfismo de algebroides de Lie.
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SeV :G x G — G éuma agdo de G em G, entdo, para cada a € (G, a aplicacio
(Vo) : A— A

€ um automorfismo de algebroides de Lie. Logo, diferenciando na se¢do da identidade de
G, podemos passar de agdes de grupos de Lie em grupédides a acbes de grupos de Lie em
algebroides. Existe também uma maneira de passar de acoes em algebroides para agoes
em grupoides, mas ndo iremos isto nesta tese.

Olhamos agora para acdes infinitesimais de dlgebras de Lie am algebrdides de Lie.

Definicao 5.3.2 1. Uma derivagdo de um algebriide de Lie A é um operador linear
D : T'(A) — I'(A) tal que existe um campo de vetores op € X(X), chamado de
stmbolo de D, para o qual

D(fa) = fD(e) + op(f)e

e tal que
D([e, 8]) = [D(a), 8] + [a, D(3)]
para quaisquer secées o, 3 € T'(A) e fungdo f € C(X).

2. Uma agdo infinitesimal de uma dlgebra de Lie g num algebroide de Lie A é um
homomorfismo de dlgebras de Lie 1) : g — Der(A), onde Der(A) denota o espago
das derivacoes de A.

Dada uma acao V¥ : G x A — A de um grupo de Lie G num algebroide de Lie A,
entdo para p € g,

V(o)) = Texpltp) -ol,_,

define uma agdo infinitesimal de g em A. Neste caso, diremos que a agdo de G em A
integra a acdo infinitesimal g.

E possivel definir também uma acdo infinitesimal de uma dlgebra de Lie g num
grupoide de Lie G, e todos os quatro tipos de acbes citados aqui estao relacionados. No
entanto, como isto ndo serd usado na tese, iremos omitir sua descrigao.

Retornamos agora ao problema de realizacdo. Entio A = X x (R" @ g) — X éo
algebroide de Lie classificante de um problema de Cartan para G-estruturas e G C GL,, é
um subgrupo de Lie de tipo 1. A inclusdoi : g — I'(A) determina uma ag¢ao infinitesimal

D(p)(@) = [(0,p), ala

por derivagoes internas. Esta acdo induz um morfismo de algebroides de Lie

¢rgx X = A op,x) =ilp)(x),
do algebroide de transformagées g x X para A. Suponha que a acdo de g em X é completa,

que A é integravel por um grupéide de Lie G e que a aplicacdo ¢ pode ser integrada por
um morfismo de grupdides de Lie

d:Gx X —gG,
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do grupdide de transformagcdes G x X para G. Observamos que isto é sempre o caso
quando G € simplesmente conexo. Entdo, podemos descrever a acdo associada de G em
G por

UV:Gxg— g7 \I’(a’ag) = (I)<a7t<g)) g ((I)(G7S<g)))_1.

Neste caso, obtemos também uma agdo de G em cada s-fibra de G, que pode ser
descrita explicitamente por

a-g=2e(a,t(g)) g

Além do mais, quando a acdo de G em X € propria e ker & = {e} x X, segue que a acao
de GG em cada s-fibra de G é também livre e propria. Quando isto ocorre, denotaremos por
M, a variedade obtida tomando o quociente de s~!(z) pelas orbitas da agdo de G.

Proposicao 5.3.3 O fibrado principal

é uma G-estrutura sobre M,,.

Demonstragao. Seja wyc a restricdo a s~'(z) da forma de Maurer-Cartan e denote por
0 a sua componente com valores em R". Segue das equagdes estruturais do algebroide
de Lie A e do fato que a agdo de G em A integra a acdo infinitesimal de g, que € é nao-
degenerada, horizontal e equivariante. Logo, existe um mergulho s~*(z) — B(M,) tal
que 0 é arestri¢do da forma tautolégica de B(M,,) as~'(x), o que demonstra a proposigao.
]

Agora, para obter um resultado de classificacdo local, assumimos que a 1-forma 7
pode ser tomada equivariante (por exemplo, se G for redutivo). Seja (M, Bo (M), (0,1), h)
uma realizagao de um problema de Cartan e seja p € B (M) um referencial. Entao, pela
propriedade universal das formas de Maurer-Cartan em grupdides de Lie, segue que existe
uma vizinhanga U de p em Bg(M) e um difeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C s~ (h(p))
tal que ¢(p) = 1pp) € ¢*wme = (0,71). No entanto, como (6,7) e wyc sdo ambos
G-equivariantes, podemos estender ¢ a um subconjunto aberto da forma = '7(U) C
B (M). Isto € feito impondo a equivarincia de ¢. Assim, acabamos de provar que:

Teorema 5.3.4 (Classificacao Local) Seja A — X o algebrdide de Lie classifcante de
um problema de realizacdo de G-estruturas, onde G é um grupo de Lie redutivo de tipo
1. Suponha que A é integrdvel e que

1. a agdo infinitesimal de g em X se integra a uma agdo propria de G em X;

2. o0 algebrdide de tranformacdes g x X C A se integra a um subgrupdide de G(A)
que é isomorfo ao grupdide de transformagcoes G x X = X.

Entdo qualquer realizagdo Bg(M) — M é localmente equivalente a s~ (x) — M, para
algumz € X.
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Antes de continuarmos, gostariamos de fazer um ultimo comentario. Como estamos
assumindo que a acdo de G em G € livre e propria, e como a agdo induzida de G em
A é por automorfismos de algebroides de Lie, segue que A/G — X/G é também um
algebroide de Lie. De fato, ele é o algebréide de Lie do grupdide de Lie G/G = X /G, e
sua estrutura é dada por

[OZ'G,ﬁ'G]:[Oé,ﬁ]‘G, #(&G):#(&>G

Agora, como consequéncia do fato que h : Bo(M) — X é equivariante, i.e., h(p - a) =
a~' - h(p), obtemos que existe uma correspondéncia bijetora entre os pontos de X /G e
os germes de solugdes do problema de realizagao para G-estruturas. Em outras palavras,
duas solugdes s™*(z) — M, e s"*(y) — M, do problema de Cartan sdo localmente
equivalentes se e somente se x e y pertencem a mesma orbita de G em X.

Além do mais, qualquer realizagdo vem dotada de um morfismo de algebréides de Lie
equivariante

0,n) : TBa(M) — A.

Assim, passando ao quociente, obtemos um morfismo de algebroides de Lie

TBe(M)/G —= AJG
J\if X%G

onde TBg(M)/G é o algebroide de Atiyah do fibrado G-principal B(M) — M.

5.4 O Problema de Realizacao para
G-Estruturas de Tipo Finito

Lidamos agora com o problema de realiza¢ao para G-estruturas de tipo finito. Sua formula¢ao
¢é baseada nas equagoes estruturais (3.5.1) que deduzimos na Secao 3.5. Utilizaremos a
notacao

gl:g@g(l)@...@ga)

introduzida na secdo referida acima.

Problema 5.4.1 (Problema de Realizacao para G-Estruturas de tipo k) Dados:
1. um subconjunto aberto X C R¢;

um numero inteiron € N;

uma subdlgebra de Lie g C gl,, tal que g*) = 0,

um grupo de Lie G C GL(n) com dlgebra de Lie g;

U

aplicagoes

° C(kfl) X Hom(/\Z(Rn D gk72 D g(kfl))7 R" @ gka)’
® R(k—l) X HOHI(/\Q(Rn D gk—2 D g(k—l))’ g(k—1)>’
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e St X — Hom((R" @ gF2) @ g1, glk=1)),
e O: X — Hom(R" @ g2, RY), e
e &: X — Hom(g*—b R%)
existe
1. uma variedade M™";

(k—=1)

2. uma G-estrutura Bg(M) em M com prolongamento (Bg(M)) , cuja forma

tautologica denotamos por
e(kz—l) c Ql((Bg(M))(k_l),Rn D gk—Z D g(k—l));
3. uma 1-forma vertical n*=1 € Q' ((Bg(M))* = g1 de posto mdximo,
4. uma aplicagdo h : (Bg(M))*V) — X
tais que

(Jo—1) — C(k—l)(h>(9(k—1) Ae(k—l)) _n(k—l) A §E=1)

dpED = RED(R) (@D A gB-D) 4 SED(R)OED A pkD)  (54.1)

[ dh = O(h) 0 %D + &(h) onplk—1) ?

Antes de descrever a solucdo no caso geral, olhamos para o caso particular em que
k=2:

Exemplo 5.4.2 (G® = {e}) Suponha que G é um subgrupo de Lie de GL,, tal que G» =
{e} e sejam (n, X, g, (M, RV, SW) (O, ®)) os dados iniciais de um problema de Cartan
para G-estruturas. Ao invés de procurar solugées deste problema, podemos nos pergun-
tar sobre a existéncia de:

e uma variedade P de dimensdo n + dim g;
o uma G"W-estrutura Bg)(P) sobre P com forma tautolégica

o € QY (Boo (P),R™ @ g);

o uma 1-forma vertical n'™") € Q' (Bgu) (P), gM) de posto mdximo,
e uma aplicacdo h : Boa)(P) — X
tais que

(a9D = D(R)(OD A 9D) — D A gO)

dn® = ROR)OD A OD) 4+ SO(R)(OW A pM) — M) A pl

dh = O(h) oM 4+ d(h)onW.
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Chamaremos este problema de problema de realizacdo subjacente para GV -estruturas.

Agora, suponha que, para cada x € X, exista uma realiaz¢do Bg(M) com um 1-
referencial p € (Bo(M))M tal que h(p) = x. Entdo, é claro que (Ba(M))M) — Bg(M)
¢ uma solugdo do problema de realizacdo subjacente para G"V-estruturas. Segue do
Teorema 5.2.1 que ((cV), RV SW) (O, ®)) sdo as funcdes estruturais de um algebréide
de Lie A= X x (R"® g @ g\V) sobre X. Além do mais, A vem equipado com uma agdo
infinitesimal de gV por automorfismos internos.

Reciprocamente, suponha que os dados iniciais do problema de realizacdo determi-
nam uma estrutura de algebréide de Lie em A = X x (R" @ g @ g), e seja Boo) (P)
uma solucdo do problema de realizacdo subjacente para GV -estruturas, que existe pelo
Teorema 5.2.1. O problema agora se reduz a decidir quando que Bga)(P) é localmente
equivalente, em cada ponto, ao prolongamento de uma G-estrutura Bg (M ).

Vimos que numa G-estrutura arbitrdria Bg(M ), as equagdes estruturais podem ser
decompostas em (3.5.3)

dd = c(ON0)—nNE

dp = ROANO)+SOAN) —nAnp—nP Al

dp®™ = R{POA0)+ RO An)+ R (n An)+
+810(0 An®) + 557 (n AnD).

\

Segue que as fungoes fornecidas nos dados iniciais do problema de realizagdo ndo podem
ser arbitrdrias. Elas devem ser decomponiveis conforme descrito no Exemplo 3.5.2. De
agora em diante, assumimos que este é o caso.

As duas primeiras equagoes estruturais acima implicam que a distribuicdo

D={{cX(Ben(P)):0(6) =0=n(&)}

€ integrdvel. Logo, depois de restringir a um subconjunto aberto, se necessdrio, podemos
supor que
P = B,y (P)/D.

Analogamente, a primeira equacdo implica que a distribuicdo
D' ={{ € X(Bem(P)) : 0(€) = 0}

também é integrdvel, e de novo, depois de restringir a um subconjunto aberto, podemos
supor que
M = Bgw)(P)/D'

é uma variedade. Além do mais, como D C D', segue que P é um fibrado sobre M.

Agora, seja 0 : P — Bao)(P) uma secdo (novamente, caso se faca necessdrio,
restringimos mais uma vez a um subconjunto aberto de P), e denote por 8' = o*0 e por
n' = o*n os pullbacks de 6 e n por o. Entdo ' e 1/ formam um correferencial em P cujas
equacoes estruturais podem ser descritas por

r 10! AN /
{de = J(OND) -1 AB (5.42)

dnl — R/(el /\ 9/) + S/(G/ /\ 77/) _ ,',’/ /\ ,,7/
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onde ', R/, e S’ sdao os pullbacks de ¢, R, e S por o.

Por argumentos completamente andlogos aos dados na demonstagdo do Teorema
5.2.1, segue que g age infinitesimalmente em P e que 0 é horizontal e equivariante por
esta acdo. Logo, pelo menos localmente, P pode ser mergulhado numa G-estrutura so-
bre M que satisfaz as equacodes estruturais (5.4.2). Mas como duas G-estruturas sdao
equivalentes se e somente se seus prolongamentos também sdo, podemos concluir que
(Ba(M))W ¢ localmente equivalente & Bga)(P), o que demonstra a existéncia de uma
realizagdo.

Podemos resumir este exemplo dizendo que uma solugcdo do problema de realiza¢do
para G-estruturas de tipo 2 com dados iniciais

(n, X, g, (P, RV sWy(@,d))
existe se e somente se.

1. As fungoes ((cV), RV SMY) (O, ®)) podem ser decompostas como se fossem as
fungées estruturais do primeiro prolongamento de uma G-estrutura;

2. as fungées ((cV, RV, SW) (O, ®)) determinam a estrutura de um algebrdide de
Lie no fibrado vetorial trivial A — X com fibra R" @ g & g,

A solugdo do problema de realizagdo no caso geral, para GG-estruturas de tipo k, é
muito parecida com a solugao do problema para GG -estruturas de tipo 2 discutida no exem-
plo acima. As fungées (c*~Y, R=1) S(*+=1) njo podem ser completamente arbitrarias.
De fato, algumas componentes destas funcoes devem ser constantes. Para ilustrar esta
afirmagdo, notamos que a componente de c* =) que toma valores em Hom(R" ® g, R")
deve ser constante e dada pela acdo de g em R". Sua componente que toma valores
em Hom(A%g,g) deve ser dada pelo colchete de Lie de g. Chamaremos as fungdes
(=1 R=1 S(=1)) de admissiveis se elas podem ser decompostas como se fossem
as fungodes estruturais do prolongamento de alguma G-estrutura arbitrdria. Temos o se-
guinte teorema:

Teorema 5.4.3 Sejam (n, X, g, (c*=V, R==1 SE=1))(0, ®)) os dados iniciais de um
problema de Cartan para G-estruturas de tipo k. Entdo, para cada x € X, existe
uma realizagdo (M, (Bg(M))#=1 (0%=1 n*=D) h) que contém um referencial p €
(Bo(U))* =Y tal que h(p) = x se e somente se

1. as fungées (c*=V, R&=1 SE=1)) sdo admissiveis;

2. as fungoes ((c*~D, R*=D Sk=1Y(O, ®)) sdo as fungdes estruturais de um al-
gebroide de Lie
A~ X x (Rn@g@---@g(k_l))

sobre X.

Além do mais, neste caso, g*~V age infinitesimalmente em A por automorfismos
internos, e a acdo é localmente livre.
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Demonstracao. Suponha que para cada x € X podemos encontrar uma solugao
(M, (Be(M))*=V, (0%, n*=), 1)

do problema de realizacido, com um referencial p € (Bg(M))*~Y tal que h(p) = z.
Entio (¢t~ R==1 S(-=1)) s30 as fugbes estruturais do k — 1-ésimo prolongamento de
uma G-estrutura, e portanto, podem ser decompostas com tal, i.e., sdo admissiveis.

Além do mais, (Bg(M))*~Y) também é uma solugido do problema de realizagdo sub-
jacente para G\*~ Y _estruturas, e portanto, pelo Teorema 5.2.1, segue que

(C(k_l)a R(k_l)v S(k_l))7 (@a (I)>

sdo as fungoes estruturais de um algebréide de Lie A — X, no qual g"*~!) age de forma
localmente livre por automorfismos internos.

Reciprocamente, suponha que ((c*=1 R*=1 S*=1)(Q, ®)) sdo fungdes estruturais
de um algebroide de Lie

A2X X R"@gd---ghP)

sobre X, e que as fungoes (c*~1 RN S(k=1)) g30 admissiveis. Procedemos exata-
mente como no Exemplo 5.4.2. Como A — X é um algebroide de Lie, segue que para
cada x € X podemos encontrar uma realizagao

(Q, Baa—n (Q), (0%, n*=1)) 1)

do problema de realizagio subjacente para G\*~Y-estruturas tal que h(py_,) = x para
algum py_1 € Bou (Q).
A 1-forma %~V toma valoresem R* @& g & - - - @ g*~2? e pode ser decomposta em
suas componentes
9(k72) = (07 n, 77(1)7 te 777(]672))'

Como as fungoes c*~1  R*E=1) S(k=1) 530 admissiveis, as equagdes estruturais para (0%~ nk=1)
podem ser decompostas em

0=c@NO)—nNO
n=RnAn)+SONO) —nAn—nD Al

(5.4.3)
equagoes de ordem superior
As primeiras duas equagdes implicam que a distribuicdo D = ker(0,n) € integravel,

enquanto que a primeira equagdo implica que D’ = ker 0 € integravel. Assim, depois de
restringir a um subconjunto aberto, podemos supor que

M = BG(k—l)(Q)/D/ eP = BG(k—l) (Q)/D

sdo ambas variedades, e que P € um fibrado sobre M.
Sejao : P — Bgw-1)(Q) uma se¢do da projecdo canénica Byi-1)(Q)) — P (no-
vamente, se uma sec¢ao global ndo existir, restringimos a um subconjunto aberto ainda
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menor), e denote por 0" e por 1/’ os pullbacks de 6 e n) por . Entéo, 0,1 é um correferen-
cial em P, que satistaz as equagoes estruturais

a9 = O NO) -y AO
df = RO AN+ O Ay)—n Arf

onde ', R', e S’ sao os pullbacks de ¢, R, e S por o.

Pelos mesmos argumentos dados no Exemplo 5.4.2, segue que P pode ser localmente
mergulhada numa G-estrutura B (M) sobre M tal que (Bg(M))*~1 é localmente equi-
valente 4 B (Q). Logo, (M, (Ba(M))* =D (9%*=D nk=1)) b)) é uma realizagdo, de
onde segue o teorema. ®



Aplicacoes

Neste capitulo descreveremos diversas aplicagoes da existéncia de um algebroide de Lie
classificante, A, para um problema de Cartan. Por um lado, mostraremos como usar
o algebroide classificante para provar alguns resultados cldssicos sobre as simetrias de
uma G-estrutura. Por outro lado, argumentamos que o algebroide de Lie classificante de
uma estrutura geométrica fixada numa variedade M deve ser visto como um invariante
fundamental da estrutura. Em particular, indicamos uma forma de definir invariantes
cohomologicos de uma estrutura geométrica usando a cohomologia de algebréide de Lie
de A.

Para isso, primeiramente explicamos uma pequena extensido do problema de Cartan
que é melhor adaptado a estes propositos.

6.1 O Problema de Realizacao Generalizado

Nesta secdo iremos generalizar o problema de realizacdo de Cartan para o caso em que
X € uma variedade. Isto ser4 ttil tanto em exemplos prdticos quanto na demonstracio de
resultados classicos da geometria diferencial.

Recorde que num problema de realizagdo de Cartan, sao fornecidos como dados inici-
ais, um nimero inteiro n, um subconjunto aberto X de R e fungoes ij, Ff e C*(X),
ondel < i,5,k <nel <a<d Sexp,...,ry denotam coordenadas em X, entao
podemos definir n campos de vetores em X por

. 0
E:;E(‘?xa'

Quando (M,0' h) é uma realizagdo do problema de Cartan cujos dados iniciais sdo
(n, X,CE, F?), podemos interpretar

15
dh = Z Javk
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como um aplicacdo T'M — T X. Note que, com esta formulacao, nao fazemos nenhuma
mengdo explicita as coordenadas x, em X. Isso sugere que podemos generalizar o pro-
blema de realizacao da seguinte forma:

Problema 6.1.1 (Problema de Realizacao Generalizado) Dados:
® um numero inteiro n;
e uma variedade d-dimensional X ;
e funcoes C’fj € C®(X), com1 <i,jk<mn;
e n campos de vetores F; € X(X),
existe
e uma variedade n-dimensional M
e um correferencial 0" em M;

e uma aplicagdo suave h : M — X

tais que
dg¥ = > CE(h)OT A (6.1.1)
1<J
dh = Y F(n)e ? (6.1.2)

A solucgao deste problema é completamente andloga a solu¢ao do problema de realizacao
original. As condi¢des necessdrias para existéncia de solugdes obtidas impondo que
d? = 0 se traduzem em

FiChy+ FuCly + FCl, = =) (CoiCiit + Cip O + CiyCiir) - (6.1.3)
[FiFy) = =) Cih. (6.1.4)
k
Denote por A — X o fibrado vetorial trivial sobre X com fibra R" e sejam ay, ..., a,

uma base de se¢oes de A. Entao podemos definir uma aplicacao de fibrados

Podemos também definir um colchete em I'(A) por

[, ] = — Z ijozk

k

em segOes da base, e estendendo para qualquer se¢do pela imposicdo da identidade de
Leibniz. Segue que (6.1.3) € equivalente a identidade de Jacobi para este colchete e que
(6.1.4) é equivalente a # : I'(A) — X(X) ser um homomorfismo de algebras de Lie.
Logo, as condi¢do necessdria que obtemos para a existéncia de solucdes do problema
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de realizacdo generalizado é que os dados iniciais do problema devem determinar uma
estrutura de algebroide de Lie no fibrado vetorial trivial A = X x R" sobre X.

Reciprocamente, se os dados iniciais do problema de realizagdo determinam a estru-
tura de um algebroide de Lie em A = X x R" — X, entdo (6.1.2) é equivalente a
(0, h) ser uma 1-forma com valores num algebréide de Lie, e (6.1.1) é equivalente a esta
1-forma satistazer a equacao de Maurer-Cartan generalizada. Assim, podemos aplicar a
propriedade universal das formas de Maurer-Cartan em grupodides de Lie para concluir
que existem realizacdes e que, além do mais, qualquer realizacdo é localmente equiva-
lente a restricdo da forma de Maurer-Cartan a uma vizinhaca da identidade numa s-fibra
de um grupoide de Lie local que integra A.

A vantagem de introduzir o problema de realizagcdo generalizado € que agora, qualquer
correferencial completamente regular determina um problema deste tipo, e portanto, um
algebroide de Lie classificante. De fato, seja 0° um correferencial completamente regular,
de ordem s e posto d, numa variedade M. Denote por F o conjunto de todas as derivadas
correferenciais de ordem menor ou igual a s das fungdes estruturais C’fj do correferencial

0, ie.,

aeL T gl . . 9l
Denote por F(M) a imagem de M por todas as fungées de F, i.e.,
FsM)={I(z):zeMel € F}.

Entao, como assumimos que o correferencial é regular, segue que F4(M) é um subvari-
edade imersa d-dimensional (possivelmente com auto-intersecdo) do espago Euclideano
RY cujas coordenadas sdo dadas por z = (...,2,,...), onde 0 = (i,7,k,l1,...,1,),
0<r<s.

Recorde que (veja a Secdo 4.1), localmente, podemos encontrar fungdes invariantes
Iy, ..., 1; € F, que geram F, para todot > 0. Em outras palavras, qualquer I € F; pode
ser escrita como [ = H(I,,...,I;) para alguma funcdo suave H : R? — R. Assim, o
conjunto Iy, . .. I; pode ser interpretado como um sistema de coordenadas em F(M).

Para obter um problema de realizagdo generalizado, tomamos X = Fy(M). Neste
caso, ja sabemos que as fungoes C’fj podem ser vistas com fungoes definidas em X. Seja
h: M — X a aplicagdo

oCk. 0*Ck
h(z) = (Cij(x), 80; (z),..., FT TR TT ~]8918 (7)

e defina n campos de vetores em X por F; = dh(%). Entéo (n, X, C};, F;) sdo os dados
iniciais de um problema de realizacdo generalizado.

Finalmente, notamos que o algebroide de Lie classificante para o problema de Car-
tan descrito acima é sempre transitivo. De fato, isto poderia ser deduzido diretamente,
através da observacdo que a aplicagdo h tem posto d. No entanto, preferimos dar o se-
guinte argumento: Vimos que para cada ponto x da base do algebroide classificante esta
associado um germe de um correferencial. Além do mais, se dois destes germes perten-
cem ao mesmo correferencial global, entao eles correspondem a pontos na mesma folha
de A em X. Mas, por construgio, cada germe de correferencial determinado X é o germe
do correferencial ' em algum ponto de M, e portanto, o algebréide de Lie classificante
tem de ser transitivo.
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6.2 Simetrias de Estruturas Geométricas

Nesta se¢do iremos demonstrar alguns resultados sobre as simetrias de uma estrutura
geométrica regular. Nosso objetivo é mostrar como usar o algebréide de Lie classificante
para recuperar alguns resultados cldssicos da geometria diferencial. Para mais resultados
sobre grupos de transformagoes sugerimos o livro [21]. Observamos, no entanto, que 0s
resultados apresentados aqui sdo ligeiramente mais fracos que os de [21], pois precisamos
impor uma hipoétese de regularidade.

Para comecar, enunciamos o seguinte coroldrio imediato da Proposi¢ao 4.8.2:

Corolirio 6.2.1 (Teorema 1.3.2 de [21]) Seja 0° um correferencial completamente regu-
lar numa variedade M. Entdo seu grupo de simetrias S é um grupo de Lie de dimensdo
dim S < dim M. Além do mais, as orbitas da acdo de S em M sdo subvariedades
fechadas de M.

Demonstracdo. Como ' é um correferencial completamente regular, segue que suas
fungoes estruturais e suas derivadas correferenciais de todas as ordens determinam um
problema de Cartan generalizado para o qual (M,0,h) é uma realizagdo, onde h é a
aplicacdo que associa a cada ponto p de M o valor dos invariantes estruturais em p. Logo,
a Proposi¢do 4.8.2 implica que a dlgebra de Lie de simetrias s de M tem dimensdao menor
ou igual a dimensao de M. O grupo de simetrias S é um grupo de Lie cuja algebra de Lie
é isomorfa a s, o que demonstra a primeira parte do coroldrio.

Agora, para ver que as Orbitas de S sdo subvariedades fechadas de M, notamos que
p,q € M pertencem a mesma orbita se e somente se h(p) = h(q). Logo, a orbita de S
passando pelo ponto p é dada por h='(h(p)), que é claramente um subvariedade fechada.
]

Seja G um subgrupo de Lie de GL,, e seja B;(M) uma G-estrutura sobre M. Re-
corde que uma simetria de B;(M) é um difeomorfismo ¢ : M — M cujo levantamento
preserva a G-estrutura.

Definicao 6.2.2 Seja G C GL,, um subgrupo de Lie de tipo finito k. Uma G-estrutura
serd chamada de completamente regular se a forma tautolégica do seu k-ésimo pro-
longamento (Ba(M))™® (vista como um correferencial em (Ba(M))* 1)) for completa-
mente regular.

Como as simetrias de uma G-estrutura coincidem com as simetrias dos seus prolon-
gamentos (veja o Teorema 3.3.9), obtemos:

Corolario 6.2.3 (Teorema 1.5.1 de [21]) Seja G C GL,, um subgrupo de Lie de tipo
finito k, e seja Bo(M ) uma G-estrutura completamente regular sobre M. Entdo o grupo
de simetrias S de Bg(M) é um grupo de Lie de dimensdo

dim S < dim M + dim g* !,

onde g denota a dlgebra de Liede G e g- ' = g® g @ --- @ gV,
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Finalmente, descrevemos uma pequena generalizacdo da nocao de G-estruturas equi-
padas com conexdes, para a qual nossos resultados ainda valem. Agora, G denota um
grupo de Lie arbitrdrio, H C G um subgrupo fechado de G e

P )H

f

é um fibrado principal com grupo estrutural H sobre uma variedade M cuja dimensao é
igualadim G/H.

Definicao 6.2.4 Uma conexdo de Cartan no fibrado H-principal P é uma 1-forma w €
QY (P; g) tal que

1. w(A) = A paratodo A € b, onde A denota o campo de vetores fundamental em P
que é gerado por A,

2. (Rp)*w = Ad ,-1w para todo h € H, onde Ad denota a a¢do adjunta de H em g,
e

3. w(&) # 0 para todo vetor ndo nulo £ tangente a P.

Chamaremos (P, 7, M,G, H,w) de uma geometria de Cartan em M.

Observacao 6.2.5 Uma conexdo de Cartan ndo é uma conexdo no fibrado principal P.
De fato, pelo iiltimo item na definicdo, e como dim P = dim g, segue que (as componentes
de) uma conexdo de Cartan é um correferencial em P, e portanto ndo pode ser uma forma
de conexdo, pois ndo se anula em vetores horizontais.

A curvatura de uma conexao de Cartan é a 2-forma €) com valores em g definida por
1
Q=dw+ §[w,w].

Como veremos, uma geometria de Cartan pode ser vista como um espaco homogéneo
deformado pela curvatura.

Apresentamos agora alguns exemplos de conexdes de Cartan. Para outros exemplos,
que incluem geometria conforme e projetiva, reterimos a [21] e [30].

Exemplo 6.2.6 (G-Estruturas com Conexoes) Sejam H C GL,, um subgrupo fechado,
By (M) uma H-estrutura sobre M com forma tautolégica 0, e n € Q' (By (M), h) uma
forma de conexdo. Entdo a 1-forma w = (0,n) com valores em R™ ® by é uma conexdo de
Cartan. Aqui, G é o produto semi-direto R" x H.

A curvatura § desta geometria de Cartan toma valores em R" @b, e suas componentes
sdo a torgdo e a curvatura da conexdo 1.

Exemplo 6.2.7 (Espacos Homogéneos) Seja M = G/H um espaco homogéneo. A
forma de Maurer-Cartan wyc de G é uma conexdo de Cartan no fibrado principal P = G
com grupo estrutural H sobre M. A curvatura () desta geometria de Cartan se anula
identicamente.

Reciprocamente, se a curvatura de uma geometria de Cartan em M ¢é nula, entdo
como consequéncia da propriedade universal das formas de Maurer-Cartan em grupos
de Lie, segue que cada ponto de M tem uma vizinhanga que é difeomorfa a uma vizinhaca
de eH no espago homogéneo G /H.
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Definicao 6.2.8 Uma simetria de uma geometria de Cartan em M é um automorfismo o
do fibrado principal P que preserva a conexdo de Cartan, i.e., p*w = w.

Novamente, diremos que uma geometria de Cartan é completamente regular se sua
conexao de Cartan, vista como um correferencial em P, for completamente regular. Ob-
temos:

Corolario 6.2.9 (Teorema 1V.3.1 de [21]) O grupo de simetrias S de uma geometria de
Cartan (P,m,M,G, H,w) é um grupo de Lie de dimensdo < dim P. Além do mais, as
suas orbitas sdao subvariedades fechadas de P.

6.3 Invariantes Cohomologicos de
Estruturas Geométricas

Nesta se¢do, argumentamos que o algebroide de Lie classificante A, de uma estrutura
geométrica fixada, deve ser visto como um invariante fundamental da estrutura. Apesar
da classe de isomorfismo do algebroide classificante nao distinguir entre correferenciais
que sdo globalmente equivalentes, a menos de recobrimento, mostramos como usar a
cohomologia de algebroide de Lie de A para construir invariantes de isomorfismo global
de correferenciais.

Sejam 6 um correferencial completamente regular numa variedade M, e A — X
o algebroide de Lie classificante do problema de realizagdo generalizado associado a 6.
Denotamos por h : M — X a aplicagdo que torna (M, 6, h) numa realizagao.

Recorde que denotamos por F,(6) o conjunto de todas as fungdes estruturais de 0,
além de suas derivadas correferenciais de ordem menor ou igual a s. O ponto fundamental
a ser notado é que se 0 é outro correferencial numa variedade M, e sew : M — M é um
difeomorfismo local sobrejetivo que preserva os correfrenciais, entao

Fo(0) = 7*F,(0), para todo s > 0.
Logo, em particular, (M, 0, h o ) é uma realizagio do problema de Cartan generalizado
determinado por (M, ), e ™ é um recobrimento de realizagées. E claro que:

Proposicio 6.3.1 Seja O um correferencial completamente regular em M e seja 0 um
correferencial arbtrdrio em M. Se (M,0) e (M,0) sdo globalmetnte equivalentes, a
menos de recobrimento, entdo

1. 0 é um correferencial completamente regular em M, e

2. o algebrdide de Lie classificante associado a 0 é isomorfo ao algebréide de Lie
classificante associado a 6.

Observacao 6.3.2 A reciproca da proposig¢do acima ndo vale. De fato, o Exemplo 4.10.1
mostra que dois correferenciais (M, 0) e (M, ) podem ter seus algebréides de Lie clas-
sifcantes isomorfos sem que os correferenciais sejam globalmente equivalentes, a menos
de recobrimento.
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Segue que a classe de isomorfismo do algebroide de Lie classificante de um correfe-
rencial completamente regular é um invariante da classe de equivaléncia global, a menos
de recobrimento, do correferencial.

A filosofia geral que advogamos é que um correferencial § em M, visto como um
morfismo de algebroides de Lie 6 : T M — A, deve relacionar os invariantes de A com
os invariantes do correferencial. Para ilustrar este ponto de vista, iremos descrever dois
invariantes de correferenciais usando a cohomologia de algebroide de Lie de A.

Lembre que (veja a Segao 2.1) em qualquer algebréide de Lie existe uma diferen-
cial exterior d4 : T(A*A*) — T'(A*T1A*) que torna (T(A*A*),d) em um complexo de
cadeia cuja cohomologia H*(A) chamamos de cohomologia de algebréide de A. Expli-
citamente,

k

dad(ao, ...ap) = Y (—1)'#(a) - dlan, ..., Gi, ..., ap)+

i=1
+ Z Z+]¢ OZZ,OZJ] ao,...,di,...7Ozj7...,Oék>.

0<i<y<k

Lembre também que um morfismo de algebroides de Lie A — B é uma aplicagio de

complexos de cadeia
(F(A*B7),dp) — (F(A"A"), da)

(veja a Proposi¢do 2.1.11). Segue que um correferencial completamente regular 6 em M
induz uma aplicagdo 6* : H*(A) — H3z(M) da cohomologia de algebréide de Lie do
algebroide classificante para a cohomologia de de Rham de M.

Denotamos por
- D
k=1

o anél de cohomologia de A. Entao, é claro que:

Proposicdo 6.3.3 Sejam (M, ) e (M,0) correferenciais completamente regulares que
sdo globalmente equivalentes, a menos de recobrimento. Denote por (N,n) um recobri-
mento de realizacoes comum a ambos os correferenciais, i.e.,

M;VNYM

¢*0*(H*(A)) de Hyr(N) sdo isomorfos.
,0) sdo correferenciais globalmente isomorfos, entdo
) e 0*(H*(A)) C Hig(M) sdo isomorfos.

Entdo os subanéis ¢*0*(H*(A)) e
Em particular, se (M,0) e (M
os subanéis 0*(H*(A)) C Hig(M) e

Observacao 6.3.4 Podemos descrever o subanél 0*(H*(A)) em termos da folheagcdo em
M dada pelas orbitas da acdo infinitesimal da dlgebra de Lie de simetrias, ou equivalen-
temente, pelas fibras da aplicacdo h : M — X.

De fato, recordamos que uma k-forma diferencial ¢ em M é chamada de bdsica se
ela é o pullback de uma secdo ¢ de NFA* por 0, i.e.,

¢ ="0".
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Assim, por defini¢cdo, qualquer elemento de 0*(H*(A)) tem um representante que é bdsico.
Se escrevermos ¢ em termos do correfrencial 0

sz Z fil,...,ikgil /\.../\eik7

11 < <ip

entdo ¢ é bdsica se e somente se f;, ;€ C®(M) satsifazem

fil,...7’ik = Qqy,..ip, © h,

onde a;, . ;. € C*(X). Em outras palavras, as fungdes f;, _;, tém de ser constantes ao
longo das fibras de h, i.e., elas sdo fungdes bdsicas com respeito a folheacdo em M dada
pelas fibras de h, ou equivalentemente, pelas orbitas da acdo infinitesimal da dlgebra de
Lie de simetrias de 6.

As 1-formas 0% sdo bdsicas, e como as funcées estruturais de 0 podem ser escritas
como funcées definidas em X, segue que as 2-formas d0% sdo bdsicas também. Além do
mais, como as derivadas correferenciais de h também podem ser escritas como fungéoes
definidas em X, obtemos, como consequéncia da regra da cadeia que as derivadas cor-
referenciais de um fungdo bdsica é também bdsica. Logo, o conjunto das formas bdsicas
em M formam um subcomplexo de (Q*(M), d).

Chamaremos uma funcdo f € C*°(M) de 1-bdsica se suas derivadas correferenciais
forem fungédes bdsicas. Definimos indutivamente o conjunto das fungoes [-bdsicas como
sendo o subconjunto das funcoes em M cujas derivadas correferenciais sdo | — 1-bdsicas.
Fica natural definir também o conjunto das k-formas I-bdsicas, Q“* (M, ), como o con-
junto das k-formas em M cujos coeficientes, quando escrito em termos do correferencial
0, sdo fungoes l-bdsicas. A diferencial exterior de formas em M induz uma diferencial

§: QMR (M,0) — QYL (M, 6)

que torna (Q*°,§) num complexo bigraduado. Se denotarmos a cohomologia deste com-
plexo por HY (M 0), fica claro que 0*(H"(A)) é isomorfo a H**(M, 0).

Outra maneira de obter invariantes cohomoldgicos de um correferencial € olhando
para as classes caracteristicas de A. Recordamos aqui o caso mais simples, a classe
modular de A. Para maiores detalhes e exemplos, sugerimos que o leitor consulte [16] e
[22]. Para a defini¢do de outras classes caracteristicas de algebroides de Lie, referimos a

[17], [11], e [14].

Defini¢ao 6.3.5 Uma representacdo de um algebréide de Lie A — X num fibrado ve-
torial E — X é uma aplicacdo R-bilinear

V:T'(A) x['(E) — T'(EF)
que satisfaz
o Vs = fVys,
o V.fs= fVas+ #a(f)s e
o VoVus = VuVas — Vigas =0,
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para quaisquer secoes o, € T'(A), s € I'(E) e qualquer funcdo f € C°(X).

Quando E' = IL € um fibrado de linha orientdvel, e \ é uma secdo nao nula de IL, a
secdo ¢, de A* definida por

ox(a)\ = VA, paratodo o € T'(A)

é ds-fechada. Além do mais, sua classe de cohomologia de algebroide de Lie é inde-
pendente da escolha de \. Ela serd chamada de classe caracteristica da representagao, e
denotada por char(V).

Se L ndo é orientdvel, entdo L ® LL € orientdvel. A representacdo V em LL induz uma
representagio V em IL ® L. Neste caso, definimos

char(V) := %Char(V).
Todo algebroide de Lie pode ser representado naturalmente no fibrado de linha
L = A"PA® APT*X
através de

Va(¢®¢) = [Oé,iﬂ] ®¢+¢®£#a¢,

onde [, ] denota o colchete de Gerstenhaber em I'(A\*A). A classe caracteristica desta
representagdo, denotada por Mod(A), é chamada de classe modular do algebroide de
Lie.

Definicao 6.3.6 Seja 0 um correferencial completamente regular em M com algebréide
de Lie classificante A. A classe modular do correferencial, Mod(0), é a classe de coho-
mologia

Mod(#) = —60*Mod(A) € Hig(M).

Observacao 6.3.7 Como a classe modular do fibrado tangente de uma variedade é nula,
a definicdo acima é consistente com a definicdo de classe modular de um morfismo de
algebroides de Lie apresentada em [22].

Claramente, temos:

Proposicio 6.3.8 Sejam (M, 0) e (M,0) correferenciais completamente regulares que
sdo globalmente equivalentes, a menos de recobrimento. Seja (N, n) um recobrimento de
realizacoes comum a ambos os correferenciais, i.e.,

MYNXM.

¢*Mod(6) = ¢*Mod ().

Em particular, se 0 e 05 sdo correferenciais completamente regulares numa mesma
variedade M, que sdo globalmente isomorfos, entdo, Mod(6,) = Mod(6s).

Entdo



Exemplos

Este capitulo é dedicado a apresentagcdo de alguns exemplos que ilustram os resultados
obtidos ao longo da tese. Iremos exibir o algebrdide de Lie classificante em diversos
exemplos relacionados a conexdes sem tor¢cao numa (G-estrutura. Para comegar, conside-
ramos uma conexao sem tor¢ao arbitrdria numa GG-estrutura também arbitraria. Acontece,
no entanto, que o espaco de moduli de todos os germes de tais conexdes tem dimensao
infinita, e portanto, ndo pode ser tratado pelos nossos métodos. Por outro lado, existem
muitas classes interessantes de conexoes sem tor¢ao cujo espago de moduli tem dimensao
finita. Este é caso das conexdes sem tor¢do de curvatura constante e das conexoes sem
tor¢do que sdo localmente simétricas, os primeiros exemplos apresentados abaixo.

O nosso exemplo principal, no entanto, sdo as conexoes simpléticas especiais, para as
quais dedicamos uma parte substancial deste capitulo. Apesar da maioria dos resultados
apresentados sobre estas conexdes ndo serem novos, a nossa abordagem ao problema é
ligeiramente diferente da abordagem original. O nosso ponto de partida € a construgdo do
algebroide de Lie classificante para estas estruturas, a partir da qual, todas as outras pro-
priedades sdo deduzidas. Isto torna muitas das construgdes naturais € menos misteriosas.
Referencias precisas serdo dadas ao longo do texto.

7.1 As Equacoes Estruturais de uma
Conexao Sem Tor¢ao

SejaG C GL(V') um subgrupo de Lie, onde V' é um espago vetorial (real) de dimensao n.
Se o leitor preferir, ele pode fixar uma base de V' para identificd-lo com R". Seja B (M)
uma G-estrutura sobre M e sejan uma forma de conexao em B¢ (M ). Entdo, (6,7) é um
correferencial em B (M), onde 0 denota a forma tautoldgica de B (M). Suas equagdes
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estruturais tomam a forma

9 = —nné LD
dn = R(OANO)—nAn o

onde R : Bo(M) — N*V* ® g é uma aplicagido suave.
Quando igualamos a diferencial da primeira equagdo a 0, i.e., quando impomos que
d?0 = 0, obtemos, para cada p € Bg(M)

R(p)(u,v)w + R(p)(v, w)u+ R(p)(w,u)v = 0 para todo u,v, w € V,

que € conhecida como a primeira identidade de Bianchi. Segue que a aplicacdo R toma
valores no espaco das curvaturas formais

K(g) = {R € A°V*®g: R(u,v)w + perm. cicl. = 0 para todo u, v, w € V} ,

ou seja,
R:Bg(M)— K(g).

Como K(g) é um espago vetorial, a diferencial de R é uma aplicacdo
dR: TBg(M) — K(g).

Usando o fato de que (6,n) é um correferencial em Bg(M ), podemos expressar AR em

termos de sua componente horizontal %—Ig, sua componente vertical %—?, e o correferencial
por
OR OR
dR= —o00+ — 7.1.2
onde
OR OR

%2[3@(1\4) — V*® K(g), 68_7]

Quando diferenciamos a equagdo para dn e impomos d?n = 0 obtemos, para cada
p € Bg(M) e para todou,v,w € VeA€Eg

)W) (v w) + S )0 w) + S B w)wv) = 0

(P)(A)(u,v) = R(p)(Au, v) — R(p)(u, Av) — [A, R(p)(u,v)]lg = 0.

: Bg(M) — g* @ K(g).

on
A primeira equagdo acima, conhecida como a segunda identidade de Bianchi, im-
plica que % toma valores no espago das derivadas covariantes formais

K(g) = {v € V* @ K(g) : ¢ (u)(v,w) + perm. cicl. = 0 para todo u,v,w € V},

ou seja,
OR
—  Ba(M K(g).
a0 c(M) — K (g)
Por outro lado, a segunda equagdo expressa %—1; como uma fungado de R. Se definirmos
uma aplicagcdo = : K(g) — g* ® K(g) por

E(R)(A)(u,v) = R(Au,v) + R(u, Av) + [A, R(u,v)], (7.1.3)
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entao para qualquer conexdo sem tor¢do n em Bg (M), temos

OR
a—n (p)

[1]

(R(p)) para todo p € Bg(M).

Segye que %—? (p) é determinado por R(p), e portanto € irrelevante para o problema de
equivaléncia de conexdes sem tor¢do em G-estruturas.
Para que possamos continuar, precisamos diferenciar a equagdo (7.1.2) e impor a
condi¢cdo d? R = 0. Como consequéncia, aparecem relacdes nos coeficientes de
OR,  O°R 0 O’R

= ——0

(50! = @z °? + o8 °"

. . . . 2
que precisam ser satisfeitos. Novamente, a componente vertical, %
OR

como uma fungdo de R e %y, e a fungdo invariante relevante serd %. Este novo inva-
riante terd de satistazer uma condi¢do que podemos chamar de terceira identidade de
Bianchi.

O objetivo final deste processo de diferenciar as equagoes estruturais e impor a condi¢do
d? = 0 € o de obter um conjunto de fungdes invariantes que determinam qualquer outro
invariante estrutural. Quando isto ocorre, teremos que d?> = 0 serd uma consequéncia
formal das equagdes anteriores.

Acontece, no entanto, que para uma conexao sem tor¢ao arbitraria numa G-estrutura,
este processo nunca ird terminar, i.e., a cada passo teremos que introduzir uma fungio
invariante nova, que € funcionalmente independente das anteriores. Para ver isto, notamos
que exsitem conexoes cujas derivadas covariantes de ordem k coincidem num ponto, para
todo k, mas que ndo sdo localmente equivalentes.

Descreveremos agora alguns exemplos nos quais, depois de restringir os possiveis
valores da curvatura R da conexao sem tor¢do, obtemos um espaco de moduli de dimensao
finita.

pode ser escrita

7.2 Conexoes Sem Torc¢ao de
Curvatura Constante

Nesta se¢ao iremos descrever o espago das conexoes sem tor¢do numa G-estrutura B (M)
para as quais a aplicago de curvatura R : Bg(M) — K(g) € constante. Comegamos com
um exemplo:

Exemplo 7.2.1 (Conexoes Planas Sem Torciao) O exemplo mais simples que podemos
considerar é o de conexdes sem tor¢do 1 em Bg (M) que sdo planas, i.e., tal que a curva-
tura R é identicamente nula, R(p) = 0.

Se 1 € uma conexdo sem tor¢do plana numa G-estrutura B (M), entdo ela satisfaz a
equagdo estrutural

o = —nno (72.1)
dn = —nAn

onde 0 é a forma tautolégica de B (M).
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Note que estas sdo as equagoes estruturais da dlgebra de Lie W = V X g, cujo
colchete é dado por

[(u, A), (v, B)] = (Av — Bu, [A, Bly), paratodo u,v € V, e A, B € g.

A 1-forma (0,m) com valores em V' & g é uma forma de Maurer-Cartan em Bg(M ) com
valores numa dlgebra de Lie. Segue que B (M) tem de ser localmente equivalente a
G-estrutura plana candnica B (V') =V x G sobre V.

Retornamos agora ao problema de classificagdo de conexoes sem tor¢do de curvatura
constante. Vimos que para qualquer conexdo sem tor¢do 7, temos

OR |  _
dR = =76 +Z(R)y.

Quando a curvatura é uma fungdo constante, segue que dR = 0, e isto impde restrigdes
nos possiveis valores de R. De fato, é necessdrio que =(R) = 0, e portanto R toma
valores no espago vetorial ker(=) C KC(g). Assim, obtemos:

Teorema 7.2.2 Seja n uma conexdo sem tor¢do de curvatura constante numa G-estrutura
Bo(M). Entdo n satisfaz as equagdes estruturais

dd = —nANBb
dn = R(OANO)—nAn (7.2.2)
dR = 0

onde R : Bo(M) — ker(Z).

Observacao 7.2.3 Do nosso ponto de vista, o teorema acima deve ser interpretado como
dizendo que o algebroide classificante das conexdes sem tor¢do de curvatura constante é
um fibrado de dlgebras de Lie sobre ker(Z), cuja fibra sobre um ponto R € ker(Z) é a
dlgebra de Lie V' X g equipada com o colchete

[(u, A), (v, B)] = (Av — Bu, [A, Blg — R(u,v)).

Exemplo 7.2.4 (Métricas de Curvatura Constante em R?) Como um exemplo simples,
suponha que queremos classificar todas as métricas Riemannianas de curvatura cons-
tante numa vizinhanga da origem de R%. A G-estrutura que temos de considerar neste
caso é o fibrado dos referenciais ortonormais de R? (G = O,). E um fato bem conhecido

que, neste caso, a fung¢do estrutural de primeira ordem é nula e que Oél) = {e}. As
equacoes estruturais tém a forma:
dw = —
© AW (7.2.3)
dn = kwAw

onde n é a forma de conexdo que corresponde a conexdo de Levi-Civita e k é a curvatura
Gaussian de 1. Se a curvatura k é constante, entdo dk = 0. Em termos da base candnica
de R? as equagées estruturais sdo

dw! = —pAW?
dw? = nAwW (7.2.4)
dn = ko' Aw? o

dt = 0
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A curvatura Gaussian é a unica fun¢do invariante. Segue que o algebroide de Lie classi-
ficante que obtemos é A — R que tem uma base de secées {e;,es,e3} e estrutura dada
por

le1,e0] (k) = —kes
ol T 725
#e; = 0.

Logo, algebroide de Lie que obtemos é um fibrado de dlgebras de Lie cujas fibras sdo
isomorfas a

sly | sek <0 | Geometria Hiperbdlica

5¢o | sek =0 | Geometria Euclideana

503 | sek >0 Geometria Esférica

A acdo infinitesimal de 05 em A por automorfismos internos é a acdo fibra a fibra obtida
pela representacdo adjunta. Segue que para cada valor de k € R corresponde um germe
em 0 de uma métrica de curvatura constante em R>.

7.3 Conexoes Localmente Simétricas

Na mesma dire¢ao do exemplo da secdo anterior, descrevemos agora as conexoes sem
torcdo numa G-estrutura B (M) para as quais a derivada covariante da curvatura se anula.

Defini¢ao 7.3.1 Uma conexdo sem tor¢do 1 numa G-estrutura Bg (M) serd chamada de
localmente simétrica se a derivada covariante da sua curvatura se anula, i.e., 2y =

Se n € uma conexao localmente simétrica, entao
dR = Z(R)n.

Diferenciando esta equacdo obtemos uma restricao nos possiveis valores de R. De fato,
se denotarmos por ¥ : K(g) — A?V* ® K(g) a aplicagcdo

V(R)(u,v) = Z(R)(R(u,v)),

entdo d?R = 0, aplicado a dois campos funamentais horizontais implica que R tem de
tomar valores no conjunto dos zeros de V, i.e.,

R:Ba(M) — Z(¥) = {R € K(g) : U(R) = 0}.

Se aplicarmos d>R = 0 a dois campos fundamentais verticais, vemos que R tem de
tomar valores no conjunto dos zeros da aplicagdo ® : K(g) :— AN%g* @ K(g),

(R)(A, B)(u,v) = E(E(R)(A))(B) — E(E(R)(B))(A) — E(R)([A, B]).
Depois de uma conta longa, porém direta, podemos mostrar que
®(R)(A, B)(u,v) = —2[[A, B], R(u,v)].

Finalmente, aplicando d2R = 0 a um par formado por um vetor fundamental hori-
zontal e um vertical ndo obtemos nenhuma nova restricao nos valores permetidos de R.
Concluimos que:
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Teorema 7.3.2 Seja n uma conexdo localmente simétrica numa G-estrutura Beg(M).
Entdo n satisfaz as equagoes estruturais

dd = —nn0b
dn = RoOANO—nAn (7.3.1)
dR = Z(R)n

onde R : Bo(M) — Z(V) Nker ® e Z(V) € o conjunto dos zeros da aplicagdo V.

Observagao 7.3.3 Observamos que Z (V) Nker @ € a intersecdo do conjunto de zeros de
uma aplica¢do quadrdtica com um subespaco linear, e (pelo menos a priori) ndo é uma
variedade. Para podermos aplicar nossos métodos, precisamos remover todos os seus
pontos singulares para obteroms um algebroide de Lie classificante, ou equivalentemente,
um problema de realizacdo generalizado. Esta restricdo vem do fato de que consideramos
somente correferenciais que sdo completamente regulares.

7.4 Grupos Proprios de Holonomia

Nesta se¢do iremos enunciar alguns fatos gerais sobre o grupo de holonomia de uma
conexao num fibrado G -principal. Esta se¢do é uma colecao dos resultados de [31] e [33]
para os quais referimos para maiores detalhes.
Seja
P
M

um fibrado principal com grupo estrutural G sobre M, e sejan € Q'(P, g) uma forma de
conexao. Denote por I' a distribui¢do horizontal em P

Iy = {e TP : np(f) =0}

associado an. SejaY um campo de vetores em M. Em cada ponto p € P existe um tnico
vetor {y € I, tal que m,.(§y) = Y. Um campo de vetores £ € X(P) que € tangente a I
em todos os pontos de P serd chamado um campo de vetores horizontal.

Agora, seja vy uma curva em M. Usando o levantamento horizontal de campos de
vetores em M a campos de vetores horizontais em P, podemos mostrar que para um
ponto p € 7w '((0)) dado, existe uma tnica curva horizontal ¥, em P tal que 7,(0) = p
e m(%,) = 7. No primeiro olhar, devemos esperar que a curva *, s6 estd definida para
0 <t < e. No entanto, nao é dificil de mostrar que ela pode ser estendida até t = 1.
Defimos o transporte paralelo ao longo de v como sendo a aplicagdo P, que associa a
cada pontop € 7' (7(0)) o ponto 7,(1) € 71 (y(1)), i.e.,

Pyt (9(0) = 77 (v(1), p = (D).

Em particular, se y é uma curva fechada em M, entdo P, : 7 *(7(0)) — 7 *(v(0))
¢ um difeomorfismo da fibra em si mesma. Além do mais, P, é G-equivariante, i.e.,
P.(pa) = P,(p)a para todo a € G. O conjunto

Hol,(n) = {P, : v € uma curva fechada em M com ponto base =}
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é um grupo de Lie cujo produto € herdado da concatenagcdo de caminhos. Ele é chamado
de grupo de holonomia de n em z.
Suponha que M é conexo, seja y outro ponto de M e seja v uma curva ligando x a y.
Entao € fécil ver que
Hol, (1) = P, Hol. ()P ",

e portanto, ambos os grupos sdo isomortos.
Agora fixe um ponto p na fibra de P sobre x. para qualquer P € Hol,(n) temos que
P(p) = pap para algum ap € G. A aplicagdo

¢, : Hol,(n) — G P — ap

é um homomorfismo injetor de grupos. Além do mais, a classe de conjugacdo da sua
imagem em G é independente das escolhas de p e x. Por abuso de linguagem, iremos
nos referir a ambos Hol(n) = v,(Hol,(n)) e sua classe de conjugagdo como o grupo
de holonomia de 1. Quando houver a necessidade de se evitar mal entendidos, iremos
denotar a classe de conjugacdo de Hol(n) por [Hol(n)].

A holonomia de uma conexao é util quando se quer encontrar redugoes de um fibrado
principal. De fato, temos o seguinte teorema que foi demonstrado em [33]:

Teorema 7.4.1 Seja n) uma conexdo em P com grupo de holonomia Hol(n). Entdo existe

uma redugcdo P’ de P ao grupo Hol(n). Além do mais, 1 se restringe a uma conexdo em
P'.

Podemos clacular a dlgebra de Lie do grupo de holonomia de uma conexdo de uma
maneira bastante simples. Recorde que a curvatura de uma conexdo n € a 2-forma €2 em
P com valores em g definida por

9(517’52) = dn(€f7£g) = d77(§1752) - [77(51)777(52)]7 para todo 51752 € %(P>7

onde £ denota a componente horizontal de &. Agora, denote por hol,(n) a dlgebra de
Lie de Hol, (). Se fixarmos um ponto p € 7~ '(z), podemos ver a dlgebra de holonomia
em x como uma subalgebra d.1,(hol,(n)) de g, onde e denota a identidade de Hol,(n).
Um dos resultados principais da teoria de holonomia € a relagdo entre a curvatura de 1) e
hol,(n). Ela é dada pelo teorema de holonomia de Ambrose-Singer [1] que enunciamos
abaixo.

Teorema 7.4.2 (Teorema de Holonomia de Ambrose-Singer [1]) Fixe umpontop € 7! ().
Entdo a dlgebra de Lie de holonomia de n em x, hol (n), vista como uma subdlgebra de

g, € gerada pelos elementos da forma Q,(&1,&2), onde q € qualquer ponto de P que pode

ser obtido de p por transporte paralelo, e & e & sdo vetores horizontais tangentes a P

em q.

Voltamos agora para o caso em que P = B(M) é o fibrado dos referenciais de M . Foi
demonstrado em [19] que qualquer subgrupo fechado de GL(V') pode ser realizado como
o grupo de holonomia de alguma conexdo em B(M ). No entanto, se nos restringimos a
conexoes sem tor¢do, o problema de determinar quais os subgrupos fechados que sio os
grupos de holonomia de alguma conexao se torna nao trivial.
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Definicao 7.4.3 Um subgrupo proprio H C GL,, é chamado de um grupo proprio de
holonomia se existir uma variedade M e uma conexdo sem tor¢do 1 em B(M) cujo
grupo de holonomia é (conjugado a) H.

Em [2], foi introduzido um critério algébrico para decidir se uma subdlgebra de Lie
h C gl, pode ser a dlgebra de Lie de um grupo proprio de holonomia. Recorde que
K(h) C A2V* @b denota o espago das curvaturas formais de conexdes sem tor¢do em G-
estruturas e que K'(h) C V* @ K(h) denota o espago das derivadas covariantes formais.
Denotamos por
b={R(u,v) €h: Re K(h) eu,veV}

o subespaco de by gerado por todos os possiveis valores das curvaturas formais. Isto nos
leva a:

Definicao 7.4.4 Uma subdlgebra de Lie ) C gl é chamada de uma dlgebra de Berger
se b = b. Uma digebra de Berger é dita simétrica se KC'(h) = 0 e ndo-simétrica caso
contrdrio.

Uma consequéncia simples do teorema de holonomia de Ambrose-Singer € que:

Proposicao 7.4.5 Se H C GL,, é um grupo proprio de holonomia, entdo %) é uma dlgebra
de Berger. Além do mais, se Yy é uma dlgebra de Berger simétrica, entdo toda conexdo
sem tor¢do que tem dlgebra de holonomia Yy é localmente simétrica.

A classificacdo das dlgebras de Berger irredutiveis (reais e complexas) comecou em
[2] e s6 foi concluida em [25]. Para uma descri¢ao da historia de tal problema, bem como
uma demonstragdo do teorema de classificacao, sugerimos que o leitor consulte [31].

Para lidar com o problema de classificacdo dos possiveis grupos proprios de holo-
nomia, € necessdrio decidir quais dlgebras de Berger sido de fato a dlgebra de Lie de
holonomia de uma conexdo sem torg¢ao.

No caso das algebras de Berger simétricas isto € facil de estabelecer. Qualquer des-
tas algebras pode ser realizada como a algebra de Lie de holonomia de uma conexao
localmente simétrica. Isto pode ser visto como uma consequéncia da existéncia de um
algebroide de Lie classificante para estas conexoes (veja a Se¢do 7.3).

Para as dlgbras de Berger ndo simétricas, os prinipais esforcos foram divididos em
dois casos: o caso Riemanniano e o ndo-Riemanniano. Foi demonstrado que qualquer
subdlgebra de Berger de so, , € a dlgebra de holonomia da conexdo de Levi-Civita de
uma variedade pseudo-Riemanniana. As ultimas subalgebras de Berger a serem realizadas
como dlgbras de Lie de holonomia de uma variedade Riemanniana foram as algebras de
Lie excepcionais gy e spin(7). Explicaremos agora, de forma sucinta, a idéia da solugao
apresentada em [4].

Para comegar, notamos que se H C G é um subgrupo de Lie, entao qualquer H -
estrutura em M induz uma G-estrutura canénica em M . Para tal, tomamos

Bo(M)={By(M)-a:acG},

que estd bem definido pois By (M) C B(M). Quando G = O, , € o grupo das transformagoes
lineares de V' que preservam uma forma bilinear simétrica ndo-degenerada, a métrica in-
duzida em M serd chamada de estrutura pseudo-Riemanniana subjacente induzida
por H.
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Segue que o conjunto das métricas em M cuja holonomia é um subgrupo H C O, ,
coincide com o conjunto das métricas subjacentes a uma H -estrutura By (M) para a qual
a funcgao estrutural de primeira ordem se anula. Estas, por sua vez, podem ser descritas
como as solugdes de um sistema diferencial exterior. Este sistema é involutivo no caso
em que H é um dos grupos G ou Spin(7), e portanto, a teoria de Cartan-Kéhler pode ser
usada para provar a existéncia de solugoes. Do nosso ponto de vista, este método pode ser
pensado como uma ’versdo em dimensao infinita”do problema de realizacao de Cartan.

Nas proximas segoes, daremos uma descri¢do detalhada do problema de realizar uma
subalgebra de Berger de sp(V') como a algebra de Lie de holonomia de uma conexao
simplética numa variedade simplética (M, w). Neste caso, os nossos métodos se aplicam.

7.5 Algebras de Lie Simpléticas Especiais

Nesta se¢do iremos descrever as algebras de Lie de holonomia de conexdes simpléticas
sem tor¢ao. Coletamos aqui toda a informacao algébrica que serd utilizada depois.

Seja w uma forma simplética numa variedade M, e seja Bs, (M) a Sp,,-estrutura
associada em M. Uma conexao simplética em M ¢é uma conexdo n neste fibrado prin-
cipal. Tais conexdes correspondem a conexoes lineares V em T'M para as quais a forma
simplética é paralela

Vw = 0.

As vezes iremos nos referir a V ao invés de 1 como a conexdo simplética.

Definig¢ao 7.5.1 Seja (V,wy) um espago vetorial simplético. Um subgrupo proprio e
irredutivel H C Sp(V,wq) é chamado de grupo simplético préprio de holonomia se
for o grupo de holonomia de uma conexdo simplética sem tor¢cdo em alguma variedade

simplética (M,w). Sua dlgebra de Lie ) C sp(V,wy) serd chamada de uma dlgebra de
Lie simplética prépria de holonomia.

Existe um isomorfismo Sp(V')-equivariante candnico sp(V') = S?(V) dado explicita-
mente por
(u® ) w=wy(u, w)v+ wo(v, w)u.

Além do mais, a forma bilinear
(u Ov,wO Z) = WO(uv w)WO(U7 Z) + WO(uv Z)WO(Uu U))

é um muiltiplo da forma de Killing de sp(V,wy). O seguinte lema estd demonstrado em
[25]:

Lema 7.5.2 Seja by uma subdlgebra de Lie de sp(V') e considere a aplicagdo h-equivariante
o:S*(V) =sp(V) — b dada por

(uov,T) = wo(Tu,v) para todo u,v € VeT €. (7.5.1)
Se by é uma dlgebra de Lie simplética prépria de holonomia, entdo

(uov)w — (uwow)v = 2wy(v, w)u — wy(u, v)w + we(u, w)v. (7.5.2)
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Isto motiva a nossa proxima defini¢ao.

Definicao 7.5.3 Uma subdlgebra de Lie ) C sp(V') é chamada de dlgebra de Lie simplética
especial se ela satisfaz a equagdo (7.5.2).

As dlgebras de Lie simpléticas especiais estdo fortemente relacionadas com certas
dlgebras de Lie simples, chamadas de algebras de Lie 2-graduadas. A discussao abaixo é
baseada em [6] para a qual referimos o leitor para uma apresentacao mais detalhada.

Seja g uma algebra de Lie complexa simples, e seja « uma raiz longa numa decomposi¢ao
de Cartan de g. Seja x # 0 um elemento do espago de raizes g,. O cone de raiz de g é a
oOrbita adjunta de x, Ad (). Ela é independente da escolha de decomposi¢do de Cartan.
Qualquer elemento y € Ad () serd chamado de elemento de raiz maximal de g.

Definicao 7.5.4 Seja g uma dlgebra de Lie simples sobre R. Dizemos que g é 2-graduada
se ela contém um elemento de raiz maximal de gc = g ® C.

O motivo pelo qual estas algebras de Lie sao chamadas de 2-graduadas é que, para
cada uma delas, podemos encontrar uma raiz longa ooy € A e um tnico elemento H,, €
[Bao, 9—a,] satisfazendo ay(H,,) = 2 tais que, se

= P

{BeA:(B,a0)=i}

¢’ =to @ 95

{BeA:(B,a0)=0}

parai #0e

onde (3, o) denota o niimero de Cartan, entdo,

g=g 'ag 'ag’eg ®g’

Segue que
gl = Ytag
e
g =RH,, ©bh
onde
[h,5l,,] =0
e

s[ao = Span <gaov J—ap; Ha0>

¢ uma subdlgebra de g isomorfa a sly(R).
Se definirmos
gev — 972 @g[] 6992

godd — g—l D gl

entdo g’ € isomorfa como dlgebra de Lie a sl,, ® h. Além do mais, g°““ é isomorfo a
R? ® V como um g®-mdédulo e a agdo de h em V' é efetiva. Logo, b C gl(V). A dlgebra
de Lie g, por sua vez, é isomorfa ao produto semi-direto g¢¥ x g°dd,

odd
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*

Agora fixe uma forma de drea a € A*(R)*.
equivariante

Ela induz um isomorfismo sly(R)-

S2(R?*) — sh(R)
(ef)-g = ale,g)f +alf, g)e.

Com esta identificagdo, a estrutura de dlgebra de Lie em sly(R) = S?(R?) pode ser
descrita por

lef, gh] = ale, g)fh+ ale,g)fg + a(f, g)eh + a(f, h)eg

Estamos aptos a enunciar a relagcdo entre as algebras de Lie simple 2-graduadas e as
dlgebras de Lie simpléticas especiais.

Proposicao 7.5.5 Seja g uma dlgebra de Lie simples 2-graduada
g=9’0---0g =¢" 0" = (sLR)ShH B RV).

Entdo existe uma forma simplética h-invariante wy € N*V* e um produto h-equivariante
o:S*V) — b tais que

[.7.] . /\QQOdd N gev
e@u, fRu] = wo(u,v)ef +ale, fluow. (7.5.3)

Além do mais, existe um miiltiplo (-, ) da forma de Killing tal que

(T, uowv) =wy(Tu,v) = wo(Tv,u)

(wov)w — (uow)v =2w(v,w)u —w(u,v)w + w(u, w)v

paratodoT € heu,v,w € V, ie, h é uma subdlgebra de Lie simplética especial de
5p<v7 WO)'

Reciprocamente, se §) é uma subdlgebra de Lie simplética especial de sp(V, wy), entdo
(7.5.3) pode ser usada para definir a estrutura de uma dlgebra de Lie simples 2-graduada
em

g=9g@ -2 =g"0g""2GLMR)DH S RV).

Observamos que quando h C sp(V') é uma dlgebra de Lie simplética especial com
grupo de Lie H C Sp(V') entdo H é fechado e redutivo e

h={T €sp(V):[T,uov] = (Tu)ov+uo (Tv) paratodou,v € V}.

A proposi¢do acima nos da uma correspondéncia bijetora entre subalgebras de Lie
simpléticas especiais e dlgebras de Lie simples 2-graduadas que pode ser usada para clas-
sificar as dlgebras de Lie simpléticas especiais. Notamos que os resultados apresentados
aqui continuam vdlidos quando V' é um espago vetorial complexo. A tabela abaixo, que
foi extraida de [6], exibe todos os possiveis grupos de Lie simpléticos especiais (reais e
complexos), bem como seus espacgos de representagoes V', e suas dlgebras de Lie simples
2-graduadas associadas. Utilizamos a notacdo [F = R ou C.
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Tabela 1: Grupos de Lie Simpléticos Especiais Reais e Complexos
H ‘ Type of A ‘ G H \% H
(i) Ap k> 2 SL,2(F),n > 1 GL,(F) F* & (F°)*
(i) SUp+1.q+1),pt+qg>1 U(p, q) Crta
(iii) Cr k> 2 Sp,,. 4 (F) Sp,, (F) F2r
(IV) Bk, Dk+1, k 2 3 SOn+4((C), n Z 3 SLQ(C) . SOH(C) (Cz X (Cn
(v) SO(p+2,¢+2),p+q>3 | SLy(R)-SO(p,q) | R? @ Rr+a
(vi) SOy o(H), n > 2 Sp, -SO,,(H) H"
(vii) Gs Gh,GS SL,(F) S3(F?)
(viii) £ FO R Sps(F) F4 C A3FS
(ix) Es EF SLg(F) NS
(x) E® SU(1, 5) R2 ¢ A3CS
(xi) EY SU(3,3) R2 < A3CS
(xii) E; ES Spin(12,C) C3?
(xiii) EY) Spin(6, 6) R32 C C32
(xiv) E§6) Spin(6, H) R32 C C*?
(xv) B Spin(2, 10) R32 C C32
(xvi) Eg ES Ef C
(xvii) E® EY) R
(xviii) EY B R

7.6 Variedades Simpléticas Especiais

Nesta secao iremos definir as variedades simpléticas especiais e fornecer uma lista de
todas as possivies geometrias que aparecem. Faremos isso somente para variedades re-
ais. Notamos, no entanto, que praticamente todas as construgoes a serem apresenatadas
aqui podem ser adaptadas ao caso de variedades complexas também. Depois, daremos
uma descricdo em termos de G-estruturas e deduzimos suas equagdes estruturais. As-
sim, obteremos uma descrig¢do explicita do algebroide classificante para cada geometria
simplética especial. Uma parte desta secdo € baseada em [6] e [7].

Seja g C gl(V') uma subdlgebra de Lie qualquer. Recorde que o espago das curvaturas
formais (de conexdes sem tor¢do) é

K(g) = {R € N’V*®g: R(u,v)w + perm. cicl. = 0, para todou,v,w € V}

e que o espaco das derivadas covariantes formais é
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IV) Holonomia Simplética Propria Se H é um dos grupos das entradas (iv) a (xviii) da
tabela 1, entdo IC(h) = Ry e portanto, V é uma conexao simplética cujo grupo de
holonomia é um subgrupo proprio irredutivel de Sp(V).

No que se segue, iremos deduzir as equagoes estruturais de uma variedade simplética
especial. Para tal, precisamos do seguinte lema (veja [7] para a demonstragdo):

Lema 7.6.2 Seja by C sp(V) uma dlgebra de Lie simplética especial, e suponha que
dimV > 4. Se ¢ € b é uma aplicacdo linear ¢ : V — V que satisfaz

entdo p é um miiltiplo da identidade.

A estrutura de uma variedade simplética especial é dada pelo seguinte teorema, cuja
demonstragado € baseada em [7].

Teorema 7.6.3 (Cahen e Schwachhdéfer [7]) Seja (M,w, V) uma variedade simplética
especial associada a uma dlgebra de Lie simplética especial b, com dim M > 4. Entdo
existem uma H-estrutura sobre M que é compativel com V,

M
e aplicagcdes p : By(M) — b, u : By(M) — Ve f : Bg(M) — R tais que a forma

tautolégica 6 € QY (By (M), V) e a forma de conexdo n € QY (By(M),b) satisfazem as
equagdes estruturais:

(A0 = —nAb
dnp = R,(ON0)—nAn
dp = uob—1In,pl (7.6.1)
du = (P + f)0 —nu

( df = —2w(pu,0) (=—d(p,p))

onde
Ry(x,y) = 2w(x,y)p +x 0 (py) —yo (px).

Demonstracao. Primeiramente, notamos que, como a curvatura de V estd contida em
Ry, segue do Teorema de Holonomia de Ambrose-Singer que a dlgebra de Lie holonomia
[a¥)

hol(V) também esta contida em Ry = h. Logo, existe uma redugdo do fibrado dos
referenciais de M ao subgrupo H

|

M
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que € compativel com V, no sentido que a forma de conexdo com valores em gl(V') que
corresponde a V se restringe a uma forma de conexdo n em By (M) com valores em |.
A hipdtese de que 1) é sem tor¢ao é equivalente a

do = —n A6

Por hipdtese, também, existe uma aplicagdo equivariante p : By(M) — b tal que a
curvatura den € R,,. Logo,
dn=R,(0NO) —nAn

Agora, parax € V eT € b, sejam &, & € X(By(M)) os campos de vetores em
By (M) que satifazem

9(51,) =, Q(ST) =0, 77(53:) =0, ¢ n(fT) =T.

Como p € equivariante, segue que

fT(P) = _[Tv p]'

De fato, fixep € By (M) e sejac : I — b a curva definida por

a(t) = p(Rexp(ery(p)) = Ad (exp(—tT)) - p(p).

Entao, diferenciando em t = 0 obtemos

dpp(&r(p)) = [T’ p(p)]-

Note que
&E(RP) = Rgzp

Segue que &, p representa a derivada covariante de RR,, o que implica que &,p € Rél).
Logo, existe uma aplicagao equivariante u : By (M) — V tal que

§ap =uOT.

Concluimos que
dp=wuob—n,p. (7.6.2)

Para demonstrar a proxima equagdo estrutural, note que como u : By(M) — V é
equivariante, segue que
STU = —Tu.

Agora, diterenciando ambos os lados de (7.6.2) obtemos

[dn, p] — [n,dp] = duo b+ uodb.
Aplicando esta expressdo a &, §, nos leva a

(Eou — p’z) 0y = (§u — py) o w.
Segue do Lema 7.6.2 que existe uma fungao f : By (M) — R tal que

du = (p* + f)0 — nu. (7.6.3)



7.7. APLICACOES DEFORMADORAS ASSOCIADAS 99

Para continuar, diferenciamos ambos os lados de (7.6.3) e impomos a condig¢do d* =
0. Obtemos

0 = (pdp+ (dp)p) N0+ (p*>+ f)df — (dn)u+nAdu+df A
= p(uob) N0 —pln,pl N0+ (wo®)pNO—[n,plp A0 —p*(nAb)+
—fMAO=R,ONDu+nA(p°+ )0+ nmAn)u—nA (qu)+df Ad

Se aplicamos esta tltima equagdo a ({1, &,) vemos que

&rf = 0.

Se aplicamos a (&, £,) obtemos (depois de uma conta longa, porém direta)

(& (f) + 2w(pu, x))y — (&(f) + 2w(pu,y))z = 0.

Segue que
df = —2w(pu, ). (7.6.4)

Finalmente, depois de outra conta entediante, que usa a equagdo para dp e as identi-
dades (7.5.1) e (7.5.2), podemos mostrar que o lado direito de (7.6.4) é igual a d(p, p).
Segue que d? f = 0 é uma consequéncia das outras equagdes estruturais. m

Podemos usar as equagoes estruturais deduzidas acima para construir, para cada dlgebra
de Lie simplética especial §y, o algebroide de Lie classificante que controla o espago de
moduli das estruturas geométricas correspondentes.

Como fibrado vetorial, A é o fibrado trivial sobre X = h @ V & R com fibra tipica
V @ b. O seu colchete e sua ancora sdo definidos em se¢des constantes por

[(l’, T)? (y7 U)](pa u, f) = (Ty - UCL‘, [Ta U] - Rp<x7y))
#(Iv T)(p, u, f) = (U °or — [Ta p]’ (P2 + f)$ - Tuv _2w(puv ZL’))

e depois estendidos a se¢oes quaisquer pela imposi¢do de linearidade e da identidade de
Leibniz.

7.7 Aplicacoes Deformadoras Associadas

Nesta secao iremos comecgar a descrever a estrutura do algebrodide de Lie classificante
A — X para conexoes simpléticas especiais. Em particular, mostraremos que X pode ser
decomposto em subconjuntos saturados pelas folhas de A para os quais a restricio de A
é isomorfo ao algebroide de Lie cotangente de uma deformagdo quadratica de uma varie-
dade de Poisson linear. Isto, por sua vez, serd usado como uma ferramenta para entender
a estrutura do algebroide de Lie classificante, e portanto, para obter modelos explicitos de
conexoes simpléticas especiais (veja a Se¢ao 7.8). Todos os resultados apresentados nesta
secdo estdo presentes nos artigos de Schwachhofer et al. (veja, por exemplo, [10]). Nossa
abordagem, que € baseada na andlise do algebrdide classificante, difere da abordagem
apresentada no artigo acima citado.

Para comegar, note que a ultima equacao estrutural que € satisfeita por qualquer co-
nexao simplética especial,

df = —d(p, p),
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implica que F = f + (p, p) € constante. Logo,
Fe={(pu,f)epaVeR: f+(pp)=ctCchoVeR

¢é uma subvariedade que € saturada pelas folhas de A. Denotamos por A. — F, a restri¢do
do algebroide de Lie classificante A a F..

A aplicagdo (p,u) — (p,u,c — (p,p)) € um difeomorfismo de h & V para F,. Se
identificarmos ) com h* usando (,) e V' com V* usando w( , ), podemos ver A. como
uma estrutura de algebréide de Lie em T*(h* @ V*). Utilizaremos a notagao (p,u)* para
denotar ((p,-),w(u,-)) € h* & V*.

Proposicao 7.7.1 O algebrdide de Lie A, — b* & V* é isomorfo ao algebréide de Lie
cotangente associado a uma estrutura de Poisson {, }. em h* @ V*.

Demonstracao. Podemos usar a dncora de A, para definir uma estrutura de Poisson em
h* @ V*. De fato, para (T, z), (U,y) € h &V, vistos como fungdes em h* & V* definimos

{(T.2), (U, y)}elp, )" = (#4.(T, ) (pa (U,y))

Quando abrimos esta expressao obtemos

{(T,2), (U )}elp,w) = (#a(T,2) (0 (Uy))

= ((uoa —[T,pl,(p* = (p,p) + )z — Tu)" (U,y))

= (u o, U) - ([T7 p]v U) + w((pQ - (pa p) + C)Zlf,y)
—w(T'u, y)

= —w(w,Uz)+ (p,[T.U]) + w((p* = (p.p) + c)z,y)
+w(u, Ty)

= (p[T.U]) + w(u, Ty — Uz) + w((p® = (p, p) + ©)z,y)

E ficil verificar que o colchete acima define uma estrutura de Poisson em h* ®V*. De
fato, ela é uma estrutura de Lie-Poisson deformada por um termo quadratico.

Calculamos agora o colchete de algebréide de Lie induzido em T*(h* & V*). Ele é
obtido por diferenciagio do colchete de Poisson { , }., i.e.,

(T, 2), (U, y)]e(p:w)* = dipuy-{ (T, 2), (U, y)}e
Logo, se (p/,u')* € T(,uw+(b* @ V*) = b* @ V* obtemos

(P ) (T 2), (Usy)]e) puy- = (0 [TU]) +w(W, Ty — Ux) +
+w((pp' +p'p =20, p))z,y)  (17.1)

Finalmente, para concluir a proposicao, calculamos

(0, )" (T, ), (U, )] ac) g = (0 )" ([T, U] = Ry(,y), Ty — Ux))

[
= (0, [TU]) +w(u', Ty — Uz) — (¢, Ry(z,y))
= (W, [TVU]) +w(, Ty — Uz) = (¢, 2w(z, y)p + z o (py) — y o (px))
= (0, [0U]) +w(, Ty = Uz) — (¢, p)2w(z,y) — (p',z 0 (py)) + (¢, y o (p))
= (0, [T.U]) + w(, Ty — Uz) + w(=2(¢, p)z,y) — wlp'z, py) + w(p'y, p)
= (0, [TU]) +w(, Ty = Uz) + w((pp' + p'p — 2(0', p))2, ).
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]
Observamos que os dois primeiros termos do colchete de Poisson

{(Tv CB), (U’ y)}c (pa U)* = (p’ [T’ U]) + w(uva - UZL‘) + w((pQ - (p7 p) + C)I,y)

sdo lineares, e correspondem ao colchete de Lie-Poisson no dual do produto semi-direto
de algebras de Lie h x V', enquanto que o tltimo termo é uma funcao quadratica em p.
A aplicagdo ¢, : b* — A?V* dada por

Se(p") (@, y) = w((p* = (p. p) + )z, y)
é um exemplo de uma aplica¢do deformadora.

Defini¢ao 7.7.2 Seja G C GL(V') um subgrupo de Lie com dlgebra de Lie g. Uma
aplicagdo suave ¢ : g* — N*V* é chamada de aplicacdo deformadora se

1. ¢ é G-equivariante, e
2. para todo p € g*, a aplicagdo dual (d,0)* : N>V — g estd contida em K(g).

As aplicacoes deformadoras foram introduzidas em [10], com o objetivo de mostrar
a existéncia de uma série infinita de grupos proprios de holonomia que ndo constavam
na lista original de grupos de Berger. Elas fornecem uma receita para a construcdo de
conexoes sem tor¢do em (G-estruturas, da seguinte forma:

SejaW =V x g o produto semi-direto de algebras de Lie, denote por pr : W* — g*
a projecdo natural e seja ® = ¢ o pr. E imediato verificar que se ¢ : g* — A2V* é uma
aplicacdo deformadora, entao

{f.9}4 () = p([(z, 4), (y, B)]) + 2(p)(z, y)

¢ um colchete de Poisson em W*, onde df, = (z, A) e dg, = (y, B). De fato, para uma
aplicagdo G-equivariante ¢ : g* — A*V*, o colchete { , } ¢ € um colchete de Poisson se e
somente se ¢ € uma aplicagdo deformadora. Observamos que quando ¢ = ( recuperamos
o colchete de Poisson linear {-, -} de W*.

O algebroide de Lie cotangente T*W* — W* de (W*,{, }¢) ¢ um fibrado vetorial
trivial no qual g age infinitesimalmente por automorfismos internos de algebroides de Lie.
Segue que podemos interpretd-lo como o algebroide de Lie classificante de uma classe de
conexobes em (G-estruturas. As conexoOes que pertencem a esta classe sdo chamadas de
conexoes induzidas pela aplicacao deformadora ¢.

Observamos que a estrutura de algebroide de Lie de T*W™ pode ser usada para ob-
ter as equagoes estruturais que as conexoes induzidas por uma aplicacdo deformadora
satisfazem:

Proposicao 7.7.3 Seja G C GL(V') um subgrupo de Lie com dlgebra de Lie g e seja
B (M) uma G-estrutura, cuja forma tautolégica denotamos por 0. Entdo, para qualquer
conexdo n em Bg(M) que é induzida por uma aplicagdo deformadora ¢ : g* — N*V*,
existem aplicacdes equivariantes p : Bo(M) — g* e u : Bog(M) — V* tais que as
equacoes estruturais
dd = —nAb
dn = R,00N0—nAn
dp = jp®b)—n-p
du = o(p)*(0) —n - p

(7.7.2)
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sdo satisfeitas. Aqui, os pontos denotam as agdes naturais de g em g* e V*, R, = (d,0)%,
j:V*®V — g éa projecio natural j(u @ u)(A) = p(Au), e p(p)t : V. — V*éa
aplicagdo ¢(p)(u)(v) = ¢(p)(u,v).

Segue da primeira equagdo da proposi¢do acima que toda conexdo induzida por uma
aplicagdo deformadora ¢ é sem tor¢do. A segunda equacdo nos diz que a curvatura da
- «
conexdo é R, = (d,¢)*.
Resumindo, como consequéncia da Proposigdo 7.7.1, obtemos que toda conexao simplética
especial é uma conexao induzida por uma das aplicacdes deformadoras ¢..

7.8 Moduli, Simetrias e Modelos de
Conexoes Simpléticas Especiais

Nesta secao iremos concluir o nosso estudo das conexoes simpléticas especiais. Mostra-
remos que existe uma estrutura de Poisson em f) @ V @ R tal que seu algebroide de Lie
cotangente € uma extensao do algebroide de Lie classificante para geometrias simpléticas
especiais. Isto nos permitird descrever as dlgebras de Lie de isotropia deste algebroide de
Lie cotangente como extensoes das dlgebras de Lie de simetrias de variedades simpléticas
especiais por uma dlgebra de Lie 1-dimensional. Descrevemos também como construir
exemplos explicitos de conexoes simpléticas especiais e fornecemos resultados sobre o
espago de moduli de tais estruturas.

Para comegar, recordamos algumas propriedades bdsicas sobre extensoes de algebroides
de Lie. Estes resultados sdo bem conhecidos, e referimos o leitor a [11] para demonstragoes.

Definicao 7.8.1 Sejam A e A algebrdides de Lie e seja E um fibrado de dlgebras de Lie,
todos sobre a mesma base X. Dizemos que A é uma extensdo de A por E se existir uma
sequéncia exata de algebroide de Lie

0—FE—A " A0,

A extensdo serd chamada de central se [s, &) = 0 para todo s € T'(E) e & € T'(A) (neste
caso, I/ é necessariamente abeliano, i.e., s6 um fibrado vetorial).

Observacao 7.8.2 Existe uma nogdo mais geral de extensdo de algebréides de Lie sobre
bases diferentes [3]. No entanto, como isto ndo serd utilizado nesta tese, omitimos sua
descricado.

Toda extensao central induz uma representagdo de A em FE (veja a Defini¢do 6.3.5).
De fato, temos:

Lema 7.8.3 Se A é uma extensdo central de A por E entéo, para o € T'(A) e s € I'(E),
Vas = [a, s

define uma representagdo de A em E, onde & € T'(A) é um levantamento arbitrdrio de c.

Agora, seja o : A — A uma cisdo arbitrdria de w. A curvatura de o é a 2-forma
Q, € T(A?A* ® E) com valores em E, definida por

Q5 (e, B) = o(la, f]a) = [o(a), o(8)] 4-
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Lema 7.8.4 Se A é uma extensdo central de A por E, V é a representagdo associada de
Aem E, e 0 é uma cisdo arbitrdria de m : A — A, entdo A é isomorfo ao algebrdide de
Lie A, = A@® E, cuja dncora é dada por #,(a,v) = # 4(a) e o colchete é dado por

[(r, 8), (&, 8")]o = ([, @] 4, Vs — Vs + Qp(a, a')). (7.8.1)

Observacao 7.8.5 Dada uma representacdo de A em E, podemos definir a cohomologia
de A com coeficientes em FE, a qual denotamos por H*(A; E). Esta é a cohomologia
do complexo das formas diferenciais em A com valores em E, cuja diferencial d g :
[(A\*A* ® E) — T(A*T A* ® E) é dada por

k
dagn(ag,...ox) = Z(—l)ivain(ao, ey Gy Q)

=1

+ Z (—1>i+j7']([O[z‘,O[j], Qpy ..., di, ce ,dj7 PN ,ak).

0<i<j<k

Com esta diferencial, a 2-forma ), é um cociclo. De fato, dada uma 2-forma em A com
valores numa representagdo E, o colchete (7.8.1) é um colchete de Lie se e somente se a
2-forma for um um cociclo.

Retornamos agora, deste pequeno desvio, ao estudo das conexdes simpléticas especi-
ais. A familia a um pardmetro de estruturas de Poisson { , }. em bh* @ V* pode ser colada
em uma tnica estrutura de Poisson em h* & V* & R por

{(T,2,1), Uy, s)}p" u", ) = (p, [T.U]) + wlu, Ty — Uz) + w((p® = (p, p) + €z, y).
Proposicao 7.8.6 As inclusoes
ie:(0"@VS{, j) = eVie{gch eV aR{, })

das variedades de Poisson induzidas por cada uma das aplicagcées deformadoras ¢. sd@o
morfismos de variedades de Poisson.

Demonstracao. Isto segue de uma conta simples. Se f € C*(h* @ V* @ R) é uma
aplicagdo linear, e se denotarmos por fy-gv+ € fr suas componentes em h* © V* e R,
entao

f © iC(p*’U*) = f(p*7U*7C) = fh*EBV*(p*7U*> + fR(c>‘

O ultimo termo € constante, e portanto ndo ird alterar o colchete de Poisson. Logo,

{(T,2,t), (U,yy,8)} oic(p”,u”) = {(T,x,1),(U,y,s)} (p",u",c)
{(T,z), (S, y)}. (p*,u")
= {(T,:L‘,t)Oic,(U,y,S)Oic}c(p*,u*),

de onde segue a proposi¢do. m

O proximo resultado que serd apresentado deve ser interpretado como uma versao
infinitesimal do Teorema B de [6]. No que segue, iremos identificar f) com h*, e V com
V* sem mais avisos.
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Proposicao 7.8.7 O algebrdide de Lie cotangente da variedade de Poisson (h* & V* @
R,{, }) é uma extensdo central do algebrdide de Lie classificante A, por um fibrado de
linha L.

Demonstracao. Primeiramente, notamos que a proje¢io natural w : T*(h*@V*®R) — A
é um morfismo de algebroides de Lie. De fato, uma conta simples mostra que

<(pl7 u/)*v 77-([<T7 Z, t), (U> Y, 5)]T*(b*@V*@R))>(p’u7f)*
= (¢, [T,U]) +w(u', Ty — Uz) +w((pp" + p'p —2(p', p)) 2, y)

de onde segue que
W([(T’ xz, t)’ (Uv Y, S)]T*(h*@V*@R)) = ([W(Ta xz, t)a 7T(U, Y, 3)]A)
para todo (T, x,t),(U,y,s) € h &V @& R. Obviamente,
Lpue) = ker mpue) = {(0,0,t) : t € R}

e portanto I é um fibrado de linha. A proposicao segue como consequéncia do fato de
que
[(07 0, t)’ (Uv Y, S)]T*(b*GBV*@R) =0,
o que demonstra que a extensao € central. ®
Como foi explicado acima, esta extensao induz uma representacido de A em L. No
entanto, ndo ha nada de novo aqui. Esta representacdo é simplesmente a representacao
canoénica, i.e.,

Vaof = #al(f)
onde fc C*(hoVaR)=T(L).
O que é interessante € o 2-cociclo 2, € T'(A*A*) induzido pela cisdo 6bvia
o:(T,z)— (T,z,0)

de m. Uma conta direta mostra que

Qa((T’ :L‘), (U7 y)) = w(x, y)7

e portanto €2, = w(0 A 0) é dado pela forma simplética.
Segue da equagdo 7.8.1 que a estrutura de algebréide de Lie de T*(h* ® V* ®R) pode
ser escrita como

[(T,l’,t),(U,y, 3)](p7u7 f) = ([T7 U] _Rp(may)7Ty_ U.Q?,—Cd(l’,y))
#(T,x,t)(p,u, f) = (UOI— [T,p],(p2—i—f)x—Tu,—2u)(pu,x)),
ou equivalentemente, suas equagoes estruturais sdo dadas por

(

40 = —nnb
dp = R,(0A0)—nAn
de = w(@AN0)

(7.8.2)
dp = wob —|[n,pl

du = (P + f)0—nu
| df = —2w(pu, 0)

As seguintes consequéncias sdo imediatas.
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Corolario 7.8.8 As folhas de A em ) © V & R coincidem com as folhas simpléticas de
T*(h* ® V* @ R).

Corolario 7.8.9 Seja s, a dlgebra de Lie de isotropia de A em \g = (p,u, f) € h @
V @R, ie., adlgebrade Lie de simetria da conexdo simplética especial correspondente,
e seja

gy ={adehdVadRCg:adi)\ =0}

a dlgebra de Lie de isotropia de T*(h* & V* @ R). Entdo
0— R\ — gy, — 5), — 0
é uma extensdo de dlgebras de Lie. Em particular,
dims,, = dimg,, — 1.

As informagoes infinitesimais coletadas aqui nos ajudam na constru¢do de modelos
explicitos de variedades simpléticas especiais.

Foi mostrado em [6], que a estrutura de Poisson em h* & V* @& R € integrdvel. De
fato, seja g a dlgebra simples 2-graduada associada a by e seja a € N\’R* a forma de drea
utilizada para identificar sly(R) com S*(R?) (veja a Se¢do 7.5). Fixamos uma base ¢, e_
of R? tal que a(ey,e_) = 1. Se identificarmos g com g* usando a forma bi-invariante ( , )
e definirmos a subvariedade () de g* determinada por

1
Q={§(62+fei)+p+(6+®U):f€R,p€b, euGV}Cg%’g*,

entdo obtemos o seguinte teorema crucial (referimos a [6] para uma demonstracao):

Teorema 7.8.10 (Cahen e Schwachhéfer [6]) O difeomorfismo ® : () — hdV & R
definido por

1

S+ e +p+(er@u) = ptut (f+(pp)

€ um isomorfismo de variedades de Poisson. Além do mais, () é uma subvariedade co-
simplética de g* cujo grupdide de Lie simplético é dado por

Q) ={(\g) €QxG:AdNEQ} =Q
onde G ¢ um grupo de Lie que integra g.

Observacgao 7.8.11 A estrutura de grupdide de ¥(QQ) é a estrutura herdada do grupdide
de Lie TG = g* X G que integra a variedade de Lie-Poisson g*.

Logo, podemos identificar 3(h & V & R) com o subgrupéide de Lie simplético
{hgehaVoR) xG:Ad ehdVaR} 3 haVaR
de X(g*) = T*G.
Agora, como o grupo de Lie simplético especial H de b coincide com a componente

da identidade de (veja [6])

stab(h @V dR)={geG:Ad;(hdVaR)ChaV &R},
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segue que Y.(h & V @ R) € invariante pela agio livre de H em T*G por multiplicacdo a
direita. Além do mais, as s-fibras de ¥(h & V' @& R) também sdo invariantes.

Por outro lado, o subgrupo a um parimetro exp(R\) de G também age de forma
localmente livre em s~'()\), para cada A\ € h & V @ R e esta agdo comuta com a agdo de
H. Logo, "integrando”a extensao

0 —L—THadV"eR) — A—0,
obtemos (compare com o Teorema B de [6]):

Teorema 7.8.12 Se s~'(\)/ exp(R)\) for uma variedade suave, entdo cada um de seus
pontos tem uma vizinhanca que pode ser mergulhada no espaco total By (M) de uma
H-estrutura que corresponde a uma variedade simplética especial. Além do mais, se

~ (s7'(N)/ exp(RN))
My = H

for uma variedade suave, entdo ela é uma variedade simplética especial.

Demonstracao. Este resultado é uma consequéncia direta do Teorema 5.2.1. Se
s71()\)/ exp(R\) for uma variedade suave, entio a restricio de A a érbita de \ é integrdvel
por um grupdide de Lie cuja s-fibra coincide com s~*(\)/ exp(R)). =
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