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Resumo

Este trabalho consiste basicamente em três ńıveis de decomposições de fluxos estocásticos: 1)

decomposição via G-estruturas; 2) decomposição com componente em trajetórias hamiltonianas

e 3) conjugações de fluxos aleatórios.

A primeira consiste em decompor o fluxo φt, gerado por uma equação diferencial estocástica,

na forma φt = ξt ◦ ψt, onde ξt preserva algum tensor k, i.e., ξ∗t k = k. Este tensor k está

associado a uma G-estrutura P ⊂ GL(M), de tal maneira que para uma base u0 ∈ P , temos

que ψt∗u0 = u0qt, onde qt é um processo num determinado subgrupo de Lie em Gl(n, R).

A segunda trata de uma decomposição para o fluxo estocástico φt, com φt = ξt ◦ ψt ◦ θt,

numa variedade simplética. A componente (ξt ◦ ψt) é uma difusão com seu suporte em curvas

de ńıvel de uma função h ∈ C∞(M), ξt tem seu suporte em trajetórias hamiltonianas (geradas

pelo campo hamiltoniano Xh) e θt é a componente transversal nas folhas.

A última decomposição do fluxo permite conjugarmos um fluxo estocástico φt que não

é diferenciável no tempo por um fluxo aleatório ψt diferenciável no tempo. Nossa técnica

permite ainda mostrar que, se φt preserva determinados tipos de tensores, então as trajetórias

diferenciáveis no tempo os preservarão.
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Abstract

This thesis concerns three different kind of decomposition of stochastic flows: 1) decompo-

sitions preserving G-structures; 2) decompositions with a component whose trajectories are

hamiltonians and; 3) tensor preserving conjugacies with random time differentiable cociclos.

Namely, the first decomposition decomposes a flow φt generated by a stochastic differential

equation into the form φt = ξt ◦ ψt, where ξt preserves a tensor k, i.e., ξ∗t k = k. This tensor k

is associated to a G-structure P ⊂ GL(M), such that for a given basis u0 ∈ P , we have that

ψt∗u0 = u0qt, where qt is a process in a certain Lie subgroup of the linear group Gl(n, R).

The second decomposition regards an stochastic flow φt in a simplectic manifold M . The

first component of the decompositon ξt is a difussion in the constant energy submanifold, the

last component has trajectories transversal to these submanifolds.

The last part of this thesis explores a technique of finding conjugacies of cocicles (coho-

mologies) with trajectories which are time differentiable, such that the conjugacy preserves

some tensor, if the original flow does.
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Introdução

Nesta tese estaremos trabalhando com fluxos estocásticos gerados por equações diferenciais

estocásticas (EDE’ s). A ferramenta do cálculo estocástico que permite decompor tais fluxos

é conhecida como Fórmula de Itô generalizada (uma das versões). O nosso interesse nesse

trabalho é obter, por meio desta fórmula, uma fatoração para o fluxo como, por exemplo,

φt = ξt ◦ψt de tal maneira que a componente ξt possua propriedades interessantes com relação

a sua dinâmica. Entre outras propriedades, a que mais nos interessa nesse trabalho é que ξt seja

um difeomorfismo que preserva tensores. Devido a sua importância, a forma volume, a forma

simplética e a métrica riemanniana são os tensores que mais aparecem em nossos exemplos.

A decomposição φt = ξt ◦ ψt, com ξt sendo um difeomorfismo no grupo das transformações

afins que são isometrias (ξ∗t g = g) proposta em Liao [17], motivou a primeira parte desta

tese, que consiste em fatorar φt de modo que ξt pertença a um grupo de difeomorfismos que

preserva um determinado tensor k (ξ∗t k = k), que não seja a métrica. Quando tomamos o

tensor k sendo a forma simplética numa variedade, muitas aplicações surgem naturalmente e

sendo assim, fizemos um caṕıtulo a parte.

Por fim, procuramos utilizar a técnica de decompor fluxos para obtermos uma conjugação

entre o fluxo estocástico φt (portanto não diferenciável no tempo) e um fluxo aleatório dife-

renciável no tempo ψt (como em Imkeller e Lederer [13]):

φt = H(θtω) ◦ ψt(ω) ◦ H(ω)−1.
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Além disso, constatamos que, se o fluxo estocástico preserva determinado tipo de tensor k,

então seu conjugado também preserva.

Comentaremos agora alguns aspectos relevantes de cada caṕıtulo.

Caṕıtulo 1

Inicialmente é dada uma breve introdução ao cálculo estocástico para os leitores menos

familiarizados com o assunto. Os pontos principais da integração estocástica são as integrais

estocásticas de Itô e de Stratonovich. Para diferenciar as integrais, estaremos usando “◦d ”nas

integrais de Stratonovich. A partir delas, podemos definir as equações diferenciais estocásticas

(EDE’s), que apesar do nome, na verdade são equações integrais. As EDE’s de Stratonovich,

cujas integrais são de Stratonovich, em geral, dão ênfase às trajetórias e, portanto, são uti-

lizadas quando estamos interessados na dinâmica dos processos. Por outro lado, as EDE’s de

Itô, cujas integrais são de Itô, geralmente enfatizam a teoria de Martingales e portanto são

apropriadas quando trata-se de um problema probabiĺıstico.

Os fluxos que estaremos trabalhando ao longo desta tese são gerados por EDE’s da forma

dxt =
m∑

j=0

Xj(xt) ◦ dW j
t . (0.0.1)

onde os campos X0, ..., Xm ∈ Ck (com k suficientemente grande) e suas derivadas covariantes

∇Xj’s são limitadas e W j
t , j = 1, ..., m são movimentos brownianos independentes ( W 0

t := dt).

Um fluxo φt gerado por uma EDE da forma 0.0.1, tem a propriedade que φt(ω, ·) : M → M

é um Ck-difeomorfismo, ω-quase-sempre, e sendo assim denotaremos por φt∗ a diferencial do

fluxo estocástico com relação a variável espacial x.

Entre outras ferramentas apresentadas no caṕıtulo, destacamos uma das fórmulas de Itô

generalizada (para Stratonovich), que consiste numa regra para diferenciação da composição

de dois semi-martingales. Esta fórmula é fundamental para a diferenciação da composição
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entre dois fluxos ξt e ψt, que seguindo as mesmas notações de [13], [17] e [23], temos que

d(ξt(ψt(x)) = ξt∗(◦dψt(x)) + ◦dξt(ψt(x)).

Analogamente ao caso determińıstico, sendo φt o fluxo gerado pela EDE 0.0.1, definimos o

dual da aplicação φt∗, e obtemos uma fórmula para a ação de fluxos em tensores. Por meio desta

fórmula, caracterizamos quando um fluxo é preservado por um tensor k, mais precisamente,

φ∗
t k = k se, e somente se, em termos da derivada de Lie LXj

k = 0 (ω-q.s.) (ver e.g.Kunita

[16]).

Na Seção 1.4, introduzimos algumas notações e conceitos sobre fibrado das bases GL(M)

e sua conexão linear. O levantamento natural de um campo X na variedade M será denotado

por δX. Um tipo de campo de vetores que estaremos abordando ao longo deste trabalho, são os

chamados campos infinitesimais afins. Denotando por ω a conexão linear do fibrado das bases,

um campo X é infinitesimal afim se, e somente se, em termos da derivada de Lie LδXω = 0.

Se M for uma variedade riemanniana com a métrica g, temos o fibrado das bases ortonormais

o qual denotaremos por O(M). Quando um campo X é tal que LXg = 0, ele é chamado

de campo de Killing, e este possui ainda a propriedade de ser um campo infinitesimal afim.

Este fato nos motivou no segundo caṕıtulo da tese, à explorar campos infinitesimais afins que

preservasse um tensor k, que não fosse a métrica. De maneira natural, assim como a métrica

g se relaciona com o fibrado O(M), procuramos uma relação do tensor k com outro fibrado P ,

que fosse um subfibrado de GL(M). Isto nos levou à mencionar algumas propriedades básicas

sobre G-estruturas que se encontra na Seção 1.5.

Devido ao interesse em fluxos estocásticos gerados por campos hamiltonianos, fizemos

também na Seção 1.6, uma pequena introdução às notações e propriedades que dizem respeito

a variedade simplética e campos hamiltonianos.

Caṕıtulo 2
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Um dos resultados principais deste caṕıtulo, é o Teorema 2.2.1, que trata-se da decom-

posição do fluxo estocástico φt = ξt ◦ ψt, com ξt sendo um processo de difusão em G(M)

e ψ̃t(u0) = u0 · qt. A base u0 (π(u0) = x0) pertence a G-estrutura P ⊂ GL(M), que esta

associada à um determinado tensor k. Enquanto que G(M) é um grupo de difeomorfismos,

que preservam o tensor k. A decomposição tem como um de seus pilares, a decomposição na

álgebra de Lie das matrizes: gl(n, R) = p ⊕ q. Com a técnica que utilizamos, x0 é um ponto

fixo para ψt, e qt é um processo estocástico no subgrupo de Lie exp(q) ⊂ Gl(n, R).

O Teorema 2.2.1 é uma generalização de um dos teoremas principais de decomposição do

fluxo estocástico que se encontra no artigo do Liao [17]. Em sua decomposição, toma-se a

G-estrutura P como sendo o fibrado das bases ortonormais e o tensor k como sendo a métrica.

Sua decomposição se baseia na decomposição vetorial de gl(n, R) em matrizes anti-simétricas

e triangulares superiores, e G(M) é o grupo das isometrias.

Neste trabalho, exploramos principalmente a decomposição do fluxo onde se obtém, como

uma das componentes, uma difusão que preserva volume, e portanto, neste caso o tensor k

é a forma volume. Num primeiro momento trabalhamos com a G-estrutura flat P = Rn ×
Sl(n), a qual nos forneceu uma boa intuição para chegarmos a um teorema mais geral, citado

anteriormente.

Encontrar uma condição geométrica na variedade M que substitua a hipótese H2 do Teo-

rema 2.2.1 é uma das possibilidades para um trabalho futuro. No caso espećıfico em que G(M)

é o grupo das isometrias, tal resultado já foi obtido por Ruffino [23] da seguinte forma:

• Se a variedade M é simplesmente conexa e tem curvatura constante, então para toda base

ortonormal u0 o fluxo estocástico φt possui a decomposição φt = ξt ◦ψt. Reciprocamente,

se todo fluxo φt em M tem esta decomposição, então M tem curvatura constante.

A soma dos expoentes de Lyapunov faz parte do contexto de fluxos estocásticos que preser-

vam volume. Destacamos em nosso trabalho, que na decomposição φt = ξt ◦ ψt, com ξt sendo
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uma difusão que preserva volume, a soma dos expoentes de Lyapunov de φt é dada pela compo-

nente ψt. Além disso, pudemos explicitar uma fórmula para a soma dos expoentes em função

dos campos da EDE que gera φt.

Ainda no caṕıtulo 2, fizemos uma cascata de decomposições para o fluxo φt, da seguinte

forma:

φt = ξ1
t ◦ ... ◦ ξn−1

t ◦ ξn
t ◦ ψt,

onde cada (ξ1
t ◦ξ2

t ◦...◦ξk
t ), 1 ≤ k ≤ n−1, pertence a um grupo de difeomorfismos que preservam

um determinado tensor, (ξ1
t ◦ ... ◦ ξn

t ) é uma transformação afim e ψt é um “resto”que tem um

ponto fixo x0.

Caṕıtulo 3

Dada uma variedade simplética (M,ω), assumindo que ela seja paracompacta, a estrutura

simplética ω induz uma métrica g = ω(·, J ·), onde J é uma estrutura quase-complexa ω-

compat́ıvel. Sendo assim, o gradiente de uma função h ∈ C∞(M) é dado pela relação ∇h =

JXh, onde Xh denota o campo hamiltoniano da função h.

Utilizando estas propriedades fornecidas pela forma simplética, obtemos os seguintes resul-

tados:

• Seja h ∈ C∞(M) uma submersão. Então podemos decompor o fluxo estocástico como

φt = ξt ◦ ψt, sendo ξt um processo de difusão tal que ξt(x) fica restrito à subvariedade

h−1(x) q.s.. Além disso, ψt(x) é um processo estocástico, transversal às curvas de ńıvel

de h e é gerado por ξ−1
t∗ (JXh).

• Seja (M,ω) uma variedade simplética e h ∈ C∞ uma submersão. Então podemos de-

compor o fluxo estocástico φt gerado pela EDE 3.0.1 como φt = ξt ◦ ψt, sendo ξt(x) um

processo de difusão restrito à subvariedade integral maximal h-simplética que passa por
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x ∈ M . Além disso, ψt(x) é um processo estocástico transversal às integrais maximais

gerado por ξ−1
t∗ (JXh).

• Seja h uma submersão. Então existe a decomposição φt = ξt◦ψt com o suporte da difusão

ξt morando em trajetórias hamiltonianas geradas pelo campo Xh. Além disso, ψt possui

trajetórias transversais às trajetórias hamiltonianas.

Caṕıtulo 4

Dizemos que os fluxos aleatórios φt e ψt são conjugados se existe um homeomorfismo

aleatório H : Ω × Rn −→ Rn tal que

φt(ω) = H(θtω) ◦ ψt(ω) ◦ H(ω)−1,

onde θt : Ω −→ Ω é o shift no espaço de probabilidade.

Dado um fluxo estocástico φt gerado por uma EDE, obtemos uma conjugação entre φt e um

fluxo aleatório diferenciável no tempo, onde H(ω) : Rn −→ Rn é um difeomorfismo (ω − q.s.)

de classe Ck.

Além disso, obtemos um resultado que, se φt preserva um tensor k do tipo (p,q), com

(p + q = 2r, r ∈ N), então o fluxo aleatório diferenciável no tempo ψt e o difeomorfismo H

também preservam o tensor k (ω − q.s.).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, daremos algumas definições e resultados relevantes para um melhor entendi-

mento do restante do trabalho.

1.1 Regra diferencial para composição de semimartin-

gales

Nesta seção, para a conveniência de leitores menos familiarizados com o assunto, faremos

uma breve introdução ao cálculo estocástico. Nessa primeira etapa, nosso objetivo é enunciar

o teorema sobre como diferenciar a composição de semimartingales. Estaremos usando as

mesmas notações e definições usuais da literatura, ver e.g. Oksendal [19] e Kunita [16], entre

outros.

Seja (Ω, (Ft)t≥0,F , P) um espaço de probabilidade filtrado que satisfaz as seguintes condições

usuais:

• (Ft)t≥0 é uma filtração, ou seja, uma famı́lia crescente de sub-σ-álgebras da σ-álgebra F ;

7
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• Para todo t ≥ 0, Ft é completo com relação à medida de probabilidade P, isto é, todo

subconjunto de um conjunto de medida zero está contido em Ft;

• (Ft)t≥0 é cont́ınuo à direita, isto é, para todo t ≥ 0,

Ft =
⋂

s>t

Fs.

Denotaremos por E a esperança associada à probabilidade P e por E[·|Ft] a esperança

condicional de E com relação à filtração Ft.

Um processo estocástico (Xt)t≥0 a valores em R (ou um espaço topológico), é uma aplicação

Rt≥0 × Ω → R

(t, ω) → Xt(ω),

na qual é mensurável com relação à B(Rt≥0) ⊗ F . O processo (Xt)t≥0 é dito adaptado (com

relação à filtração (Ft)t≥0) se, para todo t ≥ 0, Xt é Ft-mensurável. E dizemos que é um

processo cont́ınuo se, para quase todo ω ∈ Ω, a função t → Xt(ω) é cont́ınua. Um processso

estocástico (X̃t)t≥0 é chamado de modificação de (Xt)t≥0 se, para cada t ≥ 0,

P{ω : Xt(ω) = X̃t(ω)} = 1.

Citaremos um teorema sobre continuidade para processos conhecidos como Critério de

Continuidade de Kolmogorov.

Teorema 1.1.1 Se existem α, β, c > 0 e o processo (Xt)t≥0 satisfaz para todo s, t ≥ 0,

E [|Xt − Xs|α] ≤ c |t − s|1+β ,

então existe uma modificação cont́ınua de (Xt)t≥0.
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(ver e.g. Oksendal [19]).

Um exemplo importante de processo estocástico é um processo gaussiano (Bt)t≥0 (não

necessariamente cont́ınuo) que satisfaz, para s ≤ t < ∞, as seguintes propriedades:

MB(1) Bt − Bs é independente de Fs;

MB(2) Bt − Bs é variável aleatória Gaussiana com média zero e variância t − s.

A existência de um processo com essas propriedades é garantida pelo Teorema da Extensão de

Kolmogorov, estendendo-se medidas sobre cilindros de dimensão finita para a σ-álgebra gerada

por eles (ver e.g. Revus e Yor [22]). Uma vez que, para α = 4, β = 1 e c = 3, verificamos o

Critério de Kolmogorov para o processo gaussiano Bt, i.e.:

E
[
|Bt − Bs|4

]
≤ 3 |t − s|2 ,

então sempre existe uma modificação cont́ınua para Bt. A essa modificação cont́ınua chamamos

de movimento browniano na reta. Também denotamos por Wt por ser um processo de Wiener.

Daqui em diante estaremos assumindo que Bt é a tal versão cont́ınua.

Um processo adaptado e cont́ınuo (Mt)t≥0 é um martingale com relação à filtração (Ft)t≥0

se:

1) Para t ≥ 0, a esperança E(|Mt|) < +∞;

2) Para 0 ≤ s ≤ t, a esperança condicional E(Mt|Fs) = Ms.

Pela condição de independência MB(1), verifica-se facilmente que B é um martingale.

Uma variável aleatória T é chamada de um tempo de parada em relação à uma filtração

(Ft)t≥0 se o evento {ω : T (ω) ≤ t} pertence à σ-álgebra Ft para todo t ≥ 0. Um exemplo

de tempo de parada T usual, é tomarmos T (ω) = inf{t ≥ 0, Xt(ω) ∈ A}, onde (Xt)t≥0 é

um processo de trajetórias cont́ınuas adaptado à filtração e A ⊂ R é um conjunto aberto ou
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fechado. Um processo Xt cont́ınuo e adaptado é chamado de martingale local se existe uma

seqüência de tempos de paradas {Tn}, Tn → ∞, tal que cada processo parado XTn

t ≡ Xmin{t,Tn}

é um martingale. Definimos um semimartingale como sendo a soma de um martingale local e

um processo de variação limitada. Os semimartingales, em particular o movimento browniano,

são também definidos no Rm (veja e.g. Oksendal [19]).

A integração estocástica é um ponto central na análise estocástica. Daremos agora a

definição de dois tipos de integrais estocásticas, que serão usadas ao longo deste trabalho.

Em seguida, daremos a definição de um tipo de variação que relaciona tais integrais. O leitor

interessado na teoria de integração estocástica pode consultar, entre outras, as referências [19],

[21] e [22].

Seja (Pn)n=1,2,... uma seqüência de partições finitas

Pn = {0 = t0 < t1 < ... < tin < ∞}

de [0,∞) com tin → ∞ e |Pn| = supti∈Pn
|ti+1 − ti| → 0. Denotemos por a ∧ b o mı́nimo entre

a e b.

Observação 1.1.2 Os limites que tomaremos nas definições seguintes são em probabilidade.

Definição 1.1.3 Seja Y um semimartingale. Para cada processo real X cont́ınuo e adaptado,

definimos a integral estocástica de Itô como

∫ t

0

XsdYs = lim
n→∞

∑

ti∈Pn

Xti(Ys∧ti+1
− Ys∧ti), ti ≤ t.

E a integral estocástica de Stratonovich como

∫ t

0

Xs ◦ dYs = lim
n→∞

∑

ti∈Pn

1

2
(Xti + Xti+1

)(Ys∧ti+1
− Ys∧ti), ti ≤ t.
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Observação 1.1.4 As integrais de Itô dão ênfase à teoria de martingales, ou seja, é con-

veniente trabalharmos com tais integrais quando estamos interessados nas probabilidades dos

processos. Por outro lado, as integrais de Stratonovich enfatizam as trajetórias e a dinâmica

do processo.

Definição 1.1.5 A variação quadrática [·, ·] entre dois semimartingales cont́ınuos é definida

para qualquer t ≥ 0 por

[X, Y ]t = lim
n→∞

∑

ti∈Pn

(Xti+1
− Xti)(Yti+1

− Yti), ti ≤ t.

A fórmula de conversão para as integrais de Itô e Stratonovich é dada pela variação

quadrática, i.e.: ∫ t

0

Xs ◦ dYs =

∫ t

0

XsdYs +
1

2
[X, Y ]t.

Se Bt = (B1
t , ..., B

m
t ) é um movimento browniano m-dimensional, então temos a seguinte

propriedade para a variação quadrática: [Bi, Bj]t = δijt.

Daremos agora uma das Fórmulas de Itô generalizada, que trata-se de uma regra geral para

diferenciação de composições de dois processos estocásticos.

Teorema 1.1.6 (Bismut-Kunita) Seja Ft(x), t ∈ [0, a], x ∈ Rd um campo aleatório cont́ınuo

(t, x) q.s.(quase sempre), satisfazendo as seguintes hipóteses:

(a) Para cada t, Ft(·) : Rd → R é de classe C3 q.s..

(b) Para cada x ∈ Rd, Ft(x) é um semimartingale cont́ınuo e satisfaz

Ft(x) = F0(x) +
m∑

j=1

∫ t

0

f j
s (x) ◦ dY j

s , ∀x ∈ Rd q.s.,

onde Y 1
s , ..., Y m

s são semimartingales cont́ınuos, f j
s (x) são campos aleatórios C3 em x e

para cada x, f j
s (x) são processos adaptados.
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Seja Xt = (X1
t , ..., Xd

t ) um semimartingale cont́ınuo. Então temos

Ft(Xt) = F0(X0) +
m∑

j=1

∫ t

0

f j
s (Xs) ◦ dY j

s +
d∑

j=1

∫ t

0

∂Fs

∂xi

(Xs) ◦ dX i
s. (1.1.1)

Ou escrevendo na forma diferencial

d(Ft(Xt)) = ◦dFt(Xt) +
d∑

j=1

∂Ft

∂xi

(Xt) ◦ dX i
t . (1.1.2)

Um corolário importante do teorema acima é a Fórmula de Itô clássica. Sua importância

está nas aplicações e resultados que podem ser obtidos por meio dela.

Corolário 1.1.7 Seja F ∈ C3(Rd, R) e Xt = (X1
t , ..., Xd

t ) um semimartingale cont́ınuo em

Rd. Então F (Xt) é um semimartingale cont́ınuo e

F (Xt) = F (X0) +
d∑

i=1

∫ t

0

∂F

∂xi

(Xs) ◦ dX i
s.

Ou ainda, pela fórmula de conversão:

F (Xt) = F (X0) +
d∑

i=1

∫ t

0

∂F

∂xi

(Xs) dX i
s +

1

2

∫ t

0

d∑

i,j=1

∂2F

∂xi∂xj

(Xs) [dX i, dXj]s.

Um exemplo do que podemos obter com a Fórmula de Itô é que 1
2
(B2

t − t) =
∫ t

0
BsdBs e,

portanto, B2
t − t é um martingale.

1.2 Equações Diferenciais Estocásticas

Uma equação diferencial estocástica (EDE) em Rd, no sentido de Itô, é uma expressão do tipo:

dξt = X0(t, ξt)dt +
m∑

j=1

Xj(t, ξt)dW j
t , (1.2.3)

ξs = x



13

onde X0, X1, ..., Xm : [0, a] × Rd → Rd são aplicações cont́ınuas e Wt = (W 1
t , ..., Wm

t ) é um

movimento browniano canônico em Rm (cada W j é um movimento browniano real). O campo

X0 é conhecido como drift da EDE enquanto que os demais campos Xj’s são os coeficientes da

parte difusa. Uma solução de 1.2.3 é um processo ξs,t a valores em Rd que satisfaz a equação

integral correspondente, isto é, para t ∈ [0, a] temos

ξs,t = x +

∫ t

s

X0(u, ξu)du +
m∑

j=1

∫ t

s

Xj(u, ξu)dW j
u (1.2.4)

(ξs,s = x é a condição inicial). No drift temos uma integral usual sobre caminhos aleatórios

e na parte difusa, integrais estocásticas no sentido de Itô. Uma interpretação dinâmica/f́ısica

para a solução acima, é que ξs,t(x) tem direção preferencial X0 dada pelo drift da EDE e uma

“vibração gaussiana” nas demais direções Xj’s dada pela parte difusa. Por conveniência iremos

escrever dt como dW 0
t e a EDE 1.2.4 como

ξt = x +
m∑

j=0

∫ t

s

Xj(u, ξu)dW j
u . (1.2.5)

Ao longo deste trabalho estaremos sempre interessados com as chamadas soluções fortes, isto

é, procuramos fixar inicialmente um movimento browniano que pode ser tomado, sem perda de

generalidade, como o movimento browniano canônico que é definido sobre o espaço de Wiener

(Ω,F , P) onde Ω = {ω : [0,∞) → Rm : ω é cont́ınua, ω(0) = 0}, Ft é o completamento da

σ-álgebra gerada por {Ws : 0 ≤ s ≤ t} e P é a medida de Wiener. Para soluções iniciadas

em ξs, s > 0, é necessário tomar uma variação da σ-álgebra deste movimento browniano (ver

e.g. Kunita [16]). Em soluções fracas admite-se a possibilidade de construir uma solução em

alguma base estocástica, ou seja, em relação a alguma outra versão do movimento browniano.

Se os campos são globalmente Lipschitz, isto é, existe uma constante positiva L tal que

|Xj(t, x) − Xj(t, y)| ≤ L|x − y|
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para todo t ∈ [0, a] e x, y ∈ Rd, então a EDE tem uma única solução ξs,t para qualquer

condição inicial dada. Além disso, existe uma modificação para a solução ξs,t de tal forma que

ξs,t(·, ω) : Rd → Rd é um homeomorfismo para quase todo ω.

Também podemos falar em diferenciabilidade da solução ξs,t(x) com relação à variável

espacial x, i.e., diferenciabilidade da aplicação ξs,t(·, ω) : Rd → Rd. No entanto, é necessário

fazer algumas exigências sobre os campos da EDE que gera tal solução. Uma aplicação f :

Rd → Rd é de classe Ck,α se é k-vezes diferenciável e suas k-ésimas derivadas são localmente

Holder cont́ınuas de ordem α. Se suas derivadas são globalmente Holder cont́ınuas, denotamos

por Ck,α
g . Quando os coeficientes da EDE de Itô são Ck,α

g para algum α > 0 e suas k-ésimas

derivadas são limitadas, então a aplicação ξs,t(·, ω) : Rd → Rd é um Ck-difeomorfismo para

todo s < t quase sempre (ver Kunita [16]).

As equações diferenciais estocásticas autônomas (i.e., quando os campos que geram a EDE

são autônomos) geram soluções ξs,t que dependem apenas de ξ0,t. De maneira mais precisa

ξs,t(ω)(x) = ξ0,t−s(θs(ω))(x), onde θ : Ω → Ω é o “shift”dado por (θs(ω))(t) = ω(t + s) − ω(s).

Mais ainda, tomando φt = ξ0,t, este satisfaz a propriedade de cociclo (equação do fluxo):

φt+s(ω) = φt(θs(ω)) ◦ φs(ω).

Pode-se perceber, a partir da Fórmula de Itô, que as equações diferenciais estocásticas de

Stratonovich se comportam bem sob mudanças de coordenadas. Sendo assim, estas são úteis

para trabalharmos em variedades. Suas soluções são definidas como em 1.2.4, com a diferença

que na sua equação integral, as integrais são tomadas no sentido de Stratonovich, i.e.,

ξt = x +

∫ t

s

X0(u, ξu)du +
m∑

j=1

∫ t

s

Xj(u, ξu) ◦ dW j
u . (1.2.6)

Porém, para dar sentido nas EDE’s de Stratonovich e também para garantir a existência e

unicidade das soluções, precisamos exigir mais sobre os campos das EDE’s de Stratonovich do

que em EDE’s de Ito. Mais precisamente, estas exigências são:



15

(1) X0 é cont́ınua, tem derivadas parciais em relação a x e estas são cont́ınuas em relação a

(t, x);

(2) Xj, j = 1, ..., m, é de classe C1, tem derivadas parciais de segunda ordem e estas são

cont́ınuas como função de (t, x).

Com estas hipóteses sobre os campos, uma EDE de Stratonovich é equivalente a uma EDE de

Itô com campos de classe C1. Denotando por DXj
Xj a derivada direcional de Xj na direção

dela mesma, temos a seguinte relação:

m∑

j=1

∫ t

s

Xj(u, ξu) ◦ dW j
u =

m∑

j=1

∫ t

s

Xj(u, ξu)dW j
u +

1

2

m∑

j=1

∫ t

s

(DXj
Xj)(u, ξu)du.

Vamos agora definir equações diferencias estocásticas em variedades. Seja M uma variedade

C∞, d-dimensional, conexa e paracompacta. Suponha que são dados m + 1 campos de vetores

em M com parâmetro t ∈ [0, a]; X0(t), ..., Xm(t). Assuma que X1, ..., Xm são campos C2 em x

e C1 em t, i.e., em uma coordenada local (x1, ..., xd), estes campos são escritos da forma

Xj(t) =
d∑

i=1

X i
j(t, x)

∂

∂xi

,

onde X i
j(t, x) são funções C1 de t e funções C2 de x. E para o campo X0, assume que a função

X i
0(t, x) é cont́ınua em t e C1 em x. Uma equação diferencial estocástica de Stratonovich em

M pode ser escrita exatamente como em 1.2.6, tomando as condições descritas anteriormente

nos campos. O semimartingale ξs,t(x) é solução de 1.2.6 se, para qualquer função de classe C3,

F (ξs,t(x)) é um semimartingale cont́ınuo e

F (ξs,t(x)) = F (x) +
m∑

j=0

∫ t

s

Xj(r)F (ξs,r(x)) ◦ dW j
r . (1.2.7)

O parâmetro t da EDE 1.2.7 está definido até seu tempo de explosão T (s, x). Para maiores

detalhes ver e.g. Kunita [16].
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Nos demais caṕıtulos deste trabalho, estaremos interessados nos aspectos dinâmicos e,

portanto, assumiremos que os campos são C∞ e autônomos.

1.2.1 Equações diferenciais estocásticas em grupos de Lie.

Antes de falarmos das equações diferenciais estocásticas em grupos de Lie, relembremos algu-

mas propriedades básicas de grupos de Lie.

Seja Rg : G → G a translação à direita dada por Rg(h) = hg. Um campo de vetores X em

G é dito invariante à direita se (Rg)∗X = X, i.e.,

d(Rg)h(X(h)) = X(hg).

E será invariante à esquerda se (Lg)∗X = X. Se X é um campo invariante à direita, então

seu fluxo xt = Lexp(tX), i.e., xt(g) = exp(tX)g. Por outro lado, se X é um campo invariante à

esquerda, então seu fluxo xt = Rexp(tX), i.e., xt(g) = g exp(tX).

Seja M uma variedade diferenciável. Suponha que G atua em M por difeomorfismos

x 0→ gx, x ∈ M, g ∈ G. Considere A um campo de vetores invariante à direita em G.

Denotando por eA a aplicação exponencial em G, a expressão

Ã(x) =
d

dt
(etAx)

∣∣∣∣
t=0

define um campo de vetores em M . A trajetória do campo A que passa pela identidade de G

(i.e. etA) é uma solução fundamental para o fluxo ϕt associado ao campo Ã, i.e., ϕt(x) = etA(x).

Os campos de vetores Ã são completos pois seus fluxos são definidos globalmente, para todo

t ∈ R (ver e.g. Kobayashi e Nomizu [14]).

Seja G um grupo de Lie e X0, X1, ..., Xm campos invariantes à direita em G (para simplificar,

tomamos campos independentes de t). Considere a seguinte EDE em G:

dgt = X0(gt)dt +
m∑

j=1

Xj(gt) ◦ dW j
t . (1.2.8)
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Como os campos Xj’s são C∞ (na verdade anaĺıticos), soluções maximais existem. Denote por

e a identidade em G e seja gt a solução com g0 = e. Tome h ∈ G arbitrário e f : G → R de

classe C3. Pela fórmula de Itô

f(gth) = f ◦ Rh(gt) = f(h) +
m∑

j=0

∫ t

0

(Xj(f ◦ Rh))(gs) ◦ dW j
s

= f(h) +
m∑

j=0

∫ t

0

(Xjf)(gsh) ◦ dW j
s

pois Xj é invariante à direita e portanto, Xj(f ◦Rh) = (Xjf)◦Rh. Então a solução ϕt(h), com

condição inicial (0, h), é ϕt(h) = gth = Lgt
h onde Lgt

é a translação à esquerda. Ainda temos

que se T é o tempo de explosão de gt, então T = ∞ q.s..

A solução gt da equação (1.2.8) é uma solução fundamental em M da EDE:

dxt = X̃0(xt)dt +
m∑

j=1

X̃j(xt) ◦ dW j. (1.2.9)

Isto porque se f : M → R é de classe C3 então, para x ∈ M , a função fx : g ∈ G 0→ f(gx) ∈ R

é de classe C3 e

fx(gt) = f(gtx) = f(x) +
m∑

j=0

∫ t

0

(Xjfx)(gs) ◦ dW j
s .

Mas, como o fluxo de Ã é etA, temos que Xjfx = (X̃jf)x e portanto,

f(gtx) = f(x) +
m∑

j=0

∫ t

0

(X̃jf)(gsx) ◦ dW j
s

i.e., soluções de (1.2.9) são da forma gtx. E ainda, temos que seus tempos de explosão são

iguais a ∞ (ver e.g. Arnold [3] ou San Martin e Marques [25]).
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1.3 Fluxos estocásticos agindo em tensores

Um fluxo estocástico de difeomorfismos gerado por uma EDE em uma variedade age natural-

mente em tensores. Estaremos interessados em caracterizar um determinado fluxo estocástico

que preserva determinado tensor k por meio dos campos de sua EDE. Nesta seção ainda dare-

mos algumas notações de geometria diferencial e alguns resultados importantes para os demais

caṕıtulos que podem ser encontrados em Bismut [5] e Kunita [16].

Sendo φ um difeomorfismo de M , sua diferencial (φ∗)x : TxM → Tφ(x)M é uma aplicação

linear tal que para toda f ∈ C∞(M), (φ∗)xXxf = Xx(f ◦ φ), para todo Xx ∈ TxM . Dado um

campo de vetores X em M , denotemos por Xx a restrição de X no ponto x. Definimos então

o novo campo de vetores φ∗X por

(φ∗X)x = φ∗φ−1(x)Xφ−1(x).

Logo, para f ∈ C∞(M), temos φ∗Xf(x) = X(f ◦ φ)(φ−1(x)).

Seja Y um campo de vetores e φt seu fluxo, i.e., grupo a 1-parâmetro de transformações de

M gerado por Y :
d

dt
(f ◦ φt)(x)

∣∣
t=0

= Y f(x), ∀f ∈ C∞.

A derivada de Lie de um campo X com relação à Y é o campo de vetores LY X definido por

(LY X)x = − lim
t→0

1

t
{(φt∗X)x − Xx} = − lim

t→0

1

t
{φt∗φ−1

t (x)Xφ−1
t (x) − Xx}.

Uma propriedade bastante conhecida é que LY X = [Y, X], onde [·, ·] denota o colchete de Lie.

Nas mesmas condições da Seção 1.2, seja ξs,t(x) a solução da EDE

dξt =
m∑

j=0

Xj(t, ξt) ◦ dW j
t . (1.3.10)

Vamos assumir que ξs,t define um fluxo estocástico de difeomorfismos. Então a diferencial ξs,t∗

está bem definida quase sempre para qualquer s < t e temos a seguinte fórmula para a ação

do fluxo estocástico em campos de vetores:
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Teorema 1.3.1 Suponha que os coeficientes X1, ..., Xm da EDE 1.3.10 são campos C5,α para

algum α > 0 e X0 é um campo C4,α para algum α. Então ξs,t∗ satisfaz a seguinte fórmula para

qualquer campo X, C3,

ξs,t∗X − X = −
m∑

j=0

∫ t

s

LXj(r)(ξs,r∗X) ◦ dW j
r . (1.3.11)

(ver e.g. Kunita [16]).

Sendo φ um difeomorfismo de M , denotemos por φ∗
x : Tφ(x)M

∗ → TxM
∗ (espaço cotangente)

o dual da aplicação φ∗, definido por < φ∗
xθφ(x), Xx >=< θφ(x), φ∗xXx > para todo θφ(x) ∈

Tφ(x)M
∗ e Xx ∈ TxM . Dada uma 1-forma θ, denotamos por φ∗θ a 1-forma tal que (φ∗θ)x =

φ∗
xθφ(x). Portanto, < φ∗θ, X >x=< θ,φ∗X >φ(x). Seja X um campo completo e φt seu fluxo de

difeomorfismo. A derivada de Lie da 1-forma θ é dada por

LXθ = lim
t→0

1

t
{φ∗

t θ − θ}.

Uma relação entre derivadas de Lie e 1-formas é dada por:

X(< θ, Y >) =< LXθ, Y > + < θ, LXY > .

Um tensor k do tipo (p, q) é, por definição, a escolha de um tensor kx de T p
q (x) para cada

ponto x ∈ M , onde

T p
q (x) = TxM ⊗ ... ⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

p vezes

⊗TxM
∗ ⊗ ... ⊗ TxM

∗
︸ ︷︷ ︸

q vezes

.

Assim, para cada x, kx é uma forma multilinear no espaço produto

TxM
∗ × ... × TxM

∗ × TxM × ... × TxM.

Dados as 1-formas θ1, ..., θp e os campos Y1, ..., Yq, a aplicação

x ∈ M 0→ kx(θ
1
x, ..., θ

p
x, (Y1)x, ..., (Yq)x) ∈ R
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é um campo escalar, que assumiremos de classe C3. Se φ é um difeomorfismo de M , definimos

φ∗k por

(φ∗k)x(θ
1, ..., θp, Y1, ..., Yq) = kφ(x)((φ

∗)−1θ1, ..., (φ∗)−1θp, φ∗Y1, ...,φ∗Yq).

Se X é um campo completo e φt é seu fluxo de difeomorfismos, então a derivada de Lie do

tensor k é dado por

LXk = lim
t→0

1

t
{φ∗

t k − k}.

Sendo k um tensor do tipo (p, q) ainda temos que

X(kx(θ
1, ..., θp, Y1, ..., Yq)) = (LXk)x(θ

1, ..., θp, Y1, ..., Yq)

+

p∑

k=1

kx(θ
1, ..., LXθk, ..., θp, Y1, ..., Yq))

+

q∑

l=1

kx(θ
1, ..., θp, Y1, ..., LXYl, ..., Yq)). (1.3.12)

Podemos agora, depois das definições acima, dar uma fórmula de Itô para a ação de ξ∗s,t em

campos de tensores.

Teorema 1.3.2 Suponha que os coeficientes X1, ..., Xm da EDE 1.3.10 são campos C5,α para

algum α > 0 e X0 é um campo C4,α para algum α. Seja k um tensor C3 do tipo (p, q). Então

ξ∗s,t satisfaz a seguinte fórmula:

ξ∗s,tk − k =
m∑

j=0

∫ t

s

ξ∗s,r(LXj(r)k) ◦ dW j
r . (1.3.13)

(ver e.g. Kunita [16]).

Corolário 1.3.3 Consideremos as mesmas hipóteses do teorema anterior sobre os campos e

o tensor k. Então ξ∗s,tk = k quase sempre se, e somente se, LXj(r)k = 0, para r ∈ [s, t] e

j = 0, ..., m.
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Nos demais caṕıtulos estaremos assumindo que os campos X0, . . . Xm ∈ Ck, com k sufi-

cientemente grande e suas derivadas covariantes ∇Xj’s são limitadas. Com isso, estaremos

satisfazendo as hipóteses dos teoremas desta seção.

1.4 Fibrado das bases e suas propriedades

Seja GL(M) o fibrado das bases, o qual é um fibrado principal π : GL(M) → M com o

grupo estrutural Gl(n, R). O grupo Gl(n, R) age à direita em GL(M) da seguinte forma. Se

u = (X1, ..., Xn) é uma base linear no ponto x e a = (ai
j) ∈ Gl(n, R), então ua é uma base

(Y1, ..., Yn) no ponto x definida por Yi =
∑n

j=1 aj
iXj. A base u também pode ser vista como o

isomorfismo linear

u : Rd −→ TxM.

E, considerando a ∈ Gl(n, R) como a transformação linear a : Rn → Rn, a qual leva ej em
∑n

i=1 ai
jei, temos que ua : Rn → TxM é uma composição das aplicações u e a.

Uma conexão em GL(M) é chamada de conexão linear de M . Dada uma conexão linear Γ,

associamos com cada v ∈ Rn um único campo horizontal (standard) B(v) em GL(M), dado

por dπ((B(v))u) = u(v). Além disso, se θ é a forma canônica θu : TuGL(M) → Rn dada por

θu(Y ) = u−1dπ(Y ),

então θ(B(v)) = v.

Sejam H1, ..., Hn os campos horizontais (standard) correspondentes à base e1, ..., en de Rn e

{Ej∗
i } os campos fundamentais correspondentes à base {Ej

i } da álgebra de Lie gl(n, R). Então

temos que os n2 + n vetores {(Hk)u, (E
j∗
i )u} formam uma base para TuGL(M), para todo

u ∈ GL(M) (ver e.g. [14, p.122]).

Um difeomorfismo φ : M → M induz, de maneira natural, um automorfismo φ̃ no fibrado

GL(M); φ̃ leva a base u = (X1, ..., Xn) no ponto x ∈ M para a base φ̃(u) = (φ∗X1, ..., φ∗Xn)
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no ponto φ(x) ∈ M . Não é dif́ıcil ver que φ̃∗θ = θ (ver e.g. [14, p.226]). Dizemos que

o difeomorfismo φ é uma transformação afim se φ∗ : TM → TM leva curvas horizontais

em curvas horizontais, i.e., leva cada campo paralelo ao longo da curva γ de M em campos

paralelos da curva φ(γ). Ou ainda, se ω é a forma conexão de uma dada conexão linear Γ em

M , dizer que φ é uma transformação afim em M é equivalente a dizer que φ̃∗ω = ω.

O levantamento natural do campo X é o único campo δX em GL(M) tal que:

a) δX é invariante por Ra, para todo a ∈ G (Ra∗δX(u) = δX(ua));

b) LδXθ = 0;

c) dπ(δX(u)) = X(π(u)), para todo u ∈ GL(M).

Reciprocamente, dado um campo δX em GL(M) satisfazendo (a) e (b), existe um único campo

X em M satisfazendo (c). Em termos da sua dinâmica, se ηt é o fluxo do campo X em M ,

então

δX(u) =
d

dt
η̃t(u)

∣∣
t=0

.

A aplicação X 0→ δX é um isomorfismo da álgebra de Lie X(M) dos campos em M na

álgebra de Lie X(GL(M)) dos campos em GL(M). Dada uma conexão linear Γ e sua forma

conexão ω em M , o campo X em M é uma transformação afim infinitesimal se, e somente se,

LδXω = 0. Seja a(M) o conjunto das transformações afins infinitesimais em M . Então a(M)

forma uma sub-álgebra de Lie de X(M), a qual é isomorfa à seguinte sub-álgebra de Lie de

X(GL(M)):

a(GL(M)) = {δX ∈ X(GL(M)) : LδXω = 0}.

Como a aplicação linear f : a(GL(M)) → TuGL(M), δX 0→ δX(u) é injetiva, temos que

dim a(GL(M)) ≤ dim TuGL(M) = n2 + n (n = dim M). E assim, se M for uma variedade

conexa, temos que dim a(M) ≤ n2 + n (ver e.g. [14, p.232]).
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Seja M uma variedade riemanniana com a métrica g e O(M) o fibrado das bases ortonormais

sobre M . Toda conexão em O(M) determina uma conexão em GL(M), i.e., uma conexão linear

em M . Neste caso, uma conexão linear em M é chamada de conexão métrica e é determinada

pela conexão em O(M). Um caso particular de conexão métrica é quando a torção é nula

(chamada de conexão de Levi-Civita). Dizemos que o difeomorfismo φ : M → M é uma

isometria se φ∗g = g. Uma isometria é necessariamente uma transformação afim (ver e.g. [14,

p.236]). Dizemos que um campo em M é de Killing quando LXg = 0. Isto é equivalente a

dizer que o levantamento natural δX para GL(M) é tangente a O(M), para todo ponto de

O(M). O conjunto dos campos de Killing em M formam uma álgebra de Lie de dimensão no

máximo 1
2
n(n + 1) quando M é uma variedade conexa.(ver e.g. [14, p.238]).

Seja Γ uma conexão linear em M e ω sua forma conexão. Tomemos gl(n, R) a álgebra de

Lie correspondente ao grupo de Lie Gl(n, R). Esta álgebra é o conjunto das matrizes d × d

equipado com o colchete de Lie [A,B] = AB − BA. Dado A ∈ gl(n, R), seja

uA =
d

dt
[uetA]t=0

o vetor tangente à curva t 0→ uetA em GL(M) em t = 0, onde e denota a aplicação exponencial:

gl(n, R) → Gl(n, R). Tais vetores são chamados de verticais e formam o subespaço vertical

T v
uGL(M) de TuGL(M). Para X ∈ TxM , tomemos zt como sendo a curva em M tal que

d
dt

(zt)|t=0 = X e seja ut o transporte paralelo da base u ao longo de zt com relação à ω. Seja

H(X)(u) =
d

dt
[ut]t=0

chamado de levantamento horizontal de X para GL(M) em u. Então T h
u GL(M) = {H(X)(u) :

X ∈ TxM} é um subespaço de TuGL(M) e qualquer elemento nele é chamado de horizontal.

Ainda temos que TuGL(M) = T h
u GL(M) ⊕ T v

uGL(M).

Sabemos que a componente vertical do campo levantado é relacionado com a derivada

covariante por (δX)v(u) = ∇X(u) = (∇X(u1), ...,∇X(ud)). Sendo assim, existe uma única

matriz [X̃(u)] ∈ gl(n, R) tal que ∇X(u) = u[X̃(u)].
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Se s é uma sub-álgebra de Lie de gl(n, R), então denotaremos

us = {uA : A ∈ s}.

1.5 G-estrutura

Por uma G-estrutura em M queremos dizer um sub-fibrado P de GL(M) com o grupo estrutural

G ⊆ Gl(n, R). A existência de uma G-estrutura depende muito da topologia da variedade

M . Por exemplo, se uma variedade é paracompacta, então ela admite uma O(n)-estrutura.

Obstruções para a existência de G-estruturas podem ser melhor compreendidas através do

estudo de “cross sections”em fibrados associados, veja Kobayashi-Nomizu [14].

Uma G-estrutura induz um tensor na variedade da seguinte forma. Seja K um tensor

sobre Rn e G o grupo das transformações lineares de Rn deixando K invariante, i.e., para

v1, ..., vl ∈ Rn, temos para g ∈ G

K(v1, ..., vl) = K(gv1, ..., gvl).

Seja P uma G-estrutura em M e k o campo tensorial em M definido por K e P da seguinte

maneira: para cada x ∈ M , escolha um isomorfismo linear u : Rn → TxM ∈ P . Para

w1, ..., wl ∈ TxM , definimos

kx(w1, ..., wl) = K(u−1w1, ..., u
−1wl).

Esta definição independe da escolha da base u pois, se tomarmos outra base p : Rn → TxM ∈ P ,

como existe g ∈ G tal que p−1 = gu−1, temos

kx(w1, ..., wl) = K(p−1w1, ..., p
−1wl)

= K(gu−1w1, ..., gu−1wl)

= K(u−1w1, ..., u
−1wl).
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Sejam P e P ′ G-estruturas sobre M e M ′. Seja f um difeomorfismo de M sobre M ′ e

f∗ : GL(M) → GL(M ′) o isomorfismo induzido no fibrado das bases. Se f∗ leva P em P ′,

chamamos f de um isomorfismo da G-estrutura P sobre a G-estrutura P ′. Se M = M ′ e

P = P ′, então um isomorfismo f é chamado de automorfismo da G-estrutura P .

Um campo de vetores X em M é chamado de um automorfismo infinitesimal de uma

G-estrutura P , se ele gera um grupo local a 1-parâmetro de automorfismos de P .

Proposição 1.5.1 Seja K o tensor sobre Rn e G o grupo das transformações lineares sobre Rn

deixando K invariante. Seja P uma G-estrutura em M e k o campo tensorial em M definido

por K e P . Então:

1. Um difeomorfismo f : M → M é um automorfismo de P se, e somente se, f deixa k

invariante (i.e. kx(f∗w1, ..., f∗wl) = kx(w1, ..., wl));

2. Um campo de vetores X em M é um automorfismo infinitesimal de P se, e somente se,

LXk = 0.

Exemplos de G-estruturas:

1. Consideremos o grupo de Lie das matrizes de determinante 1, G = Sl(n, R), e sua álgebra

de Lie g = sl(n, R) = {A ∈ gl(n, R) : trA = 0}. A ação natural de Gl(n, R) em Rn induz

uma ação de Gl(n, R) em ΛnRn tal que

Av = det(A) · v para A ∈ Gl(n, R) e v ∈ ΛnRn.

O grupo Gl(n, R) é transitivo em ΛnRn − {0} com o subgrupo de isotropia Sl(n, R)

tal que ΛnRn − {0} = Gl(n, R)/Sl(n, R). Disto segue que as “cross sections”σ : M →
GL(M)/Sl(n, R) estão em bijeção com os elementos de volume de M , i.e., as n-formas

em M que não são nulas para qualquer ponto de M(e estas portanto, em bijeção com
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as G-estruturas, ou seja, cada elemento de volume é um “tensor k”que define uma G-

estrutura). Em outras palavras, uma Sl(n, R)-estrutura nada mais é que um elemento

de volume em M . E a variedade admite uma Sl(n, R)-estrutura se, e somente se, é

orientável.

Seja ϕ = fdx1 ∧ ···∧ dxn o elemento de volume correspondente a uma dada Sl(n, R)-

estrutura. Um difeomorfismo de M é um automorfismo da Sl(n, R)-estrutura se, e so-

mente se, preserva o elemento de volume ϕ. Seja X um campo em M . A função divX

definida por

LXϕ = (divX) · ϕ

é chamada de divergente de X com relação a ϕ. Claramente, X é um automorfismo

infinitesimal da Sl(n, R)-estrutura se, e somente se, divX = 0.

2. Tomemos o grupo de Lie G = O(n, R) = {A ∈ Gl(n, R); AtA = I} e sua álgebra

de Lie g = o(n, R) = {A ∈ gl(n, R) : A + At = 0} (matrizes anti-simétricas). Cada

métrica riemanniana em M corresponde a um fibrado das bases ortonormais sobre M .

Isto nos dá uma bijeção entre as métricas riemannianas em M e as O(n)-estruturas em

M . Um automorfismo de uma O(n)-estrutura é uma isometria da métrica riemanniana

correspondente. Um automorfismo infinitesimal de uma O(n)-estrutura é uma isometria

infinitesimal ou campo de Killing.

1.6 Variedade simplética

Uma variedade diferenciável 2n-dimensional M é dita variedade simplética, se ela possui uma

estrutura simplética ω, i.e., uma 2-forma fechada na qual é não-degenerada no sentido de que

para cada x ∈ M , ωx(v, w) = 0 para todo w ∈ TxM implica v = 0. Toda variedade simplética

tem uma medida volume dada por ∧nω, chamada de medida de Liouville. Seja ivω(·) = ω(v, ·)
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a redução da 2-forma para a 1-forma. A aplicação de TM para T ∗M dado por v 0→ ivω é um

isomorfismo nos fibrados vetoriais e existe uma bijeção entre campos diferenciáveis e 1-formas

diferenciáveis. Um campo simplético X é um campo que preserva a estrutura simplética,

ou seja, em termos da derivada de Lie, LXω = 0. Equivalentemente, iXω é uma 1-forma

diferenciável fechada, o que pode ser facilmente notado pela fórmula de Cartan:

LXω = iX dω︸︷︷︸
=0

+d(iXω).

A estrutura simplética canônica em R2n em coordenadas (q1, ..., qn, p1, ..., pn), é representado

por

ω0 =
n∑

i=1

dqi ∧ dpi.

O Teorema de Darboux assegura que qualquer variedade simplética 2n-dimensional é local-

mente o R2n com sua estrutura simplética canônica. Mais precisamente, para todo ponto

x ∈ M , existe uma carta coordenada U = (q1, ..., qn, p1, ..., pn) centrada em x tal que em U,

podemos escrever ω =
∑n

i=1 dqi ∧ dpi.

Uma estrutura quase-complexa J numa variedade M é uma seção diferenciável x 0→ Jx,

com Jx : TxM → TxM sendo uma transformação linear tal que J2
x = −Id. Dizemos que J

é ω-compat́ıvel com uma variedade simplética (M,ω) se a escolha x 0→ ḡx : TxM × TxM →
R, dada por ḡx(u, v) := ω(u, Jxv), define uma métrica riemanniana em M . A métrica ḡ é

chamada de métrica associada. Uma variedade simplética que admite estrutura quase-complexa

compat́ıvel globalmente J é chamada de variedade quase-Kähler. Superf́ıcies orientáveis e

espaços projetivos complexos CP n são alguns exemplos de variedades quase-Kähler (ver e.g.

[11]). Uma variedade simplética (paracompacta) sempre possui uma estrutura quase-complexa

J a qual é ω-compat́ıvel, ḡ(·, ·) = ω(·, J ·) (ver e.g. [2]).

Para toda função h ∈ C∞(M), como ω é não-degenerada, existe um único campo de vetores
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Xh ∈ X(M) satisfazendo a equação hamiltoniana

iXh
ω = dh.

Há campos que preservam a forma simplética, mas que não são hamiltonianos (veja alguns

exemplos em [2]). Se a primeira cohomologia de Rham H1(M, R) se anula, assim como o caso

do R2n, todo campo simplético é dado por uma função hamiltoniana.

No espaço simplético (R2n,ω0), em coordenadas (q1, ..., qn, p1, ..., pn), podemos representar

o campo hamiltoniano associado à função hamiltoniana h : R2n → R, por

Xh =
n∑

i=1

( ∂h

∂pi

∂

∂qi

− ∂h

∂qi

∂

∂pi

)
.

Como o campo gradiente de h relativo à métrica euclidiana é

∇h :=
n∑

i=1

( ∂h

∂qi

∂

∂qi

+
∂h

∂pi

∂

∂pi

)
,

se tomarmos a estrutura quase complexa canônica dada por J( ∂
∂qi

) = ∂
∂pi

e J( ∂
∂pi

) = − ∂
∂qi

,

então temos a relação

JXh = ∇h. (1.6.14)

De forma ainda mais geral, se a variedade simplética possui uma estrutura quase-complexa ω-

compat́ıvel J , então não é dif́ıcil ver que o campo gradiente ∇h definido pela métrica associada

se relaciona com o campo hamiltoniano Xh como em (1.6.14).

O espaço das funções em M tem uma estrutura de álgebra de Lie dada pelo colchete de

Poisson. O colchete de Poisson de duas funções é denotado por {f1, f2} e {f1, f2} = df1(Xf2
) =

ω(Xf1
, Xf2

). O campo correspondente ao colchete de Poisson {f1, f2} é exatamente o campo

dado pelo colchete de Lie dos campos, i.e., [Xf1
, Xf2

]. O colchete de Poisson em R2n é dado

da seguinte forma:

{f, g} =
n∑

i=1

( ∂f

∂pi

∂g

∂qi

− ∂f

∂qi

∂g

∂pi

)
.



29

Nas mesmas condições da Seção 1.2, seja φt(x) a solução da EDE

dφt =
m∑

j=0

Xj(φt) ◦ dW
j
t . (1.6.15)

Vamos assumir que φt define um fluxo estocástico de difeomorfismos. Suponha que X0, ..., Xm

são campos hamiltonianos C∞ e que h0, ..., hm ∈ C∞ são suas respectivas funções hamiltoni-

anas. Então temos o seguinte teorema:

Teorema 1.6.1 Seja h : M → R uma função C∞. Para que tenhamos q.s.

h(φt(ω, x)) = h(x)

é necessário e suficiente que

{h, h0} = {h, h1} = ... = {h, hm} = 0.

A grosso modo, o teorema acima garante que a difusão φt dada por campos hamiltonianos, fica

restrita às curvas de ńıvel da função h se, e somente se, suas funções hamiltonianas h0, ..., hm

comutam com a função h com relação ao colchete de Poisson. Este resultado pode ser encon-

trado, dentre outros, em Bismut [5].



Caṕıtulo 2

Decomposição do Fluxo Estocástico

via G-Estruturas

Dado um fluxo estocástico φt gerado por uma EDE e um ponto x0 ∈ M , estaremos, numa

primeira etapa, fatorando φt = ξt ◦ ψt de tal forma que ξt seja uma difusão no grupo das

transformações afins que preservam um determinado tensor k, com ψt(x0) = x0 para todo t.

Sendo assim, dependendo da escolha do tensor k, ξt pode ser uma transformação afim que

preserva volume, métrica, etc.

Numa segunda etapa, estaremos dando mais ênfase ao caso em que k é uma forma volume

e, portanto, ξt preserva volume. Ainda nesse contexto, buscaremos uma fórmula para a soma

dos expoentes de Lyapunov e analisaremos possibilidades para termos uma recorrência para

fluxo φt numa variedade compacta.

Por fim, faremos um teorema sobre cascata de decomposições para φt, i.e.,

φt = ξ1
t ◦ ξ2

t ◦ . . . ◦ ξn
t ◦ ψt

onde cada seqüência ξ1
t ◦ ξ2

t ◦ . . . ◦ ξk
t , 1 ≤ k ≤ n − 1, pertence a um determinado grupo de

30
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difeomorfismos que preservam um determinado k e ξ1
t ◦ ξ2

t ◦ . . . ◦ ξn
t é uma transformação afim.

2.1 Introdução

Considere a seguinte EDE de Stratonovich numa variedade riemanniana Md, compacta e

conexa:

dxt =
k∑

i=0

Xi(xt) ◦ dW i
t (2.1.1)

onde cada Xi é um campo C∞ em M , (W 0
t ) = t e Wt = (W 1

t , · · ·W k
t ) é um movimento

browniano k-dimensional definido num espaço de probabilidade (Ω,F, P). O fluxo estocástico

associado à EDE (2.1.1) é um processo estocástico φt no grupo de Diff(M) (difeomorfismos de

M) tal que, para quase todo ω ∈ Ω, a aplicação (φt =) φt(ω)(·) : M → M é um difeomorfismo

de M , com φ0 = idM (aplicação identidade em M), e que ∀x ∈ M , xt = φt(x) é uma solução

de (2.1.1) (ver e.g. Seção 1.2).

Um difeomorfismo φ : M → M induz, de maneira natural, um automorfismo φ̃ no fibrado

das bases GL(M); φ̃ leva a base ux = (X1, ..., Xn) para a base φ̃(u)φ(x) = (φ∗X1, ..., φ∗Xn).

Sendo assim, se φt é um fluxo estocástico da EDE (2.1.1), então seu processo derivado φ̃t(u)

satisfaz a seguinte EDE em GL(M):

dφ̃t(u) =
k∑

i=0

δXi(φ̃t(u)) ◦ dW i
t , (2.1.2)

onde δXi denota o levantamento natural do campo Xi (ver e.g. Elworthy [9]).

2.2 Teorema Principal

Suponhamos que a variedade riemanniana M admite uma G-estrutura P , onde G é um sub-

grupo de Gl(n, R). E denotemos por k o tensor em M gerado por P (para maiores detalhes
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veja seção 1.5). Seja π0 : P → M a restrição da projeção π : GL(M) → M . Fixemos u0 ∈ P ,

onde π0(u0) = x0.

Gostaŕıamos de relembrar que um fluxo ϕt é um automorfismo de P se, e somente se,

preserva o tensor kx, para cada x ∈ M fixado. E se ϕt é um automorfismo e u0 ∈ P então

ϕ̃t(u0) ∈ P . E portanto, δX(u0) ∈ Tu0
P e a aplicação linear

γ : g(M) → Tu0
P

X 0→ δX(u0) (2.2.3)

está bem definida, onde g(M) = {X ∈ a(M) : LXk = 0} é uma sub-álgebra de Lie dos

infinitesimais afins a(M). Além disso, γ é injetiva pois é restrição da aplicação linear e injetiva

a(M) → Tu0
GL(M), X 0→ δX(u0).

Cada campo X ∈ g(M) gera um grupo a 1-parâmetro ϕt = exp(tX) de transformações

de M . Como a dimensão de g(M) é finita, o grupo destas transformações é um grupo de Lie

(ver e.g. [15, Th.3.1]) o qual denotaremos por G(M). Assim, se ξt ∈ G(M), então ξt é uma

transformação afim e ξ∗t k = k.

Consideremos as seguintes hipóteses:

H1) gl(n, R) = p ⊕ q, onde p e q são sub-álgebras de Lie de gl(n, R), de tal forma que:

Tu0
GL(M) ∼= Tu0

P ⊕ u0q ∼= H(Tu0
GL(M)) ⊕ u0p ⊕ u0q.

Sendo assim, se Y ∈ Tu0
GL(M), denotaremos por Yp sua componente em Tu0

P .

H2) [δ(ξt∗Xj)(u0)]p ∈ Im(γ), para toda transformação ξt ∈ G(M) e para os campos Xj,

j = 0, 1, ..., m da EDE (2.1.1). Im(γ) denota a imagem da aplicação γ.

Teorema 2.2.1 Sob as condições acima, o fluxo estocástico φt associado à EDE (2.1.1) tem

a decomposição da forma φt = ξt ◦ψt, onde ξt é um processo de difusão em G(M), ψt(x0) = x0
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e ψ̃t(u0) = u0 · qt, onde qt é um processo estocástico no subgrupo de Lie exp(q) ⊂ Gl(n, R).

Se existir uma decomposição única para o grupo Gl(n, R) = (exp(p)) · (exp(q)), então esta

decomposição para φt é única.

Demonstração:

Para ξ ∈ G(M) e para Y na sua álgebra de Lie, sejam ξY e Y ξ os vetores tangentes

em TξG(M) obtidos por translações à esquerda e à direita, respectivamente, de Y . Assim,

ξ 0→ ξY (Y ξ) pode ser considerado um campo invariante à esquerda (direita) em G(M). Como

o grupo de difeomorfismos G(M) age em M , o campo ξY no grupo das transformações G(M)

induz um campo em M , o qual denotaremos por Y .

Seja ξt a solução da seguinte EDE em G(M) com ξ0 = idM :

dξt =
k∑

j=0

ξt[ξ
−1
t∗ (Xj)]

s ◦ dW j
t , (2.2.4)

onde [ξ−1
t∗ (Xj)]

s é o único campo em g(M) tal que δ[ξ−1
t∗ (Xj)]

s(u0) = [δ(ξ−1
t∗ (Xj))(u0)]p. Sendo

assim, seus campos horizontais coincidem e portanto, [ξ−1
t∗ (Xj)]

s(x0) = (ξ−1
t∗ (Xj))(x0).

Como os campos envolvidos na equação acima só dependem de ξt, vemos que ξt é um

processo de difusão em G(M). Além disso, uma vez que ξ−1
t ξt = idM , temos que (◦dξ−1

t )ξt +

ξ−1
t (◦dξt) = 0 e portanto,

dξ−1
t = −

k∑

j=0

[ξ−1
t∗ (Xj)]

sξ−1
t ◦ dW j

t . (2.2.5)

Por sua vez, como esta equação possui campos invariantes à direita, ela gera a seguinte

EDE na variedade M :

d(ξ−1
t (x)) = −

k∑

j=0

[ξ−1
t∗ (Xj)]

s(ξ−1
t (x)) ◦ dW j

t . (2.2.6)

Sejam xt = φt(x) e yt = ξ−1
t (xt). Usando uma versão da fórmula de Itô generalizada (Seção

1.1), temos que

dyt = (◦dξ−1
t )(xt) + ξ−1

t∗ (◦dxt).
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E, portanto, pelas equações (2.1.1) e (2.2.6):

dyt =
k∑

j=0

ξ−1
t∗ (Xj(xt)) ◦ dW j

t −
k∑

j=0

[ξ−1
t∗ (Xj)]

s(ξ−1
t (xt)) ◦ dW j

t .

Como ξ−1
t∗ (Xj(φt(x))) = (ξ−1

t∗ Xj)(ξ
−1
t (φt(x)))), podemos escrever ainda

dyt =
k∑

j=0

{(ξ−1
t∗ Xj) − [ξ−1

t∗ (Xj)]
s}(yt) ◦ dW j

t . (2.2.7)

Os campos {(ξ−1
t∗ Xj) − [ξ−1

t∗ (Xj)]
s} da EDE acima são aleatórios e dependentes do tempo t,

cujo levantamento natural δ{(ξ−1
t∗ Xj) − [ξ−1

t∗ (Xj)]
s} ainda está bem definido se fixarmos t e ω.

Notemos ainda que, como {(ξ−1
t∗ Xj)− [ξ−1

t∗ (Xj)]
s}(x0) = 0, se y0 = x0, então yt = x0, para todo

t > 0.

Seja ψt = ξ−1
t ◦ φt. Temos então que ψt é um processo no grupo dos difeomorfismos de M ,

yt = ψt(y) é solução da EDE (2.2.7) e seu processo derivado ψ̃t(u0) satisfaz a seguinte EDE

em GL(M):

dψ̃t(u0) =
k∑

j=0

δ{(ξ−1
t∗ Xj) − [ξ−1

t∗ (Xj)]
s}(ψ̃t(u0)) ◦ dW j

t . (2.2.8)

Como ψt(x0) = x0, para todo t > 0 (pois ψ0(x0) = x0), temos um automorfismo ψt∗(x0) :

Tx0
M → Tx0

M e portanto, podemos escrever ψ̃t(u0) = ψt∗(x0)(u0) = u0gt para algum processo

gt, a prinćıpio, no grupo Gl(n, R). Mas por hipótese, para cada j, existe uma única matriz

Aj ∈ q tal que

δ{(ξ−1
t∗ Xj) − [ξ−1

t∗ (Xj)]
s}(u0) = u0Aj.

Portanto, da EDE (2.2.8), obtemos que o processo gt é solução da equação

d(gt) =
k∑

j=0

Aj(gt) ◦ dW j
t (2.2.9)

e portanto, gt é um processo em exp(q), onde g0 = Id.
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Quanto à unicidade, vamos supor que existam duas fatorações para φt, i.e., φt = ξt ◦ ψt =

ξ′t ◦ψ′
t. Na base u0, temos que ψ̃t(u0) = u0qt e ψ̃′

t(u0) = u0q
′
t, com qt, q

′
t ∈ exp(q). Assim temos

que

φ̃t(u0) = ξ̃t(u0qt) = ξ̃′t(u0q
′
t).

Como ξ̃t(u0) e ξ̃′t(u0) estão na mesma fibra que φ̃t(u0), temos que ξ̃t(u0) = v0pt = v0p
′
t = ξ̃′t(u0),

com pt, p
′
t ∈ exp(p) e v0 uma base na fibra de φ̃t(u0). Logo temos que v0(ptqt) = v0(p

′
tq

′
t).

Portanto, se temos uma fatoração única de Gl(n, R) = (exp(p)) · (exp(q)), então pt = p′t e

qt = q′t.

!

2.2.1 Isometrias

O Teorema 2.2.1 é uma generalização de um dos teoremas principais de decomposição do

fluxo estocástico que se encontra no artigo do Liao [17]. Em sua decomposição, toma-se a

G-estrutura como sendo o fibrado das bases ortonormais. Sua decomposição baseia-se na

decomposição vetorial de gl(n, R), com matrizes anti-simétricas e triangulares superiores para

a hipótese H1 do Teorema 2.2.1. Na mesma descrição do Teorema 2.2.1, ξt é um processo de

difusão no grupo das transformações de M que são isometrias e ψ̃t(u0) = u0gt, com gt um

processo estocástico no grupo das matrizes tringulares superiores. Neste caso a decomposição

é única pois, cada g ∈ Gl(n, R) se escreve de maneira única como g = ks com k no grupo das

matrizes ortonormais e s no grupo das matrizes triangulares superiores.

Esta decomposição com uma componente no grupo das isometrias possibilitou o desen-

volvimento de outros trabalhos como, por exemplo, o estudo assintótico angular de fluxos

estocásticos realizado por Ruffino [23], o qual também destacou a existência da fatoração

φt = ∆t ◦ θt, com ∆t sendo uma difusão no grupo das transformações afins e θ̃t(u0) = u0, ou
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seja, θt∗ = IdTx0
M . Por sua vez, tal observação motivou a seguinte decomposição:

φt = ξt ◦ ψt ◦ θt,

onde ξt é uma isometria e (ξt ◦ ψt) é uma difusão no grupo das transformações afins. No final

deste caṕıtulo temos um teorema, ao qual nos referimos como cascata de decomposição de

fluxo, que generaliza esta fatoração φt = ξt ◦ ψt ◦ θt.

No caso espećıfico da fatoração φt = ξt ◦ ψt, com ξt no grupo das isometrias, existe um

teorema dado por Ruffino [23] que substitui a condição dada nos campos de vetores, que

corresponde à hipotese H2 do Teorema 2.2.1, por uma condição geométrica na variedade:

• se a variedade M é simplesmente conexa e com curvatura constante, então, para toda

base ortonormal u0, o fluxo estocástico φt possui a decomposição φt = ξt ◦ ψt, com

ψ̃t(u0) = u0qt, onde qt é um processo no grupo das matrizes triangulares superiores.

Reciprocamente, se todo fluxo φt em M tem esta decomposição, então M tem curvatura

constante.

O Teorema 2.2.1, além de generalizar o teorema do Liao, também serve para produzir outras

aplicações por meio da fatoração do fluxo, como veremos em seguida.

2.3 Outras Aplicações

O interesse por fluxos que preservam volume surgiu naturalmente em diversos problemas de

sistema dinâmico e até mesmo em outras áreas como na f́ısica, finanças, etc. Isso nos motivou

a explorar uma decomposição do fluxo estocástico como a de Liao [17], porém com uma com-

ponente que preservasse volume. Alguns aspectos desta teoria, que encontrar-se-ão ao longo

desta seção, tiveram papel fundamental para a motivação e demonstração do Teorema 2.2.1
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que generaliza a decomposição de Liao. Num primeiro momento iremos trabalhar com o espaço

euclidiano Rn, pois esse dará consistência para a fatoração do fluxo numa variedade M que

admite uma Sl(n)-estrutura.

2.3.1 G-estrutura Flat

Tomaremos neste caso o tensor k do Teorema 2.2.1 como sendo a forma volume µ em Rn e

P = Rn ×Sl(n) uma Sl(n)-estrutura em Rn correspondente a µ. Logo TuP = TuRn × sl(n, R),

o que nos propõe a tomar uma álgebra de Lie dos campos em Rn compat́ıvel com este fato.

Seja então S a álgebra de Lie gerada pelos campos lineares em Rn,

{Y1, ..., Yn, Yn+1, ..., Yn2+n−1},

com Yj, j = 1, ..., n sendo o campo constante −→ej = ∂
∂xj

e para j = n + 1, ..., n2 + n − 1,

tomemos Yj(x) = Aj(x), onde Aj são matrizes de traço nulo. Assim temos que divYj = 0 para

j = 1, ..., n, ..., n2 + n − 1.

Para u ∈ P , a aplicação

γs : S → TuP

Y 0→ δY (u) (2.3.10)

está bem definida pois, sendo ϕt o fluxo associado ao campo Y ∈ S, temos que ϕt é um

automorfismo de P , isto é, ϕ̃t(P ) ⊆ P . Além disso, γs é uma aplicação linear. De fato,

como δY (u) se decompõe de maneira única numa parte horizontal e outra vertical, δY (u) =

H(Y )(u)+∇(Y )(u) e os levantamentos horizontais e verticais são lineares, segue que γs é linear.

Como os campos de S são infinitesimais afins em Rn, temos que a aplicação γs é injetiva. Note

que estamos restringindo os campos infinitesimais afins cujo divergente se anula, ou se preferir,

sua derivada de Lie com relação a µ se anula. Portanto, S está substituindo a álgebra de Lie

g(M) do Teorema 2.2.1.
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Também temos que as combinações lineares dos campos

{δY1(u), ..., δYn(u), δYn+1(u), ..., δYn2+n−1(u)}

geram TuP . Ainda mais, {δY1(u), ..., δYn(u)} gera a parte horizontal (dimHTuP = n) e

{δYn+1(u), ..., δYn2+n−1(u)} a parte vertical de TuP (dimV TuP = n2 − 1). Assim, temos que

γs é, na verdade, bijetiva.

Para u ∈ P , temos os isomorfismos

TuGL(Rn) ∼= TuP ⊕ R (∼= TuRn ⊕ sl(n, R) ⊕ R).

Ou ainda, nas mesmas notações do Teorema 2.2.1,

TuP = {H(X)(u) : X ∈ TxM} ⊕ {uA : A ∈ sl(n, R)}.

Como no caso geral, precisamos decompor gl(n, R) em sub-álgebras de Lie p e q. Tomemos

então q = D como sendo a seguinte sub-álgebra de Lie unidimensional:

D = {a · Id : a ∈ R}

e sua álgebra de Lie complementar p = sl(n, R), a álgebra de Lie das matrizes de traço nulo.

Como a projeção linear

π : gl(n, R) → sl(n, R)

A 0→ A − trA

n
Id (2.3.11)

é sobrejetora, temos que A ∈ gl(n, R) se decompõe unicamente da forma

A = (A − trA

n
Id) +

trA

n
Id = Asl(n,R) + AD

onde sl(n, R) e D são álgebras de Lie de dimensões n2 − 1 e 1, respectivamente.
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Esta decomposição na álgebra de Lie induz a seguinte decomposição no grupo de Lie

Gl(n, R):

eA = B · n
√

det(eA) · Id

onde det B = 1, uma vez que etrA = det(eA).

Seja D o subgrupo de Lie associado à álgebra de Lie D. Claramente temos que D ∼= R.

Ou ainda,

D = {ea · Id : a ∈ R}.

Tomemos S(M) = exp(S) como sendo o grupo de Lie dado pelos automorfismos ξ : Rn →
Rn tal que ξ∗µ = µ. Fixemos x0 ∈ M e u0 ∈ P com π0(u0) = x0. Então, supondo que (2.1.1)

é uma EDE em Rn, temos o seguinte teorema de decomposição do fluxo estocástico φt.

Corolário 2.3.1 O fluxo estocástico φt tem uma decomposição única φt = ξt ◦ ψt, onde ξt

é um processo de difusão no grupo de difeomorfismos de Rn que preserva a forma volume µ,

ψt(x0) = x0 e ψt∗(u0) = u0gt, para algum processo estocástico gt em D.

Como ilustração deste corolário veja a figura 2.1.

Demonstração: A demonstração segue facilmente do caso geral. Devemos apenas ressaltar

algumas alterações que ocorrem para este caso particular.

Como a aplicação γs é bijetiva, a hipótese H2 do Teorema 2.2.1 é naturalmente satisfeita.

Além disso, a decomposição do campo levantado pode ser escrita como

δX(u0) = H(X)(u0) + u0[X̃(u0)] = H(X)(u0) + u0[X̃(u0)]sl(n,R) + u0[X̃(u0)]D . (2.3.12)

E como u0 ∈ P , segue que

[δX(u0)]p = H(X)(u0) + u0[X̃(u0)]sl(n,R) . (2.3.13)

Sendo assim,

δ{(ξ−1
t∗ Xj) − [ξ−1

t∗ (Xj)]
s}(u0) = u0[X̃(u0)]D.
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mesma area

x0

p

φt = ξt ◦ ψt

ψt

ξt

φt(p, ω)

ψt

ξt

ψt(x0) = x0

ψt

ψt

Figura 2.1: φt = ξt ◦ ψt com ξt preservando área.
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Ou seja, para cada j, existe uma única matriz Aj ∈ D tal que

δ{(ξ−1
t∗ Xj) − [ξ−1

t∗ (Xj)]
s}(u0) = u0Aj.

E assim temos a seguinte EDE para o processo gt:

d(gt) =
k∑

j=0

Aj(gt) ◦ dW j
t . (2.3.14)

Portanto gt é um processo em D, onde g0 = Id.

A unicidade segue do Teorema 2.2.1. !

Como já dissemos na Subseção 2.2.1, a decomposição do fluxo estocástico numa componente

que é isometria em Liao [17] é um caso particular do nosso Teorema 2.2.1. De maneira análoga

ao que foi feito para uma componente que preserva volume, também podemos fazer uma

“versão flat”para a decomposição de Liao. Neste caso tomaŕıamos k como sendo a métrica em

Rn e P = Rn × O(n) como sendo a O(n)-estrutura em Rn. Sendo assim, convenientemente

tomaŕıamos a álgebra de Lie O gerada pelos campos em Rn,

{Y1, ..., Yn, Yn+1, ..., Yn+n2
−n
2

},

com Yj, j = 1, ..., n sendo o campo constante −→ej = ∂
∂xj

e para j = n + 1, ..., n + n2−n
2

, Yj(x) =

Aj(x), com Aj sendo matrizes anti-simétricas. Desta forma, para u ∈ P , a aplicação linear

γo : O → TuP

Y 0→ δY (u) (2.3.15)

seria bijetiva e, portanto, a hipótese H2 seria satisfeita.
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2.3.2 Exemplo: Fluxo Norte-Sul

Vamos dar agora um exemplo para a decomposição φt = ξt ◦ ψt, onde ξt é uma isometria.

Seja S2−{N} parametrizada pela projeção estereográfica π : R2 → S2, onde R2 intercepta a

esfera S2 no equador. O fluxo norte-sul ϕt é dado pela projeção em S2 da contração exponencial

linear em R2, i.e., ϕt(p) = π ◦ e−tπ−1(p). Ele está associado ao campo de vetores X(x) =

πx(−e3), onde πx é a projeção ortogonal no espaço tangente TxS
2. Para um ponto (x, y, z) ∈ S2,

podemos verificar que o fluxo é dado por

ϕt(x, y, z) =
1

cosh(t) − z sinh(t)
(x, y, z cosh(t) − sinh(t)) .

Note que os pontos N = (0, 0, 1) e S = (0, 0,−1) são pontos fixos para ϕt.

Sejam x0 = e1 e u0 = (e2, e3). Para estas condições iniciais temos a decomposição: ϕt =

ξt ◦ ψt onde

ξt =




sech(t) 0 tanh(t)

0 1 0

− tanh(t) 0 sech(t)


 .

Além disso, usando as fórmulas sinh(2t) = 2 sinh(t) cosh(t) e cosh(2t) = 2 cosh2(t) − 1, temos

Ψt =

(
2x − 2

cosh(2t) − z sinh(2t) + 1
+ 1,

y

cosh(t) − z sinh(t)
,
2(z cosh(t) + (x − 1) sinh(t))

cosh(2t) − z sinh(2t) + 1

)
.

Portanto, o processo derivado ψt∗ no ponto (1, 0, 0) é

(ψt∗)(1,0,0) =




sech2(t) 0 0

0 sech(t) 0

tanh(t) 0 sech(t)


 .

Logo

(ψt∗)(1,0,0) (u0) = u0qt,
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onde qt é a matriz triangular superior

qt =


 sech(t) 0

0 sech(t)


 .

2.3.3 Comentário sobre a geometria da variedade

Como pudemos perceber anteriormente, ao tomar uma G-estrutura P = Rn ×G, por constru-

ção, sempre é posśıvel satisfazer a hipótese H2 do Teorema 2.2.1.

Uma outra alternativa para a hipótese H2 ser automaticamente satisfeita para uma G-

estrutura P em geral, é procurar uma condição geométrica para a variedade M de tal maneira

que a aplicação

γ : g(M) → Tu0
P

X 0→ δX(u0) (2.3.16)

seja sobrejetiva, onde a sub-álgebra de Lie g(M) é dada por: g(M) = {X ∈ a(M) : LXk = 0}.
Por exemplo, quando M tem curvatura constante e k é a métrica, segue que a aplicação γ

é bijetiva e a substituição da hipótese H2 por uma condição geométrica já foi explorada em

Ruffino [23]. Do mesmo modo, uma linha de pesquisa que ainda não conseguimos concluir, é

para quais tensores k, temos uma bijeção para a aplicação 2.3.16 sob uma determinada hipótese

geométrica na variedade M .

2.3.4 Sl(n, R)-estrutura na variedade M

Numa variedade M que admite uma Sl(n, R)-estrutura P , e portanto uma correspondente

forma volume µ, a mesma técnica explorada na Seção 2.3.1 pode ser incorporada para obtermos

a decomposição do fluxo estocástico com uma componente invariante à tal forma volume. Sendo
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assim, tomemos a seguinte álgebra de Lie:

s(M) = {X ∈ a(M) : LXµ = 0},

onde a(M) são os campos infinitesimais afins. Notemos que as inclusões i(M) ! s(M) ! a(M),

onde i(M) são os campos de Killing, nos garantem que s(M) é uma álgebra de Lie que contém

os campos de Killing, mas não é o próprio i(M), o qual já foi analisado anteriormente.

Dando seqüência a nossa técnica, novamente temos que, para u ∈ P , a aplicação linear

γs : s(M) → TuP

X 0→ δX(u) (2.3.17)

é injetiva. E, analogamente ao caso flat, δX(u) = H(δX(u)) + up + uq, onde gl(n, R) = p ⊕ q

e para A ∈ gl(n, R), temos a decomposição A = (A − trA
n

Id) + trA
n

Id = Asl(n,R) + AD. Vendo

de uma maneira mais geométrica, esta decomposição é obtida do fato de que a parte vertical

do levantamento natural δX possui a seguinte decomposição:

∇(X) = (∇(X) − divX

n
Id) +

divX

n
Id,

sendo que divX = tr∇(X). Tendo isso, a decomposição do fluxo segue diretamente do caso

geral. Ou melhor, tem as mesmas propriedades discutidas no Corolário 2.3.1.

2.3.5 Teoremas de Recorrência

Vamos dar agora alguns corolários do Teorema 2.2.1 sobre recorrência para um fluxo estocástico

iniciado num determinado ponto de uma variedade compacta.

Corolário 2.3.2 Dado um ponto x0 de uma variedade compacta M , suponha que existe a

decomposição do fluxo estocástico φt = ξt ◦ ψt, com ξt sendo uma isometria e ψt(x0) = x0

(como no Teorema 2.2.1). Então, dados ǫ > 0 e δ > 0, existe tempo de parada T ≥ δ > 0, tal

que a distância d(φT (x0), x0) < ǫ.
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Demonstração: Seja U aberto centrado em x0 tal que a distância d(x0, y) < ǫ
3
, para todo

y ∈ U . Como M é uma variedade compacta e ξt é uma isometria (portanto preserva volume),

segue que existe tempo de parada T ≥ δ > 0 tal que ξT (U)∩U 4= ∅. Logo ξT (x0) ∈ ξT (U)∩U

e portanto, como ψt(x0) = x0 para todo t ≥ 0,

d(φT (x0), x0) = d(ξT (x0), x0) < ǫ.

!

Corolário 2.3.3 (“Recorrência de Poincaré”) Dado δ > 0 e a decomposição φt = ξt ◦ ψt

onde ξt preserva volume, então para todo aberto U de M , existe t ≥ δ > 0 tal que o conjunto

W = {x ∈ U : ξt(ω, x) ∈ U}

tem volume igual a U .

Demonstração: Aplicação direta do Teorema de Poincaré. !

Observação 2.3.4 Se φt = ξt ◦ψt ∀t ≥ 0, então o ξt(ω, x) ∈ U numa infinidade de intervalos

de tempo, como no caso do Teorema de Poincaré.

Corolário 2.3.5 Dado δ > 0 e a decomposição φt = ξt ◦ ψt onde ξt preserva volume, então

para todo aberto U de M , existe t ≥ δ > 0 tal que o volume de ψt(V ) é igual ao volume de U ,

onde

V = {x ∈ ψ−1
t (U) : φt(ω, x) ∈ U}.

Demonstração: Aplicação direta do Teorema de Poincaré. !
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2.4 Soma dos Expoentes de Lyapunov

Nesta seção vamos tomar novamente o caso particular do Teorema 2.2.1, onde a decomposição

φt = ξt ◦ ψt possui a componente ξt sendo uma difusão que preserva volume. Vamos assumir

que xt = φt(x) tem uma medida ergódica ρ. Isto ocorre se assumirmos que a álgebra de Lie

gerada pelos campos X0, ..., Xm da EDE, geram TxM , para qualquer x ∈ M (ver e.g. Liao

[17]).

Aplicando o Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledec para fluxos estocásticos (ver e.g.

Arnold [3]), podemos mostrar que, para ρ × P-quase todo (x, ω),

lim
t→∞

[φt∗(x)⋆ φt∗(x)]1/2t → Λ(x, ω),

onde φt∗(x)⋆ : Tφt(x)M → TxM é o operador adjunto de φt∗(x) : TxM → Tφt(x)M definido em

relação à métrica g e Λ(x, ω) é um operador auto-adjunto em TxM com autovalores

eλ1 ≥ eλ2 ≥ ... ≥ eλd

independente de (x, ω). Os números λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λd são chamados de expoentes de

Lyapunov.

Denotemos por λΣ a soma dos expoentes de Lyapunov. Do Teorema Ergódico Multiplicativo

e suas extensões temos que

λΣ = lim
t→∞

1

t
log | det φt∗(ω)|

para ρ × P-quase todo (x, ω), onde o determinante é definido em relação à métrica g (ver e.g.

Carverhill, Chappel and Elworthy [8]). Portanto, λΣ tem uma interpretação geométrica como

a taxa exponencial no qual o fluxo varia seu volume (ou área se a dimM = 2).

Usando a fatoração φt = ξt ◦ ψt, temos então que

λΣ = lim
t→∞

1

t
log | det φt∗(x)(ω)| = lim

t→∞

1

t
log | det ψt∗(x)(ω)|
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para ρ × P-quase todo (x, ω). No caso particular da decomposição do Corolário 2.3.1, como

ψt∗(x0) é uma transformação linear tal que ψt∗(x0)(u0) = u0gt, temos que

λΣ = lim
t→∞

1

t
log | det gt|.

Ou seja, a soma dos expoentes de Lyapunov do fluxo φt é dada pela matriz estocástica gt.

Relembremos que gt é solução da EDE

dgt =
k∑

j=0

Aj(gt) ◦ dW j
t , (2.4.18)

onde Aj ∈ D (ver demonstração do Corolário 2.3.1) é a única matriz tal que δ{(ξ−1
t∗ Xj) −

[ξ−1
t∗ (Xj)]

s}(u0) = u0Aj. Pela Fórmula de Itô temos que

log | det gt| =

∫ t

0

k∑

j=0

(divAj)(gs) ◦ dW j
s

(ver e.g. Arnold [3]). Nosso interesse agora é tomar o limite 1/t, com t → ∞, na EDE acima.

Porém, em sua correspondente EDE de Itô pois este limite num martingale é nulo. Sendo

assim, utilizando a fórmula de conversão de Stratonovich para Itô, tem-se

log | det gt| =

∫ t

0

[divA0(gs) +
1

2

k∑

j=1

(Aj(divAj))(gs)]ds +

∫ t

0

k∑

j=1

divAj(gs)dW j
s

︸ ︷︷ ︸
martingale

. (2.4.19)

Finalmente, por um Teorema Ergódico para difusões (argumento de Furstenberg-Khasminskii),

temos que

λΣ =

∫

M

divA0(x)ρ(dx) +
1

2

∫

M

k∑

j=1

(Aj(divAj))(x)ρ(dx). (2.4.20)

O interessante desta fórmula é que podemos obter a soma dos expoentes de Lyapunov, sem a

parte difusa da equação estocástica. Mais ainda, sua soma pode ser expressa apenas em função

dos campos Aj’s. Esta fórmula já foi obtida em outro contexto por Baxendale, como foi citado

em [8].
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2.5 Cascata de decomposição do fluxo

Um corolário do Teorema 2.2.1 que ainda não comentamos, é tomar a sub-álgebra de Lie g(M)

como sendo a própria álgebra de Lie dos infinitesimais afins a(M). Sua decomposição consiste

basicamente na fatoração φt = ξt ◦ ψt, com ξt sendo uma difusão no grupo das transformações

afins, e o resto ψt com as propriedades: ψt(x0) = x0 e ψt∗ = IdTx0
M , ∀t ≥ 0. Esta decomposição

é única e já foi trabalhada em Ruffino [23]. Utilizando este resultado e repetidamente o Teorema

2.2.1, obtemos uma cascata de decomposições do fluxo, como veremos no teorema 2.5.1.

Suponha que temos as seguintes condições:

C1) Uma cadeia de sub-álgebras de Lie

g1(M) ⊂ ... ⊂ gn−1(M) ⊂ gn(M) = a(M)

onde gj(M) = {X ∈ a(M) : LXkj = 0}, j = 1, .., n, para algum tensor kj. E portanto

temos uma cadeia de grupos de transformações de M , correspondente à cadeia das sub-

álgebras de Lie, i.e.,

G1(M) ⊂ ... ⊂ Gn−1(M) ⊂ Gn(M);

C2) Seja P j uma G-estrutura associada aos tensores kj, com P 1 ⊂ ... ⊂ P n−1 ⊂ P n = GL(M),

e que ainda,

Tu0
GL(M) ∼= Tu0

P n−1 ⊕ u0q
n−1,

Tu0
GL(M) ∼= Tu0

P n−2 ⊕ u0q
n−2,

...

Tu0
GL(M) ∼= Tu0

P 1 ⊕ u0q
1,

com qn−1 ⊂ qn−2 ⊂ ... ⊂ q1 ⊂ gl(n, R).
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Teorema 2.5.1 Com as condições acima, temos a seguinte fatoração do fluxo estocástico:

φt = ξ1
t ◦ ... ◦ ξn−1

t ◦ ξn
t ◦ ψt,

onde (ξ1
t ◦ ... ◦ ξn

t ) ∈ Gn(M) é uma transformação afim, ψt(x0) = x0 e ψt∗ = IdTx0
M , ∀t ≥ 0.

Cada componente (ξ1
t ◦ ξ2

t ◦ ... ◦ ξk
t ) ∈ Gk(M), 1 ≤ k ≤ n − 1, (ξk+1

t ◦ ... ◦ ξn
t ◦ ψt)(x0) = x0 e

(ξk+1
t ◦ ... ◦ ξn

t ◦ ψt)∗(u0) = u0qt com qt sendo um processo em qk ⊂ gl(n, R).

Demonstração: A primeira decomposição a ser feita é φt = ξt ◦ ψt, com ξt sendo uma

difusão no grupo das transformações afins e o resto ψt tendo as propriedades que ψt(x0) = x0

e ψt∗ = IdTx0
M , ∀t ≥ 0. Usando o Teorema 2.2.1 para o fluxo afim ξt, temos que ξt = ξ1

t ◦ ∆1
t ,

com ξ1
t ∈ G1(M), ∆1

t (x0) = x0 e ∆1
t∗u0 = u0qt, onde qt ∈ q1. Mais ainda, como ψt∗ = IdTx0

M

temos que (∆1
t ◦ ψt)∗u0 = u0qt.

Novamente pelo Teorema 2.2.1, ξt = (ξ1
t ◦ ξ2

t ) ◦∆2
t com (ξ1

t ◦ ξ2
t ) ∈ G2(M), (∆2

t ◦ψt)x0 = x0

e (∆2
t ◦ψt)∗u0 = u0qt, onde agora qt ∈ q2. Fazendo isso sucessivamente, no (n−1)-ésimo passo,

obteremos ξt = (ξ1
t ◦ξ2

t ◦ ...◦ξn−1
t )◦∆n−1

t com (ξ1
t ◦ξ2

t ◦ ...◦ξn−1
t ) ∈ Gn−1(M), (∆n−1

t ◦ψt)x0 = x0

e (∆n−1
t ◦ ψt)∗u0 = u0qt, onde qt ∈ qn−1.

Finalmente, tomando mais um passo com o Teorema 2.2.1, ξt = (ξ1
t ◦ ξ2

t ◦ ... ◦ ξn
t ) ◦∆n

t com

(ξ1
t ◦ ξ2

t ◦ ... ◦ ξn
t ) ∈ Gn(M). Pela unicidade da decomposição φt = ξt ◦ ψt, segue que ∆n

t = ψt,

e portanto

φt = ξ1
t ◦ ... ◦ ξn−1

t ◦ ξn
t ◦ ψt.

!



50

Exemplo:

Vamos supor agora, que a nossa variedade possui uma métrica g = gijdxi⊗dxj e que sua forma

volume é dada em função desta métrica, i.e.,

µg =
√

det(gij)dx1 ∧ ... ∧ dxn.

Portanto estamos supondo que a O(n, R)-estrutura P 1 está contida na Sl(n, R)-estrutura

P 2, i.e.,

P 1 ⊂ P 2 ⊂ GL(M).

Tomando q2 como sendo a sub-álgebra de Lie dada pelas matrizes diagonais da forma a · Id,

a ∈ R e q1 a sub-álgebra de Lie das matrizes triangulares, temos:

q2 ⊂ q1 ⊂ gl(n, R).

Pelo Teorema 2.5.1,

φt = ξ1
t ◦ ξ2

t ◦ ξ3
t ◦ ψt,

onde ξ1
t é uma difusão no grupo das isometrias, (ξ1

t ◦ ξ2
t ) preserva volume e (ξ1

t ◦ ξ2
t ◦ ξ3

t ) é

transformação afim. Além disso, ξ2
t (x0) = ξ3

t (x0) = ψt(x0) = x0, (ξ2
t ◦ ξ3

t ◦ ψt)∗u0 = u0qt com

qt ∈ q1 e (ξ3
t ◦ ψt)∗u0 = u0qt onde qt ∈ q2.



Caṕıtulo 3

Difusão em Variedade Simplética

Neste caṕıtulo assumiremos que (M, ω) é uma variedade diferenciável 2n-dimensional simplética,

paracompacta e conexa. A paracompacticidade da variedade é para garantir a existência de

uma métrica riemanniana e, portanto, a existência de uma estrutura quase-complexa J ω-

compat́ıvel (ver e.g. seção 1.6).

Tomaremos o fluxo estocástico φt como sendo o fluxo gerado pela seguinte EDE (em M)

dxt =
k∑

i=0

Xi(xt) ◦ dW i
t , (3.0.1)

e estaremos interessados em fatorações para φt, que possam ser obtidas por meio das pro-

priedades oferecidas pela estrutura simplética da variedade. Na EDE 3.0.1 assumiremos que

seus campos X ′
is são de classe Ck (com k suficientemente grande) e suas derivadas covariantes

são limitadas.

51



52

3.1 Difusão em curvas de ńıvel

Daremos nesta seção um teorema que permite decompor o fluxo estocástico como φt = ξt ◦ψt,

com a componente ξt sendo uma difusão que mora numa curva de ńıvel de uma determinada

função h : M → R, ou mais precisamente, ξt(x) ∈ h−1(x) q.s.. Este tipo de decomposição

pode vir a ser útil em problemas de outras áreas. Num problema f́ısico por exemplo, se h

for uma função temperatura, a difusão ξt(x) permanecerá numa determinada região onde a

temperatura é constante igual a h(x). Citaremos outras motivações no decorrer desta seção.

Teorema 3.1.1 Seja h ∈ C∞(M) uma submersão. Então podemos decompor o fluxo es-

tocástico como φt = ξt ◦ ψt, sendo ξt um processo de difusão tal que ξt(x) fica restrito à

subvariedade h−1(x) q.s.. Além disso, ψt(x) é um processo estocástico, transversal às curvas

de ńıvel de h e é gerado por ξ−1
t∗ (JXh).

Demonstração:

Tomemos uma estrutura quase-complexa ω-compat́ıvel J , a qual define a métrica associada

ḡ = ω(·, J ·) e seja ∇h o campo gradiente definido por ḡ(∇h, ·) = dh. Sendo Xh o campo

hamiltoniano associado à função h, temos que ∇h = JXh. Para maiores detalhes veja Seção

1.6.

Vamos definir o seguinte campo de vetores X̃ em função dos campos Xj da EDE e do

campo hamiltoniano Xh:

X̃j(x) = Xj(x) − ω(Xj(x), Xh(x))

ω(JXh(x), Xh(x))
JXh(x).

A expressão ω(Xj(x), Xh(x)) pode ser interpretada como a projeção ortogonal de Xj(x)

em ∇h com relação à métrica associada. Note que X̃ é um campo diferenciável e que por

construção X̃j(x) está no núcleo da aplicação dh(x) : TxM → R.
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Dado x ∈ M , seja ξt(x) solução da seguinte EDE em M :

dξt(x) =
k∑

j=0

X̃j(ξt(x)) ◦ dW j
t .

Como sabemos, dh(X̃j) = LX̃j
h = 0 e assim temos que h(ξt(·, x)) = h(x) q.s.(ver e.g. Bismut

[5]). Como ξ−1
t ◦ ξt = IdM , temos, por uma versão da fórmula de Itô generalizada, que

ξ−1
t∗ (dξt(x)) + dξ−1

t (ξt(x)) = 0. Logo, ξ−1
t (x) é solução da seguinte EDE

dξ−1
t (x) = −

k∑

j=0

ξ−1
t∗ X̃j(ξ

−1
t (x)) ◦ dW j

t .

Tomando ψt = ξ−1
t ◦ φt, obtemos novamente que dψt(x) = ξ−1

t∗ (◦dφt(x)) + ◦dξ−1
t (φt(x)) e

portanto,

dψt(x) =
k∑

j=0

ξ−1
t∗ {Xj − X̃j}(ψt(x)) ◦ dW j

t .

Ou ainda,

dψt(x) =
k∑

j=0

ξ−1
t∗ (λx

t (JXh))(ψt(x)) ◦ dW j
t ,

onde λx
t =

ω(Xj(ψt(x)),Xh(ψt(x)))

ω(JXh(ψt(x)),Xh(ψt(x)))
∈ R. !

Exemplo:

Vamos tomar M como sendo o espaço euclidiano R2, em coordenadas (x, y), com a forma

simplética ω0 = dx ∧ dy. Considere a hamiltoniana h(x, y) = 1
2
(x2 + y2) e seu campo hamil-

toniano associado dado por Xh(x, y) = (−y, x). Tomemos o fluxo estocástico φt gerado pela

EDE

dφt = e1dt + e2 ◦ dWt.
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A aplicação t 0→ φt(p, ·) “caminha”na direção de e1 = (1, 0) com rúıdo na direção de e2 = (0, 1),

para quase todo ω ∈ Ω. Seguindo a demonstração acima, seja ξt o fluxo estocástico gerado

pela EDE

d(xt, yt) = ẽ1(xt, yt)dt + ẽ2(xt, yt) ◦ dWt, (3.1.2)

onde os campos ẽ1 e ẽ2 são da forma:

ẽ1(x, y) = (1, 0) − x

x2 + y2
(x, y);

ẽ2(x, y) = (0, 1) − y

x2 + y2
(x, y);

se (x, y) 4= (0, 0) e ẽ1(0, 0) = ẽ2(0, 0) = (0, 0).

A equação 3.1.2 torna-se então equivalente a resolver as equações:

dxt =
y2

t

x2
t + y2

t

dt − ytxt

x2
t + y2

t

◦ dWt; (3.1.3)

dyt = − ytxt

x2
t + y2

t

dt +
x2

t

x2
t + y2

t

◦ dWt. (3.1.4)

Das equações 3.1.3 e 3.1.4 obtemos:

xt ◦ dxt =
xty

2
t

x2
t + y2

t

dt − ytx
2
t

x2
t + y2

t

◦ dWt; (3.1.5)

yt ◦ dyt = − y2
t xt

x2
t + y2

t

dt +
ytx

2
t

x2
t + y2

t

◦ dWt. (3.1.6)

E portanto xt ◦ dxt + yt ◦ dyt = 0. Por outro lado,

d(x2
t ) = 2xt ◦ dxt;

d(y2
t ) = 2yt ◦ dyt.

Ou seja, na forma integral temos que

x2
t + y2

t = x2
0 + y2

0 + 2 (

∫ t

0

xs ◦ dxs +

∫ t

0

ys ◦ dys)

︸ ︷︷ ︸
=0

.
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Logo, como era de se esperar, x2
t + y2

t permanece na curva de ńıvel da função h:

h(xt, yt) =
1

2
(x2

t + y2
t ) =

1

2
(x2

0 + y2
0).

3.1.1 Subvariedade Integral Maximal h-Simplética

Daremos agora uma abordagem mais geométrica para a decomposição que fizemos em termos

das curvas de ńıvel da função h no Teorema 3.1.1. Para isso, relembraremos brevemente

algumas definições sobre distribuição e variedades integrais maximais.

Uma distribuição S de dimensão r numa variedade M é uma escolha (para cada p ∈ M)

de um subespaço r-dimensional Sp de TpM . Dizemos que um campo de vetores X pertence a

S se X(p) ∈ Sp, para todo p ∈ M . A distribuição S é dita involutiva se [X, Y ] ∈ S quando

X, Y ∈ S. Uma subvariedade conexa N de M é chamada de variedade integral da distribuição

S se i∗(Tp(N)) = Sp, para todo p ∈ N , onde i : N →֒ M é um mergulho, e esta é maximal se S

não contém outra subvariedade integral que contém N . O teorema de Frobenius garante que

se S for involutiva, então, para todo ponto p ∈ M , há uma única integral maximal N(p) de S.

Dada uma submersão h ∈ C∞ numa variedade simplética, a escolha do subespaço

Sp = {Y ∈ TpM : ωp(Y,Xh(p)) = 0}

em termos do campo hamiltoniano Xh define uma subvariedade integral maximal em função

da energia h, a qual chamaremos de integral maximal h-simplética que passa por p ∈ M .

Como o campo de vetores X̃ definido em termos dos campos Xj da EDE 3.0.1 e do campo

hamiltoniano Xh, por:

X̃j(p) = Xj(p) − ω(Xj(p), Xh(p))

ω(JXh(p), Xh(p))
JXh(p),
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é tal que ωp(X̃j(p), Xh(p)) = 0, para todo p ∈ M , podemos reescrever o Teorema 3.1.1 da

seguinte maneira:

Teorema 3.1.2 Seja (M,ω) uma variedade simplética e h ∈ C∞ uma submersão. Então

podemos decompor o fluxo estocástico φt gerado pela EDE 3.0.1 como φt = ξt ◦ ψt, sendo ξt(x)

um processo de difusão restrito à integral maximal h-simplética que passa por x ∈ M . Além

disso, ψt(x) é um processo estocástico transversal às integrais maximais gerado por ξ−1
t∗ (JXh).

3.2 Trajetórias Hamiltonianas.

Nesta seção temos como resultado principal a fatoração do fluxo estocástico φt = ξt ◦ ψt, de

tal forma que o movimento ξt(ω, x) fique restrito sobre uma trajetória hamiltoniana dada por

um campo hamiltoniano, para quase todo ω ∈ Ω.

Antes de enunciarmos o teorema precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.2.1 Sejam f ∈ C∞(R) e X um campo de vetores C∞. Considere as seguintes

equações:

(1)





ẋ = X(x(t)),

x(0) = x0.

(2)





ẏ = f(t)X(y(t)),

y(0) = x0.

Então as soluções de (1) e (2) têm a mesma trajetória.

Demonstração: Devemos mostrar que se γ1 é solução de (1) e γ2 é solução de (2) então

γ2(t) = γ1(g(t)) para alguma função g.

De fato, derivando os dois lados de γ2(t) = γ1(g(t)) temos:

γ̇2(t) = γ̇1(g(t))ġ(t). (3.2.7)
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Por outro lado, γ̇2(t) = f(t)X(γ2(t)) e γ̇1(g(t))ġ(t) = X(γ1(g(t)))ġ(t). E portanto

f(t)X(γ2(t)) = X(γ1(g(t)))ġ(t).

Como, por hipótese, γ2(t) = γ1(g(t)), temos que ġ(t) = f(t) e portanto,

g(t) =

∫ t

0

f(s)ds.

!

Equivalentemente, se as equações acima fossem de Stratonovich, i.e., dxt = X(xt) ◦ dWt e

dyt = f(t)X(yt) ◦ dWt, suas soluções também teriam a mesma trajetória.

Teorema 3.2.2 Seja h uma submersão e Xh seu campo hamiltoniano. Então existe a decom-

posição φt = ξt ◦ψt com o suporte da difusão ξt morando em trajetórias hamiltonianas geradas

pelo campo Xh. Além disso, ψt possui trajetórias transversais às trajetórias hamiltonianas.

Demonstração: Para cada Xj da EDE 3.0.1, tomaremos o campo X̃j, por meio da projeção

ortogonal de Xj em Xh da seguinte maneira: para cada x ∈ M , seja X̃j(x) a projeção

X̃j(x) =
ω(Xj(x), JXh(x))

ω(Xh(x), JXh(x))
Xh(x).

Agora, de maneira análoga à demonstração do Teorema 3.1.2, tomaremos ξt como sendo a

solução da seguinte EDE em M :

dxt =
k∑

j=0

X̃j(xt) ◦ dW j
t .

Como X̃j(xt) = fj(t)Xh(xt) para alguma função fj ∈ C∞(R), pelo Lema 3.2.1, temos que ξt(x)

ficará restrito sob a trajetória hamiltoniana de Xh que passa pelo ponto x, com a diferença

que existirá um “rúıdo”unidimensional enquanto ξt(x) percorre tal trajetória. Utilizando uma
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versão da fórmula de Itô generalizada para ψt = ξ−1
t ◦ φt, como na demonstração do Teorema

3.1.2, obtemos:

dψt(x) =
k∑

j=0

ξ−1
t∗ (αt∇h)(ψt(x)) ◦ dW

j
t ,

onde αt ∈ R. !

Corolário 3.2.3 O fluxo estocástico possui a seguinte fatoração:

φt = ξ1
t ◦ ξ2

t ◦ ψt,

onde ξ1
t é uma difusão que fica restrita às trajetórias hamiltonianas geradas por Xh, (ξ1

t ◦ξ2
t )(x)

“mora”na curva de ńıvel h−1(x) e ψt possui trajetórias transversais às trajetórias hamiltoni-

anas.

Demonstração: Notando que dh(Xh) = 0, a demonstração segue diretamente do Teorema

3.1.1 e Teorema 3.2.2. !

Exemplo:

Vamos tomar a variedade M como sendo o espaço euclidiano R2, em coordenadas (x, y), com

a forma simplética ω0 = dx ∧ dy. Tomemos a estrutura quase-complexa dada por J0(
∂
∂x

) = ∂
∂y

e J0(
∂
∂y

) = − ∂
∂x

. Com relação à base ∂
∂x

, ∂
∂y

, podemos escrever

J0 =


 0 −1

1 0




e também temos a relação ω0(u, v) =< J0(u), v >.
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Consideremos a função hamiltoniana h(x, y) = x − y em R2. Portanto, seu campo hamil-

toniano é o campo constante Xh(p) = (−∂h
∂y

(p), ∂h
∂x

(p)) = (1, 1). Tomemos o fluxo estocástico

φt gerado pela EDE

dxt = e1dt + e2 ◦ dWt.

O fluxo φt tem a propriedade que t 0→ φt(p, ·) “caminha”na direção de e1 = (1, 0) com rúıdo

na direção de e2 = (0, 1), para quase todo ω ∈ Ω. Pelo teorema anterior ξt é o fluxo estocástico

gerado pela equação:

dx̃t = ẽ1dt + ẽ2 ◦ dWt,

onde ẽ1 = ẽ2 = (
√

2
2

,
√

2
2

) são campos constantes obtidos pela projeção definida acima. Assim

ξt(p) = p + t(

√
2

2
,

√
2

2
) + Wt(

√
2

2
,

√
2

2
),

para p ∈ R2 e t ≥ 0. E sendo assim, ξ∗t = id e obtemos a seguinte EDE para ψt:

dyt = (
2 −

√
2

2
,
−
√

2

2
)dt + (

−
√

2

2
,
2 −

√
2

2
) ◦ dWt.

Possibilidades:

Comentaremos agora uma possibilidade para um trabalho futuro. Gostaŕıamos de encontrar

uma boa definição de uma projeção π de um aberto/fechado A na trajetória yt(p), onde yt é o

fluxo associado ao campo Xh. Veja a ilustração da figura 3.1.

A decomposição do fluxo estocástico induz uma decomposição nas probabilidades de transição

dos fluxos φ e ξ. Denotando por P φ
t (p,A) a probabilidade de transição de φ com relação a p e

A, i.e., a probabilidade de φt(p) atingir A para algum tempo de parada T ∈ (0,∞), temos o

seguinte posśıvel teorema.
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p

A

ξT (p)

φT1
(p)

Figura 3.1: Projeção

Conjectura: Temos as relações nas probabilidades de transição:

P φ
t (p,A) ≤ P ξ

t (p,π(A)),

para 0 ≤ t < T .

Ainda gostaŕıamos de mostrar que possivelmente não existe uma função f , tal que P φ
t (p,A) =

fp
AP ξ

t (p,π(A)) e outras consequências.



Caṕıtulo 4

Conjugação do Fluxo Estocástico e

Tensores

Imkeller e Lederer mostraram em [13] que, a menos de uma mudança de coordenada esta-

cionária (conjugação), os fluxos gerados por EDE, cujas trajetórias não são diferenciáveis no

tempo quase sempre, podem ser descritos por fluxos aleatórios que são diferenciáveis no tempo.

O que faremos neste caṕıtulo é estudar uma classe especial de EDE que permitem boas con-

jugações, ou melhor, sob determinadas hipóteses, o fluxo estocástico pode ser conjugado à um

fluxo aleatório diferenciável no tempo e que ainda preserva certos tensores como, por exemplo,

um tensor métrico, uma forma volume, uma forma simplética, etc.

4.1 Equações Diferenciais Aleatórias e Estocásticas

O conceito de sistema dinâmico aleatório abrange uma enorme diversidade de objetos da

matemática. O tipo de aleatoriedade dada nestes sistemas que mais nos interessa é o chamado

“cociclo”ou “random dynamical system”, como menciona L. Arnold [3]. Os cociclos possuem
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uma dinâmica no espaço de estado e ainda, existe uma dinâmica na base probabiĺıstica.

Mais precisamente, seja (Ω,F, P, (θt)t∈R) um sistema dinâmico métrico, i.e., θ é uma aplicação

mensurável que preserva a medida de probabilidade (θ∗P = P) e tem a propriedade de semi-

grupo: θt+s = θs ◦ θt, com θ0 = idΩ. Dizemos que a aplicação φ : R × Ω × Rn → Rn é um

sistema dinâmico aleatório (“random dynamical system”) ou cociclo aleatório em Rn se:

• φ é B(R) ⊗ F ⊗ Bn-mensurável,

• φ satisfaz, para todo s, t ∈ R e ω ∈ Ω,

φ(0, ω) = idRn ,

φ(t + s,ω) = φ(t, θs(ω)) ◦ φ(s,ω).

A definição acima poderia ser mais geral, tomando φ : T×Ω×Rn → Rn com T ∈ {Z+, Z, R+, R}.
Na definição com T = R, temos ainda que φ(t,ω)−1 = φ(−t, θtω), ou equivalentemente,

φ(−t,ω) = φ(t, θ−1
t ω)−1.

Sistemas dinâmicos aleatórios podem ser gerados por equações diferenciais aleatórias (EDA)

da forma

dxt = f(θtω, xt)dt,

supondo algumas propriedades sobre o campo aleatório f : Ω × Rn → Rn. Este tipo de

equação pode ser resolvida, uma vez que fixamos ω, como uma equação diferencial ordinária

não-autônoma. Dizemos que φ é solução desta equação se

φ(t,ω)x = x +

∫ t

0

f(θsω, φ(s, ω)x)ds.

Tomando campos diferenciáveis autônomos X0, ..., Xm em Rn, a equação diferencial es-

tocástica de Stratonovich da forma

dxt =
k∑

i=0

Xi(xt) ◦ dW i
t (4.1.1)
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gera um fluxo estocástico com a propriedade de cociclo com relação ao shift θ (ω-q.s.). (ver

e.g. Seção 1.2).

Definição 4.1.1 Dois sistemas dinâmicos aleatórios Φ e Ψ em Rn são conjugados, se existe

um homeomorfismo aleatório H : Ω × Rn → Rn tal que, para ω-q.s. e todo t ∈ T , temos

Ψt(ω) = H(θtω) ◦ Φt(ω) ◦ H−1(ω).

Neste caso H é chamado de uma cohomologia entre Φ e Ψ (cf. terminologia do Imkeller e

Lederer [13]).

Notemos na definição de cohomologia que, se Φt é cociclo, então Ψt também é cociclo. De

fato,

Ψt(θsω) ◦ Ψs(ω) = H(θt+sω) ◦ Φt(θsω) ◦ H−1(θsω) ◦ H(θsω) ◦ Φs(ω) ◦ H−1(ω)

= H(θt+sω) ◦ Φt+s(ω) ◦ H(ω)

= Ψt+s(ω)

(4.1.2)

A cohomologia de dois sistemas dinâmicos aleatórios pode ser considerada uma mudança

de coordenada pela qual o comportamento dinâmico descrito por um dos sistemas é transladado

para o comportamento dinâmico descrito pelo outro sistema. Propriedades assintóticas intŕınsecas

do sistema dinâmico aleatório, tais como expoente de Lyapunov ou atratores aleatórios, são

preservadas pelas cohomologias estacionárias.

4.2 Conjugação

A conjugação que estamos interessados nesta seção é entre um fluxo estocástico φt (que não é

diferenciável no tempo), gerado por uma EDE, com um fluxo aleatório ψt que é diferenciável no



64

tempo. Primeiramente faremos uma conjugação usando parte da técnica que está em Imkeller e

Lederer [13] para obtermos a tal conjugação entre φt e ψt e posteriormente acrescentaremos que,

se o fluxo estocástico φt preserva um determinado tipo de tensor, então ψt também preserva.

Consideremos φt o fluxo estocástico gerado pela EDE 4.1.1 em Rn. Como iremos trabalhar

com “integrais definidas de −∞ a t”, gostaŕıamos de reforçar que a EDE 4.1.1, corresponde a

equação integral

xt = x +

∫ t

0

X0(xu)du +
m∑

j=1

∫ t

0

Xj(xu) ◦ dW j
u .

Assumiremos que os campos X0, ..., Xm ∈ Ck (com k suficientemente grande), suas derivadas

covariantes ∇Xj’s são limitadas e W j
t , j = 1, ..., m são movimentos brownianos independentes

(relembrando que W 0
t := dt).

Como parte da técnica que usaremos no Teorema 4.2.2, precisamos obter um fluxo ht tal

que h0(θtω) = ht(ω) para ω-q.s (estacionaridade).

Lema 4.2.1 Seja ht a solução da EDE dada na forma integral por

ht(x) = x +
m∑

j=1

e−t

∫ t

−∞
euXj(hu(x)) ◦ dW j

u . (4.2.3)

Então ht(θsω, x) = ht+s(ω, x) (ω-q.s.). Em particular ht(ω, x) = h0(θtω, x).

A demonstração deste lema, para campos Xj’s como assumimos anteriormente, segue em

Imkeller e Lederer [13].

Exemplo:

Vamos tomar a seguinte equação na reta: dxt = X(xt) ◦ dWt com X(x) ≡ 1. Logo sua

solução é dada por φt(x) = x + Wt. E portanto

hs(ω, x) = x + e−s

∫ s

−∞
eudWu.
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Vamos mostrar então, para este caso particular, que ht(ω, x) = h0(θtω, x). Usaremos para isso

uma técnica diferente da qual se encontra em [13].

Pela fórmula de Itô temos que:

∫ s

a

eudWu = esWs − eaWa −
∫ s

a

Wue
udu.

E portanto

hs(ω, x) = x + e−s lim
a→−∞

∫ s

a

eudWu

= x + e−s[esWs − lim
a→−∞

∫ s

a

Wue
udu]

= x + Ws − lim
a→−∞

e−s

∫ s

a

Wue
udu. (4.2.4)

Como Wu(θtω) = (θtω)(u) = ω(t + u) − ω(t) = Wt+u − Wt, temos

h0(θtω, x) = x − [ lim
a→−∞

∫ 0

a

eudWu] ◦ θt

= x − [ lim
a→−∞

∫ 0

a

Wue
udu] ◦ θt

= x − [ lim
a→−∞

∫ 0

a

(Wt+u − Wt)e
udu]

= x + Wt − lim
a→−∞

e−t

∫ t

a

Wve
vdv.

= ht(ω, x)

Portanto temos a estacionaridade para ht.

Note que apesar do limite lima→−∞ e−s
∫ s

a
Wue

udu não existir, a expressão e−s
∫ s

−∞ Wue
udu

se aproxima de Ws quando s → −∞, e portanto, por 4.2.4 vemos que hs(x) → x quando

s → −∞. Ou seja, temos h−∞(θtω) = h−∞(ω) (ω-q.s.). Isto nos permite intuir a seguinte

alternativa para o substituir o Lema 4.2.1:
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Conjectura: Assuma que limt→−∞ ht(x) = x para a equação 4.2.3. Então ht(θsω, x) =

ht+s(ω, x) (ω-q.s.).

Acreditamos que uma demonstração pode ser feita usando argumento de indução sobre

intervalos do tipo (−∞, T ).

Voltando ao tópico principal do caṕıtulo, segue abaixo um teorema sobre conjugação de

fluxo estocástico. Uma versão deste resultado aparece em Imkeller e Lederer [13]. Nossa técnica

além de simplificar e corrigir1 a usada naquele artigo, ainda permite preservar tensores como

será feito na próxima seção.

Teorema 4.2.2 Seja φt o fluxo estocástico gerado pela EDE 4.1.1. Então existe um fluxo

aleatório ψt diferenciável no tempo, tal que temos a conjugação de classe Ck

φt(ω) = H(θtω) ◦ ψt(ω) ◦ H(ω)−1.

Demonstração: A equação diferencial para ht é da forma

dht =
m∑

j=1

Xj(ht) ◦ dW j
t −

m∑

j=1

e−t
( ∫ t

−∞
euXj(hu) ◦ dW j

u

)
dt.

Como h−1
t ◦ ht = id, temos que h−1

t∗ (◦dht(x)) + ◦dh−1
t (ht(x)) = 0 e portanto,

dh−1
t (x) = −

m∑

j=1

h−1
t∗ Xj(h

−1
t (x)) ◦ dW j

t +
m∑

j=1

e−th−1
t∗

( ∫ t

−∞
euXj(h

−1
u (x)) ◦ dW j

u

)
dt.

1 Na técnica usada em [13], tomou-se

φt(ω) = h0(θtω) ◦ ψt(ω) ◦ (idRn)−1 = h0(θtω) ◦ ψt(ω) ◦ h0(ω)−1,

o que não ocorre, pois em geral, h0(ω) não é a identidade (ω-q.s.).
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Tomemos então Ψt = h−1
t ◦ φt. Por uma versão da fórmula de Itô generalizada temos que:

dΨt(x) = h−1
t∗ (◦dφt(x)) + ◦dh−1

t (φt(x))

=
m∑

j=0

h−1
t∗ Xj(h

−1
t (φt(x))) ◦ dW j

t −
m∑

j=1

h−1
t∗ Xj(h

−1
t (φt(x))) ◦ dW j

t

+
m∑

j=1

e−th−1
t∗

( ∫ t

−∞
euXj(h

−1
u (φu(x))) ◦ dW j

u

)
dt.

=
[
h−1

t∗ X0(Ψt(x)) +
m∑

j=1

e−th−1
t∗

∫ t

−∞
euXj(Ψu(x)) ◦ dW j

u

]
dt.

A equação que obtemos para Ψt é uma equação diferencial funcional.

Seja ψt := Ψt ◦ h0, ou ainda, ψt(ω, x) = Ψt(ω, h0(ω)x). Logo, como Ψt é diferenciável no

tempo, segue que ψ também é diferenciável no tempo. Denotando por H o homeomorfismo

aleatório dado por h0 : Ω × Rn → Rn, temos a conjugação

φt(ω) = H(θtω) ◦ ψt(ω) ◦ H(ω)−1,

onde ψt é um fluxo aleatório diferenciável no tempo. !

4.3 Conjugações que Preservam Tensores.

Suponha que temos um fluxo estocástico φt gerado por uma EDE e que este ainda preserva

um determinado tensor k do tipo (p, q), ou seja, φ∗
t k = k q.s.. Nesta seção vamos mostrar,

através da técnica obtida na seção anterior, que podemos construir um fluxo aleatório ψt gerado

por uma EDA, portanto diferenciável no tempo, que é conjugado a φt e que ainda mantém a

propriedade de preservar o tensor k. Aplicações interessantes podem surgir quando tomamos

k sendo uma métrica, uma forma simplética, etc.
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Teorema 4.3.1 Como no Teorema 4.2.2, tomemos a conjugação φt(ω) = H(θtω) ◦ ψt(ω) ◦
H−1(ω, ·). Então, o fluxo estocástico φt preserva tensores k do tipo (p, q), com p+q = 2r, r ∈ N,

se, e somente se, ψt e H preservam k.

Demonstração: Devemos mostrar que se φt preserva o tensor k, então ψt e H preservam k

pois a rećıproca segue do fato que a composição de difeomorfismos que preservam um tensor

k, também preserva o tensor k.

De fato, nas mesmas notações acima, temos que xt = ht(x) é solução da equação

dxt =
m∑

j=1

Xj(xt) ◦ dW j
t − (xt − x)dt. (4.3.5)

Agora, analisando primeiramente uma equação do tipo dxt = Y (xt)dt, onde o campo é dado

por Y (·) = −Id(·) + x, temos que se ηt é seu fluxo gerado, então ηt∗ = −Id. Como φ∗
t k = k

(ω-q.s.) segue que LXj
k = 0 para j = 1, ..., m, e portanto, h∗

t k = k se, e somente se, η∗
t k = k.

Por fim, como ηt∗ = −Id, temos que η∗
t k = k se, e somente se, o tensor k é do tipo (p, q), com

p+ q = 2r, r ∈ N. Logo, para p+ q = 2r, r ∈ N, o difeomorfismo H = h0 preserva k e portanto,

ψt também preserva pois é composição de difeomorfismos que preservam. !

Tensores como a métrica riemaniana, forma simplética e a forma volume µ = fdx1∧...∧dxn

com n par, são alguns exemplos de tensores que são preservados pela conjugação.

Exemplo:

A técnica em geral envolve contas longas, mesmo para sistemas relativamente simples. O

exemplo a seguir é meramente ilustrativo para o leitor.

Considere a seguinte EDE no espaço euclidiano R2:

dxt = X0(xt)dt + X1(xt) ◦ dWt,

onde X0(x, y) = (1, 0) e X1(x, y) = (0, 1) para todo (x, y) ∈ R2.
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Notemos que se φt é a solução da EDE acima, então

φt(x, y) = (x, y) + (et, Wt),

é fluxo estocástico que tem a propriedade de ser isometria. De acordo com a demonstração do

Teorema 4.2.2, o processo estacionário ht(x, y) = (hx
t , h

y
t ) é dado por


 hx

t

hy
t


 =


 x

y + e−t
∫ t

−∞ eudWu


 .

E portanto 
 dhx

t

dhy
t


 =


 0

dWt − (hx
t + y)dt




Neste exemplo simples é fácil constatar que ht∗ = Id, e sendo assim


 dΨ

x
t

dΨ
y
t


 =


 Ψ

x
t

e−t
∫ t

−∞ eudWu


 dt.

Logo o fluxo Ψt que é diferenciável no tempo é dado por

 Ψ

x
t

Ψ
y
t


 =


 x + et

y +
∫ t

0
dWs − e−t

∫ t

−∞ eudWu


 .

Como h0(x, y) = (x, y +
∫ 0

−∞ eudWu), segue que ψt = Ψt ◦ h0 é da forma


 ψx

t

ψy
t


 =


 x + et

y +
∫ 0

−∞ eudWu +
∫ t

0
dWs − e−t

∫ t

−∞ eudWu


 .

Com as expressões acima, e notando que h−1
0 (x, y) = (x, y −

∫ 0

−∞ eudWu), é fácil verificar

que

φt(ω)(x, y) = h0(θtω) ◦ ψt(ω) ◦ h−1
0 (ω)(x, y).
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