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Resumo

Este trabalho consiste basicamente em trés niveis de decomposigoes de fluxos estocésticos: 1)
decomposicao via G-estruturas; 2) decomposigao com componente em trajetérias hamiltonianas
e 3) conjugagoes de fluxos aleatdrios.

A primeira consiste em decompor o fluxo ¢;, gerado por uma equacao diferencial estocastica,
na forma ¢, = & o ¢y, onde & preserva algum tensor k, i.e., {fk = k. Este tensor k estd
associado a uma G-estrutura P C GL(M), de tal maneira que para uma base uy € P, temos
que Y g = upqs, onde g, ¢ um processo num determinado subgrupo de Lie em Gi(n,R).

A segunda trata de uma decomposigao para o fluxo estocastico ¢;, com ¢, = & o 1)y 0 0,
numa variedade simplética. A componente (§; o ¢;) é uma difusdo com seu suporte em curvas
de nivel de uma fungao h € C°(M), & tem seu suporte em trajetérias hamiltonianas (geradas
pelo campo hamiltoniano X3) e 6; é a componente transversal nas folhas.

A dltima decomposi¢ao do fluxo permite conjugarmos um fluxo estocastico ¢; que nao
¢ diferenciavel no tempo por um fluxo aleatorio v; diferencidavel no tempo. Nossa técnica
permite ainda mostrar que, se ¢; preserva determinados tipos de tensores, entao as trajetorias

diferenciaveis no tempo os preservarao.
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Abstract

This thesis concerns three different kind of decomposition of stochastic flows: 1) decompo-
sitions preserving G-structures; 2) decompositions with a component whose trajectories are
hamiltonians and; 3) tensor preserving conjugacies with random time differentiable cociclos.

Namely, the first decomposition decomposes a flow ¢; generated by a stochastic differential
equation into the form ¢, = & o 1)y, where & preserves a tensor k, i.e., {k = k. This tensor k
is associated to a G-structure P C GL(M), such that for a given basis uy € P, we have that
Yo = upq:, where g, is a process in a certain Lie subgroup of the linear group Gl(n,R).

The second decomposition regards an stochastic flow ¢, in a simplectic manifold M. The
first component of the decompositon &; is a difussion in the constant energy submanifold, the
last component has trajectories transversal to these submanifolds.

The last part of this thesis explores a technique of finding conjugacies of cocicles (coho-
mologies) with trajectories which are time differentiable, such that the conjugacy preserves

some tensor, if the original flow does.
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Introducao

Nesta tese estaremos trabalhando com fluxos estocasticos gerados por equacoes diferenciais
estocasticas (EDE’ s). A ferramenta do célculo estocastico que permite decompor tais fluxos
¢ conhecida como Férmula de Ito generalizada (uma das versées). O nosso interesse nesse
trabalho é obter, por meio desta férmula, uma fatoragao para o fluxo como, por exemplo,
¢r = & oy de tal maneira que a componente & possua propriedades interessantes com relacao
a sua dinamica. Entre outras propriedades, a que mais nos interessa nesse trabalho é que &, seja
um difeomorfismo que preserva tensores. Devido a sua importancia, a forma volume, a forma
simplética e a métrica riemanniana sao os tensores que mais aparecem em nossos exemplos.

A decomposicao ¢; = & o 1y, com & sendo um difeomorfismo no grupo das transformacoes
afins que sdo isometrias ({fg = g) proposta em Liao [17], motivou a primeira parte desta
tese, que consiste em fatorar ¢, de modo que & pertenca a um grupo de difeomorfismos que
preserva um determinado tensor k ({k = k), que ndo seja a métrica. Quando tomamos o
tensor k sendo a forma simplética numa variedade, muitas aplicagoes surgem naturalmente e
sendo assim, fizemos um capitulo a parte.

Por fim, procuramos utilizar a técnica de decompor fluxos para obtermos uma conjugacao
entre o fluxo estocdstico ¢, (portanto nao diferencidvel no tempo) e um fluxo aleatério dife-

rencidavel no tempo ¢; (como em Imkeller e Lederer [13]):

¢y = H(Ow) o by (w) o H(w) ™.



Além disso, constatamos que, se o fluxo estocéastico preserva determinado tipo de tensor k,

entao seu conjugado também preserva.
Comentaremos agora alguns aspectos relevantes de cada capitulo.
Capitulo 1

Inicialmente é dada uma breve introducao ao cédlculo estocastico para os leitores menos
familiarizados com o assunto. Os pontos principais da integragao estocastica sao as integrais
estocésticas de Ito e de Stratonovich. Para diferenciar as integrais, estaremos usando “od "nas
integrais de Stratonovich. A partir delas, podemos definir as equagoes diferenciais estocasticas
(EDE’s), que apesar do nome, na verdade sao equagoes integrais. As EDE’s de Stratonovich,
cujas integrais sao de Stratonovich, em geral, dao énfase as trajetorias e, portanto, sao uti-
lizadas quando estamos interessados na dinamica dos processos. Por outro lado, as EDE’s de
Ito, cujas integrais sao de Ito, geralmente enfatizam a teoria de Martingales e portanto sao
apropriadas quando trata-se de um problema probabilistico.

Os fluxos que estaremos trabalhando ao longo desta tese sao gerados por EDE’s da forma

m
dry =Y X;j(x) o dWy. (0.0.1)
5=0
onde os campos Xy, ..., X,, € C* (com k suficientemente grande) e suas derivadas covariantes
V X;’s sao limitadas e W7, j =1,...,m sdo movimentos brownianos independentes ( W2 := dt).
Um fluxo ¢, gerado por uma EDE da forma 0.0.1, tem a propriedade que ¢ (w,+) : M — M
é um C*-difeomorfismo, w-quase-sempre, e sendo assim denotaremos por ¢, a diferencial do
fluxo estocastico com relagao a variavel espacial x.

Entre outras ferramentas apresentadas no capitulo, destacamos uma das féormulas de Ito

generalizada (para Stratonovich), que consiste numa regra para diferenciacao da composigao

de dois semi-martingales. Esta férmula é fundamental para a diferenciacao da composicao



entre dois fluxos & e 1, que seguindo as mesmas notagoes de [13], [17] e [23], temos que

d(&(Yi()) = Eu(odipy(x)) + ode(r()).

Analogamente ao caso deterministico, sendo ¢; o fluxo gerado pela EDE 0.0.1, definimos o
dual da aplicagao ¢y, e obtemos uma férmula para a acao de fluxos em tensores. Por meio desta
formula, caracterizamos quando um fluxo é preservado por um tensor k£, mais precisamente,
¢7k = k se, e somente se, em termos da derivada de Lie Lxk = 0 (w-g.s.) (ver e.g.Kunita
16]).

Na Segao 1.4, introduzimos algumas notagdes e conceitos sobre fibrado das bases GL(M)
e sua conexao linear. O levantamento natural de um campo X na variedade M sera denotado
por 6 X. Um tipo de campo de vetores que estaremos abordando ao longo deste trabalho, sao os
chamados campos infinitesimais afins. Denotando por w a conexao linear do fibrado das bases,
um campo X ¢é infinitesimal afim se, e somente se, em termos da derivada de Lie Lsxw = 0.
Se M for uma variedade riemanniana com a métrica g, temos o fibrado das bases ortonormais
o qual denotaremos por O(M). Quando um campo X ¢é tal que Lxg = 0, ele é chamado
de campo de Killing, e este possui ainda a propriedade de ser um campo infinitesimal afim.
Este fato nos motivou no segundo capitulo da tese, a explorar campos infinitesimais afins que
preservasse um tensor k, que nao fosse a métrica. De maneira natural, assim como a métrica
g se relaciona com o fibrado O(M), procuramos uma rela¢do do tensor k com outro fibrado P,
que fosse um subfibrado de GL(M). Isto nos levou a mencionar algumas propriedades bésicas
sobre G-estruturas que se encontra na Secao 1.5.

Devido ao interesse em fluxos estocasticos gerados por campos hamiltonianos, fizemos
também na Secao 1.6, uma pequena introducao as notagoes e propriedades que dizem respeito

a variedade simplética e campos hamiltonianos.

Capitulo 2



Um dos resultados principais deste capitulo, é o Teorema 2.2.1, que trata-se da decom-
posigao do fluxo estocdstico ¢y = & o 1y, com & sendo um processo de difusdo em G(M)
e Uy (ug) = ug - qr. A base ug (m(ug) = o) pertence a G-estrutura P C GL(M), que esta
associada & um determinado tensor k. Enquanto que G(M) é um grupo de difeomorfismos,
que preservam o tensor k. A decomposicao tem como um de seus pilares, a decomposicao na
algebra de Lie das matrizes: gl(n,R) = p & q. Com a técnica que utilizamos, xo é um ponto
fixo para 14, e ¢; € um processo estocdstico no subgrupo de Lie exp(q) C Gl(n,R).

O Teorema 2.2.1 é uma generalizagao de um dos teoremas principais de decomposi¢ao do
fluxo estocéstico que se encontra no artigo do Liao [17]. Em sua decomposigdo, toma-se a
G-estrutura P como sendo o fibrado das bases ortonormais e o tensor k£ como sendo a métrica.
Sua decomposigao se baseia na decomposicao vetorial de gl(n, R) em matrizes anti-simétricas
e triangulares superiores, e G(M) é o grupo das isometrias.

Neste trabalho, exploramos principalmente a decomposicao do fluxo onde se obtém, como
uma das componentes, uma difusao que preserva volume, e portanto, neste caso o tensor k
¢ a forma volume. Num primeiro momento trabalhamos com a G-estrutura flat P = R" x
Sl(n), a qual nos forneceu uma boa intui¢ao para chegarmos a um teorema mais geral, citado
anteriormente.

Encontrar uma condicao geométrica na variedade M que substitua a hipotese H2 do Teo-
rema 2.2.1 é uma das possibilidades para um trabalho futuro. No caso especifico em que G(M)

é o grupo das isometrias, tal resultado ja foi obtido por Ruffino [23] da seguinte forma:

e Se a variedade M é simplesmente conexa e tem curvatura constante, entao para toda base
ortonormal uy o fluxo estocastico ¢; possui a decomposicao ¢; = & o1;. Reciprocamente,

se todo fluxo ¢; em M tem esta decomposicao, entao M tem curvatura constante.

A soma dos expoentes de Lyapunov faz parte do contexto de fluxos estocédsticos que preser-

vam volume. Destacamos em nosso trabalho, que na decomposicao ¢; = & o 9y, com & sendo



uma difusao que preserva volume, a soma dos expoentes de Lyapunov de ¢; é dada pela compo-
nente ;. Além disso, pudemos explicitar uma férmula para a soma dos expoentes em funcao
dos campos da EDE que gera ¢.

Ainda no capitulo 2, fizemos uma cascata de decomposicoes para o fluxo ¢;, da seguinte

forma:
Cbt:ftlo'-'o f‘loffowt,

onde cada (£} o€20...0£F), 1 < k < n—1, pertence a um grupo de difeomorfismos que preservam
um determinado tensor, (& o...0&") é uma transformacao afim e 1; 6 um “resto”que tem um

ponto fixo xg.
Capitulo 3

Dada uma variedade simplética (M, w), assumindo que ela seja paracompacta, a estrutura
simplética w induz uma métrica § = w(-,J-), onde J é uma estrutura quase-complexa w-
compativel. Sendo assim, o gradiente de uma fungao h € C*°(M) é dado pela relacgdo Vh =
JX},, onde X} denota o campo hamiltoniano da funcao h.

Utilizando estas propriedades fornecidas pela forma simplética, obtemos os seguintes resul-

tados:

e Seja h € C*°(M) uma submersao. Entdo podemos decompor o fluxo estocéstico como
¢ = & o 1y, sendo & um processo de difusdo tal que & (x) fica restrito a subvariedade

h=Y(z) q.s.. Além disso, 1;(x) é um processo estocdstico, transversal as curvas de nivel

de h e é gerado por &, (JX}).

e Seja (M,w) uma variedade simplética e h € C*° uma submersdo. Entdo podemos de-
compor o fluxo estocdstico ¢, gerado pela EDE 3.0.1 como ¢; = & o 1y, sendo & (x) um

processo de difusao restrito a subvariedade integral maximal h-simplética que passa por



x € M. Além disso, ¢(z) é um processo estocdstico transversal as integrais maximais

gerado por &, (JX},).

e Seja h uma submersao. Entao existe a decomposicao ¢; = & 01, com o suporte da difusao
& morando em trajetérias hamiltonianas geradas pelo campo Xj,. Além disso, 1; possui

trajetorias transversais as trajetorias hamiltonianas.

Capitulo 4

Dizemos que os fluxos aleatérios ¢; e 1y sao conjugados se existe um homeomorfismo

aleatorio H : 2 x R® — R" tal que
¢y(w) = H(Ow) o Y(w) o H(w) ™,

onde 6, : 2 — () é o shift no espago de probabilidade.

Dado um fluxo estocastico ¢; gerado por uma EDE, obtemos uma conjugacgao entre ¢; e um
fluxo aleatorio diferenciavel no tempo, onde H(w) : R" — R” é um difeomorfismo (w — ¢.s.)
de classe C*.

Além disso, obtemos um resultado que, se ¢; preserva um tensor k do tipo (p,q), com
(p+q = 2r,r € N), entao o fluxo aleatério diferencidvel no tempo 1y e o difeomorfismo H

também preservam o tensor k (w — ¢.s.).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, daremos algumas defini¢coes e resultados relevantes para um melhor entendi-

mento do restante do trabalho.

1.1 Regra diferencial para composicao de semimartin-
gales

Nesta secao, para a conveniéncia de leitores menos familiarizados com o assunto, faremos
uma breve introducao ao cédlculo estocastico. Nessa primeira etapa, nosso objetivo é enunciar
o teorema sobre como diferenciar a composicao de semimartingales. Estaremos usando as
mesmas notagoes e definigdes usuais da literatura, ver e.g. Oksendal [19] e Kunita [16], entre
outros.

Seja (€2, (Fi)t>0, F, P) um espago de probabilidade filtrado que satisfaz as seguintes condigoes

usuais:

e (Fi)i>0 ¢ uma filtracao, ou seja, uma familia crescente de sub-o-dlgebras da o-dlgebra F;



e Para todo t > 0, F; é completo com relacao a medida de probabilidade P, isto é, todo

subconjunto de um conjunto de medida zero esta contido em F;

e (Fi)i>0 € continuo a direita, isto é, para todo ¢t > 0,

Ft:ﬂfs.

s>t

Denotaremos por E a esperanca associada a probabilidade P e por E[-|F;] a esperanca
condicional de E com relacao a filtracao F;.

Um processo estocdstico (X;)i>o a valores em R (ou um espago topoldgico), é uma aplicagao

th()XQ — R

(t7 Cd) - Xt(w)v

na qual é mensuravel com relacdo a B(R;>p) ® F. O processo (X;)i>o € dito adaptado (com
relagao a filtracao (F;)i>o) se, para todo t > 0, X; é Fi-mensuravel. E dizemos que é um
processo continuo se, para quase todo w € €, a fungao t — X;(w) é continua. Um processso

estocéastico (Xt)tzo é chamado de modifica¢io de (X;)i>o se, para cada t > 0,
P{w: X;(w) = X;(w)} = 1.

Citaremos um teorema sobre continuidade para processos conhecidos como Critério de

Continuidade de Kolmogorov.

Teorema 1.1.1 Se existem o, 3,¢ > 0 e o processo (X¢)i>o satisfaz para todo s,t > 0,
E[|X, - X,|*] < clt — [,

entdo existe uma modificagao continua de (X¢)i>o.



(ver e.g. Oksendal [19]).
Um exemplo importante de processo estocdstico é um processo gaussiano (Bj)i>o (nao

necessariamente continuo) que satisfaz, para s < t < 0o, as seguintes propriedades:
MB(1) B, — Bs é independente de F;
MB(2) B; — B ¢ variavel aleatéria Gaussiana com média zero e variancia t — s.

A existéncia de um processo com essas propriedades é garantida pelo Teorema da Extensao de
Kolmogorov, estendendo-se medidas sobre cilindros de dimensao finita para a o-algebra gerada
por eles (ver e.g. Revus e Yor [22]). Uma vez que, para « = 4,3 = 1 e ¢ = 3, verificamos o

Critério de Kolmogorov para o processo gaussiano By, i.e.:
E[|B: — B,|'] <3|t —s|,

entao sempre existe uma modificacao continua para B;. A essa modificagao continua chamamos
de movimento browniano na reta. Também denotamos por W; por ser um processo de Wiener.
Daqui em diante estaremos assumindo que B; ¢ a tal versao continua.

Um processo adaptado e continuo (M;);>o ¢ um martingale com relagao a filtragao (F)i>o

se:
1) Parat > 0, a esperanga E(|M;]) < +oo;
2) Para 0 < s <, a esperanca condicional E(M;|F,) = M.

Pela condicao de independéncia MB(1), verifica-se facilmente que B é um martingale.

Uma variavel aleatéria T' é chamada de um tempo de parada em relagao a uma filtragao
(Fi)es0 se o evento {w : T (w) < t} pertence a o-dlgebra F; para todo ¢ > 0. Um exemplo
de tempo de parada T usual, é tomarmos T(w) = inf{t > 0, X;(w) € A}, onde (X;)i>0 ¢

um processo de trajetorias continuas adaptado a filtracao e A C R é um conjunto aberto ou



10

fechado. Um processo X; continuo e adaptado é chamado de martingale local se existe uma
seqiiéncia de tempos de paradas {71}, T,, — oo, tal que cada processo parado XtT" = Xonin{t, 1.}
¢ um martingale. Definimos um semimartingale como sendo a soma de um martingale local e
um processo de variagao limitada. Os semimartingales, em particular o movimento browniano,
sao também definidos no R™ (veja e.g. Oksendal [19]).

A integracao estocastica é um ponto central na andlise estocéstica. Daremos agora a
definicao de dois tipos de integrais estocasticas, que serao usadas ao longo deste trabalho.
Em seguida, daremos a definicao de um tipo de variacao que relaciona tais integrais. O leitor
interessado na teoria de integracao estocéstica pode consultar, entre outras, as referéncias [19],
[21] e [22].

Seja (P,)n=12.. uma seqiiéncia de partigoes finitas
Pn:{():t0<t1<...<tin<00}

de [0,00) com t;, — o0 e |P,| = sup; cp |tiy1 —t;| — 0. Denotemos por a A b o minimo entre

aeb.
Observacao 1.1.2 Os limites que tomaremos nas defini¢oes sequintes sao em probabilidade.

Definicao 1.1.3 Seja Y um semimartingale. Para cada processo real X continuo e adaptado,

definimos a integral estocdstica de Ito como

t
XodYy = lim > Xy, (Yopr, — Yenr,), i <t
0 n—oo tiePn

FE a integral estocdstica de Stratonovich como

t
1
XS O d}/; = lim E §(th + XtiJrl)(YS/\ti+1 - }/:9/\151')’ tl S t.

0 n—oo
t,€Pp,
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Observacgao 1.1.4 As integrais de It6 dao énfase a teoria de martingales, ou seja, € con-
veniente trabalharmos com tais integrais quando estamos interessados nas probabilidades dos
processos. Por outro lado, as integrais de Stratonovich enfatizam as trajetorias e a dinamica

do processo.

Defini¢ao 1.1.5 A wvariagao quadrdtica [-,-] entre dois semimartingales continuos € definida
para qualquer t > 0 por
(X, Y] = lim t§n<Xti+1 =X )Yy = Y0), i<t
A férmula de conversao para as integrais de Ito e Stratonovich é dada pela variacao
quadratica, i.e.:

t t
1
/XsodYS:/ X.dY, + = [X, Y],
0 0 2

Se By = (B},...,B™) é um movimento browniano m-dimensional, entao temos a seguinte
propriedade para a variagdo quadrdtica: [BY, BY], = d;;t.
Daremos agora uma das Férmulas de It6 generalizada, que trata-se de uma regra geral para

diferenciacao de composicoes de dois processos estocdsticos.

Teorema 1.1.6 (Bismut-Kunita) Seja Fi(x), t € [0,a], 2 € R? um campo aleatdrio continuo

(t,x) q.s.(quase sempre), satisfazendo as sequintes hipdteses:
(a) Para cadat, Fy(-) : R — R € de classe C? ¢.s..

(b) Para cada x € R, Fy(z) é um semimartingale continuo e satisfaz
m t . .
Fi(z) = Fo(x) + Z/ fi(x)odY?, VzeR? gs.,
j=17"0

onde Y}, ..., Y™ sao semimartingales continuos, fI(x) sao campos aleatdérios C* em x e

para cada x, fI(x) sio processos adaptados.
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Seja Xy = (X}, ..., X{) um semimartingale continuo. Entao temos

F(X,) = Fy(Xo) +Z/ FI(X,)odY? aF S)odX!. (1.1.1)
Ou escrevendo na forma diferencial
d
d(F,(X,)) = odF,(X,) Z )odX!. (1.1.2)

Um corolario importante do teorema acima ¢é a Formula de Ito cléssica. Sua importancia

estd nas aplicacoes e resultados que podem ser obtidos por meio dela.

Corolario 1.1.7 Seja F € C3(RYR) e X; = (X}, ..., X)) um semimartingale continuo em

Re. Entdo F(X;) é um semimartingale continuo e

F(Xt):F(XO)+Z/O gf; (X,) 0 dX'.

Ou ainda, pela formula de conversao:

F(X;) = F(Xo) XZ X’ X7
(Xe) = o) Z/ 8951 ) d /Zﬁxlaw] ) [dX7, dX7],.

Um exemplo do que podemos obter com a Férmula de Ito é que %(BE —t) = f(f B,dB; e,

portanto, B? — ¢ é um martingale.

1.2 Equacoes Diferenciais Estocasticas

Uma equacao diferencial estocéstica (EDE) em R?, no sentido de It6, é uma expressio do tipo:

dg = Xo(t,&)dt+ Y X;(t,&)dWi, (123)
j=1

65:27
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onde Xg, X1, ..., X, @ [0,a] x RY — R sao aplicagoes continuas e Wy = (W}, ...,WW™) é um
movimento browniano candénico em R™ (cada 77 é um movimento browniano real). O campo
Xy ¢é conhecido como drift da EDE enquanto que os demais campos X’s sao os coeficientes da
parte difusa. Uma solugdo de 1.2.3 é um processo &, a valores em R? que satisfaz a equagao

integral correspondente, isto é, para t € [0, a] temos
t moot .
o =1 +/ Xo(u, &,)du + Z/ X;(u, &)dW? (1.2.4)
s j=17s

(&5, = x é a condicdo inicial). No drift temos uma integral usual sobre caminhos aleatérios
e na parte difusa, integrais estocasticas no sentido de It6. Uma interpretacao dinamica/fisica
para a solucao acima, é que & (z) tem diregao preferencial X, dada pelo drift da EDE e uma
“vibracao gaussiana” nas demais direcoes X;’s dada pela parte difusa. Por conveniéncia iremos

escrever dt como dW? e a EDE 1.2.4 como
& =+ Z/ X;(u, &,)dW (1.2.5)
j=07$

Ao longo deste trabalho estaremos sempre interessados com as chamadas solugoes fortes, isto
é, procuramos fixar inicialmente um movimento browniano que pode ser tomado, sem perda de
generalidade, como o movimento browniano candnico que é definido sobre o espaco de Wiener
(Q,F,P) onde 2 = {w : [0,00) — R™ : w é continua, w(0) = 0}, F; é o completamento da
o-algebra gerada por {W, : 0 < s < t} e P é a medida de Wiener. Para solugoes iniciadas
em &, s > 0, é necessdrio tomar uma variagao da o-algebra deste movimento browniano (ver
e.g. Kunita [16]). Em solugoes fracas admite-se a possibilidade de construir uma solugao em
alguma base estocéstica, ou seja, em relagao a alguma outra versao do movimento browniano.

Se os campos sao globalmente Lipschitz, isto é, existe uma constante positiva L tal que

|X;(t,v) — X;(t,y)| < Llz —y]
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para todo ¢t € [0,a] e 7,y € RY entdo a EDE tem uma tnica solugao &,; para qualquer
condigao inicial dada. Além disso, existe uma modificacao para a solucao &, de tal forma que
Esi(r,w) R? — R¢ ¢ um homeomorfismo para quase todo w.

Também podemos falar em diferenciabilidade da solugao & +(z) com relagao a varidvel
espacial z, i.e., diferenciabilidade da aplicagio &s4(-,w) : R? — R No entanto, é necessério
fazer algumas exigéncias sobre os campos da EDE que gera tal solucao. Uma aplicacao f :
R? — R? é de classe C*® se é k-vezes diferencidvel e suas k-ésimas derivadas sdao localmente
Holder continuas de ordem «. Se suas derivadas sao globalmente Holder continuas, denotamos
por Cg’a. Quando os coeficientes da EDE de Ito sao C;“’a para algum o > 0 e suas k-ésimas
derivadas sao limitadas, entdo a aplicagao & (-, w) : R — R? ¢ um C*-difeomorfismo para
todo s < t quase sempre (ver Kunita [16]).

As equagoes diferenciais estocdsticas autonomas (i.e., quando os campos que geram a EDE
sdo autonomos) geram solugoes &s¢ que dependem apenas de & ;. De maneira mais precisa
Est(w)(z) = Eoi—s(0s(w))(z), onde 0 : Q@ — Q é o “shift”dado por (fs5(w))(t) = w(t + s) — w(s).

Mais ainda, tomando ¢; = &y, este satisfaz a propriedade de cociclo (equagao do fluxo):

Pris(w) = 01 (6s(w)) 0 Ps(w).

Pode-se perceber, a partir da Férmula de 1to, que as equagoes diferenciais estocasticas de
Stratonovich se comportam bem sob mudangas de coordenadas. Sendo assim, estas sao uteis
para trabalharmos em variedades. Suas solucoes sao definidas como em 1.2.4, com a diferenca

que na sua equacao integral, as integrais sao tomadas no sentido de Stratonovich, i.e.,
t m t )
& =+ / Xo(u, &, )du + Z/ X;(u, &) 0 AW (1.2.6)
S ]:1 S

Porém, para dar sentido nas EDE’s de Stratonovich e também para garantir a existéncia e
unicidade das solugoes, precisamos exigir mais sobre os campos das EDE’s de Stratonovich do

que em EDE’s de Ito. Mais precisamente, estas exigéncias sao:
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(1) Xy é continua, tem derivadas parciais em relagdo a x e estas sdo continuas em relacao a

(t,x);

(2) X;, 7 =1,..,m, é de classe C"', tem derivadas parciais de segunda ordem e estas sao

continuas como fungao de (¢, z).

Com estas hipoteses sobre os campos, uma EDE de Stratonovich é equivalente a uma EDE de
It6 com campos de classe C'. Denotando por D x,X; a derivada direcional de X; na diregao

dela mesma, temos a seguinte relacgao:

Z/XuguodWJ Z/XugudWJ+ Z/ Dx, X;)(u, &u)du

Vamos agora definir equagoes diferencias estocasticas em variedades. Seja M uma variedade
C*, d-dimensional, conexa e paracompacta. Suponha que sao dados m + 1 campos de vetores
em M com parametro t € [0,a]; Xo(t), ..., X;n(t). Assuma que X, ..., X,, sao campos C? em x

e C' em t, i.e., em uma coordenada local (1, ...,74), estes campos sao escritos da forma

d .
i=1 v

onde X ;(t, r) sdo fungoes C! de t e funcgoes C? de z. E para o campo Xy, assume que a fungao
Xi(t,z) é continua em t e C' em z. Uma equagao diferencial estocdstica de Stratonovich em
M pode ser escrita exatamente como em 1.2.6, tomando as condicoes descritas anteriormente
nos campos. O semimartingale & () é solugao de 1.2.6 se, para qualquer fungao de classe C®,

F(&+(z)) é um semimartingale continuo e

O parametro ¢t da EDE 1.2.7 est& definido até seu tempo de explosao T'(s,z). Para maiores

detalhes ver e.g. Kunita [16].
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Nos demais capitulos deste trabalho, estaremos interessados nos aspectos dinamicos e,

portanto, assumiremos que os campos sao C'*° e autonomos.

1.2.1 Equacoes diferenciais estocasticas em grupos de Lie.

Antes de falarmos das equagoes diferenciais estocasticas em grupos de Lie, relembremos algu-
mas propriedades basicas de grupos de Lie.
Seja R, : G — G a translagdo a direita dada por R,(h) = hg. Um campo de vetores X em

G ¢é dito invariante a direita se (R,).X = X, i.e.,
d(Rg)n(X(h)) = X(hg).

E serd invariante a esquerda se (L,).X = X. Se X é um campo invariante a direita, entao
seu fluxo ; = Lexpix), i-€., 24(g) = exp(tX)g. Por outro lado, se X é um campo invariante a
esquerda, entao seu fluxo z; = Rexpx), 1.€., 7:(g) = gexp(tX).

Seja M uma variedade diferenciavel. Suponha que G atua em M por difeomorfismos
x — gr, v € M,g € G. Considere A um campo de vetores invariante a direita em G.

A

Denotando por e a aplicacao exponencial em G, a expressao

A(z) = %(emx)

t=0
define um campo de vetores em M. A trajetéria do campo A que passa pela identidade de G
(i.e. ') é uma solucao fundamental para o fluxo ¢, associado ao campo A4, i.e., ¢, () = e (x).
Os campos de vetores A sio completos pois seus fluxos sao definidos globalmente, para todo
t € R (ver e.g. Kobayashi e Nomizu [14]).

Seja G um grupo de Lie e Xy, X, ..., X;,, campos invariantes a direita em G (para simplificar,

tomamos campos independentes de t). Considere a seguinte EDE em G:

dg: = Xo(gr)dt + > X;(gs) 0 dW. (1.2.8)

i=1



17

Como os campos X;’s sao C* (na verdade analiticos), solu¢oes maximais existem. Denote por
e a identidade em G e seja g; a solucao com gg = e. Tome h € G arbitrarioe f : G — R de

classe C3. Pela férmula de Ito

o) = FoRulo) =10+ 3 [ (X070 B)(as) ot
= s+ [ g aw?

pois X; é invariante a direita e portanto, X;(f o Ry) = (X;f) o R. Entao a solu¢ao ¢;(h), com
condicao inicial (0,h), é pi(h) = gth = Ly, h onde L,, é a translacao a esquerda. Ainda temos
que se T é o tempo de explosao de ¢g;, entao T' = oo q.s..

A solugao ¢; da equagao (1.2.8) é uma soluc¢ao fundamental em M da EDE:

dry, = Xo(ax,)dt + Z (z) 0 dW/. (1.2.9)

Isto porque se f: M — R é de classe C? entao, para x € M, a funcao f, : g € G — f(gr) €R

é de classe C?® e

fo(ge) = [ger) = +Z/ (X f2)(gs) 0 dW?.

Mas, como o fluxo de A é !4, temos que Xife= (Xjf)x e portanto,

flgir) = +Z/ (X, ) (gsx) 0 dW?

i.e., solugbes de (1.2.9) sao da forma g;x. E ainda, temos que seus tempos de explosao sao

iguais a oo (ver e.g. Arnold [3] ou San Martin e Marques [25]).
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1.3 Fluxos estocasticos agindo em tensores

Um fluxo estocastico de difeomorfismos gerado por uma EDE em uma variedade age natural-
mente em tensores. Estaremos interessados em caracterizar um determinado fluxo estocéstico
que preserva determinado tensor k por meio dos campos de sua EDE. Nesta se¢ao ainda dare-
mos algumas notagoes de geometria diferencial e alguns resultados importantes para os demais
capitulos que podem ser encontrados em Bismut [5] e Kunita [16].

Sendo ¢ um difeomorfismo de M, sua diferencial (¢.), : T, M — Ty M é uma aplicacao
linear tal que para toda f € C®(M), (¢).Xof = X.(f 0 @), para todo X, € T, M. Dado um
campo de vetores X em M, denotemos por X, a restricao de X no ponto x. Definimos entao

o novo campo de vetores ¢, X por
(0:X)a = bup1(2) Xo1(2):

Logo, para f € C™(M), temos 6. X f(z) = X(f 0 6)(¢™(x)).
Seja Y um campo de vetores e ¢; seu fluxo, i.e., grupo a 1-parametro de transformacoes de

M gerado por Y:

d
E(f o gbt)(x)’tzo =Y f(x), VfeC™.

A derivada de Lie de um campo X com relacao a Y é o campo de vetores Ly X definido por

.1 o1
(Ly X)e = —lim ;{(@*X)z —Xp} = —lim Z{Cbtw;l(x)le(x) - X}

t

Uma propriedade bastante conhecida é que Ly X = [Y, X], onde [-, -] denota o colchete de Lie.

Nas mesmas condigoes da Segao 1.2, seja & +(z) a solugao da EDE
A& = X;(t,&) o dWy. (1.3.10)
§=0

Vamos assumir que &, define um fluxo estocastico de difeomorfismos. Entao a diferencial &; 4.
estd bem definida quase sempre para qualquer s < t e temos a seguinte férmula para a agao

do fluxo estocastico em campos de vetores:
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Teorema 1.3.1 Suponha que os coeficientes X, ..., X,, da EDE 1.3.10 sao campos C** para
algum o > 0 e Xo € um campo C** para algum «. Entdo &y satisfaz a sequinte formula para

qualquer campo X, C3,
EstnX — X = — Z/ Lix,(r)(&sre X)) 0 dW. (1.3.11)
j=0 /s

(ver e.g. Kunita [16]).

Sendo ¢ um difeomorfismo de M, denotemos por ¢% : Ty, M™* — T, M* (espaco cotangente)
o dual da aplicacao ¢,, definido por < ¢304(x), Xo >=< Oy(z), Pxa X, > para todo Oy, €
ToyM* e X, € T,M. Dada uma 1-forma 6, denotamos por ¢*¢ a 1-forma tal que (¢*0), =
$304(z). Portanto, < ¢*0, X >,=< 0,0, X >4(). Seja X um campo completo e ¢, seu fluxo de

difeomorfismo. A derivada de Lie da 1-forma # é dada por
Lx0 =1i ! 0 —0
xt = m ¥{¢t — 0}
Uma relacao entre derivadas de Lie e 1-formas é dada por:
X(<0,)Y >)=<Lx0,Y >+ <0, LxY >.

Um tensor k do tipo (p, q) é, por definicdo, a escolha de um tensor k, de TP (x) para cada

ponto x € M, onde

W) =TM2 .0 TMT,M .. T,M".

Vv v
p vezes q vezes

Assim, para cada z, k, é uma forma multilinear no espaco produto
T, M* x ...x T,M*xT,M x ...x T,M.
Dados as 1-formas 6', ..., 67 e os campos Y1, ..., Yy, a aplicagao

x €M k(0L ....0° (Y1), ..., (Yy)z) €ER

o VUps
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é um campo escalar, que assumiremos de classe C?. Se ¢ é um difeomorfismo de M, definimos

¢*k por
(gb*k)l‘(ela AR gpv lea L) YZ]) = k¢($)((¢*)_1017 R (qb*)_lep? ¢*}/1a AR QS*Y;])

Se X é um campo completo e ¢; é seu fluxo de difeomorfismos, entao a derivada de Lie do

tensor k é dado por
N
Lxk = 15% ;{gbtk — k}.
Sendo k£ um tensor do tipo (p, q) ainda temos que
X(ky (0, ..,0°.Y1,..,Yy)) = (Lxk) (0, ...,0°,Y,....Y,)

p
+ 3 ko (01, L0, 0P, Y4, YY)
k=1

q
+3 k(01,07 Y1, LYy, L Y)). (1312)
=1

Podemos agora, depois das defini¢oes acima, dar uma férmula de Tt6 para a agao de &7, em

campos de tensores.

Teorema 1.3.2 Suponha que os coeficientes X1, ..., X,, da EDE 1.3.10 sao campos C>* para
algum o > 0 e Xy € um campo C*® para algum a. Seja k um tensor C* do tipo (p,q). Entao

4 satisfaz a sequinte formula:

mo ot
b=k =Y [ €Ly b o dW] (1.3.13)
j=0 "%
(ver e.g. Kunita [16]).

Corolario 1.3.3 Consideremos as mesmas hipoteses do teorema anterior sobre os campos e
o tensor k. FEntao £,k = k quase sempre se, e somente se, Lx, ik = 0, para r € [s,t] e

73 =0,....,m.
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Nos demais capitulos estaremos assumindo que os campos Xy,...X,, € C*, com k sufi-
cientemente grande e suas derivadas covariantes V.X;’s sao limitadas. Com isso, estaremos

satisfazendo as hipdteses dos teoremas desta secao.

1.4 Fibrado das bases e suas propriedades

Seja GL(M) o fibrado das bases, o qual é um fibrado principal = : GL(M) — M com o
grupo estrutural Gl(n,R). O grupo Gl(n,R) age a direita em GL(M) da seguinte forma. Se
u = (X1,...,Xy,) é uma base linear no ponto x e a = (a}) € Gl(n,R), entdo ua é uma base
(Y1, ..., Y) no ponto x definida por V; = > 77| alX;. A base u também pode ser vista como o

isomorfismo linear

w:RY— T M.

E, considerando a € Gl(n,R) como a transformagao linear a : R* — R, a qual leva e; em
>y aéei, temos que ua : R™ — T, M é uma composicao das aplicagoes u e a.

Uma conexao em GL(M) é chamada de conexao linear de M. Dada uma conexao linear T,
associamos com cada v € R™ um unico campo horizontal (standard) B(v) em GL(M), dado

por dr((B(v)),) = u(v). Além disso, se § é a forma canonica 6, : T,GL(M) — R"™ dada por
0,(Y) =utdr(Y),

entao 0(B(v)) = v.

Sejam Hy, ..., H, os campos horizontais (standard) correspondentes a base ey, ..., e, de R" e
{E7*} os campos fundamentais correspondentes & base {E?} da algebra de Lie gl(n,R). Entio
temos que os n? + n vetores {(Hy)y, (E?),} formam uma base para T,GL(M), para todo
u € GL(M) (ver e.g. [14, p.122]).

Um difeomorfismo ¢ : M — M induz, de maneira natural, um automorfismo 5 no fibrado

GL(M): ¢ leva a base u = (X1, ..., X,,) no ponto z € M para a base ¢(u) = (¢.X1, ..., ¢+ X»)
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no ponto ¢(z) € M. Nao é dificil ver que ¢*0 = 6 (ver e.g. [14, p.226]). Dizemos que
o difeomorfismo ¢ é uma transformacao afim se ¢, : TM — TM leva curvas horizontais
em curvas horizontais, i.e., leva cada campo paralelo ao longo da curva v de M em campos
paralelos da curva ¢(y). Ou ainda, se w é a forma conexao de uma dada conexao linear I" em
M, dizer que ¢ é uma transformacao afim em M é equivalente a dizer que 5*@ =w.

O levantamento natural do campo X ¢ o tnico campo 6.X em GL(M) tal que:

a) 0.X é invariante por R,, para todo a € G (R..0X (u) = §X (ua));
b) Lsxt = 0;

¢) dr(0X (u)) = X(m(u)), para todo u € GL(M).

Reciprocamente, dado um campo 0.X em GL(M) satisfazendo (a) e (b), existe um tnico campo
X em M satisfazendo (¢). Em termos da sua dinamica, se 1, é o fluxo do campo X em M,

entao

X () = )],

A aplicacao X +— dX é um isomorfismo da dlgebra de Lie X(M) dos campos em M na
algebra de Lie X(GL(M)) dos campos em GL(M). Dada uma conexao linear I' e sua forma
conexao w em M, o campo X em M ¢é uma transformacao afim infinitesimal se, e somente se,
Lsxw = 0. Seja a(M) o conjunto das transformagoes afins infinitesimais em M. Entao a(M)
forma uma sub-algebra de Lie de X(M), a qual é isomorfa & seguinte sub-algebra de Lie de
X(GL(M)):

a(GL(M)) = {0X € X(GL(M)) : Lsxw = 0}.

Como a aplicagao linear f : a(GL(M)) — T,GL(M), 60X — 06X (u) é injetiva, temos que
dima(GL(M)) < dimT,GL(M) = n* 4+ n (n = dim M). E assim, se M for uma variedade
conexa, temos que dima(M) < n? +n (ver e.g. [14, p.232]).
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Seja M uma variedade riemanniana com a métrica g e O(M) o fibrado das bases ortonormais
sobre M. Toda conex@o em O(M) determina uma conexao em GL(M), i.e., uma conexao linear
em M. Neste caso, uma conexao linear em M ¢é chamada de conexao métrica e é determinada
pela conexao em O(M). Um caso particular de conexao métrica é quando a torgao é nula
(chamada de conexao de Levi-Civita). Dizemos que o difeomorfismo ¢ : M — M ¢é uma
isometria se ¢*g = ¢g. Uma isometria é necessariamente uma transformacao afim (ver e.g. [14,
p.236]). Dizemos que um campo em M é de Killing quando Lxg = 0. Isto é equivalente a
dizer que o levantamento natural §X para GL(M) é tangente a O(M), para todo ponto de
O(M). O conjunto dos campos de Killing em M formam uma algebra de Lie de dimenséo no
méaximo 3n(n + 1) quando M ¢é uma variedade conexa.(ver e.g. [14, p.238]).

Seja I" uma conexao linear em M e w sua forma conexao. Tomemos gl(n,R) a dlgebra de

Lie correspondente ao grupo de Lie Gl(n,R). Esta dlgebra é o conjunto das matrizes d x d

equipado com o colchete de Lie [A, B] = AB — BA. Dado A € gl(n,R), seja
d
uA = E[uem]tzo

o vetor tangente a curva t — ue! em GL(M) em t = 0, onde e denota a aplicacio exponencial:
gl(n,R) — Gl(n,R). Tais vetores sao chamados de verticais e formam o subespago vertical

T'GL(M) de T,GL(M). Para X € T,M, tomemos z; como sendo a curva em M tal que

4

dt(zt)|t:0 = X e seja u; o transporte paralelo da base u ao longo de z; com relacao a w. Seja

_d
Cdt
chamado de levantamento horizontal de X para GL(M) em u. Entao T"GL(M) = {H(X)(u) :

H(X)(u)

[ut]t:O

X € T, M} é um subespago de T,GL(M) e qualquer elemento nele é chamado de horizontal.
Ainda temos que T,GL(M) = T'"GL(M) ® T'GL(M).

Sabemos que a componente vertical do campo levantado é relacionado com a derivada
covariante por (0X)"(u) = VX(u) = (VX (u1),..., VX(ug)). Sendo assim, existe uma tunica
matriz [)?(u)] € gl(n,R) tal que VX (u) = u[f((u)]
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Se s é uma sub-dlgebra de Lie de gl(n,R), entdo denotaremos

us = {ud : A € s}.

1.5 G-estrutura

Por uma G-estrutura em M queremos dizer um sub-fibrado P de GL(M) com o grupo estrutural
G C Gl(n,R). A existéncia de uma G-estrutura depende muito da topologia da variedade
M. Por exemplo, se uma variedade é paracompacta, entdao ela admite uma O(n)-estrutura.
Obstrugoes para a existéncia de G-estruturas podem ser melhor compreendidas através do
estudo de “cross sections”em fibrados associados, veja Kobayashi-Nomizu [14].

Uma G-estrutura induz um tensor na variedade da seguinte forma. Seja K um tensor
sobre R™ e G o grupo das transformacoes lineares de R™ deixando K invariante, i.e., para

vy, ...,v; € R™ temos para g € GG
K(Ula "'7Ul) = K(gvla "'7gvl)‘

Seja P uma G-estrutura em M e k o campo tensorial em M definido por K e P da seguinte
maneira: para cada x € M, escolha um isomorfismo linear v : R* — T, M € P. Para

wi,...,w; € T, M, definimos
ko(wy, ...;w) = K(u  wy, ..., u ).

Esta definicao independe da escolha da base u pois, se tomarmos outra base p : R* — T, M € P,

como existe g € G tal que p~! = gu~!, temos

kp(wy,...,w) = K(p_lwl,...,p_lwl)
= K(guwy, ..., gu"'w)

= Ku'wy,...,u 'w).
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Sejam P e P’ G-estruturas sobre M e M'. Seja f um difeomorfismo de M sobre M’ e
fe : GL(M) — GL(M’) o isomorfismo induzido no fibrado das bases. Se f, leva P em P’
chamamos f de um isomorfismo da G-estrutura P sobre a G-estrutura P’. Se M = M’ e
P = P’ entao um isomorfismo f é chamado de automorfismo da G-estrutura P.

Um campo de vetores X em M é chamado de um automorfismo infinitesimal de uma

G-estrutura P, se ele gera um grupo local a 1-parametro de automorfismos de P.

Proposicao 1.5.1 Seja K o tensor sobre R™ e G o grupo das transformacoes lineares sobre R™
deixando K invariante. Seja P uma G-estrutura em M e k o campo tensorial em M definido

por K e P. Entao:

1. Um difeomorfismo f : M — M € um automorfismo de P se, e somente se, [ deiza k

invariante (i.e. ky(fowr, ..., faw)) = ke (wr, ...;wy));

2. Um campo de vetores X em M € um automorfismo infinitesimal de P se, e somente se,

Lxk=0.

Exemplos de G-estruturas:

1. Consideremos o grupo de Lie das matrizes de determinante 1, G = Si(n,R), e sua dlgebra
de Lie g = sl(n,R) = {A € gl(n,R) : trA = 0}. A acdo natural de GIl(n,R) em R" induz
uma acao de Gl(n,R) em A"R" tal que

Av = det(A) -v para A € Gl(n,R) e v € A"R".

O grupo Gl(n,R) é transitivo em A"R™ — {0} com o subgrupo de isotropia Si(n,R)
tal que A"R" — {0} = Gl(n,R)/Sl(n,R). Disto segue que as “cross sections”o : M —
GL(M)/Sl(n,R) estao em bijecdo com os elementos de volume de M, i.e., as n-formas

em M que nao sao nulas para qualquer ponto de M (e estas portanto, em bijecdo com
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as G-estruturas, ou seja, cada elemento de volume é um “tensor k”que define uma G-
estrutura). Em outras palavras, uma Sl(n,R)-estrutura nada mais é que um elemento
de volume em M. E a variedade admite uma Si(n,R)-estrutura se, e somente se, é

orientavel.

Seja ¢ = fdz' A A dz™ o elemento de volume correspondente a uma dada Sl(n,R)-
estrutura. Um difeomorfismo de M é um automorfismo da Sl(n, R)-estrutura se, e so-
mente se, preserva o elemento de volume . Seja X um campo em M. A fungao divX
definida por

Lxp = (divX) -

¢ chamada de divergente de X com relacao a . Claramente, X é um automorfismo

infinitesimal da Sl(n,R)-estrutura se, e somente se, divX = 0.

2. Tomemos o grupo de Lie G = O(n,R) = {A € Gl(n,R); A'A = I} e sua algebra
de Lie g = o(n,R) = {A € gl(n,R) : A+ A" = 0} (matrizes anti-simétricas). Cada
métrica riemanniana em M corresponde a um fibrado das bases ortonormais sobre M.
Isto nos dd uma bijegao entre as métricas riemannianas em M e as O(n)-estruturas em
M. Um automorfismo de uma O(n)-estrutura é uma isometria da métrica riemanniana
correspondente. Um automorfismo infinitesimal de uma O(n)-estrutura é uma isometria

infinitesimal ou campo de Killing.

1.6 Variedade simplética

Uma variedade diferenciavel 2n-dimensional M é dita variedade simplética, se ela possui uma
estrutura simplética w, i.e., uma 2-forma fechada na qual é nao-degenerada no sentido de que
para cada z € M, w,(v,w) = 0 para todo w € T,,M implica v = 0. Toda variedade simplética

tem uma medida volume dada por A"w, chamada de medida de Liouville. Seja i,w(-) = w(v,-)
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a reducao da 2-forma para a 1-forma. A aplicacao de T'M para T*M dado por v +— i,w é um
isomorfismo nos fibrados vetoriais e existe uma bijecao entre campos diferenciaveis e 1-formas
diferenciaveis. Um campo simplético X é um campo que preserva a estrutura simplética,
ou seja, em termos da derivada de Lie, Lxw = 0. Equivalentemente, ixw é uma 1-forma

diferenciavel fechada, o que pode ser facilmente notado pela férmula de Cartan:

LXw = Z‘X dw +d(zxw)
=0

A estrutura simplética canonica em R?" em coordenadas (qi, ..., ¢n, P1, ---, Pn), 6 representado

por
i=1

O Teorema de Darboux assegura que qualquer variedade simplética 2n-dimensional é local-
mente o R?" com sua estrutura simplética canonica. Mais precisamente, para todo ponto
r € M, existe uma carta coordenada 4 = (qq, ..., Gn, P1, ---, Pn) centrada em z tal que em LA,
podemos escrever w = Y - dg; A dp;.

Uma estrutura quase-complexa J numa variedade M é uma secao diferenciavel = +— J,,
com J, : T,M — T,M sendo uma transformagao linear tal que Jg = —Id. Dizemos que J
é w-compativel com uma variedade simplética (M,w) se a escolha © — g, : T, M x T,M —
R, dada por g,(u,v) := w(u, J,v), define uma métrica riemanniana em M. A métrica g é
chamada de métrica associada. Uma variedade simplética que admite estrutura quase-complexa
compativel globalmente J é chamada de variedade quase-Kéhler. Superficies orientaveis e
espagos projetivos complexos CP" sao alguns exemplos de variedades quase-Kéahler (ver e.g.
[11]). Uma variedade simplética (paracompacta) sempre possui uma estrutura quase-complexa
J a qual é w-compativel, g(-,-) = w(-, J-) (ver e.g. [2]).

Para toda fungao h € C*°(M), como w é ndo-degenerada, existe um tnico campo de vetores
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Xy, € X(M) satisfazendo a equagao hamiltoniana
ith = dh.

H4 campos que preservam a forma simplética, mas que nao sao hamiltonianos (veja alguns
exemplos em [2]). Se a primeira cohomologia de Rham H' (M, R) se anula, assim como o caso
do R?", todo campo simplético ¢ dado por uma funcio hamiltoniana.

No espago simplético (R?",wy), em coordenadas (qi, ..., Gn, P1, ---, Pn), podemos representar
o campo hamiltoniano associado & funcao hamiltoniana h : R*® — R, por

“~/0h 0 Oh 0
Xh:Z(ﬁPia% - 8913]91)'

i=1

Como o campo gradiente de h relativo a métrica euclidiana é

" /0h O oh 0
Vh:= Z (8% 0q; * Opi (9]%')’

i=1

se tomarmos a estrutura quase complexa canonica dada por J( 8?1) O ¢ J(2)=-2

entao temos a relacao

JX), = Vh. (1.6.14)

De forma ainda mais geral, se a variedade simplética possui uma estrutura quase-complexa w-
compativel J, entao nao é dificil ver que o campo gradiente Vh definido pela métrica associada
se relaciona com o campo hamiltoniano X, como em (1.6.14).

O espago das funcgoes em M tem uma estrutura de algebra de Lie dada pelo colchete de
Poisson. O colchete de Poisson de duas fungoes é denotado por { f1, fo} e {f1, fo} = df1(Xy,) =
w(Xy,Xp,). O campo correspondente ao colchete de Poisson {fi, fo} é exatamente o campo
dado pelo colchete de Lie dos campos, i.e., [X}, X,]. O colchete de Poisson em R*" é dado

da seguinte forma:

B " /0f g Of dg
{f,g} B Z <8pz‘ dq; - dq; ap)'

i=1
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Nas mesmas condigoes da Secao 1.2, seja ¢,(z) a solu¢ao da EDE
dgr =Y X;(¢y) 0 dW7. (1.6.15)
=0

Vamos assumir que ¢; define um fluxo estocastico de difeomorfismos. Suponha que Xy, ..., X,
sao campos hamiltonianos C'*° e que hy, ..., hy,, € C s20 suas respectivas fungoes hamiltoni-

anas. Entao temos o seguinte teorema:

Teorema 1.6.1 Seja h: M — R uma funcio C*°. Para que tenhamos q.s.
h@y(w, z)) = h(z)
¢ necessdrio e suficiente que
{h,ho} ={h,h} =...={h,hy} =0.

A grosso modo, o teorema acima garante que a difusao ¢; dada por campos hamiltonianos, fica
restrita as curvas de nivel da funcao h se, e somente se, suas fungoes hamiltonianas hy, ..., by,
comutam com a funcao h com relacao ao colchete de Poisson. Este resultado pode ser encon-

trado, dentre outros, em Bismut [5].



Capitulo 2

Decomposicao do Fluxo Estocastico

via GG-Estruturas

Dado um fluxo estocastico ¢, gerado por uma EDE e um ponto zy € M, estaremos, numa
primeira etapa, fatorando ¢, = & o ¢, de tal forma que & seja uma difusao no grupo das
transformagoes afins que preservam um determinado tensor k, com ;(x¢) = xo para todo t.
Sendo assim, dependendo da escolha do tensor k, & pode ser uma transformagao afim que
preserva volume, métrica, etc.

Numa segunda etapa, estaremos dando mais énfase ao caso em que k é uma forma volume
e, portanto, & preserva volume. Ainda nesse contexto, buscaremos uma férmula para a soma
dos expoentes de Lyapunov e analisaremos possibilidades para termos uma recorréncia para
fluxo ¢; numa variedade compacta.

Por fim, faremos um teorema sobre cascata de decomposicoes para ¢, i.e.,

¢t:§10§t20---05f0wt

onde cada seqiiéncia &} 0 £20...0&F 1 <k <n— 1, pertence a um determinado grupo de

30
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difeomorfismos que preservam um determinado k e £! 02 o...0&" é uma transformacao afim.

2.1 Introducao

Considere a seguinte EDE de Stratonovich numa variedade riemanniana M¢, compacta e

conexa; .
dr, = Y Xi(w;) o dW} (2.1.1)

i=0
onde cada X; é um campo C® em M, (W?) =t e W, = (W},---WF) é um movimento

browniano k-dimensional definido num espago de probabilidade (€2,§,P). O fluxo estocéstico
associado a EDE (2.1.1) é um processo estocéstico ¢; no grupo de Diff(M) (difeomorfismos de
M) tal que, para quase todo w € €2, a aplicagao (¢ =) ¢¢(w)(-) : M — M é um difeomorfismo
de M, com ¢y = idy (aplicacdo identidade em M), e que Vo € M, x; = ¢(x) é uma solugao
de (2.1.1) (ver e.g. Secao 1.2).

Um difeomorfismo ¢ : M — M induz, de maneira natural, um automorfismo 5 no fibrado
das bases GL(M); ¢ leva a base u, = (X1, ..., X,) para a base %(u)¢(x) = (X1, o, 0. Xp).
Sendo assim, se ¢ é um fluxo estocéstico da EDE (2.1.1), entdo seu processo derivado g (u)

satisfaz a seguinte EDE em GL(M):

k

doy(u) = Y 6Xi(r(w)) o dW] | (2.1.2)

1=0

onde 6.X; denota o levantamento natural do campo X; (ver e.g. Elworthy [9]).

2.2 Teorema Principal

Suponhamos que a variedade riemanniana M admite uma G-estrutura P, onde G é um sub-

grupo de Gl(n,R). E denotemos por k o tensor em M gerado por P (para maiores detalhes
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veja secao 1.5). Seja my : P — M a restrigao da projecao m : GL(M) — M. Fixemos ug € P,
onde mo(ug) = xo.

Gostariamos de relembrar que um fluxo ¢, é um automorfismo de P se, e somente se,
preserva o tensor k,, para cada x € M fixado. E se ¢; é um automorfismo e uy € P entao

¢i(ug) € P. E portanto, 60X (ug) € T,, P e a aplicagao linear
v:9(M) — T,P
X +— 06X (up) (2.2.3)
estd bem definida, onde g(M) = {X € a(M) : Lxk = 0} é uma sub-dlgebra de Lie dos
infinitesimais afins a(M). Além disso, v é injetiva pois é restricao da aplicacao linear e injetiva
a(M) — T,,GL(M), X — 06X (ug).
Cada campo X € g(M) gera um grupo a l-pardmetro ¢; = exp(tX) de transformacoes
de M. Como a dimensao de g(M) é finita, o grupo destas transformagoes é um grupo de Lie

(ver e.g. [15, Th.3.1]) o qual denotaremos por G(M). Assim, se & € G(M), entao & é uma

transformacao afim e £k = k.
Consideremos as seguintes hipoteses:
H1) gl(n,R) = p @ q, onde p e q sado sub-dlgebras de Lie de gl(n,R), de tal forma que:
Ty, GL(M) =T, P ®uyq = H(T,,GL(M)) @ upp ® uoq.
Sendo assim, se Y € T, ,GL(M), denotaremos por Y, sua componente em T, P.

H2) [6(&.X;)(uo)], € Im(y), para toda transformacao & € G(M) e para os campos X,
j=0,1,....,m da EDE (2.1.1). Im(y) denota a imagem da aplicagao .

Teorema 2.2.1 Sob as condi¢oes acima, o fluxo estocdstico ¢ associado a EDE (2.1.1) tem

a decomposicao da forma ¢y = & o)y, onde & € um processo de difusao em G(M), ¥ (x) = xg
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e Jt(uo) = ug - q;, onde q; € um processo estocdstico no subgrupo de Lie exp(q) C Gl(n,R).
Se ezistir uma decomposicdo unica para o grupo Gl(n,R) = (exp(p)) - (exp(q)), entdo esta

decomposicao para ¢; € unica.

Demonstragao:

Para £ € G(M) e para Y na sua dlgebra de Lie, sejam &Y e Y& os vetores tangentes
em T;G(M) obtidos por translacoes a esquerda e a direita, respectivamente, de Y. Assim,
€ — &Y (Y€) pode ser considerado um campo invariante a esquerda (direita) em G(M). Como
o grupo de difeomorfismos G(M) age em M, o campo &Y no grupo das transformagoes G(M)
induz um campo em M, o qual denotaremos por Y.

Seja & a solugao da seguinte EDE em G(M) com &y = idyy:

dé = Z &IERH (X)) 0 dW (2.2.4)

onde [£,'(X;)]* é o tinico campo em g(M) tal que 0], (X;)]*(uo) = [0(6.1 (X)) (uo)]p- Sendo
assim, seus campos horizontais coincidem e portanto, [£,"(X;)]*(z0) = (£, (X;))(x0).

Como os campos envolvidos na equagao acima s6 dependem de &, vemos que & é um
processo de difusdo em G(M). Além disso, uma vez que & & = idy, temos que (odé; )& +

& *(od€;) = 0 e portanto,
K

e = =) (G XG))E ! 0 d (2.2.5)

Jj=0

Por sua vez, como esta equacao possui campos invariantes a direita, ela gera a seguinte

EDE na variedade M:
k
— Sl (@) 0 dV (2.2.6)
7=0

Sejam z; = ¢(x) e y, = & (). Usando uma versdo da formula de Ito generalizada (Secdo

1.1), temos que

dys = (od&; ) (1) + &, (oday).
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E, portanto, pelas equagdes (2.1.1) e (2.2.6):

dy, = Zét* )) 0 dW — Z[m DPE (@) 0 W

7=0

Como §gl(Xj(¢t(x))) = (5,;1Xj)(§{1(qbt(x)))), podemos escrever ainda

dy, = Z{ & X5) — 61 ()1 M) o WV (2:2.7)

Os campos {(£.'X;) — [6.1(X;)]*} da EDE acima sdo aleatérios e dependentes do tempo ¢,
cujo levantamento natural §{(&,,' X;) — [£,,'(X;)]*} ainda estd bem definido se fixarmos ¢ e w.
Notemos ainda que, como {(&,' X;) — [, (X;)]*Hao) = 0, se yo = 20, entdo y; = x, para todo
t>0.

Seja 1, = &' o ¢,. Temos entdo que 7, é um processo no grupo dos difeomorfismos de M,
yr = Y(y) é solugao da EDE (2.2.7) e seu processo derivado Jt(uo) satisfaz a seguinte EDE
em GL(M): .

An(uo) = 3 S{(E1X,) — (6706 Halwo)) o AW, (2.2.8)
=0
Como (xg) = xo, para todo t > 0 (pois Yg(zg) = 7o), temos um automorfismo ¥ (zg) :
TpwM — T,,M e portanto, podemos escrever &t(uo) = Yia(z0) (U0) = Upg: para algum processo
gt, a principio, no grupo Gl(n,R). Mas por hipétese, para cada j, existe uma tnica matriz
A; € q tal que

0{(&X5) — 16 (X)) Huo) = uoA;.

Portanto, da EDE (2.2.8), obtemos que o processo g; é solugao da equacao
k
= Aj(g) o dW/ (2.2.9)
7=0

e portanto, g, é um processo em exp(q), onde gy = Id.
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Quanto a unicidade, vamos supor que existam duas fatoragoes para ¢y, i.e., ¢y = & oYy =
& o1, Na base ug, temos que @Zt(uo) = Ugq; € @Zg(uo) = upq;, com gy, q; € exp(q). Assim temos
que
O1(u0) = & (o) = & (uogy).
Como & (up) e g’g(uo) estdo na mesma fibra que ¢ (uo), temos que & (uo) = vop; = vop, = g(uo),
com py,p; € exp(p) e vy uma base na fibra de @(uo). Logo temos que vo(prq:) = vo(piq;)-
Portanto, se temos uma fatora¢ao tnica de Gl(n,R) = (exp(p)) - (exp(q)), entdo p, = p; e
@ = q-
U

2.2.1 Isometrias

O Teorema 2.2.1 é uma generalizacao de um dos teoremas principais de decomposicao do
fluxo estocastico que se encontra no artigo do Liao [17]. Em sua decomposigio, toma-se a
G-estrutura como sendo o fibrado das bases ortonormais. Sua decomposicao baseia-se na
decomposicao vetorial de gl(n,R), com matrizes anti-simétricas e triangulares superiores para
a hipétese H1 do Teorema 2.2.1. Na mesma descricao do Teorema 2.2.1, & é um processo de
difusao no grupo das transformacoes de M que sao isometrias e Jt(uo) = upgs, cOM g; um
processo estocastico no grupo das matrizes tringulares superiores. Neste caso a decomposicao
é Unica pois, cada g € Gl(n,R) se escreve de maneira tinica como g = ks com k no grupo das
matrizes ortonormais e s no grupo das matrizes triangulares superiores.

Esta decomposicao com uma componente no grupo das isometrias possibilitou o desen-
volvimento de outros trabalhos como, por exemplo, o estudo assintético angular de fluxos
estocasticos realizado por Ruffino [23], o qual também destacou a existéncia da fatoragao

¢ = Ay o6, com A; sendo uma difusdo no grupo das transformagoes afins e 6;(ug) = ug, ou
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seja, Oy = Idr, v Por sua vez, tal observagao motivou a seguinte decomposicao:

¢r = & 01y o by,

onde & é uma isometria e (& o ;) é uma difusdo no grupo das transformagoes afins. No final
deste capitulo temos um teorema, ao qual nos referimos como cascata de decomposicao de
fluxo, que generaliza esta fatoragao ¢, = & o ¥y o 6;.

No caso especifico da fatoragao ¢; = & o ¢y, com & no grupo das isometrias, existe um
teorema dado por Ruffino [23] que substitui a condicdo dada nos campos de vetores, que

corresponde a hipotese H2 do Teorema 2.2.1, por uma condi¢ao geométrica na variedade:

e se a variedade M ¢é simplesmente conexa e com curvatura constante, entao, para toda
base ortonormal ug, o fluxo estocastico ¢; possui a decomposi¢ao ¢; = & o 1), com
Jt(uo) = upq, onde ¢; é um processo no grupo das matrizes triangulares superiores.
Reciprocamente, se todo fluxo ¢, em M tem esta decomposicao, entao M tem curvatura

constante.

O Teorema 2.2.1, além de generalizar o teorema do Liao, também serve para produzir outras

aplicacoes por meio da fatoragao do fluxo, como veremos em seguida.

2.3 Outras Aplicacoes

O interesse por fluxos que preservam volume surgiu naturalmente em diversos problemas de
sistema dinamico e até mesmo em outras areas como na fisica, financas, etc. Isso nos motivou
a explorar uma decomposigao do fluxo estocéstico como a de Liao [17], porém com uma com-
ponente que preservasse volume. Alguns aspectos desta teoria, que encontrar-se-ao ao longo

desta secao, tiveram papel fundamental para a motivacao e demonstracao do Teorema 2.2.1
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que generaliza a decomposi¢ao de Liao. Num primeiro momento iremos trabalhar com o espaco
euclidiano R", pois esse dard consisténcia para a fatoracao do fluxo numa variedade M que

admite uma SI(n)-estrutura.

2.3.1 (G-estrutura Flat

Tomaremos neste caso o tensor k do Teorema 2.2.1 como sendo a forma volume p em R" e
P =R"x Sl(n) uma Sl(n)-estrutura em R™ correspondente a u. Logo T, P = T,R™ x sl(n, R),
0 que nos propoe a tomar uma algebra de Lie dos campos em R"™ compativel com este fato.

Seja entao G a algebra de Lie gerada pelos campos lineares em R",
{Y17 D) Yna Yn+17 BRED) Yn2+n71}7

com Y;, j = 1,...,n sendo o campo constante e_j = epara j = n+1,..n2+n—1,

9
Ox;
tomemos Yj(x) = A;(x), onde A; sdo matrizes de trago nulo. Assim temos que divY; = 0 para
j=1,...,n,..n*+n—1

Para u € P, a aplicagao

v: 6 — T,P

Y — §Y(u) (2.3.10)

estd bem definida pois, sendo ¢; o fluxo associado ao campo Y € &, temos que ¢; é um
automorfismo de P, isto é, ¢(P) € P. Além disso, s é uma aplicacao linear. De fato,
como Y (u) se decompde de maneira tinica numa parte horizontal e outra vertical, Y (u) =
H(Y)(u)+V(Y)(u) e os levantamentos horizontais e verticais sao lineares, segue que 75 ¢ linear.
Como os campos de & sao infinitesimais afins em R"”, temos que a aplicacao v, ¢é injetiva. Note
que estamos restringindo os campos infinitesimais afins cujo divergente se anula, ou se preferir,
sua derivada de Lie com relagao a p se anula. Portanto, & esta substituindo a algebra de Lie

g(M) do Teorema 2.2.1.



38

Também temos que as combinacoes lineares dos campos
{6Y1(u), ..., 0V, (u), 0Yna1(w), ...y 0Yp2 g1 (u)}

geram T,P. Ainda mais, {0Yi(u),...,0Y,(u)} gera a parte horizontal (dimHT,P = n) e
{0Yi1(u), ... Y2 n_1(u)} a parte vertical de T,P (dimVT,P = n* — 1). Assim, temos que
vs €, na verdade, bijetiva.

Para u € P, temos os isomorfismos
T.GLR" )Y =T, PR (ZT,R"®sl(n,R)®R).
Ou ainda, nas mesmas notacoes do Teorema 2.2.1,
T.P={H(X)(u): X e T,M}®{uAd:AcslnR)}.

Como no caso geral, precisamos decompor gl(n, R) em sub-algebras de Lie p e q. Tomemos

entao g = ® como sendo a seguinte sub-algebra de Lie unidimensional:
D ={a-Id:acR}

e sua algebra de Lie complementar p = sl(n,R), a dlgebra de Lie das matrizes de trago nulo.

Como a projecao linear

m:gl(n,R) — sl(n,R)

A e oAy (2.3.11)
n

é sobrejetora, temos que A € gl(n,R) se decompoe unicamente da forma
trA trA

onde sl(n,R) e D sao dlgebras de Lie de dimensoes n? — 1 e 1, respectivamente.
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Esta decomposicao na &lgebra de Lie induz a seguinte decomposicao no grupo de Lie
Gl(n,R):

e = B - {/det(ed) - Id

onde det B = 1, uma vez que ™ = det(e?).
Seja D o subgrupo de Lie associado a algebra de Lie ®. Claramente temos que D = R.
Ou ainda,

D ={e"-Id:a€R}.

Tomemos S(M) = exp(S) como sendo o grupo de Lie dado pelos automorfismos £ : R" —
R™ tal que £*u = p. Fixemos xg € M e ug € P com mo(ug) = xo. Entao, supondo que (2.1.1)

¢ uma EDE em R", temos o seguinte teorema de decomposicao do fluxo estocastico ¢;.

Corolario 2.3.1 O fluxo estocdstico ¢; tem uma decomposicao unica ¢; = & o Yy, onde &
¢ um processo de difusdao no grupo de difeomorfismos de R™ que preserva a forma volume u,

Yi(x0) = o € Yp(ug) = uoge, para algum processo estocdstico g, em D.

Como ilustragao deste coroléario veja a figura 2.1.
Demonstracao: A demonstracao segue facilmente do caso geral. Devemos apenas ressaltar
algumas alteragoes que ocorrem para este caso particular.

Como a aplicagao v, ¢é bijetiva, a hipotese H2 do Teorema 2.2.1 é naturalmente satisfeita.

Além disso, a decomposicao do campo levantado pode ser escrita como

E como uy € P, segue que

[5X(U0)]p = H(X)(Uo) + U,O[X(U())]ﬁ[(n,]g) . (2313)

Sendo assim,

5{(."X;5) — €. (X)) Huo) = uo[X (uo)]o.



Gr =& oty

mesma area

7/%(300) = To

Figura 2.1: ¢; = & oy com &; preservando area.
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Ou seja, para cada j, existe uma tnica matriz A; € © tal que
5{(51;1)(]‘) - [gt_*l(Xj)]S}(uO) = upA;.

E assim temos a seguinte EDE para o processo g;:

k
dlg) = Y Ajlg) o dWi. (2.3.14)

§=0
Portanto ¢g; ¢ um processo em D, onde gy = Id.

A unicidade segue do Teorema 2.2.1. U

Como ja dissemos na Subsecao 2.2.1, a decomposicao do fluxo estocastico numa componente
que ¢ isometria em Liao [17] é um caso particular do nosso Teorema 2.2.1. De maneira analoga
ao que foi feito para uma componente que preserva volume, também podemos fazer uma
“versao flat” para a decomposicao de Liao. Neste caso tomariamos k£ como sendo a métrica em
R™ e P = R" x O(n) como sendo a O(n)-estrutura em R™. Sendo assim, convenientemente

tomariamos a dlgebra de Lie O gerada pelos campos em R",

{Yla ---7Yn7Yn+17 -~-7Yn+n22—n}a

S = __ 0 - n?-n _
com Yj, j = 1,...,n sendo o campo constante e; = 9z, © Para j = n+1,..,n+ 25+, Yj(z) =

A;(z), com A; sendo matrizes anti-simétricas. Desta forma, para u € P, a aplicacao linear

Y9 — T,P
Y — Y (u) (2.3.15)

seria bijetiva e, portanto, a hipétese H2 seria satisfeita.
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2.3.2 Exemplo: Fluxo Norte-Sul

Vamos dar agora um exemplo para a decomposicao ¢; = & o ¢, onde & é uma isometria.
Seja S%—{ N} parametrizada pela projecao estereogréifica  : R? — S?, onde R? intercepta a
esfera S? no equador. O fluxo norte-sul ¢; é dado pela projecao em S? da contracio exponencial
linear em R?, i.e., ¢;(p) = moe'm1(p). Ele estd associado ao campo de vetores X (z) =
m.(—e3), onde m, é a projegao ortogonal no espaco tangente 7,52, Para um ponto (z,y, z) € S?,

podemos verificar que o fluxo é dado por

1

oi(x,y,2) = cosh(t) — 2 sih (1) (x,y, zcosh(t) — sinh(t)) .

Note que os pontos N = (0,0,1) e S = (0,0, —1) sdo pontos fixos para ¢;.
Sejam xo = €1 e ug = (eq,e3). Para estas condigoes iniciais temos a decomposi¢ao: ¢; =

& o1, onde
sech(t) 0 tanh(t)

& = 0 1 0
—tanh(¢) 0 sech(t)

Além disso, usando as férmulas sinh(2t) = 2sinh(t) cosh(t) e cosh(2t) = 2 cosh?(t) — 1, temos

T — 2r — 2 1 Yy 2(z cosh(t) + (z — 1) sinh(t))
"7 \cosh(2t) — zsinh(2t) + 1 " cosh(t) — zsinh(t)” cosh(2t) — zsinh(2t) + 1

Portanto, o processo derivado ¢, no ponto (1,0,0) é
sech?(t) 0 0

(V) (1,00) = 0 sech(t) 0
tanh(t) 0 sech(t)

Logo

(¢t*)(1,0,0) (Uo) = UoYt,
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onde ¢; é a matriz triangular superior

sech(t) 0
0 sech(t)

2.3.3 Comentario sobre a geometria da variedade

Como pudemos perceber anteriormente, ao tomar uma G-estrutura P = R" x (G, por constru-
¢ao, sempre é possivel satisfazer a hipétese H2 do Teorema 2.2.1.

Uma outra alternativa para a hipotese H2 ser automaticamente satisfeita para uma G-
estrutura P em geral, é procurar uma condicao geométrica para a variedade M de tal maneira

que a aplicagao

v 9<M) — TP

X — 6X(uo) (2.3.16)

seja sobrejetiva, onde a sub-dlgebra de Lie g(M) é dada por: g(M) ={X € a(M) : Lxk = 0}.

Por exemplo, quando M tem curvatura constante e k é a métrica, segue que a aplicacao ~y
é bijetiva e a substituicao da hipdtese H2 por uma condigao geométrica ja foi explorada em
Ruffino [23]. Do mesmo modo, uma linha de pesquisa que ainda nao conseguimos concluir, é
para quais tensores k, temos uma bijecao para a aplicagao 2.3.16 sob uma determinada hipdtese

geométrica na variedade M.

2.3.4  Sl(n,R)-estrutura na variedade M

Numa variedade M que admite uma Si(n,R)-estrutura P, e portanto uma correspondente
forma volume p, a mesma técnica explorada na Segao 2.3.1 pode ser incorporada para obtermos

a decomposicao do fluxo estocdstico com uma componente invariante a tal forma volume. Sendo
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assim, tomemos a seguinte algebra de Lie:
s(M)={X €a(M): Lxu=0},

onde a(M) sao os campos infinitesimais afins. Notemos que as inclusoes i(M) & s(M) G a(M),
onde (M) sao os campos de Killing, nos garantem que s(M) é uma édlgebra de Lie que contém
os campos de Killing, mas ndo é o préprio i(M), o qual ja foi analisado anteriormente.

Dando seqiiéncia a nossa técnica, novamente temos que, para v € P, a aplicacao linear

vs:s(M) — T,P

X — 6X(u) (2.3.17)

é injetiva. E, analogamente ao caso flat, 0.X (u) = H(6X (u)) + up + ug, onde gl(n,R) = p D q
e para A € gl(n,R), temos a decomposicao A = (A — %Id) + %]d = Agnr) + Ap. Vendo
de uma maneira mais geométrica, esta decomposicao é obtida do fato de que a parte vertical
do levantamento natural 6 X possui a seguinte decomposi¢ao:

B divX 1d) + divX

n n

V(X) = (V(X)

1d,

sendo que divX = trV(X). Tendo isso, a decomposi¢ao do fluxo segue diretamente do caso

geral. Ou melhor, tem as mesmas propriedades discutidas no Corolario 2.3.1.

2.3.5 Teoremas de Recorréncia

Vamos dar agora alguns corolarios do Teorema 2.2.1 sobre recorréncia para um fluxo estocastico

iniciado num determinado ponto de uma variedade compacta.

Corolario 2.3.2 Dado um ponto xo de uma variedade compacta M, suponha que existe a
decomposi¢ao do fluzo estocdstico ¢ = & o by, com & sendo uma isometria e Py(xg) = xg
(como no Teorema 2.2.1). Entao, dados e >0 e § > 0, existe tempo de parada T > 6 > 0, tal

que a distancia d(¢r(zo), To) < €.
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Demonstragao: Seja U aberto centrado em 1z tal que a distancia d(xg,y) < £, para todo
y € U. Como M é uma variedade compacta e & é uma isometria (portanto preserva volume),
segue que existe tempo de parada T > ¢ > 0 tal que {&r(U) NU # (. Logo &r(xg) € &r(U)NTU

e portanto, como ;(x¢) = xo para todo t > 0,

d(or(xo), xo) = d(&r (o), o) < €.

Coroléario 2.3.3 (“Recorréncia de Poincaré”) Dado § > 0 e a decomposicio ¢y = & o Uy

onde & preserva volume, entao para todo aberto U de M, existe t > 0 > 0 tal que o conjunto
W={zxelU:¢&w,z)eU}
tem volume igual a U.

Demonstracao: Aplicacao direta do Teorema de Poincaré. U

Observacao 2.3.4 Se ¢, = & oy YVt > 0, entao o &(w,x) € U numa infinidade de intervalos

de tempo, como no caso do Teorema de Poincaré.

Corolario 2.3.5 Dado 6 > 0 e a decomposicao ¢ = & o 1y onde & preserva volume, entao
para todo aberto U de M, existe t > & > 0 tal que o volume de ¥ (V') € igual ao volume de U,

onde

V={recy;YU): ¢s(w,z) € U}.

Demonstracgao: Aplicacao direta do Teorema de Poincaré. U
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2.4 Soma dos Expoentes de Lyapunov

Nesta secao vamos tomar novamente o caso particular do Teorema 2.2.1, onde a decomposicao
¢y = & o1y possui a componente & sendo uma difusao que preserva volume. Vamos assumir
que z; = ¢¢(x) tem uma medida ergédica p. Isto ocorre se assumirmos que a algebra de Lie
gerada pelos campos X, ..., X,, da EDE, geram T, M, para qualquer x € M (ver e.g. Liao
17)).

Aplicando o Teorema Ergédico Multiplicativo de Oseledec para fluxos estocasticos (ver e.g.

Arnold [3]), podemos mostrar que, para p x P-quase todo (z,w),
Jim g ()" 1 (2)]'7 — Az, w),

onde ¢p(2)* : Ty, )M — T, M é o operador adjunto de ¢p.(x) : Ty M — Ty, m)M definido em

relagdo a métrica g e A(x,w) é um operador auto-adjunto em T, M com autovalores

independente de (x,w). Os ndmeros A\; > Ay > ... > ), sdo chamados de ezpoentes de
Lyapunov.

Denotemos por Ay, a soma dos expoentes de Lyapunov. Do Teorema Ergodico Multiplicativo
e suas extensoes temos que

1
Ay = tlim n log | det ¢ (w)]

para p X P-quase todo (z,w), onde o determinante é definido em relagdo a métrica g (ver e.g.
Carverhill, Chappel and Elworthy [8]). Portanto, Ay tem uma interpreta¢ao geométrica como
a taxa exponencial no qual o fluxo varia seu volume (ou drea se a dim M = 2).

Usando a fatoracao ¢, = & o v, temos entao que

1 1
As = tlim n log | det ¢ () (w)| = tlirn n log | det ¢y (x)(w)]
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para p X P-quase todo (z,w). No caso particular da decomposi¢do do Coroldrio 2.3.1, como

(o) € uma transformacao linear tal que ¥y (o) (ug) = uogs, temos que
1
Ay = thm i log | det gy

Ou seja, a soma dos expoentes de Lyapunov do fluxo ¢; é dada pela matriz estocastica g;.

Relembremos que g; é solugao da EDE

k
dgp = Y _Aj(gi) o dWy, (2.4.18)

=0
onde A; € ® (ver demonstracio do Coroldrio 2.3.1) é a tnica matriz tal que §{(&,'X;) —

(€21 (X))} (wo) = upA;. Pela Férmula de 1té temos que

t k
log | det g4| :/ Z(divAj)(gs)ode
0 50

(ver e.g. Arnold [3]). Nosso interesse agora é tomar o limite 1/t, com ¢t — oo, na EDE acima.
Porém, em sua correspondente EDE de It6 pois este limite num martingale é nulo. Sendo

assim, utilizando a formula de conversao de Stratonovich para [t0, tem-se

log | det g;| = /Ot[divAo(gs) + % Z(A (divA;))(gs)lds +/ Zdsz (gs)dW? . (2.4.19)

J=1

J

~
martingale

Finalmente, por um Teorema Ergédico para difusoes (argumento de Furstenberg-Khasminskii),

temos que

A = /M div Aoz / Z (divA;))(x)p(d). (2.4.20)

O interessante desta férmula é que podemos obter a soma dos expoentes de Lyapunov, sem a
parte difusa da equagao estocastica. Mais ainda, sua soma pode ser expressa apenas em fungao
dos campos A;’s. Esta férmula ja foi obtida em outro contexto por Baxendale, como foi citado

em [8].
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2.5 Cascata de decomposicao do fluxo

Um corolério do Teorema 2.2.1 que ainda nao comentamos, ¢ tomar a sub-dlgebra de Lie g(M)
como sendo a prépria dlgebra de Lie dos infinitesimais afins a(M). Sua decomposicao consiste
basicamente na fatoragao ¢; = & o 1, com & sendo uma difusao no grupo das transformacoes
afins, e o resto ¢, com as propriedades: ¥ (z9) = xge Y = 1 deO M, Vt > 0. Esta decomposicao
é inica e j4 foi trabalhada em Ruffino [23]. Utilizando este resultado e repetidamente o Teorema
2.2.1, obtemos uma cascata de decomposicoes do fluxo, como veremos no teorema 2.5.1.

Suponha que temos as seguintes condigoes:

C1) Uma cadeia de sub-dlgebras de Lie
g'(M) C...Cg" (M) C g"(M) =a(M)

onde ¢/ (M) = {X € a(M) : Lxk’ =0}, j = 1,..,n, para algum tensor k/. E portanto
temos uma cadeia de grupos de transformacoes de M, correspondente a cadeia das sub-
algebras de Lie, i.e.,

GY M) cC..c G M) c G (M);

C2) Seja P7 uma G-estrutura associada aos tensores k7, com P* C ... ¢ P" ! Cc P" = GL(M),
e que ainda,

T, GL(M) = T, P" " ®upq"*,

T, GL(M) = T, P" % ® upq" 2,

T GL(M) = T, P* & uoq',

com q" ' C g2 cC..Cq'Cgl(nR).
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Teorema 2.5.1 Com as condi¢oes acima, temos a sequinte fatoracao do fluxo estocdstico:

th:ftlomo f_logfo¢t7

onde (§ o ..o &) € G"(M) € uma transformagao afim, 1y(x0) = o € P = Idg, a, ¥Vt > 0.
Cada componente (6} 020 ...0&) e GF(M), 1 <k <n—1, (€ o.. o0& othy)(20) = x0 €

(EF o o€ o1hy).(ug) = uoq com q, sendo um processo em q* C gl(n,R).

Demonstracao: A primeira decomposicao a ser feita é ¢y = & o 1, com & sendo uma
difusdo no grupo das transformagdes afins e o resto ¢, tendo as propriedades que 1;(xg) = xg
e . = Idr, ar, Yt > 0. Usando o Teorema 2.2.1 para o fluxo afim &, temos que & = &} o Af,
com & € GY(M), Af(xzo) = zo e Aj,ug = upgy, onde g € q'. Mais ainda, como . = Idr, m
temos que (A} o 1) ug = ugq;-

Novamente pelo Teorema 2.2.1, & = (£} 0 €2) 0 A? com (£} 0 &%) € G*(M), (A2 o4py)xo = w0
e (A? o4hy),ug = upqs, onde agora ¢; € q°. Fazendo isso sucessivamente, no (n — 1)-ésimo passo,
obteremos & = (£} 0&20...0& o Al com (£} 02006 € GVH(M), (A ovhy)xg = w0
e (A} oy).ug = uoq, onde g € "

Finalmente, tomando mais um passo com o Teorema 2.2.1, & = (£} 020 ... 0 &) o AT com
(lo€20...0&") € GY(M). Pela unicidade da decomposicao ¢; = & o 1, segue que AP = )y,
e portanto

¢ =& 0.0 ol oy
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Exemplo:

Vamos supor agora, que a nossa variedade possui uma métrica g = g;;dx; ® dz; e que sua forma

volume é dada em funcao desta métrica, i.e.,

pg = 1/ det(gi;)dxy A ... A dxy,.

Portanto estamos supondo que a O(n, R)-estrutura P! estd contida na SI(n, R)-estrutura
P2 ie.,
P! C P> C GL(M).
Tomando g% como sendo a sub-dlgebra de Lie dada pelas matrizes diagonais da forma a - Id,

a € Re q! asub-dlgebra de Lie das matrizes triangulares, temos:
9> C q' C gl(n, R).
Pelo Teorema 2.5.1,
o8 :ftloftzoffowu

onde & ¢é uma difusdo no grupo das isometrias, (£} o £2) preserva volume e (£} o €2 0 £3) ¢
transformagao afim. Além disso, £2(xg) = & (o) = Yi(w0) = T0, (£ 0 &} 0 1y)sug = upgs com

q € q' e (& o 1hu).uo = uog: onde g € 9.



Capitulo 3

Difusao em Variedade Simplética

Neste capitulo assumiremos que (M, w) é uma variedade diferenciavel 2n-dimensional simplética,
paracompacta e conexa. A paracompacticidade da variedade é para garantir a existéncia de
uma métrica riemanniana e, portanto, a existéncia de uma estrutura quase-complexa J w-

compativel (ver e.g. se¢do 1.6).

Tomaremos o fluxo estocastico ¢, como sendo o fluxo gerado pela seguinte EDE (em M)

k
dry = ZXi(xt)OdW,f, (3.0.1)

i=0
e estaremos interessados em fatoracoes para ¢;, que possam ser obtidas por meio das pro-
priedades oferecidas pela estrutura simplética da variedade. Na EDE 3.0.1 assumiremos que
seus campos X/s sdo de classe C* (com k suficientemente grande) e suas derivadas covariantes

sao limitadas.

o1
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3.1 Difusao em curvas de nivel

Daremos nesta secao um teorema que permite decompor o fluxo estocastico como ¢; = & o ¢y,
com a componente & sendo uma difusao que mora numa curva de nivel de uma determinada
funcao h : M — R, ou mais precisamente, &(z) € h™(x) q.s.. Este tipo de decomposigao
pode vir a ser util em problemas de outras areas. Num problema fisico por exemplo, se h
for uma func¢ao temperatura, a difusdo & (z) permanecerd numa determinada regiao onde a

temperatura é constante igual a h(x). Citaremos outras motivagoes no decorrer desta se¢ao.

Teorema 3.1.1 Seja h € C*(M) uma submersao. FEntdao podemos decompor o fluzo es-
tocdstico como ¢ = & o Yy, sendo & um processo de difusao tal que &(x) fica restrito a
subvariedade h=*(z) q.s.. Além disso, 1:(x) € um processo estocdstico, transversal ds curvas

de nivel de h e é gerado por &1 (JX},).

Demonstragao:

Tomemos uma estrutura quase-complexa w-compativel J, a qual define a métrica associada
g = w(-,J-) e seja Vh o campo gradiente definido por g(Vh,-) = dh. Sendo X} o campo
hamiltoniano associado a fungao h, temos que Vh = JX},. Para maiores detalhes veja Secao
1.6.

Vamos definir o seguinte campo de vetores X em fungao dos campos X; da EDE e do

campo hamiltoniano Xj:

A expressao w(X;(z), Xn(z)) pode ser interpretada como a projegao ortogonal de X;(x)
em Vh com relacao a métrica associada. Note que X é um campo diferenciavel e que por

construcao yj(x) estd no nicleo da aplicagao dh(x) : T,M — R.
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Dado = € M, seja &(x) solucao da seguinte EDE em M:

k
d&(x) =Y X;(&(x)) o dWF.
=0
Como sabemos, dh()?j) = Lg,h =0 e assim temos que h(&(-,z)) = h(x) q.s.(ver e.g. Bismut

[5]). Como &'o& = Idy, temos, por uma versio da féormula de Itd generalizada, que

.1(dé(w)) +dg7t (E(x)) = 0. Logo, & () é solucdo da seguinte EDE
dgt Z ft*lX gt )o thj-

Tomando v, = &' o ¢, obtemos novamente que diyy(z) = &, (odg,(x)) + od&;  (dy(x)) e

portanto,
dijy(x Za;{x X5} (Whe(x)) o dWY.
Ou ainda,
dipy(x Zﬁt* (AF (I X)) (W) 0 AWV,
e W) Xn (1 (2)))
onde A\ = 00X, @) X)) € K- -

Exemplo:

Vamos tomar M como sendo o espago euclidiano R?, em coordenadas (z,y), com a forma
simplética wy = dz A dy. Considere a hamiltoniana h(z,y) = 1(z? + y*) e seu campo hamil-
toniano associado dado por Xj(z,y) = (—y,x). Tomemos o fluxo estocdstico ¢; gerado pela
EDE

doy = erdt + eo o dW,.
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A aplicagao t — ¢(p, ) “caminha’na dire¢ao de e; = (1,0) com ruido na dire¢ao de e; = (0, 1),
para quase todo w € (). Seguindo a demonstracao acima, seja & o fluxo estocastico gerado
pela EDE

d(ze,yr) = e1(xe, ye)dt + ea(we, yr) 0 AWy, (3.1.2)

onde os campos €7 e €5 sao da forma:

évl('ray>:(1’0>_ (l‘,y);

$2+y2

~ Y
62(9:7?/) - (Oa 1) - $2 + y2 (xay)a

se (Jf,y) # (070) € évl(Ov(D = 52(070) = (070)

A equacao 3.1.2 torna-se entao equivalente a resolver as equagoes:

2
Y YTt
dz, = dt — o dWi; (3.1.3)
N e T

2
YTt Ly

dt + ——t— o dW,. (3.1.4)

‘r%—i_yz‘? Ty + Vi

dyt =

Das equacoes 3.1.3 e 3.1.4 obtemos:

2 2
Tty YTy
x,0dr, = dt — o dWy; (3.1.5)
x? 4 y7 x? 4 y?
d YPT g S (3.1.6)
yt O yt = — (@] te P
x? 4 y? x? 4 y?

E portanto x; o dx; + y; o dy; = 0. Por outro lado,
d(2?) = 2z, o dxy;
d(ytz) = 2?/1: (e} dyt

Ou seja, na forma integral temos que

t t
acf—i—yfz:c%%—y%—l—Q(/ xsodxs—i—/ysodys).
0 0

N

g

=0
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mo er rar, T rmanece na curv niv uncao h:
Logo, como era de se esperar, r? + y? permanece na curva de nivel da fungao h

1 1
B ) = (0 +98) = 528 + o).

3.1.1 Subvariedade Integral Maximal h-Simplética

Daremos agora uma abordagem mais geométrica para a decomposicao que fizemos em termos
das curvas de nivel da fungao h no Teorema 3.1.1. Para isso, relembraremos brevemente
algumas definigoes sobre distribuicao e variedades integrais maximais.

Uma distribuigao S de dimensao r numa variedade M é uma escolha (para cada p € M)
de um subespaco r-dimensional S, de T,,M. Dizemos que um campo de vetores X pertence a
S se X(p) € S, para todo p € M. A distribuicdo S ¢é dita involutiva se [X,Y] € S quando
X,Y € 5. Uma subvariedade conexa N de M é chamada de variedade integral da distribuicao
S se i (T,(N)) = S,, para todo p € N, onde i : N — M é um mergulho, e esta ¢ maximal se S
nao contém outra subvariedade integral que contém N. O teorema de Frobenius garante que
se S for involutiva, entao, para todo ponto p € M, hd uma tnica integral maximal N(p) de S.

Dada uma submersao h € C"*° numa variedade simplética, a escolha do subespaco
S, ={Y e T,M : w,(Y, Xp(p)) =0}

em termos do campo hamiltoniano X} define uma subvariedade integral maximal em func¢ao
da energia h, a qual chamaremos de integral maximal h-simplética que passa por p € M.

Como o campo de vetores X definido em termos dos campos X; da EDE 3.0.1 e do campo
hamiltoniano X}, por:

. w(X;(p), Xa(p))
Xip) = X5 = N, ) X))

JXn(p),
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é tal que w,(X;(p), Xn(p)) = 0, para todo p € M, podemos reescrever o Teorema 3.1.1 da

seguinte maneira:

Teorema 3.1.2 Seja (M,w) uma variedade simplética e h € C*® uma submersio. Entao
podemos decompor o fluzo estocdstico ¢; gerado pela EDE 3.0.1 como ¢y = & o1y, sendo & (x)
um processo de difusao restrito a integral maximal h-simplética que passa por x € M. Além

disso, V() € um processo estocdstico transversal as integrais mazimais gerado por &, (JX},).

3.2 Trajetorias Hamiltonianas.

Nesta secao temos como resultado principal a fatoracao do fluxo estocastico ¢; = & o vy, de
tal forma que o movimento & (w, z) fique restrito sobre uma trajetéria hamiltoniana dada por
um campo hamiltoniano, para quase todo w € €.

Antes de enunciarmos o teorema precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.2.1 Sejam f € C®(R) e X um campo de vetores C*°. Considere as sequintes
EqUagOoes:

&= X(x(t)),

z(0) = xy.

(1)

y=f)X(y()),
y(0) = xo.

Entao as solugoes de (1) e (2) tém a mesma trajetoria.

Demonstragao: Devemos mostrar que se y; é solucao de (1) e v é solugao de (2) entao

Y2(t) = 71 (g(t)) para alguma funcao g.
De fato, derivando os dois lados de vo(t) = 71(g(t)) temos:

P2(t) = F1(g(1))g(t). (3.2.7)
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Por outro lado, 42(t) = F(H)X (32(t)) € 31(9(£)g(t) = X (11(9(£)))3(¢). E portanto
FOX (1) = X(n(g()a(0).

Como, por hipétese, 72(t) = v1(g(t)), temos que §(t) = f(t) e portanto,

o) = [ 1syis

Equivalentemente, se as equagoes acima fossem de Stratonovich, i.e., dx; = X (x;) o dW; e

dy, = f(t) X (y;) o dWy, suas solugoes também teriam a mesma trajetoria.

Teorema 3.2.2 Seja h uma submersao e X}, seu campo hamiltoniano. Entao existe a decom-
posicao ¢y = & oy com o suporte da difusao & morando em trajetorias hamiltonianas geradas

pelo campo X,,. Além disso, 1, possui trajetorias transversais as trajetorias hamiltonianas.

Demonstracao: Para cada X; da EDE 3.0.1, tomaremos o campo 5(\;, por meio da projecao
ortogonal de X; em X da seguinte maneira: para cada x € M, seja E(x) a projecao

() = Y&(@), JX(2))
A0 = DR @), X))

Xh(l’)

Agora, de maneira analoga a demonstracao do Teorema 3.1.2, tomaremos &, como sendo a

solugao da seguinte EDE em M:
k: ~ .
dry = Xj(x) o dWF.
=0

Como )Z(xt) = f;(t)Xn(x;) para alguma funcao f; € C*°(R), pelo Lema 3.2.1, temos que & (x)
ficara restrito sob a trajetéria hamiltoniana de Xj, que passa pelo ponto x, com a diferenca

que existird um “ruido”unidimensional enquanto & () percorre tal trajetoria. Utilizando uma
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versao da férmula de Ito generalizada para 1, = &' o ¢, como na demonstracio do Teorema

3.1.2, obtemos:

din(w) =Y &M@ Vh)(W(x)) 0 AW,

§=0
onde a; € R. O

Corolario 3.2.3 O fluzo estocdstico possui a sequinte fatoracao:

Cbt:ftlogfolbt,

onde & é uma difusdo que fica restrita as trajetorias hamiltonianas geradas por Xy, (€} o&?)(x)
“mora’na curva de nivel h™'(x) e 1; possui trajetérias transversais as trajetorias hamiltoni-

anas.

Demonstragao: Notando que dh(X},) = 0, a demonstragao segue diretamente do Teorema

3.1.1 e Teorema 3.2.2. U

Exemplo:

Vamos tomar a variedade M como sendo o espago euclidiano R?, em coordenadas (z,y), com

a forma simplética wy = dz A dy. Tomemos a estrutura quase-complexa dada por JO(%) = a%
e Jg(a%) = —8%. Com relacao a base %, a%v podemos escrever
0 —1
Jo =
1 0

e também temos a relacao wy(u,v) =< Jo(u), v >.
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Consideremos a funcdo hamiltoniana h(z,y) = x — y em R2 Portanto, seu campo hamil-
toniano é o campo constante X (p) = (—2(p), %(p)) = (1,1). Tomemos o fluxo estocdstico

dy
¢¢ gerado pela EDE

det = eldt +e90 th

O fluxo ¢, tem a propriedade que t — ¢;(p, ) “caminha’na diregao de e; = (1,0) com ruido
na diregao de ey = (0, 1), para quase todo w € €. Pelo teorema anterior & é o fluxo estocéstico
gerado pela equacao:

d%t = évldt + 6’3 o th,

S

onde e¢; = é3 = (‘/75, °=) sao campos constantes obtidos pela projecao definida acima. Assim

&(p) = p+1(

para p € R? e t > 0. E sendo assim, & = id e obtemos a seguinte EDE para t;:

2-v2 =2 V2 2-42
2 2 272

dy, = ( )t + ( ) o dW,.

Possibilidades:

Comentaremos agora uma possibilidade para um trabalho futuro. Gostariamos de encontrar
uma boa defini¢do de uma projecao m de um aberto/fechado A na trajetéria y;(p), onde y; é o
fluxo associado ao campo Xj,. Veja a ilustracao da figura 3.1.

A decomposicao do fluxo estocastico induz uma decomposicao nas probabilidades de transicao
dos fluxos ¢ e £. Denotando por Pfs (p, A) a probabilidade de transi¢do de ¢ com relacdo a p e
A, i.e., a probabilidade de ¢;(p) atingir A para algum tempo de parada T € (0,00), temos o

seguinte possivel teorema.
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Figura 3.1: Projecao
Conjectura: Temos as relagoes nas probabilidades de transicao:
P?(p, A) < Pf(p,m(A)),
para 0 <t <T.

Ainda gostariamos de mostrar que possivelmente nao existe uma funcao f, tal que Pf (p,A) =

fhPS(p, w(A)) e outras consequéncias.



Capitulo 4

Conjugacao do Fluxo Estocastico e

Tensores

Imkeller e Lederer mostraram em [13] que, a menos de uma mudanca de coordenada esta-
ciondria (conjugagao), os fluxos gerados por EDE, cujas trajetérias nao sao diferencidveis no
tempo quase sempre, podem ser descritos por fluxos aleatorios que sao diferenciaveis no tempo.
O que faremos neste capitulo é estudar uma classe especial de EDE que permitem boas con-
jugacoes, ou melhor, sob determinadas hipdteses, o fluxo estocastico pode ser conjugado a um
fluxo aleatorio diferenciavel no tempo e que ainda preserva certos tensores como, por exemplo,

um tensor métrico, uma forma volume, uma forma simplética, etc.

4.1 Equacoes Diferenciais Aleatdrias e Estocasticas

O conceito de sistema dinamico aleatério abrange uma enorme diversidade de objetos da
matematica. O tipo de aleatoriedade dada nestes sistemas que mais nos interessa ¢ o chamado

“cociclo”ou “random dynamical system”, como menciona L. Arnold [3]. Os cociclos possuem

61
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uma dinamica no espago de estado e ainda, existe uma dinamica na base probabilistica.

Mais precisamente, seja (2, §, P, (0;);cr) um sistema dinamico métrico, i.e., # é uma aplicac¢ao
mensuravel que preserva a medida de probabilidade (6P = P) e tem a propriedade de semi-
grupo: 6;,, = 050 0;, com 0y = idg. Dizemos que a aplicagao ¢ : R x 2 x R” — R" é um

sistema dinamico aleatério (“random dynamical system”) ou cociclo aleatério em R”™ se:
e ¢ ¢é B(R)®F ® B"-mensuravel,
e ¢ satisfaz, para todo s,t € Rew € 2,
(0, w) = idgn,
¢t + 5,w) = ¢(t,05(w)) 0 p(s,w).

A defini¢ao acima poderia ser mais geral, tomando ¢ : TxQxR" — R* com T € {Z,,Z,R,,R}.
Na definicio com 7' = R, temos ainda que ¢(t,w)™' = ¢(—t,0w), ou equivalentemente,
o(—t,w) = p(t, 0 w) "

Sistemas dinamicos aleatérios podem ser gerados por equagoes diferenciais aleatérias (EDA)
da forma

dry = f(et% xt)dt;

supondo algumas propriedades sobre o campo aleatério f : 2 x R" — R". Este tipo de
equacao pode ser resolvida, uma vez que fixamos w, como uma equagao diferencial ordinaria

nao-autonoma. Dizemos que ¢ é solucao desta equacgao se

o(t,w)r =z + /t fOsw, P(s,w)x)ds.
0

Tomando campos diferenciaveis autonomos Xy, ..., X,, em R" a equacao diferencial es-

tocéastica de Stratonovich da forma

k
dr, = Y Xi(x;) o dW} (4.1.1)

=0
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gera um fluxo estocdstico com a propriedade de cociclo com relagdo ao shift 6 (w-q.s.). (ver

e.g. Secao 1.2).

Definicao 4.1.1 Dois sistemas dinamicos aleatorios ® e W em R™ sdao conjugados, se existe

um homeomorfismo aleatorio H : 2 x R — R™ tal que, para w-q.s. e todot € T, temos
Uy (w) = H(Ow) o ®(w) o H H(w).

Neste caso H € chamado de uma cohomologia entre ® e U (cf. terminologia do Imkeller e

Lederer [15]).

Notemos na definicao de cohomologia que, se ®; é cociclo, entao ¥, também é cociclo. De

fato,

U, (0w) o Uy(w) = H(Ow)o ®(fw)o H (Byw) o H(Asw) o ®y(w) o H H(w)
= H(0sw)o Pps(w)o H(w)
= \IjtJrs (CU)

(4.1.2)

A cohomologia de dois sistemas dinamicos aleatérios pode ser considerada uma mudanga
de coordenada pela qual o comportamento dinamico descrito por um dos sistemas é transladado
para o comportamento dinamico descrito pelo outro sistema. Propriedades assintéticas intrinsecas
do sistema dinamico aleatdrio, tais como expoente de Lyapunov ou atratores aleatorios, sao

preservadas pelas cohomologias estacionarias.

4.2 Conjugacao

A conjugac@o que estamos interessados nesta segao ¢ entre um fluxo estocastico ¢; (que nao é

diferenciavel no tempo), gerado por uma EDE, com um fluxo aleatério ¢, que é diferenciavel no
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tempo. Primeiramente faremos uma conjugacao usando parte da técnica que estd em Imkeller e
Lederer [13] para obtermos a tal conjugagao entre ¢, e 9, e posteriormente acrescentaremos que,
se o fluxo estocastico ¢; preserva um determinado tipo de tensor, entao v, também preserva.
Consideremos ¢, o fluxo estocastico gerado pela EDE 4.1.1 em R"™. Como iremos trabalhar
com “integrais definidas de —oo a t”, gostariamos de reforcar que a EDE 4.1.1, corresponde a

equacao integral

t m t
T :x+/ Xo(xu)du—l—Z/ X;(w,) 0 dW.
0 =0

Assumiremos que os campos Xo, ..., X,, € C* (com k suficientemente grande), suas derivadas
covariantes V.X;’s sao limitadas e T/VtJ , J = 1,...,m sao movimentos brownianos independentes
(relembrando que W} := dt).

Como parte da técnica que usaremos no Teorema 4.2.2, precisamos obter um fluxo h; tal

que ho(fw) = hy(w) para w-q.s (estacionaridade).
Lema 4.2.1 Seja h; a solugcao da EDE dada na forma integral por

h@) =z + Y e / X 5 (ha()) 0 AW, (4.2.3)
Entao hy(Osw, ) = hys(w, x) (w-q.8.). Em particular hy(w, ) = ho(6iw, x).

A demonstracao deste lema, para campos X;’s como assumimos anteriormente, segue em

Imkeller e Lederer [13].
Exemplo:

Vamos tomar a seguinte equacao na reta: dr; = X(zy) o dW; com X(z) = 1. Logo sua
solugao ¢é dada por ¢;(z) = x + W,. E portanto

hs(w, ) =z + es/ edW,.

—0o0
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Vamos mostrar entao, para este caso particular, que hy(w, x) = ho(6w, x). Usaremos para isso
uma técnica diferente da qual se encontra em [13].

Pela férmula de It6 temos que:
/ e*dW, = e’W, — e*W, — / W,e%du.
E portanto

hs(w,z) = x+e® lim e'dWw,

= z+W,— lim e_s/ Wye'du. (4.2.4)

a——00

Como W, (Ow) = (Qw)(u) = w(t + u) — w(t) = Wiy — Wi, temos

0
ho(w, ) = z—[ lim etdW,] o 0,
0
= z—[ lim Wyetdu) o 6,
0
= T — [ lim (Wt+u — Wt)eudu]

a——00
a

a——00

t
= 4+ W;,— lim e_t/ Weldv.
= h(w,x)

Portanto temos a estacionaridade para h;.

Note que apesar do limite lim,_,_,, e~ f; W.e*du nao existir, a expressao e™* f_soo W.edu
se aproxima de W quando s — —oo, e portanto, por 4.2.4 vemos que hy(x) — z quando
s — —oo. Ou seja, temos h_o(iw) = h_oo(w) (w-q.s.). Isto nos permite intuir a seguinte

alternativa para o substituir o Lema 4.2.1:
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Conjectura: Assuma que limy . o, hy(x) = = para a equagao 4.2.3. Entao hy(Osw,z) =
hiys(w, ) (w-q.s.).
Acreditamos que uma demonstracao pode ser feita usando argumento de inducao sobre

intervalos do tipo (—oo,T).

Voltando ao topico principal do capitulo, segue abaixo um teorema sobre conjugagao de
fluxo estocéstico. Uma versao deste resultado aparece em Imkeller e Lederer [13]. Nossa técnica

1

além de simplificar e corrigir' a usada naquele artigo, ainda permite preservar tensores como

serd feito na préxima segao.

Teorema 4.2.2 Seja ¢; o fluro estocdstico gerado pela EDE 4.1.1. Entao existe um fluzxo

aleatdrio 1), diferencidvel no tempo, tal que temos a conjugagdo de classe C*
br(w) = H(Ow) o Yy(w) o H(w) .

Demonstracao: A equacao diferencial para h; é da forma
m m t
dhy, = Z X;(hs) 0 dW} — Z et(/ " X;(hy) o dW])dt.
J=1 j=1 -

Como h; ' o hy = id, temos que h;,'(odhy(z)) + odh; ' (h,(z)) = 0 e portanto,

t

() = = YR X @) 0 W7 4 S e b ([ ety (@) o i)t
j=1 j=1 e

! Na técnica usada em [13], tomou-se
$1(w) = ho(Bew) 0 Ye(w) o (idrn) ™" = ho(frw) © Pr(w) © ho(w) ",

0 que nao ocorre, pois em geral, ho(w) nao é a identidade (w-q.s.).
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Tomemos entdo W, = h; ' o ¢,. Por uma versao da férmula de Ito generalizada temos que:

AW (x) = by (oddr(x)) + odh; (dn(a))
= DR @) o W] = DX (@u(a))) o W

Jj=1

—00

+Ze‘th;1( / " X;(h, (pu(x))) 0 AW)dt.

= [ Xo (W, (2 +Z —tht*/ " X;(W,(x)) o dW]]dt.

—0o0

A equacao que obtemos para ¥; é uma equacao diferencial funcional.
Seja 1, := W, o hy, ou ainda, Yy(w,x) = V4(w, ho(w)x). Logo, como ¥, é diferenciavel no
tempo, segue que ¥ também é diferenciavel no tempo. Denotando por H o homeomorfismo

aleatério dado por hg : €2 x R — R™, temos a conjugagao

Pr(w) = H(Ow) o Py (w) o (W)fly

onde v, é um fluxo aleatério diferenciavel no tempo. U

4.3 Conjugacoes que Preservam Tensores.

Suponha que temos um fluxo estocastico ¢, gerado por uma EDE e que este ainda preserva
um determinado tensor k do tipo (p,q), ou seja, ¢;k = k q.s.. Nesta secdo vamos mostrar,
através da técnica obtida na secao anterior, que podemos construir um fluxo aleatério v, gerado
por uma EDA | portanto diferencidvel no tempo, que é conjugado a ¢; e que ainda mantém a
propriedade de preservar o tensor k. AplicacOes interessantes podem surgir quando tomamos

k sendo uma métrica, uma forma simplética, etc.
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Teorema 4.3.1 Como no Teorema 4.2.2, tomemos a conjuga¢ao ¢i(w) = H(Ow) o (w) o
H Yw,"). Entdo, o fluro estocdstico ¢; preserva tensores k do tipo (p,q), com p+q = 2r,7 € N,

se, e somente se, U, e H preservam k.

Demonstragao: Devemos mostrar que se ¢, preserva o tensor k, entao ¢, e H preservam k
pois a reciproca segue do fato que a composicao de difeomorfismos que preservam um tensor
k, também preserva o tensor k.
De fato, nas mesmas notagoes acima, temos que z; = hy(z) é solugao da equagao
m .
dry =Y Xj(z,) 0 AW — (z, — x)dt. (4.3.5)

j=1
Agora, analisando primeiramente uma equagao do tipo dz; = Y (x;)dt, onde o campo é dado
por Y(-) = —Id(-) + x, temos que se n; ¢ seu fluxo gerado, entdao n, = —Id. Como ¢jk = k
(w-q.s.) segue que Ly,k =0 para j = 1,...,m, e portanto, hik = k se, e somente se, n/k = k.
Por fim, como 7, = —Id, temos que 7}k = k se, e somente se, o tensor k é do tipo (p, q), com
p+q=2r,r € N. Logo, para p+q = 2r,r € N, o difeomorfismo H = h preserva k e portanto,

1y também preserva pois é composicao de difeomorfismos que preservam. O

Tensores como a métrica riemaniana, forma simplética e a forma volume p = fdzi A...Adx,

com n par, sao alguns exemplos de tensores que sao preservados pela conjugacao.
Exemplo:

A técnica em geral envolve contas longas, mesmo para sistemas relativamente simples. O

exemplo a seguir é meramente ilustrativo para o leitor.

Considere a seguinte EDE no espaco euclidiano R?:
dry = Xo(zy)dt + Xy (x) o dW,

onde Xy(z,y) = (1,0) e X;(z,y) = (0,1) para todo (x,y) € R>.
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Notemos que se ¢; é a solucao da EDE acima, entao

th(x»y) = (I’y) + (et’ I/Vt)v

é fluxo estocastico que tem a propriedade de ser isometria. De acordo com a demonstracao do

Teorema 4.2.2, o processo estacionério h(x,y) = (h¥, hY) é dado por

hi \ x

W)\ ytet [l evaw,
E portanto

dny \ 0

an? |\ awi — e+ p)ae

Neste exemplo simples é facil constatar que hy, = Id, e sendo assim

dvy Uy
= . dt.
dvy et [T e“dW,
Logo o fluxo ¥, que é diferenciavel no tempo é dado por
Uy T+ e
Uy Y+ fot dW, — et ffoo edW,

Como ho(z,y) = (x,y + fi)oo e“dW,), segue que ¢, = W, o hy é da forma
¢Zc x + e
di/ Y + fi)oo Guqu + f(f dWS - eit fjoo euqu

Com as expressoes acima, e notando que hy'(z,y) = (z,y — ffoo e*dW,,), é facil verificar
que

$(w)(@,y) = ho(Bw) 0 1y (w) 0 hy ' (W) (@, y).
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