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Abstract

In a probabilistic language model (PLM), a probability function is defined to calculate the
probability of a particular string ocurring within a language. These probabilities are the
PLM parameters and are learned from a corpus (string samples), being part of a language.
When the probabilities are calculated, with a language model as a result, a comparison can
be realized in order to evaluate the extent to which the model represents the language being
studied. This way of evaluation is called perplexity per word. The PLM proposed in this
work is based on the probabilistic context-free grammars as an alternative to the classic
method inside-outside that can become quite time-consuming, being unviable for complex
applications. This proposal is an approach to estimate the PLM parameters using interior
point methods with good results being obtained in processing time, iterations number until
convergence and perplexity per word.

Keywords: Stochastic context-free grammars, Formal language, Language modeling, Interior-
point methods

Resumo

Os modelos probabilisticos de uma linguagem (MPL) sdo modelos mateméticos onde é defi-
nida uma funcao de probabilidade que calcula a probabilidade de ocorréncia de uma cadeia
em uma linguagem. Os parametros de um MPL, que sao as probabilidades de uma cadeia, sao
aprendidos a partir de uma base de dados (amostras de cadeias) pertencentes a linguagem.
Uma vez obtidas as probabilidades, ou seja, um modelo da linguagem, existe uma medida
para comparar quanto o modelo obtido representa a linguagem em estudo. Esta medida é
denominada perplexidade por palavra. O modelo de linguagem probabilistico que propomos
estimar, estd baseado nas graméaticas probabilisticas livres do contexto. O método cléssico
para estimar os parametros de um MPL (Inside-Outside) demanda uma grande quantidade
de tempo, tornando-o invidvel para aplicacoes complexas. A proposta desta dissertagao con-
siste em abordar o problema de estimar os parametros de um MPL usando métodos de
pontos interiores, obtendo bons resultados em termos de tempo de processamento, ntimero
de iteracoes até obter convergéncia e perplexidade por palavra.

Palavras-chave: Gramaticas probabilisticas livres do contexto, Linguagem formal, Mode-
lamento da linguagem, Métodos de pontos interiores.
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Capitulo 1

Introducao

Um modelo probabilistico de uma linguagem é um modelo mateméatico, onde é definida uma
funcao de probabilidade que calcula a probabilidade de ocorréncia de uma cadeia em uma, lin-
guagem [13]. Os parametros do modelo probabilistico de uma linguagem (as probabilidades
das cadeias) sdo aprendidos a partir de uma base de dados (amostra de cadeias) pertencen-
tes & linguagem [19]. Geralmente sdo usadas duas amostras, a primeira para o processo de
aprendizagem e a segunda é usada para validar a qualidade do modelo obtido. Ambas sao

feitas automaticamente.

O modelo probabilistico da linguagem mais usado é o modelo de n-gramas [1], que est& ba-
seado na frequéncia de ocorréncia de uma cadeia em uma amostra da linguagem. Embora
o modelo de n-gramas seja facil de implementar e também seja um bom modelo, quando
aplicado a linguagens naturais ou a problemas de grande complexidade, apresenta proble-
mas de interpretacao, porque para calcular a probabilidade de uma palavra utiliza somente
informacao local (dada pelas n-1 anteriores). Por conseguinte, uma quantidade importante
de informacao nao é considerada durante o processo de estimagao, fazendo com que seja

atribuido valor zero em frases com alta probabilidade.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

Uma alternativa, que melhora o problema de interpretacao do modelo de n-gramas, sao os

modelos probabilisticos baseados em graméaticas livres do contexto.

Uma gramatica probabilistica livre de contexto ¢ uma gramatica formal, composta de duas
partes: estrutural e estocastica. Um conjunto de regras formam a componente estrutural da
gramatica, e as funcoes de distribuicao de probabilidade associadas com as regras, sao sua

componente estocastica [13].

No processo de aprendizagem das gramaéticas probabilisticas livres de contexto é usada uma
amostra da gramatica da qual espera-se recolher informagoes tanto da parte estrutural como

de sua parte estocéstica.

Para o processo de aprendizagem das probabilidades, em uma das abordagens, é necessario
definir uma funcao critério que depende da amostra para otimizar. As amostras podem estar
formadas por cadeias que sejam parte ou nao da linguagem. Neste estudo as amostras sao
formadas por cadeias que pertencem a linguagem formal. Uma vez definida a func¢ao critério,
por exemplo a funcao de verossimilhanca, ¢ escolhido um método de otimizagao para resolver
o problema. Tais modelos apresentam dificuldade em problemas de grande complexidade

devido ao alto custo computacional para estimar os parametros das gramaticas.

A funcgao de verossimilhanca de uma graméatica probabilistica livre de contexto é um po-
linomio de varias varidveis, e o algoritmo baseado no teorema de transformacoes crescentes,
algoritmo classico de estimacgao para encontrar o maximo desta funcao, tem um custo com-
putacional alto [22, 4]. Desta forma, vamos analisar o desempenho do método de pontos

interiores aplicado ao problema de maximizar os parametros da funcao de verossimilhanca.
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O método de pontos interiores primal-dual, a variante preditor-corretor e pontos interiores
barreira logaritmica, sao analisados para resolver esse problema. Os resultados obtidos entre
as diferentes implementacoes estudadas sao comparadas entre si. O objetivo consiste em
reduzir o custo computacional, assim como proporcionar uma alternativa mais robusta para

estimar os parametros da funcao de verossimilhanca.

O restante desta dissertacao esta divida em quatro capitulos; o Capitulo 2 refere-se a uma re-
visao geral do conceito das gramaticas livres de contexto e linguagens. Os métodos de pontos
interiores primal-dual, a variante preditor-corretor e pontos interiores barreira logaritmica
sao desenvolvidos no Capitulo 3. No quarto capitulo apresentamos experimentos numéricos

realizados. O capitulo 5 contém as conclusoes e as perspectivas futuras.



Capitulo 2

Gramaticas Livres do Contexto e

Linguagem

2.1 Introducao

A origem da teoria da linguagem formal ocorreu na metade da década de 50, com o desen-
volvimento de modelos mateméaticos de gramaticas relacionadas com um trabalho baseado
em linguagem natural, feito por Noam Chomsky [7]. Um dos propoésitos nesta area foi desen-
volver modelos computacionais de gramaticas capazes de descrever linguagens naturais, tais
como Inglés, Portugués, etc. Fazendo isso, tinha-se a esperanca que seria possivel “ensinar”

as maquinas a interpretar linguagens naturais.

As pesquisas nesta area, obtiveram resultados de impacto significativo em outros campos tais
como: projeto de compiladores, linguagens de programacao, teoria dos autdématos, reconheci-
mento de padroes, etc. Em anos posteriores, a utilizacao das linguagens formais nesta tltima
area, proporcionaram sua aplicagdo na analise automéatica de caracteres alfanuméricos e da

estrutura de cromossomos |26, 30].
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Particularmente, na area de traducao automatica existe uma importante aplicacao: nos anos
60, havia uma grande esperanca de que os computadores seriam capazes de fazer a traducao
de uma linguagem natural para outra. Na tultima década, surgiu um movimento em direcao
a sistemas de traducao automatica baseados em estudos estatisticos. Esta passou a denotar
uma abordagem para todo problema de tradugao que se baseia na descoberta da traducao

mais provavel de uma sentenca, utilizando dados escolhidos em um corpus bilingue.

Podemos expressar o problema de traduzir uma sentenca F em inglés, para uma sentenca F
em francés pela aplicacao da regra de Bayes a seguir [5, 24]:
argmaxpP(F|E) = argmaXF%

E) (2.1.1)

= argmax,P(E|F)P(F).
Essa regra diz que devemos considerar todas a sentencas possiveis em francés F e escolher
aquela que maximiza o produto P(E|F)P(F'). O fator P(F') é o modelo de linguagem para o
francés; ele informa qual é a probabilidade de uma dada sentenga estar em francés. P(E|F)
¢ o modelo de traducao; ele informa a probabilidade de uma sentenca em inglés ser uma

traducao, dada uma sentenca em francés.

O modelo de linguagem P(F') pode ser qualquer modelo que fornega uma probabilidade para
uma sentenga. Com um corpus muito grande, poderiamos estimar P(F') diretamente, con-
tando quantas vezes cada sentenca aparece no corpus, mas surgem problemas onde grande
parte das contagens podem ser zero. Portanto, uma das opgoes ¢ usar o modelo de linguagem
baseado nas gramaticas probabilisticas livres do contexto. O modelo de tradugao P(E|F)
¢ mais dificil de obter. Por um lado, nao temos uma colegao pronta de pares de sentencas

(inglés, francés) a partir do qual possamos treinar, por outro lado a complexidade do modelo
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é maior. Como o estudo do modelo de traducao nao pertence ao tema desta dissertacao,

sugerimos as seguintes referéncias para estudar sobre este topico [24, 5.

2.2 Gramaticas e Gramaticas Livres do Contexto

Entre as linguagens formais para processar linguagem natural (ou formal) estdo aquelas ge-
radas por gramaticas probabilisticas livres do contexto. As gramaticas probabilisticas livres
de contexto geram modelos da linguagem com boa expressividade, ou seja, reconhecem com
boa probabilidade cadeias que nao estejam nas amostras usadas para o processo de aprendi-
zagem. Desta forma, estas gramaticas cometem menos erros nesta tarefa em comparagao a

outras gramaticas [22, 25].

Os algoritmos propostos e usados na estimacao dos parametros das graméaticas probabilis-
ticas livres de contexto demandam uma grande quantidade de memoéria e o tempo de pro-
cessamento é alto. Surgem entao propostas para estudar outros métodos de solucao para o

problema de estimacao das graméaticas probabilisticas livres de contexto.

Os conceitos necessérios para abordar o problema de estimacao das gramaticas probabilisti-

cas livres de contexto sdo apresentados a seguir [14].

Definicao 2.2.1.
(a) Um alfabeto ou vocabulario, denotado por X, é um conjunto finito de simbolos.

(b) Uma cadeia ou palavra é uma sequéncia finita de simbolos, pertencentes a um alfabeto

Y.
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(¢) O tamanho de uma cadeia x é dado pelo niimero de simbolos que a compoem, denotado

por [x|.
(d) Uma cadeia € é dita vazia quando esté constituida por nenhum simbolo, neste caso |e| = 0.
(e) X* apresenta o conjunto de todas as cadeias de um alfabeto X.

(f) Xt apresenta o conjunto de todas as cadeias de X, tal que seu tamanho é maior o igual

a um.

(g) Uma Linguagem L sobre X é definida como um subconjunto do conjunto 3*.

Para descrever a gramatica de uma linguagem, existem quatro componentes importantes:

e Um alfabeto X cujos simbolos sao denominados simbolos terminais. Vamos usar letras

mindsculas como a, b, c e d para representa-los.

e Um conjunto finito de variaveis ou simbolos nao terminais, denotado por N com NNY =

(. As letras maiasculas A, B, C e D representam os simbolos nao terminais.
e Uma varidvel S, denominada variavel de partida. S € N.

e Um conjunto finito P de regras de derivagdo. Cada derivagdo tem a forma a — =,
onde « e 7y sdo cadeias de simbolos de (N U X)*. A expressao @ — -y significa que a

cadeia « é substituida por . Segue um exemplo de regra:

aAB — baA.

Defini¢ao 2.2.2. Uma gramatica formal é uma 4-tupla G = (N, %, P,S), onde N,¥X, P e S

estao acordo com os itens acima.



CAPITULO 2. GRAMATICAS LIVRES DO CONTEXTO E LINGUAGEM 8

Defini¢ao 2.2.3. Sejam 71,7, € (N U X)*, suponha que existe uma sequéncia de regras de

derivacao qi,qa, ..., ¢m—_1 € P e cadeias oy, ag, ..., a, € (N UX)*, m > 1 tal que

q q dm—1
’Yl:OéléOéQé... = Oy = Y2

q; . . , . L. .
onde «; = a1 significa que «; ;1 é derivado de «; usando a regra ¢; uma tnica vez. Se diz

que h&a uma derivacao de v, em 75, denotada por y; = 7.

Defini¢do 2.2.4. Uma derivacao a esquerda de uma cadeia y € X1 em G é uma sucessao de
regras de derivacao de dy, = (q1, 2, .., Gm), m > 1, tal que: S =1 2 ay ... " U = X
onde a; € (NUX)', com 1 < i < m e g substitui o simbolo nao terminal mais a esquerda

de o;.

A definicao a direita de uma cadeia é equivalente. Neste trabalho vamos usar derivacao a
esquerda, somente. Logo, de agora em diante por derivagao entenda-se como derivagao a

esquerda.

Definicao 2.2.5. Uma gramatica formal GG, na qual o conjunto P de regras de derivacao
esta constituido por regras da forma A — «a, onde A € N e a € (N U X)", denomina-se

gramatica livre do contexto.

Defini¢ao 2.2.6. Uma gramatica' livre do contexto G estd em forma normal de Chomsky
(FNC), quando as regras de derivagao estao na forma: A — BC'e A — a, onde A, B,C €

Neac?.

Definigao 2.2.7. A linguagem formal L(G) gerada pela graméatica formal G consiste no
conjunto

L(G)={xext:9 =5y}

!No restante desta disertacdo, quando falamos de gramatica nos referimos a graméatica formal.
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Definicao 2.2.8. Duas gramaticas livres do contexto G; e G5 sao equivalentes quando

L(G1) = L(G»).

Toda gramatica livre do contexto é equivalente a uma graméatica na forma normal de Chomsky
[13]. Sem perda de generalidade, neste trabalho vamos usar gramaticas na forma normal de

Chomsky.

Defini¢ao 2.2.9. Uma linguagem probabilistica em um alfabeto ¥ é um par (L, ¢), com L
uma linguagem formal e ¢ : ¥* — R é uma func¢ao real nas cadeias de X*. A funcgao de

probabilidade ¢ satisfaz:
1. x ¢ L, entdo ¢(x) = 0 para todo x € £*.

2. x € L, entao 0 < ¢(x) < 1 para todo xy € ¥*.

3. o) =1.

X€EL

Definicao 2.2.10. Uma gramética probabilistica livre do contexto G, é um par (G, p) tal
que G é gramatica livre do contexto e p : P — (0, 1] uma func@o nas regras da gramaética
tal que:

VAEN, Y  pA—a)=1 (2.2.1)

(A*)OL)EFA

onde I'y C P representa o conjunto de regras de derivagao cujo antecedente é A.

Mais adiante, no Exemplo 2.5.1 ilustramos as defini¢oes e conceitos apresentados nas secoes

2.2 e 2.3.
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2.3 Probabilidade de uma Cadeia de uma Gramatica Pro-
babilistica Livre do Contexto

Seja (G, uma gramética probabilistica livre de contexto, para cada y € L(G) denomina-se
D, o conjunto formado por todas as derivacoes d, da cadeia x. Por Nr(g;,d,) designa-se o

nimero de vezes em que a regra ¢; foi usada na derivacao d,.

Defini¢ao 2.3.1. Dada uma gramatica probabilistica livre do contexto G, define-se a pro-

babilidade de uma derivagao d, da cadeia x € ¥* como:

|P|
Pr(x,dy|Gp) Hp (gi) Nl (2.3.1)

Definicao 2.3.2. Dada uma gramatica probabilistica livre do contexto G, define-se a pro-

babilidade de uma cadeia y € »* como:

Pr(x|Gy) = Y Pr(x,dy|G,). (2.3.2)

dy €Dy

Definicao 2.3.3. Define-se a linguagem gerada por uma gramética probabilistica livre do

contexto G, = (G, p), como L(G,) = {x € L(G)|Pr(x|G,) > 0}.

Definicao 2.3.4. Uma graméatica probabilistica livre do contexto G}, denomina-se consis-

tente, se a linguagem gerada por G, é estocastica, ou seja:

> ) =1. (2.3.3)

XEL(Gp)
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2.4 Estimacao dos parametros de uma Gramatica
Probabilistica Livre do Contexto

Um dos problemas da teoria de modelagem da linguagem é conseguir representar uma lin-

guagem formal ou natural usando as gramaticas.

No estudo das gramaticas probabilisticas livres do contexto sao dois os grandes problemas
para considerar: a aprendizagem, ou seja, obter uma gramaética probabilistica livre do con-
texto que represente uma linguagem e sua integracao como modelo de interpretacao em

tarefas de grande complexidade.

Neste trabalho, somente vamos abordar o problema de aprendizagem das graméticas proba-
bilisticas livres do contexto. Para estudar sua integracao em problemas de modelagem da
linguagem, ver |22, 24|. Na aprendizagem das graméticas probabilisticas livres do contexto,
geralmente, sao usados duas formas: dedutiva e indutiva. A primeira, é feita por um espe-
cialista humano, que conhece muito bem a linguagem que vai ser representada, sendo um
trabalho muito complexo e inviavel em tarefas reais. Na forma indutiva a gramética proba-
bilistica livre do contexto é automaticamente construida, usando uma amostra que contém
elementos ou nao da linguagem a representar, desta forma, é possivel obter representacoes
suficientemente apropriadas das linguagens desde que existam algoritmos robustos e amostras

suficientemente representativas, embora o volume de dados seja muito grande.

Existem trabalhos em diferentes areas que obtiveram bons resultados usando a aproximacao
indutiva: reconhecimento automatico de fala [15], tradugao automatica [6] e modelagao de

sequéncias de DNA [9].
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Para o processo de aprendizagem da gramaticas probabilisticas livres do contexto, alguns
pesquisadores propoem decompor o processo: na aprendizagem da gramética caracteristica

(as regras de derivagao) e aprendizagem das probabilidades das regras [28].

Nos vamos trabalhar com o problema de aprendizagem das probabilidades das regras, para
isso, vamos definir uma funcao critério que depende de uma amostra da linguagem. Fsta

funcao critério é a funcao de verossimilhanca da amostra.

2.5 Funcao de verossimilhanca

Usando a teoria da inferéncia estatistica usamos a técnica da maxima verossimilhanca para

estimar os parametros das probabilidades das regras [1].

Nas graméticas probabilisticas livres do contexto a funcao de verossimilhanca de uma amostra

Q2 de L(G) é definida assim:

Pr(Q|G,) = [[ Pr(xIG,). (2.5.1)

XEN
Note que quando ordenamos as regras e definimos a probabilidade da i-ésima regra como

uma variavel x; = p(¢;), i = 1,2,...|PJ, obtemos um polinémio de varias variaveis em x.

No exemplo a seguir observamos como construir a fun¢ao de verossimilhanca para uma gra-

mética dada:

Exemplo 2.5.1. Seja G = (N, %, P, S), onde N = {A, B,C,S}, ¥ = {a,b}, S representa o

simbolo inicial e P é o conjunto das regras assim definidas:
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)gg=8S—AB 4)qgu=A—a 7) ¢ =C— AB
2)go=5—>BC 5)qg=B—>CC 8)g¢g=C—a.
3)gs=A—BA 6)¢g=B—b

A cada regra associamos uma probabilidade:

ry =p(S — AB) x4 =p(A —a) z7 =p(C — AB)

xo =p(S = BC) a5=p(B—CC) z5=p(C — a).

x3=p(A— BA) x¢=p(B —b)
Seja Q = {baaba, baaa} C L(G) uma amostra da Linguagem L. Sejam y = baaba e n = baaa.
As arvores de derivacao para as cadeias da amostra estao dadas pela Figura 2.1 e a Tabela

2.1 relaciona o niimero de vezes Nr(g;, d;) que a regra ¢; esta sendo usada em cada derivagao

d;.

Derivagdo dy Derivagdo dy, Derivagdo dy, Derivagdo dy,

AT AN

@ ® ()

®)

® 00 WO b o o O

®

® @ @ @ ® @ ® @

Figura 2.1: Arvores de derivacao dos elementos de ©

Da equagao (2.3.1) temos que:

Pr(x,di,|G,) = mzsrizsaizzes  Pr(n,di|G,) = 1123704051673

Pr(x, da|G,) = moxizsririag Pr(n, day|G,) = Toms43576T778,
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Regra D, D, Probabilidade
Nr(g;,diy) | Nr(gi,day) | N7(gi,diy) | Nv(gi, day) associada
=5 = AB 1 0 1 0 7
¢s = A — BA 1 0 1 0 3
Gu=A—a 2 2 1 1 Ty
¢ =B — CC 1 1 1 1 s
g — B—b 2 2 1 1 Tg
¢ =C — AB 1 p 0 1 o
G =C—a 1 1 2 2 g

Tabela 2.1: Ntumero de vezes que esta sendo usada cada regra nas derivagoes.

agora, usando (2.3.2), obtemos que:

Pr(x|G,) = Pr(x,di|G,) + Pr(x, day|Gp) = 1232505780728 + Tox 305257578

Pr(n|G,) = Pr(n,di,|G,) + Pr(n, doy|Gp) = 112324757635 + ToT4757637735.

Finalmente, da equagao (2.5.1) temos a funcao de verossimilhanca da amostra €:

Pr(QG,) = Pr(x|Gy) * Pr(n|Gy)

2, .2 2, 2.2 2 2
= (2123005250708 + XX TsTEr28) (L1 T3T4T5T6T5 + ToXsTsTelrLy)
2,232 3 3 3,232 3
3,232 3 2,323 3 3
FT1 LT3 TET X7 TG + LTy XXX Ly.
Assim, conforme visto anteriormente e lembrando a Definicao 2.5.1, podemos concluir que a

funcao Pr(Q|G,) corresponde a um polinémio em varias variaveis, ndo linear e que o problema

de estimacao dos parametros é equivalente a otimizar um polindbmio sujeito a restrigcoes
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lineares:

maximizar Pr(Q|G,)

sujeito a Z r,=1 VVy:AeN (2.5.2)

T, EV 4

0<z; <1, i=1,.]P|

onde ¥4 representa o conjunto de todas as probabilidades de regras cujo antecedente é A.

No caso particular do exemplo o problema consiste em:

maximizar zizizivizived + vivorsaiaiadeied

323,23 2..3.2,..3,.3,.3
FT1ToX3TYTZT(T7Xg + LT TE LT Ty

sujeitoa 1+ a0 =1

r3+ay=1 (2.5.3)
Ts+x6 =1

rr+ag =1

0<x <1, 1=1,...,8

Observe que a matriz das restricoes F,,x, ¢ sempre uma matriz na forma de escada, onde
m < |P| en = |P|, no exemplo n = 8. Portanto, as dimensoes da matriz £ nao variam

quando modificamos a amostra da linguagem.

2.6 Algoritmo Inside-Outside

Vamos apresentar um algoritmo classico de estimacao no problema de aprendizagem das
gramaticas probabilisticas livres do contexto. O algoritmo Inside-Outside [17] esta baseado
no teorema de transformacoes crescentes [2]| e nos algoritmos Inside e Outside descritos a

seguir.
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2.6.1 Teorema das Transformacoes Crescentes

Vamos iniciar com o teorema das transformacoes crescentes que, como foi dito, é a base

principal do algoritmo Inside-Outside.

Teorema 2.6.1. Seja F(z) = F({z;;}) um polindmio homogéneo com coeficientes nao
negativos e de grau d em suas variaveis {z;;}. Seja x = {z;;} um ponto do dominio

qi
inj =1,i=1,...,p,j = 1,...,¢;}. Para um dado = = {z;;} € D, o
j=1

ponto J(z) = J({x;;}) em D, esta definido em cada ¢, j como:

P (“)> . (2.6.1)

Entdo F(J(z)) > F(x), exceto se J(x) = x.

Se F(x) possui uma valor méaximo finito, entao é possivel mostrar que toda sequéncia de
pontos gerados pela transformacao (2.6.1) converge para um maximo local de F(x). Este

resultado e a demostragao deste teorema podem ser vistos em [2].

Usando o Teorema 2.6.1 em um polinémio F' cujo dominio seja D e usando um algoritmo de

méxima subida, é possivel obter um maximo local de F'.

2.6.2 Estratégia Inside

O algoritmo Inside é usado em problemas de andlises sintatica probabilistica de cadeias, ou
seja, determinar Pr(x|G,) > 0. Para resolver este problema ¢ suficiente encontrar uma de-
rivacao d, cuja probabilidade seja maior que zero e que usando d, seja possivel derivar a

cadeia x a partir do simbolo inicial S (S = ).
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Este algoritmo determina se Pr(x|Gp) > 0 calculando a probabilidade da cadeia a partir de
todas as possiveis derivagdes. Para isso, define: e(A < i,j >) = Pr(A = x,,...,x;]G,), que
¢ a probabilidade de que a sub-cadeia x;, ..., x; seja gerada a partir de A € N. Para calcular

e(A < i,j >) sao usadas as formulas a seguir:

e(A<iyi>) = p(A—xi), 1<i<|x| (2.6.2a)
j—1

e(A<ij>) = Y p(A—BC)Y e(B<ik>)e(C<k+1j>), (262D)
B,CeN k=1

1<i<j<|xl,

onde A — y;, A — BC € P.

Finalmente, Pr(x|G,) = e(S < 1,]x| >). O algoritmo tem complexidade O(|x|*|P]|).

2.6.3 Estratégia Outside

Da forma semelhante ao algoritmo Inside, este algoritmo determina se Pr(x|Gp) > 0 a partir

de todas as possiveis derivagoes.

Define-se f(A <i,j >) = Pr(S = x1...Xi-14Xj+1 - - X|x||Gp), como a probabilidade de que
a partir do simbolo inicial seja gerada a sub-cadeia x; ... x;_1, depois o simbolo nao terminal

A e em seguida a sub-cadeia x;ji1...Xy- Note que o simbolo nao terminal A tem que gerar
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a sub-cadeia y; ... x;. Para calcular f(A <i,j >), sdo usadas a seguintes formulas:

VAe N
1 seA=2S5

fLA<L|x]>) = (2.6.3a)
0 se A#S

fl(A<iyg>) = Z (p(B—>CA)§f(B<k,j>)e(C<k,z’—1>)

B,CeN k=1
x|
+ p(B— AC) > f(B<ik>)e(C<j+1,k>)|(26.3b)
k=j+1

1<i<j<|x|

Logo, Pr(x|G,) = Z JA<id,i>)p(A — x;), 1 <i<|x|. O célculo das férmulas acima
AEN
tem complexidade O(|x|*| P|).

Um exemplo para calcular a probabilidade de uma cadeia utilizando as estratégias Inside e

Outside ¢ dado no Apéndice desta dissertagao.

2.6.4 Algoritmo Inside-Outside

O algoritmo Inside-Outside maximiza a fungao de verossimilhanca definida na equagao (2.5.1).
Vamos iniciar o desenvolvimento do algoritmo notando que as probabilidades das regras de
uma gramaética probabilistica livre do contexto, sao pontos do dominio do Teorema 2.6.1.
Para uma gramaética probabilistica livre do contexto GG, dada (nao necessariamente em forma

normal de Chomsky):

p(Al—>Oé]):{l’w}, Z:]_,,|N| ]:1,,|FA|
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onde I'y, representa o conjunto de regras da graméatica G, cujo antecedente é A;. Por-
tanto, a funcao de verossimilhanca que estd definida em termos destas probabilidades pode
ser maximizada usando o Teorema 2.6.1. E possivel definir uma transformacio para cada
(A — «) € P como:

Op(A—a)

PA—a) = o : (2.6.4)
S A —a) (az gP (Q\Gp))

(A—a)el' 4 ap(A — CY)

p(A SN Oé) (8logPr(Q|Gp)>

desenvolvendo algebricamente a expressao anterior e levando em consideracao que o logaritmo
da funcao de verossimilhanca da amostra €2, dada uma graméatica probabilistica livre do

contexto G, é definido como:

log (Pr(Q|G))) = log <H PT(X‘G;D)> 5

z€Q

logo para cada (A — «) € P:

1 OPr(x|G,)
2 B ) (apux - a))

XEN

1 OPr(x|Gp) '\
)% PGy 2 AT (apr(A — a))

(A—>a)EFA

B(A —> a) = (2.6.5)

Vamos desenvolver primeiramente o numerador da equagao (2.6.5) utilizando as equagoes

(2.3.1) e (2.3.2) obtemos:

OPr(x|Gp _ OPr(x,dx|Gp
p(A — ) (%) =p(A — a) . ZD ( 8PT((XA—‘>a))>
xEDx (2.6.6)
= > Nr(A— a,d,)Pr(x,dy|Gp).
dy €Dy

Para resolver o denominador de (2.6.5) usamos a expressdo (2.6.6) e como o nimero de vezes

que o simbolo ndo terminal A faz parte de uma regra da derivagao d, dado por Nr(A,d,) =
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Z Nr(A — a,d,), portanto

(A—)OC)EFA
OPr(x|Gp
Y opA—a) () = 2% NrA— a,d)Pr(v.dG)
(A—a)eT 4 (A—a)el' 4 dyeDx

= > >, Nr(A— a,d,)Pr(x,dy|Gp)

dye€Dy (A—a)el' 4

= > Nr(A,d,)Pr(x,d|Gp).

dy €Dy

Finalmente, a expressao (2.6.5) fica:

Zprle Z Nr(A — a,dy)Pr(x, dy|G,)

dGD

1 )
X€EN d €Dy

PA— ) = (2.6.7)

para cada (A — «) € P.

O algoritmo Inside-Outside aplica iterativamente essa transformacao até maximizar local-
mente a funcao de verossimilhanca. O ponto 6timo atingido depende dos valores iniciais. A
convergéncia do algoritmo é garantida pelo Teorema 2.6.1 e acontece quando as probabilida-

des da gramatica nao mudam de iteracao para iteracao.

Para fazer os calculos de uma forma eficiente, vamos considerar uma gramética em forma
normal de Chomsky e uma regra da gramatica A — BC, onde A, B,C € N. Vamos supor
que d, seja uma derivacao da cadeia x e que a regra A — BC faz parte da sequéncia das

regras da derivacao d,. Figura 2.2.

Assim, a partir do simbolo inicial S é gerada a cadeia x1,..., Xi—1AXj+1,- -, X|x|, © simbolo

nao terminal A gera BC, deste modo B tem que gerar x;, ..., xs ¢ C deve gerar Xx11, ..., Xj,
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s

@
/ \@

-

Figura 2.2: Arvore de derivacdo dy

para algum ¢ < k < j.

Somando a probabilidade de todas as derivagoes em que a regra A — BC' esta limitada

para valores de ¢ e j obtemos:

PT(S :*> X1--- Xi*lAXj+1 . X|X|>p(A — BC)X

*

Pr(B = Xi...x#|Gp)Pr(C = xps1...x51G,) = f(A<i,j>)p(A— BO)x
e(B<ik>)e(C<k+1,7>).
(2.6.8)

Considerando todos os valores possiveis dos limites (i, j e k) e raciocinando da mesma forma

para o denominador de (2.6.7) e para as regras tipo (A — a) com A € N e a € X, obtemos:

1 x| N
%m;ﬂfl<lﬂ >)p(A — xi)

1 x| Ixl

ZWZZ]‘(A@,]’ >)e(A <i,j>)

XENR =1 j=1

A —a) = (2.6.9)
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E para toda regra da forma (A — BC') € P :

(A — BC) =

3 P(A — BC) S f(A<ij>)e(B<ik>)e(C<k+1,5>) (2.6.10)

XEQ Pr(x|Gy) 1<i<k<j<|x|
1 x| Ixl
X;) PT(X|GP) ; ]ZZ

Observamos que estas expressoes necessitam dos mesmos calculos que os algoritmos Inside e

QOutside utilizam.

Assim, para alguns valores iniciais das probabilidades das regras da gramatica probabilistica
livre do contexto, aplicamos as formulas (2.6.10) e (2.6.9), repetidamente até que os valores
de duas iteracoes consecutivas alcancem uma tolerancia determinada. Os valores iniciais das

regras condicionam o 6timo atingido [2].

Para cada regra de derivacao o algoritmo Inside-Outside necessita usar a estratégia Inside,
depois a estratégia Outside e finalmente utiliza a transformacao (2.6.1) até convergir. A
complexidade em cada iteragao ¢ O(3|Qi3|P|), onde [,, = maxzeqlr|. Observe que na

préatica o namero de iteragdes, desse método, é elevado |22, 25|.

2.7 Qualidade do modelo obtido

Uma vez, encontrada uma solucao, ou seja, estimadas as probabilidades das regras da grama-
tica probabilistica livre do contexto, é preciso verificar a qualidade do modelo probabilistico

obtido. A perplexidade é uma medida usada para medir e comparar os modelos obtidos in-
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dependentemente do método usado. Esta medida é calculada usando outra amostra com um
conjunto de dados que nao foram usados no processo de aprendizagem, vamos denominé-lo
conjunto de teste Ts. Quando o modelo esta relacionado a uma gramatica probabilistica livre

do contexto, a perplexidade por palavra (PP) é definida usando a teoria da entropia [23]:

> log(Pr(x|G,))
R > Ixl

x€T's

PP(Ts,G,) = exp (2.7.1)
Intuitivamente o conceito de perplexidade ¢ uma medida do tamanho do conjunto de pala-
vras a partir do qual a proxima palavra é escolhida levando em consideracao as anteriores.

Quanto menor a perplexidade melhor a qualidade do modelo [23, 24].



Capitulo 3

Métodos de Pontos Interiores

Neste capitulo o propésito consiste em desenvolver os métodos que vamos implementar para
resolver o problema de estimagao dos parametros da gramatica livre do contexto formulado

no capitulo anterior.
3.1 O Problema

maximizar f,(Q)

sujeitoa Y x4, =1, VU :AEY (3.1.1)

zeW 4

0<z;<1. i=1,..,|P|
Vamos apresentar um método de pontos interiores barreira logaritmica primal-dual, sua vari-
ante preditor-corretor e o método de pontos interiores barreira logaritmica para problemas de
programacao linear. Na parte final da secao, apresentamos os métodos de pontos interiores
barreira logaritmica e barreira logaritmica primal-dual, desenvolvidos para problemas com

funcao objetivo nao linear, e cujas restricoes sejam canalizadas e lineares.

24
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3.2 Os Problemas Primal e Dual na Forma Padrao

Em programacao linear se diz que um problema esta na forma padrao quando sua formulacao

matematica é:

minimizar c'x

sujeitoa Az =b (3.2.1)

x>0,

onde ¢,z € R", b€ R™ e A € R™*™. Vamos supor que m < n e posto(A4) = m.

Todo problema de otimizacao linear pode ser transformado na forma padrao utilizando va-
ridveis de folga e usando o fato que se o problema consiste em encontrar os valores que
maximizam a funcao objetivo, o0 mesmo é equivalente a resolver um problema de minimiza-

¢ao.

Da teoria da dualidade sabemos que associado ao problema (3.2.1) existe um outro problema

denominado dual [3]:

maximizar by
sujeitoa ATy +z=c (3.2.2)

z >0,

onde y € R e z € N".

As solucoes dos problemas (3.2.1) e (3.2.2) devem satisfazer as condigoes de otimalidade de
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primeira ordem ou condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [29]:

Aly+2 = ¢ (3.2.3a)
Az = b (3.2.3b)
rizi = 0 i=1.n (3.2.3¢)
(x,z) > 0. (3.2.3d)

A equagao (3.2.3c) implica que para cada i = 1...n, pelo menos uma das componentes z; ou
z; deve ser zero. Esta condigao é denominada condicao de complementaridade. Este sistema
¢ chamado de sistema KKT e um vetor (z,y, 2)T que resolva o sistema KKT ¢ chamado de

ponto KKT.

Os valores z*, (y*, z*) que resolvem o sistema (3.2.3) sao solu¢oes dos problemas primal e

dual, respectivamente.

Considere a seguinte definicao:

Definig¢ao 3.2.1. O conjunto das restri¢oes ativas A(x) em um ponto factivel z, é o conjunto

de indices das restricoes de igualdade que estao sendo satisfeitas:

Az) = {i:alx — b =0}, (3.2.4)

com a;fr a 1-ésima linha da matriz A, b; o i-ésimo componente do vetor be 1 < i < m.

Teorema 3.2.2. Dado um ponto x e o conjunto das restrigdes ativas A(zx), se diz que a

condicao de qualificacao de independéncia linear ¢ satisfeita se o conjunto dos gradientes das
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restrigoes ativas {Va! (z),7 € A(x)} é linearmente independente.

Observe que quando todas as restricoes alz sdo fungoes lineares e a matriz A é de posto
completo a condicao de qualificacao é satisfeita, e portanto as condicoes de qualificacao do

teorema KKT sao satisfeitas [27].

O seguinte teorema define a relagdo importante entre os problemas primal e dual.

Teorema 3.2.3. Teorema da dualidade para programacao linear [21]

e Se o problema primal tem uma solucao com valor objetivo finito, entao garante-se que
o problema dual também possui solucao finita, e vice-versa. Além disso, o valor 6timo

das funcgoes objetivos é o mesmo.

e Se a fungao objetivo do problema primal (ou dual) é ilimitada, entdo o problema dual

(ou primal) nao possui pontos factiveis.

Assim, um vetor (z*,y*, z*) resolve o sistema KKT (3.2.3), se somente se, z* resolve o pro-
blema primal (3.2.1) e (y*,2*) resolve o problema dual (3.2.2). O vetor (z*,y*, 2*) é dito

solucao 6tima primal-dual.

3.2.1 Gap de Dualidade

A partir das condigoes KKT (3.2.3), para um z, y e z factiveis, o valor ¢’z — bly = 2Tx é
a diferenca entre o valor da funcao objetivo primal e o valor da funcao objetivo dual. Este

valor, sempre nao negativo, ¢ denominado o gap de dualidade.

Pelo Teorema 3.2.3 os valores 6timos das fungoes primal e dual sdo iguais (¢’ z* = bTy*), isto
sugere que o gap de dualidade é uma medida de quao perto estamos de uma solugao 6tima

118].
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3.3 Método de Pontos Interiores Primal-Dual

Os métodos de pontos interiores pertencem ao grupo de métodos iterativos tais que a cada
iteracao calculam uma direcao de descida e determinam um tamanho do passo para “cami-
nhar” nessa direcao. Espera-se que a cada iteracao estejamos mais proximos de uma solucao.
Além disso, os pontos calculados a cada iteracdo devem ser nao negativos. O célculo da

direcao e do tamanho do passo caracterizam os métodos de pontos interiores.

Este método procura solugoes primal-dual, usando uma variante do método de Newton para
resolver o sistema KKT (3.2.3), modificando as dire¢oes e o tamanho dos passos, e garantindo

que a desigualdade (x,z) > 0, seja estritamente satisfeita em cada iteracao.

As equagoes (3.2.3) podem ser reescritas como:

ATy+2—c¢
F(I,y,Z)I Az — b =0
(3.3.1)
XZe
(r,2) >0,

onde F : R2Hm — R ¢ njo linear e X = diag(zy...x,,), Z = diag(z;...2,) e e = (1...1)T,

com e € R".

Usando a série de Taylor de primeira ordem, o método de Newton aproxima F' a um modelo

linear numa vizinhanga de (z,y, 2):

F(z,y,z) = F(2° 9% 2°) + J(2%¢°, 2°) ((z,y, 2) — (2°,4°, 2°)), (3.3.2)

onde (z,vy,2) € B.(z°9° 2°), e J & 0 Jacobiano de F.
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Vamos encontrar o zero do modelo linear local 3.3.2:

0=F(z,y,2) = F(2°,y°, 2% + J (2% y°, 2°) ((z, y, 2) — (2%, y°, 2°)),

equivalentemente:

J(xoayoa ZO)((‘TayVZ) - ($07y0720)) = —F<I0,y0’ ZO)?

logo,

(z,y,2) = (2%,9°,2%) = J(a%,9°, ") F (a4, 2%).
Seja (Ax, Ay, Az) = (z,y,2) — (2°,9°, 2Y), assim para encontrar os valores de (Az, Ay, Az)

resolvemos o sistema linear:

Ax
J(I‘,y,Z) Ay - _F(I7y7 Z)' (333)
Az

Desta forma obtemos as direcoes de Newton, e uma nova iteracao sera dada por:

(@ g 2 = (08, o, ) 4 o (A, AFy, AF2),
onde o € (0,1] e k representa a iteragao atual.
Dado que, eventualmente, o comprimento do passo pode ser pequeno (a* << 1) para evitar

violar a condigdo (2%, 2%) > 0, o progresso, no sentido de encontrar uma solu¢do, pode ser

lento. Para isso, o método de pontos interiores primal-dual modifica o sistema (3.3.3) para
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k

que o novo ponto seja mais centralizado no interior do ortante positivo (z”, zk) > 0, e assim

k

poder dar passos mais longos antes que z* ou z* fiquem negativas.

Assim, o conceito de trajetoria central [29], é definido a seguir.

Trajetoria Central

A trajetoria central C' é formada pelo conjunto de pontos (x,y,z) € C com p > 0 tal que

resolve o sistema:

ATy+2 = ¢ (3.3.4a)
Az = b (3.3.4b)
XZe = pe (3.3.4¢)
(x,z) > 0. (3.3.4d)

Outra forma de escrever a trajetoria central é

F(z,y,2) = [0,0, ue] (3.3.5)

(x,z) > 0.

A trajetéria central é um arco de pontos estritamente factiveis, que satisfazem as equacoes
(3.3.4). Note que quando p — 0, a solugdo (x,y, z) de (3.3.4) aproxima-se de uma solugao

do sistema KKT (3.2.3).
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Usando a trajetoria central para relaxar as restricoes de complementaridade:

AxF 0
J(z® %, 27 AyF | = —Ff gk M+ o |, (3.3.6)
A ke

obtemos que (z*,y*, 2*) — (z*,y*, 2*) quando u — 0.

Vamos apresentar um resumo do método de pontos interiores primal-dual:

Método 3.3.1: Primal-Dual

Dados: (2°,2%) >0, 4%, k= 0.

1 inicio
2 Calcule ;% > 0;
3 Resolva

AxF 0

J(z* o, 2 Ayk | = —F ok A+ o0 | (3.3.7)

A ke

4 Atualize
(2T g F T M) = (28 o, 2F) + oF (Axk, AyF, AZF)

5 onde o é escolhido para efetuar um “bom passo", tal que (z**1 2*+1) > 0.
6 se o critério de parada € satisfeito entao
7 parar;
8 senao
9 faca k = k + 1 atualize u* e volte ao Passo 3.
10 fim se

11 fim
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Para finalizar com o desenvolvimento do método, vamos comentar trés aspectos importantes:
a resolugao do sistema (3.3.7), o calculo de 1*, o calculo de o e o critério de parada. Esses

dois ultimos caracterizam as variagoes do método de pontos interiores primal-dual.

Resolucao do Sistema Linear

O sistema linear (3.3.7) é equivalente a:

0 I AT\ [Ax* c— ATyl — 2F
A 0 0 AZF | = b— Az (3.3.8)
VA G AyF pure — Xk Zke

eliminando a variavel Az o sistema é reduzido a:

—Dk AT Az* rh — (XF)~irk
- (3.3.9)
A 0 AyF r’;

onde D¥ = (X*)"1ZF vk =b— Aa¥ vl = c— ATy" — 2F e vk = e — X* Z%e. Note que Az*

c

pode ser calculado por:

AR = (XP) 7 ok — ZF AR, (3.3.10)

dizemos que (3.3.9) é o sistema aumentado [8].
Eliminando Az* em (3.3.9) obtemos:
MEAYS = vk 4 A((DF)1rk — (25)71rk), (3.3.11)

onde M* = A(DF)~1AT ¢ chamado de Complemento de Schur [12].
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Como A é uma matriz de posto completo e D¥ é uma matriz diagonal definida positiva, ao
resolver o complemento de Schur é possivel aproveitar o fato que M* é simétrica e definida
positiva. No entanto M* pode ser menos esparsa e ficar mais mal condicionada que a matriz
do sistema aumentado (3.3.9). O pior caso acontece quando a matriz A tem pelo menos uma
coluna com todas as entradas diferentes de zero, pois perde-se toda a estrutura esparsa da

matriz [8] .

A abordagem mais comum para calcular as direcoes de Newton nos métodos de pontos in-

teriores primal-dual consiste em resolver o complemento de Schur usando decomposicao de

Cholesky [12].

Calculo de p

Uma escolha para atualizar o valor de p em cada iteragao é [29]:

onde

="l e 0<o<, (3.3.12)
=1

k

Note que se ¥ e z* forem factiveis, 7* é o gap na iteracdo k.

Como o proposito da perturbacao consiste em centralizar os iterandos e adicionalmente quere-

mos que ¥ — 0 quando k — 0o, usamos um valor no intervalo (0, 1) para o. Normalmente

o= %a [29].
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Desta forma garante-se que os iterandos estao centralizados e que a cada iteracao o valor de

i esta sendo reduzido.

Calculo de «o

Para o valor de o* em cada iteracdo do Método 3.3.1, usamos o teste da razao:

Py = m e phi= m (3.3.13)

7 k3

Observe que p’; corresponde ao valor que anula uma componente de z*, desde que existam
i Axk a i ibui F—1. U di
componentes negativas em Axz”, caso nao existam atribuimos pp = 1. m procedimento

similar ocorre para ph.
Finalmente calculamos

o = min{1, Tpl;,TpZ}, (3.3.14)
0 < 7 < 1. Desta forma, (zF1 1) > 0.

Critério de parada

A convergéncia pode ser testada para o valor de ||F(xzF1 51 2k+1)|| ou seja, que os valores

dos residuos convergem para zero na medida que k£ aumenta.

3.4 Variante Preditor-Corretor

Este método é uma variante do método de pontos interiores primal-dual, que modifica o

algoritmo em trés aspectos:
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e Calcula uma direcao preditora.
e O célculo do parametro o (dire¢do de centragem).
e Calcula uma diregao corretora (tenta compensar a aproximagao linear de Newton).

A ideia consiste em determinar a direcao denominada preditora e estudar o progresso ao

longo desta direcao atuando na perturbacao p e na correcao nao linear.

A direc¢ao preditora é obtida resolvendo o sistema (3.3.3):

A 0 0 Ax r’;
0 AT I Ag | =|rk (3.4.1)
Zz5 0 x+) \as rk

sendo 1% = b — Ax*, 1l = c— ATyr — 2F e 1l = —XFZFe.

Uma vez obtidas as diregoes (AZ, Ay, AZ)T determinamos o progresso ao longo das mesmas

calculando:

7= (a8 + a*AR)T (2% + a8 AZ)

onde &% = min{1,7p}, 75}, e as razdes pf, ply sdo calculadas como em (3.3.13).

Se a direcao preditora obtém uma boa reducdo do valor v*, garantindo que a condicdo
(2%, 2%) > 0 seja satisfeita, o valor de o podera ser mais proximo de zero. Por outro lado, se
a reducao do valor 7* é pequena, para nao violar a condigao (z*, zF) > 0, vamos necessitar

que o valor de o seja mais proximo de 1, por exemplo [29]:
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X se <1

Uma vez obtido o valor de ¢* obtemos as dire¢des corretoras de centragem resolvendo o

sistema perturbado (3.3.6) com u* = Jk%:

AT 0
J@* g R [ ag | =-F@ 9.2+ | o (3.4.2)
Az ure

onde 7 = 2% + AZ, j = y* + Ay, 2 = 2F + Az

Observe que se desenvolvemos o lado direito da equacao 3.4.2 obtemos:

b— Az b— Azt — AAT
c—ATg—z|=| c— ATyF — ATAj — 2F — A2 (3.4.3)
pke — X Ze pre — (X* 4+ AX)(ZF + AZ)e
ou seja
b— A% ry — AAZ
c—ATg—z|= rh— ATAG — A3 (3.4.4)
pFe — X Ze pre + 1k — ZFAXe — X*AZe — AXNAZe

como (AZ, Ay, AZ)T sdo solugoes do sistema (3.4.1) entdo:

b— Az Ty — 7’1';
c—Alg—z| = rk — ok . (3.4.5)

pke — X Ze phe 41k —rk - AXAZe
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Assim, para obter as diregoes corretoras (A, Ay, A2)T| resolvemos o sistema perturbado:

A 0 0 Az 0
0 AT T Ag | = 0 (3.4.6)
zZF 0 XF) \Az e — AXAZe
e por fim fazemos:
AN AT + Az
AyF | = | A+ Aj (3.4.7)
AP AZ+ AZ

Desta maneira encontramos as direcoes factiveis e determinamos um novo ponto como:

htl a2k + aFAzF
g | = | yF ok Ay (3.4.8)
Zht1 2k aF AR

onde o é calculado como em (3.3.14).

O resumo do método da variante preditor-corretor seria feito, a grosso modo, como no resumo
do Método 3.3.1, com a alteracao que no Passo 3 necessita-se da solucao de dois sistemas

lineares.

Ainda que seja necessario resolver um segundo sistema linear por iteracdo com a mesma
matriz, espera-se que a variante preditor-corretor obtenha uma reducao significativa no nu-
mero de iteracoes do método primal-dual. Na pratica o esfor¢o para resolver o sistema linear

adicional é compensado pelo niimero de itera¢oes que sao realizadas [20].
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3.5 Meétodo Barreira Logaritmica

Este método pertence ao conjunto de métodos chamado de fungao barreira [27].

Diferentemente do método pontos interiores primal-dual, o método barreira logaritmica en-

contra solugbes primais x*, ou seja, encontra alguma solu¢ao do problema (3.2.1).

Este método transforma o problema (3.2.1) em um problema equivalente, utilizando de uma

funcao barreira:

minimizar ¢l — Ju! 109(372')
; (3.5.1)

sujeito a  Ax = b,
onde p > 0.
n
O termo Z log(x;) é chamado de “barreira logaritmica” porque impede que as variaveis x;

i=1
sejam negativas. Obtemos solugoes cada vez mais proximas de x* quando pu — 0.

Uma das abordagens para resolver o problema (3.5.1), consiste em utilizar a funcao de La-

grange para obter um problema equivalente irrestrito:

minimizar  L(z,y) (3.5.2)

com L(z,y) =tz — uz log(x;) +y* (b — Az) para cada u > 0, onde y € R™.
i=1

Desta forma podemos procurar solugoes para o problema com restrigoes de igualdade (3.5.1)

no conjunto de pontos estacionérios da fungao de Lagrange associada. O vetor y é denominado
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multiplicador de Lagrange da restricao de igualdade Az = b.

VL= c—pXte—ATy = 0 (3.53)
V,L:= b—Ax = 0
Observe que o sistema (3.5.3) é ndo linear. Uma das possibilidades para resolver o sistema
consiste em aplicar o método Newton de forma semelhante como foi apresentado em (3.3),
obtendo um sistema:

X2 AT [ Az c—puXte— ATy
: __ [ , (3.5.4)

A 0 Ay b— Ax

a ser resolvido a cada iteracao.

Um algoritmo resumido do método barreira logaritmica é:
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Método 3.5.1: Barreira logaritmica
Dados: 2° >0, ¢°, k=0

1 inicio
2 | Calcula ;% > 0;
3 | Resolva o sistema (3.5.4) para as diregoes (Az"®, Ay*);

4 Atualize

(2F L yF ) = (2% o) + a(A”, Ay");

5 onde « é escolhido para efetuar um “bom passo", tal que z¥ > 0. se o critério de

parada € satisfeito entao

6 parar;
7 senao

8 faca k = k + 1 atualize p* e volte ao Passo 3.
9 fim se

10 fim

Da mesma forma que na Secao 3.3 o sistema (3.5.4) pode ser resolvido como (3.3.9). O valor

de « é obtido usando um teste da razao:
a=min{l,7p"} com0 <71 <1, (3.5.5)

onde

P= . Ak’
min; x_kz

Por outro lado, o valor de p deve diminuir em cada iteracao, uma das formulas usadas para o

k . —
célculo do mesmo é p*! = £ Formulas mais robustas " = p(u*, ¢ (|#% — 2¥71|)) podem
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ser encontrados por exemplo em [29, 11].

O critério de parada para este método pode ser feito sobre o valor de ¢z (|cT % —cTz*~1 < ¢)

ou sobre o valor de z* (||2% — 2*7| < ¢).

3.6 Problema Canalizado

Como nossa fungao objetivo em (3.1.1) é nao linear a partir desta se¢do vamos considerar

problemas cuja funcao objetivo tem essa caracteristica.

Um problema de otimizagao é dito canalizado quando existem varidveis com limite superior

e inferior:

minimizar f(z)
sujeitoa Az =1b (3.6.1)

[ <z<u
onde f:R" — R, zeR, AcR™" be R el,uc R".
Note que é possivel, usando mudanga de varidveis, transformar o problema (3.6.1) em um
equivalente com [ = 0 [18]. Desta forma vamos considerar no nosso problema (3.6.1) que [ é

o vetor de zeros.

Usando as variaveis v denominadas de folga, obtemos um problema equivalente ao problema
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(3.6.1)

minimizar f(x)

sujeito a  Ax =0
(3.6.2)

rT+v =u

V,T > 0.

Para resolver o problema (3.6.2), vamos expandir a teoria para programagao linear, desen-

volvida nas secoes anteriores.

Ao invés da organizacao do inicio deste capitulo, vamos iniciar com o método barreira loga-
ritmica, para que posteriormente a afinidade entre o mesmo e o método de pontos interiores

primal-dual seja mais clara.

3.6.1 Meétodo de Pontos Interiores Barreira Logaritmica

Da mesma forma como foi desenvolvido na teoria de programacao linear, este método apro-

xima o problema a um outro:

minimizar  f(z) — p (Z log(z;) + Z lOg(”i))

sujeitoa Ax=1b (3.6:3)

Tr+v=u,

onde p > 0.

Para cada valor fixo de p e usando o Lagrangiano associado:

L(z,v,y,w) = f(z)—p (Z log(x;) + Z log(vi)> + 9T (Ax — b) + vl (u—v — )
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temos que uma solu¢ao * do problema (3.6.3), deve satisfazer as condiges de otimalidade

[29]:

Vf(z)—pX e+ ATy —w

w—uV e
: 0. (3.6.4)
Az — b

Uu—v—=x

Os vetores y € ™ e w € N" sao os multiplicadores de Lagrange.

Dado que (3.6.4) é um sistema nao linear, usamos o método de Newton para aproximé-lo a

um modelo linear numa vizinhanca de (z,v,y, w) [18]:

H(z)+pX2 0 AT —I Ax Td
0 V=2 0 I Av r
: |, (3.6.5)
A 0 0 0 Ay Tp
I 1 0 0 Aw Tu

onde H(z) = V2f(x), rg = uX ' — ATy —w —Vf(z), , = pV e —w, r, =b— Az e

Ty =U— 2 — 0.

A partir deste ponto vamos omitir o superescrito k para evitar uma notacao sobre carregada.

Note que em (3.6.4), a segunda linha w — V' ~'e = 0 pode ser reescrita como VIWe — pe = 0,
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assim, redefinimos r, = pe — VWe obtemos o sistema:

H@z)+pX2 0 AT -1\ [ Ax rq
0 w 0 V Av Ty
- . (3.6.6)
A 0o 0 0 Ay Tp
I I 0 0 Aw Tu
Eliminando a variavel Av obtemos um novo sistema reduzido:
H(x)+pX2 AT -1 Ax Td
A 0 0 Ay | = r , (3.6.7)
I 0 W-v Aw Tu —Wlry
onde Av =W (r, — VAw).
Fazendo Aw = VW (Az — r, + W™'r,) reduzimos o sistema (3.6.7) para:
H AT Az rqg+ VW (r, — Wlr)
- , (3.6.8)
A 0 Ay Tp

onde H = H(x) + puX 2+ VI,

Resolvendo este tltimo sistema obtemos as dire¢oes de Newton (Az, Ay). E as dire¢oes Av

e Aw, da mesma forma que no desenvolvimento do sistema (3.6.6).

A atualizacdo das variaveis é feita da seguinte forma:
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Para determinar o tamanho de passo a € (0, 1] garantindo que os valores de zF*1 e vF+!

nao sejam negativos usamos o teste da razao, da forma similar que em (3.3.13) [29]: « =

—1
Az, Av;\*
z; 7 v, )

min(1,7p), com 7 € (0,1), onde p =

ming(

A seguir vamos resumir o método barreira logaritmica canalizado:

Método 3.6.1: Barreira Logaritmica Canalizado
Dados: (2°,9°) >0, 3°, w°, 0 = \/Lﬁ k=1

1 inicio

2 Calcular o valor para y = o2, onde v = (v*)tw*;

3 Calcular as dire¢oes Az, Av, Ay, Aw resolvendo o sistema linear (3.6.8);
4 Determinar o usando o teste da razao;

5 Atualizar o passo:

se o critério de parada (3.6.9) € satisfeito entao

6 parar;
7 senao

8 faca k =k + 1 e volte ao Passo 2;
9 fim se

10 fim

O critério de parada que vamos usar na implementagao do método esta baseado nas condigoes
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de otimalidade (3.6.4):

<e (3.6.9)

3.6.2 Meétodo de Pontos Interiores Barreira Logaritmica Primal-

Dual

Assim como no método barreira logaritmica, este método encontra uma solucao para o pro-

blema (3.6.1).

Vamos desenvolver o método de pontos interiores primal-dual barreira logaritmica, a partir
do sistema nao linear (3.6.5) do método barreira logaritmica. Para simplificar a leitura vamos

denominé-lo, no restante do texto, como método de pontos interiores primal-dual.

Seja uX te = z, ou seja, X Ze = e e escrevendo novamente uV e = w < VWe = pe em

(3.6.4), obtemos o sistema nao linear relaxado [10]:

Vi) —z+ Aty —w

VWe — e
XZe — pe =0, (x,v,w,z)>0, pu>0. (3.6.10)
Ax —b

r+v—u
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Aplicando o método de Newton para resolver o sistema nao linear (3.6.10) obtemos:

H(z) 0 —I AT —J Ax Ty
0 w o0 0 V Av Ty
Z 0 X 0 0 Az | = |r. | (3.6.11)
A 0 0 0 O Ay Tp
1 I 0 0 O Aw Tu

onde rg = z — Vf(z) — ATy —w, r. = pe — XZe e 1y, Tp, Ty como no método barreira

logaritmica.

Eliminando as variaveis Av, Az e Aw do sistema (3.6.11) obtemos:

H AT Ax rg— X "tro+V(ry, —wry)
- , (3.6.12)
A 0 Ay Tp
onde H = H(z) + X 1Z + V-'W. Os valores das variaveis Av, Az e Aw sao:
Av = W lr,— VAw) (3.6.13)
Az = X Yr.— ZAx) (3.6.14)
Aw = VIW(r, —Az) —m). (3.6.15)

Finalmente, resolvemos este tdltimo sistema (3.6.12) para (Az,Ay). Como H nio é uma

matriz diagonal nao fazemos eliminagio das varidveis no sistema (3.6.12).

Uma vez obtidas as dire¢oes de Newton (Ax, Av, Az, Ay, Aw), para garantir que as variaveis

k+1 k41 k+1 k41

N N T nao se tornem negativas quando o ponto é atualizado usamos o teste
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da razao:

a=min(l,7p,,7ps), T € (0,1],

d -1 —1
onde, Pp = . Az. Av € pPd = 3 Az Aw "
mmi(w—i, 'U_z) mmi(z—i, w—L)

A seguir vamos resumir o método de pontos interiores primal-dual canalizado:

48

(3.6.16)

Método 3.6.2: Primal-Dual Canalizado

.0 (.0 .0 .0 .0 — 1 7 _
Dados: y°, (2°,0°,w",2°) > 0,0 = 5-, k=1
1 inicio

2 Calcular p = (&), onde v = (z)'z + (v)'w;

3 Calcular as dire¢oes Az, Av, Ay, Aw e Az resolvendo o sistema linear (3.6.12) ;
4 Determinar o usando o teste da razao;
5 Atualizar o passo

se o critério de parada (3.6.9) é satisfeito entao

6 parar;
7 senao
8 faca k =k + 1 e volte ao Passo 2;
9 fim se

10 fim

k1, k+1  k+1 | k+l _k+1\ _ (ko k ok ok _k :
(" 0Ty T w2 = (2 0"yt wt 2Y) + aAx, Av, Ay, Aw, Az);
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3.7 Controle do Tamanho do Passo

Como o problema (3.6.1) pode ser ou ndo convexo, as dire¢oes dadas pelo sistema (3.6.5) e
(3.6.11) nem sempre garantem progresso com o tamanho do passo dado por a que é calculado

usando o teste da razao.

Para abordar esta dificuldade usamos um controle de passo simples (backtracking) para a

direcao Ax:

Método 3.7.1: Controle de Passo
Dados: 0 <p<1l,a>0

1 enquanto f(zF + aAz) > f(a*)
2 | a=paq;

3 fim enquanto

Além disso exigimos que o valor dos residuos e do gap seja reduzido para satisfazer a factibili-
dade da solugdo, para isso usamos de novamente um controle de passo simples (backtracking)

para o valor dos residuos e do gap :

Método 3.7.2: Controle de Passo factibilidade
Dados: 0 < p <1, a>0e (Az, Av, Ay, Aw)

1 enquanto (|Irfl| > [[7571) e (Irdl] > |75 1) e (1] > e e (4> 1)
2 a = pa;

3 fim enquanto

Acrescentando o Método 3.7.1 e Método 3.7.2 antes de continuar com o Passo 5 nos Métodos

3.6.1 e 3.6.2 buscamos um maximo local factivel do problema.



Capitulo 4

Experimentos Numéricos

No capitulo anterior descrevemos os métodos que empregados para estimar os parametros da
gramatica probabilistica livre do contexto. Uma vez implementados os algoritmos fizemos
testes para validar a implementacao, fazer a analise do tempo de processamento, a anélise

da convergéncia dos métodos, e a qualidade dos modelos obtidos.

4.1 Introducao

Implementamos os métodos de pontos interiores barreira logaritmica e barreira logaritmica
primal-dual desenvolvidos no Capitulo 3, usando o software matematico MatLab® versao
7.8.0, em uma maquina com processador Intel CORE i3 e memoéria RAM de 3.7Gb, com o

sistema operacional Linux 3.0.0-23-generic.

Os valores dos parametros usados nas implementacoes do método de pontos interiores bar-
reira logaritmica e o método de pontos interiores barreira logaritmica primal-dual estao na
Tabela 4.1. Estes valores foram estabelecidos experimentalmente em testes nas implementa-

¢oes feitas nesta disertagao.

20
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Método de pontos interiores Método de pontos interiores
barreira logaritmica primal-dual barreira logaritmica
e=10"8 e=10"8%
[02]
g
+ 7 =0,99995 7 =0,99995
g
<S Y 1 v w
ch n = 0'%7 g = \/T—n n = 2
v = 2Tz 4+ vTw

Tabela 4.1: Parametros usados nas implementacoes

O valor inicial do parametro p no método pontos interiores barreira logaritmica foi igual a 100.

4.1.1 Problemas Testados

Com o objetivo de testar os métodos implementados, usamos duas gramaticas, as quais estao
na forma normal de Chomsky. Para cada uma delas, usamos amostras de tamanhos diferentes
para construir os problemas. As caracteristicas das graméaticas usadas estao especificadas na

Tabela 4.2.

Gramética Numero de Numero de Numero de

terminais |X| | nao terminais |N| | regras |P|
Gramética 1 5 12 25
Gramética 2 14 13 47

Tabela 4.2: Caracteristicas das graméticas

A fungdo objetivo (polinémio em varias variaveis) dos problemas é construida a partir de
uma amostra da gramatica. Usamos o software desenvolvido por Alvarez e Ibarra [16] que
nos proporciona as informacoes necessarias para a implementacao tanto da funcao objetivo

como do gradiente e Hessiana. O codigo deste software foi modificado para que os dados que
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obtemos a partir dele estejam no formato que precisamos.

Tamanho Grau do Restricoes
da amostra | polindémio f(x) g(z)
20 270
50 770 8
70 1114 (; i)l
100 1656 13
130 2366 (29 x) -1
200 3992 16
220 4474 (;:4 x) -1
316 6030 T17— 1
L. 390 6698 T8 — 1
Gramética 1 131 3664 o1y — 1
550 10850 Top — 1
600 12058 Tog — 1
700 13792 Tog — 1
800 16092 Tog — 1
2000 40208
4000 80416

Tabela 4.3: Carateristicas dos problemas - Gramatica 1

Os problemas de otimizagao construidos a partir das amostras das graméaticas, estao deta-
lhados na Tabela 4.3 e na Tabela 4.4. Nelas relacionamos cada uma das gramaéticas que
foram usadas, com o tamanho de suas amostras, o grau do polinomio obtido a partir de
cada uma das amostras e na tltima coluna das tabelas as restricoes lineares dos problemas.
Note que estas restricoes nao variam de amostra para amostra numa mesma gramatica, pois
elas dependem do conjunto de regras de derivacao da graméatica. Observe também que x;,
i = 1...|P| representam as probabilidades das regras que estao enumeradas em alguma ordem

pré-estabelecida.

No caso da Gramatica 1, pela particularidade de algumas das restrigdes (r; = 1, com i =
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Tamanho Grau do Restricoes
da amostra | polinémio f(x) g(x)
1
20 254 (Z x2> -1
21:21
50 672 (Z :1:1) —1
z1:55
100 1364 (Z JJZ> —1
i=13
18
160 2190 (Z xz) -1
i=16
20
Gramética 2 200 2720 (2139 xl) -1
29
260 3556 (z xl) —1
Z§$1
300 4094 ( a:l) -1
=30
41
500 6732 (Z xz) -1
=39
44
1000 13488 (Z xl) -1
=42
T45 — 1
4000 54430 Tag — 1
Ta7 — 1

Tabela 4.4: Carateristicas dos problemas - Gramatica 2
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17...25) foi possivel reduzir o niimero de variaveis do problema, de 25 para 16. E na Gramética

2 o nimero de variaveis do problema foi reduzido de 47 para 43.

4.1.2 Estratégias Utilizadas na Implementacao

Uma vez testadas as implementagoes com amostras de tamanho pequeno (10, 20, 50), usamos

amostras maiores (4000) para fazer os testes finais. Durante o desenvolvimento dos testes

aumentando o tamanho da amostra, percebemos algumas dificuldades que vamos comentar

e descrever como foram superadas nos paragrafos a seguir.
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Dado que a funcao objetivo depende da amostra e, consequentemente o grau do polindémio
aumenta na medida que o tamanho desta aumenta, para amostras maiores um dos principais
problemas sao os erros numéricos (valores muito pequenos ou grandes) que surgem no calculo
da funcao objetivo e portanto no célculo do gradiente e Hessiana. Para remover este incon-
veniente usamos uma constante ¢ e resolvemos os problemas com a fungao objetivo cf(x),
determinamos a constante ¢, utilizando o ntimero de termos (polinémios) que estdo sendo
multiplicados na funcao objetivo, lembre-se que esta é um produtoério de polinémios, e note
também que para um problema com amostra tamanho 20, o niimero de termos do produtoério
de fato é 20. Com essa informacao escolhemos ¢ = 71l onde r & um valor multiplo de 10,

este valor é escolhido experimentalmente, onde |{2| representa o tamanho da amostra.

Uma das principais dificuldades apresentadas pelos problemas é a procura de um “bom” ponto
inicial de modo a garantir a convergéncia dos métodos. Estes pontos foram procurados alea-
toriamente para amostras pequenas e escolhidos aqueles que forneceram melhores resultados
em termos da perplexidade, tempo de convergéncia e nimero de iteracoes. Aplicamos os mé-
todos as amostras pequenas e uma vez que convergiram, escolhemos pontos intermediarios da
sequéncia convergente e 0s usamos como pontos iniciais para problemas com amostras maio-
res. Repetimos o procedimento, até obter um ponto inicial para o problema com a amostra

de maior tamanho com que trabalhamos (4000).

Em termos de tempo de processamento, nas implementagoes dos métodos pontos interiores
barreira logarftmica e barreira logaritmica primal-dual, o calculo da matriz Hessiana tem
um custo elevado. Foram implementadas duas rotinas, uma delas calcula a Hessiana exata
e a outra calcula uma aproximagao da Hessiana usando diferencas finitas. Realizamos varios
experimentos nos diversos problemas, testando as duas implementacoes onde o erro relativo

entre as duas Hessianas é da ordem de 1078, Os resultados obtidos usando um método ou
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outro nao apresentam maior variacao no ponto 6timo local encontrado, nem no valor da
perplexidade, embora o tempo de convergéncia seja menor no caso da Hessiana aproximada.
Assim, reduzimos o tempo de processamento usando o método das diferencas finitas para o

calculo da Hessiana.

Nas implementacoes dos métodos, na rotina do backtracking estd sendo utilizada um valor
maximo de 40 iteracoes do backtracking buscando reduzir o valor da funcao objetivo e ma-
ximo de 30 iteragoes para tentar diminuir o valor dos residuos. Estes valores sao fixos para

todos os testes.

4.2 Resultados Numéricos

Primeiramente vamos apresentar resultados numeéricos obtidos para os problemas da Grama-
tica 1 e Gramaética 2. Com cada uma das amostras das duas tabelas construimos os problemas
e aplicamos os dois métodos. Para determinar o valor da perplexidade por palavra, em todos
0s casos, utilizamos uma amostra de tamanho 2000, de tal forma que a intersecao entre as
amostras utilizadas para construir os problemas e a amostra utilizada para determinar o valor

da perplexidade por palavra é vazia.

Alguns resultados numéricos para os problemas da Graméatica 1 estao detalhados na Ta-
bela 4.5, e para os problemas da Gramaética 2 apresentamos trés resultados na Tabela 4.6.
Nestas tabelas detalhamos os tamanhos das amostras, método utilizado, nimero de iteracoes

e tempo de processamento em segundos até convergir, assim como a perplexidade por palavra.

Nos problemas da Gramatica 1, tanto para o método pontos interiores barreira logaritmica
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como para método pontos interiores barreira logaritmica primal-dual, foi utilizado um mesmo
ponto inicial. A estratégia utilizada para encontrar o ponto inicial foi a seguinte: comecamos
com o problema de amostra tamanho 20, para o qual determinamos seu ponto inicial atra-
vés de testes com valores aleatorios entre (0,1) para todas as variaveis. Entre todos os que
convergiram, selecionamos aquele que obteve o menor valor de perplexidade. Em seguida
escolhemos o ponto da sequéncia convergente do método barreira logaritmica. Neste caso
particular os valores da iteragdo 23 (tltima iteragdo), como ponto inicial para os proble-
mas de amostra de tamanho no intervalo [50,2000]. E por fim para o problema da amostra
4000, usamos como ponto inicial um dos tltimos pontos da sequéncia convergente do método

primal-dual barreira logaritmica aplicado ao problema com tamanho de amostra 500.

Para os problemas da Gramatica 2 nao foi possivel encontrar, com o procedimento descrito
acima, um ponto inicial de modo que os dois métodos convergissem. No caso do método
pontos interiores barreira logaritmica utilizamos a estratégia de escolher pontos da sequéncia
convergente (estratégia descrita acima) e para o método pontos interiores barreira logaritmica
primal-dual usamos como ponto inicial, o ponto inicial calculado aleatoriamente no problema

da amostra menor (20), ou seja um mesmo ponto inicial para todos os problemas.

Tamanho ) Ntamero Tempo Perplexidade
Método ) -

amostra iteracoes (seg) por Palavra

20 Barreira Logaritmica 23 14,6692 3,3422

Primal dual 9 8,2426 3,5171

500 Barreira Logaritmica 19 670,4786 3,4382

Primal dual 1 8, 2426 3,4422

4000 Barreira Logaritmica 20 | 12448,4759 3,4382

Primal dual 1 8, 2426 3,4382

Tabela 4.5: Resultados Gramética 1

Uma vez que o ponto inicial para problemas com amostras maiores depende da solucao de
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Tamanho Método .Num?ro Tempo Perplexidade
amostra iteracoes (seg) por Palavra
20 Barreira Logaritmica 8 27,6678 19,4277
Primal dual 8 28,4952 22,9811
500 Barreira Logaritmica 8 379,3173 19,5804
Primal dual 8 314, 8892 22,9811
4000 Barreira Logaritmica 17 | 28498, 3234 19,3310
Primal dual 8 | 9031, 0355 23,0644

Tabela 4.6: Resultados Gramatica 2

problemas menores, o tempo da solugoes desses é acrescido ao tempo de solucao dos maiores.

Com o proposito de comparar o desenvolvimento dos dois métodos na medida que o tamanho
da amostra aumenta, apresentamos em trés graficos o comportamento tanto do nimero de

iteracoes, como do tempo e da perplexidade por palavra.

Para estes graficos usamos os resultados dos problemas da Gramatica 1 (Tabela 4.3). Usamos
a estratégias ja descritas, obtendo os seguintes resultados: a partir da Figura 4.1 podemos
ver que, no caso do método pontos interiores barreira logaritmica, o niimero de iteracoes se
conserva igual em todos os problemas onde nao foi mudado o ponto inicial e para amostra
tamanho 4000, quando ¢ preciso alterar o ponto inicial, apresenta-se uma pequena variagao.
Mudamos o ponto inicial quando o valor da perplexidade piora ou quando acontecem erros
numéricos significativos (valores muito grandes e /ou muito pequenos) no calculo do gradiente
ou Hessiana. Para o caso do método pontos interiores barreira logaritmica primal-dual e para
todos os tamanhos das amostras utilizadas, o ponto inicial adotado ja é um ponto 6timo dos

problemas maiores.

Na Figura 4.2 observamos que, o valor da perplexidade aumenta quando o tamanho da amos-

tra do problema fica muito maior que aquela que foi usada para determinar o ponto inicial.
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Como foi descrito acima, mudamos o ponto inicial para o problema com tamanho de amostra

4000 e vemos que valor da perplexidade melhora.

A medida que aumenta o tamanho das amostras, acrescenta-se novos monomios no polindémio
e portanto aumenta o custo computacional para o calculo da matriz Hessiana e como o
ntimero de iteracoes nao apresenta grandes variacoes de uma amostra para outra, espera-se
que o tempo de convergéncia do método aumente de acordo com a dimensao da Hessiana.
Na Figura 4.3 observamos este comportamento, mas observa-se também que, para alguns
tamanhos de amostras proximos, este fato nem sempre ocorre - o tempo de convergéncia da
amostra 316 diminuiu em relacao ao problema de amostra 220 - este comportamento pode
ser explicado pelo fato de usar backtracking na implementacao, pois o numero de bactrakings

pode variar muito de um problema para outro.
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Figura 4.3: Tempo de convergéncia X tamanho amostra
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Comentarios

Foi usada a estratégia de procurar os pontos iniciais de forma aleatéria em problemas de
amostras maiores (> 500), nao obtendo bons resultados: primeiramente a busca de um
ponto inicial que convirja e cujo valor da perplexidade por palavra seja baixo, consiste em
um espectro muito amplo de possibilidades, e com o aumento da dimensao dos problemas,
o tempo de processamento também aumenta, tornando pouco viavel o uso desta estratégia.
Além disso, dado que, a constante ¢ deve ser calibrada de acordo com os valores iniciais
para nao atingir o limite da precisao da maquina, a procura do ponto inicial torna-se mais

complexa e demorada.

Os problemas da Gramética 1 foram resolvidos novamente usando o método de pontos inte-
riores barreira logaritmica primal-dual. Nestes problemas a tolerancia de parada foi reduzida
até 1079 em alguns casos. Os métodos convergiram obtendo um erro relativo da ordem de
1071, entre os valores da perplexidade das tolerancias 1078 e 1075, Observe-se também
um crescimento do nimero de iteragoes até convergir, aumentando assim o tempo de pro-
cessamento. Logo, para analisar estes problemas, trabalhar com uma tolerancia de 1078 é

suficiente.

Alterando o niimero méximo de iteragoes da implementacao do backtracking, em alguns ca-
sos reduz o nimero de iteragoes até convergir, ou seja, a implementacao do método pode ser

melhorada neste passo.

A partir dos resultados, observa-se que escolhendo pontos da sequéncia de convergéncia do
método de pontos interiores barreira logaritmica, como pontos inciais do método pontos inte-
riores barreira logaritmica primal-dual obtemos bons resultados em termos de tempo, ntimero

de iteracoes e perplexidade por palavra. Comparando com o método Inside-Outside, a per-
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plexidade por palavra obtida para tamanho de amostra 4000 da Gramatica 1, foi de 25,424
[16]. Observe que este valor é muito maior que obtido pelos métodos de pontos interiores

para o mesma amostra: 3,4382 (vide Tabela 4.5).

A analise foi realizada também para os resultados dos problemas da Gramatica 2, obtendo
comportamento similar & Gramética 1. Logo, as conclusoes para a Gramaética 2 sao anilogas

as obtidas para a Gramaética 1.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas futuras

Nesta tltima secao apresentamos as conclusoes a partir dos resultados obtidos e da analise
das implementacoes. Adicionalmente propomos trabalhos futuros para melhorar as imple-

mentacoes e testar gramaticas com amostras de grande porte.

5.1 Conclusoes

Uma vez obtidos os resultados numeéricos das implementagoes e analisado os mesmos, pode-

mos concluir o seguinte:

e com a estratégia que utiliza pontos inicias intermediérios, os problemas convergem com
tempos de processamento melhores e valor da perplexidade por palavra menor, que

aqueles que convergiram com pontos procurados aleatoriamente;

e tanto os ajustes dos métodos, como os estudos de convergéncia e dos valores da perplexi-
dade por palavra, podem ser feitos com problemas de amostras menores que necessitam
menor tempo. Com a estratégia usada para encontrar o ponto inicial, é possivel obter

solucoes muito proximas em amostras maiores. Isto significou uma vantagem pois po-

62
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5.2

demos trabalhar com problemas menores, para depois generalizar estes resultados para

os problemas maiores;

a abordagem dos métodos de pontos interiores é muito robusta, convergindo para tole-

rancias extremamente pequenas;

os resultados obtidos para tempo de convergéncia, nimero de iteragoes e perplexidade
por palavra, indicam que existem boas perspectivas para aperfeicoamento dos métodos
de pontos interiores para a aplicacao em graméticas de maior porte tornando possivel

estudar linguagens naturais ou de maior complexidade.

Perspectivas Futuras

Implementar eficientemente os métodos na linguagem C+-+, para melhorar os tempos

de processamento.

Implementar e aplicar nos problemas os métodos de pontos interiores barreira loga-
ritmica preditor-corretor e pontos interiores barreira logaritmica primal-dual preditor-
corretor e fazer o estudo respectivo. Esperamos diminuir o nimero de iteracoes até

obter convergéncia com esses métodos.

Procurar alternativas para o calculo da Hessiana, pois o calculo da mesma é o que

consome maior tempo na implementacao, junto com a estratégia do backtracking.
Estudar e implementar estratégias robustas de backtraking.

Estudar a viabilidade dos métodos em linguagens naturais.

Estudar a variacao do valor da perplexidade quando a tolerancia é reduzida.

Experimentar uma abordagem hibrida, utilizando a solugao obtida pelo método pontos

interiores, para acelerar a convergéncia do método Inside-Outside.
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e I'm gramaticas de grande porte, as dimensoes da matriz das restrigoes do problema
pode ser bem maior. Portanto, seria preciso estudar métodos para resolver o sistema

linear que envolve esta matriz, e que além disso, explore sua estrutura matricial.
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Apéndice

Estratégia Inside

Considere o Exemplo 2.5.1 e a cadeia x = baaba € ). Dentre suas arvores de derivacao

Figura 2.1, vamos escolher a Derivacao d,

Derivagao diy

® ©@© @ ® @

Figura 5.1: Arvore de derivacdo da cadeia y

69
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Vamos calcular, utilizando a estratégia Inside, a probabilidade da cadeia x, ou seja

[x|—1
e(S<Lixl>) = Y p(S—AB)> e(A<1lk>)e(B<k+1,x|>) (5.2.1)
A,BEN k=1

Vamos supor que a cadeia y somente possui uma arvore de derivacao di,, note que com esta

suposi¢ao o primeiro somatorio da equagao (5.2.1) se reduz a um tnico termo:

[x|—1
e(S < 1|x|>) =p(S = AB) Y e(A<1,k>)e(B<k+1,[x|>) (5.2.2)
k=1
Como z; = p(S — AB), temos:
x|
e(S <1 x| >) =1 e(A<1k>)e(B<k+1,[x|>) (5.2.3)
k=1

Vamos analisar o primeiro termo do somatorio (k = 1):

e(A<1,1>)e(B<2,5>), (5.2.4)

ou seja, a probabilidade que a partir do nao terminal A pode-se gerar a subcadeia b pela
probabilidade que a partir do nao terminal B o restante da cadeia seja gerado, isto é aaba.
Na Figura 5.2, observamos que a partir do nao terminal B, nao existe uma sequéncia de re-
gras de derivacao tal que gere a subcadeia aaba, portanto (B < 2,5 >) = 0, assim o primeiro

termo do somatoério é igual a zero.

De forma semelhante ao feito no primeiro termo do somatoério, determinamos o segundo

termo: e(A < 1,2 >)e(B < 3,5 >) # 0. Ver Figura 5.3.

Da Figura 5.4 e Figura 5.5 podemos verificar que o terceiro e o dltimo termo do somatorio

sao iguais a zero.
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Figura 5.2: Célculo do termo e(A<1k>)e(B<k|1,/x|>), onde k =1

Figura 5.3: Célculo do termo e(A<1k>)e(B<kt1,[x|>), onde k =2
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M

Figura 5.4: Calculo do termo e(A<1k>)e(B<k|1,/x|>), onde k =3

®
/é i\
® ®» ©

N

@ ®

Figura 5.5: Célculo do termo e(A<1,k>)e(B<k}1,/x|>), onde k =4

Assim, a probabilidade da cadeia x é dada por:

e(S <1,|x| >) =xe(A<1,2>)e(B < 3,5>). (5.2.5)

Para calcular os termos e(A < 1,2 >) e e(B < 3,5 >) aplicamos novamente a estratégia
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Inside:

e(A<1,2>) = p(A— BAe(B<1,1>)e(A<2,2>)

e(B<3,5>) = p(B—CC)(e(C<3,3>)e(C<4,5>)+¢e(C<3,4>)e(C<5,5>))

Utilizando a equagao (2.6.2a) e dado que para cada regra da gramatica foi associada uma

probabilidade (ver Tabela 2.1), temos que:

e(A<1,2>) = z3we14

e(B<3,5>) = x5(xge(C <4,5>)+¢e(C < 3,4 >)rs),
mas observe que ¢(C' < 4,5 >) = 0 e que aplicando novamente a estratégia Inside ao termo

e(C < 3,4 >), obtemos:

e(A<1,2>) = z37674 (5.2.6)

e(B <3,5b>) = T5r724%6Ts. (5.2.7)

Portanto:

Pr(x|G,) = e(S < 1,|x| >) = masrizsvarras. (5.2.8)
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Estratégia Outside

Com as mesmas consideragoes de antes, vamos calcular a probabilidade da cadeia x aplicando

a estratégia Outside, ou seja:

Pr(x|Gy) = > f(A<i,i >)p(A — xi), (5.2.9)

AEN

com 1 <14 < |x|.

Considere i = 2, 0 somatoério da equagao (5.2.9) indica que devemos procurar dentre todos
os simbolos nao terminais, aquele que derive no simbolo terminal xo = a, ou seja, que exista
a regra de derivagao A — a, onde A pode ser qualquer elemento de N. Dado que estamos

supondo que x possui uma arvore de derivagao (ver Figura 5.6), entao:

Pr(x|G,) = f(A<2,2>)p(A—> a)

Pr(x|G,) = f(A<2,2>)z,.

Aplicamos novamente a estratégia Outside ao termo f(A < 2,2 >) (ver Figura 5.7), ou
seja procuramos dentre todas as regras de derivacao aquela que seja da forma B — CA
ou B — AC onde B e C correspondem a qualquer simbolo nao terminal. Observe que na

equagao (2.6.3b) é necessario utilizar a estratégia Inside:

1

f(A<2,2>) = p(A— BA) (Zf(A<k,2 >)e(B<k,1>)>
k=1

f(A<2,2>) = a3f(A<1,2>)e(B<1,1>)

flA<2/2>) = 23f(A<1,2>)zg
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Figura 5.6: Calculo de p(A — a)

Figura 5.7: Célculo de f(A <i,i>), onde i = 2
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Aplicando novamente a estratégia Outside (ver Figura 5.8):

f(A<1,2>) =p(S— AB) (i:f(s <1,k >)e(B <3,k >)>

k=3
J(A<1,2>) =p(S = AB)(f(S<1,3>)e(B<3,3>)+(f(S<1,4>)e(B<3,4>)+

f(S<1,5>)e(B<3,5>))

Figura 5.8: Célculo de f(A < 1,2 >)

Note que f(S < 1,3 >) = f(S < 1,4 >) = 0 porque as cadeias x;i...x3 = baa e x1...x4 = baab

nao pertencem a amostra €2, logo:

f(A<1,2>) =p(S— AB)(S < 1,5 >)e(B < 3,5>)
f(A<1,2>) =uwe(B<3,5>)
utilizando a estratégia Inside calculamos e(B < 3,5 >), mas este termo ja foi calculado na

equagao (5.2.7), portanto:
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f(A <1,2 >) = T1T5X7T4TeTg

entao:

F(A < 2,2 >) = 2321050704068 %,

finalmente:

Pr(x|Gp) = f(A < 2,2 >)z4 = 23710577046 T8T6T4 = T1T3T3T5TaT7 0.

Observe que a probabilidade da cadeia y calculada através das duas estratégias corresponde

ao mesmo polinémio.
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