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Abstract

RITTER, Donizete. A study on error-correcting codes over Poset Spaces. Campinas - SP
- Brazil: Universidade Estadual de Campinas, February 2009. Dissertation presented as a

partial requisite for the title of Master in Mathematics.

In this work, we address the classical theory of error-correcting codes and the theory of codes
over poset spaces, also known as poset codes, establishing comparisons between these two
cases. In particular, we present the definition of alphabet, the Hamming distance, linear codes
and the definition of a generating matrix for a linear code; we also present the Singleton and
Hamming bounds, alongside with the Hamming codes. With respect to poset codes, we
present the definitions of partial orders and of the poset metric, the counting of the number
of elements in a ball in a poset space, some results on ideals in posets and the extended
Hamming code; we study the chain poset case, analysing the cases of codes over a chain
poset and codes over a union of two chains of the same length and, finally, we study the
poset metrics that allow m-perfect binary codes of codimension m, thus characterizing these
codes. Our aim is to present a text, accessible for undergraduates, that encompasses the
basic theory of error-correcting codes and, nonetheless, also provides some notions on poset

codes.

Keywords: Error-Correcting Codes, Error Theory, Poset Metric.



Resumo

RITTER, Donizete. Um Estudo Sobre Cédigos Corretores de Erros em Espacos sobre Posets.
Campinas - SP: Universidade Estadual de Campinas, fevereiro de 2009. Dissertacdo apre-

sentada como requisito parcial para obtencao do Titulo de Mestra em Matematica.

Neste trabalho abordamos a teoria dos Cddigos Corretores de Erros classica e também os
codigos sobre ordens parciais, com algumas comparacdes entre os dois casos. Enfocamos,
particularmente, a definicdo de Alfabeto, a distancia de Hamming, os cddigos lineares e a
definicao de matriz geradora de um coédigo; o estudo dos limitantes de Singleton e de Ham-
ming, além de tratar dos Coédigos de Hamming. Em relacdo aos Coédigos em Conjuntos
Parcialmente Ordenados, apresentamos a definicdo de ordens parciais, métricas sobre con-
juntos ordenados, contagem dos elementos da “bola”, resultados sobre Ideais e o Cddigo
de Hamming Estendido; estudamos o caso da ordem cadeia (“chain poset”), analisando os
c6digos de uma cadeia e os cédigos de duas cadeias de mesmo comprimento e, por fim, nos
dedicamos ao estudo das “Métricas POSET"”, que admitem cédigos binarios perfeitos de codi-
mensdo m, caracterizando assim os Cédigos Posets m-corretores de erros. Nosso objetivo
é apresentar um texto, acessivel a alunos de graduacdo, que contemple a teoria basica dos
Cédigos Corretores de Erros, no entanto, forneca uma nocdo sobre os codigos sobre ordens

parciais.

Palavras-Chave: Cédigos de Controle de Erros, Métricas sobre Ordens Parciais, Teoria do

Erros.

Xi



Introducao

Pelo que nos consta, a histéria dos Cédigos Corretores de Erros comeca na década de
50, juntamente com o advento dos computadores, que passaram a ser usados em instituicdes
de pesquisa, gerando problemas com a transmissdao e o0 armazenamento de informacdes.
Mais precisamente comeca-se a falar sobre os Cédigos Corretores de Erros em 1948 com a
publicacdo de um artigo pelo matematico e engenheiro Claude E. Shannon, do laboratério
Bell. Inicialmente alguns dos maiores interessados nesta teoria foram os matematicos, que
a desenvolveram consideravelmente nas décadas de 50 e de 60. A partir da década de 70,
Com as pesquisas espaciais € a grande popularizacao dos computadores, essa teoria comecou
a interessar também aos engenheiros.

Hoje os cddigos corretores de erros participam do nosso cotidiano de inimeras formas,
estando presentes, por exemplo, sempre que fazemos uso de informacdes digitalizadas, tais
como assistir a um programa de televisao, falar ao telefone, ouvir um CD de misica, assistir a
um filme em DVD, mandar um recado a alguém via Pager ou navegar pela Internet. Garantem,
portanto, a comunicacao por internet e satélites, o bom uso de computadores, a gravacao
de CDs e DVDs e o posterior uso dos mesmos.

A teoria de Codigos foi criada para tentar corrigir erros que ocorrem nestas atividades.
Um coédigo corretor de erros €, basicamente, um modo organizado de acrescentar algum
dado adicional a cada informacdo que se queira transmitir ou armazenar € que permita, ao
recuperar a informacao, detectar e corrigir 0s erros no processo de transmissao da informacao.
Pode-se afirmar que hoje praticamente todo sistema de envio de informacdes possui algum
tipo de cédigo corretor de erros. Pelo fato da motivacdo primaria para o desenvolvimento dos
codigos corretores de erros ser a resolucao de problemas em comunicacdes, essa teoria foi
enquadrada na teoria das comunicacdes. Isto porque, ao contrario das teorias matematicas
que surgiram nas universidades e geralmente apds um longo periodo de tempo migraram para
as aplicacdes praticas em tecnologia e indistrias, a teoria de Cédigos Corretores de Erros

surgiu nos laboratérios de empresas de telefonia e posteriormente se transformou em uma
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teoria matematica completa, com aplicacdes em varias areas como, por exemplo, geometria
algébrica.

A Teoria da Informacdo preocupa-se com 0s aspectos quantitativos de armazenamento e
transmissao de mensagens, tendo como um de seus objetivos principais garantir a integridade
das informacdes enviadas através de algum tipo de canal. No entanto, na manipulacao
de mensagens dois obstaculos sdo encontrados: a falta de capacidade no armazenamento
ou transmissao das mensagens enviadas e os ruidos na transmissdao, ou seja, a introducao
aleatdria de erros nas mensagens enviadas. Assim, a teoria dos Cdédigos € um campo de
pesquisa atual, muito atraente, tanto do ponto de vista cientifico quanto tecnolégico. A
teoria dos cédigos é capaz de mesclar conceitos e técnicas importantes da Algebra abstrata
com aplicacdes imediatas da vida real, o que mostra como a sofisticacdo tecnoldgica torna
cada vez mais imperceptivel a relacdo entre a chamada matematica pura e a matematica
aplicada.

Com o aumento da confiabilidade nas comunicacdes digitais e a emergéncia do computa-
dor digital como ferramenta essencial na sociedade tecnolégica, os cédigos corretores de erros
vém conquistando uma posicao prominente. Além disso varios sao os Cdédigos desenvolvidos.
Para exemplificar a importancia e variedade dos codigos corretores de erros temos: Uso do
bit de paridade como um mecanismo detector de erro - € um dos esquemas mais simples e
conhecidos na comunicacdo computacional; Armazenamento em discos - estdo sendo muito
utilizados devido ao aumento da densidade. Quanto maior a densidade, a probabilidade de
ocorréncia de erros também aumenta; Transmissdo de informacdo pelas naves espaciais: em
1972 a nave espacial Mariner transmitiu figuras de Marte para a Terra com 64 tonalidades de
cinza. Atividade solar e outras condicdes atmosféricas podem introduzir erros em sinais fracos
vindos do espaco. O cddigo utilizado foi o de Reed-Muller. Em 1979 a nave espacial Voyager
comecou a enviar imagens com 4096 tonalidades de cores. O cédigo utilizado foi o de Golay;
Audio digital - o aumento da popularidade do audio digital deve-se ao desenvolvimento dos
codigos corretores de erros que facilita o processo de digitalizacdo. Ao inicializar a leitura
de DVD, blu-ray (Video digital) ou CD, o sistema corrige os erros produzidos por marcas de
dedos, arranh&es e outras imperfeicOes, para logo em sequida transformar em sinais sonoros.
O cédigo utilizado € o de Reed-Solomon (ver [9]).

Aplicacdes em problemas de comunicacdes sao diversificadas. Dados binarios sdo co-

mumente transmitidos entre terminais de computadores, entre aeronaves, satélites e sondas
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espaciais. Codigos corretores de erros sdao usados freqiientemente em aplicacdes militares
para protecdo contra interferéncia inimiga intencional. As transmissdes entre sistemas com-
putacionais usualmente sdo intolerantes até mesmo a baixas taxas de erros, porque um simples
erro pode destruir um programa de computador. Coédigos corretores de erros tornam-se im-
portantes nestas aplicacdes. Assim, os cédigos representam um papel central na maioria dos
sistemas de comunicacdao e armazenamento de dados digitalis.

O presente trabalho constitui uma breve introducdo a teoria dos cédigos corretores de
erros classica e também aos cédigos sobre ordens parciais, com algumas comparacdes entre
os dois casos.

No capitulo | desta dissertacdo apresentamos os elementos de um sistema de comuni-
cacdes e definimos alguns conceitos basicos para podermos iniciar a compreensao de como
funcionam os cédigos corretores de erros, como definicao de Alfabeto, a distancia de Ham-
ming, os coédigos lineares e definicao de matriz geradora de um cédigo. Antes disso, fazemos
ainda uma retomada ao estudo de Algebra, com uma revisdo sobre congruéncias, classes
residuais e sua aritmética, elementos importantes para a compreensao dos conceitos aborda-
dos neste trabalho;

Ja no capitulo 1l nos dedicamos ao estudo dos limitantes de Singleton e de Hamming,
além de tratar dos Cédigos de Hamming;

No capitulo I tratamos, de forma geral, dos Cédigos em Conjuntos Parcialmente Or-
denados (“Posets”), apresentando a definicdo de ordens parciais, métricas sobre conjuntos
ordenados, contagem dos elementos da bola, resultados sobre Ideais e o Cédigo de Hamming
Estendido.

Ja no capitulo IV estudamos o caso da ordem cadeia (“chain poset”), analisando os
c6digos de uma cadeia e os cddigos de duas cadeias de mesmo comprimento;

Por sua vez, o capitulo V é dedicado ao estudo das Métricas “Poset” que admitem cédigos
binarios perfeitos de codimensao m. Faremos algumas consideracdes iniciais e caracterizare-

mos os Codigos “Posets” m-corretores de erros.



Capitulo 1

TEORIA CLASSICA DOS CODIGOS
CORRETORES DE ERROS

1.1 Um Pouco de Algebra

Os resultados desta secdo baseiam-se principalmente nas definicdes encontradas no Curso
de Algebra de HEFEZ, Abramo ([8]), com o apoio de outras bibliografias sobre Algebra,
presentes nas referéncias bibliograficas ([3], [4] e [11]). Na verdade, estas bibliografias foram

importantes no decorrer de todo o texto.

1.1.1 Congruéncia

Definicao 1.1 Congruéncia é uma relacdo de equivaléncia entre nimeros inteiros: a e b sao

congruentes moédulo m se a— b é maltiplo de m. Escreve-se a = b(mod m).

Pode-se provar que isso acontece se, e somente se , a e b, ao serem divididos por m
(mdédulo) ddo o mesmo resto.
Por Exemplo:
20 = 14(mod 6).
—1=9(mod 5).
1100 = 2(mod 9).

e o quadrado de qualquer namero impar é 1 congruo 8. (Prova-se!)
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Tem-se que a = b(mod m) se, e somente se, houver um inteiro g de tal modo que
a = b+ gm. Desta forma, as conguéncias podem ser transformadas em igualdades com a

adicdao de uma incognita.

Proposicao 1.1 Sejam a, b,c, m € Z com m > 1, sdo validas as seqguintes propriedades:
1. (Reflexiva) Se a é qualquer inteiro, a = a(mod m).
2. (Simétrica) Se a = b(mod m) entdo b = a(mod m).
3. (Transitiva) Se a = b(mod m) e b = c(mod m) entdo a = c(mod m).

Devido a estas trés propriedades sabemos que o conjunto dos niimeros inteiros € dividido
em m diferentes classes de congruéncia médulo m.
Demonstracdo: 1. e 2. sdo imediatas.

3.Se a= b(mod m) e b = c(mod m), entdo m|(a—b) e m|(b—c), logo m|(a—b+b—c),

donde m|(a — ¢) e, portanto, a = c(mod m). u

Proposicdo 1.2 Se a, b, ¢, d sdo inteiros quaisquer com a = b(mod m) e ¢ = d(mod m),

entgo:
1. a4+ c= b+ d(mod m).
2. a.c = b.d(mod m).
3. Se a = b(mod m) entdo a" = b"(mod m).

Demonstracdo: 1. Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), seqgue que m|(a — b) e m|(c — d);
logo m|(a— b+ c—d), ousejam|(a+c)—(b+d)logoa+c=b+ d(mod m).

2.Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), seque que m|(a—b) e m|(c—d). Como ac—bd =
a(c —d)+ d(a— b), seque que m|(ac — bd) e, consequentemente, a.c = b.d(mod m).

3. Isto seque de 2., por inducdo sobre n. ]

No que segue, denotaremos o méaximo divisor comum de a e b por mdc (a, b) ou simples-

mente (a, b).

Proposicdao 1.3 Sejam a,b,c,mn€Z comm>1en> 1.

i) Se a= b(mod m) e se nlm, entdo a = b(mod n);
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ii) a= b(mod m) e a= b(mod n) se, e somente se, a = b(mod mmc (m, n));
iii) Se ac = bc(mod m) e (¢, m) =1, entdo a = b(mod m);

iv) Se d = (c, m), entdo ac = bc(mod m) se, e somente se, a= b(mod 7 )

Demonstracao:

i) Se a = b(mod m), entdo m|(a—b) e como n|m, seque que n|(a—b), logo a = b(mod n);

ii) (=) Se a = b(mod m), entdo m|(a— b) e se a = b(mod n) entdo n|(a—b), logo, pela
definicdo de mmc temos que mmc (m, n)|(a— b) e, portanto a = b(mod mmc (m, n)). (<)
Reciprocamente, se a = b(mod mmc (m, n)), temos de i) que a = b(mod m) e a = b(mod n)
pois mlmmc (m, n) e njmmc (m, n);

iii) Se ac = bc(mod m), entdo mlac — bc = m|[c(a — b)] e como (¢, m) = 1 entdo
m|(a — b) e, portanto a = b(mod m);

iv) (=) Se ac = bc(mod m) seque que m|[c(a — b)], donde c(a — b) = tm para algum
t € Z. Sendo d = (c, m), temos que:
S(a—b) = t.5 com (5,7) = 1 implica em F|(a — b), ou seja, a = b(mod F). (<)
Reciprocamente, sejam ¢y, My € 7Z tais que ¢ = ¢.d e m = mg.d. Por hipétese a =
b(mod my), logo mgl(a — b) = (a — b) = t.mg para algum t € Z, portanto, c.(a — b) =

t.mg.c = t.mg.co.d = t.co.m = m|(ac — bc) = ac = bc(mod m). n

Corolario 1.1 Sejam a,b,m,my, ..., m, € Z comm, my, ..., m, > 1. Suponha que m =
pyt ... p% seja a decomposicdo de m em fatores primos distintos. Temos que:
i) Se a= b(mod my, ..., a) = b(mod mr), entdo, a= b mod (mmc (my, ..., m.));

ii) Se a= b(mod (p}")), entdo, a = b(mod (p;)).

1

Teorema 1.1 O Pequeno Teorema de Fermat: Seja p um niimero primo positivo, tem-se
que:
a) Se a é um inteiro qualquer, entdo a? = a(mod p);

b) Se a é um inteiro ndo divisivel por p, entdo aP~! = 1(mod p).

1.1.2 As Classes Residuais e sua Aritmética

Definicdo 1.2 Seja dado um inteiro m > 1. Define-se a classe residual médulo m do ele-

mento a de Z como sendo o conjunto:

a={x € Z|x=a(mod m)}.
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E imediato ver que:
a={mi+aXelZ}

Exemplo: Seja m = 3. Entao:
0={3.XxX€Z}
1=

{B3A+1;AeZ}
2={3A+2;X€Z}
ou seja
0, sea & miltiplo de 3
a=1< 1, seatemresto 1 quando dividido por 3
2, se a tem resto 2 quando dividido por 3.

Vejamos algumas propriedades das classes residuals:

Proposicdo 1.4 Seja m um inteiro maior do que 1. Temos que:
i) 3= b se, e somente se, a= b(mod m);
ii) Seanb# @ entdo a= b;
i) | Ja=1

acz
Demonstracdo: /)(=) Suponha que 3 = b, como a € 3, seque que a € b, logo a =
b(mod m). (<«=). Reciprocamente, suponha que a = b(mod m), logo x = a(mod m) se, e
somente se, x = b(mod m) e, portanto x € 3 se, e somente se, x € b, donde a = b.

ii) Suponha que 3N b # @ e seja ¢ € 3N b; segue que ¢ = a(mod m) e ¢ = b(mod m),
logo a = b(mod m) e, pelo item i) seque que 3 = b.

iif) E claro que U a C 7Z. Por outro lado seja x € Z, como x € X, seqgue que x € U a

acz acz
e, portanto, Z C U a. Assim temos: Z C U acZ= U a==1x7. [
acz acz acz

Observacdo 1.1 Um inteiro qualquer b tal que b = 3 é dito representante da classe residual

a.

Exemplo 1.1 Se m = 2, entdo qualquer inteiro par é representante da classe residual 0 e

qualquer inteiro impar é representante da classe residual 1;
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Exemplo 1.2 Se m = 3, entdo qualquer maltiplo de 3 é representante da classe residual 0;
qualquer nimero da forma 3\ +1 com \ € Z é representante da classe residual 1; enquanto

que qualquer nimero da forma 3\ + 2, com X € Z é representante da classe residual 2.
Proposicao 1.5 Para cada a € Z existe um, e somente um, r € Z com 0 < r < m tal que
a=r.

Demonstracao: Seja a € Z. Pela divisdo euclidiana existe um (nico inteirorcom0 < r < m
tal que a = mq + r para algum g € Z. Portanto & Gnico o inteiro r tal que 0 < r < me

a = r(mod m), consequentemente, € Gnico o inteiro r talque 0 <r<mea=r. ]

Corolario 1.2 Existem exatamente m classes residuais modulo m distintas, a saber:

0,1,...,(m—1).

Demonstracao: Segue direto da proposicao acima que r pode assumir m valores, uma vez

que 0 < r < m. [
Definicao 1.3 Um conjunto {ay, ..., an} é um sistema completo de residuos médulo m se
para todo a € Z existir um i, comi=20,...,m, tal que a = a;,(mod m).

Em outras palavras {ai,...,an} € um sistema completo de residuos médulo m se, e
somente se, ay, ..., 3, sdo as m classes residuais médulo m. Os conjuntos {0,1,..., m—1}
e {1,2,..., m} sdo sistemas completos de residuos médulo m.

Temos que m inteiros formam um sistema completo de residuos médulo m se, e somente
se, eles sdo dois a dois incongruentes médulo m.

O conjunto de todas as classes residuais médulo m é representado por Z,,. Ele possui m
elementos que podem ser representados por 0,1,...,(m—1).

A primeira vantagem das classes residuais é que transformam a congruéncia a = b(mod m)

na igualdade 3 = b.

Definicao 1.4 Em Z,, definimos as sequintes operacoes:
Adicdo: 3+ b=a+ b;

Multiplicacdo: a-b = a- b.



1.1 Um Pouco de Algebra 9

Note que sendo definidas estas operacdes usando os representantes a e b para as classes
residuais 3 e b respectivamente, temos que verificar que ao mudarmos os representantes das
classes 3 e b, nd0 mudam os valores de a+ b e de a.b. Para verificar que isto acontece,

basta notar que se a = a'(mod m) e b = b'(mod m) = a+ b= a + b'(mod m) e a.b =

a.b'(mod m) = a+b=a+b(mod m)eab=a.b(modm), oque seque diretamente
dos itens 1. e 2. da Proposicdo 1.2.
Estas operacdes que acabamos de definir gozam das propriedades que definem um anel

comutativo.

Definicao 1.5 Um anel comutativo é um conjunto A com uma operacdo de soma e uma
operacdo de multiplicacdo satisfazendo as sequintes propriedades:

Propriedades da adicao:
A1) (ASSOCIATIVIDADE):

(a+b)y+c=a+(b+c), VabceA
A2) (COMUTATIVIDADE):
at+b=>b+a, VabcA

A3) (EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO):

Existe um elemento chamado zero e denotado por 0, tal que
a+0=0+a=a, VaceA

A4) (EXISTENCIA DE ELEMENTO INVERSO):

Dado a € A, existe um elemento chamado simétrico de a e denotado por —a tal que
at(—a)=(-a)+a=0 VacA

Propriedades da multiplicacdo:
M1) (ASSOCIATIVIDADE):

(a.b).c = a.(b.c), VY a, b, c €A
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M2) (COMUTATIVIDADE):
ab=ba, VabcA

M3) (EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO):

Existe um elemento chamado unidade e denotado por 1 tal que
al=1la=a VacA

Propriedade de ligacao da multiplicacao com a adicao:
AM) (DISTRIBUTIVIDADE DA MULTIPLICACAO COM RELACAO A ADICAO):

a(b+c)=ab+ac, VabceA

Em Z,,, o zero &€ 0, o simétrico de 3 &€ —a, a unidade & 1 e assim por diante. Assim, de
fato:
a(b+c)=ab+c=a(b+c)=ab+ac=ab+ac=ab+a.c. =

Os conjuntos Z, @, R e C também sdo anéis, com as operacdes usuais de adicdo e
multiplicacao de seus elementos.

Uma consequéncia do fato de Z,, ser anel comutativo, é que a aplicacao
Y 7 — L

ar——a

satisfaz as sequintes propriedades:
Y(a+ b) =y(a) + P(b)

Y(ab) = P(a)y(b)
P(1)=1
Ou seja, Y € um homomorfismo de anéis de Z em Z,,.

Este € o GUnico homomorfismo de Z em Z,,: dado um anel A, a aplicacdo natural:

0.7 — A
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n——nl

é¢ um homomorfismo de anéis, chamado de homomorfismo caracteristico. O préximo resul-

tado nos garante que este é o (nico homorfismo de Z em A.
Proposicdao 1.6 Se A é um anel e h : Z — A é um homomorfismo de anéis, entdo h = p.

Em algebra, um homomorfismo € uma aplicacdo que preserva uma dada estrutura. As
funcdes consideradas naturais entre duas estruturas algébricas do mesmo tipo, como 0s anéis,
sdo aquelas que preservam as operacdes, ou seja, transformam a soma de elementos no anel
dominio na soma de suas imagens e transformam um produto de elementos no anel dominio
no produto de suas imagens. Essas funcbes sao chamadas homomorfismos.

Exemplo 1.3 Tabelas da adicdo e da multiplicacdo em: Z, = {0,1}, Zs = {0,1,2}, Zy =

+0|1 0|1

Zy;, |0 ||0|1(/0|0|0

IJJI1]0||1f0|1

+(0|1|2 0|12

S oonn | dnnE

1{1]2|0|1]0]1]|2

22|01 ||2]0]2]|1
+101]2]|3 0123
0f0[I(2[3]/0|0|/0|0|0
Zay; |1 |1)2(3]0||1f0|1|2]3
212|301 ||20|2|0|2
313(0[1(2||30[3]|2]1
+]{0|1[2]3|4 011|234
0/|0[1|2|3|4||0|0|0|0|0|O
S 1 HAROH | HOHHHE
211213[4|0|1 2101214113
313[4(0[1(2(||3]0|3]1|4|2
4 14|01 |2|3|||4]0/4]|3]|2]|1




1.1 Um Pouco de Algebra 12

E interessante notar que Z4 ndo é um dominio de integridade!, pois 2 # 0 e, no entanto,
22=0.

Note que em Z,, Z5 e Zs, para cada elemento 3 que ndo é zero existe um elemento b tal
que 3.b = 1, isto &, todo elemento diferente de zero tem um inverso para a multiplicac3o.
Um elemento a de um anel A sera dito invertivel se existir um elemento b € Atal que a.b = 1.
Nesse caso dizemos que b é um inverso de a. O elemento inverso de A para a multiplicacao,

1 Note que se a é invertivel, entdo a ! & invertivel

se existir, € (nico, e sera denotado por a~
com (a')"! = a, e que o produto de elementos invertiveis é invertivel. Se todo elemento a
de A ndo-nulo tem inverso, dizemos que A &€ um corpo. Assim, Zo, Zs € Zs SA0 COrpos, € Zy

ndo é. A sequir daremos uma caracterizacdo dos elementos invertiveis de Z,,.
Observacao 1.2 Todo corpo é dominio de integridade.

Exemplo 1.4 Em Z os dnicos elementos invertiveis sdo 1 e -1, enquanto que em Q, R ou C,
todo elemento distinto de 0 é invertivel. Estes anéis sao corpos, ou seja, um anel onde todo

elemento ndo nulo é invertivel é chamado de corpo.

Observacao 1.3 Até agora, temos que Z,, (ja definido) é um anel, para qualquer valor de m.
Mas vimos também que Zo, Zs e Zs sdo corpos mas Z4 ndo é (pois 2.2 =4 =0). Veremos

a sequir para quais valores de m vale que Z,, é corpo.
Proposicdo 1.7 Um elemento a € Z,, é invertivel se, e somente se, (a, m) = 1.

Demonstracdo: (=) Se 3 é invertivel, entdo existe b € Z tal que 1 = 3.b = a.b, logo
a.b = 1(mod m), ou seja, m|(a.b — 1) = existe um inteiro t tal que: a.b—1=t.m =
ab—t.m=1= (a,m) =1 («). Reciprocamente, se (a, m) = 1 existem inteiros b e t tais
que a.b+ m.t =1 e, consequentemente, I = a.b+ m.t=a.b+m.t=ab+0=a.b, assim

sendo, 1 = 3.b, temos que 3 & invertivel. n

1 Propriedade adicional de certos anéis, ndo compartilhada por todos os anéis: Um anel A serd chamado de

dominio de integridade se possuir a seguinte propriedade:

VabeAa£Z0eb#A0=ab#0

que é equivalente a:
Va,be A,ab=0=a=0o0ub=0

Os anéis Z, Q, R e C sao todos dominios de integridade.
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Corolario 1.3 Z,, é um corpo se, e somente se, m é primo.

Demonstracao: 1
(=) Z,, € um corpo se, e somente se, todos os elementos 1,2,..., m — 1 sdo invertiveis, 0
que, pela proposicdo acima, equivale ao fatode que (1, m)=(2,m)=...=(m—-1,m) =1,
e isso é, portanto, equivalente a m ser primo. (<) Reciprocamente, seja m primo, temos
que, Va € Z., temos que (a, m) = 1, logo, pela proposicdo acima, a € invertivel. Sendo Z,,
com m primo, um anel onde todo elemento ndo nulo é invertivel, entdo Z,, € um corpo. =
Demonstracido: 2
(=) Se Z,,, € um corpo € m ndo € primo, entdio m=my.mycoml < m <mel < my,<m,
logo, 0 = m = M., com m; # 0 e M, # 0, contradicdo, pois todo corpo & dominio
de integridade, ou seja, dado m; # 0 e my # 0 = my.my, # 0. Logo m é primo. (<)
Reciprocamente, suponha m primo. Como (i,m) = 1 parai=1,..., m — 1, seque, pela
proposicdo acima, que 1,2, ..., (m — 1) s3o invertiveis, logo Z,, & um corpo. n
As proximas secOes deste Capitulo sdo o resultado do estudo e analise principalmente do
classico texto de HEFEZ, A., VILLELA, M. L. T.: Cédigos Corretores de Erros ([9]).

1.2 Conceitos Basicos sobre Codigos Corretores de Erros

Num sistema de informacdo entram dados, através de uma fonte de dados. Estes sao
inicialmente processados por um codificador da fonte projetado para representar os dados da
fonte de maneira mais compacta. Esta representacao € uma seqiiéncia de simbolos chamada
palavra cédigo da fonte. Entdo, os dados sao processados por um codificador de canal, que
transforma a seqiiéncia de simbolos da palavra cédigo da fonte em outra seqiiéncia chamada
palavra cédigo do canal.

A palavra cédigo do canal € uma nova e longa seqiiéncia que, geralmente, tém mais
redundancia que a palavra cédigo da fonte. Depois, o modulador converte cada simbolo da
palavra cédigo do canal em um simbolo analdgico correspondente de um conjunto finito de
simbolos analégicos possiveis. A seqliéncia de simbolos analdgicos é transmitida através do
canal. Como o canal esta sujeito a varios tipos de ruidos, distorcdes e interferéncias, os dados
que saem do canal diferem dos dados que entram no canal. O demodulador converte cada
sinal de saida do canal recebido na seqiiéncia correspondente de simbolos da palavra cédigo

do canal.
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Cada simbolo demodulado é a melhor estimativa do simbolo transmitido, mas o demo-
dulador comete alguns erros devido a interferéncias do canal. A seqiiéncia de simbolos
demodulada é chamada de palavra recebida. Devido aos erros, os simbolos da palavra recebida
nem sempre sao iguais aos simbolos da palavra cédigo do canal. O decodificador do canal
usa a redundancia da palavra cédigo do canal para corrigir os erros da palavra recebida e
entdo produzir uma estimativa da palavra cédigo fonte. Se todos os erros sdo corrigidos,
a palavra cédigo fonte estimada é igual a palavra cédigo fonte original. O decodificador da
fonte executa a operacdo inversa do codificador da fonte e envia sua saida para o usuario.

O ponto de partida € um conjunto finito A chamado de alfabeto. Seja n um nimero na-
tural. Um cédigo corretor de erros € um subconjunto préprio qualquer de A”. Quando A é um
corpo temos uma classe particularmente importante de cédigos, que sdao 0s codigos lineares,
que sdo subespacos vetoriais de A”. Por exemplo, seja A, = {0, 1} e vamos considerar A}
(alfabeto binario). Um cédigo corretor de erros sobre A3 poderia ser: (000), (010), (100),
(110). A quantidade de palavras do cédigo, ou seja, a cardinalidade do cédigo € menor ou
igual a cardinalidade do conjunto A”. No exemplo acima, a cardinalidade é 4 (poderia ser no
maximo 8 = 23).

Durante a transmissao dessas palavras por um canal fisico, a informacao é freqiientemente
distorcida pelos ruidos. Para manejar essa indesejavel mas inevitavel situacao, alguma forma
de redundancia deve ser incorporada a mensagem original. Com essa redundancia, mesmo
se alguns erros sdo introduzidos (em um nivel toleravel), a informacdo original pode ser
recuperada, ou pelo menos a presenca desses erros pode ser detectada. Consideraremos
nos préximos exemplos o cédigo C = (00), (01), (10), (11). Introduzindo redundancia nas
palavras do cédigo, transformaremos as palavras de 2 bits para 5 bits, usando a seguinte

correspondéncia:

00 - 00000
01 - 01011
10 - 10110
11 -11101

Observa-se que os dois primeiros bits da informacdo com redundancia correspondem a
mensagem original, ou seja, nessa recodificacdo, as duas primeiras posicdes reproduzem o
codigo da fonte, enquanto que as trés posicdes restantes sdo redundancias introduzidas. O

novo codigo introduzido na recodificacao € chamado de cédigo do canal. Define-se kK como
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sendo o tamanho da palavra original e n 0 tamanho da palavra com redundancia, no exemplo
acima k=2en=>5.

Define-se taxa de informacdo R como sendo:

ou seja, a relacdo entre a informacao original pela informacdo enviada.

Suponhamos que temos um rob6 que se move sobre um tabuleiro quadriculado, de modo
que, ao darmos um dos comandos (para frente, para tras, para direita ou para esquerda), o
rob6 se desloca do centro de uma casa para o centro de outra casa adjacente indicada pelo
comando. Os quatro comandos acima podem ser codificados como elementos de {0, 1} x
{0, 1}, como se seque:

Para frente — 00

Para direita — 10

Para tras — 01

Para esquerda — 11

O cddigo acima é chamado de cédigo da fonte. Suponhamos, agora, que esses pares
ordenados devam ser transmitidos via radio e que o sinal no caminho sofra interferéncias.
Imaginemos que a mensagem 00 possa, na chegada ser recebida como 01, o que faria com
que o robd, em vez de ir para frente, fosse para tras. O que se faz, entdo, é recodificar as
palavras, de modo a introduzir redundancias que permitam detectar e corrigir erros. Podemos,
por exemplo, modificar o nosso cédigo da fonte como ja fizemos anteriormente.

Suponhamos que se tenha introduzido um erro ao transmitirmos, por exemplo, a palavra
01011, de modo que a mensagem recebida seja 11011. Comparando essa mensagem com as
palavras do cdédigo, notamos que nado lhe pertence e, portanto, detectamos erros. A palavra
do cédigo mais préxima da referida mensagem (a que tem menor niimero de componentes
diferentes) € 01011, que é precisamente a palavra transmitida.

Para a introducao da redundancia, no caso linear, utiliza-se uma matriz k x n, cujas linhas
formam um base para o cédigo C. Essa matriz € denominada matriz geradora. Através
de operacdes elementares nas linhas e colunas (permutacdo de duas linhas, multiplicacdo

de uma linha por um escalar ndo nulo, adicdo de um multiplo escalar de uma linha a outra,
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permutacdo de duas colunas e multiplicacdo de uma coluna por um escalar ndo nulo), pode-se

colocar a matriz geradora G na forma padrao:
G = [I4A]

onde /4 representa a matriz identidade de ordem k e A uma matriz k x (n — k). Assim, a
informacao original estara nas primeiras k posicoes da palavra com redundancia.

Um Cédigo Corretor de Erros, portanto, detecta e corrige erros na palavra recebida e,
depois de corrigidos os erros, relaciona a palavra transmitida e transforma a palavra trans-
mitida em cédigo fonte para o usuario. Mas sera que um Cddigo detecta todos os erros de
uma palavra recebida? E se detecta, pode corrigir todos eles? Estas respostas dependem do
c6digo que se esta usando? Tenho certeza que perguntas como estas ndo querem calar.

Para comecar a pensar sobre isso, lembremos do exemplo que demos anteriormente: re-
cebendo a palavra 11011, comparamos essa mensagem com as palavras do cédigo e notamos
que ela nao lhe pertence e, portanto, detectamos erros. Verificamos que a palavra do cédigo
mais préxima da referida mensagem (a que tem menor niimero de componentes diferentes)
€ 01011, que é precisamente a palavra transmitida, ou seja, detectou-se e corrigiu-se um
erro. No entanto, digamos que a palavra recebida fosse 01110. Comparando esta mensagem
com o codigo verificamos que ela nao |he pertence, no entanto, ao verificar qual a palavra
do cbédigo mais préxima desta, encontramos duas com as mesmas chances: 01011 e 10110
(uma vez que estas duas palavras possuem dois componentes diferentes da palavra recebida).

Nesse caso, ndo é possivel estimar qual foi a palavra cédigo transmitida.

1.3 Alfabeto

P

Para iniciar a construcao de um coédigo corretor de erros & necessario, primeiramente,
definir o alfabeto F,, que & um corpo finito de g elementos. Pode-se provar que existe um
corpo de g elementos se, e somente se, g = p™, onde p &€ um primo € m & um natural, m > 1.
No caso dos codigos binarios F, = {0,1}. Um cddigo corretor de erros € um subconjunto
proprio qualquer de Fg =Fy x Fg x Fy X ... x g, para algum namero natural n. O namero

de elementos de um conjunto [, sera denotado por |F,]|.
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O cédigo do robd é um subconjunto préprio de F3 , com F, = {0,1}, onde F3 =

A fim de que possamos identificar as palavras mais préximas de uma dada palavra recebida
com erro e estimar qual foi a palavra do cédigo transmitida, vamos apresentar, mais a frente,

um modo de medir a “distancia” entre palavras em [Fy.
Definicao 1.6 Um alfabeto finito é um corpo finito ¥, onde g = p™, p primo e m > 1.
Definicdo 1.7 Diremos que C é um codigo de comprimento n (sobre F,) se C C Fg.

Observacao 1.4 Assim, C é dito um cdédigo q-ario. Desse modo, tem-se codigos binarios

(g = 2), terndrios (q = 3), etc.

Caso vocé sinta-se inseguro com estas defini¢des, pense em F, como o conjunto dos
simbolos {0, 1, ..., q — 1} com duas operacdes, a soma e o produto (valendo lembrar aqui
que g precisa ser primo para isso funcionar, ou seja, se g = p, p primo, entdo F, = Z, e sdo
validas as propriedades trabalhadas na secdo 1.1). Para somarmos X e y, fazemos a soma
usual x+y, dividimos esta pelo primo g e obtemos um resto inteiro r entre 0 e g— 1. Dizemos
entdo que r = x + y. O produto X.y é definido de modo similar: fazemos o produto usual

x.y, dividimos por g, obtemos um resto r e definimos ¥ = X.y. Para maior esclarecimento,
2 €

vamos apresentar as tabelas com a soma e o produto em F» e Fs.

+]0(1 01
Fo; | O{[O|1(|JO|[O0]O
1101|011

+]{0]1]2 0[1]|2

00|1]2]/00[0]|0

Fa, r—r=1=1= = ==

111(2]0 10|12

212 12021

1.4 Distancia de Hamming

Para se identificar as palavras mais préximas de uma dada palavra recebida com erro e
estimar qual foi a palavra codigo transmitida, apresentaremos um modo de “medir” a distancia

entre palavras de Fy.
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Definicdo 1.8 A distancia de Hamming entre x,y € Fy é dada por:
dix,y)=Hi:x#y,1<i<n}

Por exemplo, seja F, e considerarmos F3 = ({0, 1}3), temos:

d(001,111) = 2
d(000,111) = 3

d(100,110) = 1

Proposicdo 1.8 A Distancia de Hamming é uma métrica, ou seja, dados x,y,z € Fy, valem
as sequintes propriedades:

(1) Positividade: d(x,y) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, x =y,

(2) Simetria: d(x,y) = d(y,x),Vx,y € Fy,

(3) Desigualdade Triangular: d(x,y) < d(x,z)+d(z,y),Vx,y,z € Fy;

Demonstracdo: (1) Temos por definicdo que:

dix,y)=Hi.x #y,1<i<n} =0

(=) Caso d(x,y) =0, temos que x; = y; para i =1,2,..., nedaix=y.

(<) Se x =y, temos x; = y;, para 1 < j < n e, consequentemente d(x,y) = 0.

(2) Pela definicdo de distancia de Hamming temos que d(x,y) = [{i,x; # yi,1 < i <
nH=Hiyi#x,1<i<n} =d(y, x).

(3) Sejam:

X = (xq, %2, X3, - . -, X;)

y=01Y2 Y30 Vi)

z=(z21,22,23, .- -, z)

A cada /-ésima dupla de coordenadas iguais que tivermos em x e y contabilizamos 0, ja
a cada /-ésima dupla de coordenadas diferentes que tivermos em x e y contabilizamos 1.

Logo poderemos ter:

1° caso: x; = y; = contribuicdo 0 (zero); portanto a soma d(x, z) + d(z, y) da i-ésima

coordenada pode ser zero ou dois, atendendo assim a desigualdade;
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2° caso: x; # y; = contribuicdo 1 (um); portanto ndo podemos ter x; = z; e z; = y;, logo
asoma d(x, z)+d(z, y) da i-ésima coordenada deve ser um, atendendo assim a desigualdade;
]

As propriedades (1), (2) e (3) caracterizam o que se costuma, em matemética, chamar

de métrica. Por isso, a distancia de Hamming entre elementos de F” é também chamada de

métrica de Hamming.

Definicdo 1.9 Dados um elemento a € Fy e um nimero real r > 0, definimos a bola e a
esfera de centro em a e raio r como sendo respectivamente 0s conjuntos:
B(a,r)={xe€Fy:d(x,a) <r}
S(a,r)={xelF;:d(x,a)=r}

Definicdo 1.10 Seja C C Fj um cédigo. A distancia minima de C é o nimero:
d=min{d(x,y) : x,y€e Cex+#y}.
Por exemplo, se C é o cédigo do robd, temos que d = 3.

Proposicao 1.9 Seja C um codigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢’ sdo palavras distintas
de C, entdo B(c,t) N B(c',t) = @, onde t = [45}] sendo que [«] representa a parte inteira

de um numero real *.

Demonstracdo: De fato, se x pertencesse a B(c,t) N B(c', t) , teriamos d(x,c) < t e
d(x,c’) < t e, portanto, pela simetria, pela desigualdade triangular e pela definicdo de t
teriamos:

d(c,c')<d(c,x)+d(x,c')<t+t=2t<d-1 (Absurdo).

Como d é a distancia minima de C, temos, necessariamente, d(c,c’) > d.

Portanto x € B(c, t) N B(c', t).

Logo B(c,t)n B(c', t) =@. [

Teorema 1.2 Seja C um cédigo com distancia minima d . Entdo C pode corrigir até [¢51]

erros. Se d é par, o cédigo pode simultaneamente corrigir 452 erros e detectar até ¢ erros.

Demonstracao:
Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do cédigo cometemos s erros com s < t, recebendo

a palavra r, entdo d(r,c) =s < t.
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Como B(c,t)N B(c', t) = @, temos que d(r,c') > t, para toda palavra ¢’ € C, com
¢’ # c e, portanto, a decodificacdo pela vizinhanca mais préxima vai corrigir este erro, pois

¢ estd univocamente determinado a partir de r.

d—2
5 -

Consequentemente C pode corrigir 92 erros.

Agora, se d for par, entdo [4] = 2

Mas se % ocorreu, isso significa que a palavra recebida r tem d(c, r) = g. Se existe alguma
palavra ¢ € C tal que d(c, c’) = d, teremos que r pode estar no “ponto médio” entre ¢ e
¢’. Neste caso d(c’,r) = % e o decodificador pode detectar que % erros ocorreram, mas nao
pode corrigi-los pois existem duas possibilidades distintas ¢ e ¢’ para efetuar a decodificacdo
pela vizinhanca mais préxima.

Por outro lado, se mais de % erros ocorrem, a palavra recebida r pode estar mais proxima
de outra palavra do cdédigo que ndo a correta.

Nesse caso, a decodificacdo de r determinara ¢’ incorretamente. [

Isso é chamado erro de decodificacdo. Em um coédigo eficiente, isto raramente ocorre.
No entanto, o fato de ocorrer erro de decodificacao ndo é algo que tenha a ver apenas com o
codigo; isso depende do canal também. Isto é, o cddigo pode ser muito eficiente, no sentido
de atingir um dos limitantes (Hamming ou Singleton) e mesmo assim ndo ser bom para o
canal.

Por exemplo em um cédigo com d = 4, é possivel corrigir até t = [451] = 1 erro e
detectar até 2 = 2 erros.

Note que pelo teorema anterior, um cédigo tera maior capacidade de correcdo de erros
quanto maior for a sua distancia minima. Portanto, é fundamental, para a Teoria de Cédigos,

poder calcular d, ou pelo menos determinar uma cota inferior para ele.
Vamos considerar agora dois exemplos de cédigos de F, com dimensdao k = 1.
Exemplo 1.5 Consideremos F5:
C;=1(0,0,0,0);(1,1,1, 1) }.

Obtemos entdo d = 4 e t = [*32] = 1 (cddigo de parametros [4,1,4]). Temos entdo as

bolas disjuntas:

B; = B((0,0,0,0),1) = {(0,0,0,0),(1,0,0,0), (0, 1,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,1)}
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B, = B((1,1,1,1),1) = {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(1,0,1,1), (1, 1,0,1), (1, 1,1,0)}

Observe que ambas as bolas sdo disjuntas e contém, cada uma delas cinco pontos de 5.
Temos entdo 6 = 2* — 2 -5 pontos os quais ndo sdo cobertos por qualquer uma das bolas,

pontos para os quais ndo sabemos decidir o que fazer.

Exemplo 1.6 Consideremos F3:

C,» = {(0,0,0); (1,1, 1)}.

Obtemos entdo d = 3 e t = [31] = 1 (cédigo de pardmetros [3,1,3]). Temos entdo as

bolas disjuntas:
B: = B((0,0,0),1) ={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

B, =B((1,1,1),1) ={(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

Temos agora que cada uma das bolas contém 4 pontos e B1((0,0,0))UB»((1,1,1)) = F3.
Em outras palavras, podemos escrever o espaco ambiente 3 como unido disjunta de bolas

centradas em pontos do codigo.

Esta situacao, do ponto de vista de cddigos, é ideal, pois ndao importa qual a mensagem
recebida y, saberemos sempre o que fazer com ela: se necessario trocamos y pelo centro da
anica bola (desta familia) que o contém.

E por este motivo que cédigos com esta propriedade sdo ditos cédigos perfeitos.

Definicdo 1.11 Seja C C F7 um cddigo com distancia minima d e seja t = [452]. O cddigo
C sera dito perfeito se:

| B(c.t) =¥},

ceC

Assim:

Exemplo 1.7 O cddigo do Rob6, em que d = 3, ndo é perfeito, pois ele é um cédigo C C F3,
onde
¢ ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)}
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e, além disso

| B(c.1) #F.

ceC
Proposicao 1.10 Todo cddigo C, C C Ff5, com dimensdo 1, distdncia minima igual ao
comprimento (n = d), ou seja: C = {(0,0, ..., 0).(1,1,..., 1)}, é perfeito se, e somente

se, n for impar.

Demonstracdo: (<) Seja n = d, para n par temos d par, logo podemos fazer d = 2a,

assim, para d par:

,_[d=1] _d-2 _2a-2_ |
T2 | T2 T e

Assim, como podemos receber um vetor r com metade das coordenadas iguais a 1 e
metade igual a zero, este vetor ndo € coberto por nenhuma das bolas, logo qualquer C C Fj
com n par ndo é perfeito.

(=) Seja n = d, para n impar temos d impar, logo podemos fazer d = 2a + 1, assim,

para d impar:

[d—l] d—1 2a4+1-1
t = = = = a

2 | 2 2
Assim, qualquer vetor recebido terd necessariamente mais coordenadas 1's do que 0's ou
vice-versa, assim, sempre sera coberto por uma das bolas, logo, qualquer cédigo C C Fj com

n impar é perfeito. [

Observacdo 1.5 E facil observar que os codigos de que tratam essa proposicdo sdo todos

MDS (“Maximum Distance Separable”), ou seja, vale a igualdade: d = n— k + 1.

Lema 1.1
|B(0,r)| = |B(c,r)|,Vc € IFZ

Demonstracdo: E facil contarmos o nimero de pontos em uma bola fechada. Examinemos
as bolas centradas na origem, isto é, no ponto (0,0, ..., 0). Nao perdemos qualquer genera-
lidade, pois podemos sempre transladar as bolas para a origem, ou seja, para qualquer x € Fy
e qualquer positivo r > 0, temos que y € B(x, r) se, e somente se, y — x € B(0, r).

Portanto, ha uma bijecao:

P B(0,r) — B(c,r)
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ur——u-+=c¢

onde:
iyue B(0,r)=9(u) € B(c,r).
De fato, tem-se que d(¥(u),c) =d(u+c,c) =w(u+c—c) = w(u).
ii) A funcdo
¢:B(c,r)— B(0,r)

VIV —-C

€ a inversa, pois:

P(p(v))=¢(v) —c=(v+c)—c=v, VYveB(cr)

e, analogamente,

d(Y(u)) =u, YV ueB(0,r).

Lema 1.2 Para todo ¢ € F} e todo namero natural r > 0, temos que:

seni=3 (") a1y

i=0
Demonstracao: Daremos, a sequir, uma idéia da demonstracdo. Para isso vamos estudar

alguns casos em particular:

Observacao 1.6 Nos exemplos a sequir, x indica um elemento de F, diferente de zero, ou

seja, para cada lugar ocupado por * nos vetores temos (q — 1) possibilidades.

1. Supondo n=3,q>1,r =1, c = origem, temos:

1B(0, 1) = [5(0,0)[ +[5(0, 1) =

(%,0,0)
(0,0,0)+ ¢ (0,%,0)
(0,0, %)
2. Supondo n=3,g > 1,r =2, c = origem, temos:

1B(0,2)] = [5(0,0)] + [5(0, 1)[ + [5(0,2) =
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(*.0,0) (, *,0)
(0,0,0)+ < (0,%,0) + 19 (*,0,%)
(0,0, %) (0, *, %)

3. Supondo n=4,qg > 1,r =2, c = origem, temos:

1B(0,2)] = [5(0,0) + [5(0, 1)[ + [5(0,2) =

(x,%,0,0)

([ (+,0,0,0) (.0, %0)

(0.0,0,0) + (0,%,0,0) N (%,0,0, %)
(0,0, %,0) (0, %, %,0)

| (0,0,0,%) (0, %, 0, %)

(0,0, %, *)

\

Em cada vetor pertencente a esfera de raio i escolhemos i coordenadas, dentre n co-
ordenadas para serem diferentes de zero, ou seja, temos uma combinacdo de n elementos

tomados / a 1, ou seja:

Deste modo, a esfera de raio / tem

(7)(6/ -1y

vetores. Assim, nos casos estudados, temos:

1.

e ni=(3)@-1+(3) - - Z (F)ta—y

te.2)= (3o -0+ (a4 (Dg-02=3 (Po- vy

i=0
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C)(q -1y

Assim, dados n > 1, ¢ > 1, r € Ne ¢ € F] (uma vez que d, = w;), temos que:

2
i=0

B(c.2)| = (g)(q— 1)° + (‘D(q— 1)+ (g)(q— =3

1B(c, )| =1S(c.0)] +IS(e, D] + - +15(c. )| =3 (”)m 1y

_ ]
i=0

1.5 Cdadigos Lineares
A classe de cédigos mais utilizada na pratica € a chamada classe dos cédigos lineares.

Definicdo 1.12 Um codigo C C Fy sera chamado de cédigo linear se for um sub-espaco

vetorial de IFZ

Desse modo, C é por definicdo um espaco vetorial de dimensao finita. Denotaremos por
k a dimensdao do coédigo C. Conseqiientemente, todo elemento de C se escreve de modo

inico da seguinte maneira:
(%) optn + oot + ...+ akug, o € Fy,

ondei=1,2,..., k;emque {uy, s, ..., ug} €umabasede C. Comoa; €F,,i=1,2,..., k;
existem ¢ possibilidades para cada um dos a; em (x). Logo, existem g* elementos em C,
isto €,

M =|C| = ¢,

e, consequentemente,

dim C = klog, g = log, ¢* = log, M.
Definicdo 1.13 Dado u € Fy, define-se o peso de u como sendo o namero inteiro:
w(u) == [{i, u; # 0}],

ou seja: w(u) = d(u,0), em que 0 é o vetor nulo de Fy,.
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Definicao 1.14 O peso de um cdédigo linear C, é o inteiro w(C) = min {w(u) : u € C—{0}}.

Proposicao 1.11 Seja C C F um cddigo linear com distancia minima d. Temos que:
) Vu,veFy du,v)=w(u—v),
i)y d =w(C).

Demonstracao:

Ndluv)y=Hiu#vi,1<i<n}={i:u—-—vi£0,1<i<n} =w(u-v)

ii) Para todo par de elementos u, v € C com u # v, temos que z = u— v € C (Note que
todo vetor pode ser escrito como uma diferenca entre ele e o vetor nulo). Dai d(u, v) = w(z).
Portanto, o conjunto {w(z) : z € C—{0}} éigual ao conjunto {d(u,v):u,v e Ce u# v}

Assim: d = min {d(u,v):u,veCeu#v}= min{w(z):ze C—{0}}=w(C). =

Em virtude desta proposicdo, a distancia minima de um cdédigo linear C sera também
chamada de peso do cédigo C.

Em algebra linear, se conhecem essencialmente duas maneiras de se descrever subespacos
vetoriais C de um espaco vetorial F?, uma como imagem, e outra como nucleo de transfor-
macao linear.

Vamos obter a representacao de C como imagem de uma transformacao linear. Escolha

uma base {vq, va, ..., vk} de C e considere a aplicacdo linear:
. Tk n
T . F, — F,

(31,32,...,ak)|—>31V1+32V2+...+3kvk

Temos que T € uma transformacdo linear injetora, pois o ker(T) = 0, tal que Im (T) = C.
Portanto, dar um cédigo C C Fy de dimensdo k € equivalente a dar uma transformagdo

linear injetora T : F§ — F7 e definir C = Im (T)
Exemplo 1.8 Considere a transformacao linear:
T:F5 —TF3

(Xl,XQ) — (Xl,XQ,Xl,Xl + XQ,XQ)



1.6 Matriz Geradora e Matriz Teste de um Cédigo 27

Temos que:
T(Xl, X2) = (O, 0,0,0, O), se (Xl, Xo, X1, X1 + Xo, XQ) = (O, 0,0,0, O),

ou seja, x1 = xp = 0. Logo ker(T) = {(0,0)}. Portanto, T é injetora e dai Im (T) = C (a

imagem de T é um cédigo C). Como x1,x, € Ty, temos |C| =22 =4 e
c ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)}.

Além disso, w(C) =3 e C corrige t = [£2] = 1 erro.

1.6 Matriz Geradora e Matriz Teste de um Cdédigo

Dado um cédigo linear C C Fy, chamaremos de parametros do cédigo linear C os inteiros
[n, k, d], onde k & a dimensdo de C sobre F,, d representa a distancia minima de C e n é

denominado o comprimento do cédigo C.

Seja o codigo linear C = [uy, ua, ..., u] com B = {uy, s, ..., uk} base de C, com
ui = (U, Up, . .., Uin). A matriz:
] Ui Uy ... Uip
7] Upx1 Upxo ... Uy
Gan - =
Uy U1 Ugo ... Ukp

é chamada de matriz geradora de C associada a base:

Exemplo 1.9 No exemplo anterior, B ={(1,0,1,1,0);(0,1,0,1,1)} é uma base de C e:

10110
G =
(01011)

é uma matriz geradora do cddigo linear C. De fato,
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1 1 0
(0,0)-G =(0,0)- =(0,0,0,0,0),
0 011
10110
(0,1)-G=(0,1) - =(0,1,0,1,1),
01 011
1 0110
(1,0) -G =(1,0) - =(1,0,1,1,0),
01 011
10110
(1,1)-G=(1,1)- =(1,1,1,0,1),
01 011
De maneira geral, consideramos a transformacao linear definida por:
. Tk n
T:F, — T,
X — xG
Sex = (xi,%,..., Xc), temos T (x) = xG = xyu1 +xota+. ..+ Xk Uy, ou seja, T (FK) = C.

Podemos, entdo, considerar FX como sendo um cédigo da fonte, C o cédigo do canal e a
q

transformacdo T, uma codificacdo.

Além disso, devemos ressaltar que a matriz geradora G ndo € (nica, pois ela depende

da base B. Portanto, mudando para uma base B, teremos uma outra matriz geradora G

para 0 mesmo cédigo C. Da Algebra Linear, sabemos que G pode ser obtida de G através

de operacdes elementares (permutacdo de duas linhas; multiplicagdo de uma linha por um

escalar ndo nulo e adicdo de um mdltiplo escalar de uma linha a outra) com as linhas de G e

vice versa.

Podemos também fazer o inverso, ou seja, construir c6digos a partir de matrizes geradoras

G. Para isto, basta tomar uma matriz cujas linhas sejam Linearmente Independentes e definir

um cédigo como sendo a imagem da transformacao linear:

. Tk n
T . F, — F,

x — xG
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Seguindo o exemplo dado anteriormente, a partir da matriz geradora G, podemos construir
uma matriz de teste de paridade H utilizada para decodificacdo das palavras. Com a matriz
H, pode-se determinar se uma palavra pertence ou ndao ao cdédigo.

Uma matriz teste de C € uma matriz H, de posto n — k, tal que:
velC <= H-vi=0.

Temos que, se:
G = [ldk|A]

é geradora de C, entdo
H = [At1d,_]

€ matriz teste de C.

Assim, seja a matriz G do exemplo dado anteriormente,

10110
G =

01011

11
A=

<01

Dessa forma, temos a matriz H do exemplo:

temos

= O
N——

X

Il
O ==
e )
o O =
O = O
= O O

Para saber se a palavra pertence ao cédigo, basta multiplicar a palavra recebida v pela

matriz teste de paridade. Se o resultado for o vetor nulo,
H-vi=0

a palavra pertence ao cédigo. Qualquer outro vetor ndo nulo como resultado significa que a

palavra recebida contém erro(s).
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Suponhamos que a palavra recebida seja vy = (1,0,1, 1, 0),
H-vi=0

Isto €, vy € uma palavra do nosso codigo.

Seja a palavra v, = (0,1,0,1,0),
H-vi=(001)

entdo a palavra contém erro(s).



Capitulo 2

CODIGOS DE HAMMING E

LIMITANTES
-

Neste capitulo nos dedicamos aos limitantes de Singleton e de Hamming, além de tratar
dos Cédigos de Hamming. Para isso, nos valemos do estudo, principalmente, de [1], além de
[2] e [6].

2.1 Limitante de Singleton

Através da matriz teste de paridade podemos fazer uma interpretacdo do problema da
distancia minima. Veja que se as colunas da matriz H sdo hy, ho, . . ., h,,ec=(c, o, ..., Cn)

€ um vetor de F”, entdo:
H.cT =[h{h] ... h]l.c=ci.h] + co.hy + ...+ c,.h].

Assim, cada palavra ¢ do cédigo C (definido por H) fornece uma combinagdo linear
entre vetores-coluna de H. Reciprocamente, se 0s escalares ¢, Co, .. ., ¢, dao origem a uma
combinacao linear:

ci.hf +c.hy + ...+ ca.hl =0,

31
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entdo o vetor ¢ = (¢y, G, .. ., ¢n) esta em C. Note também que, olhando apenas as coorde-
nadas ndo-nulas, obtemos uma dependéncia linear entre w(c) colunas, onde w(c) é o peso

do vetor c. Este argumento prova o seqguinte resultado:

Lema 2.1 Seja C codigo em Fyy e seja H uma matriz teste para C:

1) Se todo conjunto de d —1 colunas de h é linearmente independente, a distancia minima
de C é pelo menos d.

2) O caodigo C tem distancia minima igual a d se e somente se todo conjunto de d — 1
colunas é linearmente independente, e existe um conjunto de d colunas que é linearmente

dependente.

Demonstracao:
1) Suponhamos que cada conjunto de d — 1 colunas de H é linearmente independente.
Seja ¢ = (c1, ¢, ..., Cy) uma palavra ndo nula de C e sejam hy, hy, ..., h, as colunas de H.

Como H.cT =0, temos que:
0= H.CT = ZC,‘h,‘ (*)

Visto que w(c) € o nimero de componentes ndo nulos de ¢, segue que se w(c) < d—1,
teriamos, por (x), uma combinacdo nula de um nimero t, com 1 < t < d — 1, de colunas
de H, o que é contraditério. Logo, w(c) > d e, portanto, w(C) > d.

Reciprocamente, suponhamos que w(C) > d. Suponhamos também, por absurdo, que H
tenha d — 1 colunas linearmente independentes, digamos h;, h;,, .. ., h;. .. Logo, existiriam
Ciys Ciyy - - - Ci,_,,» o corpo, nem todos nulos, tais que:

Cil-hil + C/'Q-hiz‘l’ ..... +Cid l'hid L= O

Portanto, c =(o,...,¢,,0,...,¢,,,0,...,0) € C e, consequentemente w(c) < d—-1 < d,
0 que seria um absurdo.

2) Admitamos w(C) = d, logo todo conjunto de d — 1 colunas de H é linearmente
independente. Se ndo existir pelo menos um conjunto com d colunas de H linearmente
dependentes, ter-se ia, por 1) que w(C) > d + 1, o que é uma contradi¢cdo. Portanto, existe
pelo menos um conjunto com d colunas de H que sao linearmente dependentes.

Reciprocamente, admitamos que todo conjunto de d — 1 colunas de H é linearmente

independente e existe um conjunto com d colunas de H que & linearmente dependente.
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Por 1) tem-se que w(C) > d. Mas w(C) ndo pode ser maior que d, pois neste caso, por
1) todo conjunto com d colunas de H seria linearmente dependente, o que é uma contradicdo.
Portanto w(C) = d. [

Agora ja podemos aplicar isso a alguns casos especificos.

Corolario 2.1 Seja C um cédigo binario e seja H uma matriz teste para C. Se todas as

colunas de H sdao ndo nulas e distintas, entao a distancia minima de C é pelos menos 3.

Demonstracao: De fato, sobre F,, dois vetores ndo nulos sdo linearmente dependentes
(L.D.) apenas se sdo iguais. Logo, se todas as colunas sdo distintas, entdo todos os conjuntos
de duas colunas sdo linearmente independentes (L.I.), e a distancia minima é maior ou igual

a 3. ]

Observacao 2.1 Os cddigos de Hamming, H,,, de que trataremos adiante possuem matrizes

H com estas caracteristicas, logo d > 3 nesses codigos. Veremos que, na verdade, d = 3.

Recordemos que o posto de H é a dimensdao da imagem de H, que & 0 nilmero maximo
de colunas L.I. de H. Prova-se que o posto de H é igual ao de H' e, portanto, que € igual ao
nimero maximo de linhas L.I. Assim, se H € uma matriz kx n, posto (H) < k e posto (H) <

n.

Proposicdo 2.1 (Limitante de Singleton)

Se C é um cddigo [n, k, d] entao:
k+d<n+l<=d<n—k+1

Este é um dos limitantes que envolve os trés parametros fundamentais. Quando ocorre
a igualdade o codigo é MDS (“Maximum Distance Separable”). Alguns dos codigos mais

utilizados atualmente sao deste tipo. Faremos a sequir duas provas desta proposicao.

Demonstracdo: (1)

O “Teorema do Nicleo e Imagem”, traduzido para nossa situacdo, afirma que:

posto (H) 4+ dim(C) = n
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Assim, seja um cédigo C, de pardmetros [n, k, d] e sua matriz teste H. Pelo Lema 2.1,
todo conjunto de d — 1 vetores é L.I, em particular, posto (H) > d — 1. Por outro lado, o
“Teorema do Nacleo e Imagem” diz que posto (H) = n— k; logo, temos: n—k>d—1=
d<n-—k+1. n
Demonstracdo: (2)

Seja H uma matriz de verificacdo de paridade de um cédigo linear C, com parametros
[n, k,d]. Entdo o posto de H é n — k, pois a mesma é uma matriz de ordem (n — k) x n,
isto &, n — k linhas linearmente independentes.

Logo, cada coluna de H tem n— k entradas, ou seja, comprimento n— k, ou ainda, estao
em IFZ*". Pelo Lema 2.1, quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente independentes.

Como um conjunto de vetores de Fg*k que é L.l. tem no maximo n — k vetores, entdo:
d—1<n-—k

Dat:
d<n—k+1

2.2 Limitante de Hamming

A importancia dos cédigos de Hamming, dos quais trataremos na préxima secdao, vem
do Limitante de Hamming, o qual é geométrico-combinatério, tendo um estilo totalmente
diferente do Limitante de Singleton.

Seja C um cédigo [n, k, d], t = [$2] e u e v dois elementos distintos de C, recordemos
que:

B(u,t)NnB(v,t) =2

Logo, se tomarmos a uniao de todas as bolas de raio t centradas em elementos de C ndo

teremos sobreposicdo em nenhuma delas, e assim:

U B(e.t)l =) 1B(c. )l

ceC ceC
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Como temos g” vetores em ;. ja concluimos que:

q" > |B(c, 1)l
ceC
Para melhorar o termo a direita vamos usar o fato de que cada uma destas bolas tem o
mesmo nimero de elementos. De fato basta ver que a aplicacdo v — v + ¢ estabelece uma
bijecdo entre B(0, t) e B(c, t), para qualquer ¢, como ja mostrado no Capitulo 1. Assim,

basta calcular quantos elementos temos em B(0, t).

Proposicao 2.2 Seja V =Fj:
1) O nimero de elementos de peso igual a r emV é (").

2) O niamero de elementos de B(0,t) em V é:

)+ () ++(7)

Demonstracdo: w(v) = r se, e somente se v tem r coordenadas iguais a 1 (e n—r nulas).
Assim, para listar todos os vetores com peso r, precisamos escolher r posicées para colocar
- n n
1, 0 que da (7) escolhas e (7) vetores.
Como B(0, r) consiste dos vetores que tem peso r ou menos, se chamarmos de S(0, r)

a esfera dos vetores de peso r, temos:
B(0,r)=5(0,0)US(0,1)u...US(0,r)

e como 5(0,/)N S(0,/) = @ se i # j, temos o resultado. u

Com isso podemos obter, finalmente, o limitante:

Teorema 2.1 Limitante de Hamming

Seja C um codigo [n, k, d] em F7 e seja t = [%2]. Entdo:

gk > (g)(q— 1)° + (’;)(q— /) R AR (’Z)(q_ 1)t

Os codigos que atingem a igualdade na expressao acima sao chamados de perfeitos.
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Definicdo 2.1 Seja C um cddigo [n, k, d] em F3 e seja t = [452]. O cédigo C é perfeito se
ok _ (MY o (MY ("
—\0 1 t)’

Fy = | B(c. 1)

ceC

ou seja, se

Observacao 2.2 Ao contrario dos MDS, ndo existem muitos codigos perfeitos e todos os
lineares ja estao classificados: eles sdo, a menos de equivaléncia, os codigos triviais de 2t + 1
repeticoes, os codigos de Hamming, que apresentaremos a seguir, € 0s dois codigos de Golay
(um bindrio e outro terndrio). Prova-se também que os cddigos ndo-lineares perfeitos tém
0s mesmos parametros dos codigos de Hamming. No entanto, existem outras métricas em
uso, como a métrica de Lee e as métricas de tipo “Poset”, onde a classificacdo dos codigos
perfeitos ainda esta por ser feita. Destas dltimas trataremos nos demais capitulos deste
trabalho.

2.3 Cddigos de Hamming

Um cdédigo de Hamming de ordem m sobre [, € um cédigo com matriz teste de paridade
H,, de ordem m X n, cujas colunas sdo os elementos de F5" — {0} numa ordem qualquer.
Essa definicao de H,, determina o cédigo C a menos da equivaléncia.

Temos, portanto, que o comprimento (n) de um cédigo de Hamming de ordem m é igual
a2m—1.

Pela definicdo de H,, e pela observacdo acima temos que o posto m=n—k = k = n—m,

ou seja, a dimensdo de um codigo de Hamming de ordem m é dado por:
k=n—-m=2"—-—m-—1.

A matriz H,, ndo tem nenhuma coluna nula e nenhuma coluna repetida. Pelo teorema
acima, verificamos facilmente que d = 3, independente de m, pois em H,, é facil achar trés
colunas linearmente dependentes. Assim, um cédigo H,,, detecta até dois erros e corrige até

um erro.

Proposicdo 2.3 Todo cddigo de Hamming é perfeito.
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Demonstracdo: Como d = 3, temos t = [451] = 1.
Dado ¢ em Fj temos que |B(c,1)| =1+ n.
Portanto:
Bl ) =[1+n-2=[1427—1]-2""=2".

ceC

€, consequentemente:

U B(c.1) =3

ceC

Observacao 2.3 Verifica-se facilmente que um codigo de Hamming de ordem m é MDS se,

e somente se, m = 2. Basta usar k = n— m.

Observacio 2.4 O fato de H,, ser um cddigo perfeito, ou seja, todo elemento de F3 —*
esta a uma distancia de no maximo um de uma palavra do codigo, retrata uma distribuicao
muito uniforme do codigo no espaco de dimensao maior. Por exemplo, em Hsz teremos as
2% = 16 palavras do cédigo muito bem distribuidas nos 2" = 128 elementos de F}, de forma

que nenhum deste dista mais que um de alguma destas palavras.

Observacao 2.5 Os cédigos de Hamming surgiram com Richard Hamming, considerado por
muitos o primeiro tedrico de cddigos da histdria, e o primeiro codigo que apresentou foi o
Hs, que ja é um codigo muito bom.

Posteriormente, Hamming generalizou este codigo para outras dimensées e Marcel Golay
construiu codigos semelhantes para quaisquer corpos finitos. Aqui apresentamos apenas a

familia binaria dos codigos de Hamming.



Capitulo 3

INTRODUCAQ AOS CODIGOS EM
CONJUNTOS PARCIALMENTE
ORDENADOS ("POSETS")

Grande parte dos resultados deste capitulo foram alcancados através do estudo da primeira
secdo do artigo “Codes with a poset metric” de Brualdi, Graves e Lawrence ([5]) e do texto
“Codigos e Métricas” de Firer e Panek ([6]).

3.1 Definicao da Métrica

Nesta secdo introduziremos as métricas ponderadas (poset-metric em inglés). O conceito
de métricas ponderadas por ordens parciais foi introduzido, em [5], por Richard A. Brualdi,
Janine Smolin Graves e K. Mark Lawrence em 1995. No entanto, alguns anos antes Harald
Niderreiter, ([13]), falou sobre um caso particular dessas métricas, que trata da unido disjunta
de cadeias de mesmo comprimento. A partir de 2003, diversos trabalhos tem aprofundado o
conhecimento sobre estes espacos.

Considere um conjunto finito com n elementos. Sem perda de generalidade vamos assumir
que este é o conjunto que contém os nimeros naturais 1,2,3,...n e denota-los por [n] :=
{1,2,3,...n}.

38
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Definicao 3.1 Uma ordem parcial P em um conjunto X é um subconjunto R C X x X
satisfazendo as seguintes condicdes:

(i) (x,x) € R,¥x € X;

(ii) Dados x,y € X, se (x,y) € Re(y,x) € R, entdo x =y;

(ii) Se (x,y) € Re(y,z) € R, entdo (x,z) € R,¥x,y,z € X.

Neste caso dizemos que X é ordenado por R. Por analogia com a ordem usual da reta
real, dada uma ordem parcial em X nés dizemos que x < y se (x,y) € R, e escrevemos
P = (X, <). Além disso, usaremos tanto “conjunto ordenado” quanto “poset” (de “partially-
ordered set”) neste texto.

Um ideal em uma ordem P = (X, <) € um conjunto / C X que contém todos os elementos
de X menores que algum elemento de /, ouseja,se x € X,y € l e x < y, entdo x € /. Dado
J=A{x1,%,...,x,} C X, chamamos de ideal gerado por J o menor ideal de X contendo J,
usando qualquer uma das notagdes (J) ou {xy, Xz, ..., X,). Como X é um ideal contendo J e

a interseccdo de ideais € um ideal, temos que o ideal gerado por um conjunto sempre existe

(J) = N /.

| éideal : J c |

€.

Seja P um poset arbitréario de cardinalidade n. Se A C P entdo (A) denota o menor ideal
de P que contém A (uma vez que a interseccdo de ideais € um ideal, (A) é a interseccdo de
todos os ideais de P contendo A).

Considere o vetor espaco Iy de n-uplas de F,. Sem perda de generalidade, assumimos
que P = [n] e, assim, as coordenadas positivas de [y estdao em correspondéncia uma a uma
com os elementos de P. Seja x = (x1,xo, ..., Xp) um vetor de ;. Definimos o P-peso

ponderado de x como sendo a cardinalidade
wp(x) = [( supp(x))|
do menor ideal de P contendo o suporte de x, onde:

supp(x) = {i : x; # 0},
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Note que se x’ é obtido a partir de x alterando uma ou mais coordenadas ndo nulas para
zero, entdo é possivel que wp(x') = wp(x). Se x e y sdo dois vetores de Iy, entdo definimos

a métrica ponderada (por P), denominada P-distancia por:
dp(x,y) == wp(x —y)
Lema 3.1 Se P é uma ordem em [n], entdo P-distancia dp(:,-) é uma métrica sobre .

Demonstracdo: Claramente, a P-distancia & simétrica e positiva definida. Para provar
que dp(x,y) < dp(x, z) + dp(z,y) para todo x, y,z € Fy basta mostrar que wp(x — y) <
wp(x — z) + wp(z — y).
Fazendo (x —z) =ue(z—y)=vtemosque (x—y) =(x—2)+(z—y) = (u+v),
assim, basta mostrar que:
wp(u+ v) < wp(u) + we(v),

para quaisquer u,v € F. Visto que supp (v + v) C supp (v) Usupp (v) e uma vez que a

unido de dois ideais também é um ideal; (/ U J) = (/) U (J), temos que:

wp(u+v) = [(supp (u+v))|
<* |(supp (u)) U (supp (v))|
< [supp (u))] + [(supp (v))|
< wp(u) + wp(v).

Observacao 3.1 Na demonstracdo acima, o sinal < marcado com %, explica-se porque na

soma das coordenadas de vetores podemos ter coordenadas anuladas, o que justifica o <:

we(u + v) = [(supp (u + v))| < [(supp (u)) U (supp (v))|

Sendo dp uma métrica, todos os conceitos referentes a métrica, como bolas, esferas, dis-
tancia minima e outros, sdo denotados como o uso do sub-indice P (Bp(x, r), Sp(x, r) e dp(C)

respectivamente), a menos que a falta dos indices ndo cause confusdo.
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Definicao 3.2 Um elemento é maximal em um ideal se ndo hd nenhum elemento maior do
que ele no ideal, ou seja, um elemento x é maximal em um ideal | se ndo ha nenhum elemento

maior do que x em |.

P

Se [F € dotado de uma métrica ponderada, entdo chamamos um subconjunto C de [Fy de
Cédigo Parcialmente Ordenado (poset-code em inglés). Se a métrica ponderada corresponde
a uma ordem parcial P, entdo C & um P-cédigo. Segue a notacdo usual da teoria do cédigos.
Assim, se C € linear, entdao C € um subespaco sobre Fy de dimensdo k, logo C & um poset-
code [n, k]. Se dp € a minima P-distancia entre distintos vetores do cédigo C (se C é linear,
entdo € o mesmo que o minimo P-peso de vetores ndo nulos), entdo C tem parametros
[n, k, dp].

Seja x um vetor em Fp e seja r um inteiro ndo negativo. A P-bola com centro x e raio r

€ 0 conjunto:
Bp(x,r) ={y € Fg: dp(x,y) < r},

de todos os vetores em Fy cuja P-distancia a x €, no maximo, igual a r. Ja a P-esfera com

centro x e raio r € o conjunto:
Se(x,r)={y €Fg:de(x,y) =r},

de todos os vetores em Fy cuja P-distancia a x €, exatamente, igual a r.

O ndmero de vetores em 7 cuja distadncia ao vetor nulo é exatamente igual & / é:
q

1, sei=0,
Y (q-1Y a7 Qi) sei>0
j=1

onde Q;(i) & igual ao nimero de ideais de P com cardinalidade / que tem exatamente j
elementos maximais. Essa afirmacdo serd provada mais adiante.
Visto que dp(x, y) = dp(0,y — x), seque que o nimero de vetores na bola de raio r ndo

depende de seu centro (pois podemos sempre transladar as bolas para a origem, ou seja,
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para qualquer x € I} e qualquer positivo r > 0, temos que y € Bp(x, r) se, e somente se,

y —x € Bp(0,r)) e €igual a:

1+> D (q—1Y g7 - Q).

i=1 j=1

Em particular, se g = 2, o nimero de vetores na bola de raio r é:

1+ Z 22"!’ Q).

i=1 j=1
Definicao 3.3 Diremos que um cédigo linear C C F?, é um r-cédigo P-perfeito (ou simples-
mente perfeito se dp é a métrica de Hamming) se existir r € N tal que a unido de todas as
bolas de raio r centradas nos elementos de C € igual a ¥ sendo esta unido disjunta. Em

outras palavras, C é perfeito se:

U Bp(u, r) =Ty,

ueC

BP(U, I’) N BP(V, I’) =g
qualquer que seja u,v € C com u # v.

Fixada uma métrica d em Fj e dado um namero r > 0, um problema central de teoria
de cédigos classica, & descobrir quais cédigos (se existem) sdo r-perfeitos em (I, d). No
caso das métricas poset consideramos um problema “inverso™ dados um cédigo C em [y,
que ndo é perfeito com a métrica de Hamming, e um nimero r > 0, quais sdo (se existem)
as métricas poset que tornam este cédigo r-perfeito? Ou seja, um problema interessante em
relacdo as P-métricas, dado r > 0 é o de classificar as ordens parciais P que tornam um

determinado c6digo ndo perfeito C C Fy um r-cédigo P-perfeito.

Observacao 3.2 As métricas ponderadas abrangem a métrica de Hamming, pois quando P é
uma ordem anti-cadeia (x £ y para todo x # y € [n]), ou seja, cada elemento é comparavel
apenas consigo proprio, entdo P-peso e P-distancia sao, respectivamente, peso de Hamming

e distancia de Hamming da classica teoria dos codigos.

Observacao 3.3 Se P é unido disjunta de cadeias de mesmo comprimento, a métrica dp
coincide com a métrica de Rosenbloom-Tsfasman apresentada em [15], que foi definida in-

dependentemente da teoria de P-codigos.
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3.2 Cddigo de Hamming Estendido

Qualquer cédigo [n, k] pode ser estendido, isto é, a partir da matriz de paridade H de

[n, k] a matriz Hg é obtida de H conforme segque:

0

Demonstra-se que a distancia minima de Hamming de um cédigo estendido é igual a
distancia minima do cédigo ndo-estendido acrescido de 1 (convém lembrar que a distancia
aumenta de um se for impar; se for par, ela ndo muda), isto é, dnnE = dmnin + 1.

Assim, dado o cédigo de Hamming H,,, com matriz de verificacao de paridade H,,, acres-

centamos a esta uma linha com todas as entradas iguais a 1 e completamos a ltima coluna

com 0’s:
1 111
~ 0
H, =
Hm
0

A

O cédigo de Hamming estendido ., é definido como o cédigo linear que tem H,, como
matriz de paridade:
Hm={xeF2" : A, x =0}

Sendo que H,, € uma matriz com 2™ — 1 colunas e um maximo de m linhas Linearmente
Independentes, temos que H,, tem 2™ colunas e m + 1 linhas L.I., de modo que H,, € um
[2;2™ 2™ — m — 1] cédigo linear.

Considerando-se a métrica de Hamming, é possivel demonstrar que a distancia minima de
Hm € d(Hm) = 4, de modo que o raio de empacotamento é R.(Hn,) = [432] = 1.

Em um F], considerando-se a métrica de Hamming, temos que |B(0,1)| = n(qg—1)+1.
Assim, considerando H,, C F3" temos que |Bx(0,1)| = 2™ + 1. Observe ainda que #,, tem

2M—m—1

dimensdao 2™ — m — 1, de modo que possui 2 elementos. As bolas de raio 1 centradas
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nestes pontos sdo disjuntas mas a unido destas tem (27 + 1) - (22"~™1) pontos e como

2™ 4 1 é impar, temos que:
‘BH(U, 1)‘ . ‘,}:\Lm’ — (2m ‘I’ 1) 5 (22n7_m—1) < 22”7 — ’]F%In’,

ou seja, estas bolas ndo cobrem o espaco IF% e, considerando-se a métrica de Hamming, H,,
nao é perfeito.
A seguir mostraremos que, considerando-se uma métrica dp ponderada por uma ordem

parcial, H,, torna-se perfeito. Além disso, a capacidade de correcdo de H,, aumenta para 2.

Seja [2M] = {1,2,...,2™} munido com a ordem onde as Unicas relacdes existentes sdo
i<iel<ijparai=1,273,..., 2™  Esta ordem é conhecida como ordem [1,2™]-semi-
fraca.

Teorema 3.1 Para cada inteiro positivo n, P, denota o conjunto parcialmente ordenado com
elementos {1,2, ..., n} tal que 1 < i paracadai=2,3,..., n e estas sdo as Gnicas estritas
comparacoes. Assim, para cada inteiro positivo m, o codigo binario de Hamming estendido

Hom, com pardmetros [n = 2™, 2™ — m —1,4], é um P,-cédigo perfeito.

Demonstracao:

A prova que H,, é um P,-cédigo perfeito seque do fato das bolas de raio 2 sobre as
22"=m=1 “nalavras’ do cédigo serem duas a duas dinjuntas e cobrirem perfeitamente F3 .
Dessa forma, para mostrar que H,, e perfeito quando é considerado um P-cédigo, devemos
determinar inicialmente a cardinalidade das P-bolas em F3" e para isto basta determinar
|Bp(0, r)l.

Seja 2" = {1,2,...,2™}. Seja x € Bp(0,r). Entdo wp(x) = i com i < r. Se
i =0 ou 1, temos exatamente um vetor em IF% com peso 0 ou 1 respectivamente, a saber
(0,0,..., 0)e(1,0,..., 0). Se i > 0, entdo temos em [2™] um total de ( Qm_ _1 ) ideais

i —
com cardinalidade /, determinados pela escolha de i — 1 elementos diferentes de 1 que sdo
elementos maximais.

Em F2" cada coordenada associada a um dos i — 1 elementos maximais escolhidos em
[2™] deve ser igual a 1, e as outras iguais a 0 (associadas aos outros elementos maximais),

ja a primeira coordenada pode ser 0 ou 1.
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2Mm—1
2'|5P(O:i)|:2'< ) )
=1

r 2m_ 1
yBP(o,r)y:1+1+Z2-< _ 1).
I_

=2

Assim, para i > 1, temos:

possibilidades para x.

Portanto:

A distancia minima em H,,, é 4.

Afirmamos que bolas de raio 2 centradas em pontos de H,, cobrem o espaco IF% e sdo
duas a duas disjuntas, ou seja, com P-métrica %, é perfeito e o raio de empacotamento
R. = 2 (na métrica de Hamming R. de H,, é 1).

Para mostrar que Bp(u,2) N Bp(v,2) = & para todo u, v € H,, com u # v, é suficiente
mostrar que:

Bp(0,2) N Bp(u,2) = @ para todo u € H,, — {0}.

Seja u € H,, e suponha que exista x € F3" tal que:
x € Bp(0,2) N Bp(u,2).

Podemos fazer as seguintes observacdes:

e Com peso 1 temos s6 o vetor (1,0,...,0);

e Com peso 2: os vetores possuem uma coordenada ndo nula a partir da segunda;
e wp(u) >4 = utem ao menos 3 posicdes entre 2,3,...,2" iguais a 1;

e x tem no maximo uma destas posicdes ndo nulas.

Além disso, u — x tem no minimo duas dentre estas posicdes ndo nulas, mais a primeira
coordenada ndo nula, de modo que: dp(x, u) = wp(u — x) > 3, o que contradiz a hipdtese

de termos x € Bp(0,2) e, assim, temos que:

Bp(0,2) N Bp(u,2) = @ para todo u € H,, — {0}.
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Mas cada bola de raio 2 tem:
1Bp(0,2)] =1+1+2-(2"—1) =21

2m—1

elementos. (Veja que ( ) para i =2 éigual a (2™ — 1)).

j—1

Além disso, #H,, tem 22"~™~1 elementos, logo temos que:

m

|Bp(u, 2)| . |7_A[m| — (2m+1) . (22:71_,17—1) — 22:77 _ |F2

donde seque que H,, é um P,-cédigo perfeito. [ ]

3.3 Resultados sobre Ideais e Contagem dos Elementos da
Bola

A Proposicao seguinte nos ajudara a provar o préximo Lema.

Proposicao 3.1 Seja P poset e | um ideal de P.

1. Se X eY sdo subconjuntos de P tais que X CY, entdo (X) C (Y).

2. Se | é um ideal de I, entao (I) = I.

3. SeM(l)y={n,h,..., im} € 0 conjunto de maximais de I, entdo | = (M(I)).
Demonstracao:

1. Seja Jumidealde P. Se X CY e JDY entdo JD X.

Por definicado temos que o ideal gerado por um conjunto sempre existe e:

) = N Jox

J éidealuoy

Assim X C (Y).
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Da teoria de conjuntos, temos que o conjunto interseccao esta contido em cada um

dos conjuntos da interseccao, ou seja:

Assim:

J éideal.ox

2. Por definicdo

nHh= 1

J é ideal;us

Ouseja, dado | = {xq, ..., x,} C X, oideal gerado por / € o menor ideal de X contendo
/. No entanto, / é ideal, assim temos que algum J ideal € igual a /, além disso todos

os ideais J's contém [ (J; D 1):

Inbnin...nJ; DI, |OgOZ

3. Devemos mostrar que:
I (M) (x) e (M(])) C I

Temos (M(/)) = ﬂ J (defini¢do).
JOM(I)
() Agora:

JOM()y=J>DI

Portanto:

Por definicdo temos que M(/) C P, entdo (M(/)) denota o menor ideal de P que
contém M(I). ((M(l)) é a interseccdo de todos os ideais de P contendo M(/)).

| C X contém todos os elementos de X menores que algum elemento de /, ou seja, se

xeX,yelex<y, entdo x €/, assim | C (M(!)), pois todo elemento de /:
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e ou é maximal, logo pertence ao conjunto M(/);
® Ou, se nao é maximal, € menor que algum maximal, logo pertence ao ideal gerado

por M(/).

Como X é um ideal contendo J e a interseccdo de ideais € um ideal, temos que o ideal

gerado por um conjunto sempre existe e:

(M) = ) 4

JDOM(D)

J D M(I)= J> I, portanto (M(I)) = () JD I
JOM(1)

X € [, entdo:

e x € M(/), ou

o x & M(l)= 3 imaximal (i € M(/)), tal que x < i(i € J poisj C M(l))=x¢€ J

Assim:
IC(M(D)e (M) cCl=1={(M()).
u
Lema 3.2 Dado X C P, seja | ideal de P e M(I) = {i, >, ..., im} O conjunto de maximais
de I, entdo:

(X) =1 se, e somente se, M(1) Cc X C |

Demonstracdo: Usaremos os itens (1), (2) e (3) da Proposicdo 3.1.
(<) Temos:
M(lyc X C I = por (1)

(M(1)) c(X) c{l) = por (2) e (3)
Ic(X)Cl=
(X)y=1

(=) (X)=1= por (3), (X} =(M(])).
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Temos que, dado x € /, ou x € M(/) ou x € menor do que algum elemento que pertence
a M(I). Assim, a cardinalidade |M(/)

todo elemento de M(/) estd em X, assim sendo:

é a menor dentre os conjuntos X, tal que (X) =1, e

M(I) C X.

Ainda temos que:
(X)=1= por (2), (X) = (/).

Temos que a cardinalidade, |X]|, de qualquer conjunto X tal que (X) = / € menor ou igual

a |/] e todo x € X esta no ideal, logo x € /, assim:
X C .

Logo temos
M(l)yc X C,

concluindo assim a demonstracao de que:

(X) =1 se, e somente se, M(/) C X C /.

Corolario 3.1 / ideal de P, v € F:
(supp (v)) =1 <= M(Il) C supp (v) C I

Voltemos agora, através do teorema sequinte, aos resultados da contagem dos elementos

de uma bola de raio r, ja enunciadas mas ndo provadas anteriormente.

Teorema 3.2 O ndmero de vetores em F? cuja distancia ao vetor nulo é exatamente igual a
q

i é:
1, sei=0,

dAg=1Y ¢ - Qi), sei>0
j=1
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onde (i) é igual ao nimero de ideais de P com cardinalidade i que tem exatamente j

elementos maximais.

Demonstracao: De fato, se i = 0, temos apenas um vetor, o préprio vetor nulo que esta a
uma distancia zero dele mesmo.

Para i > 0, seja v € Sp(0,1), (supp (v)) & um ideal de i elementos maximais, ou seja,
1 <j <i(/tem no méximo i maximais, que é o caso em que todos os elementos do Ideal sdo
maximais). Dado um Ideal / de i elementos, vamos determinar quantos vetores v satisfazem
(supp (v)) = 1.

Assim, seja v em Fg e v € Sp(0, /), podemos escrever:

v = Z aie + Z b,—e,-+ZC,-e,-
ieM() iel—M(1) igl
onde ¢, =(0,0,...,0,1,0,...,0), ou seja, a i-ésima coordenada € igual a 1 e as demais sdo
nulas.

Seja v € S5p(0,17) e seja | = (supp (v)), entdo, pelo Corolario 3.1, M(/) C supp (v) C /.
Assim, temos, para cada v, que cada coordenada (a;) que é maximal (j coordenadas) nio
pode ser 0, logo restam (g — 1) valores a escolher para cada coordenada, ou seja, (g — 1)
escolhas.

Por sua vez, para as coordenadas (b;) que pertencem ao ideal mas ndo sdo maximais,
(i — j) coordenadas, podemos, para cada uma delas, escolher entre ¢ valores, uma vez que
ndo ha restricdes, assim temos ¢’ escolhas.

Por fim, as coordenadas (¢;) do vetor que ndo pertencem ao ideal , (n — i) sdo, neces-
sariamente, nulas, ou seja, ha apenas uma possibilidade.

Assim, se:

v e Sp(0,i) < |(supp (v))| = 1.

Dado /, teremos ideais com diferentes niimero de maximais, assim podemos ter ideais da
seguinte forma:
Ji, ... J}, (ideais com i elementos dos quais 1 é maximal);

J?,...J2, (ideais com i elementos dos quais 2 s&o maximais);

{....J;, (ideais com i elementos dos quais i sdo maximais);
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Pelo Corolario 3.1
Al = [{v € FJ; (supp (v)) = S} <= M(J]) C supp (v) C A.

Assim, temos:
i mj
[Sp(0. 1) = (ZA4> -
j=1 \/=1
Como a contagem dos ideais de P com i elementos, que tem exatamente j maximais
depende de cada conjunto ordenado, ou seja, de como é a ordem do conjunto, chamaremos
essa contagem de (/).

Em cada ideal desses temos [(qg — 1)/ - g’ /] vetores, como jd mostramos, logo temos que:
1Sp(0, 1) = (q—1Y "7 - Qi), sei>0,
j=1

0 que conclui a demonstracao. [

Corolario 3.2 Seja x um vetor em I e seja r um inteiro ndo negativo. O ndmero de vetores

na P-bola com centro x e raio r é igual a:

roo
L+> D (q—1Y -7 - Q).
i=1 j=1
Demonstracdo: De fato, visto que dp(x, y) = dp(0, y — x), segue que o nimero de vetores
na bola de raio r ndo depende de seu centro (pois podemos sempre transladar as bolas para a
origem, ou seja, para qualquer x € Iy e qualquer positivo r > 0, temos que y € Bp(x, r) se,
e somente se, y — x € Bp(0,r)). Assim, basta contar o nimero de vetores na bola centrada
no vetor nulo, ou seja, os vetores cuja distancia ao vetor nulo € menor ou igual a r. Pelo
Teorema 3.2 0 nimero de vetores em [Fy cuja distancia ao vetor nulo € exatamente igual a /
é:
1, sei =0,
i
> (g=1Y-q¢7-Q(i), sei>0
j=1

onde Q;(i) & igual ao nimero de ideais de P com cardinalidade / que tem exatamente j

elementos maximais.
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Temos ainda que a P-bola com centro no vetor nulo e raio r é igual a unido do vetor nulo

com as esferas de raio i, com 1 </ < r, ou seja:
Bp(0,r) = {0} USp(0,1)U...USK(O,r)

Assim, temos que o nimero de vetores na P-bola com centro x e raio r é igual a:

r i
1+ Z Z(q — 1Y - g™ - Q;(i).
i=1 j=1
Em particular, se g = 2, o nimero de vetores na bola de raio r é:

1+ Z i:z’f - (i),

i=1 j=1



Capitulo 4

CODIGOS EM CONJUNTOS
PARCIALMENTE ORDENADOS DE

UMA E DUAS CADEIAS
-

Neste capitulo, grande parte dos resultados foram alcancados através do estudo da se-
gunda secdo do artigo “Codes with a poset metric” de Brualdi, Graves e Lawrence ([5]) e do
texto “Cédigos e Métricas” de Firer e Panek ([6]). Além disso, para compreender o “Principio
da Casa dos Pombos”, necessario para mostrar alguns resultados, recorremos a “Introducao
a Anélise Combinatéria”, de J. Plinio de O., M. P. Mello e I. T. C. Murari ([16]).

4.1 Codigos Perfeitos e Raio de Empacotamento

Os resultados desta secdo podem ser encontrados em [6].

Dado um cédigo C com raio de empacotamento R.(C), consideramos todas as bolas de
raio R. centradas nos pontos do cédigo. Quando uma mensagem é recebida e constata-
se a existéncia de erro, verifica-se em qual destas bolas a mensagem recebida se encontra
e corrigimos o erro assumindo que a mensagem enviada é a mais préxima da recebida, ou
seja, o centro da bola em questdo. No entanto, encontramos problema para a correcdo de

erros, por exemplo, quando a mensagem recebida ndo pertence a nenhuma destas bolas. Em

53
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um cédigo perfeito isto nunca ocorre, pois toda mensagem recebida pertence a alguma bola
centrada em um ponto do cédigo.
Segue, no caso particular de trabalharmos com um cédigo C C [Fy que, independente da

métrica em questdo:

[d’j 1} < R(C) < dp—1.

Veremos que a segunda das desigualdades nao é estrita, ou seja, exibiremos um cédigo C
e uma ordem P tais que R¢(C) = dp(C) — 1.

Exemplo 4.1 Seja P = ([3], R), a ordem total 1 < 2 < 3. Afirmamos que R.(C) = 2, sendo
C = {000, 101}, que coincide com dp(C) — 1, ja que wp(101) = 3 = dp(C).

De fato as bolas de raio 2 centradas nos elementos de C sdo disjuntas:

Bp(000,2) = {000,010, 110}

Br(101,2) = {101,001, 011,111}

O mesmo ndo acontece se aumentarmos o raio das bolas: 001 pertence a interseccdo
Bp(000, 3) N Bp(101, 3). Concluimos entdo que R.(C) = 2.

Este exemplo pode ser estendido para dimens®es arbitrarias, o que sera feito auxiliado

pelo préximo lema:

Lema 4.1 Seja [n] ={1,2,..., n} munido com a ordem total 1 <2 < ... < n (cadeia). Se

ue Bp(v,r) ewp(v) > r, entdo:
(supp (u)) = (supp (v)),

ou seja, max{supp (u)} = max{supp (v)}.

Demonstracao:
Seja u € Bp(v, r). Suponha que (supp (u)) C (supp (v)), com (supp (u)) # (supp (v)),
entdo (supp (v)) = (supp (v —wu)). Daiseque que dp(u, v) = wp(v—u) = wp(u) > r, assim

u ¢ Bp(v, r), contradizendo a hipétese.
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Suponha agora que (supp (u)) D (supp (v)), com (supp (u)) # (supp (v)). Entdo
(supp (u)) = (supp (v — u)). Donde segue que dp(u,v) = wp(v — u) = wp(u). Como
(supp (u)) D (supp (v)) e, por hipétese wp(v) > r, seque que wp(u) > r. Logo dp(u, v) > r,
o que contradiz o fato de que u € Bp(v, r).

Como em P as (nicas possibilidades sdo (i) C {(j), (i) D {j) ou (i) = {j), concluimos que:

(supp (u)) = (supp (v))

[ ]
Agora sim podemos mostrar que nas ordens totais o raio de empacotamento € sempre o

maximo possivel (dp — 1), 0 que permite abundancia de cédigos perfeitos.

Teorema 4.1 Seja [n] = {1,2,..., n} totalmente ordenado, 1 <2 < ... < n. SeC C Fj
é um codigo com distancia minima igual a dp, entdo C tem a capacidade de corrigir dp — 1

€rros.

Demonstracdo: Queremos provar que
BP(O, dP — ].) N BP(V, dp — ].) =y

para todo v € C —{0}. Se u € Bp(0,dp —1)N Bp(v,dp — 1), com wp(v) > dp, segue do
Lema 4.1 que:

(supp (u)) = (supp (v)),
ja que u € Bp(v,dp — 1). Dai tem-se wp(u) = wp(v) > dp, 0 que € um absurdo, pois
u € Bp(0,dp —1), ou seja, wp(u) < dp — 1. Portanto Bp(0,dp —1)NBp(v,dp—1)=O. =

4.2 Cadigos de uma Cadeia

Seja P um conjunto parcialmente ordenado com elementos {1,2,..., n}, e seja C um
codigo em Fy cujas coordenadas sdo indexadas por elementos de P.

Primeiramente caracterizaremos cédigos P-perfeitos no caso em que P & uma cadeia.

Teorema 4.2 Seja P um Poset com elementos {1,2, ..., n} ondel <2< ...<n, esea

C um cédigo em .
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Entdo C é um P-cddigo perfeito se, e somente se, existir um inteiro k, com 0 < k < n

tal que |C| = g* e o conjunto de todos os vetores (X, ki1, ..., Xn) € FX tal que
(X1, ..., Xn— ks Xp—Kkelr o+ X,) € C
para algum
(X1, .. Xn_k) € Fg_k

é igual a F¥.

Em particular, o cddigo linear Cy de dimensao k formado por todos os vetores

cujas primeiras n — k coordenadas sao iguais a zero é um P-cddigo perfeito com P-distancia

minima igual a n — k + 1.

Antes de provar este Teorema, provaremos um Lema sobre os cédigos de uma cadeia e,

como consequéncia deste, um Corolario sobre os cédigos perfeitos de uma cadeia.

Lema 4.2 Sejam C C 7, P cadeia. A distancia minima de C é pelo menos dp se, e somente
se, para cada

(Xd, Xd+1 - - -5 Xn) c Fg_d+l

existe, no maximo, um vetor em C com estas n — d + 1 coordenadas.

Demonstracdo: (=) Seja d a distancia minima C C F} e sejam

u="_(...,Xg, Ugs1, ..., up)ev=">_(..,X¢ Vas1,---, Va)

dois vetores de C cujas Ultimas n — d + 1 coordenadas sdo iguais, assim, temos d(u, v) =
w(u — v) < d, contradi¢cdo, pois, por hipdtese, d é a distdncia minima.

(<) Sejam x = (X1, ..., Xg, Xda1, - - Xn) €Y = (Y1, - - -, Yd» Yd+1, - - -, Yn) Vetores distintos
de C. Por hipétese, x € o tnico vetor de C que tem as Gltimas n — d + 1 coordenadas iguais

a (Xg, Xga1, - - -, Xp). Assim, temos que x; # y; para algum i, com d </ < n. Logo:

de(x,y) = wep(x —y) = d
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e a distancia minima de C é pelo menos d. [

Corolario 4.1 Nos P-cddigos de uma cadeia, perfeitos, existe exatamente um vetor em C,

como descrito acima.

Demonstracdo: Se a distancia minima é d, pelo Lema 4.2, dado v € FJ~7"!, existe no
maximo uma palavra ¢ € C cujas Gltimas n — d + 1 coordenadas sdo as coordenadas de wv.
Portanto, C tem no maximo tantos elementos quanto hd em F* 9! ou seja, |C| < g™ 9*L.

Por outro lado, se C é perfeito e tem distdncia minima d entdo o raio de empacotamento

de C é d —1 e, pelo “vinculo das bolas”,
Gl = ICl- 1Bp(0,d — 1) = [C]- (¢°7),

o que implica
q" n—d+1
IC| = il :

e isso sd ocorre se para cada u € IE‘g‘d“ existir exatamente um vetor correspondente em C

como descrito acima. [ ]
Demonstracdo: do Teorema 4.2:

(=) Primeiramente vamos mostrar que os cédigos especificados no teorema sdo perfeitos.

Pela definicdo dos mesmos, temos que esses cédigos tem cardinalidade g*. Pelo Lema
4.2 e pelo Corolario 4.1, seque que a P-distancia minima é n — k + 1 e que existe um Gnico
vetor do cédigo com determinadas k Gltimas coordenadas. Assim, cada vetor (y1,...,Y,) em
IF7 esta contido na P-bola de raio (n — k) com centro em algum vetor do cédigo, da forma
(X1, ..., Xo—k» Yn—ks1, .-, Yn), Mmas ndo é contido na P-bola de raio (n — k + 1) com centro
em qualquer outro vetor do cédigo. Dai C, € um P-cédigo perfeito.

(<) Reciprocamente, assumimos que C é P-codigo perfeito. Seja r um inteiro, de tal

modo que, para qualquer x,y € C, temos:

BP(X, I’) N Bp(y, I’) =,

U Bp(x,r) =Ty.

xeC
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As P-bolas de raio r tem cardinalidade g”, assim:

q" -
q" = 1Cl - |Be(x. )| = |C = T = [Cl = "
Seja y = (y1,...,¥a) um vetor de F7. Entdo, existe um vetor ¢ tal que y € Bp(c,r) e,
assim, o vetor ¢ é da forma ¢ = (c1, ..., ¢, Yrs1, -, Yn), logo C tem a forma indicada no
teorema com r = n— k (ou seja, r = dp — 1, veja 0 Teorema 4.1). [

4.3 Codigos de duas Cadeias de mesmo Comprimento

Teorema 4.3 Sejam n = 2/, inteiros positivos. Seja P o conjunto de ordem parcial con-
sistindo de duas cadeias disjuntas N e N' de mesmo comprimento |. Entdo, os inicos
P-codigos perfeitos C em Fy = IF%’ sdo os codigos triviais, C = IFE’ e C = {x} para cada x

n
em IFq.

Demonstracdao: Claramente os cédigos C = IE%’ e C = {x} sdo perfeitos. Agora mostraremos

que ndo existem outros P-cédigos perfeitos. Sejam os elementos de N
N=A{1,2,..., I}, onde 1 <2< ... </,
e sejam os elementos de N’
N ={1,2,...,I'}, onde 1" < 2" < ... < /"

Note que se x = (x,..., Xi, X1+ s xr) € F2 entdo wp(x) = s+ s', onde x; € a Gltima
coordenada ndo-nula entre 1 e s, e Xy € a Gltima coordenada ndo-nula entre 1’ e §'.

Suponha que, ao contrério, C € um P-cédigo perfeito onde 1 < |C| < ¢?. Seja r um
inteiro de tal modo que as P-esferas de raio r com centro nas palavras de C sdo duas a duas

disjuntas e cobrem FZ', ou seja:
Bp(x,r)NBp(y,r)y=2,Vx,ye Ccomx#ye

U Be(x, r) =F2

xeC
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Entdo 1 <r <2/-1.
Primeiro assumiremos que r > /.

Sejam

Entdo,

v=1_(x,..., X Y oo i) C Bp(x,r)N Bp(y, r).

Em particular, as P-esferas de raio r sobre quaisquer duas palavras do cédigo se intercep-
tam. Como |C| > 2, isto contradiz a suposicdo de que C é perfeito.

Agora assumiremos que 1 < r < /.

Primeiro calculamos a cardinalidade das P-bolas de raio r. Seja i uminteirocom1 </ </,

Decorre de
1, sei=0,

d(g-1Y a7 Qi) sei>0
j=1

e do fato de que a quantidade de maximais (j) para este tipo de ordem s6 pode ser 1 ou 2

(1 <j < 2), que o nimero de vetores cuja distdncia de um determinado vetor x em F7 &

igual a i, é: ,
aj=> (q=1Y-q"7- (i) >
j=1
ai=(q—1)" g7 (i) + (g —1)% a7 ().
Temos:

e |deais que tem exatamente 1 maximal: (i) = 2;
e Ideais que tem exatamente 2 maximais: (i) =i+1—-2=i—1;

Assim temos o célculo de elementos em cada esfera de raio /:

ai=(q-1)" ¢ 24+(q-1)-q¢ 7 (i—1)

=(g—1)-¢ *[2¢" + (i— 1) - (g — 1)]
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=(q-1)-¢ ?2g+iqg—i—q+1]
=(qg—1)-q ?[g+ig—i+1]

=(q-1)-¢?[(i+1)-g—i+1].

Assim, para cada vetor x, temos:
,
Bp(x.r)| =1+ a.
=1
Por inducdo, temos que:
1Be(x, )| = q'[r(a—1) +4].
De fato, para r = 1 temos:

Be(x, 1)l = 14+{(q—1)-¢"2[(1+1)g—1+1]} = 14+{(1—q™})-2q} = 14+2¢ -2 = 2g—1

g (g -1)+ql=2q -1
Supondo que vale para r, ou seja:
Be(x. N =1+ {(a—1)-¢"?[(i+ Dg—i+1]} =q¢ '[r(g—1)+q].
i=1
Mostraremos que vale para r+1, ou seja, que |Bp(x,r)| = q"[(r+1)(g—1)+q]. Assim:
r+1

Bp(x, 1) =1+> {(g—1)-¢ 2[(i+1)g—i+1]} =

= 1+Z{(q— D-q ?[(i+1)g—i+13+{(¢-1)- ¢ ?[(r+1+1)g—r—1+1]}

=q¢ r(g—1)+q+{(g—1)- ¢ (r+2)g—r]}
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=q¢ r(a-D+ql+{(a-1)-arqg+2q9—rl}
=q fra—r+ql+{(a-Dlar+2q¢"— g ]}
=qr—q 'r+q" +¢"r+2¢" =4 r—qr—2¢"+q" 'r
=qtr+2¢t —qgr—q
=q'[qgr+2q—r—1]
=q'lar+qg—r—1+4q]

=q'[(r+1){g-1) +4dl

Assim
1Bp(x, 1) =q" *[r(qg—1)+ql.

Como C é perfeito, ¢*' = |C||Bp(x, r)|

Assim existe j, inteiro positivo, tal que:

r(g—1)+qg= ¢ e, portanto, r = (Z _f(*)
Assim
Bp(x,r)| = ¢~ ¢ = ¢+,
e temos:
g 2r 4l _ o 2(I—r)tr—(j—1)
Cl= 57—~ =¢" 7 =got7r+=U=b,
= 1B

Desde que r > 1, por (*) temos j > 2.

Assim

J _ )
rzz_f:qﬂ+Q+~~HW522U—DZL

e como r > j — 1, seque que

20-n _ 97

ICl>q el

Pelo “Principio da Casa dos Pombos”, existem palavras distintas do cédigo:

X = (Xl ..... X, X1y oo, X/r) ey = (y1 ..... Vi, Vi, - -, y//) € F%l
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talque x, = y;exp =ysparai=r+1,..., /.

Desde que o vetor

v=(x,..., X Y1 - yr) C Bp(x,r)N Bp(y, r),

as P-bolas de raio r sobre as palavras x e y se interceptam, novamente contradizendo o
pressuposto de que C é perfeito, logo C ndo é perfeito. Assim os (nicos P-cédigos perfeitos

n __ (- _ / _ n
CemF; =TF2 sdo C =F; e C = {x} para cada x em F}. n

Observacao 4.1 Seja P= NUN', |N| = |N'| = | entdo,

1Be(x,r)| = ¢ 'r(g—1)+ql.

Observacdo 4.2 Seja P=NUN' |N|=|N'|=1. Sex,y € F2 e r > |, entdo:

Bp(x,r)NBp(y,r)# o

~ oo . . . L. 2/
Observacao 4.3 Um cédigo de duas cadeias de mesmo comprimento teria no maximo % =

q*'=") palavras distintas, uma vez que seja

ao trocarmos estas 2r coordenadas, o vetor continua pertencendo a mesma bola Bp(x, r).
~ . B 2/
No entanto, na demonstracdo acima, chegamos em |C| > ¢*!"") = %, supondo C

perfeito. Logo, se temos no maximo q>(=") 2(1=r)

“palavras”, para colocar em mais de q
“lugares” (o que justifica o uso do “Principio Fundamental da Casa do Pombos”), teremos
“lugares” sobrando. Assim, o codigo C nao é perfeito porque ndo cobre o espaco todo, ou
seja
21
U Bp(x, r) # T,

xeC
Exemplo 4.2 Seja C € F) esejan=2/=2-5=10.
N=1{1,273,4,5}ondel <2<3<4<5;
N ={6,7,8,9,10} onde 6 <7 <8< 9 < 10.
Suponha C perfeito com 1 < |C| < 210
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Sejar € N, suponha que Bp(u, ryNBp(v,r) =2,Vu,ve Ccomu#ve U Bp(u,r) =
ueC
21
F2.

Parar > 1, digamosr =1=05.

Paral <r <.
Sejar=3¢e
x=(0,0,0,1,1,1,1,1,0,0);
~~ ~~
y=1(1,1,1,1,1,0,0,0, 0,0).
<~ =~
Temosxi=yiexp =ypparali=r+1,..., /.
Sejav =(0,0,0,1,1,0,0,0,0,0), v estd a mesma distancia de x e y:
dp(y,v) =wp(y —v)=wp(1,1,1,0,0,0,0,0,0,0) = 3,
dp(x,v) = wp(x —v) =wp(0,0,0,0,0,1,1,1,0,0) = 3.

Logo v € Bp(x,3) N Bp(y, 3).



Capitulo 5

METRICAS POSET QUE ADMITEM
CODIGOS BINARIOS PERFEITOS DE

CODIMENSAO M
.

5.1 Consideracoes Iniciais

Este capitulo é dedicado ao problema da existéncia de cddigos perfeitos em espacos
métricos de conjuntos parcialmente ordenados (posets), que sdo uma generalizacdo do es-
paco métrico de Hamming. Muitos artigos tratam da existéncia de cddigos em conjuntos
parcialmente ordenados, corretores de 1, 2 ou 3 erros. Inversamente, neste texto classificare-
mos posets que admitem a existéncia de codigos perfeitos corretores da maior quantidade
possivel de erros com respeito ao comprimento e dimensdao do codigo, ou seja, quando o
niamero de erros é ligado a codimensao do cdédigo.

Os codigos posets binarios de codimensdo m (de cardinalidade 27, onde n & o compri-
mento do c6digo) podem corrigir, no maximo, m erros. Em [10], KIM e KROTOV descrevem
todas as possiveis métricas poset que permitem cédigos de codimensdo m serem m, (m—1)
ou (m — 2)-perfeitos. Nos limitaremos aqui a caracterizar os m-perfeitos.

Como provaremos pelo Lema 5.1 adiante, a codimensdo m do cédigo (n, 2"~"™) corretor de

r erros nao pode ser inferior a r. E 0s conjuntos parcialmente ordenados, que admitem cédigos
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posets binarios de codimensdo m que sdo m-perfeitos podem ser simplesmente caracterizados.
(Teorema 5.1)

Seja P = ([n], <) um poset, onde [n] = {1,2,..., n}. O subconjunto / de [n], como
ja definido anteriormente, é chamado um ideal em P, se para cada a € /, a relacdo b < a
significar b € /.

Para ay, ..., a; € P denote por (ay, ..., a;)y ou ({ag, ..., a;}) o menor ideal que contém

Denotamos por Zj; C 2! (onde 21”1 = F"), o conjunto de todos os r-ideais (ou seja, ideais
de cardinalidade r) de P, onde r € {0, 1, ..., n}.

Se x € F", entdo o P-peso wp(x) de x é a cardinalidade de (supp x). Agora, para dois
elementos x, y € F", podemos definir a P-distancia dp(x,y) = wp(x — y).

Para r € {0, ..., n} denota-se, como de costume, por Bp(0,r) = {x € F"|wp(x) < r}, a
bola de raio r com centro no vetor nulo.

Subconjuntos C de F” sdao chamados de P-cdédigos corretores de r erros se cada vetor
x € F" tem no maximo uma representacdo x = u+v, onde u € C e v € Bp(0, r). Em outras
palavras, as bolas de raio r centradas em palavras de um P-cédigo C corretor de r erros sao
mutuamente disjuntas.

Se os subconjuntos acima descritos tiverem exatamente uma representacdo como descrito,
eles sdo chamados P-cdédigos r-perfeitos. Em um P-cédigo r-perfeito as bolas de raio r
centradas em palavras do cdédigo, além de serem mutuamente disjuntas, cobrem todo o
espaco .

Como consequéncia,

||
IC| < m
onde a igualdade é equivalente a r-perfeicao de C.

(vinculo das bolas)

5.2 Caracterizacdo de Codigos Posets m-Corretores de Er-

ros

Comecaremos com varios resultados simples.

Proposicdo 5.1 a) Seja0 < r <r' <nel €l entdo existe I' € I,g' tal que | C I'.
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b) Sefa0<r' <r<nelc€ T;, entdo existe I' € I) tal que I' C |.

Demonstracao:

Se r = r" entdo /' = | em ambos o0s casos, satifazendo assim as condicdes.

a) No caso r' = r + 1, seja j um elemento minimal de P — /, entdo /" = | U {j} satisfaz
a condicao.

b) No caso r' = r — 1, seja j um elemento maximal de /, entdo / = /| — {j} satisfaz a
condicdo.

Os casos gerais r' = r+t e r' = r — t sdo provados por inducdo, ou seja, j& mostramos
que a) é valida para r' = r+ 1 e b) é valida para r' = r — 1. Supondo que a) e b) sejam
validas para r' = r 4+t e r' = r — t, respectivamente, mostraremos que a) é vélida para
r'=r+t+1lequeb)évalidaparar'=r—1t—1;

a) Nocaso r' = r+t+1 fazemos r+t = s, temos entdo r' = s+ 1. Por hipétese, temos
que a) é valida para r' = r + t = s e ja mostramos no inicio que se a) é valida para r' = r
entdo é valida para r' = r + 1, logo a) é vélida para r' = s+ 1.

b) No caso r' = r—t—1 fazemos r —t = s, temos entdo r' = s— 1. Por hipdtese, temos
que b) é vélida para r' = r — t = s e ja mostramos no inicio que se b) € valida para r' = r
entdo é valida para r' = r — 1, logo b) é valida para r' = s — 1. [

A esta hora o leitor deve estar se perguntando como usamos de forma tdo direta em
a), lU{j} =1, ou seja, a unido de um ideal com o elemento j é igual a outro ideal. De
fato, temos que a unido de ideais € um ideal, assim poderiamos ter definido /' = /U {j). No
entanto, por definicdo, j € o elemento minimal de P — /, assim, ndo ha nenhum elemento

he P —1, tal que y > h, logo, se j > h= h € |. Por conta disso temos:

UG =1U{j) =7

De modo analogo, em b) j é definido como elemento maximal de /, logo temos que / —{j}

€ um ideal.
Corolario 5.1 Para cada r de 0 a n, o conjunto I, é ndo vazio.

Demonstracao:
Atribuindo r = 0 e /| = & na Proposi¢do 5.1, teremos pelo menos um ideal em I, para
cada r entre 0 e n. Para r = 1, por exemplo, podemos tomar um j minimal em P e dai

je1. n
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Proposicao 5.2
Bp(0,r) = | J{v € F3|supp (v) C I}

1€T}

Demonstracdo: (=) Seja v € Bp(0,r), ou seja, wp(v) = |[(supp (v))| < r. Pela
Proposicdo 5.1, existe um ideal / € Z] tal que (supp (v)) € /. Assim, temos supp (v) C
(supp (v)) C I, ou seja, supp (v) C /.

(<) Inversamente, se v € F" e supp (v) C / para algum / € Z/, entdo, (supp (v)) C /e
wp = |(supp (v))| < |I| =r. Logo, se wp(v) < rentdo v € Bp(0, r). u

Sendo |Z]| > 1, pelo Corolario 5.1, obtemos imediatamente o seguinte:

Corolario 5.2 Seja P poset, dp a métrica associada e r um niumero natural. Entdo:

|Bp(0,r)| > 2"
O lema seguinte é simples consequéncia do “Vinculo das bolas” e Corolario 5.2.
Lema 5.1 Se um P-cddigo [n,2"~™], C C ", é corretor de r erros, entdo r < m.

Demonstracao:
De fato: [F"| > |C|[Bp(0,r)| = |Bp(0,r)] < 15 = |Bp(0,1)| < 555 = [Bp(0,1)] <

2™M . Disso e do Corolario 5.2, temos que:

2" < [Bp(0,r)|<2"=r<m

[

Antes de caracterizar os cédigos posets corretores de m erros (teorema seguinte), vamos
enunciar um lema que sera de grande valia para provar que esses cédigos sdao perfeitos. Para
auxiliar nos préoximos resultados, além do artigo citado no inicio deste capitulo, recorremos
também a alguns conceitos basicos de “Algebra Linear” encontrados no texto [11], de LIMA,

Elon Lages.

Lema 5.2 Para qualquer X C P, X # & e X # P, com:
Vo ={v eF"; supp (v) C X} e
Ve x ={veF"supp (v) C P— X}.
Temos que: F" = Vx @ Vp_x
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Demonstracao: Sejam Vi e Vp_x subconjuntos de F”, dizemos que F" = Vi @ Vp_x, ou
seja, VW + Vp_x &€ uma soma direta e, além disso, gera F”. Logo, temos que mostrar que:
) WnNVe_ x ={0}e
i) F" = Vi + Vp_x.
De fato:

i) Seja X C P, o conjunto P — X chama-se complementar de X em relacdo a P e é dado

por:

P—X={xePlx¢X}

Assim, temos:

(P=X)NX =2 (%)

Supondo que existe v, diferente do vetor nulo, tal que v € VikNVp_x, assim, por definicdo,
temos que: supp (v) C X e supp (v) C P — X, contradigdo, pois, por (x) temos que
P—XNX=g, Iogo VxﬂVP_X = {O}

ii) Pela definicdo de P — X dada em i) temos ainda que:

(P—X)UX = P (xx)
Dado v € F”, podemos escrever:
n
v = Z a;.e;ondee =(0,...,0,1,0,...,0), ou seja, e é o vetor pertencente a F”, cuja
i—1

=
I-ésima coordenada é igual a 1 e as demais sao nulas.

Assim, v pode ser escrito também da seguinte forma:

vV = E a.e + g dj. €

ieX ieP—-X

com Za,—.e,— cVxe Z aj.e € Vp_x.

iex ieP—X
Portanto, todo vetor v de F” é da forma v =u+w, comu € Vx e w € Vp_x.

De i) obtemos que a intersecdo de Vi e Vb _x € o subespaco nulo, e de ii) temos que
F" = Vx + Vb_x, logo temos que F" = Vix & Vp_x. n

Teorema 5.1 Caracterizacdo dos codigos Posets corretores de m erros.
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Um [n, 2"=™] cédigo C é um P-cddigo corretor de m erros se, e somente se, atender as
duas condicoes sequintes:

a) I! contém exatamente um ideal I,

b) Existe uma funcdo f : Vb, — V] tal que C = {v + f(v); v € Vb_,} ou seja, o cédigo
C é sistematico com P — | simbolos de informacdo e | simbolos de verificacdo.

Cada P-codigo corretor de m erros é um P-cédigo m-perfeito.

Demonstracao:

(=) Mostramos primeiramente que a) e b) sdo validas para qualquer P-cédigo C, corretor
de m erros.

a) Sendo Bp uma bola de raio m, temos [2" = |F"| > |C|- |Bp| = 2" ™ - |Bp|] e dai
2™ > |Bp|. Como |Bp| = 2™ temos |I]"| = 1.

b) Fazendo X =/, pelo Lema 5.2, temos que:

F" =V, & Vp_,

Uma vez definida a funcdo, temos que os vetores do cédigo tem a forma v + f(v), com
veVeef(v)eV, ecomoasomalV, + Ve_, édireta e igual a F". Assim, ndo existem
duas palavras v e v do cédigo coincidindo em P — /, pois ai coincidiriam em / também, logo
u=v.

Mostraremos que que se duas palavras coincidem em P — [ entdo sdo a mesma palavra.
De fato, se u,v € C sdo distintas e coincidem em P — [, entdo u+ v € V| e dp(u,v) =
[{u+v)| < |I| = m. Assim, dp(u,v) < me C ndo é corretor de m erros, contradicdo. Segue
que para cada elemento u de Vp_; hd no maximo uma palavra v correspondente em C tal
que supp(v)NP — /[ =u. Como |P—[| =2"™ = |C]|, para cada elemento v de Vb, hd um
elemento v/ € V; tal que v + v/ € C. Isso define uma funcdo f : Vp_, — V}, f(v) = V/, de
modo que C ={v+f(v);veVp ,}

(<) Assumindo a) e b) validas. Mostraremos que C & um cédigo m-perfeito.

Precisamos verificar que para cada u € F” existe um tnico v € C tal que dp(v, u) < m.

SejauelF eF" =V, ®Vp_, temos u = u; + uy, onde uy € Vp_; € ur € V.

vi=u + f(u)

Assim temos dp(v, u) = wp(v — u) = we(uy + f(uy)) — (ur + tr) = wp(f(u1) — o).
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Temos, por definicdo, que f(uy) € Vi e u» € V}, logo, temos que n — m coordenadas do
vetor (f(uy) + up) se anulam, logo temos que dp(v, u) < m, 0 que prova a existéncia.

Assim, mostramos que v € um vetor do cédigo, pela definicdo de f; e que dp(v, u) < m
porque supp (v + u) C I.

Se ndo ha unicidade entdo existem v, v’ € C tais que Bp(v, m) N Bp(Vv', m) # &. Entdo

U Be(e.m)| <) [Be(c.m)l| .
ceC ceC
pois a uniao ndo é disjunta. Por outro lado, como cada vetor de F” esta em alguma bola de

raio m centrada em uma palavra do cédigo, F" = U Bp(c, m) e
ceC

2" = [F"| = || Be(c,m)| < Y [Bp(c, m)| = |C| - |Bp(0, m)| = 2" - 2™ = 27
ceC ceC

absurdo.

Ou seja, a unicidade esta implicita pela cardinalidade do cédigo:

a ’]Fn‘ 2n
Cl=2""= ="
<1 -0, ~ 2
n
Exemplo 5.1 Seja P = ([n], <) um poset onde [n] = {1,2,..., nfcoml<?2<...<n
(ordem cadeia) e seja | um ideal de P com cardinalidade 3.
Sejau e F"u= (a1, as az a4, ..., ap) temos
u=(ay, a, as,0,..., 0)+(0,0,0, a4, as, . . ., an)
\ \
Vi Ve

v=1(0,0,0,a4,..., an)+1(0,0,0,ay,..., an)
vV = (0,0,0,34 ..... a,,)+(b1,b2,b3,0 ..... O) = (bl,bg,b3,a4 ..... an)



Consideracoes Finais

O presente trabalho constituiu uma breve introducdo a teoria dos cédigos corretores de
erros classica e também aos c6digos sobre ordens parciais, com algumas comparacdes entre
os dois casos. Primeiramente enfocamos conceitos basicos da teoria classica dos cdédigos
corretores de erros, como a definicdo de Alfabeto, a distancia de Hamming, os cddigos
lineares e a definicdo de matriz geradora de um cédigo; o estudo dos limitantes de Singleton
e de Hamming, além de tratar dos Cédigos de Hamming. No entanto, nosso objetivo maior
neste trabalho foi em relacdo aos Cédigos em Conjuntos Parcialmente Ordenados, uma vez
que pouquissimos textos se encontram publicados ainda, principalmente em portugués, sobre
este assunto.

Um dos principais problemas da teoria dos cédigos, dado F, um corpo finito, Fy o espago
vetorial das n-uplas sobre IF; e k < n, & determinar os subconjuntos C C Fy de cardinalidade
g* com maior distancia minima de Hamming possivel. Ou seja, determinar os cédigos de
cardinalidade g% em F7 com maior capacidade de correcdo de erros.

Como comentamos no texto, em 1991 Harald Niederreiter [13] generalizou esse pro-
blema considerando uma métrica mais geral que a métrica de Hamming. Posteriormente, em
1995, Brualdi, Graves e Lawrence [5] observaram que a métrica de Niederreiter era um caso
particular de uma métrica ponderada por uma ordem parcial (no caso de Niederreiter, unido
disjunta de cadeias de mesmo comprimento) e passaram a considerar essa métrica sobre uma
ordem parcial arbitraria.

Dado r > 0 dizemos que um cédigo C C Fy € um r-cédigo P-perfeito (ou simplesmente
perfeito se dp € a métrica de Hamming) se as bolas de raio r centradas nos elementos de C
sdo duas a duas disjuntas e cobrem todo o espaco Fg. Um problema interessante em rela¢do
as P-métricas, dado r > 0, é o de classificar as ordens parciais P que tornam um determinado
codigo ndo perfeito C C Fg um r-cédigo P-perfeito.

Fizemos isto no Capitulo 3, quando tratamos do cédigo de Hamming estendido ..

Considerando-se a métrica de Hamming, é possivel demonstrar que a distancia minima de
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Hum € d(Hm) = 4, de modo que o raio de empacotamento é R.(H») = [452] = 1. As bolas
de raio 1 centradas nestes pontos sdo disjuntas mas estas bolas ndao cobrem o espaco IE‘%
e, considerando-se a métrica de Hamming, #,,, ndo & perfeito. No entanto, considerando-se
uma métrica dp ponderada por uma ordem parcial que apresentamos, H,, torna-se perfeito.
Além disso, a capacidade de correcio de #H,,, aumenta para 2.

No decorrer do texto, apresentamos ainda a definicdo de ordens parciais, métricas sobre
conjuntos ordenados, contagem dos elementos da bola, resultados sobre Ideais; estudamos
o caso da ordem cadeia (“chain poset”), analisando os cédigos de uma cadeia e os cédigos
de duas cadeias de mesmo comprimento e, por fim, nos dedicamos ao estudo das Métricas
POSET que admitem cédigos binarios perfeitos de codimensdo m, caracterizando assim 0s
Codigos Posets m-corretores de erros.

De maneira geral, o trabalho apresenta e desenvolve os fundamentos matematicos da
Teoria dos Cdédigos Classica e dos Codigos sobre Ordens Parciais. E, por estarmos tratando
de um vasto campo, tendo varias ramificacdes em diversas areas da matematica, nos con-
centramos nos aspectos de natureza algébrica, sem nos atermos muito a maneira com essas
teorias sdo aplicadas, tanto que ndo falamos sequer sobre decodificacado.

Por fim, & natural algumas expectativas para estudos futuros. Por exemplo, como disse-
mos no Capitulo 5, muitos artigos tratam da existéncia de c6digos em conjuntos parcialmente
ordenados, corretores de 1, 2 ou 3 erros. Os cddigos posets binarios de codimensdo m (de
cardinalidade 2"~™, onde n é o comprimento do cédigo) podem corrigir, no maximo, m erros.
Em [10], Kim e Krotov descrevem todas as possiveis métricas poset que permitem cédigos de
codimensdao m serem m, (m—1) ou (m — 2)-perfeitos. No entanto, neste trabalho nos limi-
tamos a caracterizar os m-perfeitos. Assim, gostariamos de investigar mais profundamente
as outras possibilidades existentes. Além disso, ha inGmeras outras sugestdes de estudos a

serem feitos, dado a dimensdo do campo de estudo sobre cddigos corretores de erros.
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