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Resumo

A familia de distribuicdes t-Student Assimétrica, construida a partir da mistura em
média e variancia da distribuicdo normal multivariada com a distribui¢do Inversa Gama
possui propriedades desejaveis de flexibilidade para as mais diversas formas de assimetria.
Essas propriedades sdo exploradas na construciao de fungdes de acoplamento que possuem
dependéncia assimétrica. Neste trabalho sdo estudadas as caracteristicas e propriedades da
distribuicao t-Student Assimétrica e a constru¢do da respectiva funcdo de acoplamento,
fazendo-se uma apresentacdo de diferentes estruturas de dependéncia que pode originar,
incluindo assimetrias da dependéncia nas caudas. Sdo apresentados métodos de estimacao
de parametros das fun¢des de acoplamento, com aplicacdes até a terceira dimensdao da
copula. Essa fun¢do de acoplamento € utilizada para compor um modelo ARMA-GARCH-
Cépula com marginais de distribuicao t-Student Assimétrica, que serd ajustado para os log-
retornos de precos do Petréleo e da Gasolina, e log-retornos do Indice de Oleo AMEX,
buscando o melhor ajuste, principalmente, para a dependéncia nas caudas das distribui¢cdes
de precos. Esse modelo serd comparado, através de medidas de Valor em Risco e AIC,
além de outras medidas de bondade de ajuste, com o modelo de Fun¢do de Acoplamento t-

Student Simétrico.

Palavras-Chave: Funcdo de Acoplamento, Assimetria da Dependéncia, t-Student
Assimétrica, Petrdleo, Valor em Risco.
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Abstract

The Skewed t-Student distribution family, constructed upon the multivariate normal
mixture distribution, known as mean-variance mixture, composed with the Inverse-Gamma
distribution, has many desirable flexibility properties for many distribution asymmetry
structures. These properties are explored by constructing copula functions with asymmetric
dependence. In this work the properties and characteristics of the Skewed t-Student
distribution and the construction of a respective copula function are studied, presenting
different dependence structures that the copula function generates, including tail
dependence asymmetry. Parameter estimation methods are presented for the copula, with
applications up to the 3™ dimension. This copula function is used to compose an ARMA-
GARCH-Copula model with Skewed t-Student marginal distribution that is adjusted to log-
returns of Petroleum and Gasoline prices and log-returns of the AMEX Oil Index,
emphasizing the return’s tail distribution. The model will be compared, by the means of the
VaR (Value at Risk) and Akaike’s Information Criterion, along with other Goodness-of-fit

measures, with models based on the Symmetric t-Student Copula.

Keywords: Copula Function, Skewed Dependence, Skewed t-Student, Petroleum, Value at
Risk.
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Capitulo 1

Introducado

O conhecimento da distribuicdo conjunta de probabilidade é importante em varios
tipos de aplicagOes estatisticas, pois contém informacdes sobre cada componente marginal,

além da estrutura de dependéncia entre as varidveis.

Pode-se ter uma idéia da estrutura através, por exemplo, da observacdao de medidas
de dependéncia e graficos comparativos conjuntos e marginais, que ddo condi¢des ao
analista de selecionar um modelo probabilistico completo que possa ajustar a maior parte

das caracteristicas observadas no conjunto de observacoes.

Na maioria das vezes, as distribui¢cdes marginais, quando bem selecionadas, podem
ser ajustadas de forma consistente. Entretanto, quando se procura uma distribui¢do conjunta
que modele adequadamente os eventos marginais, ¢ também a estrutura de dependéncia

entre eles, ndo se obtém, em geral, resultados adequados.

O conceito de funcdes de acoplamento (cOpulas), proposto por Sklar (1959) mas
denominado e expandido por Joe (1997) e Nelsen (2006), faz a ligacdo entre distribui¢des
marginais, modelando a estrutura de dependéncia entre as varidveis, permitindo que
fendmenos ajustados por quaisquer distribuicdes marginais sejam conjuntamente

modelados pela estrutura de dependéncia mais adequada.



2 Introducdo

A facilidade de construcdo das funcdes de acoplamento (através da transformada
integral de probabilidade e do teorema de Sklar) permitiu o surgimento de diversas copulas.
Cada uma delas destina-se a modelagem de distintos perfis de dependéncia (veja Joe, 1997,
Cap. 2), e cabe ao pesquisador estudar a dependéncia entre os fendmenos para selecionar
uma funcdo de acoplamento que se ajuste adequadamente a dependéncia entre todos os

eventos (mesmo entre os eventos de menor probabilidade de ocorréncia).

Uma drea que vem fazendo uso cada vez maior das fun¢des de acoplamento como
forma de modelar a dependéncia entre fendmenos € a 4drea de gestdo de ativos,
principalmente no controle do risco de mercado. Nesse caso, os gestores buscam
acoplamentos que se ajustem bem as dependéncias entre fendmenos criticos, ou seja, que se
ajustem bem a dependéncia presente nas caudas das distribui¢des (por exemplo, quando
ocorrem eventos criticos, grandes perdas em um ativo, € 0s impactos que iSso causa em um

outro ativo, ver Caillault & Guégan, 2003).

O objetivo dos técnicos em gestao de risco durante uma modelagem de dependéncia
através de copulas € encontrar uma funcio de acoplamento que se ajuste bem a dependéncia
nas caudas das distribui¢des, pois sé assim poderdo modelar o verdadeiro comportamento
do mercado durante crises e calcular o risco financeiro (por exemplo como uma perda

limitrofe de acordo com uma probabilidade e nivel de significancia).

Diversas fungdes de acoplamento podem modelar a dependéncia nas caudas. E o
caso da Copula t-Student (com dependéncia simétrica, possui o mesmo nivel de
dependéncia nas caudas inferior e superior), da copula arquimediana Clayton (com
dependéncia apenas na cauda inferior) e da Gumbel (apenas cauda superior); para maiores
detalhes, veja Joe (1997), Cap. 5. Embora sejam c6pulas de grande utilidade, mostram-se
limitadas quando existem graus diversos de assimetria na dependéncia, e/ou ao se

generalizar a funcdo para dimensdes das séries ou ativos maiores do que 2.

Na andlise de risco € de interesse obter uma copula que possa ser calibrada de forma

a modelar, além de casos de dependéncia simétrica, diferentes perfis ou propor¢des de
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assimetria na dependéncia nas caudas, por exemplo, dependéncia apenas na cauda inferior,
apenas na cauda superior, ou qualquer outra combinacdo assimétrica de dependéncia. Nao
apenas isso. Busca-se encontrar uma cépula flexivel o bastante que ajuste corretamente a
dependéncia entre dois fendmenos, tanto na regido central dos eventos possiveis, aquela
com maior massa de probabilidade, quanto em suas caudas, quando ocorrer qualquer

assimetria na dependéncia.

Para suprir a necessidade de tal funcdo de acoplamento, alguns métodos foram
propostos na literatura. Patton (2004) utiliza uma mistura da copula Clayton (que possui
dependéncia na cauda inferior) com a cépula Clayton de sobrevivéncia, gerando uma
cOpula com caracteristicas assimétricas. Stefanova (2007) utiliza uma mistura das cépulas
Gaussiana (que ndo possui dependéncia nas caudas), Gumbel (com dependéncia na cauda

superior) e Gumbel sobrevivéncia.

Outra alternativa é buscar distribuicdes conjuntas de probabilidade que possuam
elevado nivel de flexibilidade, e utilizar tal distribuicio na obtencdo de uma fungdo de
acoplamento. Nadaraja & Dey (2005) apresentam uma revisdo de diversas formulacdes
conhecidas de distribuicdes t-Student Assimétricas. Demarta & McNeil (2005) propdem
uma outra distribuicao t-Student Assimétrica a partir da adi¢do de um termo de distribui¢ao
Inversa Gama a distribuicdo t-Student, e propdem seu uso na constru¢do de uma fungao de
acoplamento flexivel. Essa mistura é chamada de mistura em média e varidncia da
distribuicdo Normal e a distribui¢io originada € utilizada por Hu e Kercheval (2005) para
estudar a estrutura de dependéncia entre moratdrias em uma carteira de ‘swaps’ de crédito,
e por Sun et al (2008) para analisar a dependéncia assimétrica e ndo-linear no mercado de

acoes alemao.

O objetivo deste trabalho € estudar, a partir da distribui¢do t-Student Assimétrica
proposta por Demarta e McNeil, que aparece também em McNeil, Frey e Embrechts (2005,
Cap 3, p. 75), a capacidade dessa distribuicao em modelar dependéncia nas caudas inferior
e superior, atestando a sua flexibilidade no ajuste de dependéncias simétricas ou

assimétricas. A Coépula construida compord um modelo ARMA-GARCH-Cépula



4 Introducdo

(Filtragem e Estrutura de Dependéncia) que serd aplicado a precos ‘Spot’ de ativos fisicos
de energia da NYMEX (New York Mercantile Exchange): o Petréleo WTI (Oleo Cru ‘West
Texas Intermediate’) e a Gasolina Convencional do Porto de Nova lorque, e também o
Indice de Oleo AMEX (“American Exchange Oil Index”). Modelos para esses ativos foram
criados que descrevem o comportamento de seus precos e retornos (D. Pilipovic, 2007,
Cap. 6), e trabalhos descrevendo a dependéncia entre os mesmos (p.ex. Biglova et al (2007)
utiliza modelos de componentes principais para a dependéncia, filtrando as séries de precos
através de modelos ARMA-GARCH). Grégoire et al (2008) utiliza fun¢des de acoplamento
do tipo Clayton e Frank, entre outras, para relacionar o preco ‘spot’ do Petréleo com o Gés
Natural (ndo tratado nesta dissertacdo), filtrando também as séries através de modelos

ARMA-GARCH.

A abordagem proposta aqui se inicia com a apresentacdo da metodologia geral da
andlise das séries e composicao do modelo ARMA-GARCH-Cépulas, que tem por base a
filtragem das séries de dados com posterior estimagcdo de distribuicdes marginais e

dependéncia através de cépula. A metodologia serd apresentada no Capitulo 2.

Os resultados tedricos para a andlise serdo apresentados no Capitulo 3. Nesse
capitulo, a distribuicao t-Student Assimétrica de Demarta & McNeil serd revista. Serao
discutidas as propriedades da distribui¢do e os métodos de estimagao de seus parametros.
No mesmo capitulo serd desenvolvida a fun¢do de acoplamento t-Student Assimétrica,
mostrando-se a flexibilidade da distribuicdo em modelar os diferentes valores de

dependéncia nas caudas inferior e superior que essa distribuicao pode assumir.

No Capitulo 4 realiza-se o estudo das séries de precos do Oleo Cru WTI, Indice de
Oleo AMEX e Gasolina Convencional, propondo-se modelos ARMA-GARCH, cujos
residuos (inovacdes) serdo ajustados por funcdes de acoplamento. Serd apresentada a
descricdo das séries em estudo, suas caracteristicas empiricas marginais e de dependéncia e
toda a modelagem das distribuicdes marginais e de acoplamento das inovagdes, realizando-
se também uma comparacdo com a copula t-Student através de medidas de bondade de

ajuste (descritas no apéndice D).
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As conclusdes serdo apresentadas no Capitulo 5, seguida pelo Apéndice,
apresentando, dentre outras, as definicdes e propriedades de funcdes de acoplamento, as
propriedades da dependéncia, conceitos de simetria e assimetria, dependéncia nas caudas,
ferramentas para medi¢dao de dependéncia e suas propriedades e alguns testes de bondade

de ajuste para copulas.



Capitulo 2

Metodologia

O objetivo deste trabalho € utilizar a funcdo de acoplamento construida a partir da
distribuicao t-Student Assimétrica, proposta feita em Demarta & McNeil (2005), para
compor um modelo ARMA-GARCH-Cépula e ajustar um conjunto de dados de precos de
ativos energéticos, com o objetivo de se verificar a flexibilidade da cépula no ajuste de

dados reais, principalmente no que diz respeito aos eventos caudais.

Desenvolver uma fun¢do de acoplamento a partir da distribuicao conjunta t-Student
Assimétrica significa utilizar o Teorema de Sklar (1959) e seu Corolério que, de uma forma
geral, traz a relacdo entre uma func¢do de distribuicdo conjunta com uma fung¢do de
acoplamento que € unica para varidveis aleatdérias continuas, distinguindo a distribui¢ao
conjunta em partes, que sdo as distribui¢des marginais e a relacdo de dependéncia entre elas

(cépula).

O fato de que ja existe uma grande gama de func¢des de acoplamento para atender a
diversos perfis de dependéncia mostra que a utilizacdo de uma nova opg¢do de fungdo de
acoplamento deve ser feita apenas se trouxer ganhos substanciais quanto a flexibilidade da

funcdo em caracterizar todo, ou grande parte do perfil de dependéncia entre as varidveis.

No arcabouco tedrico serdo apresentadas as versdes marginal e conjunta da

distribuicao t-Student Assimétrica, bem como algumas de suas propriedades, estimagdo dos
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parametros das distribuicdes e simulacdo de varidveis aleatérias. Em seguida serd
apresentada a fun¢do de acoplamento t-Student Assimétrica, construida a partir do Teorema
de Sklar, e também a estimacdo dos parametros da copula através do método de maxima

verossimilhanca.

A existéncia da flexibilidade na modelagem da dependéncia serd verificada através
de ajuste da fun¢do de acoplamento em dados reais do setor de energia. Outros exemplos da

flexibilidade da fungdo serao mostrados através da simulacao da funcdo de acoplamento.

O ajuste do modelo ARMA-GARCH-Cépula para um conjunto de dados se inicia
com a filtragem através de modelos ARMA-GARCH das séries histéricas, para que se
obtenham séries livres de efeitos nao aleatérios. Apds a passagem do filtro ARMA-
GARCH, as séries filtradas terdo os seus efeitos marginais modelados através da funcao t-

Student Assimétrica univariada e da Normal Assimétrica univariada.

Realiza-se entdo o ajuste da fung¢do de acoplamento. Uma abordagem € utilizar uma
estimativa da distribuicdo marginal através da fun¢do distribuicdo empirica, calculando a
inversa da funcdo distribuicdio empirica acumulada de forma a obter marginais de
distribuicado Uniforme(0,1). A esses percentis sdo ajustadas as fungdes de acoplamento.
Esse método é conhecido como Método de Mdéxima Verossimilhanga Candnica para
Copulas. Outra alternativa € utilizar as funcdes distribui¢do acumuladas marginais
paramétricas ajustadas, sendo esse método chamado de IFM (“Inference Function for

Marginals”). Na aplicacdo serdo utilizadas as distribui¢des marginais t-Student Assimétrica

(que possui propriedades de caudas pesadas e assimetria) e/ou Normal Assimétrica.

Espera-se que a distribuicdo marginal t-Student Assimétrica possa suprir a
necessidade de uma distribui¢do marginal que assuma valores extremos. Essa capacidade

serd medida nas estatisticas de VaR (Valor em Risco, veja Apéndice D).

O conjunto de dados resultante da aplicacdo da distribuicdo acumulada possuird
distribuicdo multivariada Uniforme (0,1), segundo a Transformada Integral de

Probabilidade. Sobre esses dados dar-se-4 a estimagdo dos parametros da fungdo de
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acoplamento, através de médxima verossimilhanca. Estatisticas baseadas no Valor em Risco,
e outros testes de bondade de ajuste, sdo entdo utilizados para verificar a qualidade do

ajuste da funcdo, e se a mesma atendeu as caracteristicas de dependéncia nas caudas.

Tanto a teoria quanto a pratica serdo apresentadas no caso bivariado ou 3-variado,
sendo que, com exce¢do das medidas de dependéncia nas caudas (definidas para o caso
bivariado), podem ser ampliadas para maiores dimensdes, implicando em aumento
considerdvel no nimero de parametros a serem estimados € no tempo de processamento,
principalmente no algoritmo de maxima verossimilhanca para estimagdo dos parametros da
funcdo de acoplamento t-Student Assimétrica. Entretanto é possivel ter uma estimacio
aproximada a um custo computacional bem mais baixo, como serd apresentado na secao

3.3.

Apenas por praticidade serdo utilizados em todo o texto numeros decimais
separados por ponto (como em 0.05), j4 que as saidas numéricas do software estatistico

utilizado (R-2.7.1) sdo nesse formato.



Capitulo 3

Modelagem

O uso da distribuicdo Normal Multivariada para modelar distribui¢cdes conjuntas (e
portanto a dependéncia) entre observacdes de um conjunto de varidveis aleatérias s6 €
adequado em situacgdes simétricas (simetria radial vide apéndice B), sem caracteristicas de
dependéncia nas caudas ou caudas pesadas. Além disso 0 modelo Normal considera apenas

dependéncia linear entre as varidveis.

No mercado financeiro sabe-se que a dependéncia entre os diversos fatores de risco,
ativos, moedas, etc. ndo atende a maioria das premissas para o uso da distribui¢do normal
multivariada, motivando o surgimento de outros modelos de dependéncia, por exemplo,
utilizando-se a distribuicao t-Student multivariada em substituicdo a distribuicdio Normal.
Essa abordagem atende a caracteristica de caudas pesadas geralmente observada nas séries
financeiras. Entretanto essa distribui¢do também € simétrica, e ndo caracteriza corretamente

séries financeiras que possuam assimetria.

Busca-se entdo distribuicdes que sejam flexiveis na caracterizacdo tanto da

caracteristica de caudas pesadas, quanto da assimetria.

Tomando-se como base o Teorema de Sklar, distribuicdes univariadas podem ser
utilizadas para modelar as caracteristicas marginais de um conjunto de varidveis aleatdrias,

modelando a dependéncia através de fun¢des de acoplamento.
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Neste capitulo serdo tratadas as distribui¢des univariadas assimétricas Normal e t-
Student, para modelagem de distribui¢des marginais (Se¢do 3.1). Serd apresentada também
a distribuicao t-Student Assimétrica, que serd a base para a construcdo de uma funcio de

acoplamento eliptica flexivel (Se¢ao 3.2).

Na literatura existem diversas formulacdes de distribui¢es assimétricas baseadas na
distribuicao t-Student e na distribuicio Normal. Decidiu-se dar énfase a formulacdo da
distribuicao t-Student Assimétrica definida em Demarta & McNeil (2005), ja que a mesma
pode se ajustar a ocorréncia de caudas pesadas e dependéncia nas caudas. Como alternativa
para a modelagem marginal serd utilizada a formulacdo de Azzalini (1985) da distribuicao

Normal Assimétrica.
3.1. Distribuicoes Assimétricas

Distribui¢des assimétricas ¢ um termo geral que designa toda a familia de
distribui¢cdes que se afastam do conceito de simetria, por exemplo, no caso univariado é
qualquer distribui¢do cuja probabilidade de ocorréncia de eventos abaixo da média (se a
mesma existir) seja diferente da probabilidade de ocorréncia de eventos acima da média.
Adicionalmente pode ocorrer que a média ndo seja coincidente com a mediana ou moda da
distribuicdo. Nesse caso encontram-se diversas distribui¢des univariadas que podem ter

essas caracteristicas, como a Gama, F-Snedecor, Qui-Quadrada, entre outras.

O interesse, nesta dissertacdo, sdo as distribui¢des multivariadas assimétricas, onde
aqui serdo tratadas as distribuicdes formadas a partir de modificacdes nas distribuicdes
simétricas Normal e t-Student. S@o distribuicdes mais flexiveis, que podem ser ajustadas
para diferentes perfis de distribui¢des marginais, inclusive a normal e t-student simétricas, e
generalizadas facilmente para dimensdes maiores. S3o de interesse também as versoes

univariadas dessas distribui¢des, que podem ser utilizadas para modelagem das marginais.

Uma versao da distribui¢do multivariada Normal Assimétrica (Skew-Normal ou

SN) ¢é apresentada por Azzalini (1985), construida através de uma das familias de
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distribuicdes que generaliza a distribuicdo normal, por incluir essa distribui¢do, permitindo
assimetria diferente de zero (aqui serd mostrado seu caso univariado). Quanto a distribui¢do
t-Student Assimétrica multivariada, diversas formas ja foram estudadas, sendo que algumas
delas podem ser consultadas em Arellano-Valle & Genton (2005) ou Nadarajah & Dey
(2005). Neste texto serd utilizada a construcao de Demarta & McNeil, apresentada na secdo

3.1.2.
3.1.1 Distribuicio Normal Assimétrica Univariada

Segundo Azzalini (1985) e Azzalini & Capitaneo (2003) uma constru¢do possivel
de distribui¢des assimétricas € realizada a partir de uma forma “padrdo”, através das
distribuicdes simétricas, pela multiplicacdo da func¢do densidade pela fun¢do acumulada. A

versdo univariada da Distribuicdo Normal Assimétrica definida dessa forma é:

Definicao 3.1: (Distribuicio Normal Assimétrica) Seja ¢(.) a funcdo densidade da

distribuicao Normal, com funcdo distribui¢cdo acumulada @(.). Entdo, X possui Distribui¢do

Normal Assimétrica se sua densidade € dada por:
Jx (%) =20(x)P(ax), [3-1]

para algum pardmetro @€ R. Adicionando-se os pardmetros de posi¢do e escala, através da

transformacgdo x — il , tétm-se a fun¢do densidade de probabilidade:
(o}

_ 2 L s
fx(x)—o_ 272'6 2 _Lo \/g

Algumas propriedades da Distribuicao Normal Assimétrica sdo:

1. Quando a =0, a assimetria se anula e obtém-se a Distribui¢do Normal,

2. Conforme @ aumenta (em valor absoluto), a assimetria da distribui¢do aumenta;
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3. Quando & — o, a densidade converge a densidade da distribuicdo “folded-normal”
(Se X ¢é varidvel aleatéria de distribuicao Normal, ¥ = |X | possui distribui¢ao
“folded-normal’);

4. Seosinal de @ for alterado, a assimetria € refletida no lado oposto do eixo

vertical.
Na figura 3.1 sdo apresentadas curvas da distribui¢do normal assimétrica para diferentes

valores do parametro de assimetria.

© _|
IS}
©
kel
T <
S o 7
7}
c
[}
o
N
IS}
o |
IS

), =1 ( ), a=2

Figura 3. 1. Densidade da Distribui¢io Normal Assimétrica, para & = 0 (

( ........ )eazg (____).

Essa distribuicdo pode ser utilizada quando os dados apresentam formato
semelhante a distribuicdo normal, entretanto, com assimetria entre -1 e 1 e baixo nivel de

excesso de curtose (até aproximadamente 0.9, vide figura 3.2).

a o . ) ) e
Se 0= — a esperanca, variancia, assimetria e curtose dessa distribui¢ao sao
1+

dadas por:
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E(X):,u+a§\/z, [3-3]
T
2
Var(X) = 0'2(1 - 26 j, [3-4]
T
2 3
| (4— n)(& | AJ
Assim(X) = 7 [3-5]
207"
2(1 _ j
T
2 4
(2%
Exc.Curtose(X)=2(x — 3)—2 -3. [3-6]
267
T
&= —o @ = —— Assimetria Excesso de Curtose
3 15 - -1
T 09
o 1] L 0.8
05 4 - 0.7
g . - 06
3 ] 0 - - 0.5
- 0.4
° a =0 " e
5 A4 - 0.2
o | + 1 - 0.1
; -1‘.0 -0‘.5 oio 0‘.5 110 15 0

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Assimetria a

Figura 3. 2. Grifico de Assimetrias e Curtoses da distribui¢do Normal Assimétrica para pardmetros de
assimetria & entre -20 e 20.

O célculo dos limites das equacdes [3-5] e [3-6] mostra que quando a — -~ a
assimetria converge para -0.9953 e o excesso de curtose para 0.8692 .Quando a — o a
assimetria converge para 0.9953 e o excesso de curtose também para 0.8692. Esse
movimento pode ser observado na figura 3.2, onde se observa também que a assimetria e o
excesso de curtose sdo unicamente determinados por um parametro de assimetria, € que se
for fixado o excesso de curtose, o valor absoluto da assimetria também estard determinado,
sendo sua direcao determinada pelo sinal do paradmetro de assimetria. Essa distribui¢do nao

¢ apropriada para ajuste quando o excesso de curtose € maior do que 0.8692.
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3.1.2. Distribuicao t-Student Assimétrica

Uma distribui¢do assimétrica, que tem por base a distribui¢do t-Student, foi proposta
por Demarta & McNeil. O fato de que essa distribuicdo € flexivel, j& que se ajusta a
diferentes valores do 1° ao 4° momentos centrais, torna-a uma boa alternativa para
utilizacdo na modelagem das distribui¢des marginais, quando da estimacdo de uma fungdo

de acoplamento na caracterizac¢do da estrutura de dependéncia de um conjunto de dados.

Sendo diferente da Distribuicdo Normal Assimétrica de Azzalini (1985), e das
Distribui¢des t-Student Assimétricas apresentadas por Azzalini & Capitaneo (2003) ou
selecionadas por Nadarajah & Dey (2005), a Distribui¢do t-Student Assimétrica
apresentada por Demarta & McNeil (2005), possui uma formulacdo distinta. Essa
formulacdo é um caso particular da familia das distribuicées de misturas em varidncia da
distribui¢cdo normal, que por si é um caso particular da familia de distribuicdo de misturas
em média e varidncia. A familia de distribui¢des de misturas em variancia da distribui¢ao
normal inclui a distribui¢do t-Student simétrica, sendo que a deformagdo da simetria da

distribuicdo t-Student € realizada através da adi¢do de um termo estocéastico.

Definicao 3.2: (Distribuicdes de Mistura em Variancia da Distribui¢do Normal). Seja Ze W
varidveis aleatérias tal que Z ~ N(0,0°) e W ¢é independente de Z. Define-se por
Distribuicdo de Mistura em Variancia da Distribuicdo Normal a distribui¢do cuja

construcio € X =, 4+272 N (A notacdo =, significa igualdade em distribuicdo).

Definicao 3.3: (Distribuicdes de Mistura em Média e Variancia da Distribui¢do Normal).
Seja uma funcdo g e um conjunto de pardmetros g,y € R, i=12,..d. Sejam
Z ~ N,(0,X) Normal d-dimensional e W wunivariada independente de Z, varidveis
aleatdrias. Define-se por distribuicio de Mistura em Média e Variancia da Distribui¢dao
Normal a distribui¢do X construida por: X=, p+vy'g(W)+ Z\w ,onde p e ysdo vetores

d-dimensionais.
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A distribui¢do t-Student Assimétrica é construida a partir da formulagdo de Mistura

em Média e Variancia da Distribuicdo Normal.

Definicao 3.4: (Distribuicdo t-Student Assimétrica). Suponha que X =(X,,X,,.... X ,) seja
um vetor aleatério cuja distribui¢do pertenca a familia das distribui¢des de mistura em
média e variancia. Se g(W) = W, onde W ~ Ig(v/2, v/2) a distribui¢ao Inversa Gamma
univariada cujos pardmetros remetem a distribuicdo Qui-Quadrada, entdo X possui

distribuicao t-Student Assimétrica d-dimensional, cuja funcdo densidade é dada por:

KL;, (\/(v +(x—p)' X7 (x— p))y'):‘ly )exp((x - p)'):."ly)

(\/ (v +(x—p)'E7(x— P«)}Y'E_IY )_(1 + (x—p)' 27 (x = ")jz
1%

, (371

fx(X):C

onde K, € a fungdo de Bessel Modificada de Segundo Tipo (veja Abramowitz & Stegun

(1965), Capitulos 9 e 10), x=(x,x,,....x,), W=, Uy hy)s Y=V, VsssVy) €

61 . O-l,d
Y=| : .. i |.A constante de normaliza¢io é dada por:
2
O-d,l Gd
2—(v+d)
2 2

[3-8]

C=—""—"""a 1T
I'G)(v)* (X

A notacdo para um vetor aleatorio X de distribui¢do t-Student Assimétrica €:
X~ Std (V9H’E9Y)-
Distribuicdo Marginal Univariada

. 2 A o~ . .
Seja  u,,7,€R, o >0 pardmetros de posicdo, assimetria e escala,

respectivamente € v>0 o numero de graus de liberdade. Uma varidvel aleatéria X de

distribuicao t-Student Assimétrica possui fun¢do densidade de probabilidade:
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27K \/(“(x_”) ](72) exp((x; = 4)7)

O.

1

fikx)= ) o [3-9]
N e Gl )

(o V,0;

l

A distribuicdo  t-Student  Assimétrica  Univariada €  denotada  por
X, ~st,(v,i,,07,7,), sendo a i-ésima distribuicdo marginal univariada da distribuigdo t-
Student Assimétrica multivariada apresentada na defini¢do 3.4.

Essa distribuicao pode ser considerada uma generalizagao da distribui¢ao t-Student
Simétrica pois retorna-se a ela quando ¥, — 0. Nota-se ainda que a presenca da funcdo de
Bessel na formulagdo torna-a menos tratavel analiticamente.

Sejam as varidveis aleatérias Z e W independentes e com distribui¢cdes
Normal(0,0%) e Inversa-Gamma, respectivamente. A esperanca, variancia, assimetria e

curtose da distribui¢do t-Student Assimétrica st, (v, ,u,.,c72,7/ ) univariada sdo obtidas da

defini¢do da distribui¢do t-Student Assimétrica (X =, u+yW +2Z Jw ) e dadas por:

E(X)=VTV27+;¢, [3-10]

2
% ) 2v )

, 3-11
v—zd +(v—2)2(v—4)y (3-11]

Var(X) =

YEW?)+3y.EW?)-3E(X)Var(X)—[E(X)]

Assim(X) = , [3-12]
(WVarcx))
4 4 2 3 4 2
Exc.Curtose(X ) = L EW )6y EW )+ EZ).EWT) 5 [3-13]

(Warx) )

onde,
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2 1% ? Vz

E = -14
W (v—Zj T2-2 (v -4) 344
K[3(k —2)(k =3)+ (k —2)*(k —3) + 4]

BV = (k—1)°(k —2)*(k - 3)

_onde k:%, [3-15]

EW*)=EW)4EW?*)+6EW*)EW)~(BEW))']

v
30k — 66 ,onde k =—, [3-16]
— W 2
+ Lk 3k —4) + 3}[ Var(W)]4
E(Z*)=30". [3-17]

E importante notar que a existéncia do 2° momento central da distribuico t-Student
Assimétrica depende de graus de liberdade maiores do que 4, a existéncia do 3° momento
central depende de graus de liberdade maiores do que 6 e a existéncia do 4° momento
central depende de graus de liberdade maiores do que 8. A figura 3.3 mostra exemplos da

densidade da t-Student Assimétrica para alguns parametros de assimetria e 8.5 g.l.

0.3

Densidade
0.2

0.1
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Através da figura 3.3 nota-se que parametros de assimetria positivos causam a
ocorréncia de assimetria em dire¢do ao eixo positivo da distribui¢do, o que ocorre de forma
andloga com parametros de assimetria negativos. Através da férmula para a Assimetria (3°

momento central padronizado) obtém-se a seguinte propriedade:

Proposicio 3.1: Suponha X e Y varidveis aleatorias tais que X ~st,(v,i,0°,7y) e

Y ~st, (v, U,0° ,—y) . Entdo, Assimetria(X)=-Assimetria(Y).

Prova: Diretamente através da formula [3-12], substituindo-se y por —y nos 4 termos da

equacao.m

a) b)— Assimetria ——Exc. Curtose
250

r 200

r 150

Exc. Curtose
100
|

r 100

r 50

0

Assimetria -10-9-8-7-6-5-4-3-2-101234526 78910

Figura 3. 4. Grifico de Assimetria e Exc. Curtose da distribuico t-Student Assimétrica para parametros de
assimetria ¥ entre -10 e 10, calculadas para 8.5 graus de liberdade.

—6.01 =——6.05 ==——=8(0] =805 ———85 =12 —120 —8.01 —8.05 —8.5 —_—12 —120
10 ; ; 10
N Assimetria o | Exc. Curtose
6 8 |
44 74
2 6
0 54
2] 4l
-4 3
-6 2 |
-8 1
-10 0 rmmm————————— R ———
-109-8-76-5-4-3-2-10123451867 82910 -10-9 8-7-6-5-4-3-2-10123456 78 910

Figura 3. 5. Grifico de Assimetrias e Exc. Curtoses da distribui¢@o t-Student Assimétrica para pardmetros de
assimetria ¥ entre -10 e 10, calculadas para diversos graus de liberdade.
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A figura 3.4 mostra a assimetria e excesso de curtose da distribui¢do t-Student
assimétrica a) compara a variacdo conjunta da assimetria e excesso de curtose conforme
varia-se o parametro de assimetria; b) mostra a variacdo distinta desses momentos
conforme varia se o parametro. Note que assimetria € infinita para graus de liberdade
menores ou iguais a 6 e excesso de curtose € infinito para graus de liberdade menores ou
iguais a 8. E possivel que exista assimetria menor do que infinito quando excesso de

curtose € “igual” a infinito. Por possuir 1° a 4° momentos bem definidos quando o nimero

de graus de liberdade € maior do que 8, a estimacdo dos parametros da distribuicao através

do método de momentos pode ser definida, para 8 = {u,0°,¥,v} pelas equagdes:

T, =L7+,U—?_C, [3-18]
\%

2
LA Y =52, [3-19]
V=2 (v=27(—4)

_VEW ) +3y.EW?)=3E(X)Var(X)-[E(X)]’

T, ( )3 — Assimetria(x) , [3-20]
A Var(X)
4 4 2 3 4 2
T, = yEW )+6y EW)+E(Z )EW) —3— Exc.Curtose(x) , [3-21]

(varCoO)

— 2 . . ~ . . L 1.
onde x, S, Assimetria(x) e Exc.Curtose(x) sdo estatisticas amostrais de média

variancia, assimetria e excesso de curtose de um vetor de observagdes x. As estimativas sdo
obtidas minimizando-se a soma ponderada do quadrado das equacdes nos parametros em
€. O uso desse método ndao gerou resultados satisfatérios pois ndo se observou
convergéncia adequada na minimizagdo, para diversas simulacdes geradas. Entretanto,
quando considera-se um caso padrdo, onde #=0 e o’ =1 as equacdes [3-18] e [3-19]
podem ser igualadas a zero e resolvidas analiticamente. Nesse caso, um método de

momentos para a distribuicao t-Student Assimétrica padriao pode ser realizado através de:

1. Resolver a equagao de 2° grau:
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—7%)2 -X)* - %)’
DICEEINY PO PRPESIPD MGk il M PRSI MGk I oS

n-1 n-—1 n-—1

(-2

A

2. §= x. [3-23]

<

Mas, se os dados possuirem média O e variancia 1, ou seja, dados padronizados, uma

solugdo trivial para os parametros serd encontrada (v=4 e ¥y =0), impossibilitando a

utilizacdo desses momentos, tornando necessdria a utilizacdo de momentos de ordens
superiores, por exemplo, 3° e 4° momentos para estimacdo dos parametros. Importante
notar que existem duas estimativas para o grau de liberdade, advindas da solugdo da
equacdo de segundo grau. Escolhe-se o grau de liberdade cujo valor seja maior do que 4,

para garantir a existéncia do segundo momento.

Se ambos forem maiores do que 4, pode-se utilizar uma média dentre os dois, ou a
estimativa mais préxima de uma estimativa de maxima verossimilhanca. No caso que
ambos sdo menores do que 4, deve-se utilizar o método de méxima verossimilhanga para
determinar o real valor da estimativa. Se a estimativa por mdxima verossimilhanca também
for menor do que 4, entdo o modelo ajustado ndo possui variancia finita, e pode-se utilizar a
estimativa pelo método de momentos mais proxima da mdxima verossimilhanca. Esta
escolha, no entanto, leva a perda de uma das principais propriedades do Método de
Momentos, comparado com o Método de Maxima Verossimilhanga, que ¢é a facilidade de

estimacao.

As estimativas pelo método de maxima verossimilhanca podem ser obtidas
numericamente, maximizando nos parametros a soma do logaritmo da func¢do [3-9]
aplicada ao conjunto de dados. Na pratica esse método gera estimativas mais precisas para

0s parametros, como serd visto nos exemplos da se¢do 3.3.
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Distribuicdo t-Student Assimétrica Bivariada

Seja y,,7; € R, ij=1,...d, pardmetros de assimetria, v o ndmero de graus de

o’ o .

liberdade e X, =| o
' O-j,i Uj

] uma parti¢do da matriz ¥ da definicdo 3.4. Um par de
varidveis aleatérias (X,,X ;) possui distribuicdo conjunta t-Student Assimétrica, cuja

funcdo densidade de probabilidade conjunta € definida pela equagdo [3-7] fixando-se a

dimensdo em 2.

Um caso particular de interesse, que serd utilizado para constru¢ao de uma funcao
de acoplamento ¢ definido quando fixa-se & =u; =0 ¢ o} =c7]2. =1. Nesse caso uma
matriz de correlagdes serd necessdria a0 modelo, € ndo uma matriz de variancias-

covariancias completa. Isso tornard a funcdo de acoplamento que serd construida mais

simples de ser interpretada. A fungdo bivariada nesse caso é dada por:

K vt xlz —2px,x, +x22 712 —2p%7, + 722 exp 7Gx —pxy) + 75 (x, — pxy)
2 1-p° 1-p° i 1-p> , [3-24]

v+ xlz —2pxx, +x22 712 —2p%1, + 722 A 1+ xlz —2px,x, +x22 N
1-p? 1-p° v.(l-p%)

onde ¢ = ) [3-25]

le.Xz (XI,XZ) =C

Denota-se essa distribui¢do por X ~ st,(v,0,0,7), onde X=(X,,X,), 0=(0,0), pe[-L]]
€ Y = (7/1’ 72) .
Quando 7,,7, >0 essa distribuicio converge para a distribuicdo t-Student

Simétrica bivariada. As distribui¢des marginais obtidas a partir da distribui¢do conjunta t-

Student Assimétrica sdo também t-Student Assimétrica univariada (X, ~st,(v,0,1,7,)).

Para a estimagdo dos parametros dessa distribuicdo podem ser utilizados métodos

baseados no algoritmo EM (ver por exemplo Hu, 2005), métodos de momentos e maxima
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verossimilhanga. A estimacdo dos parametros da distribui¢cdo bivariada [3-24] pelo método
de momentos € realizada de forma semelhante a estimacdo dos parametros da distribui¢do
univariada padrao. O parametro de correlagao que compde a distribui¢ao pode ser estimado
a partir da covariancia amostral. Os métodos de momentos tanto para o caso univariado
padrdao quanto para o caso bivariado padrao sdo obtidos através da solucao das equagdes da

média e variancia da distribui¢c@o, que no caso bivariado é:
E(X
oo (2l
E(X,)) \v=2\7,) \u,

Var(X,) Cov(X,,X,) :( v )0-12 012 +L noonn [3-27]
Cov(X.X,) Var(X,) ) \v=2)0,, o) o-2*0-d\pn 7 )

Para o caso bivariado padrdao (st,(v,0,0,Y)), como existem 5 equagdes para

estimacdo de 4 pardmetros € necessdria a aplicacdo do método de momentos generalizado,
atribuindo-se, por exemplo, pesos iguais a 0.5 as equacdo [3-30] e [3-31], e pesos elevados
as outras equagdes. Aproximadamente isso é equivalente a realizar uma minimizagao da
soma dos quadrados dessas fun¢des no parametro v, igualando as outras equagdes a zero.
As equagoOes [3-28] e [3-29] sdo construidas diretamente a partir da equacdo [3-26] e as

equagdes [3-30] a [3-32] a partir da equagdo [3-27].

- 2)__ .

- 5 [3-28]

_— (VAz)‘—f/; [3-29]

[Z(x 2 1}” (4 AP i _x)] [4 2 gm0 J [3-30]
n—1 n—1

T4:[—Z(y—y) —1}ﬁ2+(4—25—6—z(y_y) J.ﬁ+[4iz+8m—_y)} [3-31]
n—1 n—1 n-l1

s [Za—D(-7) g)‘c&j[ﬁjzj_ b [3-32]

n—1 v—4 1
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No caso bivariado completo, st,(v,p,X,y), 0 1° e 2° momentos ndo sdo suficientes

para a estimacdo de todos os parametros. Nesse caso serdo necessarios momentos de ordens

superiores, como a assimetria e excesso de curtose para a estimacao.

As figuras 3.6 e 3.7 exibem gréficos de contorno da densidade da distribui¢do t-
Student Assimétrica bidimensional, bem como o contorno da fun¢do acumulada dessa
distribui¢do com os parametros v=6, p=0.7 e assimetria (},,%,)=(0.8 , 0.8) e
(7,7,)=(0.8 , 0.8). Veja na figura 3.6 que, embora apresente assimetria marginal, a
igualdade dos parametros de assimetria mantém a simetria radial, j& que ambas as
marginais terdo o mesmo comportamento e perfil assimétrico. J4 na figura 3.7, a presenca
de valores diferentes de assimetria causa tanto assimetria marginal quanto assimetria radial,

j& que as marginais possuem comportamentos assimétricos inversos.

X1 X1
Figura 3. 6. Contornos da Distribui¢do t-Student Assimétrica — Fungdo Densidade e Fun¢do Acumulada com
pardmetros V=6, p =0.7 e assimetria (},, %,) =(0.8,0.8)
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-

09

X1 X1

Figura 3. 7. Contornos da Distribuicao t-Student Assimétrica — Fungcdo Densidade e Fungdo Acumulada com
pardmetros V=6, p =0.7 e assimetria (},, %,) =(-0.8, 0.8)

O método de maxima verossimilhanga para a versdo bidimensional da distribuicao t-
Student Assimétrica é andlogo ao caso univariado. Realiza-se através da maximizacdo
numérica (nos parametros) da soma do logaritmo da funcao [3-24] aplicada ao conjunto de
dados. Além disso, o caso particular bivariado € extensivel para dimensdes superiores,
utilizando-se parametros de posi¢do nulos e parametros de escala iguais a 1 na equacao [3-
9]. Mais detalhes sobre a estimagdo de pardmetros através da maxima verossimilhancga para

dimensdes maiores do que 2 serdo dados na secao 3.3.
3.2. Fungdo de Acoplamento

As fungdes de acoplamento sdo distribuicdes conjuntas de probabilidade de
marginais Uniformes (0,1) que, através da Transformada Integral de Probabilidade (Veja
Apéndice A) juntam (acoplam) diferentes distribui¢des marginais, possibilitando a
caracterizacdo da dependéncia entre eventos aleatérios, mesmo que sejam eventos de

diferentes descontinuidades.

Serd tratada neste capitulo a familia de fung¢des de acoplamento gerada pela

distribuicdo t-Student Assimétrica, sendo uma alternativa para a caracterizacdo de
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dependéncias assimétricas entre conjuntos de dados. A constru¢io da funcdo de

acoplamento tem por base o Coroldrio do Teorema de Sklar (Apéndice A-2).
Funcao de Acoplamento t-Student Assimétrica

A funcdo de acoplamento é definida a partir do Corolario do Teorema de Sklar,
utilizando a equagdo da distribui¢ao t-Student Assimétrica (equagdo [3-7]), e serd chamada

de Copula t-Student Assimétrica Multivariada, e € definida por:

Defini¢ao 3.6. Seja v o parAmetro de graus de liberdade, v =(%,,%,,...,%,) um vetor com d

parAmetros de assimetria e P uma matriz de correlagdes de ordem dxd. Define-se Fun¢do de

Acoplamento t-Student Assimétrica Multivariada a distribuicao:

Cor (U5t v, Py) = [3-33]
ST, (ST, (30,00 1), ST (ugv.0.L 7)o ST, (130,07, )i, 0Py

onde ST, = J._x st (t;v,0,1,7,)dt € a funcdo distribuicdo acumulada da t-Student Assimétrica

univariada e ST, a sua inversa. ST, é a fungdo distribuicdo acumulada da t-Student

Assimétrica d-dimensional.
3.2.1. Dependéncia

A estrutura distribucional da t-Student Assimétrica em d dimensdes é flexivel no
sentido de que se ajusta a diferentes perfis de assimetria na distribuicdo eliptica em
qualquer de suas dimensdes. Quando construida sua fungcdo de acoplamento, as diferentes
estruturas de assimetria da distribuicdo d-dimensional sdo convertidas em diferentes
estruturas de assimetria na dependéncia entre varidveis. Isso sugere a possibilidade de se
utilizar a mesma fun¢do de acoplamento para ajustar diferentes niveis de assimetria da

distribuicdo d-dimensional. No caso de dependéncias nas caudas pode-se ter

Ay s ) # A (1) s Ao (G ) # Ay G715 A (G ) # A, (G J1) 5 para (i, j) # (@', j'), com
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i,j,i',j'=1,..d dimensdes, onde ﬂsup € o coeficiente de dependéncia nas caudas superior e

A

inf

na cauda inferior (veja Sec¢do 3.2.2 e apéndice B).

As figuras 3.8 a 3.11 exemplificam diferentes estruturas de dependéncia originadas por
diferentes parametros de assimetria e correlacdo da funcdo de acoplamento, através dos

contornos da funcdo densidade e da fung¢do acumulada da distribui¢do C, bidimensional.

1.0
1.0

| | \3

08

0.8
0.8

0.6
0.6

X2
X2

X1 X1

Figura 3. 8. Fungdes densidade e distribui¢io da cépula t-Student Assimétrica com pardmetros v =7,

p=08¢ (¥,7,)=(0.8,0.3).
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Figura 3. 9. Fungdes densidade e distribui¢io da cépula t-Student Assimétrica com pardmetros v =7,
p=08¢ (7,7,)=(-0.8,0.8).
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Figura 3. 10. Funcdes densidade e distribui¢do da cépula t-Student Assimétrica com pardmetros v =120,
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Figura 3. 11. Fungdes densidade e distribuigiio da cépula t-Student Assimétrica com pardmetros vV =7,
p=-08¢ (y.7,)=2.2).
Em todas as figuras veja que a densidade localizada nos cantos superior direito e
inferior esquerdo indicam dependéncias entre valores positivo-positivo e negativo-negativo.
A densidade concentrada nos cantos superior esquerdo e inferior direito indica dependéncia

entre valores positivo-negativo e negativo-positivo.

A figura 3.8 indica maior dependéncia na cauda superior do que na cauda inferior,
considerando para essa constatacdo que existe maior concentracdo da densidade no canto
superior direito do que no inferior esquerdo. 3.9 exibe dependéncia além dos cantos

superior direito e inferior esquerdo, também no superior esquerdo.

Na figura 3.10 e 3.11, parametros mais extremos foram selecionados. Em 3.10
foram utilizados 120 graus de liberdade, o que, mesmo com valores significativos de
assimetria, manteve simetria na densidade. 3.11 exibe dependéncia no canto superior

direito, mesmo com correlagdo negativa entre as varidveis.
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3.2.2. Dependéncia nas Caudas

No estudo da dependéncia nas caudas (por exemplo, para a criagdo de um modelo
de risco), deseja-se um modelo que caracterize de maneira coerente os eventos extremos de

um conjunto de dados (por exemplo, ativos financeiros interdependentes).

O fato de que muitas vezes as caracteristicas da dependéncia em valores extremos
sdo distintas, por exemplo, nas perdas e nos ganhos extremos de um par de ativos
financeiros, sugere que distribuigdes conjuntas assimétricas devem ser utilizadas nesses

Casos.

A distribuicao t-Student Assimétrica mostra-se uma op¢ao adequada para muitos
casos de dependéncia nas caudas, j4 que apresenta flexibilidade na caracterizacdo da
dependéncia em valores extremos nas caudas superior e inferior. A definicio de

dependéncia nas caudas € dada por:

Definicao 3.7: Seja o vetor (X,Y ) de varidveis aleatérias continuas, com distribuicdes
marginais F; e F,. O coeficiente de dependéncia na cauda superior (inferior) de (X,Y ) é

definido como: lim P{Y > F, ()/ X > F ()} = A,

b
a—1" up

.+ €10.,1]), dado que o limite exista.

1]

( iii? PYSF () X <F'(@}=4y), 4,,€[01] (4

Se ﬂsup € (0,1] (4,,€(0,1]),entdo X e Y sdo chamadas de assintoticamente dependentes
na cauda superior (inferior). Se A4, =0 (4,=0) X e Y sdo chamadas de

assintoticamente independentes na cauda superior (inferior). Caso o limite ndo exista, a

dependéncia na cauda nao é definida.

Analiticamente, a partir da formulacdo tedrica da dependéncia nas caudas e da
distribuicao univariada e bivariada t-Student Assimétrica é possivel obter uma equacgao da
dependéncia nas caudas da cépula t-Student Assimétrica. Esse resultado pode ser obtido a
partir do mesmo argumento utilizado por Embrechts et al. (2002) para a distribuicdo t-

Student Simétrica. Entretanto o célculo da distribuicdo condicional necessdria para o
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resultado final serd mostrado em parte, dada a dificuldade de se trabalhar analiticamente

com fun¢do Bessel modificada de segundo tipo.

O resultado € obtido inicialmente aplicando a Regra de L’Hopital as expressoes [B-
14] e [B-15] do Apéndice B.3.5. Se C é acépulade X e Y, onde F, =ST(.) e F, =ST(.),

entdao obtém-se:

A = lim@= lim PU, <u|U, =uw)+ lim P(U, <u|U, =u), [3-34]

u—0" u u—0* u—0*

dd- 2ud+ C(u,u)) 2+ lim dCC(iu,u)

l — l u —_ u—1 u —

w = T d(-uw) 1 [3-35]
du
=2-1im PU, Su|U,=u)— lim P(U, <u|U, =u),
u—1" u—1"

onde (U,,U,) é um vetor aleatdrio cuja distribui¢do é C, e a segunda igualdade segue de
uma propriedade da derivacdo de cépulas (Nelsen, 2006, Cap. 2). Suponha que se defina
Y, = ST_I(UI;V,O,L 7)) e Y, = ST_I(UZ;V,O,L 7,), de forma que (Y1,Y2)~ST,(v,0,P,y).
Dai,

imP(U, <u|U,=u)=
u—1"

. [3-36]
lim P(ST™'(U,;v,0,1,7,) <ST ' (u;v,0,1,7,) | ST~ (U ;v,0,1, %) = ST (u;v,0,1, 1,))
lim P(U, <u|U, =u)=
u—0 [3_37]

lim P(ST™ U,v,0,Ly)< ST (u;v,0,1, )| ST U,v,0.1,7,)= ST (u;v,0.1, 7,)) .
u—0*

Entdo, como ST é a inversa da acumulada da t-Student Assimétrica, é, portanto,
mondétona. Se y = ST ' (u;v,0,1,%,), e u—>0", implicaem y — —oo*. Andlogo para o caso

u—1,emque y— o . Dessaforma,
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A = lim P(Y, <y|Y,=y)+ lim P(Y,<y|Y,=y),e [3-38]
y—>—o0 y—>—o0
A =2-lim P(Y, <y|¥, =y)- lim P, <y [T, = y). [3-39]
onde,

.

lim P(Y, < y|¥, = y) =lim [ f, ,_, (x/Y, = y)dx, e [3-40]

y—a yoa 200

y

lim P(Y, < y|Y, = y) =lim jfyl,yzzy(x/y2 = y)dx. [3-41]

Depende-se entdo do calculo das densidades condicionais de Y,/Y,=y e Y,/Y, =y.

Apresenta-se a seguir o calculo da distribui¢do condicional:

f=xY, =)
S, =y

2 2 2 2
K. \/[H_x Zf)xyz-ky j(% 2,0_7’17;z+72j exp Y (x—=py)+7,(y—px)
2 1 p 1 p 1_p2

¢ %,(\/ v+ v ) exp(y7,) [3-43]

Sy ey (XY, = y) = [3-42]

K

v+2

. - v2
’ v+x2—2,0xy+y2 712_2:07172"'722 xz_szy+y2 N
5 2 I+ —
1-p 1-p V.(l_pz)

' 21\
v

o)
71(x—py)+72(y—px)_mJ

ex
L p{ 1-p?

¢, Q 2 2\'7 2\ 2\2
27 1+xz¢2+y 2 (142
v.(1-p%) 14 v

[3-44]
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exp[ (=7 = p%)J
_ ¢, L, 1-p

¢, Q, W+ y).(=p)+(x— py)> =S . 3 1+L2 2
v.(1- p?) v+y’ v

exp((x_py){ v+l J; (71_/)72)(1"")’2]2]
_q9 W=t vEy) et Lvsl ) [3-46]

c,.Q 2 5 2\3
e (1+(x2_py) . J [1+yJ
(I=pHv+y7) 14

2 _ 2 2 _ 2
KM{J(V+ s ~2pry+y j{% 2017, %1 H
2 I-p I-p

) e [3-47]

[3-45]

onde,

v+2

v+x2—2pxy+y2 Y2007, +7, 2
1-p° 1-p?
(\/(vwz)ﬁ Ti

O termo €, ¢ dificil de ser tratado analiticamente, sendo necessdrio isolar dentro

Q, =

[3-48]

dele os termos relacionados as varidveis x e y, de forma que se obtenha uma distribuicao de
probabilidade final conhecida, ou que possa ser integrada e ter seu limite calculado

analiticamente. ¢, e ¢, sdo constantes referentes a f(¥,=x|Y,=y) e f(¥Y,=y). O

resultado analitico para y, = y, =0 podem ser encontrados em Demarta & McNeil (2005).

Embora ndo tenha sido possivel calcular o valor tedrico de dependéncia nas caudas
exatamente, pelo fato da dificuldade de encontrar os limites [3-38] e [3-39], eles podem ser
obtidos através de simulagdo, diretamente pela definicdo de dependéncia nas caudas. Para a
obtencdo dos resultados, dado um conjunto de parametros, sdo simulados 1 milhdo de
observacdes e calculado o nimero de ultrapassagens conjuntas de limiares percentis

inferiores (entre 0.001 e 0.0001) e superiores (entre 0.999 a 0.9999). A figura 3.12 exibe a
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dependéncia na cauda inferior da cépula t-Student Assimétrica para simulacdes realizadas

com v=35, p=0.7, estando os parametros de assimetria(},, ,) nos eixos.

parametro 2

0.0

parametro 1

Figura 3. 12. Dependéncia na cauda inferior estimada através de simulacdo para funcéo de acoplamento t-
Student Assimétrica com v =35, p =0.7, e parAmetros de assimetria (};, ,) nos eixos. A cor distingue
dependéncias nas caudas baixa ou nula (azul) até alta (acima de 0.8, em vermelho).

Observa-se que, para um par de parametros de assimetria em (};,7,) =(-0.5,-0.5) a
dependéncia na cauda inferior possui valor de aproximadamente 0.75. Para 5 graus de

liberdade a figura 3.13 mostra a variagdo causada na dependéncia nas caudas inferior e

superior de acordo com diversos valores do parametro de correlacdo e parametros de

assimetria.
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P =1O.5 p=07 p=09

Dependéncia na Cauda Superior

02
Dependéncia na Cauda Inferior

av=4

04

0.6

08

Dependéncia na Cauda Superior
o o
w o
o

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Dependéncia nas Caudas Inferior

Figura 3. 13. Variacdo da dependéncia nas caudas inferior e superior por varia¢cdes na correlagdo (seta preta
tracejada), e pardmetros de assimetria (setas vermelhas pontilhadas) entre -1 e 1 em passos de 0.1 com

V=7, av=4eb:v=35.

A figura indica que essa fungcdo de acoplamento permite grande gama de

combinacdes de dependéncias nas caudas inferior e superior, chegando muito préximo da

cobertura total das possibilidades de combinacdes com 4 graus de liberdade (até

aproximadamente 0.999 para parametros de assimetria se aproximando de 2. A figura 3.14

exibe a variacdo das dependéncias nas caudas com pardmetro de assimetria ¥, entre -1 e 0.8

em passosde.le p, =% +0.2
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Figura 3. 14. Variacdo da dependéncia nas caudas inferior e superior por variagdes na correlagio (seta preta

tracejada), e pardmetros de assimetria (setas vermelhas pontilhadas) 7] entre -1 e 0.8 em passos de .1, com

%, =y+02,v=4ev=35
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Figura 3. 15. Variacdo da dependéncia nas caudas inferior e superior através de varia¢cdes no grau de
liberdade, com p=0.7 e ¥, =y, =—0.4.

A figura 3.15 mostra a redu¢do na dependéncia nas caudas inferior e superior
conforme aumenta-se o nimero de graus de liberdade, com correlacio e parametros de
assimetria fixados em p=0.7 e ¥, =), =-0.4. Note que o grau de liberdade é um
parametro que influencia diretamente na dependéncia nas caudas, sendo determinante para
sua existéncia. Quando v —c obtém-se uma cOpula normal assimétrica e, portanto, a
dependéncia nas caudas reduz-se para zero, para quaisquer parametros de assimetria e

quaisquer parametros de correlacao diferentes de 1.

Quando a correlacdo € negativa (veja exemplo da distribuicdo na figura 3.11 e da
dependéncia na cauda inferior segundo diferentes parametros de assimetria na figura 3.16)
a dependéncia nas caudas concentra-se em apenas uma direcdo, de acordo com o sinal dos
parametros de assimetria. Nesse caso, mesmo que o parametro de correlacdo seja igual a -1

a dependéncia nas caudas decai para zero quando v — .
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parametro 2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

parametro 1

Figura 3. 16. Dependéncia na cauda inferior estimada através de simulacdo para funcéo de acoplamento t-
Student Assimétrica com v =35, p =-0,7, e pardmetros de assimetria (};, ¥,) nos eixos. A cor distingue
dependéncias nas caudas baixa ou nula (azul) até alta (acima de 0,6, em vermelho).

Uma propriedade da dependéncia nas caudas da funcdo de acoplamento t-Student
Assimétrica € a de que a assimetria na cauda inferior é equivalente a assimetria na cauda

superior quando os parametros de assimetria possuem sinais inversos, ou seja,

Proposicao 3.2: Seja C,, (u,,u,,...,u,;v,P,y) uma funcdo de acoplamento t-Student
Assimétrica de d dimensdes, onde P € uma matriz de correlagdes € v = (¥,,7,.....7;) 0S
parametros de assimetria. Se A7 (v, p, ;»Yi»¥;) € o coeficiente de depend@ncia nas caudas
. . . . 9. . .. i,j

inferior para a marginal bidimensional (i,j) desse acoplamento e A (v,p,;,7,¥;) ©

coeficiente de dependéncia nas caudas superior para a marginal bidimensional (i,j) do

acoplamento, entdo,

Al P, ¥ V)= Ay 0, PV Y). [3-49]

Foram calculadas as dependéncias nas caudas para outros valores de parametros

além dos ja citados e as principais conclusdes sao:
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e Se os parametros de assimetria para um par (i,j), (7/,.,7/].), 1,j=1,....d, i # j sdo de

sinais contrdrios, ou seja, um deles de valor negativo e o outro de valor positivo, o
par possuird dependéncias nas caudas nao nulas para correlacdes positivas e grau de
liberdade pequeno (4 a 6, aproximadamente), decaindo rapidamente para zero
conforme se aumenta o grau de liberdade;

e Conforme o valor absoluto dos parametros de assimetria se aproxima de zero a
dependéncia nas caudas se aproxima do caso da fun¢do de acoplamento t-Student
Simétrica;

e Com correlacdo igual a 1, pardmetros de assimetria de valores iguais mostram
sempre dependéncias nas caudas inferior e superior iguais a 1, mesmo para altos
graus de liberdade;

¢ Diferentemente do que foi exposto em Sun et al (2008) o grau de liberdade é um
parametro importante para a determinagdo da dependéncia nas caudas em uma
fun¢do de acoplamento;

e Aparecem nas figuras 3.12, 3.13, 3.14 e 3.16 dependéncias nas caudas relativas a
parametros de assimetria entre -1 e 1. Porém esses pardmetros podem assumir

valores maiores. Com v=5 e p=0.7 obtém-se A, =0.087 e A, =0.953 com
7, =7,=2 eobtém-se A, =0.138 ¢ A, =0.9712 com , =y, =4, mostrando a

possibilidade de obtengdo de niveis ainda mais extremos dos que os que aparecem

nos graficos, cobrindo todo o retangulo 0,1)%.

3.2.3. Simulacio da Funcao de Acoplamento

A simulacdo de uma varidvel aleatdria distribuida de acordo com uma funcdo de
acoplamento serd realizada através de uma adaptacdo do método de aceitacio-rejeicdao
(Asmussen & Glynn, 2007, Cap. 2). Esse método utiliza a funcdo densidade da fungdo de

acoplamento.
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Algoritmo de Aceitacdo-Rejeigcdo para Copulas

Seja c(u,,u,) a funcio densidade de uma funcdo de acoplamento C. A geracdo de

um vetor aleatério de distribui¢do C € feita através de :

1. Gera-se 3 valores u,, u, e w de distribuicdo Uniforme(0,1) independentes.
2. Se w<c(u,,u,)/k, onde c(u,v)<k,Vu,ve[0,1l], aceita-se os valores u, € u,.
Caso contrario, retorna-se a 1.

3. O vetor (u,,u,) € uma observagdo gerada da fungdo de acoplamento C.
4. Se F,(x) e G,(y) sdo funcOes acumuladas de distribui¢cdes de probabilidade
quaisquer, entdo (Fy'(4,),G,'(u,)) possui estrutura de dependéncia

determinada pela fung¢do de acoplamento C e marginais fe g.

Veja que € necessdria a existéncia da funcdo densidade da fung¢do de acoplamento
para a operacionalizacdo desse método, e que o mesmo ¢é facilmente expandido para
dimensdes maiores. Especificamente para a fungdo de acoplamento t-Student Assimétrica a

func¢do densidade € apresentada na proposi¢ao 3.2.

Proposicao 3.2. Seja C, (u,,u,,...,u,;v,P,y) como definida na equagdo [3-33] a densidade
da fun¢do de acoplamento t-Student Assimétrica, denotada por cg, (u,,u,,....u,;v,P,y) €

dada por:

Cor Uy Uyssuty; v, Py) =
Stz (S’Zl_l (ul;v70317 %),"',ST;_I (ud;v,()’l’ 7/d);v, P, Y) * [3_50]
st, (ST, (uy3v,0,1, 75 v,0,1, 7,)...51, (ST, (159,01, 7,):v,0,1, 7,)

Prova: A funcio densidade de uma fun¢ao de acoplamento C é dada por:

9'C(uy,ty,enrtty)

3-51
ou,0u,...ou, 551

c(UUy,.lty) =

Entdo, pela regra da cadeia e teorema da func¢do inversa (Stewart, 2002),
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0/Cyp (), Uy st 3 v, P,Y) _

Cor(Uy,tty ety v,PLy) =

ou,du,...0u,
[3-52]
_ adSTd (STl‘l(ul;v,O,l, 7)), STI‘l(uz;v,O,l, Vs )seees STI‘l (uy3v,01,7,);v,0,P,y)
ou,du,...0u,
_ stz(STl_l (ul;v,O,l,71),...,ST1_l(ud;v,0,1, v.):v,Poy) (3-53]
st (ST, (3 v,0.1, 7):v.0.1, 7.5, (ST, (1 5v.0.0, 7, ):v.0.1,7,)
m

A figura 3.17 mostra uma simulacdo de 1000 valores da funcdo de acoplamento t-

Student assimétrica com v=7, p=08 e (.,7,)=08 , 0.8) ¢ v=7, p=08 e
(71.7,) =(-0.8, 0.8).

1.0

0.8
1

0.6

u2

0.4

0.2
1

0.0
L

ut ut

Figura 3. 17. Pontos simulados da Fungio de Acoplamento t-Student Assimétrica com parametros v =7,
p=08¢ (%,7,)=038,08ev=T7, p=0.8¢ (¥,%,)=(-0.8,0.8)
Pode-se observar que, aparentemente, o método de aceitacdo-rejei¢do produz

simulacdes condizentes com a densidade tedrica, apresentadas nas figuras 3.8 e 3.9.
3.3. Estimacdo da Funcdo de Acoplamento

A estimacdo paramétrica dessa funcdo de acoplamento seguird os métodos IFM
(“Inference Function for Margins” — Inferéncia nas funcdes marginais) que realiza a
estimacdo por maxima verossimilhanca das marginais, seguindo distribui¢des paramétricas
pré-determinadas, maximizando, posteriormente, a verossimilhanga baseada na densidade

da funcao de acoplamento, e o0 método de Maxima Verossimilhanga Candnica, que utiliza a
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distribuicdo empirica nas marginais, obtendo a maxima verossimilhan¢a da densidade da

funcdo de acoplamento.
Método IFM

Sejam (X,,X,,....,X,) um vetor aleatério d-dimensional de distribui¢do conjunta
CST(FX] (xz;ﬁl),FX2 (x2;192),...,FXd (x;;¢,);v,P,y), onde FX],FXZ,...,FXJ sdo  as

distribui¢des marginais de X, X,,..., X, respectivamente.

Primeiro estagio: Realiza-se a estimag@o dos pardmetros das marginais F, , pelo

método de médxima verossimilhanca:

T
O = argmglx;ln fx, (x,38), i=1,...d. [3-54]
No segundo estdgio, estima-se o parametro 0 = (v,P,y) utilizando o método de

maxima verossimilhanca condicionado ao que foi obtido no primeiro estagio. Ento,

3,):0). [3-55]

n,t?

T
0 =arg max gln ¢, (F(x,;0),....F,(x

Método de Mdxima Verossimilhanca Candnica

Primeiro Estagio: Primeiramente usa-se a distribuicio empirica para estimar as
distribuicdes marginais (abordagem nao-paramétrica, ou seja, nenhuma suposicdo é feita

sobre as distribuicdes marginais).

Defini¢ao 3.7: Seja Y,,...,Y uma amostra aleatoria da varidvel Y, que tem distribui¢do F .

A funcdo distribui¢do empirica de Y ¢é dada por

F,(y) =+ 1Y, € (—,y]}. [3-56]
i=1
Utilizando a distribui¢do empirica, transforma-se o conjunto de dados (x;,...,x,;),

i =1,2,..d, em variaveis aleatérias uniformes (i, ,,...,u,,). Pela teoria de probabilidades,
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U,=F, (X)~U(0J]), se Fy ¢é continua, entdo i, =F," (x,),i=12,..d, em que F, éa

distribuicdo empirica de X .

Segundo Estagio: Estima-se o parametro 0 =(v, p,%,,7,) da seguinte forma:

A

T

0 =arg max Zln c, (s, 30). [3-57]
t=1

Para simulacdes diretas da funcdo de acoplamento bivariada obtém-se vetores

aleatdrios bivariados cujas marginais sdo Uniformes (0,1). Nesse caso, a estimagdo ¢é

realizada apenas através do segundo estdgio dos métodos IFM ou Méxima Verossimilhanga

Canonica, que nesse caso sdo equivalentes.

Além do exposto, o objetivo desta se¢do é apresentar um estudo das propriedades
dos estimadores dos parametros da distribuicdo t-Student Assimétrica e da funcdo de
acoplamento t-Student Assimétrica bivariada e 3-variada. Inicialmente serdo discutidos
brevemente os algoritmos utilizados na estimacdo de parametros. Esse estudo é necessario
pois se observaram diferentes resultados na otimiza¢do dos parametros através de
variagdes, por exemplo, de valores iniciais, o que indicaria uma falta de regularidade das
funcdes de verossimilhanca empregadas. Outro fato de grande importancia é o tempo de
execuc¢do dos algoritmos, que é de aproximadamente 10 minutos para a otimiza¢do de uma
funcdo de acoplamento 3-variada, com precisdo média (a precisao do algoritmo serd

discutida na secdo 3.3.1 e 3.3.6).

Este estudo é organizado em: a) Comentarios sobre os algoritmos auxiliares da
verossimilhanga e da fung¢do de verossimilhanga (se¢do 3.3.1), b) Selecdo de valores
Iniciais (se¢do 3.3.2) ¢) Estimacdo de parametros das distribui¢des marginais (secao 3.3.3),
e d) Estimacdo de parametros das funcdes de acoplamento Bivariada e Trivariada (sec¢Oes

3.3.4 e 3.3.5). Toda a programacdo foi realizada através do software estatistico R-2.7.1.
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3.3.1. Comentarios sobre Algoritmos

As ferramentas computacionais utilizadas podem ser distribuidas em 3 classes
principais: algoritmos de otimizagdo, fun¢des auxiliares e fungdes de verossimilhanga. Na
classe de otimizagdo se encontram os métodos computacionais que, dada uma determinada
funcdo objetivo, encontram o ponto mdximo ou minimo da fun¢do. Os algoritmos de
otimizagdo testados foram o método Simplex (Nelder & Mead, 1965, que € a busca pelo
valor 6timo baseado em um elemento geométrico que possui n+1 vértices para n
dimensdes), o método quasi-Newton (Byrd et al., 1995, através da aproximacdo da fungdo
por um polindmio e ajuste da primeira e segunda derivadas para encontrar o ponto de
gradiente nulo), e 0 método de gradientes conjugados (Fletcher & Reeves, 1964, através do
gradiente em um ponto determina-se a dire¢cdo de maior crescimento da fun¢ao). O método
de Nelder & Mead (1965) foi o que mostrou os melhores resultados dentre os métodos
implementados no software estatistico R para as otimizagdes de parametros nas simulagdes

realizadas, e seus resultados serdo apresentados neste texto.

Dentro da classe das fungdes auxiliares estdo os algoritmos que calculam as
distribuicdes de probabilidade, funcdes densidade e acumulada da distribui¢do t-Student
Assimétrica e sua funcdo de acoplamento, as funcdes de geracdo de varidveis aleatorias e
outras que fazem calculo da fun¢do acumulada e sua inversa para a distribuicao t-Student
Assimétrica, dado um conjunto de parametros. A necessidade da programacgao de cada uma
dessas fungdes adveio da auséncia de pacotes que incluam essa distribui¢do. Foram
programadas também as fungdes de verossimilhanga, construidas a partir das fungdes

auxiliares.

Dentre as func¢des auxiliares, a funcdo que calcula a inversa da fun¢do acumulada é
a que contribui mais drasticamente para o aumento no tempo de execucdo de uma
otimizacdo. Dado um conjunto de parametros da distribuicdo t-Student Assimétrica, essa
funcdo constréi uma matriz de duas colunas (quantis da distribui¢do e percentis da fungao
acumulada). Essa matriz possui nimero de linhas relativo ao nimero de casas decimais que

se deseja considerar para os quantis, e também relativo ao valor inicial e final considerado
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para os quantis da distribuicdo. Por exemplo, quantis entre -120 e 120 com passos de 0.002

implicam em uma matriz de 120000 linhas e duas colunas (x e P(X <x), onde X ¢

distribuida pela distribuicao t-Student Assimétrica). Essa selecdo garante que a soma

cumulativa da probabilidade em -120 seja préxima de zero e em 120, préxima de 1.

Em uma otimizagdo o célculo dessa matriz deve ser realizado um nimero suficiente
de vezes até que se encontre o parametro mais adequado para o conjunto de dados. Além
disso, se um conjunto de dados possui 3 percentis, o algoritmo deve encontrar os § quantis
correspondentes. O tamanho do passo (p.ex. 0.002) para a construcao do vetor de quantis
relacionado ao vetor de probabilidades acumuladas foi considerado a precisao desse
algoritmo. Maior precisdo implica em um vetor maior, € maior tempo de processamento.

Maiores detalhes sobre precisdo serdo dados na secao 3.3.6.

3.3.2. Valores Iniciais

A selecdo de valores iniciais para os algoritmos de otimizacdo € de fundamental
importancia para que se possa encontrar a estimativa de maxima verossimilhanca para as
funcdes de acoplamento t-Student Assimétricas. Esse fato é causado pela falta de
regularidade (suavidade) da fung¢do de verossimilhangca do acoplamento em alguns dos
parametros. Para contornar esse problema, no caso bivariado pode-usar um método de
"grid", otimizando a mdxima verossimilhanca nos parametros de assimetria e correlacdo
para varios graus de liberdade, distantes em algum nivel um do outro (por exemplo, de 4 a

20 de 2 em 2).

Seleciona-se as 3 estimativas de maior verossimilhanca e refina-se os graus de
liberdade a partir do maior intervalo composto por essas 3 estimativas. Esse passo é
repetido até que se obtenha um grau de liberdade com nimero de casas decimais desejado.
Junto com ele vém sub-estimativas dos outros parametros do acoplamento. Todos esses
valores sdo entdo utilizados como valor inicial para a otimizacdo completa da cépula

bivariada.
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Existe ai a possibilidade de que se encontre um bom valor inicial para o grau de
liberdade e ndo para os parametros de assimetria (exclui-se do problema o parametro de
correlagdo pelo bom comportamento deste na verossimilhanca). Poderia ser necessério
utilizar um método de "grid" também para esses parametros. Entretanto o custo
computacional seria demasiado e essa alternativa foi descartada, e empiricamente,
observou-se pelas simulacdes que a selecdo de um bom valor inicial para o grau de
liberdade j4 traz estimativas do parametro de assimetria validas para serem utilizadas como

valor inicial na estimagao completa.

No caso trivariado a fun¢do de verossimilhanga completa aumenta de 4 parametros
(2 de assimetria, correlagdo e graus de liberdade) a serem estimados para 7 (adicao de 1
parametro de assimetria e 2 de correlagdo). Conforme a ordem da fun¢do de acoplamento é
elevada aumentam-se sempre mais 1 pardmetro de assimetria e mais (ordem - 1) parametros
de correlacdo (na 4* ordem aumentam-se mais 3 parametros de correlacdo). Pensou-se na
possibilidade de usar, nas estimativas de parametros por maxima verossimilhanca da fungao
de acoplamento de ordem 3 ou mais, os parametros de correlacio fixados nas correlacdes
estimadas pelo caso bivariado. Isso significa organizar um algoritmo com a seguinte

seqiiéncia de eventos:

1) Estimar parametros da funcdo de acoplamento bivariada para cada par (no caso 3-
variado, sdo 3 pares, no caso 4-variado, sdo 6 pares, etc.).

2) Estimar parametros da fun¢do de acoplamento de ordem superior, mantendo fixos
os parametros de correlagdo nos estimados em (1), com valores iniciais definidos
pelas outras estimativas de parametros de (1).

3) Utilizar os parametros estimados em (2) e mais os parametros de correlacdo
estimados em (1) como valores iniciais para uma estimacdo completa do

acoplamento de ordem superior.

O segundo passo sugere que a correlacdo estimada pela cpula bivariada € préximo
do parametro estimado pela funcdo de ordens superiores. Para ilustrar esse fato a figura

3.18 mostra o resultado da estimagdo bivariada da correlacdo em 170 simulacdes de 2000
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valores da funcdo de acoplamento t-Student Assimétrica 3-variada contra os parametros

estimados da cépula 3-variada.

1.0

06 038

Estimagéo 3-Variada
04
1

0.2

0.0
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Estimacéo Bivariada

Figura 3. 18. Parimetros de correlacio verdadeiros de 170 simula¢des da fungdo de acoplamento t-Student
Assimétrica 3-variada contra pardmetros estimados pela copula bivariada

Nota-se que as estimativas dos parametros estimados pelo acoplamento 3-variado
sdo centradas nos estimados pelo acoplamento bivariado, embora que, para correlagdes

baixas exista uma dispersdo maior da estimativa contra os valores verdadeiros.

O uso do algoritmo descrito acima até o passo 2 ji vem gerando resultados
adequados na estimacdo de parametros da copula 3-variada. Existe a possibilidade de se
estudar modelos com dimensdes superiores, até que se chegue no limite computacional de

estimacao.

3.3.3. Estimacao da Distribuicao t-Student Assimétrica Univariada

A estimacdo de parametros da distribuicdo t-Student Assimétrica univariada, que
serd utilizada como distribuicdo marginal das fun¢des de acoplamento, como foi visto na
secdo 3.1.2, € realizada através dos métodos de momentos ou maxima verossimilhanca. Os
métodos tornam-se de dificil tratamento analitico quando sdo necessdrias as estimagdes,
além dos parametros de graus de liberdade e de assimetria, dos parametros de posicdo e

escala.
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Exemplo 3.1 a) Foram simuladas 1000 amostras com 1000 observagdes de uma
distribuicao t-Student assimétrica de pardmetros v=5.76 e y = 0.68 e os parametros
estimados pelo método de momentos e também pelo método de maxima verossimilhanca
(Tabela 3.1). Veja que, embora a variabilidade das estimativas seja elevada, principalmente
nas estimativas pelo método de momentos, a média € proxima do valor verdadeiro, tanto
nos graus de liberdade, quanto no parametro de assimetria.

Tabela 3. 1. Média e dispersdao dos pardmetros estimados pelo método de momentos e pelo método de

maxima verossimilhanga para mil simulagdes distintas de 1000 valores da distribui¢do t-Student Assimétrica
de pardmetros v=5.76 e y = .68.

Graus Liberdade Assimetria
M. Momentos M. Verossim. M. Momentos M. Verossim.
Verdadeiro 5.76 5.76 0.68 0.68
Média 6.0698 5.8099 0.6965 0.6824
Desvio Padrao 0.5874 0.4769 0.0377 0.0300
Erro Quad. Médio 0.4407 0.2297 0.0017 0.0009

As estimativas pelo método de momentos sio menos precisas € mais dispersas do
que pelo método de méxima verossimilhanca, quando sdo estimados apenas os graus de
liberdade e parametro de assimetria. O Exemplo 3.1 b) mostra a estimacdo por maxima
verossimilhanga dos parametros graus de liberdade, assimetria, posi¢do e escala. Nao sao
apresentadas as estimativas dos 4 parametros pelo método de momentos pois, através das

equagoes [3-18] a [3-21] o método divergiu em todas as amostras realizadas.

A estimacdo de parametros de posicao e escala pela mdxima verossimilhanga para a
distribuicao t-Student Assimétrica univariada, embora seja mais complexa no sentido de
envolver a fun¢do de Bessel, apresentou otimizagdes razoaveis dos parametros de posi¢ao,

escala, assimetria e graus de liberdade, como serd apresentado.

Exemplo 3.1 b) Foram simulados 1000 amostras de 500 observacdes ,1000 amostras de
1000 observacdes, 1000 amostras de 3000 observagdes e mais 1000 amostras com 10000
simulacoes, todos com 5.76 graus de liberdade, parametro de assimetria no valor de 0.68,
posicdo em (.75 e escala em 1.75. Na tabela 3.2 observam-se os parametros estimados.

Para cada um desses conjuntos foram estimadas as matrizes hessianas que, através da raiz
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de sua inversa ddo uma estimativa do desvio padrdo para a estimativa dos parametros.

Serdo comparados os desvios padrdo da matriz hessiana com o amostral (Tabela 3.3).

Tabela 3. 2. Parametros estimados, desvio padrdo, erro quadritico médio das estimativas por maxima
verossimilhanca dos parametros da distribuicdo t-Student Assimétrica univariada, com 5.76 graus de
liberdade, e parametro de assimetria no valor de 0.68, posi¢cdo em 0.75 e escala em 1.75 para 1000 replicagdes
de 500, 1000, 3000 e 10000 observagoes.

Graus de Liberdade Assimetria

500 1000 3000 10000 500 1000 3000 10000
Verdadeiro 5.76 5.76 5.76 5.76 0.68 0.68 0.68 0.68
Média 5.9939 5.9852 5.7833 5.7615 0.7173 0.7143 0.6839 0.6807
Mediana 5.8402 5.8639 5.7309 5.7706 0.6929 0.6980 0.6756 0.6822
Desvio Padrao 1.3634 1.0351 0.6726 0.4078 0.2091 0.1731 0.1315 0.0769
Erro Quad. Médio 1.9118 1.1210 0.4525 0.1661 0.0451 0.0311 0.0173 0.0059

Posicao Escala

500 1000 3000 10000 500 1000 3000 10000
Verdadeiro 0.75 0.75 0.75 0.75 1.75 1.75 1.75 1.75
Média 0.7033 0.7127 0.7474 0.7505 1.7396 1.7440 1.7474 1.7493
Mediana 0.7187 0.7225 0.7576 0.7507 1.7371 1.7443 1.7500 1.7507
Desvio Padrao 0.2414 0.1960 0.1494 0.0869 0.0848 0.0598 0.0362 0.0220
Erro Quad. Médio 0.0604 0.0398 0.0223 0.0075 0.0073 0.0036 0.0013 0.0005

Para uma amostra relativamente pequena (500 observacdes) observou-se que existe
um afastamento da média das estimativas do grau de liberdade e parametro de assimetria
com relagcdo aos parametros utilizados nas simulacdes. Entretanto, no caso do parametro de
graus de liberdade a mediana mostra um afastamento menos acentuado, o que € uma
indicativa de que o procedimento de otimizacao para pequeno nimero de observacdes pode
gerar estimativas muito distantes do valor verdadeiro. De fato, como se pode observar na
figura 3.19 e 3.20, que mostram a dispersao das estimativas do grau de liberdade para 500,
1000, 3000 e 10000 observagdes, as estimativas podem assumir valores muito acima do
verdadeiro para poucas informagdes, reduzindo a variabilidade na estimacdo conforme se
aumenta o nimero de observagdes. Observa-se também que com um nimero maior de
observacdes simuladas obtém-se estimativas mais precisas e de menor variabilidade para

todos os parametros.



50

Modelagem

Densidade

0.05 0.10 0.15 020 025 0.30

0.00

500

Graus de Liberdade

Densidade

1000

Graus de Liberdade

Figura 3. 19. Graus de liberdade estimados em 1000 simula¢des de 3000 observacgdes da distribuicao t-
Student Assimétrica com 5.76 graus de liberdade (linha azul), pardmetro de assimetria no valor de 0.68,
posi¢do em 0.75 e escala em 1.75. A linha vermelha é a média das estimativas.
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Figura 3. 20. Histograma dos graus de liberdade estimados em 1000 simula¢des de 3000 e 10000
observacdes da distribuicdo t-Student Assimétrica com 5.76 graus de liberdade (linha azul), pardmetro de
assimetria no valor de 0.68, posicdo em 0.75 e escala em 1.75. A linha vermelha é a média das estimativas.

A tabela 3.3 mostra o desvio padrao médio estimado através da matriz hessiana,
juntamente com medidas de variabilidade do desvio padrao estimado para as simulacdes

realizadas com 500, 1000, 3000 e 10000 observagdes.
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Tabela 3. 3. Desvio padrdo médio estimado através do hessiano das estimagdes de parametros de 1000
simulagdes de 500, 1000, 3000 e 10000 observacdes da distribuicao t-Student Assimétrica univariada, com
5.76 graus de liberdade, e pardmetro de assimetria no valor de 0.68, posicdo em 0.75 e escala em 1.75.

Graus de Liberdade Assimetria
500 1000 3000 10000 500 1000 3000 10000
Amostral 1.3634 1.0351 0.6726 0.4078 0.2091 0.1731 0.1315 0.0769
Média 1.3303 1.0014 0.5798 0.3195 0.1926 0.1736 0.1159 0.0662
Mediana 1.1953 0.9492 0.5738 0.3203 0.2157 0.1961 0.1197 0.0671
Desvio Padrdo 0.6973 0.3304 0.1325 0.0456 0.1539 0.0943 0.0361 0.0108
Posicao Escala
500 1000 3000 10000 500 1000 3000 10000
Amostral 0.2414 0.1960 0.1494 0.0869 0.0848 0.0598 0.0362 0.0220
Média 0.2268 0.2016 0.1317 0.0756 0.0856 0.0608 0.0353 0.0194
Mediana 0.2640 0.2285 0.1385 0.0772 0.0853 0.0607 0.0353 0.0194
Desvio Padrdo 0.1658 0.1002 0.0428 0.0139 0.0069 0.0027 0.0010 0.0004

Observe a redug¢do da média e mediana do desvio padrio quando aumenta-se o
nimero de observacdes e que os desvios padrao das estimagdes com 500 observacdes sao
de 3 a 5 vezes maiores do que com 3000 ou 10000 observagdes. A aproximagao normal,
conjuntamente com o Hessiano sao utilizados para construir intervalos de confianca para as
estimativas. Através de simulagdes serd analisado se essa aproximacgdo € valida. Sera
verificado, para um determinado nivel, o percentual de intervalos de confianga construidos
que cobrem o valor verdadeiro comparando-se com o percentual nominal (ou seja, se foi
construido um intervalo de confianca de 95%, espera-se que em aproximadamente 95% das
simulagdes o valor verdadeiro esteja dentro desse intervalo). A tabela 3.4 mostra os

percentuais observados para intervalos de confianga de niveis 90%, 95%, 97.5% € 99%.

Tabela 3. 4. Percentual em que o intervalo de confianga de niveis 90%, 95%, 97.5% e 99% abrangeu o
verdadeiro pardmetro nas estimativas realizadas em 1000 simulac¢des de 500, 1000, 3000 e 10000 observacdes
da distribuicdo t-Student Assimétrica univariada, com 5.76 graus de liberdade, e parametro de assimetria no
valor de 0.68, posi¢do em 0.75 e escala em 1.75.

Graus de Liberdade Assimetria

500 1000 3000 10000 500 1000 3000 10000
90.00% 93.24% 94.09% 91.66% 87.56% 98.40% 98.43% 93.30% 90.54%
95.00% 96.44% 96.06% 96.05% 93.63% 98.93% 99.21% 96.93% 95.07%
97.50% 99.29% 98.03% 97.48% 97.23% 99.47%  100.00% 98.13% 97.64%
99.00% 99.47% 98.82% 98.79% 98.56% 99.64%  100.00%  99.45% 99.08%

Posicao Escala

500 1000 3000 10000 500 1000 3000 10000
90.00% 99.47%  100.00%  92.65% 90.44% 93.06% 91.08% 91.77% 89.93%
95.00% 99.47%  100.00%  97.59% 95.89% 96.62% 95.01% 96.27% 95.07%
97.50% 99.47%  100.00%  99.23% 98.25% 98.75% 97.64% 97.91% 97.33%
99.00% 99.47%  100.00% 100.00%  98.87% 99.29% 98.82% 99.23% 99.18%
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A tabela 3.4 indica que os intervalos de confianca foram sobreestimados para
amostras com 500 e 1000 observacdes. Possivelmente a matriz hessiana ficou subestimada
por conta do baixo nimero de observacdes nas simula¢des. Para um nimero maior de
observacdes nota-se que a existéncia do valor verdadeiro dos parametros dentro dos

intervalos de confianca das estimativas, de acordo com os niveis estabelecidos.
3.3.4. Estimacio da Distribuicao t-Student Assimétrica de 2 e 3 Dimensoes

Exemplo 3.2 a) Foram simulados 3000 valores de uma distribui¢io t-Student Assimétrica
de parametros v=8.35, p=0.77 e assimetria (},,%,)=(0.67 , -0.32). A figura 3.21
mostra a dispersdao dos pontos simulados, juntamente com os contornos da fungdo

densidade tedrica com esses parametros.

X[1]
Figura 3. 21. Dispersao de pontos simulados e contornos da Distribuicdo t-Student Assimétrica com

parametros v =8.35, p=0.77 e assimetria (¥}, },) =(0.67 , -0.32).

Como feito no caso univariado, serdo estimados os parametros através dos dados
simulados pelos métodos de momentos e maxima verossimilhanca, para 1000 replicacdes

da simulacdo acima. Os parametros estimados por esses métodos sao exibidos na tabela 3.5.
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Tabela 3. 5. Pardmetros estimados pelo método de momentos generalizado e pelo método de mdxima
verossimilhanca para 1000 amostras aleatérias distintas de 3000 valores da distribui¢do t-Student Assimétrica

bivariada de pardmetros v =8.35, p =0.77 e assimetria (},, ¥,) =(0.67 ,-0.32).

Graus de Liberdade Assimetria 1 Assimetria2 Correlagao
M.V.  MM.G. M.V.  MM.G. M.V.  MM.G. M.V.  MM.G.
Verdadeiro 8.35 8.35 0.67 0.67 -0.32 -0.32 0.77 0.77
Média 8.3899 8.4319 0.6712 0.6696 -0.3180  -0.3194 0.7697 0.7721
Desvio Padrao 0.6840 0.9721 0.0314 0.0351 0.0286 0.0283 0.0167 0.0595
Erro Quad. Médio | 0.4690 0.9507 0.0010 0.0012 8.23E-04 8.00E-04 || 2.79E-04 3.54E-03

M.V.: Maxima Verossimilhanga
M.M.G.: Método de Momentos Generalizado

Novamente, maior variabilidade na estimag¢do dos parametros é observada nas
estimativas pelo método de momentos principalmente na estimativa do grau de liberdade.
Mesmo assim, ao cabo de 1000 simulacdes a média da estimacdo conjunta dos 4
parametros da distribuicdo foi proxima entre os dois métodos de estimacdo. Importante
ressaltar que o uso do método de momentos através das fun¢des do 1° e 2° momentos s é
vdlido se os dados ndo forem padronizados, caso contrario esse método retorna valores
triviais (4 graus de liberdade, parametros de assimetria e correlacdo nulos), j4 que estdo
sendo desprezados os parametros de posicdo e escala. A correlacdo entre as estimativas
pelo método de momentos e as estimativas por maxima verossimilhanca neste caso sao de

0.85, para os graus de liberdade.

Exemplo 3.2 b) Para exemplificar o uso da distribui¢c@o t-Student Assimétrica em maiores
dimensdes foram realizadas 1000 replicagdes de amostras aleatérias de tamanho 3000 da
distribuicao t-Student Assimétrica de 3 dimensdes. As médias e dispersdo das estimativas
por médxima verossimilhanga dos pardmetros pelo algoritmo trivariado e pelo algoritmo

bivariado figuram nas tabelas 3.6 € 3.7.

Tabela 3. 6. Pardmetros estimados pelo método de maxima verossimilhanca para 1000 replicagdes de 3000

amostras da distribui¢do t-Student Assimétrica 3-variada de pardmetros v=6.23, p,=0.71,

P53 =0.33, p,;=0.23 eassimetria (¥;,7,,%;) =(0.78 ,-0.67 , -0.43).

g.l. Assim. 1 Assim.2 Assim.3 Corr.1,2 Corr.1,3 Corr.2,3
Verdadeiro 6.23 0.78 -0.67 -0.43 0.71 0.33 0.23
Média 6.283 0.807 -0.702 -0.431 0.734 0.328 0.230
Desvio Padrao 0.474 0.029 0.029 0.028 0.028 0.035 0.032
Erro Quad. Médio | 2.31E-01 2.85E-03 3.84E-03 7.94E-04 1.97E-03 1.24E-03 1.05E-03
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Tabela 3. 7. Pardmetros estimados pelo método de maxima verossimilhanca para 1000 simulagdes distintas
de 3000 valores da distribui¢io t-Student Assimétrica 3-variada de pardmetros v =6.23, Pis = 0.71,

P3=033, p,5=023 e assimetria (};,%,,%;)=(0.78 , -0.67 , -0.43). Estimagdo para marginais

bidimensionais.

Marginal Bidimensional 1

Marginal Bidimensional 2

g.l. Assim.1 Assim.2 Corr. 1,2 g.l. Assim.1 Assim.3 Corr. 1,3
Verdadeiro 6.23 0.78 -0.67 0.71 6.23 0.78 -0.43 0.33
Média 6.289 0.858 -0.764 0.757 6.285 0.782 -0.431 0.329
Desvio Padrao 0.488 0.024 0.027 0.035 0.451 0.032 0.028 0.036
Erro Quad. Médio| 3.27E-01 6.60E-03 9.61E-03 3.44E-03 || 2.06E-01 1.03E-03 8.01E-04 1.32E-03
Marginal Bidimensional 3
g.l. Assim.2 Assim.3 Corr. 2,3
Verdadeiro 6.23 -0.67 -0.43 0.23
Média 6.290 -0.670 -0.430 0.230
Desvio Padrao 0.533 0.033 0.029 0.034
Erro Quad. Médio| 2.87E-01 1.06E-03 8.31E-04 1.13E-03

Dessas tabelas € interessante notar que as estimativas dos parametros das marginais
bivariadas sdao préximas das estimativas dos parametros obtidas de forma completa (3-
variada). Esse fato serd utilizado no contexto de cOpulas, principalmente no caso dos
parametros de correlac@o, para permitir o aumento do nimero de dimensdo sem aumentar
demasiadamente o custo computacional. A correlacdo entre as estimativas do grau de

liberdade no caso 3-variado e as estimativas no caso bivariado sao em torno de 0.75.

O objetivo de se estudar a estimacdo de parametros da distribuicdo t-Student
Assimétrica de dimensdes maiores do que 1 é dar uma base para a criacdo de métodos
computacionais para a estimagdo de parametros da funcdo de acoplamento baseada nessa
distribuicdo, além de mostrar praticamente propriedades da distribuicio, como a
hereditariedade dos parametros da distribuicao 3-variada para suas marginais bivariadas e

univariadas.
3.3.5. Estimacao de Parametros do Acoplamento Bivariado

Exemplo 3.3 a) A tabela 3.8 mostra a média e dispersdo das estimativas dos parametros de
200 simulagdes de 3000 observacdes da fun¢do de acoplamento t-Student Assimétrica com

parAmetros v=6.85, p=0.81 e (¥;,7,) =(-0.78,-0.67).
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Tabela 3. 8. Pardmetros estimados por maxima verossimilhanca de 200 simulagdes distintas de 3000 valores
da fungdo de acoplamento t-Student Assimétrica bivariada de pardmetros v =6.85, p=0.81 e

(7, 7,) =(-0.78,-0.67).

g.l Assim. 1 Assim.2 Correlacdo
Verdadeiro 6.85 -0.78 -0.67 0.81
Média 6.978 -0.726 -0.628 0.809
Desvio Padrao 0.115 0.071 0.080 0.011
Erro Quad. Médio | 2.98E-02 7.93E-03 8.14E-03  1.29E-04

Veja que na tabela ainda ndo aparecem mengdes a respeito de resultados distintos
dos métodos IFM ou Maxima Verossimilhanga Canonica. Isso € devido ao fato de que as
simulacdes obtidas pelo método de aceitagdo-rejeicao ja sao percentis de uma distribuicao
marginal, ou seja, sdo quantis da distribuicdo Uniforme (0,1), que sdo diretamente aplicados
ao algoritmo de otimizacdo de parametros da funcdo de acoplamento. Isso significa que o
exemplo de otimizacdo exposto € relativo a simulacdes da préopria distribuicao (conjunta de
marginais uniformes) que € a func¢do de acoplamento. Observe que os parametros de
assimetria foram estimados em média abaixo do valor verdadeiro, e que a correlagdo ficou

proxima do valor real.

O préximo exemplo utiliza simulagdes da funcdo de acoplamento, porém com a
transformagcdo das marginais uniformes para as distribuicdes marginais Normal-
Assimétricas e t-Student Assimétricas, com posterior estimacdo dos parametros pelos
métodos IFM e Méxima Verossimilhanca Candnica. Em principio espera-se que, se a
estimacdo dos parametros das distribui¢des marginais, no caso do método IFM, estiver
correta, obter, apds a transformada integral de probabilidade, percentis préximos aos
simulados, dessa forma obter-se-ia, para um nimero suficiente de simulacdes, estimativas

dos parametros condizentes com os parametros utilizados para a simulag3o.

Exemplo 3.3 b): Foram realizadas 100 amostras de 3000 observacdes da fungdo de

acoplamento  t-Student  Assimétrica com  parametros v=7.21, p=065 e
(7,7,)=(-0.48,-0.72), sendo as marginais Uniforme(0,1) transformadas na distribui¢io
Normal-Assimétrica com parametros ¢ =0.43, 0 =0.81 e o =2.21, e na distribuicdo t-

Student Assimétrica com parametros v =5.35, ¥ =0.86. As tabelas 3.9 e 3.10 exibem
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estimacdes dos parametros das marginais e da fun¢do de acoplamento pelo método IFM e

da funcdo de acoplamento pelo método de Maxima Verossimilhanca Canonica.

Tabela 3. 9. Pardmetros estimados pelo método IFM para 100 simulagdes distintas de 3000 valores da fungao
de acoplamento t-Student Assimétrica bivariada de v=721, p=0.65 e

(7,7,)=(-0.48,-0.72) com marginal 1: Normal-Assimétrica com pardmetros £ =0.43, 0 =0.81¢
a =2.21, e marginal 2: t-Student Assimétrica com pardmetros v =5.35, ¥ =0.86.

pardmetros

Marginal Normal Assimet. Marg. T-Student Assimet.

Posicéo Escala Assimetria G.l. Assimetria
Verdadeiro 0.43 0.81 2.21 5.35 0.86
Média 0.4221 0.8152 2.4013 5.4988 0.8739
Desvio Padrdo 0.0135 0.0156 0.1289 0.2627 0.0218
Erro Quad. Médio 0.0002 0.0003 0.0529 0.0898 0.0007

Func&o de Acoplamento t-Student Assimétrica

Assimetria 1 Assimetria 2 Correlacdo Graus Lib.
Verdadeiro -0.48 -0.72 0.65 7.21
Média -0.4178 -0.6609 0.6524 7.6335
Desvio Padrdo 0.0965 0.1253 0.0177 0.9890
Erro Quad. Médio 0.0130 0.0189 0.0003 1.1378

Tabela 3. 10. Pardmetros estimados pelo método de maxima verossimilhanga candnica para 100 simula¢des
distintas de 3000 valores da fungfio de acoplamento t-Student Assimétrica bivariada de parametros v =7.21,

p=0.65¢ (7,7,)=(-0.48,-0.72) com marginal 1: Normal-Assimétrica com pardmetros = 0.43,
0 =0.81 e @ =2.21, e marginal 2: t-Student Assimétrica com parametros v =5.35, ¥ =0.86.

Funcéo de Acoplamento t-Student Assimétrica

Assimetria 1 Assimetria2 Correlagdo Graus Lib.
Verdadeiro -0.48 -0.72 0.65 7.21
Média -0.4059 -0.6856 0.6588 8.6681
Desvio Padrao 0.1268 0.1680 0.0171 1.6097
Erro Quad. Médio 0.0212 0.0288 0.0004 4.6654

Novamente observa-se a subestimac¢do dos parametros pelo método de maxima
verossimilhanga candnica, indicando que a selecdo do método para estimagdo influencia

nos resultados obtidos. Em geral o grau de liberdade foi estimado com maior precisdo e

menor variabilidade pelo método IFM.

Foram estimadas as matrizes hessianas com o intuito de calcular o desvio padrao
das estimativas dos parametros do acoplamento baseado na distribuicdo t-Student

Assimétrica. A tabela 3.11 mostra os desvios padrao estimados através da matriz hessiana
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para os métodos IFM e Mdéxima Verossimilhanca Canoénica. Aparecem também na tabela

os desvios padrao calculados para as 100 estimacdes de parametros.

Tabela 3. 11. Desvio padrdo médio estimado através do hessiano das estimagdes de parametros de 100
simulagdes de 3000 observagdes da distribuicdo t-Student Assimétrica bivariada de pardmetros v =7.21,

p=0.65c¢(7,,7)=(-048,-0.72).

Assimetria 1 Assimetria2 Correlacdo Graus Lib.
Amostral 0.0965 0.1253 0.0177 0.9890
Médio 0.0068 0.0075 0.0101 0.0092
Mediano 0.0063 0.0066 0.0100 0.0086
Desvio Padrdo 0.0021 0.0035 0.0005 0.0028

Observe que o desvio padrdio médio calculado através do hessiano obtido
automaticamente pelo algoritmo de otimizacao para cada simulac@o € muito inferior do que
o desvio padrao das estimativas. Isso sugere que a fun¢do de verossimilhanca ndo é uma
funcdo suave para pequenas variagdes (deltas) dos parametros. Isso significa que, para
chegar em uma estimativa que maximize a funcdo de verossimilhan¢a devem-se considerar
passos entre estimativas de tamanhos suficientes, de forma a evitar a ocorréncia de

otimizacdes em pontos maximos locais (e buscar o méximo global).

Em termos de estimativa do desvio padrdo descobriu-se que os algoritmos de
otimizagdo da funcdo de verossimilhanga utilizavam, no método numérico de célculo das
segundas derivadas da func¢do, definido na fungdo [3-58] o mesmo i para todos os
parametros, no valor de 0.001.

L(B, +2h,,+;X) = 2L(0: X) — (6, — 2h,,-++: %)

z e =] [3-58]

4h;

H, (0=
L6, + 1,0, + b,y sx)~ L(O, + b0, — I, -3x) = L6, —h,,0, + h,,-;2) + L(6, —h,,6, —h,,+:x)
dhh,

se i#]j

Esse fato manteve a estimativa do desvio padrdo muito longe da amostral. Além
disso a chance de que um intervalo de confianca para os parametros construido com esses
desvios padrdo ndo inclua o pardmetro real tornou-se muito alta. Decidiu-se entdo por uma

andlise para definir o melhor % para cada parametro. Para o calculo final da matriz hessiana



58 Modelagem

considerou-se a func@o de verossimilhanga calculada em um ponto @ através da média da
func¢do avaliada nos pontos 8,0 —¢€ e 8+ £, reduzindo o impacto da falta de suavidade da

fun¢ado de verossimilhanca.

A andlise do h utilizou gréaficos de fung¢des de verossimilhanga para diversas
simulacdes, em cada um dos parametros, e em escalas (deltas) diferentes. As figura 3.22 a
3.24 mostram a fun¢do de verossimilhanca quando € variado um dos parametros, mantendo
os demais fixos, para uma das simulacdes da fung¢do de acoplamento do exemplo 3.5.
Observe que quando a variacdo € realizada com passos (k) pequenos os resultados da
fun¢do de verossimilhanga tornam-se irregulares. Dessa forma o desvio padrdo calculado

através da segunda derivada (hessiano) torna-se pequeno e irregular.
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Figura 3. 22. Func¢éo de verossimilhanga calculadas em uma simulagdo da fung¢éo de acoplamento com
v="721, p=0.65 € (3,7, =(-0.48,-0.72). Com variagdo de a) graus de liberdade em passos de .001 ¢ b)

graus de liberdade em passos de .01.
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Figura 3. 23. Fungdo de verossimilhanca calculadas em uma simulacio da fun¢do de acoplamento com
v="721, p=065 € (3,7, =(-0.48,-0.72). Com variacdo de a) Parametro de Assimetria 1 (-0.48) em passos

de .001 e b) ParAmetro de Assimetria 1 (-0.48) em passos de .01
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Figura 3. 24. Fung¢do de verossimilhanca calculadas em uma simulacio da fun¢do de acoplamento com
v="721, p=0.65 € (3,,7,) =(-0.48,-0.72) . Com variac@o de a) graus de liberdade em passos de .0001 e b)

graus de liberdade em passos de .001.

Com h maiores, passando de 0.001 para 0.01 ou 0.1, no caso dos graus de liberdade,
obteve-se uma funcdo de verossimilhanga mais regular, cuja segunda derivada produzira
resultados mais adequados de dispersdo para os parametros de assimetria e graus de
liberdade. Para a correlagdo a funcdo de verossimilhanga € regular e suave, facilitando a
maximizacao da verossimilhanca nesse parametro e calculo da segunda derivada. Por esse
motivo, como visto na se¢do 3.3.2, os parametros de correlagdo estimados através da
funcdo de acoplamento bivariada para cada par de um conjunto de dados multivariado
podem ser fixados na fun¢do de verossimilhanga multidimensional, o que reduz o nimero
de parametros a serem estimados em maiores dimensdes. A tabela 3.12 mostra os i’s e €

selecionados durante a analise.

Tabela 3. 12. Diferenciais utilizados no cdlculo numérico da matriz hessiana para cada pardmetro da fungéo
de acoplamento t-Student Assimétrica

Assimetria 1 Assimetria2 Correlagdo  Graus Lib.
h 0.01 0.01 0.001 0.1
£ 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001

O mesmo valor de ¢ mostrou-se suficiente para o cdlculo do hessiano em todos os
parametros. A tabela 3.13 mostra estimativas do desvio padrao através do hessiano

calculado com esses diferenciais.
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Tabela 3. 13. Desvio padrdo médio estimado através do hessiano das estimacdes de pardmetros de 100
simulacdes de 3000 observacdes da distribuicdo t-Student Assimétrica bivariada de parametros vy =7.21,

P =065 ¢ (3,7, =(-0.48,-0.72)

Assimetria 1 Assimetria2 Correlagdo  Graus Lib.
Amostral 0.0965 0.1253 0.0177 0.9890
Médio 0.0613 0.0792 0.0100 0.5468
Mediano 0.0486 0.0648 0.0083 0.4600
Desvio Padrao 0.0342 0.0306 0.0055 0.1375

Note agora que o desvio padrdo calculado pela matriz hessiana encontra-se mais
proximo do desvio padrdo amostral das estimativas dos parametros comparado com o caso
h=0.001, mas encontra-se ainda longe do desvio padrdo amostral, podendo ainda gerar
intervalos de confianca que nao incluam o parametro verdadeiro, principalmente nos graus

de liberdade.

Foram utilizados esses desvios padrdao para a determinacdo de intervalos de
confianca de 90%, 95%, 97.5% e 99% das estimativas dos parametros. Com esses
intervalos de confianga, como feito para o caso marginal, foi verificada a propor¢ao do
numero de séries em que o parametro verdadeiro se encontra dentro dos intervalos de

confianca. Os resultados sdo apresentados na tabela 3.14

Tabela 3. 14. Percentual em que o intervalo de confianga de niveis 90%, 95%, 97.5% e 99% abrangeu o
verdadeiro parametro nas estimativas realizadas em 100 simulagdes de 3000 observacdes da fungdo de

acoplamento t-Student Assimétrica com v="7.21, p=0.65 ¢ (¥,,%,) =(-0.48,-0.72).

90% 95% 97.50% 99%
Assimetria 1 88.00% 95.00% 98.00% 100.00%
Assimetria 2 86.00% 97.00% 99.00% 100.00%
Correlacao 84.00% 95.00% 95.00% 98.00%
Graus Lib. 89.00% 91.00% 92.00% 95.00%

Veja que os intervalos de confianca nao cobriram o verdadeiro parametros em
muitas das simulacdes, principalmente o grau de liberdade. E possivel que sejam

necessdrios /’s ainda maiores para melhorar o cdlculo das segundas derivadas.

Foram realizados ajustes de modelos polinomiais quadriticos a funcdo de

verossimilhanga calculada em um “grid” em torno da estimativa de maxima
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verossimilhancga. O ajuste mostrou-se adequado e o Hessiano da funcdo quadrética ajustada
ficou proximo ao Hessiano estimado pelo método proposto. Esse resultado auxilia na

valida¢do do método proposto.
3.3.6. Estimacao de Parametros da Funciao de Acoplamento 3-variada

Nesta secdo serdao apresentados exemplos semelhantes aos existentes para a funcao
de acoplamento bivariada, mostrando a possibilidade de ajuste de fun¢des de acoplamento

de maiores dimensoes.

Exemplo 3.4 a) A tabela 3.15 mostra a média e dispersdo das estimativas dos parametros
de 100 replicacdes de simulacdes de 3000 observacdes da funcao de acoplamento t-Student

Assimétrica 3-variada com pardmetros v=6.79, p,, =0.588, p,; =-.705, p,;=0.074 e
(7175, 75)=(-0.54,0.82,-0.05) .

Tabela 3. 15. Pardmetros estimados por mdxima verossimilhanca de 100 simulagdes de 3000 valores da
fungio de acoplamento t-Student Assimétrica 3-variada de parimetros Vv =6.79, Pia= 0.588,

P13 ==705, p,s =0.074 ¢ (7,,7,.7,) = (-0.54,0.82,-0.05) .

Assimet. 1 Assimet. 2 Assimet.3 Correl. 1,2 Correl. 1,3 Correl. 2,3 Graus Lib.

Verdadeiro| -0.5400 0.8200 -0.0500 0.5880 -0.7050 0.0780 6.7900
Média| -0.5669 0.7739 -0.0655 0.5814 -0.7089 0.0782 6.9720
Desvio Padrao| 0.0551 0.0302 0.0378 0.0150 0.0073 0.0164 0.3421

Erro Quad. Médio| 3.72E-03  3.03E-03  1.66E-03  2.67E-04  6.76E-05  2.65E-04  1.49E-01

Note a proximidade das estimativas dos parametros de correlacdo aos parametros
originais. O préximo exemplo utiliza as mesmas simulacdes obtidas aqui, porém com a
transformagcdo das marginais uniformes para as distribuicdes marginais Normal-
Assimétricas e t-Student Assimétricas, com posterior estimacdo dos parametros pelos

métodos IFM e Méxima Verossimilhanca Candnica.

Exemplo 3.4 b) Foram realizadas 100 rodadas de simulagdes de 3000 valores da fungdo de

acoplamento t-Student Assimétrica 3-variada com parametros v=6.79, p,, =0.588,

P;=—705, p,;=0.074 e (%,,7,.7)=(-0.54,0.82,-0.05), sendo a primeira marginal
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Uniforme(0,1) transformada na distribui¢do Normal-Assimétrica com parametros g =0.54,

0=072 e a=3.35. A 2° e 3* marginais na distribuicdo t-Student Assimétrica com

parametros v==6.78, y=-0.78 e v=16.78, ¥ =0.078, respectivamente. As tabelas 3.16 e

3.17 exibem estimagdes dos parametros das marginais e da fun¢do de acoplamento pelo
método IFM e estimacdes dos parametros da fungcdo de acoplamento pelo método de

Miéxima Verossimilhanca Canodnica.

Tabela 3. 16. Parametros estimados pelo método IFM para 100 simula¢des distintas de 3000 valores da
fungio de acoplamento t-Student Assimétrica 3-variada com pardmetros v =6.79, Pis = 0.588,
P =—7105, p,,=0.074 e (%,7,,7)=(-0.54,0.82,-0.05), sendo a primeira marginal
Uniforme(0,1) transformada na distribuigio Normal-Assimétrica com parametros 4 =0.54, 0 =0.72 ¢

a=335. A 2° e 3* marginais na distribuicdo t-Student Assimétrica com pardmetros vV =6.78,

y=-0.78 e v=16.78, ¥ =0.078, respectivamente.

Marg. 1 Normal Assimétrica Marg 2. t-Student Assim. || Marg 2. t-Student Assim.
Posicao Escala Assimetria|| Graus Lib. Assimetria [ Graus Lib. Assimetria
Verdadeiro| 0.5400 0.7200 3.3500 6.7800 -0.7800 16.7800 0.0780
Média| 0.5400 0.7185 3.4066 6.7916 -0.7865 19.7339 0.0797
Desvio Padrao| 0.0119 0.0127 0.2050 0.3224 0.0191 3.8876 0.0158
Erro Quad. Médio|] 1.40E-04 1.63E-04 4.48E-02 1.03E-01 4.04E-04 2.37E+01 2.49E-04
Acoplamento| Assimet. 1 Assimet. 2 Assimet. 3 Correl. 1,2 Correl. 1,3 Correl. 2,3  Graus Lib.
Verdadeiro| -0.5400 0.8200 -0.0500 0.5880 -0.7050 0.0780 6.7900
Média| -0.5604 0.7821 -0.0759 0.5817 -0.7076 0.0797 7.1049
Desvio Padrdo| 0.0527 0.0365 0.0386 0.0171 0.0089 0.0228 0.3195
Erro Quad. Médio| 3.17E-03  2.75E-03  2.14E-03  3.30E-04  8.59E-05 5.16E-04  2.00E-01

Comparativamente ao obtido no exemplo 3.4 a), os parametros foram estimados
mais afastados dos parametros originais, na maioria deles, com erro quadritico médio
maior. Entretanto exibe-se ainda um ajuste adequado, cujos pardmetros originais estao
dentro do intervalo de confianga de 95% dos parametros estimados. A tabela 3.17 exibe os
parametros estimados pelo método de méxima verossimilhanga candnica. Novamente
observa-se uma perda da precisdo do estimador e aumento do erro quadratico médio

comparativamente aos casos anteriores.
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Tabela 3. 17. Pardmetros estimados pelo método de maxima verossimilhanga candnica para 100 simula¢des
distintas de 3000 valores da funcdo de acoplamento t-Student Assimétrica 3-variada com pardmetros

v=6.79, p,, =0.588, p,, =—705, p,, =0.074 ¢ (%, %, 7;) =(-0.54,0.82,-0.05),

Assimet. 1 Assimet. 2 Assimet.3 Correl. 1,2 Correl. 1,3 Correl. 2,3 Graus Lib.
Verdadeiro| -0.5400 0.8200 -0.0500 0.5880 -0.7050 0.0780 6.7900
Média| -0.5729 0.7709 -0.0659 0.5820 -0.7078 0.0779 7.0967
Desvio Padrdao| 0.0572 0.0335 0.0467 0.0174 0.0100 0.0205 0.3498
Erro Quad. Médio| 4.33E-03 3.52E-03 2.41E-03  3.35E-04 1.07E-04 4.18E-04 2.15E-01

A tabela 3.18 mostra o desvio padrao calculado pelo hessiano das estimativas dos

parametros do exemplo 3.4 (b).

Tabela 3. 18. Desvio padrdo médio estimado através do hessiano das estimagdes de parametros de 100
simulacdes de 3000 observacdes da distribuicdo t-Student Assimétrica 3-variada de parametros v=7.21,

P =065 ¢ (y,,7,)=(-0.48,-0.72)

Assimetria 1 Assimetria2  Assimetria2 Correlagdo 1,2 Correlagdo 1,3 Correlacdo 2,3  Graus Lib.
Amostral 0.0551 0.0302 0.0378 0.0150 0.0073 0.0164 0.3421
Médio 0.0054 0.0082 0.0051 0.0116 0.0075 0.0153 0.0070
Mediano 0.0047 0.0072 0.0045 0.0116 0.0075 0.0153 0.0064
Desvio Padrdo 0.0024 0.0033 0.0020 0.0005 0.0002 0.0004 0.0026

Novamente observam-se desvios padrdo muito baixos quando calculados pela
matriz hessiana. Por esse motivo foram utilizados os seguintes diferenciais para o cédlculo
do hessiano. Nota-se também que o desvio padrdo amostral do caso 3-variado é menor do

que no bivariado.

Tabela 3. 19. Diferenciais utilizados no célculo numérico da matriz hessiana para cada parametro da fungéo
de acoplamento t-Student Assimétrica

Assimetria 1 Assimetria2  Assimetria2 Correlacdo 1,2 Correlacdo 1,3 Correlacdo 2,3 Graus Lib.
h 0.01 0.01 0.01 0.001 0.001 0.001 0.1
€ 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001

Os resultados do desvio padrdo calculado pelo hessiano para essa coOpula sdo

exibidos na tabela 3.20.
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Tabela 3. 20. Desvio padrdo médio estimado através do hessiano das estimacdes de pardmetros de 100
simulacdes de 3000 observacdes da distribuicdo t-Student Assimétrica bivariada de parametros vy =7.21,

P =065 ¢ (3,7, =(-0.48,-0.72)

Assimetria 1 Assimetria2  Assimetria2 Correlagdo 1,2 Correlacdo 1,3 Correlagdo 2,3  Graus Lib.
Amostral 0.0551 0.0302 0.0378 0.0150 0.0073 0.0164 0.3421
Médio 0.0381 0.0522 0.0296 0.0147 0.0083 0.0168 0.2805
Mediano 0.0356 0.0490 0.0290 0.0144 0.0082 0.0168 0.2533
Desvio Padrdo 0.0096 0.0145 0.0038 0.0017 0.0004 0.0006 0.0810

Foram utilizados esses hessianos para a determinagao de intervalos de confianca de
90%, 95%, 97.5% e 99% das estimativas dos parametros. Com esses intervalos de
confianca, como feito para o caso marginal, foi verificada a proporcao do nimero de séries
em que o parametro verdadeiro se encontra dentro dos intervalos de confianca. Os

resultados sao apresentados na tabela 3.21

Tabela 3. 21. Percentual em que o intervalo de confianca de niveis 90%, 95%, 97.5% e 99% abrangeu o
verdadeiro parametro nas estimativas realizadas em 100 simulag¢des de 3000 observacdes da fungdo de

acoplamento t-Student Assimétrica com v="7.21, p=0.65 ¢ (¥,,%,) =(-0.48,-0.72).

90% 95% 97.50% 99%

Assimetria1 | 88.00%  94.00%  98.00%  98.00%
Assimetria2 | 92.00%  98.00% 100.00% 100.00%
Assimetria3 | 92.00%  94.00%  94.00%  94.00%
Correlacdo 1,2| 78.00% 84.00%  96.00% 100.00%
Correlacdo 1,3| 81.00%  89.00%  93.00%  98.00%
Correlacdo 1,3| 71.00%  78.00%  86.00%  94.00%
Graus Lib. 82.00%  92.00%  94.00% _ 98.00%

Observa-se que o parametro verdadeiro ficou dentro dos intervalos de confianga em
menos séries do que no caso bivariado, com exce¢do dos graus de liberdade, ficando

também menos proximo do percentual tedrico.
3.3.7. Precisao do Algoritmo

Como mencionado anteriormente, a precisdo do algoritmo, caracterizada aqui como
o numero de casas decimais do calculo da inversa da fun¢do acumulada da t-Student
Assimétrica pode melhorar ou reduzir a qualidade do resultado final das estimativas dos
parametros da funcdo de acoplamento t-Student Assimétrica. Nesta sec¢do serdo

apresentados ajustes de funcdes de acoplamento para diversas precisdes, verificando
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possiveis melhorias com o aumento da precisdo e também o inverso, procurando a melhor

op¢do em termos de custo/beneficio computacional.

Os resultados serdo apresentados para a fun¢do de acoplamento bivariada, tendo
extensdo natural para ordens maiores do acoplamento. A tabela 3.22 mostra o tempo de
estimacdo da funcdo de acoplamento para precisdo entre 0.0001 a 0.001, em um
computador de nicleo duplo com 3Ghz reais de velocidade de processamento, barramento
de 1333Mhz e 8GB de Meméria RAM, juntamente com estimativas dos parametros para

cada precisdo selecionada.

Tabela 3. 22. Velocidade até a obtengdo de estimativas de pardmetros para 1 simulagdo da fungdo de
acoplamento t-Student Assimétrica bivariada com v=7.21, p=0.65 ¢ (¥;,7,) =(-0.48,-0.72), com
precisdo de valores 0.01, 0.005, 0.004, 0.003, 0.002, 0.001, 0.0007, 0.0005, 0.0002 e 0.0001.

Tempo Estimativas dos Parametros
Precisdo segundos | Assimetria 1 Assimetria2 Correlacdo  Graus Lib.

0.01 22.16 -0.533 -0.792 0.654 7.254
0.005 42.65 -0.537 -0.784 0.652 7.237
0.004 48.81 -0.540 -0.796 0.651 7.282
0.003 63.55 -0.522 -0.773 0.653 7.292
0.002 95.54 -0.545 -0.807 0.652 7.288
0.001 190.44 -0.539 -0.791 0.652 7.303
0.0007 277.63 -0.537 -0.795 0.652 7.285
0.0005 372.30 -0.541 -0.792 0.652 7.317
0.0002 1084.25 -0.542 -0.795 0.652 7.353
0.0001 > 30 Mins - - - -
Parédmetros Verdadeiros -0.48 -0.72 0.65 7.21

A tabela mostra que o tempo até a finalizacao da estimacao cresce de maneira quase
exponencial conforme se aumenta a precisdo do algoritmo. Observando os resultados das
estimativas pode-se supor que o uso de uma precisdo baixa nao gera reduc¢ao da qualidade
das estimativas dos parametros. Contudo, nesse caso os desvios padrdo calculados através
do hessiano com os diferenciais h's selecionados (se¢do 3.3.4), ficam ainda mais

subestimados (Tabela 3.23).
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Tabela 3. 23. Desvios padrdo calculados pelo hessiano para precisdo 0.01 e 0.001 de 1 simulagdo da fungéo
de acoplamento t-Student Assimétrica bivariada com v ="7.21, p=0.65 ¢ (¥,,7,) =(-0.48,-0.72)

Precisdo | Assimetria1 Assimetria2 Correlacdo Graus Lib.
0.01 0.0320 0.0504 0.0107 0.4876
0.001 0.0939 0.1451 0.0169 0.6555

Mesmo assim o aumento da precisdo ndao gera resultados de melhoria das
estimativas, apenas aumento do custo computacional e a possibilidade de melhor cdlculo de

desvios padrao.

Para garantir o melhor ajuste possivel para os dados reais serd utilizada a precisdo
0.002 para as estimativas de acoplamentos bivariados (para encontrar os valores iniciais dos
parametros para uso no algoritmo de estimacao por maxima verossimilhanca) e 0.001 para
as estimativas da funcio de acoplamento completa. A execucdo da estimagdo de parametros
de uma func¢do de acoplamento 3-variada completa dura em torno de 10 minutos para essa

precisao.

As estimativas de parametros do acoplamento para cdlculo do VaR (Valor em
Risco, apéndice D) para as séries de dados reais serd realizada com precisdo de 0.01 para
redugdo do custo computacional (ja que nesse caso sdo executadas mais de 50 estimagdes

de parametros da fun¢do de acoplamento 3-variada).



Capitulo 4

Aplicacdo — Petroleo e Derivados

O Petrdleo é um elemento energético bruto de producdo global em larga escala.
Possuindo uma diversa gama de derivados, cujas producdes de maior volume sdo os dleos
combustiveis e gasolina, o também chamado Oleo Cru possui um mercado amplo, pois seus
derivados sao utilizados como combustivel em motores, em aquecedores, na produgdo de

plasticos e lubrificantes, entre outros.

As negociagdes desse ativo fisico sdo realizadas através das Bolsas Mercantis e de
Futuros, que categorizam o Oleo Cru através do local de sua producio (p. ex. Petréleo do
tipo Brent, ‘West Texas’, Dubai-Oman e OPEC (acronimo de lingua inglesa de
Organizacdo dos Paises Exportadores de Petrdleo), dentre outros), e possuem diferentes
cotacdes, precos que sdao relacionados com os custos de extragdo, transporte e

processamento do produto nas refinarias.

De um barril de petréleo (que possui aproximadamente 159 litros de dleo cru),
extrai-se, em média, 45% de seu contetido em gasolina e outros 20% em 6leos combustiveis
(essencialmente os 6leos para aquecimento residencial e o 6leo Diesel) (‘Texas Oil and Gas
Association’, 1995). Esses percentuais, que sao uma média obtida das refinarias de petréleo
dos EUA, variam anualmente de acordo com o mix (propor¢des) de saida desejado pela

inddstria, que tem por base as necessidades dos consumidores/mercado.
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Os precos de gasolina ou 6leos combustiveis sdo, por sua vez, vinculados em algum
grau ao preco do 6leo cru, além de outros fatores, como variagdes do consumo e mix, €
podem possuir alteracdes distintas de acordo com a demanda do mercado ou especulagcdo
por parte dos agentes do mercado ou mesmo dos agentes que vendem os produtos refinados
aos consumidores finais, indicando muitas vezes assimetria entre a dependéncia de precos

de petrdleo vs. produtos refinados (Borenstein et al, 1992).

O fato de ja ter havido evidéncias para supor que exista assimetria na dependéncia
entre os precos do Oleo Cru e de seus derivados da valia a uma andlise de fungdes de
acoplamento que possa de alguma forma mensurar estocasticamente essa dependéncia
assimétrica e propiciar melhores condi¢des de gerenciamento de risco, por exemplo, no
caso da necessidade de se utilizar um modelo que vincule precos de petréleo com os precos
de seus refinados. Neste trabalho serdo estudadas séries historicas didrias de pregos de
elementos energéticos negociados na Bolsa Mercantil de Nova York (NYMEX — “New

York Mercantile Exchange”):

1. Histérico de precos de curto prazo do Petréleo do tipo WTI (“West Texas
Intermediate”);

2. Histdrico de precos de curto prazo da Gasolina Convencional com entrega no
porto de Nova York (“New York Harbor Conventional Gasoline Regular”);

3. Histérico de valores do Indice de Oleo AMEX (“American Exchange Oil
Index”).

Espera-se com este trabalho detectar a existéncia de assimetria na dependéncia entre

esses ativos energéticos através de funcdes de acoplamento.

Log-retornos (aproximadamente a variagdo percentual do preco com base em uma
data inicial) de ativos, em particular dos ativos energéticos possuem muitos dos chamados
fatos estilizados de séries financeiras, como persisténcia da série, excesso de curtose,

conglomerados de volatilidade e dependéncia entre retornos.
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z

O objetivo inicial deste capitulo é obter uma modelagem das marginais para as
séries de precos de curto prazo mencionadas, de forma que se tenha como resultados
residuos que possam ser comparados a fim de se obter a dependéncia real entre os ativos,
desvinculada de dependéncias seriais. Para obter tais séries, as séries originais serao
filtradas por um modelo ARMA-GARCH, com posterior ajuste de fungdo de acoplamento

aos residuos desse ajuste.
4.1. Caracteristicas das Séries

4.1.1. Oleo Cru WTI

O Oleo Cru WTI é explorado e extraido no oeste do estado do Texas nos EUA, e
negociado dentro da NYMEX. Sua cota¢do € usada como “benchmark” (padrao) dos
precos de petréleo nos Estados Unidos, ou seja, mesmo o petréleo produzido em outras

partes daquele pais tende a ser cotado por esse prego.

A série de precos do Petréleo WTI, obtida através do Departamento de Energia do
governo dos Estados Unidos da América (DOE-USA), inicia-se na data de 02 de Janeiro de
1986, com informagdes didrias colhidas até a data de 01 de Julho de 2008, excluindo-se
finais de semana, feriados e outras datas em que negociacdes nao foram realizadas em pelo

menos uma das 3 séries em estudo.

A figura 4.1 mostra a série de precos curto prazo (“spot”) do Oleo Cru WTI, entre
02/01/1986 a 01/07/2008. O comportamento da série mostra que esse produto sofre
influéncia de eventos geopoliticos, como a ocorréncia de conflitos, aumentos ou reducdes
da producdo como estratégia de alavancagem dos lucros e a depreciacdo de reservatorios,

principalmente dos campos localizados no oriente médio.

Ap6s os choques do petréleo que ocorreram na década de 70, uma ampliacao da
extracdo de petrdleo, principalmente nos campos sauditas, mantiveram os precos desse
ativo estaveis até 1990. Entre 1990 e 1991 com o advento da primeira guerra dos Estados

Unidos contra o Iraque (Guerra do Golfo), os campos de producdo do Kuwait foram
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desabilitados (Parra, 2004, Cap. 15). Fatores Geopoliticos fizeram com que o preco

praticamente dobrasse de valor, retornando a estabilidade nos anos posteriores a guerra, até
1998.
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Figura 4. 1. Precos de curto prazo do Petr6leo WTI, cotagdo NYMEX a) em Délares por Barril, b)
log(precos) em Délares por Barril, ¢) log-retornos de precos
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A partir de 1998, o aumento da demanda principalmente pelos mercados asidticos
induziu os paises da OPEP a elevarem a produgdo, o que reduziu o preco do petréleo
mundialmente. Entretanto, entre os anos de 1999 e 2000 a OPEP reduziu, estrategicamente,
a producao de 6leo, mesmo com alta demanda, o que aumentou o preco do minério, seguido
de um restabelecimento de seu preco em patamares menos elevados até meados de 2001.
Ap06s 2001, diversos choques geopoliticos fizeram com que o preco crescesse e chegasse ao
patamar que hoje se encontra. Pode-se citar: 2002-03: crise na Venezuela e ataques dos
EUA e aliados ao Iraque; 2004: nova reducdo da producao da OPEP; 2005: Furacdo afeta
campos do Golfo do México; 2006: possibilidade de novos conflitos entre Ird e Iraque
aliados com a alta demanda por 6leo pelos EUA; 2007: tensdes na Turquia e queda do valor

da moeda Norte-americana (Williams, 2007).

No contexto atual, fatores geopoliticos continuam a afetar os precos. Um dos fatos
relevantes € a alta demanda pelo liquido nos paises asidticos, principalmente na China, que
ja vinha reportando deficiéncias energéticas, inicialmente de energia elétrica, a mais de 4
anos. Esse fato, aliado com o aumento da demanda pelo minério em todo o mundo, num
cendrio de estagna¢do da producgdo, dada a auséncia parcial de descobertas de novos pocos,
mantém os pregos elevados (Whipple, 2008). Como a série finda em julho de 2008 ndo sdo
observados os impactos do rompimento da bolha imobilidria em seus precos. Devido ao
fato de que a série possui um comportamento de aumento de precos ap6s 2002, selecionou-
se o inicio desse ano como um periodo de corte. Os modelos ARMA-GARCH-Cépula
serdo estimados para as séries, entdo, nesses 2 periodos: Periodo 1: Pré Choques 2002, ¢

Periodo 2: Pés Choques 2002.

Filtragem do Nivel e Volatilidade

O modelo ARMA-GARCH-Cépulas € um modelo que caracteriza trés aspectos de
um conjunto de séries temporais: o nivel de cada série (Modelo ARMA), sua volatilidade
(modelo GARCH) e a dependéncia entre as séries (Funcdo de Acoplamento). Serdao
estimados os modelos ARMA-GARCH para os log-retornos de precos de Petroleo WTI nos
periodos Pré e P6s Choques de 2002.
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A figura 4.1 (c) mostra os log-retornos dos precos de petréleo WTI, em todo o
periodo da série. Note a existéncia de periodos de maior volatilidade, os chamados
conglomerados de volatilidade, que ocorrem nos momentos de choques dos precos do

petréleo (ocorréncia de influéncias geopoliticas no prego).

A Autocorrelagio dos log-retornos do Oleo Cru (figura 4.2) indica leve correlagio
entre as defasagens de ordens 2 e 3 da série no periodo 1 e defasagem 1 no periodo 2. A
andlise dos residuos do ajuste dos modelos ARMA para o periodo 1 (pré choques de 2002,
veja figura 4.3) indica que a maior parte da correlagdo pode ser removida pelo modelo
ARMA (2,0). Foi ajustado um modelo ARMA (3,0) a série mas o mesmo também nao
conseguiu filtrar suficientemente a autocorrelacdo na defasagem 3. A inclusdo de um termo
MA de ordem 3 resolveria esse problema mas dado nao existir justificativas econdmicas
para um choque com defasagem 3, o valor da autocorrelagdo estimado nio ser muito alto e
por questdes de parcimdnia foi adotado o ARMA (2,0). Para o periodo 2 foi ajustado o

modelo ARMA (1,0).
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Figura 4. 2. Autocorrelacio da série de log-retornos do Oleo Cru WTI (NYMEX) periodos pré e pés choques
de 2002.
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Autocorrelacio dos residuos do ajuste dos modelos ARMA para o Oleo Cru WTI (NYMEX)
periodos pré e p6s choques de 2002.

Nao existem razdes para supor que a correlacdo serial nos residuos (figura 4.3)

observada na defasagem de ordem 8 do periodo pds choques de 2002 seja mais do que uma

correlagdo espuria (metade da 2* semana). Dai foi ajustado apenas uma constante nesse

periodo.
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Figura 4. 4. Residuos quadraticos do modelo ARMA (2,0) (Periodo 1) e ARMA (1,0) (Periodo 2), utilizado
nos log-retornos do Oleo Cru WTI

A figura 4.4 mostra os retornos quadraticos dos residuos de um modelo ARMA

(2,0) (Periodo 1) e ARMA (1,0) (Periodo 2). Nesse grifico, os conglomerados de

volatilidade ficam mais evidentes. As variagdes da volatilidade da série serdo também

capturadas pelo modelo, no componente GARCH (Bollerslev, 1986). Esse modelo propde

que a variabilidade de uma série possui correlacdo temporal. Assim, justifica-se a utilizagao
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do mesmo quando existe autocorrelacdo no quadrado da série de retornos, depois de filtrado

o nivel da série, pois sdo indicativos da variabilidade em cada periodo.
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Figura 4. 5. Autocorrelagio dos residuos quadraticos do modelo ARMA (2,0) (Periodo 1) e ARMA(1,0)
(Periodo 2), utilizado nos log- retornos do Oleo Cru WTI

Vé-se através da figura 4.5 que existe correlagdo temporal evidente principalmente
nas defasagens de ordens 1 a 3 da série de residuos ao quadrado no periodo 1 e até a sexta
defasagem no periodo 2. Isso indica a necessidade de um modelo para a volatilidade da
série. Nesta aplicacdo serd utilizado o modelo GARCH com inovagdes t-Student.

Verificou-se que o modelo de maior parcimodnia foi o GARCH (1,1), j4 que modelos
inferiores como (1,0) e (0,1) foram insuficientes para estabilizar a variancia da série.
Modelos com maior nimero de parametros resultaram em coeficientes nao significativos
(nivel @ =5% ). Dessa forma, o modelo que filtra de forma aceitdvel a série de precos do
Oleo Cru WTI é o modelo ARMA(2,0)-GARCH(1,1) para o periodo 1 e ARMA(1,0)-
GARCH(1,1) para o periodo 2. A figura 4.7 apresenta a série temporal filtrada.
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Figura 4. 6. Autocorrelacio dos residuos quadraticos do modelo ARMA (2,0)-GARCH(1,1) (Periodo 1) e
ARMA(1,0)-GARCH(1,1) (Periodo 2), utilizado nos log- retornos do Oleo Cru WTI
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Figura 4. 7. Log-Retornos do Oleo Cru WTI filtrados por modelo ARMA(2,0)-GARCH(1,1), (Periodo 1) e
ARMA(1,0)-GARCH(1,1) (Periodo 2).
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Figura 4. 8. P-valores dos Testes de Multiplicadores de Lagrange (ARCH LM) e de Autocorrelacido (Box-
Ljung) para o nivel das séries filtradas de log-retornos de precos do Petréleo WTI.
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A figura 4.8 mostra os testes de Box-Ljung para autocorrelacdo dos residuos dos
modelos ARMA e os testes de Multiplicadores de Lagrange para os residuos dos modelos
ARMA-GARCH dos log-retornos de precos de Petréleo WTI nos periodos 1 e 2. Note que
ap6s a 8 defasagem, o teste de Box-Ljung passa mostrar evidéncia da falta de ajuste do
modelo ARMA para o periodo 2. Entretanto foram utilizados outros modelos ARMA de
ordens superiores € ndo surtiram efeitos expressivos em termos de bondade de ajuste pelo
teste de Box-Ljung, além da baixa significancia estatistica dos parametros de modelos de
ordens superiores (considerando nivel & =5% ). Observe também que os testes ARCH LM

nao dao evidéncias da necessidade de novos ajustes de modelos para a volatilidade.

A tabela 4.1 mostra os parametros ajustados dos modelos ARMA-GARCH com
perturbacdes modeladas pela distribuicdo t-Student padronizada. Nas séries seguintes
também serdo utilizadas a distribui¢do t-Student padronizada no modelo GARCH(1,1), para

os periodos Pré e P6s Choques de 2002 da série de log retornos do Oleo Cru WTI.

Tabela 4.1. Parametros ajustados dos modelos ARMA(2,0)-GARCH(1,1), (Periodo 1) e ARMA(1,0)-
GARCH(1,1) (Periodo 2) para o log-retornos do Oleo Cru WTL

Oleo Cru WTI Periodo Pré Choques 2002 Oleo Cru WTI Periodo Pés Choques 2002
Parametro Erro Padrdo t-Valor P(T>1) Parametro Erro Padrdo  t-Valor P(T>1)
Média 0.0003 0.0003 1.1377 0.2552 Média 0.0020 0.0005 3.8299 0.0001
AR 1 -0.0068 0.0153 -0.4432  0.6576 AR 1 -0.0753 0.0254 -2.9670 0.0030
AR 2 -0.0324 0.0157 -2.0586  0.0395
Média Vol 0.0000 0.0000 4.1022 0.0000 Média Vol 0.0000 0.0000 2.4510 0.0142
GARCH(P,.) 0.0716 0.0107 6.6674 0.0000 GARCH(P,.) 0.0471 0.0137 3.4255 0.0006
GARCH(.,Q) 0.9194 0.0108 85.3330  0.0000 GARCH(.,Q) 0.8886 0.0348 25.4986 0.0000
g.l. t-Student 4.7221 0.3613 13.0711 0.0000 g.l. t-Student 8.4265 1.5135 5.5677 0.0000
Persisténcia: 0.9910 Persisténcia 0.9328

4.1.2. Gasolina Convencional

A série de precos da Gasolina Convencional possui observacdes colhidas pelo
Departamento de Energia dos Estados Unidos da América, com inicio no dia 03 de junho

de 1986 e fim em 01 de julho de 2008.
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Figura 4. 9. Gasolina Convencional com entrega no porto de Nova York a) pregos em centavos de délar, b)
log(precos) em centavos de ddlar, c) log-retornos de precos.

A figura 4.9 ilustra o comportamento da série de precos da Gasolina Convencional,
medido em US¢/Galdo (Centavos de Ddlar por Galdo; 1 Barril = 42 Galdes), onde pode-se
observar que a série possui comportamento semelhante  série de precos do Oleo Cru WTI,

ou seja, sofre também influéncias dos fatores geopoliticos assim como o petroleo.
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Entretanto, o preco em todo o periodo € mais voldtil do que o petrdleo, por sofrer ainda
variagdes de acordo com a demanda dos consumidores finais nas datas de maior consumo,
como feriados, com conseqiiente variacdo do mix de produgdo das industrias (Brown &

Virmani, 2007).

Da mesma forma como foi filtrada a série de precos do Oleo Cru WTI, foi ajustado
um modelo ARMA-GARCH na série de precos da Gasolina Convencional. Os resultados
da sele¢do e estimac¢do do modelo podem ser observados na tabela 4.2, sendo que o modelo
de maior parcimonia foi o ARMA(1,0)-GARCH(1,1), para o Periodo Pré Choques 2002 e
ARMA(0,0)-GARCH(1,1), para o Periodo Pés Choques de 2002. Gréficos comparativos da

autocorrelacao pré e pos ajustes dos modelos sdo apresentados no apéndice C.

Tabela 4. 2. Parimetros ajustados dos modelos ARMA(1,0)-GARCH(1,1), (Periodo 1) e ARMA(0,0)-
GARCH(1,1) (Periodo 2) para o log-retornos da Gasolina Convencional.

Gasolina Convencional Periodo Pré Choques 2002 Gasolina Convencional Periodo Pés Choques 2002
Parametro Erro Padrac  t-Valor P(T>t) Parametro Erro Padrdo  t-Valor P(T>t)
Média 0.0000 0.0005 0.0613 0.9512 Média 0.0019 0.0007 2.7392 0.0062
AR 1 0.0660 0.0163 4.0444 0.0001
Média Vol 0.0000 0.0000 3.6171 0.0003 Média Vol 0.0001 0.0000 2.8826 0.0039

GARCH(P,.) | 0.0822 0.0122 6.7595 0.0000 GARCH(P,.)| 0.0721 0.0190 3.7898 0.0002
GARCH(.,Q) | 0.9015 0.0144 62.6887 0.0000 GARCH(.,Q)] 0.8029 0.0537 14.9647 0.0000
g.l. t-Student | 6.8700 0.7296 9.4166 0.0000 g.l. t-Student] 9.0276 1.8368 4.9149 0.0000
Persisténcia  0.9837 Persisténcia  0.8751

Na figura 4.10 sdo exibidos os p-valores dos testes de Box-Ljung e Multiplicadores
de Lagrange dos modelos ARMA-GARCH selecionados para os log-retornos de precos da
gasolina convencional. Embora sejam observadas medidas significativas de falta de
bondade de ajuste, dando um indicativo de que os modelos foram sub-ajustados aos log-
retornos de pregos, outras configuragdes de modelos ARMA-GARCH foram utilizadas, que

resultaram em ajustes infimamente superiores. Optou-se por utilizar os modelos indicados.
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Figura 4. 10. P-valores dos Testes de Multiplicadores de Lagrange (ARCH LM) e de Autocorrelagdo (Box-
Ljung) para o nivel das séries filtradas de log-retornos de precos da Gasolina Convencional.

4.1.3. Indice de Oleo AMEX

O indice de Oleo AMEX é um indice da bolsa de valores AMEX (American
Exchange), recém adquirida pela NYMEX, que agrega informacdes de uma variada gama
de empresas de exploracio de Petréleo e derivados, nas suas diversas fases de producdo. E
constituido de precos ponderados, medindo a performance da industria do Petréleo através

de mudangas de precos dos ativos que o compde.

A série utilizada se inicia no dia 27 de agosto de 1984 e finda em 01 de julho de
2008 e foi obtida através do site da WEB Yahoo Finance. A figura 4.11 mostra os valores
didrios do indice, excluindo observagdes de finais de semana e feriados e outras de forma

que fique exatamente pareado com as outras séries em andlise.

Observam-se variagdes conforme os efeitos e impactos geopoliticos, com
comportamento semelhante ao comportamento da série de petréleo WTI, em termos do
crescimento no periodo final (entre 2002 e 2008). Nota-se também que o impacto de alguns
efeitos geopoliticos (como por exemplo a Guerra do Golfo em 1991) ndo € tdo grave quanto
o mesmo na série do Oleo Cru. Notam-se conglomerados de volatilidade nos log-retornos

da série de precos.
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Figura 4. 11. Indice de Oleo AMEX a) valores didrios, b) log(valores), c) log-retornos.

O possivel aumento na volatilidade apdés meados de 1996 ndo serd considerado
como ponto inicial de um novo periodo, mantendo-se o inicio do novo periodo em 2002.

Para filtragem da série utilizou-se também o modelo ARMA(2,0)-GARCH(1,1) no periodo
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1 e ARMA(0,0)-GARCH(1,1)-t no periodo 2. A tabela 4.3 mostra os resultados do ajuste
dos modelos, e a figura 4.12 o p-valor dos testes de bondade de ajuste dos modelos ARMA-

GARCH para os periodos 1 e 2. Novamente os graficos de autocorrelagio pré e pos ajustes

dos modelos sao apresentados no apéndice C.

Tabela 4. 3. Parimetros ajustados dos modelos ARMA(2,0)-GARCH(1,1), (Periodo 1) e ARMA(0,0)-

GARCH(1,1) (Periodo 2) para o log-retornos do Indice de Oleo AMEX.

indice Oleo AMEX Periodo Pré Choques 2002

indice Oleo AMEX Periodo Pés Choques 2002

Parametro Erro Padrdoc t-Valor P(T>t) Parametro Erro Padréo t-Valor P(T>t)

Média 0.0003 0.0001 2.0815 0.0374 Média 0.0011 0.0003 3.5839 0.0003
AR 1 0.0534 0.0160 3.3395 0.0008
AR 2 -0.0365 0.0159 -2.2960 0.0217

Média Vol 0.0000 0.0000 2.7058 0.0068 Média Vol 0.0000 0.0000 1.9564 0.0504

GARCH(P,.) 0.0451 0.0073 6.1993 0.0000 GARCH(P,.) 0.0692 0.0151 4.5962 0.0000

GARCH(.,Q) 0.9495 0.0080 118.3367  0.0000 GARCH(.,Q) 0.9140 0.0209 43.7259 0.0000

g.l. t-Student [ 6.1521 0.5672 10.8472 0.0000 g.l. t-Student | 15.4453 5.4015 2.85%4 0.0042

Persisténcia  0.9946248 Persisténcia 0.9832068
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Figura 4. 12. P-valores dos Testes de Multiplicadores de Lagrange (ARCH LM) e de Autocorrelagdo (Box-
Ljung) para o nivel das séries filtradas de log-retornos de precos da Gasolina Convencional.

Observam-se no 2° periodo p-valores significativamente baixos no teste de Box-
Ljung para o modelo ARMA, indicando que poderiam ser ajustados modelos de ordem
superior. Entretanto o ajuste desses modelos ndo resultou em modificacdes no teste de

bondade de ajuste Box-Ljung, continuando-se com o ARMA(0,0) (modelo trivial apenas

média estatica).

Em todas as séries foram também ajustados modelos EGARCH, mas em nenhum

——ARCH Periodo 1

——Box-Ljung Periodo 2

caso esse modelo mostrou performance superior ao GARCH (1,1).

——ARCH Periodo 2
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4.2. Caracteristicas Empiricas

Observar as caracteristicas empiricas, tanto marginais quanto de dependéncia, pode

auxiliar na sele¢do/desenvolvimento de modelos paramétricos para os conjuntos de dados.

4.2.1. Caracteristicas Empiricas Marginais

A partir das séries filtradas dos log-retornos das trés séries em estudo podem-se
observar as distribui¢des empiricas de cada série, a fim de se conhecer suas caracteristicas
distribucionais, como sua assimetria e o peso das caudas. Essas informacdes sao
importantes para desenvolver um modelo estocdstico marginal que posteriormente pode ser
utilizado na estimacgdo das fungdes de acoplamento. A figura 4.13 mostra o grafico de

probabilidade normal da série filtrada de log-retornos do Petréleo WTL
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Figura 4. 13. Graficos de comparacdo de quantis da série filtrada dos log-retornos dos precos do Petréleo
WTI nos periodos pré e pds choques 2002, e a distribui¢do Normal (linha vermelha)

Nota-se que a distribuicdo da série filtrada no periodo 1 € aproximadamente
simétrica, possuindo caudas mais pesadas do que a distribui¢io normal. No periodo 2
observa-se caudas mais pesadas do que a distribui¢io Normal apenas em valores negativos,

uma evidéncia de assimetria.
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Da forma como se comporta, pode-se sugerir 0 uso de uma distribui¢cdo t-Student
assimétrica para ajustar a distribuicdo marginal, que serd ajustada na secdo 4.3. Seguem,
nas figuras 4.14 e 4.15, ilustracdo do gréafico quantil-quantil das séries filtradas dos log-

retornos dos precos da Gasolina Convencional e Indice de Oleo AMEX.

Pré Choques 2002

Quantil Amostral

Quantil Teérico

Quantil Amostral

P6s Choques 2002

Quantil Tedrico

Figura 4. 14. Graficos de comparacéo de quantis da série filtrada dos log-retornos dos pregos da Gasolina
Convencional nos periodos pré e pés choques 2002, e a distribuicdio Normal (linha vermelha)

Observe nas figuras que a distribuicdo das séries da Gasolina e Indice Oleo AMEX
sio menos assimétricas do que o Oleo Cru WTI, mas possuem também caudas mais
pesadas do que a distribuicado Normal, sendo as caudas do 2° periodo do indice 6leo AMEX

proximas do peso das caudas da distribui¢io Normal.

Pré Choques 2002 P6s Choques 2002

Quantil Amostral
5
%
Quantil Amostral

-10

Quantil Teérico Quantil Tedrico

Figura 4. 15. Graficos de comparacio de quantis da série filtrada dos log-retornos dos precos do Indice de
Oleo AMEX nos periodos pré e pds choques 2002, e a distribui¢do Normal (linha vermelha)
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A Tabela 4.4 exibe as estatisticas de Assimetria (3° Momento Central padronizado)
e Excesso de Curtose (4° Momento Central relativo a distribuicdo Normal) das séries em
estudo. Observa-se que a série filtrada de log-retornos do Indice de Oleo AMEX no periodo
pré choques de 2002 € a série que possui maior assimetria e caudas pesadas, seguida pela
série de precos do Petréleo WTI. Na Gasolina a assimetria é menos marcante, sendo 0s

impactos geopoliticos amenizados pelo controle do mix de produgdo das refinarias.

Tabela 4. 4. Estatisticas de Assimetria e Curtose (3° e 4° Momentos Centrais) das séries filtradas dos log-
retornos dos precos do Petr6leo WTI, Gasolina Convencional e valores do Indice de Oleo AMEX,
comparativamente a Distribuicdo Normal.

Assimetria Excesso de Curtose
Pré Choques Po6s Choques || Pré Choques  Pés Choques
Oleo Cru WTI -0.3173 -0.5215 4.4039 2.3757
Gasolina Conv. -0.0286 -0.0720 1.5618 1.3587
indice AMEX -0.7669 -0.3214 12.7809 0.4399

Para as séries pode-se sugerir o uso das distribuicdes t-Student Simétrica ou

assimétrica.

4.2.2. Perfil Empirico de Dependéncia

A dependéncia entre as séries serd avaliada a fim de se obter as caracteristicas gerais
das interacOes entre os ativos energéticos. Para isso serdo utilizadas estatisticas, as

chamadas medidas de dependéncia ou concordéncia (veja Apéndice B).

A caracterizacdo da dependéncia se dard através da estimagdo das medidas de
concordancia “Tau de Kendall”, “Rho de Spearman”, que s@o medidas gerais para a
obtencdo do perfil relacional entre as séries, e da medida de dependéncia correlagdo linear,
cujo uso nem sempre ¢ adequado na caracterizacdo de séries financeiras, no caso, de precos
e indices de ativos energéticos, pois nem sempre existe uma estrutura de dependéncia linear
entre elas. Outra estatistica de interesse é o chamado Coeficiente de Dependéncia nas
Caudas entre as séries. Inicialmente serdo apresentada andlise exploratéria através de

gréaficos de dispersao entre as séries filtradas.
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Dispersdo entre Petroleo WTI e Gasolina Convencional

Apesar do preco da gasolina se movimentar com o mesmo perfil do preco do
petréleo nos Estados Unidos de um modo geral, causado pelo modelo de comercializa¢io
do produto naquele pais, existem fatores que causam descolamento entre o perfil das séries.
Como exemplo pode-se citar que existe aumento sistematico do preco da gasolina quando €
elevado o preco do petréleo, o que ndo acontece automaticamente quando o preco do 6leo é
reduzido, assim como a variagdo na demanda e eventuais especulagdes de preco do

mercado (Brown & Virmani, 2007).

A figura 4.14 mostra o grafico de dispersdo de pontos das séries filtradas de log-
retornos dos precos do Oleo Cru WTI e da Gasolina Convencional (porto de Nova York),

periodos pré e pos 2002.

Pré Choques 2002 Pos Choques 2002

Gasolina Convencional
Gasolina Convencional

Oleo CruWTI Oleo CruWTI

Figura 4. 16. Dispersdo entre as séries filtradas de log-retornos dos precos do Petréleo WTI e da Gasolina
Convencional, periodos pré e pés choques 2002.

Como se pode observar, os pontos exibem um perfil ligeiramente assimétrico na
cauda das perdas. Note o perfil eliptico das interacdes entre as séries e a assimetria na
cauda principalmente no eixo Petréleo WTI. A fungdo de acoplamento devera capturar esse
perfil eliptico com assimetria nas caudas. Pode-se sugerir o uso de uma funcdo de

acoplamento eliptica-assimétrica como a copula t-Student Assimétrica.

Dispersdo entre Petréleo WTI e Indice Oleo AMEX
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Da mesma forma que a gasolina, o Indice do Oleo AMEX possui comportamento
semelhante ao preco do Oleo Cru WTI. Esse fato também pode ser atribuido a presenca dos
fatores geopoliticos nessa série de precos. A dispersdao entre as séries filtradas de log-

retornos de precos do Petréleo WTI e do indice pode ser observada na figura 4.15.

A interagdo entre as séries filtradas do Petréleo WTI e do Indice AMEX exibem um
perfil praticamente independente no periodo 1, mas exibem um perfil eliptico-assimétrico
no periodo 2. A funcdo de acoplamento entre essas séries também pode ser a copula t-

Student Assimétrica, pois as mesma pode atender até mesmo os casos simétrico e de

independéncia.

Pré Choques 2002 Pds Choques 2002

indice Oleo AMEX
indice Oleo AMEX

-10

-15
o
o

Oleo CruWTI Oleo Cru WTI

Figura 4. 17. Dispersdo entre as séries filtradas de log-retornos dos precos do Petréleo WTI e Indice de Oleo
AMEX, Periodos Pré e P6s Choques de 2002.

Dispersio entre Gasolina Convencional e Indice de Oleo AMEX

A figura 4.18 mostra a dispersio entre a gasolina convencional e o Indice de Oleo
AMEX.
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Pré Choques 2002 Pos Choques 2002

indice Gleo AMEX
indice Oleo AMEX
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Figura 4. 18. Dispersdo entre as séries filtradas de log-retornos dos precos da Gasolina Convencional e Indice
de Oleo AMEX, Periodos Pré e P6s Choques de 2002.

Como se pode observar a interacio entre a gasolina convencional e o Indice de Oleo
AMEX no primeiro periodo € praticamente simétrica nos eixos horizontal e vertical, tendo
o indice AMEX a menor dispersdo. Adicionalmente existe indicagdes de independéncia
entre as séries no periodo 1. No periodo 2 nota-se leve assimetria na dispersdo entre as

séries, onde pode-se usar uma fungao de acoplamento eliptico-assimétrica para modelagem

da dependéncia.
Medidas de Dependéncia entre as Séries

O coeficiente de dependéncia nas caudas € calculado através da estimacdo da cépula

empirica entre os pares de ativos energéticos (vide Apéndice A).

A tabela 4.5 mostra as estatisticas de “Tau de Kendall”, “Rho de Spearman”,

Correlagdo Linear e Coeficiente de Dependéncia nas Caudas.
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Tabela 4. 5. Medidas amostrais de dependéncia e concordancia: Correlagdo Linear, “Tau de Kendall”, “Rho
de Spearman”, e Dependéncia nas Caudas Inferior e Superior calculada utilizando cépula empirica, para os
pares de ativos energéticos nos periodos Pré e P6s Choques 2002.

Dep. Caudas Dep. Caudas  Correlagao Tau de Rho de
Inferior Superior Linear Kendall Spearman

§ o~ Oleo Cru vs. Gasolina 0.1892 0.2973 0.6494 0.4783 0.6578

E‘j §'§ Oleo Cru vs. indice AMEX 0.0476 0.0952 0.2249 0.1400 0.2073
O Gasolina vs. Indice AMEX 0.0270 0.0811 0.1942 0.1210 0.1790

” § . Oleo Cru vs. Gasolina 0.3673 0.2653 0.6711 0.5249 0.7063
Q §§ Oleo Cru vs. !’ndice AMEX 0.1892 0.0811 0.4114 0.2832 0.4144
O Gasolina vs. Indice AMEX 0.1304 0.0435 0.3411 0.2225 0.3279

Com exce¢do da dependéncia nas caudas superior, todas as medidas indicam a
existéncia de maior dependéncia no segundo periodo. Note que a maior dependéncia
observada € entre a gasolina e o 6leo cru, e que a menor € entre a gasolina e o indice de
6leo AMEX. Veja que ocorre inversdo da dependéncia nas caudas nos periodos 1 e 2. No
periodo 1 observava-se maior dependéncia entre os ganhos, enquanto que no periodo 2 a

maior dependéncia € entre as perdas.

Observe que a medida de dependéncia nas caudas € um bom indicador da existéncia
de assimetria entre as séries, indicando assimetria em todos os pares de séries em estudo,

principalmente no 2° periodo.

Existéncia de dependéncia nas caudas ndo nula € indicativo de que, por exemplo,
uma copula Gaussiana Assimétrica nao € adequada, ja que possui dependéncia nas caudas
nula. A Copula T-Student Assimétrica € boa alternativa para estimag¢do da dependéncia

entre os ativos energéticos.

4.3. Modelagem das Séries Filtradas

Como o interesse sdo por modelos ARMA-GARCH com estrutura de dependéncia
definida por fun¢do de acoplamento, a partir das séries filtradas devem-se ajustar modelos
marginais (para a estrutura assimétrica marginal) e uma funcdo de acoplamento (estrutura

de dependéncia entre as séries).
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Serdo ajustadas e comparadas as distribui¢des marginais Normal Assimétrica (Secao
3.1.1) e t-Student Assimétrica (Se¢do 3.1.2) que, juntamente com o ajuste das funcdes de
acoplamento t-Student (caso comum) e t-Student Assimétrica, modelardo a distribui¢ao
conjunta das séries em estudo. O ajuste das funcdes de acoplamento serdo realizados
através do método IFM (que depende do ajuste das distribuicdes marginais). Os resultados
desses ajustes sdo apresentados nas secdes 4.3.1 e 4.3.2. Em seguida apresentam-se
métricas de bondade de ajuste (sec@o 4.3.3) baseadas na Fun¢ao de Acoplamento Empirica
e na Transformada de Kendall (Cn e Cnk, veja Genest et al, 2007), e também um
comparativo do ajuste caudal da dependéncia, através de estatisticas baseadas no VaR
(Valor em Risco, Morgan, 1976). O Apéndice D dd mais detalhes sobre os testes e

estatisticas utilizados.
4.3.1. Ajustes de Distribuicoes Marginais

Para as séries filtradas de precos de Petr6leo WTI, Gasolina (Porto de Nova York) e
valores do Indice do Oleo AMEX, em estudo, serdo ajustadas as distribui¢des marginais
Normal Assimétrica e t-Student Assimétrica. O objetivo € ndo somente obter o ajuste das
distribui¢cdes marginais para posterior uso na modelagem das distribui¢cdes conjuntas e do
processo de precos dos ativos, mas também verificar a eficdcia do ajuste de distribui¢cdes
assimétricas a essas séries financeiras e observar possiveis diferengas entre periodos pré e

p6s os choques geopoliticos de 2002.

Inicialmente serdao ajustadas as distribuicdes assimétricas marginais para a série
filtrada de precos do Petrdleo WTI no periodo pré choques. A figura 4.17 mostra um
grafico comparativo de quantil-quantil para o ajuste da distribuicdo Normal Assimétrica e t-

Student Assimétrica.
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Ajuste Distribuicao Normal Assimétrica
Ajuste Distribuicao t-Student Assimétrica
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Figura 4. 19. Gréficos comparativos de probabilidades para os ajustes das distribui¢des Normal Assimétrica e
t-Student Assimétrica a série filtrada de pregos de Petr6leo WTI Pré Choques Geopoliticos de 2002.

Note que o ajuste da distribuicio Normal Assimétrica ndo se mostra adequado na
regido caudal da série de dados, enquanto que a distribuicdo t-Student Assimétrica
aparentemente atendeu a estrutura distribucional da série de dados. As figuras de 4.18 a
4.22 mostram graficos semelhantes para as séries filtradas de Petroleo WTI P6s Choques de

2002, Indice de Oleo AMEX Pré e P6s choques e Gasolina Pré e Pés Choques.

o°

Ajuste Distribuigdo Normal Assimétrica
Ajuste Distribuicao t-Student Assimétrica
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Figura 4. 20. Graficos comparativos de probabilidades para os ajustes das distribuicdes Normal Assimétrica e
t-Student Assimétrica a série filtrada de precos de Petréleo WTI Pés Choques Geopoliticos de 2002.
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o ®

Ajuste Distribuigdo Normal Assimétrica
Ajuste Distribuicdo t-Student Assimétrica
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Série Filtrada indice AMEX Pré Choques Série Filtrada indice AMEX Pré Choques

Figura 4. 21. Gréficos comparativos de probabilidades para os ajustes das distribui¢des Normal Assimétrica e
t-Student Assimétrica a série filtrada de valores do Indice de 6leo AMEX Pré Choques Geopoliticos de 2002.
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Figura 4. 22. Graficos comparativos de probabilidades para os ajustes das distribuicdes Normal Assimétrica e
t-Student Assimétrica a série filtrada de valores do Indice de 6leo AMEX Pé6s Choques Geopoliticos de 2002.
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Ajuste Distribuigdo Normal Assimétrica

Figura 4. 23. Gréficos comparativos de probabilidades para os ajustes das distribui¢des Normal Assimétrica e

Ajuste Distribuigdo Normal Assimétrica

Série Filtrada Gasolina Pré Choques

Ajuste Distribuicdo t-Student Assimétrica

Série Filtrada Gasolina Pré Choques

t-Student Assimétrica a série filtrada de precos de Gasolina Pré Choques Geopoliticos de 2002.

(o]
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Ajuste Distribuicdo t-Student Assimétrica

Série Filtrada Gasolina Pés Choques

Figura 4. 24. Graficos comparativos de probabilidades para os ajustes das distribuicdes Normal Assimétrica e
t-Student Assimétrica a série filtrada de pregos de Gasolina P6s Choques Geopoliticos de 2002.

Visualmente, através dos graficos comparativos de probabilidade, nota-se um
melhor ajuste da distribuicdo t-Student Assimétrica do que a distribuicdo Normal

Assimétrica. Esses resultados sio corroborados numericamente através do Critério de
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Informacdo de Akaike (AIC, vide Akaike (1973)) e de medidas de bondade de ajuste dos
modelos completos ARMA-GARCH-Cdépula (Secdo 4.3.3). Em todos os casos poucos sao
os valores extremos que ndo sdo ajustados pela distribuicdo t-Student Assimétrica,
indicando ser desnecessario para essas séries a utilizacdo de distribui¢des com caudas mais

pesadas, por exemplo, baseadas na Teoria de Valores Extremos.

A tabela 4.6 mostra os parametros ajustados das distribuicdes marginais Normal e t-
Student Assimétricas para a série filtrada de precos, juntamente com seus desvios padrao.
Nota-se que o segundo periodo, pds choques de 2002, possui graus de liberdade em geral

maiores do que no primeiro.

Tabela 4. 6. Parametros das distribuigdes Normal e t-Student Assimétricas ajustados para as séries marginais
filtradas de pregos.

WTI Pré WTI Pés Oleo AMEX Pré | Oleo AMEX Pés| Gasolina Pré Gasolina Pés
Param. DP Param. DP Param. DP Param. DP Param. DP Param. DP

= 8 Graus Liberdade| 4.763 0.360 | 9.554 2.027 | 6.158 0.562 | 22.473 4.693 | 6.752 0.724 | 9.159 1.857
§ E Assimetria -0.055 0.027 | -0.301 0.127 | 0.025 0.035 | -0.988 0.025 | -0.020 0.041 | -0.149 0.094
w““ B Posicao 0.060 0.031 | 0.302 0.128 | -0.030 0.040 | 0.950 0.028 | 0.024 0.046 | 0.147 0.101
-2 Escala 0.760 0.015 ] 0.873 0.023 | 0.821 0.015 | 0.903 0.024 | 0.839 0.016 ] 0.880 0.025
R Posigcao 0.666 0.045 | 0.822 0.062 | 0.680 0.046 | 0.842 0.067 | 0.517 0.087 | 0.608 0.104
g 2 Escala 1.457 0.022 | 1.742 0.037 | 1.503 0.021 | 1.757 0.042 | 1.263 0.038 | 1.399 0.048
z< Assimetria -1.004 0.065 [ -1.399 0.112 | -0.977 0.063 | -1.460 0.127 | -0.708 0.114 | -0.897 0.145

O Critério de Informagao de Akaike, que pondera a fun¢do de verossimilhanga e o
nimero de parametros para sugerir, dentre os modelos ajustados, qual o de melhor ajuste, é
exibido na tabela 4.7. Aqui o melhor dentre os modelos € selecionado através das medidas

de menor valor.

Tabela 4. 7. AIC (Akaike’s Information Criterion) para o ajuste das distribui¢des marginais Normal
Assimétrica e t-Student Assimétrica as séries filtradas de precos de Petréleo Bruto WTI, Indice de Oleo
AMEX e Gasolina Convencional.

WTI Periodo  WTI Periodo || HO2 Periodo HO2 Periodo || Gasol. Periodo Gasol. Periodo
Pré Choques Po6s Choques || Pré Choques Pds Choques || Pré Choques Po6s Choques

Normal
Assiménica || -10500-98 -4394.23 -10653.04 -4428.32 -10747.32 -4400.02
t-Student -10867.24 -4431 51 -10888.22 -4435.19 -10894.20 -4436.85
Assimétrica
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Observe que a funcdo t-Student Assimétrica, mesmo possuindo um pardmetro a
mais do que a distribuicdo Normal Assimétrica € a que se ajustou de forma mais adequada

as séries em estudo.
4.3.2. Ajustes de Funcoes de Acoplamento

Nesta sessao sao apresentados os resultados dos ajustes das funcdes de acoplamento
t-Student Assimétrica e t-Student Simétrica para os precos filtrados de ativos energéticos,
através do método IFM, testes de bondade de ajuste das func¢des de acoplamento e
resultados do calculo do VaR da simulagdo dos modelos ARMA-GARCH-Cé6pula. A
funcdo de acoplamento t-Student Simétrica € utilizada para efeito de comparacdo dos
resultados com a contraparte assimétrica. A tabela 4.8 exibe os resultados dos ajustes
dessas fungdes de acoplamento, juntamente com o desvio padrdo das estimativas de seus
parametros. Serdao apresentados os resultados dos ajustes bivariados e 3-variado, com o

objetivo de comparar as estimativas nesses casos para as cépulas mencionadas.

Tabela 4. 8. Ajustes das funcdes de acoplamento t-Student Assimétricas bivariadas para os pares Oleo Cru
WTI e Gasolina Convencional, Oleo Cru WTI e Indice Oleo AMEX, e Gasolina Convencional e Indice Oleo
AMEX nos periodos Pré e Pés choques 2002. Acompanham respectivos desvios padrio.

Assimetria 1 Assimetria 2 Correlacdo  Graus Lib.
Oleo Cru WTI e Gasolina Conv. -0.1300 0.0024 0.6770 6.6455
Desvio Padrao 0.03549 0.03374 0.00855 0.29863
Periodo Pré p foL
Choaues Oleo Cru WTI e Indice Oleo AMEX 0.3966 0.1066 0.2172 13.2103
20%2 Desvio Padrao 0.08002 0.11317 0.01783 0.77583
Gasolina Conv. e indice Oleo AMEX |  0.4142 -0.0053 0.1938 14.8435
Desvio Padréao 0.07786 0.08304 0.01719 0.75503
Oleo Cru WTI e Gasolina Conv. -0.1819 -0.0440 0.7247 5.8969
Desvio Padrao 0.0460 0.0426 0.0118 0.4673
Periodo Pés | - coL
Choaues Oleo Cru WTI e Indice Oleo AMEX -0.1402 -0.1885 0.4103 14.7533
20%2 Desvio Padrao 0.0678 0.0839 0.0211 0.7335
Gasolina Conv. e indice Oleo AMEX -0.3218 0.1287 0.3440 16.1096
Desvio Padrao 0.0783 0.1014 0.0230 1.5976

Observam-se distingdes principalmente na direcdo da assimetria entre os periodos
pré e pés choques de 2002. As funcdes de acoplamento ajustadas para o par Oleo Cru WTI

e Gasolina Convencional nesses periodos indicam maior dependéncia entre aumentos de
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precos dos ativos no periodo pré choques e maior dependéncia entre as redugdes de precos
no periodo pds choques. Observa-se também aumento na correlacdo do periodo 1 para o

periodo 2.

Para comparacao foi ajustada a funcao de acoplamento t-Student Simétrica que, com
graus de liberdade elevados se aproxima da func¢do de acoplamento Gaussiana. O resultado

do ajuste é mostrado na tabela 4.9.

Tabela 4. 9. Ajustes das fungdes de acoplamento t-Student Simétrica bivariadas para os pares Oleo Cru WTI
e Gasolina Convencional, Oleo Cru WTI e Indice Oleo AMEX, e Gasolina Convencional e Indice Oleo
AMEX nos periodos Pré e Pés choques 2002. Acompanham respectivos desvios padrio.

Periodo Pré Choques Periodo Pés Choques

Correlacdo Graus Lib. || Correlacdo Graus Lib.
Oleo Cru WTI e Gasolina Conv. 0.6744 6.6825 0.7205 5.3196
Desvio Padrao 0.0086 0.7702 0.0120 0.7150

Oleo Cru WTI e indice Oleo AMEX | 0.2221 14.9415 0.4195 20.6629
Desvio Padrao 0.0160 3.9608 0.0202 9.2220

Gasolina Conv. e indice Oleo AMEX 0.1906 15.1610 0.3422 24.2839
Desvio Padrao 0.0162 4.1739 0.0221 13.8550

Observa-se aumento expressivo dos graus de liberdade das cOpulas que ajustam o
Indice Oleo AMEX. Esse fato implica em reducdo na dependéncia nas caudas entre os
ativos fisicos e o indice AMEX. As estimativas de correlacdo e seus respectivos desvios
padrdao possuem variacdo muito pequena da t-Student Assimétrica para a t-Student
Simétrica, mostrando robustez em relagdo a esse erro de especificagdo (uso da t-Student
Simétrica no lugar da t-Student Assimétrica). As estimativas do grau de liberdade,
principalmente para o primeiro periodo, também sdo proximas, entretanto os desvios

padrdo sdo mais afastados.

As funcdes de acoplamento apresentadas sdao bivariadas. As tabelas 4.10 e 4.11
mostram o ajuste das fungdes de acoplamento 3-variadas t-Student Assimétrica e t-Student

Simétrica.
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Tabela 4. 10. Ajustes das fungdes de acoplamento t-Student Assimétricas 3-variada para as séries filtradas de
Oleo Cru WTI, Gasolina Convencional e Indice Oleo AMEX nos periodos Pré e P6s choques 2002.
Acompanham respectivos desvios padréo.

Periodo Pré Choques 2002 || Periodo P6s Choques 2002

Parametros Desvio Padrao||Pardmetros Desvio Padrao
Assimetria 1 0.1995 0.0522 -0.3366 0.0635
Assimetria 2 0.4255 0.0604 -0.1347 0.0805
Assimetria 3 0.0851 0.0641 -0.0950 0.1105
Correlagéo 1,2 0.6722 0.0087 0.7152 0.0120
Correlagao 1,3 0.2296 0.0161 0.4036 0.0223
Correlagao 2,3 0.1977 0.0172 0.3329 0.0230
Graus Lib. 10.6197 0.5744 10.9160 0.8438

1: Oleo Cru WTI  2: Gasolina Convencional 3: indice de Oleo AMEX

Tabela 4. 11. Ajustes das fun¢des de acoplamento t-Student Simétrica 3-variada para as séries filtradas de
Oleo Cru WTI, Gasolina Convencional e Indice Oleo AMEX nos periodos Pré e P6s choques 2002.
Acompanham respectivos desvios padréo.

Periodo Pré || Periodo Pos
Choques Choques
2002 2002

Correlagao 1,2 0.6738 0.7176
Desvio Padrao 0.0081 0.0113
Correlagao 1,3 0.2211 0.4169
Desvio Padrao 0.0160 0.0210
Correlagao 2,3 0.1905 0.3450
Desvio Padrao 0.0162 0.0225
Graus Lib. 11.4087 10.2755
Desvio Padrao 1.3265 1.4238

1: Qleo Cru WTI 2: Gasolina Convencional
3: Indice de Oleo AMEX

Observe que os parametros de correlacdo e graus de liberdade das copulas t-
Assimétrica 3-variada e t-Student simétrica 3-variada sdo semelhantes, estando nos

intervalos de confianca das estimativas.

Comparando-se com as cépulas bivariadas observam-se grandes diferencas nas
estimativas dos parametros (exceto as correlacdes). Enquanto que na bivariada obtiveram-
se pardmetros de assimetria referentes ao Oleo Cru WTI no valor de -0.13 ¢ 0.39, nas
copulas relacionadas com a Gasolina e o Indice AMEX no periodo 1, respectivamente,
obteve-se aproximadamente 0.20 no mesmo periodo na copula 3-variada. Isso indica que a
cOpula 3-variada considerou um parametro préximo da média dos parametros bivariados. O

mesmo ocorre com os outros parametros. O ajuste do acoplamento 3-variado t-Student
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Simétrico ndo possuiu graus de liberdade tdo grandes quanto os observados no caso
bivariado. Isso pode ser devido ao alto desvio padrdo das estimativas bivariadas, o que nao
trazem garantias firmes de que o grau de liberdade estimado foi bem ajustado. Outro fato
importante de ser mencionado € que a fungdo de acoplamento 3 dimensional restringe o
grau de liberdade a um valor tnico (no caso bivariado existe um grau de liberdade para
cada par). Se os graus de liberdade dos casos bivariados sdo muito diferentes do caso 3-
variado € possivel que se esteja “engessando” a estrutura de dependéncia através das

médias dos graus de liberdade.

Esses resultados indicam que ao se ajustar a cOpula t-Student Assimétrica pode-se
estimar a matriz de correlacdo através dos modelos bivariados. Isso diminui de forma
expressiva o nimero de parametros da funcdo de acoplamento a ser estimada. Dessa forma,
a cada nova varidvel aumenta-se apenas 1 parametro adicional de assimetria, viabilizando a

utilizacdo da cépula para dimensdes superiores.

Bondades de Ajuste

Foram realizados testes de bondade de ajuste das funcdes de acoplamento 3-
variadas. Os p-valores dos testes da cOpula empirica e da transformada de Kendall sao
mostrados na tabela 4.12, para os periodos pré e pds choques de 2002. Esses testes sdo
baseados apenas nas funcgdes de acoplamento ajustadas, desconsiderando o ajuste das

distribui¢cdes marginais e modelos ARMA-GARCH.

Tabela 4. 12. P-Valores dos testes de bondade de ajuste baseados na Cépula Empirica e na Transformada
Kendall das fun¢des de acoplamento t-Student Assimétrica e t-Student Simétrica nos periodos pré e poés
choques de 2002.

Periodo 1 t-Student Assimétrica ||t-Student Simétrica
Cépula Empirica 0.565 0.578
Transformada Kendall 0.965 0.298
Periodo 2 t-Student Assimétrica |[|t-Student Simétrica
Cépula Empirica 0.109 0.181
Transformada Kendall 0.026 0.036
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Observe que o teste gerou p-valores que ndo rejeitam a hipétese nula (de modelos de
funcdes de acoplamentos adequados) no periodo pré choques de 2002. Nesse periodo
observa-se no entanto um melhor ajuste do acoplamento t-Student Assimétrico. Em
contrapartida, no periodo pds choques de 2002 observou-se ajustes menos adequados. O
teste baseado na Transformada Kendall rejeita a hipétese de adequacdo das fungdes de
acoplamento com nivel & de 0.05. O teste baseado na Copula Empirica ndo rejeita a
hipétese de adequacdo, entretanto qualifica a copula t-Student Simétrica como melhor

ajustada (se comparados os resultados dos testes das cpulas Simétrica e Assimétrica).

As estatisticas baseadas no VaR (ver metodologia no apéndice) sdo mostradas nas
tabelas 4.13 (periodo pré choques 2002) e 4.14 (periodo pds choques) para duas carteiras
construidas a partir dos 2 ativos fisicos mais o Indice Oleo AMEX. A primeira carteira é
constituida igualitariamente pelos 3 itens. A segunda é constituida de 50% de Oleo Cru
WTI, 20% de Gasolina Convencional e 30% do Indice de Oleo AMEX. Esse teste
considera o ajuste completo do modelo ARMA-GARCH-Cépulas, e, se o ajuste caudal foi
adequado pelas fun¢des de acoplamento, os resultados apresentados devem ser préximos do
VaR de nivel & (ou 1-a no caso de niveis maiores ou iguais a .9). Mais detalhes sobre a

geragdo das estatisticas pode ser verificado no apéndice D.

Tabela 4. 13. Estatisticas do VaR (Valor em Risco) para simulagdes em passos de 50 dias (janela de 1000
observacdes) dos modelo ARMA-GARCH-Cépula t-Student Assimétrica e ARMA-GARCH-Cépula t-
Student Simétrica para o periodo 1. Nimero de observacdes para célculo do VaR é de 2841.

t-Student Assimétrica t-Student Simétrica t-Student Assimétrica t-Student Simétrica

Periodo 1 Carteira 1 Ocorréncias|| Carteira 1 Ocorréncias| | Carteira 2 Ocorréncias|| Carteira 2 Ocorréncias
VaR 0.01% 0.04% 1 0.04% 1 0.00% 0 0.04% 1
VaR 0.1% 0.21% 6 0.07% 2 0.32% 9 0.21% 6
VaR 0.5% 0.77% 22 0.67% 19 0.81% 23 0.74% 21
VaR 1% 1.41% 40 1.16% 33 1.51% 43 1.23% 35
VaR 5% 6.58% 187 6.23% 177 6.58% 187 6.62% 188
VaR 10% 11.33% 322 11.02% 313 11.23% 319 10.84% 308
VaR 90% 11.69% 332 11.30% 321 11.76% 334 11.47% 326
VaR 95% 5.77% 164 5.70% 162 5.74% 163 5.49% 156
VaR 99% 1.51% 43 1.37% 39 1.48% 42 1.51% 43
VaR 99.5% 0.88% 25 0.81% 23 0.77% 22 0.81% 23
VaR 99.9% 0.14% 4 0.11% 3 0.14% 4 0.21% 6
VaR 99.99% 0.00% 0 0.04% 1 0.04% 1 0.11% 3
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Observa-se, tanto na carteira 1 quanto na carteira 2 proximidade entre as estatisticas
da t-Student Assimétrica e t-Student Simétrica. Na carteira 2 foi subestimado o VaR na
cauda superior da t-Student Simétrica, causado exatamente pelo seu comportamento

simétrico. A tabela 4.14 mostra as estatisticas para o periodo pés choques de 2002.

Tabela 4. 14. VaR (Valor em Risco) para simula¢des em passos de 50 dias (janela de 1000 observagdes) dos
modelo ARMA-GARCH-Cépula t-Student Assimétrica e ARMA-GARCH-Cépula t-Student Simétrica para o
periodo 1. Niimero de observacgdes para cdlculo do VaR € de 556.

t-Student Assimétrica t-Student Simétrica t-Student Assimétrica t-Student Simétrica

Periodo 2 Carteira 1 Ocorréncias|| Carteira 1 Ocorréncias| | Carteira 2 Ocorréncias|| Carteira 2 Ocorréncias
VaR 0.1% 0.18% 1 0.18% 1 0.18% 1 0.18% 1
VaR 0.5% 0.71% 4 0.71% 4 0.53% 3 0.71% 4
VaR 1% 1.06% 6 1.06% 6 0.71% 4 0.88% 5
VaR 5% 5.83% 33 6.01% 34 6.54% 37 6.71% 38
VaR 10% 14.31% 81 14.13% 80 14.31% 81 14.13% 80
VaR 90% 9.54% 54 9.54% 54 9.36% 53 9.36% 53
VaR 95% 4.95% 28 4.95% 28 4.77% 27 4.77% 27
VaR 99% 0.71% 4 0.53% 3 0.88% 5 0.71% 4
VaR 99.5% 0.18% 1 0.00% 0 0.18% 1 0.18% 1

Nesse caso observa-se grande semelhanca entre as carteiras e também entre as
funcdes de acoplamento t-Student simétrica e assimétrica. Observe que ocorreram 0 mesmo
nimero de ultrapassagens do VaR 90% na cépula t-Student Assimétrica e t-Student

Simétrica, em ambas as carteiras, o que aconteceu também com outros niveis de VaR.
4.3.3. Comparacao dependéncia nas Caudas

Nesta sec¢do serdo verificadas as dependéncias nas caudas das copulas ajustadas
(tedricas) e do acoplamento empirico. A tabela 4.15 mostra as dependéncias nas caudas
inferior e superior estimada através da cOpula empirica e calculada através de simulacdo da
copula t-Student Assimétrica e tedrica da t-Student Simétrica. Foram utilizados os

parametros estimados pelos acoplamentos 3-variados.
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Tabela 4. 15. Dependéncia nas caudas Inferior e Superior das fungdes de acoplamento empirica, t-Student
Assimétrica e t-Student Simétrica ajustadas.

Inferior Inferior Inferior Superior Superior Superior
Empirica t-Assimétrica  t-Simétrica Empirica  t-Assimétrica  t-Simétrica
3 « Oleo Cru vs. Gasolina 0.1892 0.1762 0.1451 0.2973 0.3101 0.1451
o 3 , .
o § § Oleo Cru vs. Indice AMEX | 0.0476 0.0321 0.0152 0.0952 0.0666 0.0152
o Gasolina vs. indice AMEX 0.0270 0.0167 0.0128 0.0811 0.0780 0.0128
q‘§ «~ Oleo Cru vs. Gasolina 0.3673 0.3231 0.1999 0.2653 0.2191 0.1999
[%2] , .
2 §§ Oleo Cru vs. Indice AMEX | 0.1892 0.1292 0.0537 0.0811 0.0590 0.0537
O Gasolina vs. indice AMEX | 0.1304 0.0909 0.0384 0.0435 0.0555 0.0384

Observa-se aqui que a dependéncia nas caudas do ajuste da coépula t-Student
Assimétrica ficou proximo da dependéncia nas caudas empirica. A cOpula t-Student

Simétrica subestimou a dependéncia nas caudas na maioria das vezes.

4.3.4. Ganhos em Relacio a Func¢ao de Acoplamento t-Student Simétrica

Nao € simples estabelecer na préatica os ganhos que a funcdo de acoplamento t-
Student Assimétrica t€ém em relacdo a t-Student Simétrica. Observou-se que a distribuicdo
assimétrica conseguiu um ajuste da dependéncia nas caudas mais préximo do observado
empiricamente. Entretanto as estatisticas baseadas no VaR mostram apenas uma leve
subestimacdo do VaR pela t-Student Simétrica, causada pela necessidade de ajuste
assimétrico. Observou-se também, no teste de bondade de ajustes que provavelmente a
funcdo de acoplamento t-Student Simétrica se ajustou melhor. Entretanto esse teste dd o
mesmo peso a distribuicdo em toda sua extensdo, desprezando, entdo, uma maior

dependéncia nas caudas.

Andlises e aplicacdes em outros conjuntos de dados podem ser tteis para estabelecer
de forma mais confidvel o grau de melhoria pelo uso da funcdo de acoplamento t-Student

Assimétrica em detrimento da Simétrica.

Além disso, a distribuicdo t-Student Simétrica é mais simples de ser implementada
computacionalmente, gerando resultados mais rapidamente, mesmo para dimensoes

superiores.
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Conclusoes

Procurou-se mostrar nesta dissertacdo que a distribui¢do t-Student Assimétrica é
uma boa alternativa, tanto para a modelagem da distribuicdo marginal quanto para a
constituicdo de uma fun¢do de acoplamento que seja flexivel o suficiente para caracterizar a

estrutura de dependéncia principal e caudal de um conjunto de dados.

Mostrou-se que o acoplamento t-Student Assimétrico pode descrever uma grande
variedade de dependéncias nas caudas superior e inferior, desde situacdes simétricas até
assimétricas de dependéncia. A funcdo de acoplamento t-Student Assimétrica é uma boa
alternativa para modelagem de eventos extremos em dados reais. Verificou-se que essa
distribuicao ajusta-se adequadamente a dependéncia nas caudas, considerando-se como
comparagdo a dependéncia nas caudas empirica. Observou-se também através das
estimagdes que essa copula também pode compor um modelo ARMA-GARCH-Cépulas

que caracterize um conjunto de dados reais.

Procurou-se mostrar que € possivel fazer a estimacdo conjunta dos parametros da
funcdo de acoplamento t-Student Assimétrica pela méxima verossimilhanca através de
métodos computacionais de otimizacdo construidos a partir da funcdo densidade do
acoplamento. Os resultados dos parametros estimados ficaram em geral préximos dos

parametros simulados, o que d4 maior garantia de que a estimagdo dos parametros para
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dados reais caracterize corretamente a dependéncia entre eles. Nesse contexto mostrou-se
também que alteracoes na precisio ndo modificam a estimativa dos parametros
drasticamente, mas tem influencia no cdlculo do desvio padrdao das estimativas.
Adicionalmente, é possivel aumentar a dimensao da fun¢do de acoplamento, com aumento
do custo computacional restrito a um parametro por dimensdo, ji que os parametros de

correlagdo podem ser ajustados com fidelidade pela func¢do de acoplamento bivariada.
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Apéndice A

Funcoes de Acoplamento

Segundo Nelsen (2006, Cap 1), acoplamentos podem ser vistos de duas formas:
“sob um ponto de vista, acoplamentos sao fung¢des que juntam ou “acoplam” fungdes
distribuicdes conjuntas as suas fungdes distribuicdes marginais. Alternativamente,
acoplamento sdo func¢des distribuicdes multivariadas, cujas marginais unidimensionais sao
uniformes no intervalo (0,1)”. Atualmente, o estudo de fun¢des de acoplamento é de grande
interesse, principalmente por suas aplicacdoes em finangas e atudria, como, por exemplo, a
andlise de risco de mercado, o célculo do risco de um portfélio de seguros, o aprecamento

de derivativos, entre outros.
A Transformada Integral de Probabilidade

Para um bom entendimento das fungdes de acoplamento, € necessédrio definir uma

ferramenta de extrema importancia, que € a transformada integral de probabilidade:

Seja X uma variavel aleatéria com funcdo de distribui¢do F(x) = P(X < x),xe R,
sendo isso denotado por X ~ F'. Suponha que F(x) é continua. Entdo, para ue (0,1),

existe um valor minimo tnico x(u), tal que F(x(u)) =u . Formalmente,

x(u) =F~'(u)=inf{x/ F(x) > u}, [A-1]
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o qual define a func¢do distribui¢cdio inversa. Entdo F(x)<u < x< F~'(u). Uma vez que
F(x) é ndo-decrescente e continua, entfio sua inversa F ' (1) também é nio-decrescente e

continua sobre u € (0,1) . Portanto,

P(F(X)<u)=P(X<F'w)=F(F'u)=u

e
1 seu=>1

P(F(X)<u)= . [A-2]
0seu<O

Portanto,
1 seu=>1

PIF(X)fu)=qu se0<u<l
0seu<0

Conseqiientemente, F(X) tem distribuicdo uniforme em [0,1], i.e.,
F(X) ~ Uniforme(0,1). A transformagcdao U = F(X) é chamada transformada integral de

probabilidade.

Lema A.1: Para quaisquer varidveis aleatdrias continuas X ~ F e U ~ Uniforme(0,1), X e

F~'(U) tem a mesma fungio distribuigio.
Realmente, uma vez que F~' () é ndo decrescente tem-se que:

P(F'(u)<x)=P(U < F(x))=F(x).

Proposicao A.1: Seja G(x) uma funcdo distribuicdo qualquer e U ~ Uniforme(0,1) . Entao

existe uma fungdo H(x) tal que P(H(U)<x)=G(x),xe R.
Prova: Se G(x) é continua, tomamos hA(U) =G ' (U). Entio

P(hU) < x)=PU = G(x)) =G(x)
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Se G(x) tem saltos de tamanho p, em y,, entdo tomamos G(y) para
xe(p,+p,++p_,ptp,++plk=12,.. (assumindo p,=0). Uma vez que

U~UQ©)l), P(hU)=y,)=P(p,+-+p,,<U<p +-+p)=p,.
Portanto A(U) € uma varidvel aleatdria discreta com fungao distribui¢do G(x).

Entio, se Y tem densidade g(y) e funcdo distribuicio G(y), entdo ¥ = G (F(x))

transforma f(.) em g(.).

A.l. Distribuicoes Multivariadas

z

A dependéncia entre as varidveis aleatérias de valores reais X ,X,,..X, €

n

completamente descrita pela funcao de distribui¢do conjunta

H(x,xy,..x,)=P(X, <x,, X,<x,,..., X, <x,)). [A-3]

Se H(x,,x,,...,x,) € conhecida, podemos obter a densidade conjunta (se a mesma existir)

de acordo com a formula:

_0"H(x,,x,,...,X,)

) [A_4]
0x,0x,...0x,,

h(x,,X,,....X,)

para todo (x,x,,...,x,)€ R" onde H (x,,x,,...,x,) tem derivada parcial mista.

Para qualquer subconjunto {il,iz,...,ij}e{1,2,...,n} a distribuicdo marginal de

(X;I s X e X;/.) ¢ dada por

Xy Xy, (X5 X s X; ) = PEEO H (X, Xy ey X,)5 0 # 0y 0y g0 [A-5]
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A.2. Definicdo das Fungdes de Acoplamento

Suponha que se transforme o vetor aleatério (X,,X,,...,X,) componente a
componente para que ele tenha distribui¢des marginais Uniforme(0,1). Se X, X,,... X,

tém distribui¢des marginais continuas Fy (x,),...,Fy (x,), entdo essa transformagéo pode

ser obtida usando-se a transformada integral de probabilidade:

TR R (e X,) B (Fy (3 Fy (3,). [A-6]

A funcgdo distribui¢do conjunta C(.) de (Fx, (x,),..., Fx (x,)) € entdo chamada de copula

(ou fungdo de acoplamento, ou, muitas vezes, apenas acoplamento) do vetor aleatdrio

(X,,X,,...., X,), ou equivalentemente, cpula associada com a distribui¢do conjunta H(.).
Segue que:

H(x;,xy,...,x,) =
= P(FXl (X< FX] (x)), sz(Xz) < FX2 (X5)5eees FXn (X,)< FX” (x,) [A-7]
=C(FX] (x)), FX2 (xz),...,FXn (x,).

Definicao A.1: Uma fun¢do de acoplamento € definida como a funcdo de distribui¢ao
conjunta

Clu,uy,..ou,)=PWU,<u,, U, <u,,.., U, <u,), 0<u, <1,
sendo U, ~ Uniforme(0,1),i =1,2,...,n ou alternativamente

Definicao A.2: Uma funcdo de acoplamento € qualquer funcdo C :[0,1]" — [0,1] que possui

as seguintes propriedades:
. (o~ u,
1) C(u,,...,u,) € ndo-decrescente em cada componente '

i) C(L,lu ) =u, € [0,1] V =120

iii) para v (a,,....a,),(b,,....b,) € [0,1]" com a; < b, tem-se que
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2 2
DD )T C(xy, e x,, )20, 0nde X =a, e x;, =b,, j=12,...n.

i=l =1

Sendo essas defini¢des equivalentes.
A.2.1. Propriedades

Apresentaremos agora algumas propriedades e teoremas que as funcgdes de
acoplamento satisfazem. Maiores detalhes podem ser obtidos em Nelsen (2006) e Bouyé et

al. (2000).

Teorema A.1 (Sklar): Seja H(.) uma funcdo de distribuicdo conjunta com marginais

Fy ..., Fy . Entdo existe uma funcdo de acoplamento n-dimensional C(.) tal que:

H(x,, Xy X,) = C(Fy (1)), Fy, (X,), Fy_(x,)). [A-8]

Reciprocamente, se C(.) ¢ uma fungéo de acoplamento n-dimensional e Fy ..., Fy

sao fungdes de distribuicao, entdo H(.), definida por [A-8] é uma distribuicao conjunta n-

dimensional.

Note que a reciproca desse teorema implica que podemos acoplar quaisquer tipos de
distribui¢cdes univariadas com qualquer func¢do de acoplamento, assim definindo uma

distribuicdo multivariada valida.

A prova desse teorema pode ser encontrada em Sklar (1959). O coroldrio a seguir
mostra que podemos obter fungdes de acoplamento a partir de qualquer distribuicao

multivariada e usé-la independentemente das marginais originais.

Corolario A.1: Seja H(.) uma fungdo de distribui¢do conjunta com marginais Fy ..., Fy

n

e sejam F'x,,..,F'x, as inversas de Fy ..., Fy respectivamente. Entdo, para qualquer

u, € [0,1], existe uma funcdo de acoplamento n-dimensional C(.) tal que:
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Cuy,tyseestt,) = H(F ', (). F'x, (u,)) [A-9]

Entdo, podemos estudar o fendmeno de dependéncia entre as varidveis sem fixar as

distribuicdes marginais.

Teorema A.2: Seja (X, X,,..., X,) um vetor de varidveis aleatérias continuas com funcdo
de acoplamento C(.). Se «,(.),....a,(.) s3o funcOes estritamente crescentes em
Im(X,),....Im(X,), respectivamente, entdo (&,(X,),...a,(X,)) também possui

acoplamento C(.).

Prova: Sejam FXI,---,FX” fungdes distribui¢do de X,,---, X, e sejam G,,---,G, as fungdes
distribui¢do de «,(X,),--,o,(X,) respectivamente . Seja (X,,---,X,) um vetor aleatorio
com cOpula C(.) e seja C,(.) a copula de (&, (X,),"--,,(X,)). Uma vez que «,(.) é

estritamente crescente para cada k =1,---,n,
G,(x)=P(,(X,)<x)=P(X, <a;'(x))=F, (&' (x)).

para todo X em R, portanto

C,(G,(x)),....G,(x,)) = P(,(X,) < x,,ort, (X,) < x,) =
=P(X, <a]' (x),... X, S (x,)) = C(F (& (x)),.... F, (&, (x,))) = [A-10]
= C(G,(x)),.-,G, (x,)).

Uma vez que X,,..., X, sdo continuas, Im(G,) =...=Im(G,) =[0,1], 1.e., C,(.)=C(.) em

n

[0,11".
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Entdo, as transformacdes ndo lineares estritamente crescentes alteram a distribui¢do

conjunta H(.) e suas marginais, mas a forma analitica da funcdo de acoplamento

permanece a mesma.

Teorema A.3: (X,,X,,....X,) um vetor de varidveis aleatdrias continuas com fun¢do de

acoplamento C(.). Entdo X, X,,..., X, sdo independentes se e somente se

n

C(u) :ﬁui =] [A-11]

I1 é chamada de cépula de independéncia (ou independente).
A.2.1. Limites de Fréchet-Hoeffding para Cépulas

Defini¢ao 2.3 (Acoplamentos W e M): Sejam M e W fungdes com dominio em [0,1]", tais

que:
M"(u) =min(y,,u,,....u,) ,
W" () =max(u, +u, +...+u, —n+1 , 0). [A-12]

Entdo M € uma fun¢do de acoplamento n-dimensional para todo n =2, ao passo que W

nao € uma fun¢do de acoplamento para todo n > 3.

Teorema A.4 (Limites de Fréchet-Hoefding): Se C(u) é um acoplamento qualquer, entao,
para todo ue [0,1]",

W'a)<Cu)<M"(u). [A-13]
Portanto, o limite inferior de Fréchet-Hoefding W?(u,v) =max(u +v—1,0) é menor do que
qualquer cépula bidimensional, e qualquer cépula C(u) € menor que o limite superior de

Fréchet-Hoefding M " (u).
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Prova (caso bidimensional):

1* parte: Seja (u,v)€[0,1]*, temos por definicdo que C(u,v)<C(ul)=u e

C(u,v) < C(l,v) =v. Diretamente, isso implica que C(u,v)<min(u,v)..

2% parte: Utilizando a defini¢do de cépula (Defini¢do 2.2, item iii), com u, =v, =1, temos
que CL)-Cu,)-C(,v)+C(u,v)=0. Entéo l-u—v+C(u,v) 20 e

Cu,v)2u+v-1. Como C(u,v) 20, C(u,v) Zmax(u+v-1,0).



Apéndice B

Dependencia

O conceito de dependéncia entre varidveis aleatdrias estd relacionado com a
probabilidade conjunta entre os eventos possiveis descritos pelas distribui¢des marginais.

Como Jogdeo (1982) aponta,

"As relagdes de dependéncia entre varidveis aleatdrias é um dos temas mais
estudados em probabilidade e estatistica. A natureza da dependéncia pode tomar uma
variedade de formas e, a ndo ser que alguma suposicdo especifica seja feita sobre a

dependéncia, nenhum modelo estatistico pode ser criado."

E importante entdo, para que se possa fazer uma boa modelagem, que se utilize
funcOes que caracterizem corretamente a dependéncia entre os eventos em estudo. Joe
(1997, Cap 2, p. 19-33), apresenta diversos tipos de dependéncia que sdo encontradas nas
diversas fun¢des conjuntas e/ou de acoplamento. A dependéncia entre varidveis aleatdrias €
totalmente definida por sua fungdo de distribuicdo conjunta, porém, esta ndo informa
especificamente como € essa dependéncia, nem a mensura. Para isso sdo desenvolvidas
medidas de dependéncia, que sdo instrumentos que quantificam essa associagdao. Cabe ao

analista/estatistico selecionar corretamente a fun¢do mais adequada ao seu problema.

Serdo abordados inicialmente alguns dos diferentes tipos de dependéncia, mais uteis

nas aplicacdes em gerenciamento de risco, como simetria e assimetria, dependéncia em
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quadrantes positivo e negativo, dependéncia com crescimento estocdstico, dependéncia

crescente nas caudas e dependéncia positiva total.
B.1. Propriedades da Dependéncia

Para criar um modelo estocdstico para algum determinado conjunto de eventos e
varidveis aleatdrias € necessario que se facam suposi¢des sobre o comportamento aleatério
dos mesmos. Essas suposicdes podem estar baseadas em alguns conceitos e estruturas de

dependéncia para caracterizar o comportamento.

Por estrutura de dependéncia pode-se entender as caracteristicas intrinsecas da
dependéncia entre eventos aleatérios de um conjunto de varidveis aleatdrias, podendo ser,
por exemplo, simétrica ou assimétrica, alongada ou ndao nas caudas. Entende-se por
conceito as caracteristicas e propriedades que uma determinada estrutura de dependéncia

possui.

Serdo apresentadas aqui defini¢des dos conceitos e estruturas de dependéncia para o
caso bivariado, sendo o caso multivariado uma extensdo natural dos mesmos conceitos e

estruturas.
B.1.1. Dependéncia em Quadrante Positiva

Este conceito de dependéncia distingue dependéncia de independéncia, quando duas

varidveis aleatdrias assumem valores em um mesmo quadrante, e € definida por:

Definicio B.1: Seja X =(X,,X,) um vetor aleatério bivariado com distribuicio

acumulada (f.d.a.) F. X ou F é dependente em quadrante positivo se:
P(X,>a;X,>a,)2P(X,>a,)P(X,>a,)Va,,a,eR, [B-1]

ou equivalentemente:
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P(X,<a;X,<a,)2P(X,<a)P(X,<a,)Va,,a,eR. [B-2]

A razdo por que [B-1] e [B-2] s@o um conceito de dependéncia positiva é que € mais
provdvel que X, e X, assumam valores grandes conjuntamente ou pequenos
conjuntamente comparados com X 1e X 2,onde X, =, X,'e X, =, X,', sendo X 1e X »

variaveis aleatorias independentes. Da mesma forma, X ou F sdao dependentes em quadrante

negativo se as inequacdes em [B-1] e [B-2] forem reversas.

Nota-se que esse conceito é geral, pois apenas distingue um par de varidveis

aleatdrias dependentes de um par independente.
B.1.2. Dependéncia de Crescimento Estocastico

Este conceito diz respeito ao crescimento estocdstico da dependéncia entre duas

variaveis aleatérias conforme o valor de uma das varidveis aumenta.

Definicdo B.2: Seja X =(X,,X,) um vetor aleatério bivariado com distribui¢do
acumulada (f.d.a.) Fe F(F,,F,). X, é estocasticamente crescente em X, ou a distribuicio

condicional F,, ¢ estocasticamente crescente se:
P(X,>x,|X,=x)=1-F,,,(x,|x) T x,Vx, . [B-3]

Se forem invertidos os papéis de X, e X, em [B-3] entdo obtém-se X,
estocasticamente crescente em X,, ou F,,, estocasticamente crescente. Entende-se por esse
conceito que X, € mais provdvel de assumir valores maiores conforme X, aumenta.

Revertendo-se a direcio de monotonicidade de T para |, resulta-se na condicio

estocasticamente decrescente.

Note que, com este conceito, aproxima-se o conceito de dependéncia nas caudas,
que possui semelhancas com o conceito de dependéncia com crescimento estocdstico. O

préoximo conceito aproxima-se ainda mais da dependéncia nas caudas.
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B.1.3. Dependéncia crescente na cauda direita e decrescente na cauda esquerda

Este conceito é construido a partir do conceito anterior, e envolve ndo s6 valores
crescentes fixos de uma das varidveis aleatérias, mas toda a cauda além de um limiar

crescente em uma das variaveis aleatdrias.

Definicdo B.3: Seja X =(X,,X,) um vetor aleatério bivariado com distribui¢do

acumulada (f.d.a.) F e F(F,F,). A dependéncia de X, € crescente na cauda direita de X,

se:
P(X,>x, | X,>x)=1-F,,(x,| x) T x,Vx, . [B-4]
Similarmente, a dependéncia de X, € decrescente na cauda esquerda de X, se:
P(X,<x,|X,<x)=1-F,,(x,|x)4 x,Vx,. [B-5]

Como anteriormente, em [B-4], € mais provdvel que ocorram valores maiores de X,
conforme X, encontra-se em valores mais elevados na sua distribui¢do, e em [B-5], € mais

provével que ocorram valores menores de X, conforme X, assume valores menores em

sua distribuigao.

Veja que os conceitos de dependéncia B.1.2 e B.1.3 também sdo conceitos de
dependéncia positiva. Em B.1.3, se for invertida a ordem da monotonicidade de T para |,

em [B-4] e de | para T em [B-5], obtém-se conceitos de dependéncia negativa.
B.1.4. Associacao entre Variaveis Aleatorias

Este conceito exprime a existéncia de uma associacdo entre varidveis aleatorias

quando existe uma covariancia positiva entre elas.
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Definicao B.4: Seja X =(X,,X,) um vetor aleatdrio bivariado. X possui associacdo se a

inequacao:
E[g,(X)g,(X)]2 E[g,(X)]E[,(X)] [B-6]

¢ vdlida para toda fungdo real g, e g, crescentes em cada um de seus componentes, e de

forma que cada esperanca em [B-6] exista.

B.1.5. Positividade Total de segunda ordem

Definicao B.5: Uma fun¢do ndo negativa b em A%, onde Ac R, é totalmente positiva de

segunda ordem se, para todo x, <y,, x, <y,,onde x;,,y,€ A,

b(x,,x,)b(y,,y,) 2b(x,,y,)b(x,,y,). [B-7]

Suponha que se esteja trabalhando com uma fun¢do acumulada F de densidade f. As
nog¢des de dependéncia positiva que podem ser expressas através da positividade total de
segunda ordem sdo as seguintes: i f, ii F, iii F =1—F possuem positividade total de
segunda ordem. Ou seja, em (i) a condicdo de dependéncia positiva significa que para
X <Y, X% <Yy, f(x,%)f(y,y,)2f(x,y,)f(x,,y,) significa que € mais provavel que
sejam observados pares cujos componentes possuam valores alto-alto ou baixo-baixo do

que valores alto-baixo ou baixo-alto.

Nota-se, entdo uma correlacdo alta entre a positividade total de segunda ordem e o

conceito de concordancia que serd apresentado na secio B.3.
B.1.6. Relacoes entre os Conceitos de Dependéncia

Como pode-se notar, cada um dos conceitos apresentados sdo inter-relacionados,
sendo que o conceito mais forte € o da dependéncia com positividade total de segunda

ordem, pois sua existéncia implica que todas as outras propriedades/conceitos de
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dependéncia sdo vélidos. As relacdes entre os conceitos de dependéncia sdo apresentadas

no teorema B.1.
Teorema B.1:

(a) Positividade total de segunda ordem na densidade f —> Dependéncia com
crescimento estocdstico = Dependéncia crescente na cauda direita e decrescente na cauda

esquerda;

(b) Dependéncia crescente na cauda direita e decrescente na cauda esquerda =

Associacao entre as varidveis aleatérias = Dependéncia em Quadrante Positiva;

(c) Positividade total de segunda ordem na densidade f = Positividade total de

segunda ordem na distribui¢io acumulada F e sobrevivéncia F =1-F .

(d) Positividade total de segunda ordem na densidade f = Dependéncia decrescente

na cauda esquerda e Positividade total de segunda ordem na funcdo de sobrevivéncia

F =1-F = Dependéncia crescente na cauda direita.

A prova desse importante teorema pode ser consultada em Joe (1997, Cap 2, p. 26-
27). Como pode-se observar, a positividade total de segunda ordem na densidade implica
em positividade total de segunda ordem na distribui¢io acumulada. Como se sabe da
defini¢ao de Fun¢do de Acoplamento (veja Nelsen, 2006, Cap 2.), as copulas satisfazem a
propriedade de positividade total de segunda ordem, o que as transformam em um

ferramental poderoso para o estudo da dependéncia entre varidveis aleatorias.

O teorema B.2 mostra a flexibilidade das propriedades/conceitos de dependéncia
com relagdo a transformacgdes estritamente crescentes, as quais as Copulas também

atendem.

Teorema B.2: Os conceitos de dependéncia em Quadrante Positiva, Dependéncia com

Crescimento Estocdstico, Dependéncia Crescente nas Caudas e Positividade Total de
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segunda ordem sdo invariantes a transformacdes estritamente crescentes dos componentes

do vetor aleatério.

Isso quer dizer que, por exemplo, se (X,,X,) possuem dependéncia em quadrante
positiva, entdo (a,(X,),a,(X,)) também possuem, para transformacdes estritamente

crescentes a, € a, . A prova desse teorema € trivial e serd omitida.

B.2. Estruturas de Dependéncia

Neste texto serdo estudadas as estruturas de dependéncia simétricas e assimétricas

por sua importancia em aplicacdes financeiras e econdmicas.

A simetria na dependéncia ocorre na maioria das distribuicdes elipticas
multivariadas, como Normal e t-Student multivariadas. O fato de que, muitas vezes
observa-se maior ocorréncia de pares concordantes em eventos negativos (por exemplo, no
estudo de contdgios financeiros, existe uma dependéncia maior na cauda das perdas), a
utilizacdo das distribuicdes acima mencionadas pode ocasionar vicios consideraveis quando

utilizadas em modelos probabilisticos.

A busca por distribui¢des multivariadas que possuam dependéncia assimétrica é

importante pois garante que casos como esses sejam modelados de forma ndo viesada.
B.2.1. Dependéncia Perfeita Positiva e Negativa

Nesta secdo serd apresentada a definicdo de dependéncia perfeita, que pode-se
entender como a mais forte dependéncia existente entre varidveis aleatérias. A dependéncia

perfeita € caracterizada pela comonotonicidade entre as varidveis aleatorias.

Definicdo B.6: (Dependéncia Perfeita): As varidveis aleatérias X e Y sdo ditas
positivamente dependentes perfeitamente se sdo comonotdnicas (por exemplo, X =Y
quase certamente) e sdo negativamente dependentes perfeitamente se forem

contramonotonicas (por exemplo, X = —-Y quase certamente).
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z

Definicao B.7: (Subconjunto Comonoténico): Um subconjunto A c R" € dito
comonotonico se, para qualquer (x,,..,x,) € (y,....,y,) em A, é vdlido que x, <y, ou

yv,<x,Vi=12,...,n.

Definicao B.8: (Suporte Comonotdnico): Seja X =(X,,..., X,) um vetor aleatério n-

dimensional. Qualquer subconjunto A c R" serd chamado de suporte de X se
P(Xe A) =1 for verdadeira. O suporte A é comonotdnico se, para qualquer x e ye A, ou

X<y ou y<x ¢ vilido.

Definicao B.9 (Vetor Aleatério Comonotonico): Um vetor aleatério X = (X,,..., X,) € dito

comonotdnico se seu suporte ¢ comonotonico.

2z

Pelas defini¢cdes pode-se concluir que a comonotonicidade ¢ uma estrutura de

dependéncia muito forte. De fato, se (x,,...,x,) € (¥,..,y,) sdo elementos do suporte

comonotonico de X, entdo sdo ordenados elemento a elemento. Comonotonicidade de um

vetor X implica que, quanto maior for o valor de um componente X ;, maior serd o valor de
qualquer outro componente X, . Comonotonicidade significa que nenhum X ; neutraliza

qualquer outra componente X, em qualquer forma ou grau.

O teorema B.3 mostra outras caracterizacdes equivalentes da comonotonicidade em

vetores aleatorios.

Teorema B.3: O vetor aleatério X = (X,..., X,) € comonotdnico se e somente se uma das

seguintes condicdes equivalentes € satisfeita:

(1 (X,,...,X,) tem suporte comonotdnico

(ii) Para todo (x,.s %,): H (X, seees X,) = Min{Fy (1) Fy (%))

(iii) (X,,....X,) =, (Fy (U),....,Fy (U)) para U ~U(0,])
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(iv) existem fun¢des ndo-decrescentes @, : R — R,i =1,...,n e uma varidvel aleatéria Z tal

que (X,,...X,) =, (a,(2),...,,(Z)), onde =, indica igualdade em distribui¢do.

Prova: [(i)) = (i1)] Assuma que X possui suporte comonotonico B. Seja

(X, X, ) € R" € s€ja A, definida por:

Aj:{yeB|ijij", j=12,..n.

Como B é comonotonico, existe um i de forma que A, = ﬂ" (A; . Assim,
J=

H(x,,..,x,)=P[Xe ﬂ’;zlAj]:P[Xe A1=F, (x,). Por outro lado, ji que A cA,,

J=12,...n,tem-se que Fy (x;) < Fy (x;). Daf, Fy (x;) = min{Fy (x,),..., Fy (x,)}.

[Gi)) = (iii)] Assuma que FXi(xi):min{FX](xl),...,FXn(xn)} para todo X =(x,...,x,).

Entao,

P[Fy'(U) < Xy, Fy (U) £ x,1= PU < Fy ()., U < Fy (x,)]=

[(iii)) = (iv)] Conclusao direta.

a

[(Gv) = (1)] Assuma que se pode encontrar uma varidvel aleatéria Z com suporte B

fungdes ndo decrescentes a,, i =1,2,...,n de forma que X =, (a,(Z),a,(Z),...,a,(Z)).

7z

O conjunto de possiveis eventos de X é {(¢,(2),a,(2),...,a,(Z))|Ze B}, que

(€N

comonotdnico. Isso implica que X de fato é comonotonica.
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B.2.2.Dependéncia Simétrica

No contexto da dependéncia, podem-se definir as estruturas de dependéncia
simétrica e assimétrica através de caracteristicas da estrutura conjunta das varidveis
aleatdrias em estudo, ou através de sua fun¢do de acoplamento. A defini¢do B.10 introduz o

conceito de simetria radial bivariada.

Definicao B.10: (X,Y)~ H =C(F,G) sao ditas radialmente simétricas em torno de
(u,,u,) se a distribui¢do conjunta de (X —,,Y — ) € a mesma que a distribuigdo de
(U, =X, u,=Y).

Isso significa que, se (X,Y)sdo radialmente simétricas, entdo:

PIX —u, <0Y—pu <0]=P[X <pu,Y<ul=

: [B-8]
Pl-X >-u Y >-u]=Plu -X>0u -Y>0]

Ou seja, a massa de probabilidade além de um ponto A =(a,b) deve ser a mesma a

mesma massa de probabilidade até seu ponto simétrico A = (—a,~b)

Figura B. 1. Uma distribui¢do conjunta simétrica padronizada possui a mesma massa de probabilidade em
cada quadrante alternado.



B.2. Estruturas de Dependéncia 123

A distribuicdo conjunta de duas varidveis aleatérias é radialmente simétrica se e
somente se a estrutura de dependéncia entre elas € radialmente simétrica. Este conceito é
apresentado mais formalmente no teorema B.4, que relaciona a simetria radial da

distribuicao conjunta com a de uma Cépula a ela referente.

Teorema B.4: Seja (X,Y)~ H =C(F,G), e seja X e Y simétricas em torno de y, e 4,
respectivamente. Entéo (X,Y) sdo radialmente simétricas em torno de (4., 4 ,) se € somente

se sua copula, C, € radialmente simétrica.
A prova desse teorema pode ser encontrada em Nelsen (2006, Cap. 2.7).

Isso significa que se temos duas distribui¢des simétricas e desejamos construir um
modelo que possua estrutura de dependéncia simétrica, basta selecionar uma funcdo de

acoplamento que seja radialmente simétrica.
B.2.3. Dependéncia Assimétrica

No mercado financeiro muitas vezes ndo € vdlida a premissa de simetria na
dependéncia (acontece que em mercados muito voldteis as perdas costumam ser observadas
em diversos ativos ao mesmo tempo, o que, excluindo-se alguns fatos isolados e
fundamentalmente explicados, ndo ocorrem com os ganhos). Essa caracteristica da
dependéncia, de ser maior em uma das caudas e menor em uma outra, recebe o nome de

dependéncia assimétrica, e € definida de forma inversa a dependéncia simétrica.

Definicao B.11: Uma estrutura de dependéncia é assimétrica se a fun¢do de acoplamento

que a caracteriza ndo atender ao conceito de simetria do teorema B.4.

A figura B.2 exemplifica estruturas assimétricas de dependéncia caracterizadas por
diversas fun¢des de acoplamento, onde se pode citar a Gumbel, t-Student assimétrica, Joe e

Clayton.
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1.0

00 02 04 06 08 1.0
0.0 02 04 06 08

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Clayton Gumbel

1.0

00 02 04 06 08 1.0
0.0 02 04 06 08

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10

Frank t-Student Assimétrica

Figura B. 2. Estruturas de dependéncia assimétricas Gumbel, Clayton, Frank e t-Student Assimétrica

A dependéncia assimétrica que mais figura no mercado financeiro € a dependéncia
caracterizada pelas cépulas Clayton, Gumbel ou t-Student assimétrica, que mostram

dependéncia mais forte em uma das dire¢des (geralmente perdas) do que na outra.
B.3. Medidas de Dependéncia e Concordancia

As medidas de dependéncia e concordancia sdo ferramentas que podem ser
utilizadas para quantificar a dependéncia entre varidveis aleatérias, de forma que se possa
conhecer o perfil da dependéncia e selecionar uma correta funcdo conjunta ou de

acoplamento que atenda adequadamente ao perfil de dependéncia dos objetos em estudo.

Em geral as medidas de concordancia sdo mais fortes e exprimem a dependéncia
entre varidveis aleatérias com melhor qualidade, pois atendem a um ndmero maior de

propriedades desejaveis que essas medidas devem possuir.
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B.3.1. Medidas de Dependéncia
A defini¢ao B.12 exibe propriedades desejaveis para medidas de dependéncia.

Definiciio B.12: Seja 7:R — R estritamente mondtona no intervalo de variagdo de X .

Seja o(.,.) uma medida de dependéncia, entio:

Simetria (6(X,Y)=0(,X));

—1<8(X,7)<1

0(X,Y)=1< X,Y comonotdnicas

0(X,Y)=-1 X,Y contramonotOnica

O(T(X),Y)=0(X,Y),com T crescente

O(T(X),Y)=-6(X,Y),com T decrescente

0(X,Y)=0< X,Y Independentes.

Embora o Coeficiente de Correlacio Linear de Pearson falhe em algumas das

propriedades acima, ele € uma medida de dependéncia.

Nas aplicagdes em financas, na maioria das vezes ndo sdo validas suposi¢cdes como
normalidade ou linearidade da dependéncia, o que requer que ferramentas mais poderosas
sejam utilizadas para mensurar a dependéncia, para viabilizar a selecdo de um modelo
valido. Nesse sentido sdo utilizadas medidas de concordancia, que auxiliam na sele¢ao dos

modelos mais adequados.
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B.3.2. Medidas de Concordancia

7z

A concordancia entre varidveis aleatdrias € a caracteristica apresentada por uma
varidvel que assume valores mais altos quando uma segunda varidvel assume valores altos.

A concordancia € definida com mais rigor na defini¢do B.13.

Definicio B.13. (Concordincia): Sejam (x,y)" e (x',y')" duas observacdes do vetor
(X,Y)", onde X e Y sdo varidveis aleatérias continuas. Entdo (x,y)" e (x',y")" sido
ditos serem concordantes se (x—x')(y—y') >0 e discordantes caso (x—x")(y—y')<0.
Ou seja, o par serd concordante se x<x' e y<y ou x>x'e y>y'. O par serd

discordante se x<x'e y>y' ou x>x'e y<y'.

Definicao B.14: Uma medida nos reais X de dependéncia entre duas varidveis aleatorias

z

continuas X e Y com funcdo de acoplamento C € uma medida de concordancia se

satisfaz as seguintes propriedades:

1. K ¢ definido para cada par X,Y de varidveis aleatdrias continuas;
2. -1< Ky, <lLky, =lekx,_, =-1;

3. Kyy =Kyxs

4.Se X e Y sdo independentes, entdo Ky, = k; =0;

6. Se C e C' sdo acoplamentos tais que C < C', entdo k. < K.;

7.Se {(X,,Y,)} € uma seqiiéncia de varidveis aleatérias continuas com acoplamentos C, e

se {C,} converge pontualmente para C, entdo lim k.. = k..

n—oo
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N

Apresentaremos nesta se¢do medidas alternativas a correlacdo linear, que sdo
chamadas medidas de concordancia, sendo duas delas muito conhecidas, o tau de Kendall e

o rho de Spearman.
B.3.3. O Tau de Kendall

Definiciio B.15: O tau de Kendall para o vetor aleatério (X,Y)" é definido como:

(X, Y)=P{(X-X")YY-Y)>0-P{(X -X")Y-Y")<0}, onde (X,Y)" e (X.Y") sdo

vetores aleatorios 1.1.d.

Teorema B.6: Sejam (X,Y) e (X',Y') vetores aleatérios independentes formados por
varidveis aleatérias continuas, com fun¢des de distribuicio conjunta H e H'
respectivamente, e com fungdes marginais F; (de X e X')e F, (de Y e Y'). Sejam C e
C' as fungdes de acoplamento de (X,Y) e (X',Y') respectivamente, de modo que
H(x,y)=C(F(x), F,(y)) e H'(x,y) =C(F(x),F,(y)), U=F(X) e V=F,(Y) SejaQa

medida de concordéncia definida por:

OX,V)=P{(X-XYY-Y")>0}-P{(X-X")YY-Y")<0}, [B-9]
entao,
Q(X,Y):Q(C,C')=4”[0 1]ZC'(u,v)ch(u,v)—l:4E[C(U,V)]—1. [B-10]

A prova desse teorema pode ser encontrada em Nelsen (2006, Cap. 5, p. 159).
B.3.4. O Rho de Spearman

Definiciio B.16: O Rho de Spearman para o vetor aleatério (X,Y)" é definido como:
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Ps(X,Y)=3(P{(X-X")Y-Y")>0}-P{(X-X")Y-Y")<0}), onde (X,¥)" (XY

e (X",Y'")" sdo copias independentes.

Se forem utilizados os pares (X,Y) e (X', Y"), a partir do teorema 2.6, considerando
que a Cépula de (X,Y) é C e a Cépula de (X', Y") é a cpula independente [], pelo fato de

que (X' e Y") sdo independentes, segue diretamente:

Sejam (X,Y), (X',Y') e (X'",Y'") vetores aleatérios independentes formados por
varidveis aleatdrias continuas, todas com fun¢des de distribuicdo conjunta H , fungdes

marginais F, e F, e Cépula C. Entdo,

ps(X,Y)=30(C,I) =12 Hmz uvdC(u,v)—3 = 12”{ o Cluv)dudy =3, [B-11]

onde [] € a cépula independente.

B.3.5. Dependéncia nas Caudas

O conceito de dependéncia nas caudas € relacionado com a quantidade de dependéncia na

cauda do quadrante direito superior ou na cauda do quadrante esquerdo inferior de uma

distribui¢éio bivariada, como por exemplo, a distribuiciio do vetor aleatério (X,Y)" .

Defini¢cio B.17: Seja o vetor (X,Y)" de varidveis aleatérias continuas, com distribuicdes

marginais F; e F,. O coeficiente de dependéncia na cauda superior (inferior) de (X,Y Y é

definido como:

1inlq PlY>F ()| X >F ' (@)}=1 ,(lir0n+ PYSF ()| X <F ' (@)}=4y), 4,,<€[0]

sup

(Ao €[0,1]), dado que o limite exista. Se A, € (0,1] (4

inf

€(0,1]) , entdlo X e Y sdo
chamadas de assintoticamente dependentes na cauda superior (inferior). Se A4, =0

(A,;=0)X e Y sdo chamadas de assintoticamente independentes na cauda superior

(inferior). Caso o limite ndo exista, a dependéncia na cauda nado € definida.
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pode-se reescrever P{Y > F,'(&)/ X > F,' (@)} como:

1-P{X <F'(@)}-PY<F'(a)}+P(X<F'(a),Y<F ()}

- [B-12]
1-P{X < F (@)
e P{Y < FZ_l () X < Fl"l(a)} como:
<F™! <F*!
PIXSF @ YSF @) B-13]
P(X <F (@)}
dat, supondo que X e Y possuam distribui¢ao conjunta

H(X,Y)=C(F,/(X),F,(Y))=C(U,V), onde C é uma funcio de acoplamento, aplicando as
marginais F; e F, nos elementos dentro das probabilidade nas equacdes [B-12] e [B-13] (j&

que F(X)=U e F,(Y)=V) e aplicando os limites descritos na defini¢do B.17 obtém-se

definicoes equivalentes para copulas:

(1) Se C € o acoplamento bivariado de X e Y tal que o limite

lim 1-2a-C(a,a) _

[B-14]
a—1" 1-a

sup

exista, entdo C tem dependéncia na cauda superior se Zsup € (0,1], e € independente na

cauda superior se 4, =0.

(2) Se C € o acoplamento bivariado de X e Y tal que o limite

lim (&%) _
a—0* o

o [B-15]
exista, entdo C tem dependéncia na cauda inferior se 4 € (0,1], e é independente na

cauda inferiorse A . =0.

inf
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Pelo fato de que a aplicacdo de distribui¢cdes conjuntas, sua selecdo e estimacdo
sobre dados reais, e mesmo a visualizacdo do perfil de dependéncia que uma determinada
distribui¢@o acarreta, ndo sdo faceis ou diretas, deve-se procurar uma distribuicado conjunta
cujas marginais atendam ao perfil distribucional de cada varidvel aleatoria, enquanto que a

dependéncia seja totalmente capturada pela conjunta.

Nesse sentido, busca-se solu¢do para que se possam capturar os efeitos da
variabilidade marginal separadamente ao perfil de dependéncia, que pode ser feito pelo uso
de funcdes de acoplamento, sendo o perfil da dependéncia mais facilmente capturado pelas

medidas de concordancia, para possibilitar uma melhor selecao da funcao de acoplamento.

B.3.6. Outras Medidas

Outras medidas de dependéncia ou concordancia presentes na literatura sao Latif e
Morettin (2007) ou Latif (2008) apresentando medidas de dependéncia locais para séries
temporais, Goodman e Johnson (2003) gerando medidas de dependéncia multivariadas
baseadas em séries ortonormais e distincia de Kullback-Leibler, Schmid e Schmidt (2006),
mostram extensdes multivariadas do rho de Spearman dentre outras técnicas ndo
paramétricas, e Taylor (2006) que revé medidas de concordancia apresentadas em Scarsini
(1984) para pares ordenados de varidveis aleatdrias continuas. Anjos e Kolev (2005)

representam cOpulas bivariadas através de medidas locais de dependéncia.



Apéndice C

Modelos ARMA-GARCH

Suponha uma série de retornos X,. Essa série pode ser modelada através de um
nivel 4, mais uma perturbacdo &,. Podemos considerar que existe uma relagdo aditiva

entre esses componentes, € que a perturbacao € o produto de dois processos independentes.

Dessa forma, pode-se considerar que:
X, =1 +€, , [C-1]
g =071,. [C-2]

Sob as suposicdoes de que as perturbagdes & e o nivel 4 sdo processos
independentes, os processos {77,} e {o,} sdo independentes, {77,} € um ruido branco com

média zero e variancia 1, independente do passado de {&,} .

No caso mais simples, f, =c (constante). Entretanto, o nivel da série serd

modelado através de modelos ARMA(p,q).
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C.1. Modelo GARCH(p,q)

O modelo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) é
dado por (Bollerslev 1986):

&€ =07,,

P 9
ol =a,+Y ael +) pol, . [C-3]
=

i=1

Onde {7n,} € um processo ruido branco com média zero e varidncia 1. Em geral,
supde-se que 77, ~ N(0,1) ou 7, ~¢, (t-Student padronizada). As restricdes que garantem

que a variancia condicional seja positiva sdo:

max(p,q)

&, >0, a,20parai=1,..p, ﬁjZOpara j=1l..,q,¢e 2(0{,.+,Bj)<1.
i=1

Para esse modelo, a variancia ndo condicional é dada por:

Var(g) = ——— 20— [C-4]
1-Qla,+>.8)
i=1 i=1
4 q
Que ¢é finita quando Za,. + Z p; <1. Tém-se também que:
i=1 i=1
g =a,+(a+p)el +..+(a,+B)el  +o,- o —.—- B0 [C-3]

Onde @, = €, — o0, é um ruido branco. Dessa forma tém-se que & ~ ARMA(p,q).

No caso do modelo GARCH(1,1), a autocorrelagdo desse processo ARMA(1,1) tem

decaimento segundo o valor ; + f3,, que é chamado de persisténcia da série temporal.
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C.2. Correlogramas das Séries Energéticas

C.2.1. Gasolina Convencional

Autocorrelagdo

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Pré Choques de 2002

N L B

0 5 10 15 20 25 30 35

Lag

Autocorrelacao

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Pos Choques de 2002

Lag

Figura C. 1. Autocorrelagdo da série de log-retornos da Gasolina Convencional periodos pré e pés choques
de 2002.
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Figura C. 2. Autocorrelag@o dos residuos do ajuste dos modelos ARMA(1,0) periodo 1 e ARMA(0,0)

periodo 2 para a Gasolina Convencional.
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Figura C. 3. Autocorrelagdo dos residuos quadraticos do modelo ARMA (1,0) (Periodo 1) e ARMA(0,0)
(Periodo 2), utilizado nos log- retornos da Gasolina Convencional.
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Figura C. 4. Autocorrelagdo dos residuos quadraticos do modelo ARMA (1,0)-GARCH(1,1) (Periodo 1) e
ARMA(0,0)-GARCH(1,1) (Periodo 2), utilizado nos log- retornos da Gasolina Convencional
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C.2.2. Indice de Oleo AMEX
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Figura C. 5. Autocorrelagio da série de log-retornos do Indice de Oleo AMEX para os periodos pré e pés
choques de 2002.
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Figura C. 6. Autocorrelagdo dos residuos do ajuste dos modelos ARMA(2,0) periodo 1 e ARMA(0,0)
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periodo 2 para o Indice de Oleo AMEX.
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Figura C. 7. Autocorrelagdo dos residuos quadraticos do modglo ARMA (2,0) (Periodo 1) e ARMA(0,0)
(Periodo 2), utilizado nos log- retornos do Indice de Oleo AMEX.
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Figura C. 8. Autocorrelagdo dos residuos quadraticos do modelo ARMA (2,0)-GARCH(1,1) (Periodo 1) e
ARMA(0,0)-GARCH(1,1) (Periodo 2), utilizado nos log- retornos do Indice de Oleo AMEX.



Apéndice D

D — Bondade de Ajuste

Nesta sec@o serdo apresentados brevemente os testes de bondade de ajuste utilizados
para comparar as fun¢des de acoplamento. Os testes sdo baseados em: a) na chamada
Cépula Empirica (Deheuvels, 1979), b) na Transformada de Kendall (Barbe et al,1996), e

¢) no VaR, Valor em Risco (veja por exemplo Morgan, 1996).
D.1. Teste baseado na Copula Empirica

O teste da cépula empirica aplica uma estatistica de "distancia" entre a cépula
ajustada e a empirica. Mais especificamente, o teste considera um acoplamento C

desconhecido mas pertencente a classe C, ={C, : 0 O}, onde ® é um espago aberto dos

nimero Reais de dimensdo p. A hipétese nula € definida por H,: Ce C,. A estatistica do

teste da copula empirica é baseada no processo C, = Jn (C,—-C,),onde C, éacobpula

empirica, e € dada por:
=[ ¢ md 4-1
s, =], . C.@dC, . [4-1]

Valores altos dessa estatistica resultam na rejei¢do da hipdtese nula. A distribuicdo

assintdtica dessa estatistica ndo pode ser tabulada na pratica, sendo que um algoritmo de
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bootstrap paramétrico serd utilizado para cédlculo do p-valor. Esse algoritmo foi validado

por Genest e Rémillard (2008) e esta descrito em Genest et al (2007).
D.2. Teste baseado na Transformada de Kendall

Este teste utiliza a transformada integral de probabilidade

X—»V=HX)=CU,,U,,...U,) para gerar um teste de H,:CeC,, onde
U,=F(X,),i=1..d, e a distribuicdio conjunta de U=(U,,...U,) é C. Essa

transformac¢ao ¢ chamada de Transformada de Kendall.

Se V.=C (U,), entdo seja K, (v) :lZI(Vi <v), ve[0,1]. A hipétese nula que
n

i=1
serd testada é a de que H,:Ke K,={K,:0c ®}. Entio K, =\/;(Kn—K€"), e a

estatistica do teste é dada por:
n |[0!l]d n( ) 6, ( ) . [ - ]

Novamente, valores altos dessa estatistica resultam na rejei¢ao da hipétese nula. Um
procedimento paramétrico, descrito em Genest et al (2007) serd utilizado para o calculo do

p-valor.
D.3. Estatistica Baseada no Valor em Risco

O Valor em Risco é uma medida padrdo usada por analistas para quantificar o risco
de mercado de um ativo ou portfélio. Quando o retorno de cada componente de um

portfélio € pequeno, o retorno total do portfélio € aproximadamente dado por

n
r= ijt”j; , onde xj,,j=1,...,n sd0 os pesos do j-ésimo ativo no tempo t. O VaR (Valor
j=1

em Risco de nivel 100¢% para um momento ¢ da série em estudo é definido por

P[r, £VaR1000%, |rj,,_1,j =1,..m;t=12,..]=c.
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Depois de estimado um modelo completo para um conjunto de ativos, o

VaR1000r%, pode ser estimado por simulagdo, se for possivel amostrar da distribui¢do

conjunta das inovagdes, o que € facilmente realizado através de uma funcdo de
acoplamento. Maiores detalhes sobre a metodologia podem ser obtidos em (Hotta et al,

2008).
A estatistica VaR empregada neste texto € calculada através do seguinte algoritmo:

1. Seleciona-se uma janela de estimagdo, que € um periodo inicial para a estimacdo. O
VaR nesse periodo ndo serd estimado, por exemplo 1000 observagdes.

2. Seleciona-se o periodo da estimacgdo, ou seja, considera-se que os modelos ARMA-
GARCH-Copulas ndo se alteram para um determinado nimero de dias. O VaR
calculado serd comparado com as observagdes desse periodo (por exemplo 50 dias),
que € imediatamente subseqiiente a janela.

3. Estima-se o modelo ARMA-GARCH-Coépula para a janela e executa-se uma
simulagdo de carteira a partir desse modelo.

4. Calculam-se limiares positivos e negativos da carteira que s@ao comparado com a
carteira real no periodo de avalia¢ao (50 dias).

5. Verifica-se o nimero dessas observacdes que ultrapassaram o VaR.

6. A janela move-se em 50 (periodo) observagdes e retorna-se para 2, mantendo fixo o

periodo.

Se o modelo ARMA-GARCH-Cépula foi bem ajustado, espera-se que o percentual, em

todo o periodo, de observacdes que ultrapassam o VaR de nivel & seja proximo de « .
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