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INTRODUÇÃO 

Dentro ·da pesquisa matemática,. um dos assuntos dé maior 

interesse é o estudo de e~uações diferenciai$ a derivadas parei -

a·is. 

O teorema principal. des~a dissertação [7] foi feitc;> na 

forma clássica por S-.Lie [6]', para uma álgebra de L·i·e de camposde 

vet.ores, e provado por E. Cartan· [1 J , para um grupo de transforma 

çoes locais de Lie. 

Para. um pseudogrupo de d~rnensão irtfini~a, Kuranishi ~] 

deu uma condição sufi.ciente no sentido de que pOde ser definidó 

por uma equação diferencial parcial. Também, para uma álgebra de 

Lie de campos de vetores de dimensão infinita, Singer e Sternterg 

[19] deram a condição suficiente, no sentido de que pode ser de­

finido por uma equaçao diferencial parcial. 

Este teorema nao est:á .contido nestes resultados como 

um caso especial. Quanto à sua aplicabilidade na resolução de e-

quações diferenciais, é mais um passo para se generelizar a reso 

lução das mesmas. 

No capitulo I, sao apresentadas definiçÕes e teoremas 

necessários a uma leitura proveitosa desta dissertação. 

No capítulo II, define-se o espaço dos k-jatos de dife 

ornorfisrnos locais com fonte x e alvo na variedade M, denotadopor 

Dk(x,M); e também o gn~po de Lie Hk(x,M), subconjunto de Dk(x,M), 

·constituído pelos k-jatos de difeomorfismos locais com fonte e 

alvo em x. Em seguida,, no parágrafo 2 deste capítulo, é definido 



o conjunto dos k-jatos de difeomorfismos de M deduzidos· da açao 
' 

do grupo de Lie G em M. No parágrafo 3, deste mesmo capítulo,con~ 

k trói-s·e a k-forma estrutural w • 

No capítulo III o ·objetivo principal é atingido, demon~ 

trando o teorema que caracteriza as op~rações de um grupo de Lie 

G, atuando em uma variedade M • 

• 
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CAP!TULO I 

NOÇÕES GERAIS 

Neste capitulo serao apresentadas.algurnas definições e 

teoremas utilizados no desenrolar desta dissertação, visando for-

necer a_o lei ter um quadro geral dos pré-requisitos necessários p~ 

ra um bom acompanhamento das idéias expostas. 

Definição 1.1- Um grupo de Lie é um conjunto G- que satisfaz as se 

guintes propriedades: 

1) O conjunto G possue uma estrutura ~e grupo e uma estrutura de 

variedade. 

2) A aplicação ~ de GxG em G, que a cada par (x,y) corresponde xy 

é diferenciavel e a aplicação i de G em G, que a cada x correspo!!_ 

de x-1 , é diferenciavel. 

Para g em G, Lg e Rg designam as translações, respectiv~ 

mente à esquerda e à direita, definidas por Lg(x)~gx e Rg(x)=xg. 

befiniÇãol.2- Um campo de vetores X sobre G, grupo de Lie, e dito 

invariante à esquerda (respectivamente à direita) se 

(Lg)*X =X 

para todo g em G (respectivamente (Rg)*X =X) • 

• 
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O conjunto dos campos de vetores sobre G, invariantes à 

esquerda é uma álgebra de Lie com respeito ao colchete de Lie. 

Definição 1.3- A álgebra de Lie de todos os campos de vetores so­

bre G, invariantes à esquerq.a, é a álgebra de Lie do grupo G •. 

Definição 1.4- Um subconjunto h de uma álgebra de tie k, é uma 

subálgebra de Lie de k se: 

1) o Subconjunto h _é um subespaço vetorial de k. 

2) Para todo X e Y em h tem-se [x, Y] em h. 

Teorema 1.1- Se h é uma subálgebra de Lie da álgebra de Lie k de 

um grupo de Lie _G, existe um Único subgrupo de jie conexo_ G, cuja 

álgebra de Lie é li. (vide [a] pag.III.44) 

Definição ~.5- Se G e H sao dois grupos de Lie então) H é um sub­

grupo de Lie de G se H é uma subvariedade de G e se H é um subgr~ 

po de G. 

-Teorema 1.2- Todo subgrupo fechado de um grupo de Lie G e um sub 

grupo de Lie de G. ( vide [á] pag .54) 

Definição 1.6- Se G é um grupo de Lie e M uma variedade diferenci 

ável, G atuará diferenciavelmente sobre M se existir uma aplicação 

diferenciável ~ de GxM em M que, a cada par (g,x), com g em G e x 

em M, associa o elemento gx em M, que satisfaz as seguintes pro--



3 

priedades: 

1) para quaisquer g
1 

e g 2 em G e x em M 

(glg2)x ~ gl(g2x), 

2) para todo x em M 

ex-= x. 
onde e e o elemento neutro de G. 

A açao será ·dita transitiVa quando; para todo x e y em M, 

existir um g em G tal que y=gx 

Definição 1.7- Seja x um elemento fixado em M. O conjunto dos ele­

mentos g de um grupo de Lie G com a propriedade 

gx = x 
.~ 

e chamado de grupo de isotropia de G no ponto x. 

Para cada x em M, denotar-se-á por Kx o grupo de isotro-

pia do elemento x de M. 

Proposição 1.1- Kx é um subgrupo de Lie de G. 

Demonstração: Verifica-se, sem dificuldade, que Kx é um subgrupo de 

G, 

Também Kx é fechado em G. De fato: como a aplicação ~ 

de GxM em M é diferenciável, a sua restrição a cada uma das comp2 

nentes do produto cartesiano também o será e ainda
1 

se x perten-

ce a M, a aplicação ~x de G em M, dada por ~x(g)~ gx, para g em G, 

é diferenciável e 
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-1 
UX ( {x}) = {gEG f u (g)=gx=x} = Kx ; 

.X . . 
. -1 . 

cornó {x} é fechado em M,. llx ( {x}) e fechado em G e port~~to o re-

.sul tado segue. 

Sejam Mil e M2 variedades diferenciaveis de dimensões m-e 

n respectivamente, e seja· f uma aplicação de uma vizinhança u· d_e 

um pon'to x de M
1 

em urna ~izinhança de um p~nto y de M
2 

, com f (x)= 

y. puas aplicações .são ditas equivalentes em x se elas coincidem 

em alguma vizinhança de x. A Classe de. equivalência contendo f -e 

definida como .o germe de f em x. 

·Definição 1.8- Seja k um inteiro positivo ou nulo. Duas aplicaçõe:; 

f e f' como aS acima, coincidem até ordem k para x, s·e elas tem 

o mesmo desenvolvimento em série de Taylor até ordem k, em termos 

de algurna(e portanto de toda) escolha de cartas coordenadas sobre 

x e y. A classe de equivalência de todas as aplicações que coinci 

dem com f até ordem k em x, é chamada o k-jato de f em x e denota 

da por j~fa 

As apliCações que a um jato qualquer associam sua fonte 

e seu alvo, serão denotadas por a e S, respectivamente. 

Seja X um jato de ordem k com fonte x0 em M1 e alvo Yo 

em M2 , e consideremos as coordenadas locais numa vizinhança destes 

pontos. Seja I urna sequência de !ndices inteiros positivos ou nu-

l<i1+1 2+ ... +im<k.Para 

h 

todo j=l,2a.,n : 
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. ai)+ .•. tim fj : 
PJ (X)=( . . ) 

I (, 1) > 1 (, m) > · o X • • • a X m. .. X . o 

O jato X e determinado por sua fonte·, seu alvo e ·os nú -

meros P~ (X)_, definidos numa vizinhança do p.onto X em relação às co 

ordenadas ( 1 2 m) x ,x , ... ,x de x0 ~~ M
1

. 

Definição·l.9- Um espaço fibrado Principal diferenciável, denota-

. do por (P ,~1,11" ,G), é compos·to dos seguintes elementos: 

1) P e M são duas variedades diferenciáveis, 

2) n de P em M é uma Sobrejeção diferenciável/ 

3) O grupo de Lie G atua sobre P de tal maneira· que~, para todo x 

de M, existcm.uma-Vizinhança aberta U de x e um difeomorfismo ~ 

de ~- 1 (U) em UxG definido por Hp)=(~(p) ,~(p)), satisfazendo a 

condição õ(pg)=(~(p) ,ljJ(p)g). Isto que dizer que G atua simples 

'-- mente transitivamente sobre M. sendo qr uma aplicação diferencia·­

vel de P em G,tomada convenientemente. 

A variedade M é chamada espaço de base, P é _o espaço 

fibrado, G é o grupo estrutural,~ é a projeção. 

Definiçãol.lO- SejaM uma variedade diferenciável. Urna distribui 
' ' 
ção analítica D de dimensão r sobre M é urna aplicação que a P. em 

M faz corresponder um subespaço vetorial Dp' de dimensão r, de 

'l'p(M) 1 talque: para todo p de M, existe U/vizinhança de p/ e r 

campos de vetores diferenciáveis x 1 , ..• ,xr, definidos sobre U de 

tal maneira que 
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gera D , para todo x em U. 
X 

O conjunto {x1 , .•. Xr} e a base local de p. 

Definição 1.11- Uma distribuição analítica D é dita involutiya se 

para tOdo ponto de M, existir um~ bas'e loCal- {X1 , ... ,X:r} de _D, de 

finida em uma vizinhança U de p, tal que o colch.ei:e [X. ,x.] per --
1 ' J 

tence· à O, para todo·i e j entre 1 ê. r; isto é, [x. ,x.] pertence 
l J X 

à DX para todo x de u .• 

Definição 1.12- Seja N uma subvariedade de dimerisão r de M. ·Diz­

se que N é uma variedade integral da distribuição D se: 

para todo x ~e N. 
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CAPÍTULO II 

ESPAÇOS DE K-JATOS DE DIFEOMORFIS~!OS DE M 

O objetivo deste· c~pí tu lo _é· apresentar concei tQs e re -

sultados, que .serao u~ilizados no capítulo seguinte. 

1- Espaços de k-jatos de difeomorfismos locais da variedade M 

A variedade M sera sempre diferenciavel (de classe c""') 

k Seja D (x,M) o espaço dos k-jatos de difeomorfismos lo-

cais com fonte em x pertencente à N. e alvo em qualquer ponto de M. 

O subconjunto de Dk(x,M) , consistindo dos k-jatos de difeomorfis­

k mos com fonte e alvo em x, é denotado por H (x,M) . 

Proposição 2.1.1- o conjunto Hk(x,M) é um grupo de Lie. 

Demonstração: Existe sobre Dk(x,I-1) uma estrutura natural de varie 

dade diferenciavel, porque o conjunto dos jatos {não necessaria -

mente inversíveis) de ordem k, com fonte x e alvo em M, é uma su~ 

variedade fechada do conjunto dos k-jatos com fonte em qualquer 

k - . ponto de Me alvo em ~e ainda D (x,M) e um aberto desta subvarie 

dade. • 
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Agora, Hk(x,M) é um aberto da variedade diferenciavel dos_ jatos 

(hão necessariamente inversíveis) de ordem k, com fonte e alvo no 

ponto x de M pois, através de um sistema de cOordenadas, a cada 

função associa-se a su·a matriz e a esta o seu determinante; consi 

dera-se a função determinante do conjunto das· matrize·s em JR.· A i­

magem inversa do zero por esta função é um fechado e e o conjunto 

das matrizes associadas às funçÕes não inversívets;. e o s.eu compl~ 

mentar é um aberto da variedade diferenciavel dos k-jatos com fon 

te e à.lvo em X de M, e_ este aberto é o pró~ri-o Hk(~ 1 M). 

çoes 

A multiplicação. em Hk(x,M) exprime-se por meio de fun­
k . 

polinomiais e a aplicação que leva um elemento de H (x,M) no 

seu inverso, se exprime por meio de 

Hk(x,M) por 

funções racionais, quando ex-

presso cada elemento de meio de cocrdenadas locais ' 
provenientes de.coordenadas de M .. 

O grupo Hk(x,M) opera à direita 

ção usual de jatos, isto é, 

Hk(x,M), tem-se XY=j~(foh). 

para em 

k 
em D (x,M) pela compos! 

Dk(x,M) e j~h=Y em 

A açao de Hk(x,M) na fibra (Tikrt (x) e transitiva pois ,. 

se e Y=/h 
X 

y = j~f 

k pertencem a H (x,M) então: 

.kf-1 h 
Jx o X .kf-1 h 

= Jx o 

Assim, Dk(x,M) possue uma estrutura de fibrado princi -

pal de base Me grupo estrutural Hk(x,M), denotado por 

k k k (D ,M,TI ,H ) • 
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Seja j o homomorfismo dif~renciavel de. um grupo de Lie 

K em um grupo de Lie H com imagem j (K) denota_da por G' •. De modo 

geral, a imagem G' tem Uma estrutura de subgrupo de Lie de H e 

ainda, a aplicação j de K em G' é diferenciavel. Serão analisados 

dois casoS: um onde K e H são grupos de Li e conexos e outro onde_-· 

-os mesmos sao grupos de Lie quaisquer. ' 

Proposição 2.1.2- Sejam H e K grupos de Lie conexos. A imagem G' 

de~ pel~ homomorfismo j de K'em ~tem uma estrutura de ·subgrupo 

de Lie de H. 

Demonstração: De fatO, sejam k e h as álgebras de Lie de K e H 

respectivamente, e dj uma aplicação de k em h definida por: 

ãj (X) g = x ( goj) oj-1 

. 00 

com g em C (H), conjunto das funções de H emm infinitamente di-

ferenciáveis, X em k e Y em H. A aplicação dj é um homomorfismo 

de álgebras de Lie pois: 

dj [x,Y]g = [x,Y] (goj)oj-1 = X(Y(goj) )oj-1-Y(X(goj) )oj"1 , 

e 

(djX,ãjY)g = djX((d.jY)'f-ãjY((djX)g) = 

= X((djY)goj)oj-1-Y((djX)goj)oj-1= 

= X(Y(goj) or1oj) oj-1-Y(X(goj) oj-1oj) oj-1 = 

= X(Y(goj))oj-1-Y(X(goj))oj-1 , 

Ainda 'tem-se ~que Imdj=g é uma subálgebra de Lie de h, visto que 

se Y e Y' estão em g, então Y=djX, com X em k e Y'= djX', com X' 

em k. O colchete [Y,Y'] está em g, pois: 

[Y,Y') = (djX,djX'] = dj [X,X'] • 
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Como x· e X' estão·em k, tem-se que Jx,x_'] ta~éro. está em k e as­

Siffi. r~ 1 Y I J é a imagem pOr dj de Uffi eleffieflt9 de k • 

Seja agora G o subgrupo de Lie conexo de H ,cuja álgebra de Li-e. é .. · 

g. Então G é gerado pelos elementos expdj (x},, com X em k. Contudo 

Imj é geiada pelos el_ementos j (expX) , para qualquer X em k, desd~- · 

-que K e conexo. 

Desta maneira 

g = {Y<h I Y=dj(X) ,para todo X em k} 

e ainda 

G = {a< H I a = .expdj (X)} • 

Como Imj está contida em H, então 

Irnj = {b~H, b=j(c); c=expX,para todo X em K} •. 

Desde que j~expkX) = exph(dj(X}), tem-se G=Imj=G', pois ambos sao 

cqnexos. Logo segue o resultado. 

Proposição 2.1.3- Sejam K e H grupos de Lie. A imagem G' de Kpor 

j tem uma estrutura de subgrupo de Lie de H. 

Demonstração: Sejam K9 e He as componentes conexas dos element.os 

neutros de K e de H respectivamente, e j um homomorfismo de K
9 

em 

He. Pela proposição 2_1.2., Imj=j(Ke)=G! é um subgrupo de Lie co­

nexo de H
9

• 

Seja T
9

, um automorfismo interno de G' para g', definido por: pa 

ra qualquer x em G', 
-1 T

9
, (x)=g'xg' , o qual aplica G! sobre 

diferenciavelmente e s"ua imagem é G~ mesmo. De fato: como j (K
9

) = 

G! está contido em He' pois j é um homomorfismo , a imagem da 

identidade e por j é o pr,Óprio ~, e a imagem de um conexo é tam-
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bém conexa. Assim a identidade em H pertence a um conexo contido 

no próprio H, e como H
9 

e o conexo maximal' contendo .a, segue - se 

que G!=j (K
9

) está C\ ntid~ em H~. Logo Tg, pode.rá ser restrito à. 

_G!, obtendq-se uma aplicaçã~ de G! em H9 . Resta provar agora que 

Tg,~, (G~} = G! 

* 

De fàto:_ Seja x em c;;-então x é a imagem de um elemento k9 em K9 

pelei aplic~ção j • Sej.a g' erp. G; isto ·é, g' é a imagem de um ele 

menta k em K, _pela j. Desta maneira, 

T I ('x) = g I xg r·l :::: 
g 

. (k). (k ) . (k"1 ). J J e J • 

Porém, {kk
9

k-1) está- em K pois1 co~o Lk e ~- 1 São homornorfismos 

de grupos de Lie, tem-se Lko~. 1 (k 9 )=kk 9 K
1 , com k9 em K9 e 

Lko~. 1 .(Ke) C Ke • 

Por outro lado, seja y em c;;então existe (g'-1yg') em G;,tal_que 
' 

Desde que G' é uma variedade integral da distribuição involutiva 

definida por sua álgebra de Lie, então Tg' dá um dif~omorfismo 

de G;. 

Portanto G' tem uma estrutura de subgrupo de Lie de H; tal que 

sua componente conexa da identidade é G;(vide [aJ, III.48). 

Então denominando-se por Gk a imagem do homomorfismo 

diferenciavel j~ de Kx (def.l.7) em Hk(x,M), o qual leva g em 

.k . t . . k ( M) = Hk : Jxg, segue o segu1nte eorema; cons~derando H x, 

Teorema 2.1.1- Para todo k, Gk e um subgrupo de Lie de Hk e, a 
• 
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J.k de Kx em Gk é diferenciavel. 
X 

2- Espaços de k-jatos de difeomorfismos de M deduzidos da açao de 

um grupo G sobre M. 

Denota-se por fp o difeornoifisrnO de ·M deduzÍdo da açao 

de G em M. 

isto é 

Seja Pk o conjunto dos k-jatos destes difeomorfismos 

pk = {pk=lf , -'1- xo-M, \fpoG tal que fp(x) =px} 
X p 

k O grupo G atua em P da seguinte maneira: 

gJ.kf = 
X p 

,-

para todo p e g em G. 

' 

Esta ação é diferenciavel pela diferenciabilidade da a­

çao de G em M. A transitividade segue de: sejam pk=j~fp e gk=j~fg 

k -pertencentes a P • Entao 

l = j~fp = j~fg(g'p) = (g1p) j~fg = (g"1p)pk • 

Seja Kk o subgrupo de isotropia de G no elemento 

de Pk, isto é, 

Seja 

em x, ou seja 
1 

Kk { G sok = ok} • = Se: I 

o conjunto dos k-jatos de 

= {J'kf 
X q' 

k-1 
fq em K e fonte 
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A atua_ção do subgrupo de isotropia Kk-l em 

por: 

k-1 . 
para todo s em K • 

Proposição 2.2.1- O conjunto 

Demonstração,: É evidente 
k 

que Gk_1 

-e um grupo de Lie • 

. k -
está contido em P I que e 

dada 

.um 

k . - k k~1 
_gr~po de Lie. Seja nk-l a apl~caçao de P em P 1 tal que o ele 

menta J'kf de Pk é levado em J.k-lf de Pk-l. 
X .p 1 1 X p 

k ) 1 .k-1. d - 1!- k k. k Seja H=(~k-l Jx 1 .• Entao =Gk-l· -De fato: dados jxid e jxfp em H 

k-1 k-1 - k-l 
~orno jx fp=jx id 1 entao p deixa fixo todo elemento de P , em 

. ' 1 fi k-1 1 .kf t• Gk R • t . .kf part1cu ar xa·o , ogo Jx pesa em k-l" ec1procamen e,se Jx p 

- ~ - Kk-1 ·. - k-1 k-1 . .k-1f .k-11 esta em _ 1 , entao pc ~sto e, p =o .Ass~m, J =J d. 
X p X 

Logo j~fp E H. Portanto ~-l é fechado em G, imagem inversa pela 

~~-l do ponto j~-lid. 

Desta maneira obtém-se o fibrado principal 

k k-1 k k 
(P ,P ,'TI"k-1 ,Gk-1) . 

3- A k-forma estrutural k 
w • 

A aplicação projeção 
k k-1 

de P em P , é diferencia-

vel: assim existe a diferencial (71"~-l)*, que é uma aplicação de 

T } k) } k-1 - k k - k-1 RP em T R!::lJ , espaços tangentes a P , no ponto p 1 e a P 
p kl21 

no ponto p , respectivamente. 

Seja g um difeomorfismo de Pk-l em Pk-l, tal que: 

g (J'k-1f ) = 
X, p 
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para qualquer p e g em G. Assim g 1 é um difeomorfismo, e existe 

a diferencial g1, que é uma aplicação de k-1 k-1 
T.k-1 (P )em T.k- 1 ~P ) 
. J f· J 1d 

X g X 

Desta maneira Obtém-se uma k-forma estrutural wk em Pk, 

com ya.lores em definida por: 

wk(pk ,~) = g·~(~~-1) .~ ' 

,k ( .kf )='k-1f • 
k-1 Jx g. Jx g 

O di de Wk d agrama po e ser expresso pqr: 

k 
T k(P ) 

. f 
Jx g 

• 

-1 
k-1 __ ,:.9::_•_ ... 

T.k-l(P _) 
J f· . 

X g 

Proposição 2.3.1- O ·grupo G deixa wk invariante em Pk, isto e, 

k k k k k k 
w (hp ,h.x ) = w (p .~-) , 

para todo h em G. 

Demonstração: De fato,~ 
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wk(hpk,h*Xk) = (hg)~(n~_ 1 J.[(hl*ik] = 

= (g-•h-'J.(hJ.[(·n~_ 1 J.0] = 

= g·~ h-~ (h)* [( n~_ 1 ) .0]= 

= ·I ( k ) 0 
g* Trk-1 * = 

= wk(pk ,0) • 

k-1 k k 
Por outro lado dim .P .:s dirn P , pois ·nk-.l é sobre.~. e a-

inda dirn Pk~ dim G, 

correr 

porque para todo p e q em Grcorn pFq, pode o­

Logo dim Pk-l ~ dim Pk ~ dim ·G. 

k-1 Portanto existe um inteiro k, tal que dim P = dim Pk, 

pois dirn G é finita. 

. k 
Seja 1 o menor -k tal que dim P = dim Pk-l. 

A projeção -e di ferenciave 1 e sobrejetora com 

t . t-1 - •t - k dim P = d1m P ; entao TrR.-l e. _inj~_:t.iva .. Logo_, a di.l.f!!:rencial 

t t t-1 - -(ni-l)* de T(P) em T(P ) e bijetiva e, pelo teorema da funçao 

t t t 
inversa, Trz-l é um difeomorfismo de urna vizinhança de p em P nu 

t t t-1 
ma vizinhança de ni_

1
(p) .. Assim,para um vetor qualquer v em 

T ,_
1

(Pt-1 considera-se localmente um campo de vetores Xi-l, tal 
j' id 

X t 0.-1 
que (1T .1!.-l)~~(g) *v· e um vetor em define localmente 

i. . 2 )"' t-1 
um campo X . Logo (ni-l *g*v = v~. Então 

i. t t 
w (p 'v ) = 
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Proposição 2.3.2- O grupo G deixa wi., invariante em P • 

DemOnstração: Para todo :h e g em G tem-se 

e ainda 

sejam 
!I; 

p = 

A 

!I; 
hp = 

= 

= 

= 

transitividade 

. .e f 
Jx p e st = . !, f 

]X S 

!, 

h].!l;f = J"tf . 
X g · X hg 

= 

t t-1 
h*g*{7ri-l)*v = 

. !I; t-1 
(hgl.-<nt-l)*v =· 

.. 1 
(nt-l) .(hg) .v 

t-1 

da atuação do grupo G em P1 

pertencentes a Pt, então 

!I; 
s = . !,f 

]X S = .!I; f 
Jx p(p"'1 s) = p-1 sj 1 f = 

X F 
plsp . 

segue de: 

Portanto pelo teorema da unicidade da solução de uma e­

quaçao diferencial ordinária, vale a seguinte proposição: 

Proposição 2.3.3- Sejam~ e ~duas aplicações diferenciáveis de 

uma vizinhança conexa W em P . Se elas satisfazem a relação: 
!, !, 

w O'(w), 'f*X) = w ('l'(w) ,'!'.X) 

para todo w em W e X em Tw(W), 

que a igualdade '!' (w) = gr(w) é 

então existe um elemento g de G:tal 

verdade i r a em W. Todo elemento g . 

em G, o qual aplica ':r (w.) em 'f' (vr ) , para um ponto w
0 

de W, tem es-o . o 

ta propriedade, isto é , vale a igualdade acima . 
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Corolário 2.3.1- O grupo Ki deixa todos os pontos de Pt fixos e 

portanto,, todos os pontos em r1 fixos. 

t - . Demonstração: Sabe-se que K e um subgrupo de Lie de G e qUe 

Kt = {sEG, sj.~id = j;id} • 

Por absurdo , supoe-se que existe um j;fp em _P-'2. ,que não seja dei-. 

xado ·fixo por Kt. 

Como G atua transitivamente em Pt, existe g em G tal que , 

para todo p e s em G, tem-se: 

J.tf - gJ.tf ~ 
X p - X ps 

Assim, gs deixa fixo o j~fp 

g(s/f ) xp 

como Kt é a componente conexa da identidade g. G é conexo, então 
. t 

K =G. Logo gs·está em Kt e gs fixa o j;fp , o que é uma contra-

dição. 

Portanto Kt f" t d d p~ 1xa o os os pontos e • 

Agora, para todos em Kt, tem-se que ~ J'R..f • então 
X pS 1 

px = psx , 

pois pela aplicação B (def.l.8) de Pt em M1 

qualquer jtf em Pt. 
xP 

t Portanto x = sx, .para todo x em M e todo s em K • 

px ' para 

Corolário 2.3.2- Se a açao de dois elementos g e g' em G coincide 

em Um aberto de M, então ela coincide em todo M. 

Demonstração: Sejam g e g' em G e x um ponto no aberto da variedª 

de M onde a ação de g e g' coincide. Desta maneira gx = g'x, en -
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tão gg'-1 {x) = x. ·como K1 é a componente conexa da identidade _g_ G · 

é conexo, então K- 2 :-::G. Logo gg'·1 est~ em·Kt. 

t ' Mas K fJ.xa todos os pontos de M, conforme o corolário anterior ·. 

Então gg'_1 .(x) = x , para qualque:r; X de M.Logo a açao coinci·de ·em 

todo M. 
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CI\PfTULO III 

O TEOREMA PRINCIPAL 

Será apresentado :r:teste capftulo o teorema que caracteri 

za as operações de um grupo de Lie G, atuando em. uma variêdade M, 

como soluções de urna equação Giferencial'-em M. 

Teorema'- Existe um inteiro i, tal que vale a seguinte afi~açãa 

Suponha f um difeomorfismo local de a definido em um domínio co­

nexo:v. Então f é uma restrição da ação de um elemento q de G em 

V, se e somente se j~f está em Pi(M), para todo x em V. 

Demonstração: A necessidade da condição e Óbvia pela própria de-

f . . - d p~ 1n1çao e 

Prova-se a· suficiência: o primeiro passo e provar o teorema para 

uma vizinhança U suficientemente pequena de x. 

Seja u tão pequena tal que exista uma secção local ~de U em G , 

tal que: 

~(y) = ~y = (y,g) = g ' 

para qualquer y em U. 

Define-se uma aplicação ft deU em Dt(x,M) por: 
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tal que · :f(y) = (y, g) • 
. 

. t 
Esta é diferenciável como uma aPlicação de U ern.D (x~M) . 

. Pela :hipÓtese, pa_ra _todo y em U, existe um elemento gy em G, -tal 

que 

Portan.to, -f~ (y) 

Como gx estâ em _Y, existe g', que depende de gx, ·em G, tal c;rue 

~ . ~ . 
. jgxf·= Jgxfg' ·• 

Então, 

= ]-~f 
X gg' • 

Logo a imagem de ft está contida em P 1 • 

o subgrupo de Lie G1 de H1 tem componentes conexas no máximo enu-

X 
me·ravel, pois o subgrupo fechado K de um grupo de Lie G tem esta 

propriedade. 

Para todo ponto p 1 em P 1 , toma-se uma vizinhança u1 de p 1 em 

o 1 (x,H), tal que as duas componentes conexas de pR.. em P 1nu1, na to 

pologia de PR.. e na de u2
1 

coincidem. Portanto ·f1 é diferenciavel 

como urna aplicação deU em Pt. 

Sejalj9.. uma aplicação deU em P9., definida por: 

~~ (y) '= j!fg 

tal que ~(y) = g. Esta aplicação é diferenciavel. 

Para todo vetor X em Ty(M), obtem-se a identidade: 

. i ~ ~ . ..t 
<•~_ 1 f >.x = <gy>.<•~-l•·>.x 

pois, para todo y em Y tem-se 

UN!CAiv1P 

B!BLIOHCA CENTRAl 
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f~(y) = -~fof .t f .tf 
Jx g = Jgx g Jx g y . 

= .r. f = . r. f 
Jx g g. gyJx g • 

y 

t t 
~t-1 (f (y)) = J. t-lfof 

X g 

l(y) = e 

· I . t · 
·Assim vê-se que o veto:t ('rr

1
_if )*X está em 

Vale então a seguinte igualdade: 

= 

I t t · t t . r.· 
w (f (y) ,f0 X) ~ w '' (y) ,y.x) , 

para todo y em U e X em Ty{H). 

e o vetor 

Pela proposição 2.3.3., existe um elemento g em G tal que 

f
1 

(y) = g o/- (y) em u. 

Então 

gf (y) = cujo alvo e ggx 

e 

I 
f (y) = 

Co~o os jatos sao iguais/os alvos coincidem. Logo 

-ggx = gygx • 

Assim pelo corolário 2.3.1. 

gx = gx .-

• 
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Então 

onde K é o subgrupo ·de· isotropia de G, o qual deixa os pon.tos de 

M fiXOSe 

Também, g = gy_ipara todo y·em U então 

g = g mod K 
y . 

o seg~ndo passo e prOvar o teorema para um .domínio -conexo V geraL 

Seja y um ponto qualquer de V e considera-se 'iy em· G tal que 

'fy.(x) = Y • 

Seja u
1 

a componente conexa de y em 'i' (U)nv. Toma-se um ponto 
y .· 

v 

qualquer deU ;·desta maneira y ... 1;1 <v) est_á em ~ e, pela parte an-

terior, f(f;1 {v)). = g ~; 1 (v), para algum g em G. 

Agora, 

e fazendq ~yg = hy em G,tem-se 

Para u
1

, , a cornponen te conexa de y' em ~y, ( U) n V, tal que 

f(v) = hy' ~~~(v) 

Então 
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Assim a açao de hy e hy• coincide em UYO Py•· 
Logo 

h 'J._l = 
y y 

.p-1 
h 1 ;,1 , ·mod K • .y y 

-·Como V e conexo, existe um elemento g em G tal que 

f(v) = Cjv em v . 

'Exemplo ··: Seja SU(n} = Sl(n,C)(\-U(n)· um grupo conexo atuando so. 

. 3 . 
bre o: , onde Sl(n,a::) é o- conjunto das matrizes, pertencentes à 

I-1(n,an, com de-terminan-te i<;ual ·a 1 e U(n) é o cOnjunto ·das rnatri-

z.es, pertencentes à H(n,-!I), tal que s1.,1a matriz _conjugada e igual 

a ma:tri.z adjunta. 

• 3 Considera-se f .um difeomorfismo ana·ll.tico local de a:: , 

definido em um dominio qonexO V·, tal que 

f(x) = (f1 (x), f 2
(x), f 3 

(x)) , 

3 para x = (x1 ,x2 ,x3), dado o sistema de coordenadas usuais do~ • 

Tem-se 

çorn 

e ainda 

3 ,para todo x em~ e todo g em SU(n), fg{x) = gx} , 

f fx) = gx = g 
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Calcula-se os pi ' com j = 1,2,3 e I 

r a ilU2-t13 = l ' obtem-se: 

l af1 l af1 1 
pl = = all p2 = = a12 p3 axl ax2 

"2 af2 
pª 

af2 2 
p~ = 

axl 
= a21 = ax2"'= a22 p3 

3 af3 3 af3 
= p33 

pl = = a31 p2 = a32 ax
1 ax2 "3 

Par~ i
1
ri 2ti 3 = 2, ocorre: 

j a 2fi 
PI = ãi<~ãi<j = o 

para i,j = 1,2,3. 

Desta· maneira .tem-se dim P 2 1 ," 
= dim P 

Agora, 

Então . 2f 
Jx < p2 

' fixado X = {xl,x2,x3) em V e 

= (il,i2,i3) ' p~ 

af1 
= = al3 ax

3 

af2 
= ax3 

~'a23 

H3 
a33 = = ax

3 

f = (fl,f2,f3) . 

considerando-se um elemento g' em SU (n) , com 

afl af
1 

at
1 

(---) (---) ( ---) 
ÕXl X ÕXz X ax3 X 

· af 2 : f2 •2 
g' = (---) (L-) <H-> ax1 x ax2 x ax

3 
x 

f3 f3 f3 
(L-) (L-) (L-) 
ax

1 
x ax

2 
x ax

3 
x 

para g = g'' f - f ,/ • 
g v 
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2 2 Pode-se determinar ainda a forma estrutural w em P • 

-Um camp~ de ve_tores em P
2

. , numa vizinhança d~ · j:~f 

determin~do pelO _.grupo locc:tl a 1-parãrnet_ro por: 

' e 

~ (t) ~ Yl{xl,x2,x3,t)a;l + Y2{xl,x2_,x3,t>a;2.-:l" 

· a a + a 12 (t)~ + a 13(t)-1 
ap2 ap3 

onde 
. i 
y1 (f(x)) ~.f (x) ; i~ 1,213 

a +a21 (t)2+ 
apl 

+ a33 (t) ·a3 
ap3 

+ o + o + .•. 

um· vetor X em determinado por este campo,. é 

dado por: 

X ~ do<tl ~<aYll _1_ 
. dt t=O lt t=Oayl 

da 
+(_gl _a_ + 

dt t-oapl - l 

dal2 a 
(-dt ) -1 + ..• + 

t-oap - 2 

da33 a 
(-) -

dt t-oap3 - 3 

Projetando o vetor X em T 1 P1 e transladando-o para a 
jxf 

origem, obtém-se a forma estrutural em P
2 

1 na base usual do 

T P1 
1 cujas três primeiras coordenadas são~ f

1 {x1 ,x2 ,x3) 
j 1id 

X 

analíticas e Ot jacobianao 

pertence a su{n). 

,. 

O teorema,pode ser aplicado para outros grupos. Proce­

dendo-se de maneira análoga o mesmo pode ser verificado para os 
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subgrupos conexos de Gl(n,C): o grupo das. matrizes que sao ortogo 
, 

nais e tem determinante 1- SO(n); o grupo das matrizes unitárias 

-U(n}; o grupo das matrizes unitárias com determinante igual a 1-

SU(n). (vide[2] prop.3, pag37) • 

• 
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