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'INTRQDU(;KO R
_Dentré-da'peQQuisa matemétiéa; um dos assuptos.dé.méio?
 interesse 5.0 estuao de-eguagSes‘difefenciéig a derivadés pérdi %-
ais. ' | | | - ,

o teorema.principal.desta dissertagao'[Tj foi feitqi_nd. 
forma éiéssica'por:S;Lie [ﬁ]} para uma élgebra'de'tie.de campqsdé
vetores, e érovado ?or E. Cartan' [1], para uﬁ-gtuﬁd'de t;ansfo:ﬁé;_‘
;éaéé locais de Lie. | ' ‘

Para.ﬁm pseudogrupo de dimenééo infinita; Kuranishi [A]
_deﬁ-uma'cohdigio suficignté no sentido de que pode ser definidél
ﬁor'lnmiequagao:iiferencial parcial. Também, ééra uma algebra dé ‘
Lie de campos de vetoies'de dimensio infinita, Singer e Sternherg
[10] deram a coﬁdigso suficiente, no sentido de que pode ser de-
finido.por_uma equacdo diferencial parcial.

Este teorema nac estd .contido nestes resultados  como
um caso especial. Quanto a@ sua aplicabilidade na resoclugiao de e~
quagaes diferenciais, € mais um passo.para se generelizar a resg
lugcao das mesmas.

No cépitulo 1, sio apresenﬁadas defiﬁigaes e teoremas
necessirios a uma leitura proveitosa desta dissertacao.

No capitulo II, define-se o espacgo dos k-jatos de dife
omorfismos locais com fonte x e alvo na variedade M, denotadopor
Dk(x,M); e também o grupo de Lie Hk(x,M), subconjunto de Dk(x,ML
-onstituido pelos k-jatos de difeomorfismos locais com fonte e

alvo em x. Em seguida, no paragrafo 2 deste capitulo, & definido

*



¢ conjunto dos k—-jatos de difeomocrfismoes ae M deduzidos da agao

do grupo de Lie G em M. No pardgrafo 3, deste mesmo capitulo,cong
. K

troi~se a k~-forma estrutural w .

No.capitulo III o objetivo principal é atingido, demons

trando o teorema que caracteriza as operagoes de um grupo de Lie

G, aEuando em uma variedade M.



cAPITULO I

NOCOES GERATS

" Neste capitulo serdo apresentadas algumas definicdes e
teoremas utilizados no desenrolar desta dissertag&o, visando for—
necer ao leitor um guadro geral dos pré-requisitos necessirios pa

. ra um bom acompanhamento das idéias expostas.

' befinigéo 1.1- Um gfupo de Lie @ um conjunto G gque satisfaz as se
gﬁinéés propriedades: ' | | - o

1} © conjunto_G possue uma estrutura de grupo e uma estrutura de
variedade. |

2) A aplicacdao pg de GxG em G, que a cada par (x,y) corresponde xy
& diferenciavel e a aplicagao i de G em G, que a cada x correspon

de x 1 , & diferenciavel.

Para g em G, Lg e Rg designam as translacoes, respectiﬁg

mente a esquerda e a direita, definidas por Lg(x)ﬂgx e Rg(X)=xg-

béfinigﬁol.z— Um campo de vetores X sobre G, grupo de Lie, & dito
invariante a esquerda (respectivamente a direita) se
(Lg) X =X

para todo g em G (respectivamente (Rg)*x = X}.

L




O conjunto dos campos de vetores sobre G, invariantes &

esquerda &€ uma algebra de ILie com respeito ao colchete de Lie. -

Definicao 1.3- A dlgebra de Lie de todos os campos de vetores so-

bre G, invariantes & esquerda, & -a algebra de-Lie do grupo G. -

Definicdo 1.4- Um subconjunto h de uma flgebra de Lie k, & uma -~
subalgebra de Lie de k se: -
1) O sﬁbcbnjunfo h & um subespago vetorial de k.

2) Para todo X e Y em h tem-se [X,Y] emh.

Teorema 1.1- Se h & uma subdlgebra de Lie da algebra de Lie k de
‘um grupo de Lie G, existe um finico subgrupo de .ie conexo G, cuja

dlgebra de Lie & H. (vide [8] pag.1II.44)

Definicao 1.5~ Se G e H sao dois grupos de Lie entEo,H € um sub-

grupo de Lie de G se H @ uma subvariedade de G e se H & um subgru

po de G.

Teorema l.2- Todo subgrupc fechado de um grupo de Lie G € um sub

grupo de Lie de G.( vide[ﬁj pag.54)

Definigdo 1.6— Se G & um grupo de Lie e M uma variedade diferenci

dvel, G atuard aiferenciavelmente sobre M se existir uma aplicacdo
diferenciavel p de GxM em M gue, a cada par (g,x), com g em G e X

em M, associa o elemento gx em M, que satisfaz as seguintes pro-—-




priedades:
1} para quaisquer g, © 9, em GexemM
(9192)% = 9y (g,%),
-2) para todo x em M '
. _ ex =%,
onde efé;o elemento neutro de G. .
A acdo serd dita transitiva quando, para_tpdo x‘e'y_em M,

existir um g em G tai que y=gx

Definicio 1.7- Seja x um elemento fixado em M. O conjunto dos ele-
mentos g de um grupo de Lie G com a propriedade
gx = X |

‘& chamado de grupo de isdtropia de G no pontoc X.

Para cada x em M, denotar-se-a por k* o grupc de isotro-~

pia do elemento x de M.

Proposicdo l.1- K* & um subgrupo de Lie de G.

Demonstracao: Verifica-se, sem dificuldade, que K* & um subgrupo de

G,

Pambém KX & fechado em G. De fato: como a aplicacio u
de GxM em M & diferenciavel, a sua restrigéo a cada uma das COmpPQ
nentes do produto cartesiano , também o serd e ainda, se x perten-
ce'a M, a_aplipagéo px de G em M, dada por yx(g)é gx, para g em G,

é diferenciavel e




l({x}} = {geG | Uy (g)—gr'x} K* _:

como {x}-é'fechadq emlM, ({x}) e fechado em G e portanto o re-

usﬁltadp segue.

Sejam ﬁl e Mz vériedades diferenciéveis'de 3imeﬁ56es ﬁ:e "
n respectlvamente, e seja £ uma aplicagao de uma v1zinhanga U dé f
um pOntO X de M em uma v121nhanga de um ponto y de M2 , com f(xr-'

Y. Duas apllcagoes s3o dltas equlvalentes em X se elas c01n01dem Lo

em alguma v121nhanga de x. A classe de equivaléncia contendo f e .

definida como o germe de £ em X.

Definicdo 1.8- Seja k um inteiro positivo ou nulo. Duas aplica@ée;

f e f' como as acima; coincidem até ordem k para x, se elas temi
O mesmo desenvolvimento em série de Taylor'été ordem k, em termdé
de alguma({e portanto de toda) escolha de cartas coordenadas sobre
X e y. A classe de equivaléncia de todas as aplicagoes que coinci

dem com £ até ordem k em X, & chamada o k-jato de f em x e denota

da por jif.

As apliCagﬁes gque a um jato'qualqﬁer associam sua fonte

e seu alvo, serao denotadas por & e B, respectivamente,

Seja X um jato de ordem k com fonte xd em Ml e alvo Yo
em M,, e consideremos as coordenadas locais numa vizinhanga destes
pontos. Seja I uma séquéncia de Indices inteiros positivos ou nu-

los (i;,i,,...1 ), tal que l<il+12+...+im<k.Para todo j=1,2..,n :

B3 z




| iy+...+i j .
pd (x)=(2 L .
(dx ...(Bx ) m -
n_ [®)

~ - -

0 jato X é determlnado por sua fonte, seu alvo e os nia -

‘meros pI(x), definidos numa v1zlnhanga do ponto X em relacao as co

'*ordenadas (xl,xz,...,x } de xo em Ml

Definigéq'l.B—.Um éspaéo_fihrad6 bfincipal'diferenciével, denota-
. do por (P,MFF&G),-é-composté_dos Séguintes elementos:

-i) P e M s50'duas varigdédes diferéhciSveis, | |

é)_ﬁ delﬁ.em M € uma Sobrejegao diferenciével,'

" 3) © grﬁpo de Lie G atué.sobfe P de tal méneird que, para todo x
de M ; existem uma v1zinhanga aberta U de X e um dlfeomorflsmo ¢
’de T 1(U) em UxG deflnldo por @(p)m(ﬂ(p) w(p)), satlsfazendo a
condlgao @(pg)=(r(p),w(p)g)._Isto que dizer que G atua 51mples--
mente transitivamente sobre M._sendo ? uma apllcagao dlferenc1a-

vel de P em G, tomada convenientemente,
A variedade M & chamada espa¢o de base, P & o espago

fibrado, G € o grupo estrutural,r é a projegao.

PefiPigaol.lO—.Seja M uma variedade difereﬁciével. Uma disﬁribui
¢ao analitica D de dimensao r sobre M & uma aplicagao que a p em
M faz corresponder um subespacgo vetorial Dp’ de dimensao r, de
TP(M), talque: para todo p de M, existe U,vizinhanga de p, e r

campos de vetores diferenciaveis xl,...,xr, definidos sobre U de

tal maneira que

_{(xl)x,...,(xr)x}



gera Dx’ para todo x em U.
0 conjunto {Xl,...Xr} & a base local de D.

Definig3o 1.11- Uma distribuigdo analitica D & dita involutiva se

para todo ponto de M, existir uma baée'iobal.{xi;...,ir} de D, de
finida em uma vizinhanca U de p, tal gque o colchete Exiﬂxj] per — |
tence a D, para toﬁo'i.e'j entre 1 e r; isto g, [Xi'xﬁ]x pertenéé:

5 p para todo x de U,
b, i

Definicao 1.12- Seja N uma subvariedade de dimensdo r de M. " Diz-
se que N & uma variedade integral da distribuigdo D se:

DX=TX‘N‘) 1 ’ '

para todo_x_de N. .



CAPTTULO IT :

' _ESPACOS DE K-JATOS DE DIFEOMORFISMOS DE M

O objetivo deste capitulo & apresentar conceitos e re -

sultados;.qué_serao ﬁtilizados ne capitulo_seguiﬁté.-

" 1~ Espacos de k-jatos de difeomorfismos locais da variedade M
: A-variedade.M éeré sempre diferenciavel (de claése cT).

Seja Dk(x,M) o'espagp dos k-jatos de difeomorfismos lo-
cais com fonte em x pertencente 4 M e alvo em gualguer pontd de M,
0 subconjunto de Dk(x,M), consistindo dos k-jatos de difeomorfis-

mos com fonte e alve em x, & denotado por Hk(x,M).

Proposicaoc 2.1.1- O conjunto Hk(x,M)_é um grﬁpo de Lie.

Demonstragao: Existe sobre Dk(x,M) uma estrutura natural de varie

dade diferenciavel, porque o conjunto dos jatos (nao necessaria -
mente inversiveis) de ordem k, com fonte x e alvo em M, € uma sub
variedade fechada do conjunto dos k-jatos com fonte em gualguer

ponto de M e alvo em M e ainda Dk(x,M) & um aberto desta subvarie

dadeo . -



Agora, Hk(x,M) & um aberto da variedade diferenciavel dos jatos
.(néo necessariamente inversiveis) de ordem k, com fonte e alvo no.
ponto x de M pois, através de um sistema de cdordenadas}.'a_-céaé
fungﬁo associa-se a sua matriz e a esta o seu determinénte;_c0ps£
dera-se a fungdo determinante do'conjunto das' matrizes em R.. A i-
magem inversa do zero por esté fungad é uﬁ fechédo e é'o conjunfc
das métrlzes aSSOCladaS as fupgoe% nao lnver51vels e d seu comple;
mentar e um aberto da varledade dlferenc1ave1 dos k- jatos com foﬁ
te e alvo em x de M, e este aberto e 0 proprlo H (x M) ”

A multiplicacao, em H (x,M) exprlme se por melo de fuﬁ?
goes polinomiais e a apllcagao gue leva um elemento de Hk(x M) no.
seu anerso, se exprime por meio de funcoes rgcionais, quando ex—
‘preséb cada elemento de Hk(x,M) por meio de coi:dénadas locais ’

provenientes de coordenadas de M..

0 grupo Hk(x,M) opera a direita em Dk(x,M} pela composi
cao usual de jatos, isto e, para x=j§f em Dk(x,M) e j§h=Y em

B (x,M), tem-se Xv=3X(foh).

A agao de Hk(x,M) na fibra (ﬁkfl(x) & transitiva poils ,
se X:jif e Yzjih pertencem a H {x,M) entao-
£ = §5(foflon) = jrfo(Fon) = jKt kal h = X jofloh .
Assim, Dk(x,M) ﬁossue uma estrutura de fibrado princi -
pal de base M e grupo estrutural Hk(x M) , denotado por

(0¥, m, 75,15y .



Seja 3 9 homom0rfismo aifgrengiaVEI_ae‘um grupd‘de Lie
X em um-gfﬁpo de Lie H ¢6m imégem j!K) denotada'pof G'.. De modo
'ééral; a'imagemiG' tgm-ﬁma.estrutura déisﬁbgrupo de Lie de'JH;uhe L
~ainda, a_aplicagao.j de K em G' é'éiférenciayel. Serég énélisados'.
dois casos: um onde K_e H sEo.grupoé de Lie conekos_e ouﬁ:o‘ Qnﬁe,'T

oS mesmos sao grupos de Lie quaisquer. .

Proposicao 2.1.2- Séjam H e K grupos de Lie conexos. A imagem G' .
de K, pelo homomorfismo j de K'em'g tem‘uma estrutﬁra de ‘subgrupo

_de Lie de H.

Demonstfagao:“De fatd; sejam X e h as élgebras de Lie de K e .H
respéctivamente,_e dj uma aplicacgao dé k em h definid§ pof:

| d3(X)g = X(goj) o3
com g em CW(H), conjunto das fungoes de H em IR infinitamente di—.
ferencidveis, X emk € Yem H. A aplicacao dj € um homomorfismo
de Algebras de Lie pois:
djfx,Ylg = [X,Y](goj)oi? = X(¥{(goj))oi'-Y(X(goj))oi?,

e

n

[43x,dj¥]g = diX((43Y) grdj¥((dix)g) =

- X((d5¥) go3) o3 ~¥ ( (a3 go3) ofi=

= X(Y(goj)ojloj)ojl-¥Y(X(goj)ojtoj)oj? =

= %(¥(g03)) 031 -¥(X(go3)) o5 . |
Aihda Eeﬁ;Se:que Imdj=g € uma subdlgebra de Lie de h, visto gue
se Ye¥Y' estéo em g, entio Y=djX, com X em k e ¥'= djx', com X'

em k. O colchete [Y,Y'] esta em g, pois:

[¥.v'] = [ajx,d3%'] = a3[x,x'] .




10

'CQmOIX“é X! ésﬁﬁqiem k, tem-se éue‘fxyx'].também estd em k e as -~
‘ .sim'[g,Y!J & a imagem_pgf aj de‘um e;émento de k. . |
'-Seja'ago¥a G o‘subg;upé'de Lie ¢Onexd dé-H rcuja élgebra-de Lie.é.jf
- g. Entaq G é ge;édb pelos elemento; expdjfxl,.com X em k; éonfuddf
Imj é gerada éelos'élgmentos-j(expﬁ), para qualqﬁer'x em'k{ deéde'f
que.K é conexo. | | .
Desta‘ménéifa' | .

| 'g = {Yeh | deth),para todo X ém-k}"'
'j'e‘dinda _ | ‘
G = {aeH | a =iexpaj(x)} . 
| Coﬁo‘Imj ésté-contidg em H, entdo
Imj = {béH, b=j(c); c=expX,para Eédo X em K} ..

Desde que j(exka) =.exph(dj(X)); tem—-se G=Imj=G‘, pois ambos'séb

conexos. Logo segue o resultado.

Proposicao 2.1.3~ Sejam K ¢ H grupos de Lie. A imagem G' de Kpor

37 tem uma estrutura de subgrupc de Lie de H.

Demonstracao: Sejam Ke a He as componentes conexas dos elementos

neutros de K e de H respectivamente,_e j um homomorfismo de Ke em
H,. Pela proposicao 2.1.2., Imj=j{Ke)=G; e um subgrupo de Lie co-
nexo de'He. |

Seja Tg, um automorfismo interno de G' para ¢g', definido por: pa
ra qualquer x em G', Tg.(x)=g'xg'_1 » 0 qual aplica G, sobre He
di ferenciavelmente e sua imagem é G, mesmo. De fato: como j(Ke)=

G! esta contido em He' pois j € um homomorfismo , a imagem da

identidade e por j @ o proprio e, e a imagem de um conexo & tam-
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bém conexa. Assim a identidade em H pertence a um conexo contido
no proprio H,e como H, & o conexo maximal contendo e, segue ~ se
que G;=j(Ke)_esté contido em H;. Logo Tg, poderd ser restrito &

ot

My obtendq-se uma aplicagﬁq de G, em He' Resta provar agora que

(1Y = v
Tg.é.((;*) Gy .
' De fatc:’Seja X em'G';-entao X & a imagem de um elemento ke em Ke

. pela apllcagao j . Seja g em G}isto e, g' & a imagem de um ele -

mento k em K, pela 3. Desta manelra,

gt® =g xg" = 3{k) 3k, y3 (k) J(kk K1) .
© Porém, (kk kd) esta em X p01s como Lk e Ry s30 homomorfismos
d - — ~1 '
e grupog de Lie, tem-se L oRk4(ke) kkek . cqm ke em Ke e .
Ty ©

POr’butro'lado, seja y em G‘,entao exlste (g

ﬂ(K )<: K .i

‘4yg ) em G),tal gque

1-1

5' (g yg'igt =y .

Desde QUe G' é uma variedade integral da distribuigdo involutiva
definida por sua algebra de Lie, entao Tg' da ﬁm difeomorfismo
de G,.

Portanto G' tem uma estrutura de subgrupo de Lie de H; tal que

sua componente conexa da identidade & Gj(vide [8], 11I.48).

: ~ . k . .
Entaco dencninando-se por G a imagem do homomorfismo

diferencliavel ji de KX (def.1.7) em Hk(x,M), o qual leva g em

jig, gsegue o0 seguinte teorema} considerando Hk(x,M) = Hk H

Teorema 2.l1.1- Para todo k, Gk é um subgrupo de Lie de Hk e, a

L
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aplicacao j de K* em GX & diferenciavel.

2- Espagos- de k-jatos de difeomorfismos de M deduzidos da agdo de

um grupo G scbre M.

Denota~se por fp o difebmqffiémb de ‘M deduzido da agdo.

de G em M.

' Séja fk q‘cbnjﬁnﬁojdos k¥jatés déstés_diféomoffiSmos e
isto & _ - __- _ |
Pk = p* =3y f '?'XEM,_%‘?&G tal que'fﬁ(xj=p#}' .
0 grupo G atua em Pk da seguinte maneira:
- ...gjifp N Jifpg , :
para todo b e g em G, S |
| Esta agao & diferenciavel pela dlferenCLabllldade da a-

gao de G em M. A transitividade segue de: sejam Pkﬂjifp e gk—Jifg

pertencentes a p*, Ent50 

iy ok oy ok
= (g'p) 3, E, = (d'P)p" .

Seja Kk o subgrupo de isotropia de G no elemento Ok=j§id

k Ll
de P, igto &,
Kk = {s¢G, sok = ok} .
.k : ' : k-1
Seja Gk*l o0 conjunto dos k-jatos de fq em K e fonte
em x, ou seja , _
k k. k-1

Gk-l = {]qu, geK }
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o L k-1 k 2
A atuagao do subgrupo de isotropia K em Gk-l e dada
por: - | | - -
ke _olke oo
. ?,fo =3f -

para todo s em Kk-l.

Proposiqao 2 2.1- O conjunto GE -1 & um grupo de Lie.

. I k - . ) k - . .
DemDnstragao £ evxdente que Gk -1 esta contldo em P, que e _um:
grupo de Lie._Seja ﬂgll a aplicagdao de pX em Pk*l, tal que o ele
_mento'jkfp de Pk, & levado em']k lf? de Pk_l._' , ‘

_Se]a H= (w ljk lld Entao H Gk -1° -De fato dados jkld e ]kfp em H '
k-l k -1 k-1

.como j £ j id, entao P deixa fixo todo elemento de P ,j em

P

?articular fixa-ok_l, logo jkfpesta em Gﬁ -1° Rec1procamente,se ka
esta em Gt_i,ﬂentéb peKk l.lsto 2, p k=1_ok-1 .Assim, ji le jk -4

 Logo jkfp ¢ H. Portanto Gi_l e fechado em G, imagem inversa pela

ﬂk ‘do poﬁ;o ]k 1id.

k-1
Desta maneira obtém—se o fibrado principal

pk pk-1 _k k
) ( rP rT k- 1!’G ""l) -

3- A k-forma estrutural wk.

A aplicacao projegao wi_l de P% em Pk_l, é diferencia-

vel;! assim existe a diferencial {wi l)*’ que € uma aplicagﬁo de

T ﬁP }) em T ﬁPl)l, espacos tangentes a Pk,no ponto ph e a Pk"l
P B
no ponto pk l, respectivamente.
Seja g um difeomorfismo de pk~1 em Pk-l, tal que:
k-1 k=1 '
f = )
g(i, p) Iy fpg
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para qualquer p e g em G. Assim g! & um difeomorfismo, e existe

a diferencial g}, que € uma aplicagao de E k_l(Pk“l)em T'k_lth_l)
' " il y ia
X g X
| P ' k k
Desta maneira obtem-se uma k-forma estrutural em P
. com valores em T k_l(Pk-l)'; definida por:
_ ' io Tid

X

' k-1
. com Xkem T k(P ) e “k l(]xf ) =3,

g-

O diagrama de'wk pode ser eXpresso por:

P L) - > T

Proposigao 2.3.1- O grupo G deixa mk invariante em Pk, isto &,
K (np* n ™) = oF (5,55,

para todo h em G.

Demonstragao: De fato,



15

o (h" 0,8 = (et (rE_ ) (), XF] =

. ko
(@) 4 (), [(m_ ) ,X°] =

S X ;
Tx hi(h)*[(“k_]_} *xk]=

ﬁqi(“i*l)*Xk .

W (pF, x5 .

Por outro lado dim,Pk-lg dim Pk;'poiS'ni_i é sobre,e a-

inda dim Pkg dim.G,'pdrque para todé p e qem G, com pFqg, pode o-—
correr,j};{fp = jifq.'cho dim Pk_lé dim.Pks dim G.

Portanto existe um inteiro k, tal qué dim Pk-1 = dim Pk,

pois dim G & finita.

Seja % o menor k tal que dim pK = dim pk~1-

A projecao wiilﬂ & diferenciavel e sobrejetora com

din P* = dim P*71; entdo “§~1 €. injetiva. Logo, a diferencial
2-1, ' '

(ni_l)* de T(PE) em T(P é bijetiva e, pelo teorema da fungao

- = 3 Il 2’ z
inversa, ni_l e um difeomorfismo de uma vizinhanga de p em P nu

' N 2-1
ma vizinhanca de wi_l(pﬁ). Assim,para um vetor qualquer v em
T j.‘,‘__l(PR'__’J')'ccmsici‘.eral--se localmente um campo de vetores Xz_l, tal
x ig ~1 . g .
que (-n'g__l)'i(g)*vR é um vetor em T j?’(P } que define localmente
p .
um campo <t Logo (ni_l)‘},g*vg‘_l = v¥. Entdo

. -1
('Jifgr (Tl'g'_l) *g*V'

L
) L

y =

L., 8
w (P~ .V

g, o 2-1
= 'g?cﬁﬁ_l(ﬂi_l) glgg*v' )

[
v 1 + Para qualquer g em G.
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' Proposicao 2.3.2- 0 grupo G deixé-wg;invariante em P .

A

Demonstragcdo: Para todo h e g em G tem~se -
o | SN NN S S
hpt = fo = 3ife

‘e ainda -

.h;vz = hgﬂi_l)*g;vzfl .-;
. %'hgé*(wifl)*ﬁﬂ;l‘ _
= (fhg) *'(ﬂi__l)‘ *Yﬂ.—l =
_(ﬂi;ii*(hg);vg_l .
A traﬁsitiﬁiddde dé atuéqﬁo do.grupb Q em P% segue de:
sgjam p£ = ji#? e sz'é jifs pertepcentes_a Pgi enﬁ&d : |

Portanto pelo teorema da unicidade da solugao de uma e-

quagao diferencial ordinadria, vale a seguinte pProposicao:

Proposigao 2.3.3~ Sejam ¥ e ¥ duas aplicagdes diferenciaveis de
uma vizinhénga cdneka W em P ..Se_elés satisfazem a relagao:

Wt (90w) , %0 = wt(v(w) ,¥,%)
pafa todo wem W e X em waW), entao existe_um eleméntd g de Gtal
que a igualdade ¥{w) = g¥{w) é verdadeira em W. Todo elemento g,
em G, o qual aplica ?(wo) em ?(wo), para um ponto W, de W, tem es-

ta propriedade, isto &, vale a igualdadé acima .
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Corolario 2.3.1- O grupo Kg deixa todos os pontos de PE fixos e

portanto, todos os pontos em M fixos.

Demonstracao: Sabe-se que K2 é um_subgrﬁpo de Lie de G e que

L N AN
K" = {seG, s?x;d = jxld} .

Por absurdo , supde-se que existe um jifp'em_?ggque'nﬁo seja dei{

xado fixo por g*.

N

Como G atua transitivamente em PY, %_ . existe g eﬁ G.tai QQe'}
Paré tddo p'e's em G}:teﬁ—sef' | '

IRI _ -21 ) _ y _2' _ .2

jxfp._ gjxfps = g(s]xfp) = gs(jxfp)._

Agsim, gs deixa fixo o jifp;'
como K* & a componente conexa da identidade e G & conexo, entao

k*=G. Logo , gs estd em x* e gs fixa o jif

, O gque & uma contra-

p
digao. _

Portanto xr fixa todos os pontos de Pg.

Agora, para todo s em KR, tem-se que jgf = jgf ; entao

X'p X ps

PX = psSx ,

£

pois pela aplicagao 8 (def.1.8) de P em M, B(jifp) = pPX , para

: .2 '3
P,
gqualgquer jxﬁp em

Portanto x = sx, .para todo x em M e todo s em KR.

Corolarioc 2.3.2- Se a acao de dois elementos g e g' em G coincide

em Um aberto de M, entao ela coincide em todo M.

DemthtfaQEO:vSejam ge g' em G e X um'pontb no aberto da varieda

de M onde a agao de g e g' coincide, Desta maneira gx = g'x, en -
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" t3o gg'l{x) = x. Como x* é_é componeﬁte cohexa-da identidade & G

€ conexo, entao x*zG. Logb_gg'd”ésti em K%,

,Mas.Kﬁ fixa todos os pontos de M, conforma o coroldrio antericr -. "_’*

Ent3o gg"t(x) = x , para qualquer x de M.Logo a agao coincide. em -

todd M._'
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CcAPITULO III 3

. . 0 _TEOREMA PRINCIPAL

Sera apresentado neste capitulo o teorema. gue caracteri
~za as operagoes de um grupo de Lie G, atuando em uma variedade M,

como solugdes de uma equagao cdiferencial em M. -

Teofeméaw Existe um inteiro £, tal que vale a seguinte afirmacac
- Suponha £ um difeomorfismo local de M definido em um dominio co-
nexo V. Entaoc £ & uma réstrig§o da-ag§ohde um elemento g de G em

V, se e somente se jif esta em Pm(M), para todo x em V.

Demonstracao: A necessidade da condigac & dbvia pela prdpria de-

finigio de PY.

Prova-se-é:sufiéiéhcia: o primeiro passo € provar o teorema pafa
uma vizinhanga U.suficientemente pequena de X.

S5eja U tao peduena tal que exista uma sedééo local j de U en G ,
tal que:

Yiv) = ?Y = (y,9) =g ,

para qualgquer y em U.
Define-se uma aplicagao £* de U em D*(x,M) por:

fg’(Y) = jifq ’




'tal que S%Y) = (y;q)

Esta e dlferenc1avel como uma apllcagao de U em, D (x,M)
.Pela h;potese, para,tqdo y em U,_exlste'um elemento gy em G, %tal

' que

. 2' " -R/ . >
jrf = 3£ .
Y Y gy
. . | . R’ '- —_— _.2 ..= .2" ‘ ='.£ -l
qutanto, f.(y) = ;xfg. jxfOfg jgxf_;xfg .

Como gx estd em Y, existe g‘} que depéndé de gx, Em.G} tal'qué

L 2
. £ .= f .
_ ng- jgx g' .
Entao, , ,
R ) . | -
xt9 = jgxfg‘jxfg xfgg :

Logo a imagem de £Y esta contida em PR

O subgrupo de Lie ¢* ge ' tem componentes conexas no maximo enu-
maeravel, pois o subgrupo fechado K* de um grupo de Lie G tem esta

rropriedade.

Para todo ponto p£ em Pﬁ , toma-se uma vizinhanga U£ de pg em

Dﬁ(x,M), tal gque as duas componentes conexas de pz em P%\Ug,na to

pologia de PR e na de U% coincidem. Portanto £ a diferenciavel

como uma aplicagdo de U em pt,

Seja?gxmm;aplicagéo de U em Pg, definida por:
9 (v} '= 32f
tal'que-ﬂ%y) = g. Esta aplicag&o & diferenciavel.

Para todo vetor X em Ty(M); obtem-se a identidade:
2 _ L o
(np_1E9) X = (gy)*(“g-19£)*x

pois, para todo y em Y tem-se

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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) N L L
£ = j fof = £ f =
W) = 3y f0kg = Jgutg Ity
B
= f = £ .
xta,9°7 Iylxtq
_.‘clbm .
| [ B ) S 25 -1
“z-l(f (Y)).f jx fofg = gyj f ,
'_ftambém. | .
o B R ) )
R 8 L = 3
‘-'Assim vé-se que o vetof"(ﬁﬁ f ) X esta em T IP£ l e o vetor
S - gy #lr
(ﬁi_lfxi*x esta em T E'I(Pﬁfl) .
- Ik iy

Vale entdo a séguinte igualdade:

W (f (1) f X) = 1w (? (y) Y*X)
' para todo vy em Ue X em T (M) .
Pela prop051gao 2.3.3., existe um elemento § em G tal que -

ety = 59 (y) em U.

Entao

3¢t () = 53" wEg + cujo alvo & Gox

e 2 ¥ . .
f_(y)_= jxfg = gijfg , cujo alvo e gygx

Como os jatos sao iguais, os alvos coincidem. Logo

ggx = qux .

Assim pelo corolario 2.3.1.

gx = gx .
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Entao

9,9 = gg mod K ,

onde K & o subgrupo-de'isdtropia de G, o qual deixa os pdntos de
"M fixos. '
Também, g =.gyw}para todo y‘em-ﬁ entao
| =G mod K ..
9y = T mod K,
0 segundo passo & provar o teorema para um.dominio-COnéxo V geral
Seja y um ponto quélqﬁer'de V e considera-se ?Y em G tal que
{x) = .
_‘f’y()_ Yy
Seja Uy a componente conexa de y em-?;(U)ﬂV. Toma-se um ponto v.
qualgquer de Uy;'deéta'manei;@ f;l(v) esta em U e, pela parte an~
terio;_f(f;lfv)y =3 T;l(v), péralalgUm g em G.
Agora,

1 _
f = f
b (i; (v)) (v)
e fazendq_ﬁggf= hy em G,tem-se
-1
£ = h ) .
(v) v Ty_( )

Para Uy, , 4 componente conexa de y' em j},(U)rﬁ v, tal que -
Uy,ﬂ Uy 7.' g ' #em*se

£(v) =n_, {3 .

y' 'y
Entao

-1, -1
h, ) hy.ﬁy.(v) .
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i io d . coinci , U ,.
Assim a agao de hy e hy ¢oincide em ny\?y
Logo : | N
' 1 ~-1.
h = h 'l d Ko
gy = bydyeme

.Como V & conexo, existe um elemento § em G tal que

L f(v) =gvenV .

I'-ﬁxéhglo'};' Seja SU(n) =‘§;(n,C)ﬂ'U(h)fﬁm grupo conexo atuahdo so. .
-bere ¢3,.onde_Sl(n;¢j_é-o-cqﬁjuntoidaé matrizes, perﬁenceﬁtes a
M(h;é),.cémldeéermiﬁahte'igﬁal‘a 1le U{n) € o qbﬁjuntO'das maéri—
z@s, pertencentes 3 M(n,T), tal que sua hatriz_conjugada é igual
a matriz édjunta.' | | | .

Consideraﬁse £ um difeémorfismo analitico local_de EB,
definido émbqﬁ dominio conexo V, tal qﬁe “

£ = (£l 22, £300)

paré X = (xi,x'z',XB) , dado o siStexﬁa de coordenadas usuais do. ﬂI3.I
Tem-se

Pg = {jifg (para tode x em @3 e todo g em SU(n}, fg(x) = gx} ,

1

conm
ra a a R
11 12 13
g = |81 Q22 923
333 433 233
e ainda
fgﬁfx) = gx =

Tlag)x)Fa) )X a1 9Xg, 8, X +2y o XoFag X, aq X taso%atag X))
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Calcula-se os p% ,com j=1,2,3el = (i,i,1i,) , pa

ra i.+i.+i, = 1 , obtem-se:

17273 .
1 1 -1
1 _ 3f" 1 9f _ _aft
PL = 5%, T 211 Py = 3% T 312 P3 = 3%7 = 213
1 | 2 3
2 2 2
_ aff _afY 2 3E°-
Pr T ox; ~ %21 P2 = 5%, 222 P3 = 5% T %23
3 _ af’ _ET 33 9£°
P1 = 3%, = 331 Py = 5%7 T 232 Py = 55 = 833
1 2 3
para i1+12+i3 = 2, ocorre: ,
i Bxiaxj

pafa'i,j =1,2,3.

Desta maneira tem-se dim P2 = dim_Pl .

" Agora,
. 2 3,0 1 2 2 3 3
J;‘if = (XI;X2;X3;fl(X) ET(x) S ET(X) rPlrp%rpérPerg{PB ;Perzfpg;O;Onol
Entao jif £ P2 , fivado @ x = (xl,xz,x3) em Ve £ = (fl,fz,fBL

Considerando~se um elemento g' em SU{(n), com

(_B__f_i (.3_.@%) - (B_gi)
axl X ax2 X ax3 x
o =@t el et
axl X ax2 b 4 ax3 b4
3 3
(ﬂgg) (aﬁ_) (3.@..)
Bxl X axz X 3x3 x-_

para g =9g', £ = £_,/ -
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Pode—se-determinar ainda a forma estrutural wz'em Pz.

2

. Um campo de vetores em p? , numa vizinhénga de j £ , &

,deterﬁinédo pelb_g:upo'local a:1¥par§metr6 por:

T S | I B

| .3 ey 8 3 BN T ey
a5 +a,lth—g + a,5(t)—7 + ay () =5 + ay,(t)—=5
ST P - 9p3 p; T L8Py
A (s 4 a, (0 2s v ay,(6)-2x + Ay, (t) 2% + 0+ 0 +..
23"F 02 7 F31t TS T 4320 03 3370937 ..
Py = 9P Ppr - - 9P3
L Lon e
. onde yi(f(x))-; £ () 3 i=121,2,3 .
' Um'vetbr X em T 5 p? , determihadb'péf"estezcampo,l'é
R - - |
-dado por:

dolt) . 2%, 8 . 2, 3
¥ = -—(—)— : .=(-.._) e} -':'""+ { .
At pmg OF =01 0 3 Tgogd7p 0 ¥ 8V

Projetando o vetor X em T.l P1 e transladando~0 para a
1. £
o rigem, obtem-se a forma estrutural em P2 , na base usual do

T 4 Pl , cujas trés primeiras coordenadas saoc: flfxl,xz,x3) ,
joid :
x .

2 3 _ . . 3 . ' 1l .2 .3
£ (%1,%,5,%5) £ (xl,xz,XB) analiticas e ohjacoblanao J AT, £5,£7)

pertence.a_Su(n).

O teorema pode ser aplicado para outros grupos. Proce-

dendo-se de maneira andloga o mesmo pode ser verificado para os
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subgrupos conexos de Gl({n,C): o grupo dasf matrizes que s&do ortogo
nais e tem determinante 1 - SO(n); o grupo das matrizes unitirias
-U(n) ;- o grupb das matrizes unitarias com determinante igual a 1~

- 'su(n) . (vide[2] prop.3, pag37).
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