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Abstract

There are many proposed methods for signal reconstruction. However, our focus is on the
Basis Pursuit method. When working with overcomplete dictionaries, there exist countless possible
combinations to represent the signal. Basis Pursuit finds the sparsest, because it minimizes the
sum of the combination coefficients absolute values, i.e., it minimizes the coefficients on norm 1.
We will see that the problem in question can be rewritten as a linear programming problem. An
existing method is shown for the solution of this problem, the Primal-Dual Logarithmic Barrier
Method. Initially, we will apply the Logarithmic Barrier Method, and seeking higher efficiency,
we will include the affine scaling direction, the centering direction and the nonlinear correction
direction in the same method, obtaining the Predictor-Corrector Primal-Dual Logarithmic Barrier
Method, of which a variation is also implemented. Computational results with real life problems
show the efficiency of the proposed method.

Keywords: linear programming, interior point methods, signal processing.

Resumo

Varios sdo os métodos propostos para reconstrucao de sinal. Nosso enfoque é o método Ba-
sis Pursuit. Trabalhando com dicionédrios overcomplete, sao intimeras as combinacoes possiveis
para a representacao do sinal. Basis Pursuit encontra a mais esparsa, porque minimiza a soma
dos médulos dos coeficientes da combinacao, ou seja, minimiza os coeficientes na norma 1. Vere-
mos que podemos reescrever o problema em questdo como um problema de programacao linear.
Apresentaremos um método ja existente para a resolugao deste problema, o Método Primal-Dual
Barreira Logaritmica. Em um primeiro momento, vamos aplicar o Método Barreira Logaritmica, e
buscando maior eficiéncia, iremos incluir a direcao afim-escala, a dire¢do de centragem e a direcao
de correcao no mesmo método, obtendo o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-
Corretor, além de implementar uma variacao deste. Resultados computacionais com problemas
reais comprovam a eficiéncia do método proposto.

Palavras-chave: programacao linear, métodos de pontos interiores, processamento de sinais.
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Capitulo 1

Motivacao

Algo que muitas vezes nao percebemos, mas faz parte constante de nossas vidas, sdo os sinais.
Seja na imagem reproduzida no televisor, em fotos, na musica que ouvimos de um radio, no uso
cotidiano do celular..., os sinais sao os responsaveis pela reproducao e uso destes.

Figura 1.1: Gold Hill (Extraido de [1]).

Ao olharmos uma foto, por exemplo a Figura 1.1, notamos que as partes que nao correspon-
dem a regido de contorno sao muito similares as adjacentes. Como podemos ver na Figura 1.2,
que corresponde a uma aproximacao de uma parte da Figura 1.1, as regides correspondentes ao
telhado e a parede rosa da casa sao muito parecidas. Sendo que a transicao do telhado a parede,
correspondente a regiao de contorno, contém pontos bem distintos.
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Figura 1.2: Aproximagao da Imagem Gold Hill (Extraido de [1]).

Assim se armazenarmos uma imagem através de uma matriz na qual cada coeficiente corres-
ponde a sua intensidade, teremos muitos valores redundantes. A fim de evitar o armazenamento
desses elementos similares, procurando economizar memoria, vamos aplicar a compressao de sinal.

Considere um vetor coluna z € RY, tendo seus elementos representados por z (n), com n
variando de 1 a N. Qualquer sinal em R" pode ser representado em termos dos elementos de uma,

N . .
base {1;}._,. Supondo que a base seja ortonormal, o vetor x podera ser expresso como:
1Ji=1 ’

N
=Y o oux = Va, (1.1)
i=1

onde a; = (x, ;).

Definimos = como um sinal K — esparso, se ¢ combinacao linar de K vetores da base em (1.1).
O sinal é dito compressivel se a representagao em (1.1) tem poucos coeficientes de médulo grande
e muitos coeficientes de modulo pequeno. Sinais compressiveis sao bem aproximados por formas
de representagdo K — esparsas.

Obter uma representacao esparsa para o sinal nos da um niimero menor de coeficientes armaze-
nados ou transmitidos. Para tanto temos a Codificacio por Transformada [23, 3|, que corresponde
a técnicas de compressao de imagem. As trés operagoes basicas sao:

o Transformacao, que transforma a imagem em um conjunto de coeficientes com pouca re-
dundéancia.

e Quantizacao, cujo objetivo é representar uma grande faixa de valores através de um con-
junto pequeno de simbolos.

» Codificagao, que visa mapear os simbolos com o objetivo de obter o menor niimero possivel
de bits.

Como consta em [2], este quadro de amostragem-compressao possui trés desvantagens. A
primeira é que o nimero de amostras pode ser muito alto, tendo em vista o teorema de amostragem
Shannon-Nyquist [12], que nos diz, de uma forma genérica, que um sinal analégico limitado em
banda que foi amostrado, pode ser recuperado se a taxa de amostragem for maior que 2 x F
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amostras por segundo, sendo F' a maior frequéncia do sinal original. A segunda desvantagem
corresponde ao fato que os N coeficientes devem ser calculados, embora saibamos que apenas K
nao serao descartados. E por fim a terceira, pelo fato que a localizacdo dos maiores coeficientes
deve ser codificada.

O método Compressive Sensing contorna as desvantagens descritas, obtendo diretamente uma
representacao do sinal em uma forma comprimida, sem a necessidade de adquirir N amostras,
como feito pela Codificacao por Transformada. Nesse método, considera-se um processo que calcula
M < N produtos internos, entre z e um conjunto de vetores {(bj}jjvil, ou seja, s; = (z, ¢;). Sendo s
o vetor coluna formado pelos elementos s;, e (;SJT a linha j da matriz ® : M x N; podemos reescrever
(1.1) como:

s =®r = PVa = Oq,

onde © = ®V¥ é uma matriz M x N. Na Figura (1.3), podemos visualizar esse procedimento.

B . men

HEE EEEEE NN EEEl

Figura 1.3: Matriz de aquisi¢do (Extraida de [2]).

O método Compressive Sensing consiste em:

a) Obter uma matriz ® tal que as informagoes salientes em qualquer sinal K — esparso ou com-
pressivo nao sejam comprometidas pela reducao de dimensao.

b) Um algoritmo de reconstrugao para recuperar x das M medidas de s.

O artigo [2] descreve como podemos obter a matriz ® do item (a).

O objetivo do item (a) relaciona-se com Processamento de Sinais, que nao é drea que focamos
nessa dissertagio, estamos interessados em obter o algoritmo de reconstrucao referente ao item (b).
Note que, sendo um sinal compressivel, x tera uma boa representacao como vetor K — esparso.
Dessa forma, sendo M ~ K, gostariamos de obter um sinal o com aproximadamente N — K
elementos iguais a zero, tendo em vista que buscamos a sua representagdo esparsa. Sendo assim,
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minimizar a soma dos elementos em modulo do vetor oo € uma excelente opcao para alcancar nosso
objetivo. Ao problema a seguir:

minimizar ||a||;

sujeitoa Oa=s"’ (1.2)

¢ dado o nome Basis Pursuit.

A aplicacao que destacaremos de Basis Pursuit é a representacao de sinais através de diciona-
rios, como feito em [6], que veremos no Capitulo 3. Trabalharemos com diciondrios que possibilitam
infinitas formas de representar o sinal e, com a finalidade de encontrar a mais esparsa, determina-
remos a representacao através de Basis Pursuit.

Em [16] é dada uma motivagao geométrica para escolha de tal procedimento que minimiza a
norma 1 dos coeficientes.

Dado o problema (1.2), considere:

H:{aERN:@a:s}.

Sabemos que Basis Pursuit encontra o elemento a* de H que tem a norma 1 minima. Isto
pode ser determinado aumentando o parametro 7 da bola B, referente a norma 1:

B, = {ae]RN el ST},

até interceptar H.

Como podemos ver na Figura 1.4 (a), a bola B, referente a norma 1 permanece mais préxima
dos eixos do que a bola determinada pela norma 2 (Figura 1.4 (b)). Assim, a solugdo determinada
pela norma 1 é propensa a ter mais coeficientes nulos ou préximos de zero.

(b)

Figura 1.4: Esparsidade e as normas 1 e 2.

Como ilustrado na Figura (1.4), a solu¢do a* determinada por Basis Pursuit é justamente a
mais esparsa.
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No Capitulo 2, apresentamos uma abordagem superficial a respeito da representacao de sinais.
Neste capitulo, também descrevemos com maiores detalhes o método Basis Pursuit. Veremos que,
através de transformacgoes, podemos reescrever nosso problema como um problema de programagao
linear.

A fim de solucionar o problema Basis Pursuit, no Capitulo 3, introduzimos os Métodos de
Pontos Interiores, bem como definimos alguns conceitos basicos de programacao linear e nao-linear.

No Capitulo 4, é descrito o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica e suas aplicagoes aos
problemas Basis Pursuit e Basis Pursuit Denoising. Esse tltimo, como veremos, ¢ utilizado quando
queremos obter a representacao do sinal sem ruido. Para tanto, reescreveremos nosso problema de
programagao linear, como feito em [10].

No Capitulo 5, é descrita a implementagao BP__Interior, feita em [6], que implementa o Método
Primal-Dual Barreira Logaritmica para resolver o problema Basis Pursuit; bem como do Método
Barreira Logaritmica, do Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor e de uma
variacao deste ultimo, desenvolvidos a fim de buscar uma maior eficiéncia do problema.

Apresentamos no Capitulo 6 os resultados obtidos nos testes computacionais para determinados
sinais, utilizados em [6].

No Capitulo 7, concluimos fazendo uma andlise dos resultados obtidos e perspectivas futuras
do nosso trabalho.



Capitulo 2

Basis Pursuit

Neste capitulo, apresentaremos a forma de representacao de sinal pelo Método Basis Pursuit,
que é o foco deste trabalho. Antes porém, vamos introduzir alguns conceitos fundamentais para o
entendimento do assunto em questao.

2.1 Representacao de sinais

Definimos dicionéario como uma colegao de waveforms parametrizadas D = (¢, : v € I'), sendo
waveforms ¢., sinais discretos de tempo chamados dtomos, que nessa dissertagao serao vistos como
vetores pertencentes a R"™, e I' o conjunto de todos os parametros do diciondrio. Representacao
de sinais por meio de dicionédrios é uma alternativa que surge, além das representacoes usuais que
utilizam superposicao de senéides, como mencionado em [8].

Considerando um sinal s como sendo um vetor pertencente a R", sua decomposi¢ao em um
dicionario ¢ dada por:

S=Y a0, (2.1)
yel
Considerando que temos um dicionario discreto de p waveforms e uma matriz ® cujas colunas
correspondem as p waveforms (® : n X p), podemos reescrever (2.1) como:

da = s, (2.2)

onde av = (avy) é o vetor dos coeficientes em (2.1).

Veja que, se as waveforms sao linearmente independentes, teremos uma matriz ¢ nao singular,
o que implica que « tera representacao unica. Em particular, se as waveforms forem ortonormais
o1 = T,

Dicionarios sao definidos como completos quando possuem exatamente n atomos, overcomplete
quando possuem mais que n atomos, ou undercomplete quando possuem menos de n atomos.
Exemplos de dicionérios dados em [6] sdo: stationary wavelets, wavelet packets, cosine packets,
chirples, warplets, Gabor dictionaries, wavelets e steerable wavelets.
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Note que, em (2.1), se trabalhamos com um dicionario completo, s terd uma representagao
Unica, pois todos a, serao linearmente independentes. J4 quando fazemos uso de dicionarios
overcomplete, sua representa¢ido nao serd unica (teremos atomos que sdo combinagoes lineares de
outros), permitindo que escolhamos a que nos for mais conveniente. Como um dos objetivos que
queremos alcangar nas representacoes de sinais é esparsidade (obter o menor nimero de coeficientes

significativos), jd& podemos ter em mente que uma boa ideia seria minimizar Z lay | .
vyel

2.2 0O Método Basis Pursuit

Nao sao poucos os métodos propostos para representar sinais em dicionarios overcomplete.
Alguns exemplos, descritos em [6] sdo: método de frames (MOF), que escolhe a representagao cujos
coeficientes tenham a norma 2 minima, matching pursuit (MP), the best orthogonal basis (BOB)
e basis pursuit (BP). Diferentemente do método de frames, BP ird escolher a representagido cujos
coeficientes tenham a norma 1 minima. Chamamos essa decomposicao do sinal de superposicao
“6tima” de elementos do diciondrio. Chen, Donoho e Saunders [8] mostram vérias vantagens de
BP sobre MOF, MP e BOB, dentre elas, a esparsidade. Note que BP baseia-se na resolucao do
seguinte problema:

minimizar  ||a||;

sujeitoa Pa=s (2.3)

Podemos reformular o problema (2.1) por meio de um programa linear na forma padrao (3.1).
De fato, considere e o vetor pertencente a RP, cujos elementos sao compostos por 1, escrevendo
a em (2.3) como a diferenca de dois vetores ndo-negativos u e v, pertencentes a R?, e sendo ||a||;
limitante superior de e’u + e’v, pois estamos minimizando |||, e, nesse caso, u;v; = 0 para i
variando de 1 a p, teremos o = @ (u — v) e efu+e’v = ||a||,, esta tltima segue do seguinte fato:

p p p p p p p
dolonl =3 luy = vl <D0 Jug 4D ol = D ustvy = efute v < 3oy = Y oy | = etutel.
y=1 y=1 y=1 y=1 y=1 y=1 y=1

Dessa forma obtemos o seguinte problema equivalente:
minimizar e’u + efv
sujeitoa P (u—v)=s,

(u,v) >0

que pode ser reformulado como um problema de programacao linear na forma padrao por meio de
transformagoes. Como visto em [6], essa reformulagao é obtida por meio das seguintes associagoes:

m & 2p

r e (o)

c & (ee) (2.4)
A & (9,-9)

b & s
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Resolveremos o problema linear na forma padrao, equivalente a (2.3), por meio do método de
pontos interiores, que sera o enfoque desse trabalho.

Até o momento foi discutido como representar um sinal por meio de dicionarios overcomplete.
Agora vamos analisar uma aplicagdo de processamento de sinal, como feito em [5], quando levamos
em conta o ruido do sinal.

2.2.1 Basis Pursuit Denoising

Através da tomografia axial computadorizada é diagnosticada a presenca de tumores e alte-
ragoes celulares. Isso é feito emitindo raios (sinais) em diferentes angulos nas regides onde tais
presencas sao suspeitas, a fim de produzir uma imagem em trés dimensoes da parte interna do
corpo. O problema é descrito da seguinte forma:

Sendo R C R? a regiao de interesse, assuma que R;, 1 < i < p, correspondam a pequenas
células que formam R e que «; seja a densidade da célula R;. Nosso objetivo é determinar o valor
dos «;.

Supondo que um raio (sinal) L é transmitido para nossa regiao de interesse R, varias células
de R serdo interceptadas pelo raio. Definimos I (L) o conjunto dessas células. Essas células
interceptadas pelo sinal absorvem energia do mesmo, sendo a energia absorvida por cada célula
proporcional a densidade e ao comprimento do caminho percorrido pelo raio na respectiva célula.
O comprimento ¢; (L) do caminho percorrido pelo raio no interior da célula é conhecido para todo
i€ I(L). Assim a quantidade de energia absorvida é dada por:

y(L)= > aidi(L).
i€I(L)
A energia absorvida y (L) é estimada subtraindo a energia final pela energia inicial emitida
(note que nao passa de uma estimativa, o valor de y nao é exato).
Esse processo é repetido enviando os raios n vezes, obtendo dessa forma:

y(Lj)= Y igi(L;),1<j<n. (2.5)
i€I(Ly)
Como «; representa a densidade da célula, temos que a; > 0,1 <7 < p.
Devido ao custo dos raios-x e ao seu perigo, n geralmente é diferente do nimero de células p,
tendo o sistema poucas equagoes (n < p).
Observe que podemos reescrever (2.5) como:

da=y, a>0, (2.6)

com ® : n X p, sendo que cada linha da matriz corresponde a um processo de emissao do raio (como
mencionado anteriormente, tal processo é repetido n vezes), e o nimero de colunas corresponde ao
numero de células que pertencem ao conjunto R.

Sabemos que o valor de y nao é exato. Dessa forma, consideramos y = s + oz, onde z é um
ruido branco Gaussiano padrao, o é o nivel de ruido, e s é o sinal puro. Assim, quando resolvemos
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o problema:
o 2
minimizar ||y — ®ol|;
sujeito a a>0 ’
nao estamos determinando os valores de o que desejamos (que correspondem a representacao do
sinal puro s). Além disso, tal problema possui infinitas solugoes, considerando que a matriz em
. . 1
questao possui mais varidveis que equagbes. Em [5], é atribuido o coeficiente — a norma anterior

e, com a finalidade de encontrar « esparso, minimiza-se conjuntamente ||c|,, obtendo:

L 1 2
minimizar ly — @ally + Allal, ’ (2.7)
sujeitoa  a >0

onde A > 0 é um parametro escalar. Como podemos ver em [6], a solugdo desse problema refere-se
a Basis Pursuit Denoising (BPDN), que é um caso BP adaptado para s perturbado:

y=s+oz,

onde o objetivo nao é a decomposigao exata de y (o que é obtido aplicando-se BP a y). Neste,
queremos uma representacao do tipo:

m
N m
y= ZO‘w(ﬁ% + R,
i=1
onde R(™ é o residuo e estamos considerando D um dicionério, onde as waveforms (qﬁﬁy)wer sao 0s
seus elementos.
Utilizando a mesma notacao que usamos para BP, teremos o problema equivalente a (2.7):

minimizar ||y — ®(u —v)|3 + AeTu + AT (2.8)
sujeito a (u,v) >0 ' '
Definindo = = (u;v),c = A(e;e), b=y e A= (®, —P), (2.8) é escrito como:
o e . 12 T
minimizar ||Ax —b||; + ¢’z . (2.9)

sujeitoa x>0

Por sua vez, Michael Saunders e Shaobing Scott Chen [6] constataram que (2.9) é equivalente
ao problema linear perturbado:

minimizar ¢’z + 3 [

sujeitoa Ax+dp=2>
x>0 ’
o=1

(2.10)
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2.2.2 Resolucao de BP e BPDN

Como vimos, os dois problemas analisados (BP e BPDN) podem ser reformulados. BP é
reescrito como um problema linear e BPDN como um problema quadrético (problema linear per-
turbado). Nosso enfoque serd trabalhar com o problema referente a BP aplicando Métodos de
Pontos Interiores.

No Capitulo 4, vamos analisar o método proposto em [6] para o problema BP, que veremos ser
adaptavel a BPDN. Nele resolvemos o problema linear perturbado:

minimizar "z + 3 [yl + 5 [pl;
sujeitoa  Ax+dop=1> ; (2.11)
z>0

onde v e § sdo parametros de perturbacio pequenos, da ordem de (107%), utilizando o método
primal-dual barreira logaritmica.

Um cédigo referente a tal método (BP_ Interior), que faz parte de um pacote denominado Ato-
mizer, foi implementado em Matlab e pode ser encontrado em [7]. No Capitulo 5, apresentaremos
maiores detalhes da implementagao.



Capitulo 3

Método de Pontos Interiores

Em 1984, um novo algoritmo para resolucao de problemas de programacao linear foi proposto.
Este algoritmo apresentado por Karmarkar, despertou um grande interesse para esse tipo de pro-
blema, ja que segundo ele, tal método resolveria problemas de programacao linear de grande
porte até cinquenta vezes mais rapido que o Método Simplex. Neste capitulo, definiremos alguns
conceitos sobre problemas de otimizacao, apresentando os métodos de pontos interiores de nosso
interesse.

3.1 Otimizacao Linear

Um problema de otimizacao linear consiste em minimizar ou maximizar uma funcao objetivo
linear, sujeito a um conjunto finito de restri¢gdes lineares. As restricbes podem ser de igualdade
ou desigualdade. A forma padrao de um problema de otimizagao linear é denominada problema
primal e é dada por:

minimizar ¢’z
sujeitoa  Ax =10, (3.1)
x>0

sendo A uma matriz de restrigoes pertencente a R™*", x um vetor coluna pertencente a R", cujas
componentes sao denominadas varidveis primais, e b e ¢ vetores coluna pertencentes a R™ e R",
repectivamente, sendo ¢ os custos associados aos elementos de x.

Definimos um vetor x tal que Az = b, z > 0, como uma solugao factivel, e ao conjunto de todas
as solugoes factiveis damos o nome de conjunto factivel. Uma solucao z* é étima quando, além de
ser uma solucao factivel, admite o menor valor possivel para a funcao objetivo.

No caso das restrigoes serem inconsistentes, nao teremos solugao factivel. Tal problema é
chamado infactivel. No caso em que existe solugao factivel, a funcao objetivo pode ser ilimitada
ou limitada no dominio, sendo assim chamado de problema ilimitado e limitado, respectivamente.
Nao teremos solucao étima se e somente se o problema é infactivel ou ilimitado.

Para um dado problema primal, sempre podemos construir um problema associado, ao qual
chamamos problema dual, que consiste dos mesmos componentes dados, arranjados de uma forma

11
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diferente. O problema dual de (3.1) é dado por:

maximizar b’y
sujeitoa ATy <ec, (3.2)
y livre

que é equivalente a

maximizar b’y

sujeitoa  ATy+z=c
z>0 ’
y livre

(3.3)

sendo y um vetor coluna pertencente a R™, denominado vetor de variaveis duais, e z um vetor
coluna pertencente a R"™, um vetor de variaveis de folga.
A seguir sao dadas algumas relagoes entre os problemas primal e dual.

Lema 3.1 (Lema Fraco da Dualidade). Se z e y sdo solugoes factiveis para os problemas primal
e dual, respectivamente, entdo ¢’z > bTy.

Demonstracao:
Sabemos que Az = b, assim b'y = 2T ATy < a¥c = 'z, pois x > 0, ou seja, a funcao objetivo
do problema dual é um limitante inferior da fungao objetivo do problema primal.

Corolario 3.1.1. Se ¢’z = by e x e y sdo factiveis, entdo z é solucdo 6tima do problema primal
e y é solucao 6tima do problema dual.

Teorema 3.1.1. Sejam z e (y, z) solugoes factiveis dos problemas primal e dual, respectivamente.
Uma condic¢ao necessaria e suficiente para que ambas solugoes sejam Otimas é que:

Se z; > 0, entao z; = 0.

Se z; > 0, entao z; = 0.

Ou seja, x; x z; = 0, para j variando de 1 a n.

Combinando os resultados acima, determinamos as Condigoes de Otimalidade (condigbes algé-
bricas que devem ser satisfeitas pelas solugoes dos problemas de programacao linear).

Condicgoes de Otimalidade
Dado um ponto (z,y, 2), ele serd 6timo para os problemas primal e dual se e somente se as
seguintes condigoes forem satisfeitas:

Ax =1
ATy+z=c
XZe=0 ’
(x,2) >0

(3.4)
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sendo X e Z matrizes diagonais formadas pelos elementos dos vetores x e z, respectivamente.

3.2 Otimizacao Nao Linear

Seja um conjunto 2 C R"™ e sejam f : R* — R, h : R* — R™, h := (hy;ho;...;hy) €
g:R™ = RP, g := (g1; 92; ---; gp), continuas e pertencentes a C?. Um problema de otimizagao nao
linear geral tem a seguinte forma:

minimizar f (x)
sujeito a  h(x)
g (x)
x €

0
O Y

IA

sendo h(x) = 0 as restrigoes de igualdade, g () < 0 as restrigdes de desigualdade e x € Q a
restricao do conjunto §2.
Nesse trabalho, consideramos apenas o problema com restri¢oes de igualdade, ou seja:

minimizar [ (x)

sujeitoa  h(x)=0" (3.5)

Chamaremos de S o conjunto formado pelos vetores x € R" tais que h (x) = 0.

Defini¢ao 3.2.1. A fungao Lagrangeana L : R™ x R™ — R associada ao problema (3.5) é dada
por:

L(z,y):=f(z)+y"h(zx),

onde y € R™ ¢é o vetor dos multiplicadores de Lagrange.

Definicao 3.2.2 (Ponto Regular). Um ponto z* € S é dito ponto regular se {Vhy (z*), ..., VA, (%)}
¢ um conjunto linearmente independente.

As condicoes de otimalidade para um problema de otimizacao nao linear com restricdo de
igualdade (3.5) sao dadas por:

Teorema 3.2.1. (Condigoes necessarias de primeira ordem)
Sejam f,g € C' e 2* um minimo local de f satisfazendo as restricoes de igualdade. Entao
existe um vetor y € R™ tal que

VF @)+ Y 5 Vhi () = Vf (27) + Vh(2) y = 0.

=1

Tais condigoes podem ser obtidas derivando a funcao Lagrangeana com relacao a = e y:
Vf(z*)+Vh(z) y=0

VL(z,y) =4 h(z)=0 ;
r e R"
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Teorema 3.2.2. Seja 2 um ponto regular. O subespaco tangente a este ponto é representado
por:

M (2%) = {ue | Vh (a2) u =0},

onde Vh (2") é a matriz Jacobiana de h em z°.

Teorema 3.2.3. (Condigoes necessarias de segunda ordem)
Sejam f,h € C? e * um ponto regular das restri¢oes de igualdade i () = 0 que é um minimo
local da funcao f. Entao existe um vetor y € R™ tal que:

Vi) +> yVh () =0,
i=1
¢ a matriz Hessiana da fun¢do Lagrangeana, V2L (2*) = F (2*)+ Y y;H; (") é tal que v’ L (2*) u >
i=1

0 para todo u € M (z*), ou seja, V2L (z*) é semi-definida positiva no conjunto considerado.

Teorema 3.2.4. (Condigoes suficientes de segunda ordem)

Sejam f,h € C? e z* um ponto regular do conjunto S tal que Vf (z*) +yTVh (z*) = 0. Supo-
nha que V2L (z*) seja definida positiva em M, de modo que x* satisfaz as condi¢des necessarias
de segunda ordem, entdo z* ¢ um minimo local estrito de f em S.

As demonstragoes das trés condigoes enunciadas anteriormente podem ser encontradas em [13].

Convexidade
Sabendo que nem sempre é facil determinar se um minimo local é global, apresentaremos as
defini¢oes de convexidade, bem como um teorema.

Definigao 3.2.3. Um subconjunto 2 C R" é convexo se e somente se, para todo z,y € Q, A € [0, 1],
temos que A\x + (1 — A\)y € . Ou seja, para quaisquer dois pontos em 2, o segmento que os une
esta contido em €.

Defini¢ao 3.2.4 (Fungoes Convexas). Dada uma fun¢ao f definida em um conjunto convexo €2,
tal funcdo é convexa se e somente se, para todo x,y € Q, A € [0, 1], verifica-se

fAz+ (T =XNy) <Af(z)+(1=X)f(y).

Se para todo A € (0,1) e  # y vale a desigualdade estrita, dizemos que f é estritamente
convexa. Se — [ é convexa, f é concava.

Teorema 3.2.5. Seja f uma fungao convexa definida em um conjunto convexo 2 € R", f : Q@ — R,
entao qualquer minimo local é também um minimo global de f.
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3.2.1 Método de Newton Aplicado as Condicoes de Otimalidade

Note que podemos reescrever as condi¢oes de otimalidade (3.4) para um problema de progra-
macao linear de uma forma ligeiramente diferente, definindo uma aplicaciao F' de R**™™ a R?"™:

F, Aly—c+z
F(z,y,2)=| Fyq | = Az —b =0,
F, XZe

supondo que (z,z) > 0.

Para resolver esse sistema nao linear, aplicamos o Método de Newton as Condigoes de Otima-
lidade (a descrigao do Método de Newton encontra-se no Apéndice B), aproximando F' pela série
de Taylor truncada e prosseguindo de forma analoga ao processo descrito no Apéndice B, referente
ao Método de Newton para varias variaveis. Assim, obtemos:

F ()~ F (o8) + VF (8) (a5 — o) =0
= —F (xk) =VF (xk>T (mkH — xk)
= o=k (VF () F_(wk)

= 2" =af 4 d d=— (VF (")) F(a").

O método convergira se as condigdes de convergéncia forem satisfeitas. Maiores detalhes
encontram-se no Apéndice B.

3.3 Método Primal-Dual

3.3.1 Meétodo Primal-Dual Afim-Escala

Os métodos de pontos interiores Primais-Duais encontram uma solugao étima (x*, y*, z*) do
problema de programacao linear aplicando o Método de Newton as condigdes de otimalidade
(desconsiderando as desigualdades: > 0,z > 0) e modificando o tamanho dos passos das diregoes
encontradas, fazendo com que sejam tais que (z, z) > 0 para todas as iteragbes. Assim, resolvemos
os problemas primal e dual simultaneamente.

Iniciaremos o método com 2, 73° e 2°, nao sendo exigido que sejam factiveis, mas apenas que
(29,29 > 0 ou seja, que (z°,2°) seja um ponto interior. As condigdes de otimalidade no ponto

inicial serao dadas por F (2°,9, 2°), que podemos escrever como:

Axz® — b rY
p

F(xo’yO’ZO) = ATyO+ZO —C = 7"2 :T(x0>y0720)7
X%Z% 70

onde 7, refere-se ao residuo do problema primal, e r4 a0 do dual. Agora, vamos aplicar o Método
de Newton para varias variaveis as condigoes de otimalidade.
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(mlv yla Zl) = (1.0, 3/0, ZO) - |:J (xO, yoa ZO)}il F (xO, y07 ZO) )
VET A 0 0
sendo que J (2,9, 20) = | VEF | =] 0 AT I
VFT Z° 0 X°
Como visto na seao anterior, dy = — [J (2, 3%, 2%)] 7" F (22, 3°, 2°) = [J (2%, 4°, 2°)] " r (22, 4°, 2°):

A 0 o\ ) Ax®

=1 0 A" I 9 | = Ay’

zZ° 0 X° o Az°

Tendo em vista que resolveremos tal sistema a cada iteracao, desconsideremos o indice 0.
Multiplicando ambos os lados da igualdade pela matriz Jacobiana, obtemos:

A 0 0 Ax Tp
0 AT I Ay | = ra |,
Z 0 X Az Ta
o que nos da o sistema:
AAz =1y, (3.6)
ATAYy + Az =1y, (3.7)
ZAx 4+ XAz =r,. (3.8)

Note que, de (3.8), obtemos Az = X! (r, — ZAx). Assim podemos reescrever a equacio (3.7)
como:

ATAYy + XV ry — ZAz) =rg = ATAy — X' ZAx =g — X ',
Definindo D = Z~1X, vamos substituir na equacio anterior, obtendo:
ATAy — D 'Ax =r; — X ',

Logo,
Az =D (ATAy —ra+ X 'ra) .

Substituindo a tltima equagao em (3.6), chegamos a:
Ay = (ADA") " (r, + ADry— ADX"'1,).

Dado que a matriz A tem posto m e que ADA” tem dimensao m x m, temos que esta é definida
positiva. Assim podemos calcular a decomposicdo de Cholesky de ADAT, resolvendo dois sistemas
triangulares para obter Ay.
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A seguir, apresentamos como é determinado o ponto inicial, quais sao os critérios de conver-
géncia do método, e apresentamos um resumo do mesmo.

Ponto Inicial

O ponto inicial serd determinado como em [18]. Para o problema primal:
-1

j:AT(AAT) b= Ai =b,

O = max {¥;, 1},

} {_ o ml }
€1 = max min x;, €g, 5

X

ez || Al

€y = 100.
Para o problema dual:
y’ =0,

c; + €3 se ¢; > 0;
z? = —¢; se ¢; < —eg;

€3 se —e3 < ¢ <0,
€3 — 1 + HCHl .

Critério de Convergéncia
O algoritmo ¢ interrompido quando as seguintes condicoes sao satisfeitas:

b— A
« Factibilidade Primal: M <e€

[0 +1

= Ay

e Factibilidade Dual: <e¢€

el +1

o — by T
e Otimalidade: u < € ou s <ee.
14+ cTx+ 0Ty 14+ cTe+ 0Ty

Método Primal-Dual Afim-Escala

1. Ponto inicial (z°,3°, 2°) interior, (2%, 2°) > 0, sem exigéncia de factibilidade e 7 € (0, 1).

2. Repita até convergir:
7’]’; =b— Azk:
rk =c— ATyk — 2F;
rf = —XFZFe;

Ayt = [ADkAT] [r'; + ADbrh — ADF (x*) r{j] :
AzF = DF [ATAyk — rlj + (Xk>71 7’5} ;
AzF = (Xx)™! [T§ — ZkAxk} ;
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. xk
pp = min { — ;
Poark<o | Azk ]

P

= min { —— 7 ;
. Aw§<0{ AZf}
= min {1,7pfj} ;
= min {1, Tp’j} ;
AL o/;Axk (a’; é tal que zF > 0) :
g = b ok AyE,
= 2k ok ALK (o/; é tal que ZF+1 > 0) .

3.3.2 Método Primal-Dual Seguidor de Caminho

O método primal-dual afim escala, apesar de ser melhor que os métodos primal e dual de pontos
interiores, pois nao precisa de ponto inicial factivel, nao é eficiente, visto que permite que alguns
produtos x;z; aproximem de zero rapidamente, ou seja, aproximem da fronteira da regiao factivel,
fazendo com que as diregoes calculadas sejam distorcidas, com isso o método pode demorar a
convergir, ou inclusive, nao convergir.

A fim de eliminar tal problema, acrescentamos uma perturbacao p a condicdo de complemen-
taridade. Assim, X Ze = pue, e as novas condigdes de otimalidade sao:

Axr =b
ATy +z=c
XZe=pe ’
(x,2) >0
onde p é tal que lim p* = 0.
k—o0

Dependendo da escolha de 7 e ¢ obtemos resultados tedricos e praticos com respeito a eficiéncia
do método.
O valor estimado de p*, na maioria das implementacdes, ¢ dado por:

k
Nkzo_k<7>’
n

T
sendo v* = (mk) 2% e o* €(0,1), o parAmetro de centragem.
Observe que quando ¢* = 0, temos o método afim-escala.
k 2T ze

Quandocrkzli,uk:l:XZe:

, Ou seja, T; X z; tem o mesmo valor para todo j.
n n

A direcao assim obtida é definida como “direcdo de centragem .

Agora, aplicando o método de Newton para as condig¢oes de otimalidade, obtemos o seguinte

sistema linear:

A 0 O Ax Tp
0 AT 1 Ay = Tq
Z 0 X Az Te
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E prosseguimos como no método primal-dual afim-escala para encontrar as diregoes. A dife-
renca dos dois métodos sao: a troca de r, por r. e o calculo de p.

Método Primal-Dual Seguidor de Caminho

1. Ponto inicial (z°,¢°, 2%) interior, (2%, 2°) > 0, sem exigéncia de factibilidade e 7,0 € (0, 1).

2. Repita azté convergir:

Ty ; pre — X+ Zke;

Ayk = [ADICAT}’1 [r'; + ADME — A (%) rf} :
AzF = DF [ATAyk — rlj + (Xk")il Tﬂ ;

AzF = (X)_1 {rf — ZkAxk} :

: f
pp = min < — ;
Poadkco | Azk

Sk

pa= min { ———4;

Azk<0 { Azf }
o, = min {1,7',0';} ;
=min {1,7’/)5} ;
ok = k4 O/;Axk (oz’; é tal que zFH > O) :
Y = y* + ag Ay
A= 2 ok ALK (o/j é tal que 2"t > 0) .

K
P
K
Qg

3.4 Método de Pontos Interiores Barreira Logaritmica

Descreveremos nessa se¢ao o método de pontos interiores barreira logaritmica o qual é utizado
no método proposto por Chen [6] para solucionar o problema Basis Pursuit, assim como também
é utizado no desenvolvimento dos nossos métodos.

Considere o problema de programagcao nao linear:

minimizar f (x)
sujeitoa  h(z)=0 . (3.9)
g(x) <0
A fim de trabalharmos apenas com restricdes de igualdade, vamos inserir a varavel de folga
s > 0. Dessa forma, (3.9) pode ser escrito como:
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minimizar f (z)
sujeitoa  h(z)=0
g(x)+s=0"
s>0
Agora, vamos encontrar uma aproximacao do problema anterior por meio da funcao barreira
logaritmica. Obtemos dessa forma:

minimizar f (x) — uznzln (si)
—1

sujeitoa  h(z)=0 B
g(x)+s=0

(3.10)

Note que o dominio deste problema é o conjunto de pontos factiveis de (3.9), onde p é o
parametro de barreira, com p tendendo a zero.

Considere o problema de programagcao nao linear (3.9), com a relaxacdo da restricdo s > 0
(3.10). A funcao Lagrangeana associada a tal problema, é dada por:

L=f(@)—pY In(s)+77 (g(z) +5)+ ATh(z),

sendo 7 e A os vetores dos multiplicadores de Lagrange.
Como podemos ver em [4], para resolver esse problema aplicando as condigoes necessarias de
primeira ordem e utilizando o método de Newton, chegamos a:

V2f (z) +7TV3g (x) + AXT'V?h(x) Vg(z) Vh(z) 0 Az
Vg () 0 0 I Am |
Vh (x) 0 0 0 AN |
0 S 0 7 As
Vf(x)+7TVg(z)+ \'Vh(z)
_ g(x)+s
h(x) ’
—pe + ST

sendo S a matriz diagonal formada pelos elementos do vetor s.

Dessa forma, determinamos as diregoes Ax, Amw, A\ e As.

Assim, depois de calcular o vetor gradiente da funcao Lagrangeana L, calcular a matriz Hessiana
e resolver o sistema anterior determinando as dire¢oes. Vamos também calcular o tamanho de passo
primal e dual a para que s e m mantenham-se estritamente positivas. Dessa forma, o tamanho de
passo « sera dado por:

a=min{l,7p,, Tpa},

onde = min § — [§] = min §— .
pp As; <0 ASZ' pd Am; <0 A?’[’Z
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Prosseguimos atualizando as variaveis, sendo que a atualizacao do pardmetro barreira é dada
por:
k
pktt = 'u—, onde 3 > 1.
g
Um resumo do método e maiores detalhes podem ser encontrados em [4] e [20]. Um exemplo
numérico é dado em [11].

3.5 Meétodo de Pontos Interiores Barreira Logaritmica
Preditor-Corretor

Em nosso trabalho aplicaremos o Método Barreira Logaritmica Preditor-Corretor ao problema
Basis Pursuit a fim de buscar uma maior eficiéncia no programa BP_ Interior, contido em um
pacote disponivel em [7] para o Matlab. Tal método é baseado em trés componentes:

« Direcao afim-escala, que corresponde ao passo preditor, que consiste em encontrar uma dire-
¢ao do problema de otimizagao nao-linear barreira logaritmica, que em um primeiro momento
consideramos sem perturbagao (ou seja, o parametro de barreira p é igual a zero).

e Direcao de centragem, definida pelo o que foi definido no método primal-dual seguidor de
caminho, recordando que a direcao de centragem evita que as solugoes ao longo das iteracoes
se aproximem das arestas do politopo dado pelas restrigoes, mantendo dessa forma, o produto
x;2; estritamente positivo. Essa direcao de centragem permite-nos tomar passos maiores da
direcao de Newton, pois a condi¢ao de positividade somente é violada com um tamanho de
passo maior do que quando consideramos p igual a zero, visto que obtemos uma dire¢ao
voltada ao interior do politopo.

o Direcao de corregao, que corresponde ao passo corretor, em que calculamos a corre¢ao nao
linear, tentando compensar a aproximagcao linear do Método de Newton.

Para uma maior compreensao deste passo, considere o exemplo dado em [11]. Dado o pro-
blema

minimizar z?2

sujeitoa y=1+2x, (3.11)
x>0

definimos o Lagrangeano do problema com barreira logaritmica como

L(a,y,N) =a® —pln(2) + A(y—1—2).
As condigoes de otimalidade associadas ao problema sao dadas por:
202 — \w U

VL (z,y,\) = A =10 |. (3.12)
y—1—=x 0
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Quando aplicamos o Método de Newton ao sistema anterior, aproximamos uma equacao polino-
mial do segundo grau a uma equagao polinomial do primeiro grau (referindo a primeira equagao do
sistema (3.12)). Assim, nosso objetivo nessa etapa serd compensar tal aproximagao. No exemplo
anterior, o Método de Newton aplicado a primeira equagao nos dara a seguinte equagcao:

(4 — \) Az — 2AN = =227 + Az + o

Assim, vamos calcular o residuo de 222 — Az — p para o ponto (z + Az) e (A + A)) que ¢ a raiz
da fungao linear R(T,\) = — (4o — A\) Az + AN — 22% + Az + p1, sendo x e \ os valores definidos

no passo anterior, Ax =7 —x e AX = XA — \. Ou seja, temos os seguintes dados:
(4o — \) Az — 2AN = =227 + \x + (3.13)
e

2(x 4+ Az’ =N+ d)) (x4 Az) —p = deAz — AAz — 2 AN+ 227 — dw — pu+2A2% — AzAN. (3.14)

Da equacdo (3.13) concluimos que os termos 4r Az — AAz — 2 AN+ 222 — Az — i1 da segunda equagao
¢ igual a zero, o que nos dd como residuo: 2Az? — AzAN.

Resumidamente, o método preditor-corretor consiste em aplicar o método de Newton duas
vezes, utilizando a mesma Hessiana. Diferente do método barreira logaritmica, que desconsidera
o residuo dos termos nao lineares e sua aproximagao linear pelo Método de Newton, neste método
vamos introduzir as corregoes destas equagoes.

No exemplo anterior, a equacdo nao linear é dada por 222 — Az, e o residuo é dado por 2Ax? —
AzAN.

No caso de um problema de programacao linear na forma padrao, o termo nao linear é dado
por Xz, e o residuo é dado por AXAZe, sendo AX e AZ matrizes diagonais cujos elementos sao
as entradas dos vetores Ax e Az, respectivamente.

Entao, primeiramente resolvemos o sistema buscando o passo preditor, considerando y igual a
zero; em seguida, no passo corretor, consideramos os dados obtidos no passo afim, resolvendo o
segundo sistema com a corre¢ao nao linear e com perturbacao.

Dessa forma, para o problema (3.9), primeirante resolvemos o sistema para p igual a zero:

V2f(z) +7TV%g (x) + NTV?h (x) Vg(z) Vh(z) 0 Az
Vg (x) 0 0 I Ar |
Vh(z) 0 o o] ax]|T

0 S 0 T As
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E, com as dire¢oes preditoras, resolvemos o segundo sistema:

V2f(z) +7TV3g (x) + AXTV?h (x) Vg(z) Vh(z) 0 Az
Vg (x) 0 0 I Am |
Vh (z) 0 0 o || ax|”
0 S 0 ™ As
Vf(z)+ 7'V (z)+A\'Vh(z)
_ g(@)+s
- h(x)
—pe + St + ASAlle

Como mencionado em [4], apesar do método barreira logaritmica preditor-corretor exigir que se
resolvam dois sistemas lineares em cada iteracao, o nimero de iteragoes em relacao ao método bar-
reira logaritmica ¢ reduzido. Como a Hessiana é a mesma nos dois sistemas, os calculos utilizados
para a decomposicao sao feitos uma tinica vez.

O tamanho de passo « e as atualizacoes das variaveis sao equivalentes as do método barreira
logaritmica, que vimos na se¢ao anterior.

Um resumo do método encontra-se em [4], um exemplo numérico pode ser encontrado em [11].
Para maiores detalhes, ver [24].



Capitulo 4

Método Primal-Dual Barreira
Logaritmica Aplicado a BP e BPDN

Neste capitulo, vamos aplicar o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica a BP, mas antes
reescreveremos o problema como um problema linear perturbado. Veremos que, com essa modifi-
cacao, o mesmo método aplicado para a resolucao de BP pode ser adaptado para a resolucao do
problema BPDN.

4.1 Formulacao do Problema BP

Em [10] é discutido o método de barreira para a resolu¢ao de programas lineares e quadraticos
(QP), expressos na forma padrao como:

1
minimizar ¢’z + ixTQm
(4.1)

sujeitoa Ax =1b )
[ <z <u

onde A é uma matriz m x n (m < n) e ) é uma matriz simétrica semidefinida positiva. Note que,
se @ =0, (4.1) é um problema de programagao linear (LP).

No artigo em questao, é descrito um algoritmo Primal-Dual QP para resolver (4.1). Para tal
resolugao, os autores reapresentam o problema da seguinte forma:

1 1 1
minimizar ¢’z + ExTQSL‘ + B ||V$||§ + 2 ||p||§

sujeitoa  Ax+dp=1> 7 (4.2)
rz—58, =1
T+ S =1u

onde s; > 0, so > 0 e os escalares 7 e J sao parametros de regularizacao “pequenos”. Denota-se
por m, z e —y as variaveis duais associadas as trés equagoes de restricoes. Na solugao, z e y sao
nao negativos.

24
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O termo % |y]|3 é incluido para garantir que ||y2*|| seja limitado (sendo z* uma solugio 6tima),
e o termo dp permite que Ax = b seja satisfeito no sentido de minimos quadrados, caso a restrigao
nao tenha solugao factivel (podemos associar ao caso do sinal ser perturbado).

Para mais detalhes desse problema, ver [10].

4.2 Aplicacao do Método a BP

Em nosso trabalho, o objetivo principal é a busca da representacao do sinal s através de Basis
Pursuit. Dessa forma, como queremos a representacao exata do sinal, sendo ele perturbado ou
nao, vamos resolver o problema de programagao linear (3.1), que vimos ser equivalente a (2.3).
Para resolver tal problema, vamos fazer uso da formulagao proposta por Gill, Murray e Saunders
[10], reescrevendo o problema como o seguinte programa linear perturbado:

minimizar "z + 3 ||yz|; + 3 [Ipll5
sujeitoa Az +dp=1> ) (4.3)
z>0

considerando os valores dos parametros v e § pequenos (107%); e resolvendo-o assim como feito em
[6].

Associamos ao problema linear perturbado (4.3) o subproblema barreira logaritmica:

L 2 2 S
minimizar ¢’z + § [|[yz|; + 3 |pl; — £ D In(x)
i=1
sujeitoa Az +dp=1>
A restricdo de desigualdade z > 0 fica implicita. Como u — 0 a solugao converge para a

solugao do problema linear perturbado.
Definimos o Lagrangeano como:

L(x,y,p) = "+ 5Pyl + 5 Ipllz — 1 Y- (2:) +y" (0 — Az — dp).
i=1
Agora vamos calcular as condi¢oes necessarias de primeira ordem do problema de minimizacao
da func¢ao Lagrangeana:

m
minimizar ¢z + & [yl + 3 [pI2 — 03 In (2) +y" (b — Az - 5p) |
i=1

obtendo,
—V.L=ATy — 7%z —c4+ puXte=0,
onde e é o vetor de dimensao apropriada, cujos elementos sdo compostos por 1.

No artigo de McShane, Monma e Shanno [17] vemos que quando o pardmetro x do problema primal
e do dual sdo iguais, z = uX "'e. Assim, as condicoes necessarias de primeira ordem sio dadas por:
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—V.L=ATy—~7%z—c+2=0
—VpL=0y—p=0=p=20dy )
~VyL=Ar+6p—b=Ax+6*y—b=0

e por [17] novamente:

ZXe— pe=0.
Rearranjando as expressoes, obtemos

ATy — 22 —c+ 2
F(z,y,z) = Ax + 8%y —b =0,
ZXe— e

onde z é um vetor dual, e X e Z sao as matrizes diagonais formadas pelos elementos dos vetores x e z,
respectivamente.

Apliquemos o Método de Newton a fim de encontrar a solucdo do sistema néo linear acima. As
diregoes de Newton (Az, Ay, Az) devem satisfazer:

oF

7($,y, Z)
F(CC,y,Z)+(AJI,Ay, AZ) 87(1.7:%2) :07
8@7(337:% Z)
0 que corresponde a:
—v2Ax + ATAy + Az c+~2r—z— ATy t
AAz + %Ay = b— Az — 6%y =1 r |,
ZAx + XAz pe —Zx
que fica reduzido ao seguinte sistema;:
(ADAT +8%1) Ay =7 — AD (X tv - 1), (4.4)
Az =DATAy+ D (Xt —1), (4.5)
Az=X"to - X1ZAxz. (4.6)

_ -1 [ .
sendo D = (X 1Z 4421 ) . Para o calculo do tamanho do passo (pp, pa), vamos sempre escolher o maior
possivel, contanto que o ponto z**t1) e z(k+1) gejam pontos interiores. A cada passo de Newton vamos
decrescer o parametro de barreira © monotonicamente e mais rapidamente se largos passos sdo tomados:

Mo (1 — min (ppv pd; 0, 99))ﬁ (47)

sendo 1 o valor de u do passo anterior.
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T

O método converge quando Hb — Az — 52y||2, x sdo suficientemente peque-

nos.

c+’72x—z—ATyH2ez

Algoritmo (como descrito por Chen, Donoho e Saunders em [8]) :

1- Conjunto de parametros:
o Tolerancia de factibilidade: FeaTol,
o Tolerancia gap de dualidade: PDGapTol,

o Dois pardmetros de perturbagéo: vy e §.
2- Inicialize x, y, z e u, k = 0.
3- Loop.
a) Resolva (4.4) para Ay, calcule Az por (4.5) e Az por (4.6).
b) Calcule o comprimento dos passos primal e dual p,, pg:
pp=10,99 x max {p:z+ pAzx >0,p <1};
pa=0,99 x max{p:z+ pAz>0,p<1}.

c)Atualize as varidveis:

T T+ ppAx;
Yy <y + paly;
z 4 2+ pilAz;
w4 (1 —min (pp, pd,-99)) L.
d)k + k+1.
4) Termine se as trés condigoes seguintes sao satisfeitas:

b — Az — &%y,
L[l

o Infactibilidade Primal = < Featol,;
o+ o2 - = - ATy,

o Infactibilidade Dual =
L+ lyll;

< Featol;
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T

e Gap de Dualidade = 2T < PDGapTol.
1+ [z
Na resolugao de sistemas do tipo:
Az =D, (4.8)

sendo A uma matriz simétrica e definida-positiva, frequentemente utilizamos a fatoracdo de Cholesky e
determinamos o valor da varidavel x resolvendo dois sistemas triangulares. Como a fatoracdo de Cho-
lesky tem complexidade de O (n3), e tendo em vista que estamos interessados em matrizes A de grande
dimensao, essa fatoracdo acaba nao sendo conveniente.

Em nosso trabalho, consideramos a existéncia de um “algoritmo implicito rapido”, o que significa que,
para vetores arbitrarios x, as operagdes Az e ATz sdo calculadas em O (nlog (n)) ou O (n), sem mesmo
armazenar as matrizes A e AT, e utilizando propriedades especiais da matriz para acelerar o célculo da
operacao. Dessa forma, temos maior eficiéncia usando métodos iterativos, sendo o mais popular o Método
dos Gradientes Conjugados (ver Apéndice A).

4.3 Basis Pursuit Denoising

O problema Basis Pursuit Denoising (BPDN) é uma adaptagdo de Basis Pursuit (BP) no caso de
dados perturbados, cujo objetivo nao seja a representagdo exata dos mesmos. Como ja foi discutido,
podemos considerar s (sinal puro), z (ruido branco gaussiano padrao) e o (nivel do ruido), escrevendo o
sinal perturbado como:

Yy=S8+o0z.

Basis Pursuit Denoising refere-se a solugao de:

minimizar 3 ||y — a3 + Al -

Note que a solucdo o) é uma funcio do pardmetro A. Dessa forma, o residuo r = y — o também
é funcao de \. O sinal s & representado por ®a®, ou seja, daM = sV Quando A tender a zero, o
residuo ira para zero e teremos a solugao de BP aplicado a y, uma vez que ®a = y. Quando X tender a
infinito, iremos obter ) tendendo a Y, j& que os elementos de « serdo muito pequenos e s tende a
ZEro.

Assumindo que o diciondrio em questdo é normalizado, isto é, ||®
como:

+|ly = 1,V, definimos o valor de A

)\p:(f QIOg(p)v

onde p é a cardinalidade do diciondrio. A motivagao para tal escolha pode ser encontrada em [8].
Ja vimos que BPDN é equivalente a resolver o problema linear perturbado:

minimizar ¢z + % Hp\l%
sujeitoa Az +dp=2>
z>0
6=1

(4.9)

Como podemos notar, (4.3) com 6 = 1, resolve o problema (4.9).
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O Método Primal-Dual Barreira Logaritmica com gradientes conjugados implementado por Chen,
pode resolver aproximadamente todos os problemas de otimizacdo BP e BPDN, em um tempo quase-
linear [6].

Assim, o objetivo de considerar o problema linear perturbado (4.3) deve-se ao fato de, como mencio-
nado por Chen [6], além de obter equagdes bem condicionadas para resolver o problema Basis Pursuit, o
problema Basis Pursuit Denoising pode ser reformulado como um problema linear perturbado, fazendo
assim com que a mesma implementacao trabalhe para os dois tipos de problema.

Até agora, apresentamos os conceitos basicos do Método Primal-Dual Barreira Logaritmica aplicado
ao problema nao-linear (4.3). O programa BP_Interior desenvolvido por Chen, contido em Atomizer [7],
resolve o problema Basis Pursuit (2.3) seguindo o mesmo procedimento descrito no Método Primal-Dual
Barreira Logaritmica. Na sec@o seguinte, vamos apresenta-lo com maiores detalhes.

4.4 BP Interior

O objetivo é resolver o problema de minimizagao (2.3) por meio do problema equivalente (4.3).
Portanto, vamos fazer as seguintes associacoes:

a < U—7

r <= (wv)

c <= (ee)

A = (9,-9) (4.10)
b — s

m <= 2p

Dado que o sinal s possui algum tipo de perturbagdo, assumimos que o nivel de ruido Gaussiano
branco padrao é dado por 1.
O método inicializara pela solu¢do do Método de Frames (MOF), ou seja, por encontrar um « tal que

da = s e |||, seja minimo. O programa MOF, assim como BP_ Interior, encontra-se em Atomizer [7].
Inicializa-se com

|11l
=0,01—,
Ko o

onde f é o vetor cujas entradas sdo dadas pelas normas dos residuos:

Hb — Ax — 52y‘

.
e a2 - ATy,

ZT.’E.

Os valores p das outras iteragoes sao caculados como descrito anteriormente (4.7).
Através do Método dos Gradientes Conjugados determinamos as dire¢oes do Método de Newton, como
ja comentado.

Por fim, projeta-se dr = x — xg no espago nulo de ® por gradientes conjugados a fim de garantir
factibilidade.

No proximo capitulo, apresentaremos modificagdes no Método Primal-Dual Barreira Logaritmica,
utilizado em BP_ Interior, com o objetivo de melhorar a eficiéncia computacional.



Capitulo 5

Desenvolvimento dos Métodos Propostos

Como mencionado anteriormente, estamos interessados em dicionarios que sdo overcomplete, ja que
a nao-unicidade da solucdo do sistema nos dé a possibilidade de escolher a melhor representacdo para
nossos propédsitos. Teremos como objetivo, alcangar simultaneamente:

o Esparsidade: visto que queremos obter poucos coeficientes significativos, a fim de economizar me-
moria;

e Super-resolucao: obtemos uma resolucdo com objetos esparsos, que é melhor se comparada com
abordagens tradicionais nao adaptativas, ou seja, que nao buscam uma maior eficiéncia utilizando
o fato que os objetos em questdo sdo esparsos;

o Estabilidade: ou seja, pequenas perturbacdes no sinal puro nao devem causar grandes alteracoes;
o Rapidez.

Dessa forma, vamos modificar o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica, do programa BP_ Interior,
visando obter uma melhor eficiéncia. Aplicaremos o Método Barreira Logaritmica, o Método Primal-Dual
Barreira Logaritmica Preditor-Corretor, e uma variagao deste tltimo a (4.3).

5.1 Meétodo Barreira Logaritmica

Consideremos novamente o problema (4.3). Associamos a ele o subproblema barreira logaritmica:

m
minimizar ¢’z + § lvz||® + 3 Ipll* - ,uZln (x;)
i=1 ’
sujeitoa Az +dp=0>
Definimos o Lagrangeano como:
m
2 2
L(z,y,p) ="+ 5 |vall” + 5 Ipll* = p)_In(z:) + y" (b~ Az — dp).
i=1

O processo até aqui é equivalente ao do método anterior.
Agora, calculando as condigoes necessarias de primeira ordem do problema de minimizagao da funcao
Lagrangeana:

30
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minimizar ¢’z + 3 |yz|* + 3 ||p|]* — 1y In(z;) + y? (b— Az — op),
i=1
obtemos,
Vol = ATy —~%z —c+uX e =0,

onde e é o vetor de dimensao apropriada, cujos elementos sdo compostos por 1,

VoL =0y—p=0=p=dy

VyL=Az+ép—-b=Azx+6’y—b=0

Rearranjando as expressoes e fazendo a devida substitui¢ao, obtemos

ATy— 20 —c+puX"le
F(a:,y)—( A’Z:—F&Qy—/; =0,

onde X é a matriz diagonal formada pelos elementos do vetor x.
Apliquemos o Método de Newton a fim de encontrar a solucdo do sistema linear acima. As direcoes
de Newton (Ax, Ay) devem satisfazer:

F(z,y) + (Az, Ay)

0 que corresponde a:

(—v* —puX2) Az + AT Ay _ c+y2x —puXte— ATy [t
ANz + 6%Ay b— Az — 8%y r )’

que fica reduzido ao seguinte sistema:

Ay=0"2(r— AAx), (5.1)

Az = (—7_2 - ,uX_Z)_1 (t - ATAy) . (5.2)

Vamos considerar D = (—y% — uX _2)_1 .
Substituindo (5.2) em (5.1) chegamos a:

(1—-072ADAT) Ay =672 (r — (ADt)). (5.3)

O comprimento do passo de x e y é dado apenas por uma vez que a variavel y é livre. Escolhemos
D)y
o maior passo possivel, contanto que o ponto z*t1 seja interior. A cada passo de Newton decrescemos
o parametro de barreira u monotonicamente e mais rapidamente se largos passos sao tomados:

= (1= min (p,,0,99)) .
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sendo [x o valor de u do passo anterior.

O método converge quando ||b— Az — 6%yl|,, ||c+y*x — 2z — ATyH2 ou a diferenca relativa do valor

da funcdo objetivo do passo atual com o passo anterior é pequeno (menor que 10™%), em mais de trés
iteracoes.
Algoritmo :

1- Conjunto de pardmetros:
e Tolerancia de factibilidade: FeaTol,
e Tolerancia gap de dualidade: PDGapTol,

e Dois pardmetros de perturbagao: v e é.
2- Inicialize x, y, e u, k = 0.
3- Loop.
a) Resolva (5.3) para Ay pelo Método dos Gradientes Conjugados, e calcule Ax por (5.2).
b) Calcule o comprimento do passo primal p:
pp=0,99 x max {p:z+ pAz >0,p <1}.

c)Atualize as varidveis:

x < =+ ppAx;
y < y+ ppAy.
d)k + k+ 1.
4) Termine se as condigoes seguintes sao satisfeitas:

‘b — Ax — (52yH2

< Featol;
1+ [l

¢ Infactibilidade Primal = ’

Hc + % — puX e — ATyH2

< Featol.
L+ [lylly

e Infactibilidade Dual =

ou se:

e a diferenca relativa do valor da funcdo objetivo do passo atual com o passo anterior é menor que 104
em mais de trés iteragoes.
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5.2 Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-
Corretor

Na Secao 2.6, intitulada Método de Pontos Interiores Barreira Logaritmica Preditor-Corretor, in-
troduzimos o conceito das trés componentes: Direcdo Afim-Escala, Direcdo de Centragem e Diregdo de
Correcao, a fim de melhorar o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica. Tendo em vista esses con-
ceitos, e em busca de melhorar o desempenho de BP_ Interior, facamos as corre¢oes dos termos nao
lineares do método descrito na secdo anterior. Note que o termo nao linear corresponde a condigao de
complementaridade. Assim, no primeiro passo consideraremos v tal que v = —Zx, e no segundo passo
v=pe—Zxr— AZAXe, onde AZ e AX sdo as matrizes diagonais cujos elementos sdo as entradas dos
vetores Az e Ax repectivamente, que foram obtidos no primeiro passo.

O algoritmo é dado por:

1- Conjunto de pardmetros:
e Tolerancia de factibilidade: FeaTol,
e Tolerancia gap de dualidade: PDGapTol,

e Dois pardmetros de perturbagdo: v e é.
2- Inicialize =, y, z e u, k = 0.
3- Loop.

a) Determine os dois passos seguintes:

12 Passo: Considere v = —Zz e resolva (4.4) para Ay, calcule Az por (4.5) e Az por (4.6).

22 Passo: Considere v = p — Zx — AZAXe , sendo AZ e AX matrizes diagonais formadas pelos ele-
mentos dos vetores Az e Ax respectivamente, que foram obtidos no passo anterior, e resolva (4.4)
para Ay, calcule Az por (4.5) e Az por (4.6) para obter novas diregoes.

b) Calcule o comprimento dos passos primal e dual p,, pg:

pp=10,99 x max {p:xz+ pAzx >0,p <1};
pa=0,99 x max{p:z+pAz>0,p<1}.

c¢) Atualize as varidveis:

T 4 o+ ppAx;

Y <y + pady;
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z 4 2+ paAz;
w4 (I —min (pp, pa,0,99)) 7.
d)k «+— k+ 1.
4) Termine se as trés condigoes seguintes sao satisfeitas:

Ib — Az — &%y]],

¢ Infactibilidade Primal =
L+ [z,

< Featol,

ot
L+ yll

2

e Infactibilidade Dual = < Featol;

T

e Gap de Dualidade = < PDGapTol.

L[l

5.3 Variante do Método Primal-Dual Barreira Logaritmica
Preditor-Corretor

No segunda se¢ao do Capitulo 4, associamos ao programa linear perturbado (4.3) o subproblema
barreira logaritmica e, tendo definido o Lagrangeano, calculamos as condi¢bes necessarias de primeira
ordem do problema de minimizacao da fun¢do Lagrangeana, obtendo:

Vol =ATy —~y22 —c+2=0
VoL =0y—p=0 , (5.4)
VyL=Ar+dép—b=Az+6%y—b=0

e da condicdo de complementaridade:

ZXe— pe=0.

Prosseguimos, no capitulo em questao, substituindo a segunda equagao de (5.4) na terceira equagao;
agora, vamos propor uma variacao do Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor, onde
nao realizaremos tal substituicdo. Dessa forma, rearranjaremos as expressoes das condi¢ées de primeira
ordem como:

ATy — 2z —c+ 2

oy —p
F(wuyaz7p): A$+(5p—b :07
ZXe— e

onde z é um vetor dual, X e Z sdo as matrizes diagonais formadas pelos elementos dos vetores z e z,
respectivamente.
Aplicando o Método de Newton a F(z,y, z,p) = 0, obtemos:
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g (z,y,2,p)
5y (£:Y:2:D)
F(x7y727p)+(A377AZ/7AZ=AP) 8%‘ :07
g (z,v,2,p)
ap ——(@,9,2,p)
que corresponde a:
2 Az + AT Ay + Az c+~y2x—z— ATy t
0Ay — IAp _ —dy+p N
AAx + 6Ap - b— Az — dp v |
ZAzx + XAz pe — Zx w
que fica reduzido ao seguinte sistema:
(ADAT 4+ 82I) Ay =7 — AD (X 'w —t) + or, (5.5)
Az = DATAy + D (X_lv - t) : (5.6)
Az=X"tv - X"1ZAz, (5.7)
Ap =5Ay —, (5.8)

sendo D = (X~1Z +’y21)71.

Adicionando a direcao afim-escala, a direcao de centragem, e a dire¢do de correcdo dadas pelo Método

Preditor-Corretor, vamos considerar no primeiro passo w = —Zz e no segundo passo w = [ — 4x —
AZAXe.
Como vimos na primeira secdo deste capitulo, o método inicializa-se pela solucdo do Método de

(b— Ax)

Frames (MOF). Assim, nosso p inicial serd dado por: p = . Para a escolha do comprimento

do passo (pp, pa), vamos fazer do mesmo modo que para o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica
Preditor-Corretor, onde sempre escolhemos o maior passo possivel, contanto que z(t1) e z(k+1) sejam
pontos interiores. A cada passo do Método de Newton, vamos decrescer o pardmetro de barreira u
monotonicamente e mais rapidamente se passos largos sao tomados:

— (1 —min (pp, pd, 0, 99)) iz

sendo 7r o valor de y do passo anterior.

T

O método converge quando ||b— Az — épl,, x sao suficiente-

‘c+72x—z—ATy

s lp—dylly e 2
mente pequenos.

Algoritmo:
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1- Conjunto de pardmetros:

o Tolerancia de factibilidade: FeaTol,
o Tolerancia gap de dualidade: PDGapTol,
e Dois parametros de perturbagido: v e d.
2- Inicialize z, y, z, pe pu, k = 0.
3- Loop.
a) Determine os dois passos seguintes:
12 Passo: Considere v = —Zx e resolva (5.5) para Ay, calcule Az por (5.6), Az por (5.7) e Ap por (5.8).

22 Passo: Considere v = yu — Zx — AZAXe , sendo AZ e AX matrizes diagonais formadas pelos ele-
mentos dos vetores Az e Ax respectivamente, que foram obtidos no passo anterior, e resolva (5.5)
para Ay, calcule Az por (5.6), Az por (5.7) e Ap por (5.8) para obter novas diregdes.

b) Calcule o comprimento dos passos primal e dual pp, pa:

pp=10,99 x max {p:z+ pAzx >0,p <1};
pa=0,99 x max{p:z+pAz>0,p<1}.

c)Atualize as variaveis:

T T + ppAx;

Yy <y + paAy;
z 4 2+ paAz;
p < p+ paAp;
4= (1 —min (pp, pa,0,99)) 1.
d)k <+ k+1.
4) Termine se as quatro condi¢oes seguintes sao satisfeitas:
o Infactibilidade Primal = Hb — Az (52yH2 < Featol;
1+ [l

e+ % = — ATy,

e Infactibilidade Dual = < Featol;
L+ [yl
7”]) — 0yl < Featol;
L+ [|pll,
2Tz
e Gap de Dualidade = < PDGapTol.

L+ [zl
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5.4 Caracteristicas dos Métodos Apresentados

Considere o Método Barreira Logaritmica, o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-
Corretor, e nossa variagdo do Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor, como BP_ BL,
BP_ InteriorPC e BP_ InteriorPC1, respectivamente. Sendo Df a diferenga relativa do valor da fungao
objetivo do passo atual com o passo anterior e MPC referente ao Método Preditor-Corretor. Apresentamos
nas tabelas (5.1) e (5.2) um resumo dos métodos apresentados.

Tabela 5.1: Resumo dos Métodos.

e sem diregoes de
correcoes do MPC

Método BP_Interior BP_ BL
Conjunto de X,yez Xey
variaveis
Com condigao de Sem condicao de
Propriedades complementaridade complementaridade

e sem diregoes de
corre¢oes do MPC

Critérios de

Parada

Infactibilidade Primal:
b — Az — 6%y,
1+ [z,
Infactibilidade do Dual:

et -2 - ATy,

< Featol;

< Featol;

L+ lyll,
Gap de Dualidade:

T
Y PDGapTol.

1+ [zl

Infactibilidade Primal:
Ib — Az — 6%y,

1+ [z,
Infactibilidade do Dual:

Hc + 722 — puXte — ATyH2

L+ yll,
ou se:

< Featol;

< Featol.

Df é menor que 107* em mais de trés iteracoes.
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Tabela 5.2: Resumo dos Métodos.

e com diregoes de
corregoes do MPC

Método BP_InteriorPC BP_InteriorPC1
Conjunto de X,y ez X,y,%Ze€ep
variaveis
Com condicao de Com condic¢ao de
Propriedades complementaridade complementaridade

e com direcoes de
corregoes do MPC

Critérios de

Infactibilidade Primal:
|6 — Ax — 52?/”2
L+ [z,

< Featol;

Infactibilidade Primal:
b — Az — 529”2
1+ ||x||2

< Featol;

Parada Infactibilidade do Dual: Infactibilidade do Dual:
Hc—l—’ny—z—ATyH Hc—l—vQ:c—z—ATyH
2 < Featol; 2 < Featol;
L+ lyll, 1+ IIS?JIIf
Gap de Dualidade: u < Featol;
1+ Ipll,
2Tz .
——— < PDGapTol. Gap de Dualidade:
1+ [lll,
2T
——— < PDGapTol.
1+ [Jzf],
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No préximo capitulo, vamos aplicar os métodos desenvolvidos até agora, com o objetivo de obter

representagoes eficientes de sinais, em dicionérios especificos.



Capitulo 6

Testes Computacionais

A seguir, apresentamos os resultados obtidos para o sinais TwinSine-1, WernerSorrows, Carbon,
TwinSine-2, FM-Cosine, Gong, Dynamic-0, Dynamic-2 e MultiGong, que foram utilizados para o Mé-
todo BP__Interior de Chen [6], e para os nossos métodos modificados de BP_ Interior: Método Barreira
Logaritmica, Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor, e nossa variacdo do Método
Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor, os quais serdo chamados BP_ BL, BP_ InteriorPC
e BP__InteriorPC1, respectivamente.

Os experimentos numéricos foram implementados em Matlab R2010a, com o sistema operacional
Linux, distribuicio Ubuntu 11.04, processador Intel ® core i7 2600, 3.4 Ghz, 4 GB de memoéria DDR3,
RAM clock 1333Mhz.

Na tabela a seguir listamos os sinais utilizados, com seus respectivos parametros, que sao niimeros ou
vetores linha, o nome do dicionario que vamos utilizar para a representacio e o tamanho do problema.

Tabela 6.1: Dados do problema.

Sinal Tamanho do Dicionario parl par2 | par3
Problema

TwinSine-1 256 | DCT 4 0 0
WernerSorrows 1024 | CP 6 | seno 0
Carbon 1024 | WP 10 | qmf 0
TwinSine-2 256 | DCT 4 0 0
FM-Cosine 1024 | CP 6 | seno 0
Gong 1024 | CP 10 | seno 0
Dynamic-0 256 | DCT e DIRAC | MekeList(4,0) 0 0
Dynamic-2 256 | DCT e DIRAC | MekeList(4,0) 0 0
MultiGong 256 | MDC 8 1 0

As Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 mostram os resultados obtidos para BP__Interior, BP_ BL, BP_ InteriorPC
e BP_InteriorPCl.

Nas Tabelas 6.2 e 6.3 temos os valores da fungdo objetivo, ou seja, o minimo valor de ||, em (2.3), e
o tempo decorrido até a obtencado da convergéncia, sendo que FO correponde ao valor da fungdo objetivo
e o tempo é dado em segundos.

39
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Tabela 6.2: Resultados computacionais para a fungao objetivo e tempo de processamento.

BP_Interior BP BL

Sinal FO Tempo FO Tempo
TwinSine-1 2,00933e+00 0,1 | 2,01365e+00 0,8
Werne<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>