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Abstract

There are many proposed methods for signal reconstruction. However, our focus is on the
Basis Pursuit method. When working with overcomplete dictionaries, there exist countless possible
combinations to represent the signal. Basis Pursuit Ąnds the sparsest, because it minimizes the
sum of the combination coefficients absolute values, i.e., it minimizes the coefficients on norm 1.
We will see that the problem in question can be rewritten as a linear programming problem. An
existing method is shown for the solution of this problem, the Primal-Dual Logarithmic Barrier
Method. Initially, we will apply the Logarithmic Barrier Method, and seeking higher efficiency,
we will include the affine scaling direction, the centering direction and the nonlinear correction
direction in the same method, obtaining the Predictor-Corrector Primal-Dual Logarithmic Barrier
Method, of which a variation is also implemented. Computational results with real life problems
show the efficiency of the proposed method.

Keywords: linear programming, interior point methods, signal processing.

Resumo

Vários são os métodos propostos para reconstrução de sinal. Nosso enfoque é o método Ba-
sis Pursuit. Trabalhando com dicionários overcomplete, são inúmeras as combinações possíveis
para a representação do sinal. Basis Pursuit encontra a mais esparsa, porque minimiza a soma
dos módulos dos coeĄcientes da combinação, ou seja, minimiza os coeĄcientes na norma 1. Vere-
mos que podemos reescrever o problema em questão como um problema de programação linear.
Apresentaremos um método já existente para a resolução deste problema, o Método Primal-Dual
Barreira Logarítmica. Em um primeiro momento, vamos aplicar o Método Barreira Logarítmica, e
buscando maior eĄciência, iremos incluir a direção aĄm-escala, a direção de centragem e a direção
de correção no mesmo método, obtendo o Método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-
Corretor, além de implementar uma variação deste. Resultados computacionais com problemas
reais comprovam a eĄciência do método proposto.

Palavras-chave: programação linear, métodos de pontos interiores, processamento de sinais.
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CAPÍTULO 1. MOTIVAÇÃO 2

Figura 1.2: Aproximação da Imagem Gold Hill (Extraído de [1]).

Assim se armazenarmos uma imagem através de uma matriz na qual cada coeĄciente corres-
ponde à sua intensidade, teremos muitos valores redundantes. A Ąm de evitar o armazenamento
desses elementos similares, procurando economizar memória, vamos aplicar a compressão de sinal.

Considere um vetor coluna 𝑥 ∈ R
N , tendo seus elementos representados por 𝑥 (𝑛), com 𝑛

variando de 1 a 𝑁 . Qualquer sinal em R
N pode ser representado em termos dos elementos de uma

base ¶åi♢N

i=1. Supondo que a base seja ortonormal, o vetor 𝑥 poderá ser expresso como:

𝑥 =
N
∑︁

i=1

Ðiåi ou 𝑥 = ΨÐ, (1.1)

onde Ði = ⟨𝑥, åi⟩.
DeĄnimos 𝑥 como um sinal 𝐾 ⊗ 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑜, se é combinação linar de 𝐾 vetores da base em (1.1).

O sinal é dito compressível se a representação em (1.1) tem poucos coeĄcientes de módulo grande
e muitos coeĄcientes de módulo pequeno. Sinais compressíveis são bem aproximados por formas
de representação 𝐾 ⊗ 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑎𝑠.

Obter uma representação esparsa para o sinal nos dá um número menor de coeĄcientes armaze-
nados ou transmitidos. Para tanto temos a Codificação por Transformada [23, 3], que corresponde
a técnicas de compressão de imagem. As três operações básicas são:

• Transformação, que transforma a imagem em um conjunto de coeĄcientes com pouca re-
dundância.

• Quantização, cujo objetivo é representar uma grande faixa de valores através de um con-
junto pequeno de símbolos.

• CodiĄcação, que visa mapear os símbolos com o objetivo de obter o menor número possível
de bits.

Como consta em [2], este quadro de amostragem-compressão possui três desvantagens. A
primeira é que o número de amostras pode ser muito alto, tendo em vista o teorema de amostragem
Shannon-Nyquist [12], que nos diz, de uma forma genérica, que um sinal analógico limitado em
banda que foi amostrado, pode ser recuperado se a taxa de amostragem for maior que 2 × 𝐹
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amostras por segundo, sendo 𝐹 a maior frequência do sinal original. A segunda desvantagem
corresponde ao fato que os 𝑁 coeĄcientes devem ser calculados, embora saibamos que apenas 𝐾
não serão descartados. E por Ąm a terceira, pelo fato que a localização dos maiores coeĄcientes
deve ser codiĄcada.

O método Compressive Sensing contorna as desvantagens descritas, obtendo diretamente uma
representação do sinal em uma forma comprimida, sem a necessidade de adquirir 𝑁 amostras,
como feito pela Codificação por Transformada. Nesse método, considera-se um processo que calcula
𝑀 < 𝑁 produtos internos, entre 𝑥 e um conjunto de vetores ¶ãj♢M

j=1, ou seja, 𝑠j = ⟨𝑥, ãj⟩. Sendo 𝑠
o vetor coluna formado pelos elementos 𝑠j, e ãT

j a linha 𝑗 da matriz Φ : 𝑀×𝑁 ; podemos reescrever
(1.1) como:

𝑠 = Φ𝑥 = ΦΨÐ = ΘÐ,

onde Θ = ΦΨ é uma matriz 𝑀 ×𝑁 . Na Figura (1.3), podemos visualizar esse procedimento.

Figura 1.3: Matriz de aquisição (Extraída de [2]).

O método Compressive Sensing consiste em:

a) Obter uma matriz Φ tal que as informações salientes em qualquer sinal 𝐾 ⊗ 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑜 ou com-
pressivo não sejam comprometidas pela redução de dimensão.

b) Um algoritmo de reconstrução para recuperar 𝑥 das 𝑀 medidas de 𝑠.

O artigo [2] descreve como podemos obter a matriz Φ do item (a).
O objetivo do item (a) relaciona-se com Processamento de Sinais, que não é área que focamos

nessa dissertação, estamos interessados em obter o algoritmo de reconstrução referente ao item (b).
Note que, sendo um sinal compressível, 𝑥 terá uma boa representação como vetor 𝐾 ⊗ 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑜.
Dessa forma, sendo 𝑀 ≡ 𝐾, gostaríamos de obter um sinal Ð com aproximadamente 𝑁 ⊗ 𝐾

elementos iguais a zero, tendo em vista que buscamos a sua representação esparsa. Sendo assim,
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minimizar a soma dos elementos em módulo do vetor Ð é uma excelente opção para alcançar nosso
objetivo. Ao problema a seguir:

minimizar ‖Ð‖1

sujeito a ΘÐ = 𝑠
, (1.2)

é dado o nome Basis Pursuit.
A aplicação que destacaremos de Basis Pursuit é a representação de sinais através de dicioná-

rios, como feito em [6], que veremos no Capítulo 3. Trabalharemos com dicionários que possibilitam
inĄnitas formas de representar o sinal e, com a Ąnalidade de encontrar a mais esparsa, determina-
remos a representação através de Basis Pursuit.

Em [16] é dada uma motivação geométrica para escolha de tal procedimento que minimiza a
norma 1 dos coeĄcientes.

Dado o problema (1.2), considere:

𝐻 =
{︁

Ð ∈ R
N : ΘÐ = 𝑠

}︁

.

Sabemos que Basis Pursuit encontra o elemento Ð* de 𝐻 que tem a norma 1 mínima. Isto
pode ser determinado aumentando o parâmetro á da bola 𝐵τ referente a norma 1:

𝐵τ =
{︁

Ð ∈ R
N : ‖Ð‖1 ⊘ á

}︁

,

até interceptar 𝐻.
Como podemos ver na Figura 1.4 (a), a bola 𝐵τ referente à norma 1 permanece mais próxima

dos eixos do que a bola determinada pela norma 2 (Figura 1.4 (b)). Assim, a solução determinada
pela norma 1 é propensa a ter mais coeĄcientes nulos ou próximos de zero.

Hα∗

Bτ

(a)

α∗

H

(b)

Figura 1.4: Esparsidade e as normas 1 e 2.

Como ilustrado na Figura (1.4), a solução Ð* determinada por Basis Pursuit é justamente a
mais esparsa.
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No Capítulo 2, apresentamos uma abordagem superĄcial a respeito da representação de sinais.
Neste capítulo, também descrevemos com maiores detalhes o método Basis Pursuit. Veremos que,
através de transformações, podemos reescrever nosso problema como um problema de programação
linear.

A Ąm de solucionar o problema Basis Pursuit, no Capítulo 3, introduzimos os Métodos de
Pontos Interiores, bem como deĄnimos alguns conceitos básicos de programação linear e não-linear.

No Capítulo 4, é descrito o Método Primal-Dual Barreira Logarítmica e suas aplicações aos
problemas Basis Pursuit e Basis Pursuit Denoising. Esse último, como veremos, é utilizado quando
queremos obter a representação do sinal sem ruído. Para tanto, reescreveremos nosso problema de
programação linear, como feito em [10].

No Capítulo 5, é descrita a implementação BP_Interior, feita em [6], que implementa o Método
Primal-Dual Barreira Logarítmica para resolver o problema Basis Pursuit; bem como do Método
Barreira Logarítmica, do Método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor e de uma
variação deste último, desenvolvidos a Ąm de buscar uma maior eĄciência do problema.

Apresentamos no Capítulo 6 os resultados obtidos nos testes computacionais para determinados
sinais, utilizados em [6].

No Capítulo 7, concluímos fazendo uma análise dos resultados obtidos e perspectivas futuras
do nosso trabalho.



Capítulo 2

Basis Pursuit

Neste capítulo, apresentaremos a forma de representação de sinal pelo Método Basis Pursuit,
que é o foco deste trabalho. Antes porém, vamos introduzir alguns conceitos fundamentais para o
entendimento do assunto em questão.

2.1 Representação de sinais

DeĄnimos dicionário como uma coleção de waveforms parametrizadas 𝐷 = (ãγ : Ò ∈ Γ), sendo
waveforms ãγ sinais discretos de tempo chamados átomos, que nessa dissertação serão vistos como
vetores pertencentes a R

n, e Γ o conjunto de todos os parâmetros do dicionário. Representação
de sinais por meio de dicionários é uma alternativa que surge, além das representações usuais que
utilizam superposição de senóides, como mencionado em [8].

Considerando um sinal 𝑠 como sendo um vetor pertencente a R
n, sua decomposição em um

dicionário é dada por:

𝑠 =
∑︁

γ∈Γ

Ðγãγ. (2.1)

Considerando que temos um dicionário discreto de 𝑝 waveforms e uma matriz Φ cujas colunas
correspondem às 𝑝 waveforms (Φ : 𝑛× 𝑝), podemos reescrever (2.1) como:

ΦÐ = 𝑠, (2.2)

onde Ð = (Ðγ) é o vetor dos coeĄcientes em (2.1).
Veja que, se as waveforms são linearmente independentes, teremos uma matriz Φ não singular,

o que implica que Ð terá representação única. Em particular, se as waveforms forem ortonormais
Φ⊗1 = ΦT .

Dicionários são deĄnidos como completos quando possuem exatamente 𝑛 átomos, overcomplete
quando possuem mais que 𝑛 átomos, ou undercomplete quando possuem menos de 𝑛 átomos.
Exemplos de dicionários dados em [6] são: stationary wavelets, wavelet packets, cosine packets,
chirples, warplets, Gabor dictionaries, wavelets e steerable wavelets.

6
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Note que, em (2.1), se trabalhamos com um dicionário completo, 𝑠 terá uma representação
única, pois todos Ðγ serão linearmente independentes. Já quando fazemos uso de dicionários
overcomplete, sua representação não será única (teremos átomos que são combinações lineares de
outros), permitindo que escolhamos a que nos for mais conveniente. Como um dos objetivos que
queremos alcançar nas representações de sinais é esparsidade (obter o menor número de coeĄcientes
signiĄcativos), já podemos ter em mente que uma boa ideia seria minimizar

∑︁

γ∈Γ

♣Ðγ♣ .

2.2 O Método Basis Pursuit

Não são poucos os métodos propostos para representar sinais em dicionários overcomplete.
Alguns exemplos, descritos em [6] são: método de frames (MOF), que escolhe a representação cujos
coeĄcientes tenham a norma 2 mínima, matching pursuit (MP), the best orthogonal basis (BOB)
e basis pursuit (BP). Diferentemente do método de frames, BP irá escolher a representação cujos
coeĄcientes tenham a norma 1 mínima. Chamamos essa decomposição do sinal de superposição
ŞótimaŤ de elementos do dicionário. Chen, Donoho e Saunders [8] mostram várias vantagens de
BP sobre MOF, MP e BOB, dentre elas, a esparsidade. Note que BP baseia-se na resolução do
seguinte problema:

minimizar ‖Ð‖1

sujeito a ΦÐ = 𝑠
. (2.3)

Podemos reformular o problema (2.1) por meio de um programa linear na forma padrão (3.1).
De fato, considere 𝑒 o vetor pertencente a R

p, cujos elementos são compostos por 1, escrevendo
Ð em (2.3) como a diferença de dois vetores não-negativos 𝑢 e 𝑣, pertencentes a R

p, e sendo ‖Ð‖1

limitante superior de 𝑒T𝑢 + 𝑒T𝑣, pois estamos minimizando ‖Ð‖1 e, nesse caso, 𝑢i𝑣i = 0 para 𝑖

variando de 1 a p, teremos ΦÐ = Φ (𝑢⊗ 𝑣) e 𝑒T𝑢+ 𝑒T𝑣 = ‖Ð‖1, esta última segue do seguinte fato:

p
∑︁

γ=1

♣Ðγ♣ =
p
∑︁

γ=1

♣𝑢γ ⊗ 𝑣γ♣ ⊘
p
∑︁

γ=1

♣𝑢γ♣+
p
∑︁

γ=1

♣𝑣γ♣ =
p
∑︁

γ=1

𝑢γ+𝑣γ = 𝑒T𝑢+𝑒T𝑣 ⊘
p
∑︁

γ=1

♣Ðγ♣ ⇒
p
∑︁

γ=1

♣Ðγ♣ = 𝑒T𝑢+𝑒T𝑣.

Dessa forma obtemos o seguinte problema equivalente:

minimizar 𝑒T𝑢+ 𝑒T𝑣

sujeito a Φ (𝑢⊗ 𝑣) = 𝑠

(𝑢, 𝑣) ⊙ 0
,

que pode ser reformulado como um problema de programação linear na forma padrão por meio de
transformações. Como visto em [6], essa reformulação é obtida por meio das seguintes associações:

𝑚 ⇔ 2𝑝
𝑥 ⇔ (𝑢; 𝑣)
𝑐 ⇔ (𝑒; 𝑒)
𝐴 ⇔ (Φ,⊗Φ)
𝑏 ⇔ 𝑠.

(2.4)
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Resolveremos o problema linear na forma padrão, equivalente a (2.3), por meio do método de
pontos interiores, que será o enfoque desse trabalho.

Até o momento foi discutido como representar um sinal por meio de dicionários overcomplete.
Agora vamos analisar uma aplicação de processamento de sinal, como feito em [5], quando levamos
em conta o ruído do sinal.

2.2.1 Basis Pursuit Denoising

Através da tomograĄa axial computadorizada é diagnosticada a presença de tumores e alte-
rações celulares. Isso é feito emitindo raios (sinais) em diferentes ângulos nas regiões onde tais
presenças são suspeitas, a Ąm de produzir uma imagem em três dimensões da parte interna do
corpo. O problema é descrito da seguinte forma:

Sendo 𝑅 ⊆ R
3 a região de interesse, assuma que 𝑅i, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑝, correspondam a pequenas

células que formam 𝑅 e que Ði seja a densidade da célula 𝑅i. Nosso objetivo é determinar o valor
dos Ði.

Supondo que um raio (sinal) 𝐿 é transmitido para nossa região de interesse 𝑅, várias células
de 𝑅 serão interceptadas pelo raio. DeĄnimos 𝐼 (𝐿) o conjunto dessas células. Essas células
interceptadas pelo sinal absorvem energia do mesmo, sendo a energia absorvida por cada célula
proporcional à densidade e ao comprimento do caminho percorrido pelo raio na respectiva célula.
O comprimento ãi (𝐿) do caminho percorrido pelo raio no interior da célula é conhecido para todo
𝑖 ∈ 𝐼 (𝐿). Assim a quantidade de energia absorvida é dada por:

𝑦 (𝐿) =
∑︁

i∈I(L)

Ðiãi (𝐿) .

A energia absorvida 𝑦 (𝐿) é estimada subtraindo a energia Ąnal pela energia inicial emitida
(note que não passa de uma estimativa, o valor de 𝑦 não é exato).

Esse processo é repetido enviando os raios 𝑛 vezes, obtendo dessa forma:

𝑦 (𝐿j) =
∑︁

i∈I(Lj)

Ðiãi (𝐿j) , 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑛. (2.5)

Como Ði representa a densidade da célula, temos que Ði ⊙ 0, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑝.

Devido ao custo dos raios-x e ao seu perigo, 𝑛 geralmente é diferente do número de células 𝑝,
tendo o sistema poucas equações (𝑛 < 𝑝).

Observe que podemos reescrever (2.5) como:

ΦÐ = 𝑦, Ð ⊙ 0, (2.6)

com Φ : 𝑛×𝑝, sendo que cada linha da matriz corresponde a um processo de emissão do raio (como
mencionado anteriormente, tal processo é repetido 𝑛 vezes), e o número de colunas corresponde ao
número de células que pertencem ao conjunto 𝑅.

Sabemos que o valor de 𝑦 não é exato. Dessa forma, consideramos 𝑦 = 𝑠 + à𝑧, onde 𝑧 é um
ruído branco Gaussiano padrão, à é o nível de ruído, e 𝑠 é o sinal puro. Assim, quando resolvemos
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o problema:
minimizar ‖𝑦 ⊗ ΦÐ‖2

2

sujeito a Ð ⊙ 0
,

não estamos determinando os valores de Ð que desejamos (que correspondem à representação do
sinal puro 𝑠). Além disso, tal problema possui inĄnitas soluções, considerando que a matriz em

questão possui mais variáveis que equações. Em [5], é atribuido o coeĄciente
1
2

à norma anterior

e, com a Ąnalidade de encontrar Ð esparso, minimiza-se conjuntamente ‖Ð‖1, obtendo:

minimizar
1
2
‖𝑦 ⊗ ΦÐ‖2

2 + Ú ‖Ð‖1

sujeito a Ð ⊙ 0
, (2.7)

onde Ú ⊙ 0 é um parâmetro escalar. Como podemos ver em [6], a solução desse problema refere-se
à Basis Pursuit Denoising (BPDN), que é um caso BP adaptado para 𝑠 perturbado:

𝑦 = 𝑠+ à𝑧,

onde o objetivo não é a decomposição exata de 𝑦 (o que é obtido aplicando-se BP a 𝑦). Neste,
queremos uma representação do tipo:

𝑦 =
m
∑︁

i=1

Ðγi
ãγi

+𝑅(m),

onde 𝑅(m) é o resíduo e estamos considerando D um dicionário, onde as waveforms (ãγ)
γ∈Γ são os

seus elementos.
Utilizando a mesma notação que usamos para BP, teremos o problema equivalente a (2.7):

minimizar ‖𝑦 ⊗ Φ(𝑢⊗ 𝑣 )‖2
2 + Ú𝑒T𝑢+ Ú𝑒T𝑣

sujeito a (𝑢, 𝑣) ⊙ 0
. (2.8)

DeĄnindo 𝑥 = (𝑢; 𝑣) , 𝑐 = Ú (𝑒; 𝑒), b=y e A= (Φ,⊗Φ), (2.8) é escrito como:

minimizar ‖𝐴𝑥⊗ 𝑏‖2
2 + 𝑐T𝑥

sujeito a 𝑥 ⊙ 0
. (2.9)

Por sua vez, Michael Saunders e Shaobing Scott Chen [6] constataram que (2.9) é equivalente
ao problema linear perturbado:

minimizar 𝑐T𝑥+ 1
2
‖𝑝‖2

2

sujeito a 𝐴𝑥+ Ó𝑝 = 𝑏

𝑥 ⊙ 0
Ó = 1

. (2.10)
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2.2.2 Resolução de BP e BPDN

Como vimos, os dois problemas analisados (BP e BPDN) podem ser reformulados. BP é
reescrito como um problema linear e BPDN como um problema quadrático (problema linear per-
turbado). Nosso enfoque será trabalhar com o problema referente à BP aplicando Métodos de
Pontos Interiores.

No Capítulo 4, vamos analisar o método proposto em [6] para o problema BP, que veremos ser
adaptável a BPDN. Nele resolvemos o problema linear perturbado:

minimizar 𝑐T𝑥+ 1
2
‖Ò𝑥‖2

2 + 1
2
‖𝑝‖2

2

sujeito a 𝐴𝑥+ Ó𝑝 = 𝑏

𝑥 ⊙ 0
, (2.11)

onde Ò e Ó são parâmetros de perturbação pequenos, da ordem de (10⊗4), utilizando o método
primal-dual barreira logarítmica.

Um código referente a tal método (BP_Interior), que faz parte de um pacote denominado Ato-
mizer, foi implementado em Matlab e pode ser encontrado em [7]. No Capítulo 5, apresentaremos
maiores detalhes da implementação.



Capítulo 3

Método de Pontos Interiores

Em 1984, um novo algoritmo para resolução de problemas de programação linear foi proposto.
Este algoritmo apresentado por Karmarkar, despertou um grande interesse para esse tipo de pro-
blema, já que segundo ele, tal método resolveria problemas de programação linear de grande
porte até cinquenta vezes mais rápido que o Método Simplex. Neste capítulo, deĄniremos alguns
conceitos sobre problemas de otimização, apresentando os métodos de pontos interiores de nosso
interesse.

3.1 Otimização Linear

Um problema de otimização linear consiste em minimizar ou maximizar uma função objetivo
linear, sujeito a um conjunto Ąnito de restrições lineares. As restrições podem ser de igualdade
ou desigualdade. A forma padrão de um problema de otimização linear é denominada problema
primal e é dada por:

minimizar 𝑐T𝑥

sujeito a 𝐴𝑥 = 𝑏

𝑥 ⊙ 0
, (3.1)

sendo 𝐴 uma matriz de restrições pertencente a R
m×n, 𝑥 um vetor coluna pertencente a R

n, cujas
componentes são denominadas variáveis primais, e 𝑏 e 𝑐 vetores coluna pertencentes a R

m e R
n,

repectivamente, sendo 𝑐 os custos associados aos elementos de 𝑥.
DeĄnimos um vetor 𝑥̄ tal que 𝐴𝑥̄ = 𝑏, 𝑥̄ ⊙ 0, como uma solução factível, e ao conjunto de todas

as soluções factíveis damos o nome de conjunto factível. Uma solução 𝑥* é ótima quando, além de
ser uma solução factível, admite o menor valor possível para a função objetivo.

No caso das restrições serem inconsistentes, não teremos solução factível. Tal problema é
chamado infactível. No caso em que existe solução factível, a função objetivo pode ser ilimitada
ou limitada no domínio, sendo assim chamado de problema ilimitado e limitado, respectivamente.
Não teremos solução ótima se e somente se o problema é infactível ou ilimitado.

Para um dado problema primal, sempre podemos construir um problema associado, ao qual
chamamos problema dual, que consiste dos mesmos componentes dados, arranjados de uma forma

11
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diferente. O problema dual de (3.1) é dado por:

maximizar 𝑏T𝑦

sujeito a 𝐴T𝑦 ⊘ 𝑐

𝑦 𝑙𝑖𝑣𝑟𝑒

, (3.2)

que é equivalente a

maximizar 𝑏T𝑦

sujeito a 𝐴T𝑦 + 𝑧 = 𝑐

𝑧 ⊙ 0
𝑦 𝑙𝑖𝑣𝑟𝑒

, (3.3)

sendo 𝑦 um vetor coluna pertencente a R
m, denominado vetor de variáveis duais, e 𝑧 um vetor

coluna pertencente a R
n, um vetor de variáveis de folga.

A seguir são dadas algumas relações entre os problemas primal e dual.

Lema 3.1 (Lema Fraco da Dualidade). Se 𝑥 e 𝑦 são soluções factíveis para os problemas primal
e dual, respectivamente, então 𝑐T𝑥 ⊙ 𝑏T𝑦.

Demonstração:
Sabemos que 𝐴𝑥 = 𝑏, assim 𝑏T𝑦 = 𝑥T𝐴T𝑦 ⊘ 𝑥T 𝑐 = 𝑐T𝑥, pois 𝑥 ⊙ 0, ou seja, a função objetivo

do problema dual é um limitante inferior da função objetivo do problema primal.

Corolário 3.1.1. Se 𝑐T𝑥 = 𝑏T𝑦 e 𝑥 e 𝑦 são factíveis, então 𝑥 é solução ótima do problema primal
e 𝑦 é solução ótima do problema dual.

Teorema 3.1.1. Sejam 𝑥 e (𝑦, 𝑧) soluções factíveis dos problemas primal e dual, respectivamente.
Uma condição necessária e suĄciente para que ambas soluções sejam ótimas é que:

Se 𝑥j > 0, então 𝑧j = 0.
Se 𝑧j > 0, então 𝑥j = 0.
Ou seja, 𝑥j × 𝑧j = 0, para 𝑗 variando de 1 a 𝑛.

Combinando os resultados acima, determinamos as Condições de Otimalidade (condições algé-
bricas que devem ser satisfeitas pelas soluções dos problemas de programação linear).

Condições de Otimalidade
Dado um ponto (𝑥, 𝑦, 𝑧), ele será ótimo para os problemas primal e dual se e somente se as

seguintes condições forem satisfeitas:

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝐴𝑥 = 𝑏

𝐴T𝑦 + 𝑧 = 𝑐

𝑋𝑍𝑒 = 0
(𝑥, 𝑧) ⊙ 0

, (3.4)



CAPÍTULO 3. MÉTODO DE PONTOS INTERIORES 13

sendo 𝑋 e 𝑍 matrizes diagonais formadas pelos elementos dos vetores 𝑥 e 𝑧, respectivamente.

3.2 Otimização Não Linear

Seja um conjunto Ω ⊆ 𝑅n e sejam 𝑓 : R
n ⊃ R, ℎ : R

n ⊃ R
m, ℎ := (ℎ1;ℎ2; ...;ℎm) e

𝑔 : Rn ⊃ R
p, 𝑔 := (𝑔1; 𝑔2; ...; 𝑔p), contínuas e pertencentes a 𝐶2. Um problema de otimização não

linear geral tem a seguinte forma:

minimizar 𝑓 (𝑥)
sujeito a ℎ (𝑥) = 0

𝑔 (𝑥) ⊘ 0
𝑥 ∈ Ω

,

sendo ℎ (𝑥) = 0 as restrições de igualdade, 𝑔 (𝑥) ⊘ 0 as restrições de desigualdade e 𝑥 ∈ Ω a
restrição do conjunto Ω.

Nesse trabalho, consideramos apenas o problema com restrições de igualdade, ou seja:

minimizar 𝑓 (𝑥)
sujeito a ℎ (𝑥) = 0

. (3.5)

Chamaremos de 𝑆 o conjunto formado pelos vetores 𝑥 ∈ R
n tais que ℎ (𝑥) = 0.

DeĄnição 3.2.1. A função Lagrangeana 𝐿 : Rn × R
m ⊃ R associada ao problema (3.5) é dada

por:

𝐿 (𝑥, 𝑦) := 𝑓 (𝑥) + 𝑦Tℎ (𝑥) ,

onde 𝑦 ∈ R
m é o vetor dos multiplicadores de Lagrange.

DeĄnição 3.2.2 (Ponto Regular). Um ponto 𝑥* ∈ 𝑆 é dito ponto regular se ¶∇ℎ1 (𝑥*) , ...,∇ℎm (𝑥*)♢
é um conjunto linearmente independente.

As condições de otimalidade para um problema de otimização não linear com restrição de
igualdade (3.5) são dadas por:

Teorema 3.2.1. (Condições necessárias de primeira ordem)
Sejam 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶1 e 𝑥* um mínimo local de 𝑓 satisfazendo as restrições de igualdade. Então

existe um vetor 𝑦 ∈ R
m tal que

∇𝑓 (𝑥*) +
m
∑︁

i=1

𝑦i∇ℎi (𝑥*) = ∇𝑓 (𝑥*) +∇ℎ (𝑥*)T
𝑦 = 0.

Tais condições podem ser obtidas derivando a função Lagrangeana com relação a 𝑥 e 𝑦:

∇𝐿 (𝑥, 𝑦) =

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

∇𝑓 (𝑥*) +∇ℎ (𝑥*)T
𝑦 = 0

ℎ (𝑥) = 0
𝑥 ∈ R

n

,
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Teorema 3.2.2. Seja 𝑥0 um ponto regular. O subespaço tangente a este ponto é representado
por:

ℳ
(︁

𝑥0
⎡

=
⎭

𝑢 ∈ R
n ♣ ∇ℎ

(︁

𝑥0
⎡T
𝑢 = 0

}︂

,

onde ∇ℎ (𝑥0) é a matriz Jacobiana de ℎ em 𝑥0.

Teorema 3.2.3. (Condições necessárias de segunda ordem)
Sejam 𝑓, ℎ ∈ 𝐶2 e 𝑥* um ponto regular das restrições de igualdade ℎ (𝑥) = 0 que é um mínimo

local da função 𝑓 . Então existe um vetor 𝑦 ∈ R
m tal que:

∇𝑓 (𝑥*) +
m
∑︁

i=1

𝑦i∇ℎi (𝑥*) = 0,

e a matriz Hessiana da função Lagrangeana,∇2𝐿 (𝑥*) = 𝐹 (𝑥*)+
m
∑︁

i=1

𝑦i𝐻i (𝑥*) é tal que 𝑢T𝐿 (𝑥*)𝑢 ⊙

0 para todo 𝑢 ∈ℳ (𝑥*), ou seja, ∇2𝐿 (𝑥*) é semi-deĄnida positiva no conjunto considerado.

Teorema 3.2.4. (Condições suĄcientes de segunda ordem)
Sejam 𝑓, ℎ ∈ 𝐶2 e 𝑥* um ponto regular do conjunto 𝑆 tal que ∇𝑓 (𝑥*) + 𝑦T∇ℎ (𝑥*) = 0. Supo-

nha que ∇2𝐿 (𝑥*) seja deĄnida positiva em ℳ, de modo que 𝑥* satisfaz as condições necessárias
de segunda ordem, então 𝑥* é um mínimo local estrito de 𝑓 em S.

As demonstrações das três condições enunciadas anteriormente podem ser encontradas em [13].

Convexidade
Sabendo que nem sempre é fácil determinar se um mínimo local é global, apresentaremos as

deĄnições de convexidade, bem como um teorema.

DeĄnição 3.2.3. Um subconjunto Ω ⊆ R
n é convexo se e somente se, para todo 𝑥, 𝑦 ∈ Ω, Ú ∈ [0, 1],

temos que Ú𝑥+ (1⊗ Ú) 𝑦 ∈ Ω. Ou seja, para quaisquer dois pontos em Ω, o segmento que os une
está contido em Ω.

DeĄnição 3.2.4 (Funções Convexas). Dada uma função 𝑓 deĄnida em um conjunto convexo Ω,
tal função é convexa se e somente se, para todo 𝑥, 𝑦 ∈ Ω, Ú ∈ [0, 1], veriĄca-se

𝑓 (Ú𝑥+ (1⊗ Ú) 𝑦) ⊘ Ú𝑓 (𝑥) + (1⊗ Ú) 𝑓 (𝑦) .

Se para todo Ú ∈ (0, 1) e 𝑥 ̸= 𝑦 vale a desigualdade estrita, dizemos que 𝑓 é estritamente
convexa. Se ⊗𝑓 é convexa, 𝑓 é côncava.

Teorema 3.2.5. Seja 𝑓 uma função convexa deĄnida em um conjunto convexo Ω ∈ R
n, 𝑓 : Ω⊃ R,

então qualquer mínimo local é também um mínimo global de 𝑓 .
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3.2.1 Método de Newton Aplicado as Condições de Otimalidade

Note que podemos reescrever as condições de otimalidade (3.4) para um problema de progra-
mação linear de uma forma ligeiramente diferente, deĄnindo uma aplicação 𝐹 de R

2n+m a R
2n+m:

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀

̂︁

∐︁

𝐹p

𝐹d

𝐹a

∫︀

̂︂

̂︀ =

∏︀

̂︁

∐︁

𝐴T𝑦 ⊗ 𝑐+ 𝑧

𝐴𝑥⊗ 𝑏
𝑋𝑍𝑒

∫︀

̂︂

̂︀ = 0,

supondo que (𝑥, 𝑧) ⊙ 0.
Para resolver esse sistema não linear, aplicamos o Método de Newton às Condições de Otima-

lidade (a descrição do Método de Newton encontra-se no Apêndice B), aproximando 𝐹 pela série
de Taylor truncada e prosseguindo de forma análoga ao processo descrito no Apêndice B, referente
ao Método de Newton para várias variáveis. Assim, obtemos:

𝐹
(︁

𝑥k+1
⎡

≡ 𝐹
(︁

𝑥k
⎡

+∇𝐹
(︁

𝑥k
⎡T (︁

𝑥k+1 ⊗ 𝑥k
⎡

= 0

⇒ ⊗𝐹
(︁

𝑥k
⎡

= ∇𝐹
(︁

𝑥k
⎡T (︁

𝑥k+1 ⊗ 𝑥k
⎡

⇒ 𝑥k+1 = 𝑥k ⊗
(︁

∇𝐹
(︁

𝑥k
⎡⎡⊗T

𝐹
(︁

𝑥k
⎡

⇒ 𝑥k+1 = 𝑥k + 𝑑 , 𝑑 = ⊗
(︁

∇𝐹
(︁

𝑥k
⎡⎡⊗T

𝐹
(︁

𝑥k
⎡

.

O método convergirá se as condições de convergência forem satisfeitas. Maiores detalhes
encontram-se no Apêndice B.

3.3 Método Primal-Dual

3.3.1 Método Primal-Dual AĄm-Escala

Os métodos de pontos interiores Primais-Duais encontram uma solução ótima (𝑥*, 𝑦*, 𝑧*) do
problema de programação linear aplicando o Método de Newton às condições de otimalidade
(desconsiderando as desigualdades: 𝑥 ⊙ 0, 𝑧 ⊙ 0) e modiĄcando o tamanho dos passos das direções
encontradas, fazendo com que sejam tais que (𝑥, 𝑧) ⊙ 0 para todas as iterações. Assim, resolvemos
os problemas primal e dual simultaneamente.

Iniciaremos o método com 𝑥0, 𝑦0 e 𝑧0, não sendo exigido que sejam factíveis, mas apenas que
(𝑥0, 𝑧0) > 0 ou seja, que (𝑥0, 𝑧0) seja um ponto interior. As condições de otimalidade no ponto
inicial serão dadas por 𝐹 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), que podemos escrever como:

𝐹
(︁

𝑥0, 𝑦0, 𝑧0
⎡

=

∏︀

̂︁

∐︁

𝐴𝑥0 ⊗ 𝑏
𝐴T𝑦0 + 𝑧0 ⊗ 𝑐

𝑋0𝑍0𝑒

∫︀

̂︂

̂︀ = ⊗

∏︀

̂︁

∐︁

𝑟0
p

𝑟0
d

𝑟0
a

∫︀

̂︂

̂︀ = 𝑟 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ,

onde 𝑟p refere-se ao resíduo do problema primal, e 𝑟d ao do dual. Agora, vamos aplicar o Método
de Newton para várias variáveis às condições de otimalidade.
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(︁

𝑥1, 𝑦1, 𝑧1
⎡

=
(︁

𝑥0, 𝑦0, 𝑧0
⎡

⊗
[︁

𝐽
(︁

𝑥0, 𝑦0, 𝑧0
⎡]︁⊗1

𝐹
(︁

𝑥0, 𝑦0, 𝑧0
⎡

,

sendo que 𝐽 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

∏︀

̂︁

∐︁

∇𝐹 T
p

∇𝐹 T
d

∇𝐹 T
a

∫︀

̂︂

̂︀ =

∏︀

̂︁

∐︁

𝐴 0 0
0 𝐴T 𝐼

𝑍0 0 𝑋0

∫︀

̂︂

̂︀ .

Como visto na seção anterior, 𝑑0 = ⊗ [𝐽 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]⊗1
𝐹 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = [𝐽 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]⊗1

𝑟 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0):

𝑑0 =

∏︀

̂︁

∐︁

𝐴 0 0
0 𝐴T 𝐼

𝑍0 0 𝑋0

∫︀

̂︂

̂︀

⊗1∏︀

̂︁

∐︁

𝑟0
p

𝑟0
d

𝑟0
a

∫︀

̂︂

̂︀ =

∏︀

̂︁

∐︁

Δ𝑥0

Δ𝑦0

Δ𝑧0

∫︀

̂︂

̂︀ .

Tendo em vista que resolveremos tal sistema a cada iteração, desconsideremos o índice 0.
Multiplicando ambos os lados da igualdade pela matriz Jacobiana, obtemos:

∏︀

̂︁

∐︁

𝐴 0 0
0 𝐴T 𝐼

𝑍 0 𝑋

∫︀

̂︂

̂︀

∏︀

̂︁

∐︁

Δ𝑥
Δ𝑦
Δ𝑧

∫︀

̂︂

̂︀ =

∏︀

̂︁

∐︁

𝑟p

𝑟d

𝑟a

∫︀

̂︂

̂︀ ,

o que nos dá o sistema:
𝐴Δ𝑥 = 𝑟p, (3.6)

𝐴T Δ𝑦 + Δ𝑧 = 𝑟d, (3.7)

𝑍Δ𝑥+𝑋Δ𝑧 = 𝑟a. (3.8)

Note que, de (3.8), obtemos Δ𝑧 = 𝑋⊗1 (𝑟a ⊗ 𝑍Δ𝑥). Assim podemos reescrever a equação (3.7)
como:

𝐴T Δ𝑦 +𝑋⊗1 (𝑟a ⊗ 𝑍Δ𝑥) = 𝑟d ⇒ 𝐴T Δ𝑦 ⊗𝑋⊗1𝑍Δ𝑥 = 𝑟d ⊗𝑋⊗1𝑟a.

DeĄnindo 𝐷 = 𝑍⊗1𝑋, vamos substituir na equação anterior, obtendo:

𝐴T Δ𝑦 ⊗𝐷⊗1Δ𝑥 = 𝑟d ⊗𝑋⊗1𝑟a.

Logo,
Δ𝑥 = 𝐷

(︁

𝐴T Δ𝑦 ⊗ 𝑟d +𝑋⊗1𝑟a

⎡

.

Substituindo a última equação em (3.6), chegamos a:

Δ𝑦 =
(︁

𝐴𝐷𝐴T
⎡⊗1 (︁

𝑟p + 𝐴𝐷𝑟d ⊗ 𝐴𝐷𝑋⊗1𝑟a

⎡

.

Dado que a matriz 𝐴 tem posto 𝑚 e que 𝐴𝐷𝐴T tem dimensão 𝑚×𝑚, temos que esta é deĄnida
positiva. Assim podemos calcular a decomposição de Cholesky de 𝐴𝐷𝐴T , resolvendo dois sistemas
triangulares para obter Δ𝑦.
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A seguir, apresentamos como é determinado o ponto inicial, quais são os critérios de conver-
gência do método, e apresentamos um resumo do mesmo.

Ponto Inicial
O ponto inicial será determinado como em [18]. Para o problema primal:

𝑥̃ = 𝐴T
(︁

𝐴𝐴T
⎡⊗1

𝑏⇒ 𝐴𝑥̃ = 𝑏,

𝑥0
i = 𝑚𝑎𝑥 ¶𝑥̃i, 𝜖1♢ ,
𝜖1 = 𝑚𝑎𝑥

∮︁

⊗𝑚𝑖𝑛 𝑥̃i, 𝜖2,
‖𝑏1‖

𝜖2 ‖𝐴‖1

⨀︀

,

𝜖2 = 100.

Para o problema dual:
𝑦0 = 0,

𝑧0
i =

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

𝑐i + 𝜖3 𝑠𝑒 𝑐i ⊙ 0;
⊗𝑐i 𝑠𝑒 𝑐i ⊘ ⊗𝜖3;
𝜖3 𝑠𝑒 ⊗ 𝜖3 ⊘ 𝑐i ⊘ 0,

𝜖3 = 1 + ‖𝑐‖1 .

Critério de Convergência
O algoritmo é interrompido quando as seguintes condições são satisfeitas:

• Factibilidade Primal:
‖𝑏⊗ 𝐴𝑥‖
‖𝑏‖+ 1

⊘ 𝜖;

• Factibilidade Dual:

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐⊗ 𝐴T𝑦 ⊗ 𝑧
⧸︁

⧸︁

⧸︁

‖𝑐‖+ 1
⊘ 𝜖;

• Otimalidade:

⧹︃

⧹︃

⧹︃𝑐T𝑥⊗ 𝑏T𝑦
⧹︃

⧹︃

⧹︃

1 + 𝑐T𝑥+ 𝑏T𝑦
⊘ 𝜖 ou

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑥T 𝑧

1 + 𝑐T𝑥+ 𝑏T𝑦

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⊘ 𝜖.

Método Primal-Dual AĄm-Escala

1. Ponto inicial (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) interior, (𝑥0, 𝑧0) > 0, sem exigência de factibilidade e á ∈ (0, 1).

2. Repita até convergir:
𝑟k

p = 𝑏⊗ 𝐴𝑥k;
𝑟k

d = 𝑐⊗ 𝐴T𝑦k ⊗ 𝑧k;
𝑟k

a = ⊗𝑋k𝑍k𝑒;

Δ𝑦k =
[︁

𝐴𝐷k𝐴T
]︁⊗1

⎦

𝑟k
p + 𝐴𝐷k𝑟k

d ⊗ 𝐴𝐷k
(︁

𝑋k
⎡⊗1

𝑟k
a

⎢

;

Δ𝑥k = 𝐷k

⎦

𝐴T Δ𝑦k ⊗ 𝑟k
d +

(︁

𝑋k
⎡⊗1

𝑟k
a

⎢

;

Δ𝑧k = (𝑋)⊗1
[︁

𝑟k
a ⊗ 𝑍kΔ𝑥k

]︁

;
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𝜌p = min
∆xk

i
<0

∮︁

⊗ 𝑥k
i

Δ𝑥k
i

⨀︀

;

𝜌d = min
∆xk

i
<0

∮︁

⊗ 𝑧k
i

Δ𝑧k
i

⨀︀

;

Ðk
p = 𝑚𝑖𝑛

{︁

1, á𝜌k
p

}︁

;

Ðk
d = 𝑚𝑖𝑛

{︁

1, á𝜌k
d

}︁

;

𝑥k+1 = 𝑥k + Ðk
pΔ𝑥k

(︁

Ðk
p é tal que 𝑥k+1 > 0

⎡

;

𝑦k+1 = 𝑦k + Ðk
dΔ𝑦k;

𝑧k+1 = 𝑧k + Ðk
dΔ𝑧k

(︁

Ðk
d é tal que 𝑧k+1 > 0

⎡

.

3.3.2 Método Primal-Dual Seguidor de Caminho

O método primal-dual aĄm escala, apesar de ser melhor que os métodos primal e dual de pontos
interiores, pois não precisa de ponto inicial factível, não é eĄciente, visto que permite que alguns
produtos 𝑥i𝑧i aproximem de zero rapidamente, ou seja, aproximem da fronteira da região factível,
fazendo com que as direções calculadas sejam distorcidas, com isso o método pode demorar a
convergir, ou inclusive, não convergir.

A Ąm de eliminar tal problema, acrescentamos uma perturbação Û à condição de complemen-
taridade. Assim, 𝑋𝑍𝑒 = Û𝑒, e as novas condições de otimalidade são:

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝐴𝑥 = 𝑏

𝐴T𝑦 + 𝑧 = 𝑐

𝑋𝑍𝑒 = Û𝑒

(𝑥, 𝑧) ⊙ 0

,

onde Û é tal que lim
k⊃∞

Ûk = 0.

Dependendo da escolha de á e à obtemos resultados teóricos e práticos com respeito a eĄciência
do método.

O valor estimado de Ûk, na maioria das implementações, é dado por:

Ûk = àk

(︃

Òk

𝑛

)︃

,

sendo Òk =
(︁

𝑥k
⎡T
𝑧k, e àk ∈ (0, 1) , o parâmetro de centragem.

Observe que quando àk = 0, temos o método aĄm-escala.

Quando àk = 1⇒ Ûk =
Òk

𝑛
⇒ 𝑋𝑍𝑒 =

𝑥T 𝑧𝑒

𝑛
, ou seja, 𝑥j × 𝑧j tem o mesmo valor para todo 𝑗.

A direção assim obtida é deĄnida como “direção de centragem ”.
Agora, aplicando o método de Newton para as condições de otimalidade, obtemos o seguinte

sistema linear:
∏︀

̂︁

∐︁

𝐴 0 0
0 𝐴T 𝐼

𝑍 0 𝑋

∫︀

̂︂

̂︀

∏︀

̂︁

∐︁

Δ𝑥
Δ𝑦
Δ𝑧

∫︀

̂︂

̂︀ =

∏︀

̂︁

∐︁

𝑟p

𝑟d

𝑟c

∫︀

̂︂

̂︀ .
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E prosseguimos como no método primal-dual aĄm-escala para encontrar as direções. A dife-
rença dos dois métodos são: a troca de 𝑟a por 𝑟c e o cálculo de Û.

Método Primal-Dual Seguidor de Caminho

1. Ponto inicial (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) interior, (𝑥0, 𝑧0) > 0, sem exigência de factibilidade e á, à ∈ (0, 1).

2. Repita até convergir:
Ûk = à γk

n
;

𝑟k
p = 𝑏⊗ 𝐴𝑥k;
𝑟k

d = 𝑐⊗ 𝐴T𝑦k ⊗ 𝑧k;
𝑟k

c = Ûk𝑒⊗𝑋k𝑍k𝑒;

Δ𝑦k =
[︁

𝐴𝐷k𝐴T
]︁⊗1

⎦

𝑟k
p + 𝐴𝐷k𝑟k

d ⊗ 𝐴
(︁

𝑍k
⎡⊗1

𝑟k
c

⎢

;

Δ𝑥k = 𝐷k

⎦

𝐴T Δ𝑦k ⊗ 𝑟k
d +

(︁

𝑋k
⎡⊗1

𝑟k
c

⎢

;

Δ𝑧k = (𝑋)⊗1
[︁

𝑟k
c ⊗ 𝑍kΔ𝑥k

]︁

;

𝜌p = min
∆xk

i
<0

∮︁

⊗ 𝑥k
i

Δ𝑥k
i

⨀︀

;

𝜌d = min
∆xk

i
<0

∮︁

⊗ 𝑧k
i

Δ𝑧k
i

⨀︀

;

Ðk
p = 𝑚𝑖𝑛

{︁

1, á𝜌k
p

}︁

;

Ðk
d = 𝑚𝑖𝑛

{︁

1, á𝜌k
d

}︁

;

𝑥k+1 = 𝑥k + Ðk
pΔ𝑥k

(︁

Ðk
p é tal que 𝑥k+1 > 0

⎡

;

𝑦k+1 = 𝑦k + Ðk
dΔ𝑦k;

𝑧k+1 = 𝑧k + Ðk
dΔ𝑧k

(︁

Ðk
d é tal que 𝑧k+1 > 0

⎡

.

3.4 Método de Pontos Interiores Barreira Logarítmica

Descreveremos nessa seção o método de pontos interiores barreira logarítmica o qual é utizado
no método proposto por Chen [6] para solucionar o problema Basis Pursuit, assim como também
é utizado no desenvolvimento dos nossos métodos.

Considere o problema de programação não linear:

minimizar 𝑓 (𝑥)
sujeito a ℎ (𝑥) = 0

𝑔 (𝑥) ⊘ 0
. (3.9)

A Ąm de trabalharmos apenas com restrições de igualdade, vamos inserir a varável de folga
𝑠 ⊙ 0. Dessa forma, (3.9) pode ser escrito como:
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minimizar 𝑓 (𝑥)
sujeito a ℎ (𝑥) = 0

𝑔 (𝑥) + 𝑠 = 0
𝑠 ⊙ 0

.

Agora, vamos encontrar uma aproximação do problema anterior por meio da função barreira
logarítmica. Obtemos dessa forma:

minimizar 𝑓 (𝑥)⊗ Û
n
∑︁

i=1

ln (𝑠i)

sujeito a ℎ (𝑥) = 0
𝑔 (𝑥) + 𝑠 = 0

. (3.10)

Note que o domínio deste problema é o conjunto de pontos factíveis de (3.9), onde Û é o
parâmetro de barreira, com Û tendendo a zero.

Considere o problema de programação não linear (3.9), com a relaxação da restrição 𝑠 ⊙ 0
(3.10). A função Lagrangeana associada a tal problema, é dada por:

𝐿 = 𝑓 (𝑥)⊗ Û
n
∑︁

i=1

ln (𝑠i) + ÞT (𝑔 (𝑥) + 𝑠) + ÚTℎ (𝑥) ,

sendo Þ e Ú os vetores dos multiplicadores de Lagrange.
Como podemos ver em [4], para resolver esse problema aplicando as condições necessárias de

primeira ordem e utilizando o método de Newton, chegamos a:

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

∇2𝑓 (𝑥) + ÞT∇2𝑔 (𝑥) + ÚT∇2ℎ (𝑥) ∇𝑔 (𝑥) ∇ℎ (𝑥) 0
∇𝑔 (𝑥) 0 0 𝐼

∇ℎ (𝑥) 0 0 0
0 𝑆 0 Þ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

Δ𝑥
ΔÞ
ΔÚ
Δ𝑠

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=

= ⊗

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

∇𝑓 (𝑥) + ÞT∇𝑔 (𝑥) + ÚT∇ℎ (𝑥)
𝑔 (𝑥) + 𝑠

ℎ (𝑥)
⊗Û𝑒+ 𝑆Þ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

,

sendo 𝑆 a matriz diagonal formada pelos elementos do vetor 𝑠.
Dessa forma, determinamos as direções Δ𝑥, ΔÞ, ΔÚ e Δ𝑠.
Assim, depois de calcular o vetor gradiente da função Lagrangeana 𝐿, calcular a matriz Hessiana

e resolver o sistema anterior determinando as direções. Vamos também calcular o tamanho de passo
primal e dual Ð para que 𝑠 e Þ mantenham-se estritamente positivas. Dessa forma, o tamanho de
passo Ð será dado por:

Ð = min ¶1, á𝜌p, á𝜌d♢ ,

onde 𝜌p = min
∆si<0

⎭

⊗ 𝑠i

Δ𝑠i

}︂

e 𝜌d = min
∆πi<0

⎭

⊗ Þi

ΔÞi

}︂

.
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Prosseguimos atualizando as variáveis, sendo que a atualização do parâmetro barreira é dada
por:

Ûk+1 =
Ûk

Ñ
, onde Ñ > 1.

Um resumo do método e maiores detalhes podem ser encontrados em [4] e [20]. Um exemplo
numérico é dado em [11].

3.5 Método de Pontos Interiores Barreira Logarítmica

Preditor-Corretor

Em nosso trabalho aplicaremos o Método Barreira Logarítmica Preditor-Corretor ao problema
Basis Pursuit a Ąm de buscar uma maior eĄciência no programa BP_Interior, contido em um
pacote disponível em [7] para o Matlab. Tal método é baseado em três componentes:

• Direção aĄm-escala, que corresponde ao passo preditor, que consiste em encontrar uma dire-
ção do problema de otimização não-linear barreira logarítmica, que em um primeiro momento
consideramos sem perturbação (ou seja, o parâmetro de barreira Û é igual a zero).

• Direção de centragem, deĄnida pelo à que foi deĄnido no método primal-dual seguidor de
caminho, recordando que a direção de centragem evita que as soluções ao longo das iterações
se aproximem das arestas do politopo dado pelas restrições, mantendo dessa forma, o produto
𝑥i𝑧i estritamente positivo. Essa direção de centragem permite-nos tomar passos maiores da
direção de Newton, pois a condição de positividade somente é violada com um tamanho de
passo maior do que quando consideramos Û igual a zero, visto que obtemos uma direção
voltada ao interior do politopo.

• Direção de correção, que corresponde ao passo corretor, em que calculamos a correção não
linear, tentando compensar a aproximação linear do Método de Newton.

Para uma maior compreensão deste passo, considere o exemplo dado em [11]. Dado o pro-
blema

minimizar 𝑥2

sujeito a 𝑦 = 1 + 𝑥

𝑥 ⊙ 0
, (3.11)

deĄnimos o Lagrangeano do problema com barreira logarítmica como

𝐿 (𝑥, 𝑦, Ú) = 𝑥2 ⊗ Û ln (𝑥) + Ú (𝑦 ⊗ 1⊗ 𝑥) .

As condições de otimalidade associadas ao problema são dadas por:

∇𝐿 (𝑥, 𝑦, Ú) =

∏︀

̂︁

∐︁

2𝑥2 ⊗ Ú𝑥
Ú

𝑦 ⊗ 1⊗ 𝑥

∫︀

̂︂

̂︀ =

∏︀

̂︁

∐︁

Û

0
0

∫︀

̂︂

̂︀ . (3.12)
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Quando aplicamos o Método de Newton ao sistema anterior, aproximamos uma equação polino-
mial do segundo grau a uma equação polinomial do primeiro grau (referindo à primeira equação do
sistema (3.12)). Assim, nosso objetivo nessa etapa será compensar tal aproximação. No exemplo
anterior, o Método de Newton aplicado à primeira equação nos dará a seguinte equação:

(4𝑥⊗ Ú) Δ𝑥⊗ 𝑥ΔÚ = ⊗2𝑥2 + Ú𝑥+ Û.

Assim, vamos calcular o resíduo de 2𝑥2⊗Ú𝑥⊗Û para o ponto (𝑥+ Δ𝑥) e (Ú+ ΔÚ) que é a raiz
da função linear 𝑅(𝑥, Ú) = ⊗ (4𝑥⊗ Ú) Δ𝑥+ 𝑥ΔÚ⊗ 2𝑥2 + Ú𝑥+ Û, sendo 𝑥 e Ú os valores deĄnidos
no passo anterior, Δ𝑥 = 𝑥⊗ 𝑥 e ΔÚ = Ú⊗ Ú. Ou seja, temos os seguintes dados:

(4𝑥⊗ Ú) Δ𝑥⊗ 𝑥ΔÚ = ⊗2𝑥2 + Ú𝑥+ Û (3.13)

e

2 (𝑥+ Δ𝑥)2⊗(Ú+ 𝑑Ú) (𝑥+ Δ𝑥)⊗Û = 4𝑥Δ𝑥⊗ÚΔ𝑥⊗𝑥ΔÚ+2𝑥2⊗Ú𝑥⊗Û+2Δ𝑥2⊗Δ𝑥ΔÚ. (3.14)

Da equação (3.13) concluímos que os termos 4𝑥Δ𝑥⊗ÚΔ𝑥⊗𝑥ΔÚ+2𝑥2⊗Ú𝑥⊗Û da segunda equação
é igual a zero, o que nos dá como resíduo: 2Δ𝑥2 ⊗Δ𝑥ΔÚ.

Resumidamente, o método preditor-corretor consiste em aplicar o método de Newton duas
vezes, utilizando a mesma Hessiana. Diferente do método barreira logarítmica, que desconsidera
o resíduo dos termos não lineares e sua aproximação linear pelo Método de Newton, neste método
vamos introduzir as correções destas equações.

No exemplo anterior, a equação não linear é dada por 2𝑥2⊗Ú𝑥, e o resíduo é dado por 2Δ𝑥2⊗
Δ𝑥ΔÚ.

No caso de um problema de programação linear na forma padrão, o termo não linear é dado
por 𝑋𝑧, e o resíduo é dado por Δ𝑋Δ𝑍𝑒, sendo Δ𝑋 e Δ𝑍 matrizes diagonais cujos elementos são
as entradas dos vetores Δ𝑥 e Δ𝑧, respectivamente.

Então, primeiramente resolvemos o sistema buscando o passo preditor, considerando Û igual a
zero; em seguida, no passo corretor, consideramos os dados obtidos no passo aĄm, resolvendo o
segundo sistema com a correção não linear e com perturbação.

Dessa forma, para o problema (3.9), primeirante resolvemos o sistema para Û igual a zero:

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

∇2𝑓 (𝑥) + ÞT∇2𝑔 (𝑥) + ÚT∇2ℎ (𝑥) ∇𝑔 (𝑥) ∇ℎ (𝑥) 0
∇𝑔 (𝑥) 0 0 𝐼

∇ℎ (𝑥) 0 0 0
0 𝑆 0 Þ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

Δ𝑥
ΔÞ
ΔÚ
Δ𝑠

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=

= ⊗

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

∇𝑓 (𝑥) + ÞT∇𝑔 (𝑥) + ÚT∇ℎ (𝑥)
𝑔 (𝑥) + 𝑠

ℎ (𝑥)
𝑆Þ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

.
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E, com as direções preditoras, resolvemos o segundo sistema:

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

∇2𝑓 (𝑥) + ÞT∇2𝑔 (𝑥) + ÚT∇2ℎ (𝑥) ∇𝑔 (𝑥) ∇ℎ (𝑥) 0
∇𝑔 (𝑥) 0 0 𝐼

∇ℎ (𝑥) 0 0 0
0 𝑆 0 Þ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

Δ𝑥
ΔÞ
ΔÚ
Δ𝑠

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=

= ⊗

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

∇𝑓 (𝑥) + ÞT∇𝑔 (𝑥) + ÚT∇ℎ (𝑥)
𝑔 (𝑥) + 𝑠

ℎ (𝑥)
⊗Û𝑒+ 𝑆Þ + Δ𝑆ΔΠ𝑒

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

.

Como mencionado em [4], apesar do método barreira logarítmica preditor-corretor exigir que se
resolvam dois sistemas lineares em cada iteração, o número de iterações em relação ao método bar-
reira logarítmica é reduzido. Como a Hessiana é a mesma nos dois sistemas, os cálculos utilizados
para a decomposição são feitos uma única vez.

O tamanho de passo Ð e as atualizações das variáveis são equivalentes às do método barreira
logarítmica, que vimos na seção anterior.

Um resumo do método encontra-se em [4], um exemplo numérico pode ser encontrado em [11].
Para maiores detalhes, ver [24].



Capítulo 4

Método Primal-Dual Barreira
Logarítmica Aplicado a BP e BPDN

Neste capítulo, vamos aplicar o Método Primal-Dual Barreira Logarítmica a BP, mas antes
reescreveremos o problema como um problema linear perturbado. Veremos que, com essa modiĄ-
cação, o mesmo método aplicado para a resolução de BP pode ser adaptado para a resolução do
problema BPDN.

4.1 Formulação do Problema BP

Em [10] é discutido o método de barreira para a resolução de programas lineares e quadráticos
(QP), expressos na forma padrão como:

minimizar 𝑐T𝑥+
1
2
𝑥T𝑄𝑥

sujeito a 𝐴𝑥 = 𝑏

𝑙 ⊘ 𝑥 ⊘ 𝑢

, (4.1)

onde 𝐴 é uma matriz 𝑚×𝑛 (𝑚 ⊘ 𝑛) e 𝑄 é uma matriz simétrica semideĄnida positiva. Note que,
se 𝑄 = 0, (4.1) é um problema de programação linear (LP).

No artigo em questão, é descrito um algoritmo Primal-Dual QP para resolver (4.1). Para tal
resolução, os autores reapresentam o problema da seguinte forma:

minimizar 𝑐T𝑥+
1
2
𝑥T𝑄𝑥+

1
2
‖Ò𝑥‖2

2 +
1
2
‖𝑝‖2

2

sujeito a 𝐴𝑥+ Ó𝑝 = 𝑏

𝑥⊗ 𝑠1 = 𝑙

𝑥+ 𝑠2 = 𝑢

, (4.2)

onde 𝑠1 ⊙ 0, 𝑠2 ⊙ 0 e os escalares Ò e Ó são parâmetros de regularização ŞpequenosŤ. Denota-se
por Þ, 𝑧 e ⊗𝑦 as variáveis duais associadas às três equações de restrições. Na solução, 𝑧 e 𝑦 são
não negativos.

24
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O termo 1
2
‖Ò𝑥‖2

2 é incluido para garantir que ‖Ò𝑥*‖ seja limitado (sendo 𝑥* uma solução ótima),
e o termo Ó𝑝 permite que 𝐴𝑥 = 𝑏 seja satisfeito no sentido de mínimos quadrados, caso a restrição
não tenha solução factível (podemos associar ao caso do sinal ser perturbado).

Para mais detalhes desse problema, ver [10].

4.2 Aplicação do Método à BP

Em nosso trabalho, o objetivo principal é a busca da representação do sinal 𝑠 através de Basis
Pursuit. Dessa forma, como queremos a representação exata do sinal, sendo ele perturbado ou
não, vamos resolver o problema de programação linear (3.1), que vimos ser equivalente a (2.3).
Para resolver tal problema, vamos fazer uso da formulação proposta por Gill, Murray e Saunders
[10], reescrevendo o problema como o seguinte programa linear perturbado:

minimizar 𝑐T𝑥+ 1
2
‖Ò𝑥‖2

2 + 1
2
‖𝑝‖2

2

sujeito a 𝐴𝑥+ Ó𝑝 = 𝑏

𝑥 ⊙ 0
, (4.3)

considerando os valores dos parâmetros Ò e Ó pequenos (10⊗4); e resolvendo-o assim como feito em
[6].

Associamos ao problema linear perturbado (4.3) o subproblema barreira logarítmica:

minimizar 𝑐T𝑥+ 1
2
‖Ò𝑥‖2

2 + 1
2
‖𝑝‖2

2 ⊗ Û
m
∑︁

i=1

ln (𝑥i)

sujeito a 𝐴𝑥+ Ó𝑝 = 𝑏

.

A restrição de desigualdade 𝑥 ⊙ 0 Ąca implícita. Como Û ⊃ 0 a solução converge para a
solução do problema linear perturbado.

DeĄnimos o Lagrangeano como:

𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑝) = 𝑐T𝑥+ 1
2
‖Ò𝑥‖2

2 + 1
2
‖𝑝‖2

2 ⊗ Û
m
∑︁

i=1

ln (𝑥i) + 𝑦T (𝑏⊗ 𝐴𝑥⊗ Ó𝑝) .

Agora vamos calcular as condições necessárias de primeira ordem do problema de minimização
da função Lagrangeana:

minimizar 𝑐T 𝑥 + 1
2 ‖Ò𝑥‖22 + 1

2 ‖𝑝‖
2
2 ⊗ Û

m
∑︁

i=1

ln (𝑥i) + 𝑦T (𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó𝑝) ,

obtendo,

⊗∇x𝐿 = 𝐴T 𝑦 ⊗ Ò2𝑥⊗ 𝑐 + Û𝑋⊗1𝑒 = 0,

onde 𝑒 é o vetor de dimensão apropriada, cujos elementos são compostos por 1.
No artigo de McShane, Monma e Shanno [17] vemos que quando o parâmetro Û do problema primal

e do dual são iguais, 𝑧 = Û𝑋⊗1𝑒. Assim, as condições necessárias de primeira ordem são dadas por:



CAPÍTULO 4. MÉTODO PRIMAL-DUAL BARREIRA LOGARÍTMICA APLICADO A BP E BPDN26

⊗∇x𝐿 = 𝐴T 𝑦 ⊗ Ò2𝑥⊗ 𝑐 + 𝑧 = 0
⊗∇p𝐿 = Ó𝑦 ⊗ 𝑝 = 0⇒ 𝑝 = Ó𝑦

⊗∇y𝐿 = 𝐴𝑥 + Ó𝑝⊗ 𝑏 = 𝐴𝑥 + Ó2𝑦 ⊗ 𝑏 = 0
,

e por [17] novamente:

𝑍𝑋𝑒⊗ Û𝑒 = 0.

Rearranjando as expressões, obtemos

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀

̂︁

∐︁

𝐴T 𝑦 ⊗ Ò2𝑥⊗ 𝑐 + 𝑧

𝐴𝑥 + Ó2𝑦 ⊗ 𝑏

𝑍𝑋𝑒⊗ Û𝑒

∫︀

̂︂

̂︀
= 0,

onde 𝑧 é um vetor dual, e 𝑋 e 𝑍 são as matrizes diagonais formadas pelos elementos dos vetores 𝑥 e 𝑧,
respectivamente.

Apliquemos o Método de Newton a Ąm de encontrar a solução do sistema não linear acima. As
direções de Newton (Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧) devem satisfazer:

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) + (Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧)

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝐹

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑦, 𝑧)

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

= 0,

o que corresponde a:
∏︀

̂︁

∐︁

⊗Ò2Δ𝑥 + 𝐴T Δ𝑦 + Δ𝑧

𝐴Δ𝑥 + Ó2Δ𝑦

𝑍Δ𝑥 + 𝑋Δ𝑧

∫︀

̂︂

̂︀
=

∏︀

̂︁

∐︁

𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦

𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦

Û𝑒⊗ 𝑍𝑥

∫︀

̂︂

̂︀
=

∏︀

̂︁

∐︁

𝑡

𝑟

𝑣

∫︀

̂︂

̂︀
,

que Ąca reduzido ao seguinte sistema:
(︁

𝐴𝐷𝐴T + Ó2𝐼
⎡

Δ𝑦 = 𝑟 ⊗𝐴𝐷
(︁

𝑋⊗1𝑣 ⊗ 𝑡
⎡

, (4.4)

Δ𝑥 = 𝐷𝐴T Δ𝑦 + 𝐷
(︁

𝑋⊗1𝑣 ⊗ 𝑡
⎡

, (4.5)

Δ𝑧 = 𝑋⊗1𝑣 ⊗𝑋⊗1𝑍Δ𝑥. (4.6)

sendo 𝐷 =
(︀

𝑋⊗1𝑍 + Ò2𝐼
[︃⊗1. Para o cálculo do tamanho do passo (𝜌p, 𝜌d), vamos sempre escolher o maior

possível, contanto que o ponto 𝑥(k+1) e 𝑧(k+1) sejam pontos interiores. A cada passo de Newton vamos
decrescer o parâmetro de barreira Û monotonicamente e mais rapidamente se largos passos são tomados:

Û⊂ (1⊗𝑚𝑖𝑛 (𝜌p, 𝜌d, 0, 99)) Û. (4.7)

sendo Û o valor de Û do passo anterior.
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O método converge quando
⧸︁

⧸︁𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦
⧸︁

⧸︁

2,
⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2
e 𝑧T 𝑥 são suĄcientemente peque-

nos.

Algoritmo (como descrito por Chen, Donoho e Saunders em [8]) :

1- Conjunto de parâmetros:

• Tolerância de factibilidade: FeaTol,

• Tolerância gap de dualidade: PDGapTol,

• Dois parâmetros de perturbação: Ò e Ó.

2- Inicialize 𝑥, 𝑦, 𝑧 e Û, 𝑘 = 0.

3- Loop.

a) Resolva (4.4) para Δ𝑦, calcule Δ𝑥 por (4.5) e Δ𝑧 por (4.6).
b) Calcule o comprimento dos passos primal e dual 𝜌p, 𝜌d:

𝜌p = 0, 99×max ¶𝜌 : 𝑥 + 𝜌Δ𝑥 ⊙ 0, 𝜌 ⊘ 1♢ ;

𝜌d = 0, 99×max ¶𝜌 : 𝑧 + 𝜌Δ𝑧 ⊙ 0, 𝜌 ⊘ 1♢ .

c)Atualize as variáveis:

𝑥⊂ 𝑥 + 𝜌pΔ𝑥;

𝑦 ⊂ 𝑦 + 𝜌dΔ𝑦;

𝑧 ⊂ 𝑧 + 𝜌dΔ𝑧;

Û⊂ (1⊗𝑚𝑖𝑛 (𝜌p, 𝜌d, .99)) Û.

d)𝑘 ⊂ 𝑘 + 1.

4) Termine se as três condições seguintes são satisfeitas:

• Infactibilidade Primal =

⧸︁

⧸︁𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦
⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑥‖2
< Featol;

• Infactibilidade Dual =

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑦‖2
< Featol;
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• Gap de Dualidade =
𝑧T 𝑥

1 + ‖𝑥‖2
< PDGapTol.

Na resolução de sistemas do tipo:
𝐴𝑥 = 𝑏, (4.8)

sendo 𝐴 uma matriz simétrica e deĄnida-positiva, frequentemente utilizamos a fatoração de Cholesky e
determinamos o valor da variável 𝑥 resolvendo dois sistemas triangulares. Como a fatoração de Cho-
lesky tem complexidade de 𝑂

(︀

𝑛3
[︃

, e tendo em vista que estamos interessados em matrizes 𝐴 de grande
dimensão, essa fatoração acaba não sendo conveniente.

Em nosso trabalho, consideramos a existência de um Şalgoritmo implícito rápidoŤ, o que signiĄca que,
para vetores arbitrários 𝑥, as operações 𝐴𝑥 e 𝐴T 𝑥 são calculadas em 𝑂 (𝑛 log (𝑛)) ou 𝑂 (𝑛), sem mesmo
armazenar as matrizes 𝐴 e 𝐴T , e utilizando propriedades especiais da matriz para acelerar o cálculo da
operação. Dessa forma, temos maior eĄciência usando métodos iterativos, sendo o mais popular o Método
dos Gradientes Conjugados (ver Apêndice A).

4.3 Basis Pursuit Denoising

O problema Basis Pursuit Denoising (BPDN) é uma adaptação de Basis Pursuit (BP) no caso de
dados perturbados, cujo objetivo não seja a representação exata dos mesmos. Como já foi discutido,
podemos considerar 𝑠 (sinal puro), 𝑧 (ruído branco gaussiano padrão) e à (nível do ruído), escrevendo o
sinal perturbado como:

𝑦 = 𝑠 + à𝑧.

Basis Pursuit Denoising refere-se a solução de:

minimizar 1
2 ‖𝑦 ⊗ ΦÐ‖22 + Ú ‖Ð‖1 .

Note que a solução Ð(λ) é uma função do parâmetro Ú. Dessa forma, o resíduo 𝑟λ = 𝑦 ⊗ ΦÐ também
é função de Ú. O sinal 𝑠(λ) é representado por ΦÐ(λ), ou seja, ΦÐ(λ) = 𝑠(λ). Quando Ú tender a zero, o
resíduo irá para zero e teremos a solução de BP aplicado a 𝑦, uma vez que ΦÐ = 𝑦. Quando Ú tender a
inĄnito, iremos obter 𝑟(λ) tendendo a 𝑦, já que os elementos de Ð serão muito pequenos e 𝑠(λ) tende a
zero.

Assumindo que o dicionário em questão é normalizado, isto é, ‖Φγ‖2 = 1,∀Ò, deĄnimos o valor de Ú

como:

Úp = à
√︁

2 log (𝑝),

onde 𝑝 é a cardinalidade do dicionário. A motivação para tal escolha pode ser encontrada em [8].
Já vimos que BPDN é equivalente a resolver o problema linear perturbado:

minimizar 𝑐T 𝑥 + 1
2 ‖𝑝‖

2
2

sujeito a 𝐴𝑥 + Ó𝑝 = 𝑏

𝑥 ⊙ 0
Ó = 1

. (4.9)

Como podemos notar, (4.3) com Ó = 1, resolve o problema (4.9).
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O Método Primal-Dual Barreira Logarítmica com gradientes conjugados implementado por Chen,
pode resolver aproximadamente todos os problemas de otimização BP e BPDN, em um tempo quase-
linear [6].

Assim, o objetivo de considerar o problema linear perturbado (4.3) deve-se ao fato de, como mencio-
nado por Chen [6], além de obter equações bem condicionadas para resolver o problema Basis Pursuit, o
problema Basis Pursuit Denoising pode ser reformulado como um problema linear perturbado, fazendo
assim com que a mesma implementação trabalhe para os dois tipos de problema.

Até agora, apresentamos os conceitos básicos do Método Primal-Dual Barreira Logarítmica aplicado
ao problema não-linear (4.3). O programa BP_Interior desenvolvido por Chen, contido em Atomizer [7],
resolve o problema Basis Pursuit (2.3) seguindo o mesmo procedimento descrito no Método Primal-Dual
Barreira Logarítmica. Na seção seguinte, vamos apresentá-lo com maiores detalhes.

4.4 BP_Interior

O objetivo é resolver o problema de minimização (2.3) por meio do problema equivalente (4.3).
Portanto, vamos fazer as seguintes associações:

Ð ⇐⇒ 𝑢⊗ 𝑣

𝑥 ⇐⇒ (𝑢; 𝑣)
𝑐 ⇐⇒ (𝑒; 𝑒)
𝐴 ⇐⇒ (Φ,⊗Φ)
𝑏 ⇐⇒ 𝑠

𝑚 ⇐⇒ 2𝑝

(4.10)

Dado que o sinal 𝑠 possui algum tipo de perturbação, assumimos que o nível de ruído Gaussiano
branco padrão é dado por 1.

O método inicializará pela solução do Método de Frames (MOF), ou seja, por encontrar um Ð tal que
ΦÐ = 𝑠 e ‖Ð‖2 seja mínimo. O programa MOF, assim como BP_Interior, encontra-se em Atomizer [7].

Inicializa-se com

Û0 = 0, 01
‖𝑓‖√
2𝑚

,

onde 𝑓 é o vetor cujas entradas são dadas pelas normas dos resíduos:
⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2
,

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2
,

𝑧T 𝑥.

Os valores Û das outras iterações são caculados como descrito anteriormente (4.7).
Através do Método dos Gradientes Conjugados determinamos as direções do Método de Newton, como

já comentado.
Por Ąm, projeta-se 𝑑𝑥 = 𝑥 ⊗ 𝑥0 no espaço nulo de Φ por gradientes conjugados a Ąm de garantir

factibilidade.
No próximo capítulo, apresentaremos modiĄcações no Método Primal-Dual Barreira Logarítmica,

utilizado em BP_Interior, com o objetivo de melhorar a eĄciência computacional.



Capítulo 5

Desenvolvimento dos Métodos Propostos

Como mencionado anteriormente, estamos interessados em dicionários que são overcomplete, já que
a não-unicidade da solução do sistema nos dá a possibilidade de escolher a melhor representação para
nossos propósitos. Teremos como objetivo, alcançar simultaneamente:

• Esparsidade: visto que queremos obter poucos coeĄcientes signiĄcativos, a Ąm de economizar me-
mória;

• Super-resolução: obtemos uma resolução com objetos esparsos, que é melhor se comparada com
abordagens tradicionais não adaptativas, ou seja, que não buscam uma maior eĄciência utilizando
o fato que os objetos em questão são esparsos;

• Estabilidade: ou seja, pequenas perturbações no sinal puro não devem causar grandes alterações;

• Rapidez.

Dessa forma, vamos modiĄcar o Método Primal-Dual Barreira Logarítmica, do programa BP_Interior,
visando obter uma melhor eĄciência. Aplicaremos o Método Barreira Logarítmica, o Método Primal-Dual
Barreira Logarítmica Preditor-Corretor, e uma variação deste último a (4.3).

5.1 Método Barreira Logarítmica

Consideremos novamente o problema (4.3). Associamos a ele o subproblema barreira logarítmica:

minimizar 𝑐T 𝑥 + 1
2 ‖Ò𝑥‖2 + 1

2 ‖𝑝‖
2 ⊗ Û

m
∑︁

i=1

ln (𝑥i)

sujeito a 𝐴𝑥 + Ó𝑝 = 𝑏

.

DeĄnimos o Lagrangeano como:

𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑝) = 𝑐T 𝑥 + 1
2 ‖Ò𝑥‖2 + 1

2 ‖𝑝‖
2 ⊗ Û

m
∑︁

i=1

ln (𝑥i) + 𝑦T (𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó𝑝).

O processo até aqui é equivalente ao do método anterior.
Agora, calculando as condições necessárias de primeira ordem do problema de minimização da função

Lagrangeana:

30
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minimizar 𝑐T 𝑥 + 1
2 ‖Ò𝑥‖2 + 1

2 ‖𝑝‖
2 ⊗ Û

m
∑︁

i=1

ln (𝑥i) + 𝑦T (𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó𝑝),

obtemos,

∇x𝐿 = 𝐴T 𝑦 ⊗ Ò2𝑥⊗ 𝑐 + Û𝑋⊗1𝑒 = 0,

onde 𝑒 é o vetor de dimensão apropriada, cujos elementos são compostos por 1,

∇p𝐿 = Ó𝑦 ⊗ 𝑝 = 0⇒ 𝑝 = Ó𝑦

∇y𝐿 = 𝐴𝑥 + Ó𝑝⊗ 𝑏 = 𝐴𝑥 + Ó2𝑦 ⊗ 𝑏 = 0
.

Rearranjando as expressões e fazendo a devida substituição, obtemos

𝐹 (𝑥, 𝑦) =

(︃

𝐴T 𝑦 ⊗ Ò2𝑥⊗ 𝑐 + Û𝑋⊗1𝑒

𝐴𝑥 + Ó2𝑦 ⊗ 𝑏

)︃

= 0,

onde 𝑋 é a matriz diagonal formada pelos elementos do vetor 𝑥.
Apliquemos o Método de Newton a Ąm de encontrar a solução do sistema linear acima. As direções

de Newton (Δ𝑥, Δ𝑦) devem satisfazer:

𝐹 (𝑥, 𝑦) + (Δ𝑥, Δ𝑦)

∏︀

̂︁

̂︁

∐︁

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)

∫︀

̂︂

̂︂

̂︀

= 0,

o que corresponde a:
(︃

(︀

⊗Ò2 ⊗ Û𝑋⊗2
[︃

Δ𝑥 + 𝐴T Δ𝑦

𝐴Δ𝑥 + Ó2Δ𝑦

)︃

=

(︃

𝑐 + Ò2𝑥⊗ Û𝑋⊗1𝑒⊗𝐴T 𝑦

𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦

)︃

=

(︃

𝑡

𝑟

)︃

,

que Ąca reduzido ao seguinte sistema:

Δ𝑦 = Ó⊗2 (𝑟 ⊗𝐴Δ𝑥) , (5.1)

Δ𝑥 =
(︁

⊗Ò⊗2 ⊗ Û𝑋⊗2
⎡⊗1 (︁

𝑡⊗𝐴T Δ𝑦
⎡

. (5.2)

Vamos considerar 𝐷 =
(︀

⊗Ò2 ⊗ Û𝑋⊗2
[︃⊗1

.

Substituindo (5.2) em (5.1) chegamos a:
(︁

𝐼 ⊗ Ó⊗2𝐴𝐷𝐴T
⎡

Δ𝑦 = Ó⊗2 (𝑟 ⊗ (𝐴𝐷𝑡)) . (5.3)

O comprimento do passo de 𝑥 e 𝑦 é dado apenas por (𝜌p), uma vez que a variável 𝑦 é livre. Escolhemos
o maior passo possível, contanto que o ponto 𝑥(k+1) seja interior. A cada passo de Newton decrescemos
o parâmetro de barreira Û monotonicamente e mais rapidamente se largos passos são tomados:

Û⊂ (1⊗𝑚𝑖𝑛 (𝜌p, 0, 99)) Û.
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sendo Û o valor de Û do passo anterior.
O método converge quando

⧸︁

⧸︁𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦
⧸︁

⧸︁

2,
⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2
ou a diferença relativa do valor

da função objetivo do passo atual com o passo anterior é pequeno (menor que 10⊗4), em mais de três
iterações.

Algoritmo :

1- Conjunto de parâmetros:

• Tolerância de factibilidade: FeaTol,

• Tolerância gap de dualidade: PDGapTol,

• Dois parâmetros de perturbação: Ò e Ó.

2- Inicialize 𝑥, 𝑦, e Û, 𝑘 = 0.

3- Loop.

a) Resolva (5.3) para Δ𝑦 pelo Método dos Gradientes Conjugados, e calcule Δ𝑥 por (5.2).
b) Calcule o comprimento do passo primal 𝜌p:

𝜌p = 0, 99×max ¶𝜌 : 𝑥 + 𝜌Δ𝑥 ⊙ 0, 𝜌 ⊘ 1♢ .

c)Atualize as variáveis:

𝑥⊂ 𝑥 + 𝜌pΔ𝑥;

𝑦 ⊂ 𝑦 + 𝜌pΔ𝑦.

d)𝑘 ⊂ 𝑘 + 1.

4) Termine se as condições seguintes são satisfeitas:

• Infactibilidade Primal =

⧸︁

⧸︁𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦
⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑥‖2
< Featol;

• Infactibilidade Dual =

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐 + Ò2𝑥⊗ Û𝑋⊗1𝑒⊗𝐴T 𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑦‖2
< Featol.

ou se:

∙ a diferença relativa do valor da função objetivo do passo atual com o passo anterior é menor que 10⊗4

em mais de três iterações.
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5.2 Método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-

Corretor

Na Seção 2.6, intitulada Método de Pontos Interiores Barreira Logarítmica Preditor-Corretor, in-
troduzimos o conceito das três componentes: Direção AĄm-Escala, Direção de Centragem e Direção de
Correção, a Ąm de melhorar o Método Primal-Dual Barreira Logarítmica. Tendo em vista esses con-
ceitos, e em busca de melhorar o desempenho de BP_Interior, façamos as correções dos termos não
lineares do método descrito na seção anterior. Note que o termo não linear corresponde à condição de
complementaridade. Assim, no primeiro passo consideraremos 𝑣 tal que 𝑣 = ⊗𝑍𝑥, e no segundo passo
𝑣 = Û𝑒 ⊗ 𝑍𝑥 ⊗Δ𝑍Δ𝑋𝑒, onde Δ𝑍 e Δ𝑋 são as matrizes diagonais cujos elementos são as entradas dos
vetores Δ𝑧 e Δ𝑥 repectivamente, que foram obtidos no primeiro passo.

O algoritmo é dado por:

1- Conjunto de parâmetros:

• Tolerância de factibilidade: FeaTol,

• Tolerância gap de dualidade: PDGapTol,

• Dois parâmetros de perturbação: Ò e Ó.

2- Inicialize 𝑥, 𝑦, 𝑧 e Û, 𝑘 = 0.

3- Loop.

a) Determine os dois passos seguintes:

1º Passo: Considere 𝑣 = ⊗𝑍𝑥 e resolva (4.4) para Δ𝑦, calcule Δ𝑥 por (4.5) e Δ𝑧 por (4.6).

2º Passo: Considere 𝑣 = Û ⊗ 𝑍𝑥 ⊗ Δ𝑍Δ𝑋𝑒 , sendo Δ𝑍 e Δ𝑋 matrizes diagonais formadas pelos ele-
mentos dos vetores Δ𝑧 e Δ𝑥 respectivamente, que foram obtidos no passo anterior, e resolva (4.4)
para Δ𝑦, calcule Δ𝑥 por (4.5) e Δ𝑧 por (4.6) para obter novas direções.

b) Calcule o comprimento dos passos primal e dual 𝜌p, 𝜌d:

𝜌p = 0, 99×max ¶𝜌 : 𝑥 + 𝜌Δ𝑥 ⊙ 0, 𝜌 ⊘ 1♢ ;

𝜌d = 0, 99×max ¶𝜌 : 𝑧 + 𝜌Δ𝑧 ⊙ 0, 𝜌 ⊘ 1♢ .

c) Atualize as variáveis:

𝑥⊂ 𝑥 + 𝜌pΔ𝑥;

𝑦 ⊂ 𝑦 + 𝜌dΔ𝑦;
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𝑧 ⊂ 𝑧 + 𝜌dΔ𝑧;

Û⊂ (1⊗𝑚𝑖𝑛 (𝜌p, 𝜌d, 0, 99)) Û.

d)𝑘 ⊂ 𝑘 + 1.

4) Termine se as três condições seguintes são satisfeitas:

• Infactibilidade Primal =

⧸︁

⧸︁𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦
⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑥‖2
< Featol;

• Infactibilidade Dual =

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑦‖2
< Featol;

• Gap de Dualidade =
𝑧T 𝑥

1 + ‖𝑥‖2
< PDGapTol.

5.3 Variante do Método Primal-Dual Barreira Logarítmica

Preditor-Corretor

No segunda seção do Capítulo 4, associamos ao programa linear perturbado (4.3) o subproblema
barreira logarítmica e, tendo deĄnido o Lagrangeano, calculamos as condições necessárias de primeira
ordem do problema de minimização da função Lagrangeana, obtendo:

∇x𝐿 = 𝐴T 𝑦 ⊗ Ò2𝑥⊗ 𝑐 + 𝑧 = 0
∇p𝐿 = Ó𝑦 ⊗ 𝑝 = 0
∇y𝐿 = 𝐴𝑥 + Ó𝑝⊗ 𝑏 = 𝐴𝑥 + Ó2𝑦 ⊗ 𝑏 = 0

, (5.4)

e da condição de complementaridade:

𝑍𝑋𝑒⊗ Û𝑒 = 0.

Prosseguimos, no capítulo em questão, substituindo a segunda equação de (5.4) na terceira equação;
agora, vamos propor uma variação do Método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor, onde
não realizaremos tal substituição. Dessa forma, rearranjaremos as expressões das condições de primeira
ordem como:

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝) =

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝐴T 𝑦 ⊗ Ò2𝑥⊗ 𝑐 + 𝑧

Ó𝑦 ⊗ 𝑝

𝐴𝑥 + Ó𝑝⊗ 𝑏

𝑍𝑋𝑒⊗ Û𝑒

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

= 0,

onde 𝑧 é um vetor dual, 𝑋 e 𝑍 são as matrizes diagonais formadas pelos elementos dos vetores 𝑥 e 𝑧,
respectivamente.

Aplicando o Método de Newton a 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝) = 0, obtemos:
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𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝) + (Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧, Δ𝑝)

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝)

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝)

𝜕𝐹

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝)

𝜕𝐹

𝜕𝑝
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝)

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

= 0,

que corresponde a:
∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

⊗Ò2Δ𝑥 + 𝐴T Δ𝑦 + Δ𝑧

ÓΔ𝑦 ⊗ 𝐼Δ𝑝

𝐴Δ𝑥 + ÓΔ𝑝

𝑍Δ𝑥 + 𝑋Δ𝑧

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦

⊗Ó𝑦 + 𝑝

𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó𝑝

Û𝑒⊗ 𝑍𝑥

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝑡

𝑟

𝑣

𝑤

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

,

que Ąca reduzido ao seguinte sistema:
(︁

𝐴𝐷𝐴T + Ó2𝐼
⎡

Δ𝑦 = 𝑟 ⊗𝐴𝐷
(︁

𝑋⊗1𝑤 ⊗ 𝑡
⎡

+ Ó𝑟, (5.5)

Δ𝑥 = 𝐷𝐴T Δ𝑦 + 𝐷
(︁

𝑋⊗1𝑣 ⊗ 𝑡
⎡

, (5.6)

Δ𝑧 = 𝑋⊗1𝑣 ⊗𝑋⊗1𝑍Δ𝑥, (5.7)

Δ𝑝 = ÓΔ𝑦 ⊗ 𝑟, (5.8)

sendo 𝐷 =
(︀

𝑋⊗1𝑍 + Ò2𝐼
[︃⊗1.

Adicionando a direção aĄm-escala, a direção de centragem, e a direção de correção dadas pelo Método
Preditor-Corretor, vamos considerar no primeiro passo 𝑤 = ⊗𝑍𝑥 e no segundo passo 𝑤 = Û ⊗ 𝑍𝑥 ⊗
Δ𝑍Δ𝑋𝑒.

Como vimos na primeira seção deste capítulo, o método inicializa-se pela solução do Método de

Frames (MOF). Assim, nosso 𝑝 inicial será dado por: 𝑝 =
(𝑏⊗𝐴𝑥)

Ó
. Para a escolha do comprimento

do passo (𝜌p, 𝜌d), vamos fazer do mesmo modo que para o Método Primal-Dual Barreira Logarítmica
Preditor-Corretor, onde sempre escolhemos o maior passo possível, contanto que 𝑥(k+1) e 𝑧(k+1) sejam
pontos interiores. A cada passo do Método de Newton, vamos decrescer o parâmetro de barreira Û

monotonicamente e mais rapidamente se passos largos são tomados:

Û⊂ (1⊗𝑚𝑖𝑛 (𝜌p, 𝜌d, 0, 99)) Û.

sendo Û o valor de Û do passo anterior.
O método converge quando ‖𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó𝑝‖2,

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2
, ‖𝑝⊗ Ó𝑦‖2 e 𝑧T 𝑥 são suĄciente-

mente pequenos.

Algoritmo:
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1- Conjunto de parâmetros:

• Tolerância de factibilidade: FeaTol,

• Tolerância gap de dualidade: PDGapTol,

• Dois parâmetros de perturbação: Ò e Ó.

2- Inicialize 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝 e Û, 𝑘 = 0.

3- Loop.

a) Determine os dois passos seguintes:

1º Passo: Considere 𝑣 = ⊗𝑍𝑥 e resolva (5.5) para Δ𝑦, calcule Δ𝑥 por (5.6), Δ𝑧 por (5.7) e Δ𝑝 por (5.8).

2º Passo: Considere 𝑣 = Û ⊗ 𝑍𝑥 ⊗ Δ𝑍Δ𝑋𝑒 , sendo Δ𝑍 e Δ𝑋 matrizes diagonais formadas pelos ele-
mentos dos vetores Δ𝑧 e Δ𝑥 respectivamente, que foram obtidos no passo anterior, e resolva (5.5)
para Δ𝑦, calcule Δ𝑥 por (5.6), Δ𝑧 por (5.7) e Δ𝑝 por (5.8) para obter novas direções.

b) Calcule o comprimento dos passos primal e dual 𝜌p, 𝜌d:

𝜌p = 0, 99×max ¶𝜌 : 𝑥 + 𝜌Δ𝑥 ⊙ 0, 𝜌 ⊘ 1♢ ;

𝜌d = 0, 99×max ¶𝜌 : 𝑧 + 𝜌Δ𝑧 ⊙ 0, 𝜌 ⊘ 1♢ .

c)Atualize as variáveis:

𝑥⊂ 𝑥 + 𝜌pΔ𝑥;

𝑦 ⊂ 𝑦 + 𝜌dΔ𝑦;

𝑧 ⊂ 𝑧 + 𝜌dΔ𝑧;

𝑝⊂ 𝑝 + 𝜌dΔ𝑝;

Û⊂ (1⊗𝑚𝑖𝑛 (𝜌p, 𝜌d, 0, 99)) Û.

d)𝑘 ⊂ 𝑘 + 1.

4) Termine se as quatro condições seguintes são satisfeitas:

• Infactibilidade Primal =

⧸︁

⧸︁𝑏⊗𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦
⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑥‖2
< Featol;

• Infactibilidade Dual =

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐 + Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗𝐴T 𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑦‖2
< Featol;

•
‖𝑝⊗ Ó𝑦‖2
1 + ‖𝑝‖2

< Featol;

• Gap de Dualidade =
𝑧T 𝑥

1 + ‖𝑥‖2
< PDGapTol.



CAPÍTULO 5. DESENVOLVIMENTO DOS MÉTODOS PROPOSTOS 37

5.4 Características dos Métodos Apresentados

Considere o Método Barreira Logarítmica, o Método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-
Corretor, e nossa variação do Método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor, como BP_BL,
BP_InteriorPC e BP_InteriorPC1, respectivamente. Sendo Df a diferença relativa do valor da função
objetivo do passo atual com o passo anterior e MPC referente ao Método Preditor-Corretor. Apresentamos
nas tabelas (5.1) e (5.2) um resumo dos métodos apresentados.

Tabela 5.1: Resumo dos Métodos.
Método BP_Interior BP_BL

Conjunto de x, y e z x e y
variáveis

Com condição de Sem condição de
Propriedades complementaridade complementaridade

e sem direções de e sem direções de
correções do MPC correções do MPC

Infactibilidade Primal: Infactibilidade Primal:

Critérios de
‖𝑏⊗ 𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦‖2

1 + ‖𝑥‖2

< Featol;
‖𝑏⊗ 𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦‖2

1 + ‖𝑥‖2

< Featol;

Parada Infactibilidade do Dual: Infactibilidade do Dual:
⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐+ Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗ 𝐴T𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑦‖2

< Featol;

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐+ Ò2𝑥⊗ Û𝑋⊗1𝑒⊗ 𝐴T𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑦‖2

< Featol.

Gap de Dualidade: ou se:
𝑧T𝑥

1 + ‖𝑥‖2

< PDGapTol. Df é menor que 10⊗4 em mais de três iterações.
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Tabela 5.2: Resumo dos Métodos.
Método BP_InteriorPC BP_InteriorPC1

Conjunto de x, y e z x, y, z e p
variáveis

Com condição de Com condição de
Propriedades complementaridade complementaridade

e com direções de e com direções de
correções do MPC correções do MPC

Infactibilidade Primal: Infactibilidade Primal:

Critérios de
‖𝑏⊗ 𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦‖2

1 + ‖𝑥‖2

< Featol;
‖𝑏⊗ 𝐴𝑥⊗ Ó2𝑦‖2

1 + ‖𝑥‖2

< Featol;

Parada Infactibilidade do Dual: Infactibilidade do Dual:
⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐+ Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗ 𝐴T𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑦‖2

< Featol;

⧸︁

⧸︁

⧸︁𝑐+ Ò2𝑥⊗ 𝑧 ⊗ 𝐴T𝑦
⧸︁

⧸︁

⧸︁

2

1 + ‖𝑦‖2

< Featol;

Gap de Dualidade:
‖𝑝⊗ Ó𝑦‖2

1 + ‖𝑝‖2

< Featol;

𝑧T𝑥

1 + ‖𝑥‖2

< PDGapTol. Gap de Dualidade:

𝑧T𝑥

1 + ‖𝑥‖2

< PDGapTol.

No próximo capítulo, vamos aplicar os métodos desenvolvidos até agora, com o objetivo de obter
representações eĄcientes de sinais, em dicionários especíĄcos.



Capítulo 6

Testes Computacionais

A seguir, apresentamos os resultados obtidos para o sinais TwinSine-1, WernerSorrows, Carbon,
TwinSine-2, FM-Cosine, Gong, Dynamic-0, Dynamic-2 e MultiGong, que foram utilizados para o Mé-
todo BP_Interior de Chen [6], e para os nossos métodos modiĄcados de BP_Interior: Método Barreira
Logarítmica, Método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor, e nossa variação do Método
Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor, os quais serão chamados BP_BL, BP_InteriorPC
e BP_InteriorPC1, respectivamente.

Os experimentos numéricos foram implementados em Matlab R2010a, com o sistema operacional
Linux, distribuição Ubuntu 11.04, processador Intel ® core i7 2600, 3.4 Ghz, 4 GB de memória DDR3,
RAM clock 1333Mhz.

Na tabela a seguir listamos os sinais utilizados, com seus respectivos parâmetros, que são números ou
vetores linha, o nome do dicionário que vamos utilizar para a representação e o tamanho do problema.

Tabela 6.1: Dados do problema.
Sinal Tamanho do Dicionário par1 par2 par3

Problema
TwinSine-1 256 DCT 4 0 0
WernerSorrows 1024 CP 6 seno 0
Carbon 1024 WP 10 qmf 0
TwinSine-2 256 DCT 4 0 0
FM-Cosine 1024 CP 6 seno 0
Gong 1024 CP 10 seno 0
Dynamic-0 256 DCT e DIRAC MekeList(4,0) 0 0
Dynamic-2 256 DCT e DIRAC MekeList(4,0) 0 0
MultiGong 256 MDC 8 1 0

As Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 mostram os resultados obtidos para BP_Interior, BP_BL, BP_InteriorPC
e BP_InteriorPC1.

Nas Tabelas 6.2 e 6.3 temos os valores da função objetivo, ou seja, o mínimo valor de ♣Ð♣1 em (2.3), e
o tempo decorrido até a obtenção da convergência, sendo que FO correponde ao valor da função objetivo
e o tempo é dado em segundos.
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Tabela 6.2: Resultados computacionais para a função objetivo e tempo de processamento.
BP_Interior BP_BL

Sinal FO Tempo FO Tempo

TwinSine-1 2,00933e+00 0,1 2,01365e+00 0,8
WernerSorrows 5,07482e+02 249,2 5,17296e+02 78,0
Carbon 6,00247e+00 19,8 6,01948e+00 707,3
TwinSine-2 2,01150e+00 0,1 2,01425e+00 1,4
FM-Cosine 2,52872e+02 237,3 2,54593e+02 102,5
Gong 4,73171e+00 1924,5 4,73566e+00 2507,2
Dynamic-0 6,01964e+00 0,3 6,01029e+00 3,8
Dynamic-2 4,03672e+02 0,4 4,88308e+02 28,7
MultiGong 2,43810e+01 5,6 2,54105e+01 15,8

Tabela 6.3: Resultados computacionais para a função objetivo e tempo de processamento.
BP_InteriorPC BP_InteriorPC1

Sinal FO Tempo FO Tempo

TwinSine-1 2,00934e+00 0,1 2,00934e+00 0,1
WernerSorrows 5,07587e+02 130,0 5,07576e+02 124,1
Carbon 6,00003e+00 19,6 6,00003e+00 20,2
TwinSine-2 2,01108e+00 0,1 2,01108e+00 0,1
FM-Cosine 2,52885e+02 210,9 2,52896e+02 208,5
Gong 4,73088e+00 3501,3 4,72132e+00 11587,9
Dynamic-0 6,01902e+00 0,4 6,01907e+00 0,5
Dynamic-2 4,02187e+02 0,7 4,02187e+02 0,7
MultiGong 2,44009e+01 7,2 2,43895e+01 7,3

Na Tabela 6.4 são apresentados o número de iterações realizadas por cada método, e o número de
iterações realizadas pelo Método dos Gradientes Conjugados. Temos que ItGC corresponde ao número
de iterações do Método dos Gradientes Conjugados.





















Capítulo 7

Conclusões e Perspectivas Futuras

7.1 Conclusões

Nesse trabalho apresentamos o problema de minimização Basis Pursuit, tendo como motivação sua
aplicação em problemas envolvendo processamento de sinais.

Reescrevemos o problema Basis Pursuit como um problema de programação linear em sua forma
padrão por meio de associações.

Consideramos a reformulação do problema como um problema quadrático e introduzimos os métodos
Barreira Logarítmica, Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor e uma variante deste último,
os comparando com o método Primal-Dual Barreira Logarítmica implementado por Chen.

Os métodos Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor e sua variante apresentaram resul-
tados satisfatórios em relação ao método implementado por Chen.

O valor da função objetivo foi muito similar para os métodos Primal-Dual Barreira Logarítmica,
Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor e sua variante. O método Barreira Logarítmica não
obteve resultados satisfatórios comparado aos outros métodos. Isso já era esperado, visto que não estamos
considerando a condição de complementaridade.

Em relação ao tempo de convergência, também obtivemos tempos similares, com diferenças signiĄ-
cativas em apenas dois sinais para os métodos Primal-Dual Barreira Logarítmica, Primal-Dual Barreira
Logarítmica Preditor-Corretor e sua variante. Para o método Barreira Logarítmica, quando seu tempo de
convergência foi menor em comparação aos outros métodos, o valor da função objetivo não foi satisfatório.

O número de iterações realizadas pelo método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor
foi menor ou igual as realizadas pelo método Primal-Dual Barreira Logarítmica. A variante do método
Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-Corretor obteve mais iterações que o método Primal-Dual
Barreira Logarítmica em apenas um sinal.

Portanto, obtivemos um melhor desempenho com as direções aĄm-escala, direção de centragem e di-
reção de correção do Método Preditor-Corretor, e um resultado menos eĄciente quando não consideramos
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a condição de complementaridade. E apesar do método Primal-Dual Barreira Logarítmica Preditor-
Corretor e sua variante terem obtido resultados muito similares, o método Primal-Dual Barreira Logarít-
mica Preditor-Corretor obteve os melhores resultados, sendo assim o mais eĄciente.

7.2 Perspectivas Futuras

Com a Ąnalidade de obter melhor desempenho, pretendemos pré-condicionar a matriz de interesse, a
Ąm de obter um número menor de iterações no Método dos Gradientes Conjugados.

Também pretendemos veriĄcar a aplicação dos métodos para dicionários diferentes e de maior dimen-
são, veriĄcando se esta abordagem é viável em aplicações reais.



Apêndice A

Método dos Gradientes Conjugados

Sendo 𝐴 uma matriz simétrica e deĄnida positiva de ordem 𝑛, vamos encontrar 𝑥* ∈ R, solução do
seguinte sistema:

𝐴𝑥 = 𝑏. (A.1)

Como 𝐴 é deĄnida positiva, 𝐴 é invertível, logo:

𝑥* = 𝐴⊗1𝑏, (A.2)

é a única solução de (A.1).
Sabemos que a fatoração de Cholesky fornece uma solução numérica para a equação anterior.
Vamos apresentar os Métodos dos Gradientes, que são convenientes quando a matriz deĄnida positiva

do sistema linear é esparsa.

Considere o seguinte funcional:
𝐽 : Rn ⊃ R,

𝑥⊃ 𝐽 (𝑥) =
1
2

(︁

(𝐴𝑥)T 𝑥
⎡

⊗ 𝑏T 𝑥.

Primeiramente vamos mostrar que o problema de minimização:
Encontrar 𝑥* ∈ Rn tal que,

𝐽 (𝑥*) = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 ¶𝐽 (𝑥) , 𝑥 ∈ Rn♢ ,

é equivalente a resolver o sistema linear deĄnido-positivo:
Encontrar 𝑥* ∈ Rn solução de

𝐴𝑥 = 𝑏.

Para mostrar tal equivalência, vamos inicialmente caracterizar o ponto crítico do funcional 𝐽 , isto é,
∇𝐽 (𝑥*) = 0Rn . Para isto, vamos calcular a primeira variação de 𝐽 no ponto 𝑥 ∈ Rn na direção do vetor
𝑣.

𝐽 (𝑥 + 𝑡𝑣) =
1
2

(𝐴 (𝑥 + 𝑡𝑣))T (𝑥 + 𝑡𝑣)⊗
(︁

𝑏T (𝑥 + 𝑡𝑣)
⎡

=
1
2

[︁

(𝐴𝑥)T 𝑥 + 𝑡
(︁

(𝐴𝑥)T 𝑣
⎡

+ 𝑡
(︁

(𝐴𝑣)T 𝑥
⎡

+ 𝑡2
(︁

(𝐴𝑣)T 𝑣
⎡]︁

⊗ 𝑏T 𝑥⊗ 𝑡
(︁

𝑏T 𝑣
⎡

.
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𝐽 (𝑥 + 𝑡𝑣) =
1
2

[︁

(𝐴𝑥)T 𝑥 + 2𝑡
(︁

(𝐴𝑥)T 𝑣
⎡

+ 𝑡2
(︁

(𝐴𝑣)T 𝑣
⎡]︁

⊗ 𝑏T 𝑥⊗ 𝑡
(︁

𝑏T 𝑣
⎡

.

Derivando em relação a t, obtemos:

𝑑

𝑑𝑡
¶𝐽 (𝑥 + 𝑡𝑣)♢ = (𝐴𝑥)T 𝑣 + 𝑡

(︁

(𝐴𝑣)T 𝑣
⎡

⊗ 𝑏T 𝑣,

fazendo 𝑡 = 0:

𝐽 ′ (𝑥) (𝑣) = (𝐴𝑥)T 𝑣 ⊗ 𝑏T 𝑣,

𝐽 ′ (𝑥) (𝑣) = (𝐴𝑥⊗ 𝑏)T 𝑣,

que corresponde a primeira variação de 𝐽 no ponto 𝑥 na direção do vetor 𝑣.
Sabemos que 𝑥* é um ponto crítico de 𝐽 se, e somente se,

𝐽 ′ (𝑥*) (𝑣) = (𝐴𝑥* ⊗ 𝑏)T 𝑣 = 0,∀𝑣 ∈ Rn,

portanto, o ponto crítico 𝑥* de 𝐽 é a solução da equação

∇𝐽 (𝑥) = 𝐴𝑥⊗ 𝑏 = 0Rn ⇐⇒ 𝐴𝑥 = 𝑏.

Para classiĄcar o ponto crítico 𝑥* de 𝐽 , devemos calcular a segunda variação de 𝐽 .
É fácil ver que

𝐽 ′′ (𝑥, 𝑣) (𝑤) = (𝐴𝑤)T 𝑣,

é a segunda variação de 𝐽 no ponto 𝑥 na direção de 𝑤, uma vez que:

𝐽 ′′ (𝑥, 𝑣) (𝑤) =
𝑑

𝑑𝑡

{︀

𝐽 ′ (𝑥 + 𝑡𝑣) (𝑣)
⟨

t=0 .

Note que 𝐻 (𝑥) = 𝐴 é a matriz Hessiana de 𝐽 . Como 𝐽 ′′ (𝑥, 𝑣) (𝑤) é independente da variável 𝑥,
dizemos que 𝐽 é um Funcional Quadrático.

Portanto 𝑥* é um ponto de mínimo de 𝐽 , uma vez que 𝐽 ′′ (𝑥, 𝑣) (𝑤) = (𝐴𝑣)T 𝑣 > 0, já que 𝐴 é deĄnida
positiva.

Vamos construir métodos numéricos para encontrar o mínimo de 𝐽 , obtendo assim uma solução
numérica para o sistema linear deĄnido positivo 𝐴𝑥 = 𝑏.

A.2 Método da Máxima Descida

A partir de uma aproximação inicial, que denotamos por 𝑥(0) ∈ Rn, construímos uma sequência
minimizante

{︁

𝑥(k)
}︁

para o funcional 𝐽, tal sequência caminha na direção de⊗∇𝐽
(︁

𝑥(k)
⎡

= 𝑏⊗𝐴𝑥(k) = 𝑟(k).

Dessa forma teremos:

𝑥(k+1) = 𝑥(k) + Ú𝑟(k),

onde 𝑘 corresponde a iteração correspondente ao método.
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Vamos escolher um Ú de modo que 𝐽
(︁

𝑥(k+1)
⎡

< 𝐽
(︁

𝑥(k)
⎡

e que

𝐽
(︁

𝑥(k+1)
⎡

= min
λ

{︁

𝐽
(︁

𝑥(k) + Ú𝑟(k)
⎡}︁

,

dessa forma vamos determinar Úk ∈ R da seguinte forma:

𝑑

𝑑Ú
𝐽
(︁

𝑥(k) + Ú𝑟(k)
⎡

.

Resolvendo a equação acima, chegaremos a:

Úk =

(︁

𝑟(k)
⎡T

𝑟(k)

(︀

𝐴𝑟(k)
[︃T

𝑟(k)
.

Como 𝐴 é uma matriz deĄnida positiva, temos que Úk > 0. Este fato garante que estamos caminhando
sempre na direção correta.

A seguir descrevemos o método da máxima descida, que também é conhecido como Método do Gra-
diente Otimizado.

Método da máxima descida

Dado 𝑥0 ∈ Rn uma aproximação inicial.

Para 𝑘 = 0, 1, 2, 3...

𝑟(k) = 𝑏⊗𝐴𝑥(k);

Úk =

(︁

𝑟(k)
⎡T

𝑟(k)

(︀

𝐴𝑟(k)
[︃T

𝑟(k)
;

𝑥(k+1) = 𝑥(k) + Úk𝑟(k).

Ąm
Para maiores detalhes do método ver [19].

A.3 Método dos Gradientes Conjugados

Agora, vamos considerar minimizações sucessivas do funcional 𝐽 ao longo de direções que não são
necessariamente as direções dos resíduos, como feito no método anterior.

DeĄnindo as direções por 𝑝k, onde 𝑘 indica a iteração correspondente, teremos:

𝐽
(︁

𝑥(k+1)
⎡

= min
λ

{︁

𝐽
(︁

𝑥(k) + Ú𝑝(k)
⎡}︁

,

com
𝑥(k+1) = 𝑥(k) + Úk𝑟(k),

e sendo Úk obtido da mesma do método do gradiente otimizado:
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Úk =

(︁

𝑝(k)
⎡T

𝑝(k)

(︀

𝐴𝑝(k)
[︃T

𝑝(k)
.

Nosso objetivo é determinar direções 𝑝(k), de modo que em 𝑛 passos possamos obter a convergência
do processo, sendo 𝑛 a dimensão do sistema linear.

Neste método primeiramente vamos buscar direções conseguintes 𝑝(k) e 𝑝(k+1) A-conjugadas, ou seja,

(︁

𝐴𝑝(k)
⎡T

𝑝(k+1) = 0,

com 𝑝(0) = ⊗∇𝐽
(︁

𝑥(0)
⎡

= 𝑟(0).

As direções conseguintes são dadas por:

𝑝(k+1) = 𝑟(k+1) + Ñk𝑝(k),

onde Ñk é obtido de forma que 𝑝(k) e 𝑝(k+1) sejam A-conjugadas, o que ocorre quando:

Ñk = ⊗

(︁

𝐴𝑟(k+1)
⎡T

𝑝(k)

(︀

𝐴𝑝(k)
[︃T

𝑝(k)
= ⊗

(︁

𝑟(k+1)
⎡T

𝐴𝑝(k)

(︀

𝐴𝑝(k)
[︃T

𝑝(k)
.

p[k]

wk =
[

p(k)
]

p[k+1]

r[k+1]

w⊥

k

Figura A.1: Projeção ortogonal do resíduo sobre o complemento ortogonal.

Assim, como podemos visualizar na Figura A.1, a direção 𝑝(k+1) é a projeção ortogonal do resíduo 𝑟k+1

sobre o complemento ortogonal 𝑤⊥
k , do subespaço gerado por 𝑝(k) (𝑤k) com relação ao produto interno.
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Uma forma mais econômica de escrever os parâmetros Úk, Ñk e as demonstrações que ¶𝑟(0), 𝑟(1), ..., 𝑟(𝑘), ...♢
é um conjunto ortogonal e ¶𝑝(0), 𝑝(1), ..., 𝑝(𝑘), ...♢ é um conjunto A-conjugado, com a Ąnalidade de mos-
trar que o Método dos Gradientes Conjugados converge para a solução exata do sistema linar deĄnido
positivo em 𝑛 passos, encontra-se em [19], assim como mais detalhes do método.

Método dos Gradientes Conjugados

Dado 𝑥0 ∈ Rn uma aproximação inicial.

𝑟(0) = 𝑏⊗𝐴𝑥(0);

𝑝(0) = 𝑟(0).

Para 𝑘 = 0, 1, 2, 3...

Úk =

(︁

𝑝(k)
⎡T

𝑟(k)

(︀

𝐴𝑝(k)
[︃T

𝑝(k)
;

𝑥(k+1) = 𝑥(k) + Úk𝑝(k);

𝑟(k+1) = 𝑟(k) ⊗ Úk𝐴𝑝(k);

Ñk = ⊗

(︁

𝐴𝑝(k)
⎡T

𝑟(k+1)

(︀

𝐴𝑝(k)
[︃T

𝑝(k)
;

𝑝(k+1) = 𝑟(k+1) + Ñk𝑝(k).

Ąm

O método converge em no máximo 𝑛 passos para a solução exata somente na ausência de erros de
arredondamento. Logo, o método pode falhar ou demorar demais dependendo da matriz.



Apêndice B

Método de Newton

Apresentamos o Método de Newton, que foi utilizado para resolver sistemas de equação não lineares
nos métodos desenvolvidos.

Método de Newton para uma variável

Considere 𝑓 (𝑥) uma função contínua em [𝑎, 𝑏], intervalo que contém uma raiz da equação 𝑓 (𝑥) = 0.
Transforma-se esta equação 𝑓 (𝑥) = 0 em uma equação equivalente 𝑥 = 𝜙 (𝑥) e a partir de uma

aproximação inicial 𝑥0 gera-se a sequência
{︁

𝑥k
}︁

de aproximações para 𝑥* (raiz da equação 𝑓 (𝑥) = 0)

pela relação 𝑥k+1 = 𝜙
(︁

𝑥k
⎡

, pois a função 𝜙 (𝑥) é tal que 𝑓 (𝑥*) = 0 se e somente se 𝜙 (𝑥*) = 𝑥*.
A forma geral das funções de iteração 𝜙 (𝑥) é 𝜙 (𝑥) = 𝑥 + 𝐴 (𝑥) 𝑓 (𝑥) , tendo como condição que em

𝑥*, ponto Ąxo de 𝜙 (𝑥) (ou seja, 𝜙 (𝑥*) = 𝑥*), se tenha 𝐴 (𝑥*) ̸= 0.
Escolhe-se para a função de iteração a função 𝜙 (𝑥) tal que 𝜙′ (𝑥*) = 0.
Dessa forma, dada a equação 𝑓 (𝑥) = 0 e partindo da forma geral para 𝜙 (𝑥), queremos obter a função

𝐴 (𝑥) tal que 𝜙′ (𝑥*) = 0.

Como feito em [21], temos:

𝜙 (𝑥) = 𝑥 + 𝐴 (𝑥) 𝑓 (𝑥)⇒
⇒ 𝜙′ (𝑥) = 1 + 𝐴′ (𝑥) 𝑓 (𝑥) + 𝐴 (𝑥) 𝑓 ′ (𝑥)
⇒ 𝜙′ (𝑥*) = 1 + 𝐴′ (𝑥*) 𝑓 (𝑥*) + 𝐴 (𝑥*) 𝑓 ′ (𝑥*)⇒ 𝜙′ (𝑥*) = 1 + 𝐴 (𝑥*) 𝑓 ′ (𝑥*) .

Assim, 𝜙′ (𝑥*) = 0⇔ 1 + 𝐴 (𝑥*) 𝑓 ′ (𝑥*) = 0⇒ 𝐴 (𝑥*) =
⊗1

𝑓 ′ (𝑥*)
, onde tomamos 𝐴 (𝑥) =

⊗1
𝑓 ′ (𝑥)

.

A função de iteração 𝜙 (𝑥) = 𝑥⊗ 𝑓 (𝑥)
𝑓 ′ (𝑥)

será tal que 𝜙′ (𝑥*) = 0, pois como podemos veriĄcar:

𝜙′ (𝑥) = 1⊗ (𝑓 ′ (𝑥))2 ⊗ 𝑓 (𝑥) 𝑓 ′′ (𝑥)

(𝑓 ′ (𝑥))2 =
𝑓 (𝑥) 𝑓 ′′ (𝑥)

(𝑓 ′ (𝑥))2

e, como 𝑓 (𝑥*) = 0, 𝜙′ (𝑥*) = 0, sendo 𝑓 ′ (𝑥*) ̸= 0.

Dessa forma, a sequência
{︁

𝑥k+1
}︁

será determinada por 𝑥k+1 = 𝑥k ⊗
𝑓
(︁

𝑥k
⎡

𝑓 ′ (𝑥k)
.

A seguir apresentamos uma motivação geométrica do método.
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Temos um modelo local linear para 𝑓i (𝑥) em torno de 𝑥k aproximando ∇𝑓i (𝑐i) por ∇𝑓i

(︁

𝑥k
⎡

, 𝑖

variando de 1 a 𝑛.

𝑓i (𝑥) ≡ 𝑓i

(︁

𝑥k
⎡

+∇𝑓i

(︁

𝑥k
⎡T (︁

𝑥⊗ 𝑥k
⎡

.

Dessa forma o modelo local linear para 𝐹 (𝑥) em torno de 𝑥k é:

𝐹 (𝑥) ≡ 𝑅k

(︁

𝑥k
⎡

= 𝐹
(︁

𝑥k
⎡

+ 𝐽
(︁

𝑥k
⎡ (︁

𝑥⊗ 𝑥k
⎡

.

sendo que 𝐽
(︁

𝑥k
⎡

refere-se a matriz Jacobiana avaliada em 𝑥k.

A nova aproximação 𝑥k+1 será o valor em que o modelo local linear 𝑅k (𝑥) se anula.
Note que,

𝑅k (𝑥) = 0⇔ 𝐽
(︁

𝑥k
⎡ (︁

𝑥⊗ 𝑥k
⎡

= ⊗𝐹
(︁

𝑥k
⎡

.

Denotando
(︁

𝑥⊗ 𝑥k
⎡

por 𝑣k temos que 𝑥k+1 = 𝑥k + 𝑣k, onde 𝑣k é solução do sistema linear

𝐽
(︁

𝑥k
⎡

𝑣 = ⊗𝐹
(︁

𝑥k
⎡

.

Determinado o valor de 𝑣, consideramos 𝑥k+1 = 𝑥k + 𝑣k.
Sob condições adequadas envolvendo o ponto inicial 𝑥0, a função 𝐹 (𝑥) e a matriz Jacobiana 𝐽 (𝑥), a

sequência gerada
{︁

𝑥k
}︁

converge a 𝑥* a uma taxa quadrática.
Maiores detalhes sobre o teorema de convergência encontra-se em [9] e uma explicação mais detalhada

sobre o Método de Newton para várias variáveis pode ser encontrado em [21].
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