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INTRODUGAO -

No presente trabalho apresentamos a ideia de E. De Giorgi a
proposito de uma definigao de variedade orientada de codimensao 1,
em um espago euclidiano de dimensao finita, mediante o conceito to-

poldgico de - fronteira do conjunto.

Tais conjuntos pertencem a uma classe mais vasta que aque-

les c¢ujas fronteiras sao regulares. (basta que se possa falar em me
)

dida da fronteira e em normal exterior em quase todos os seus pon-
tos).

Coletamos os resultados de Mario Miranda que estdo numa lin

guagem mals moderna que os trabalhos Qhe deram origem a teoria. As-
sim, dizemos que um conjunto de Borel B C R? tem "fronteira de me-

dida finita" em um aberto  se sup{J div g(x)dx , g € [Ci(Q)]n ’
B

lg] < 1} < + » onde .[Ci(ﬂ)]n é o espaco das fungdes vetoriais com

n componentes com suporte compacto em Q e com as derivadas parciais

primeiras continuas.

Tal valor serad dito "medida da fronteira de B em Q" ou sim

—

plesmente "perimetro de B em Q" e indicado por P(B,Q).

No caso em que B tenha fronteira regular de modo que se pos

sa escrever a formula de Green,

I div g(x)dx = f g.v. danl' para toda g € [C(l;(m]n
B 9B '



temos

P(B,R) =H__,(3B N Q)

Nao se deve esperar entretanto que o fato de B ter perime-

tro finito implique que 3B seja regular no sentido classico.
Observamos que se indicarmos por |ail a variacgdo total da.

medida a, definida pela relagao

I D,g(x)dx = - I g(x)da; e com |a| a variagdo total da me
B 9B '

y+ees0_) temos que |a| & uma medida em R para
2 n

dida vetorial (al,a

a qual se tem a relagdo P(B,Q) = |a| (Q).

.No capitulo I, desenvolvemos a teoria geral da medida tendo
como objetivo a sua aplicabilidade na construgao da Teoria dos Peri
metros. Dentro desta linha, limitamo-nos a medir apenas os conjun-

tos borelianos limitados em Rn.

Gostariamos de ressaltar neste capitulo a construgao deta-
lhada da variagao total de uma medida e a demonstragao do teorema

da representacao de Riesz.

No capitulo II, mostramos a equivaléncia de Jﬁfinigaes de
conjuntos de. perimetro localmente finito em R" e algumas proprieda

des destes conjuntos.

Introduzimos os teoremas da compacidade e da semi-continui-

dade, essenciais para a existéncia de conjuntos de perimetro minimo.



No capitulo 111, estudamos os conjuntos de perimetro finito,

isto €, conjuntos borelianos B em rR® para os quais

o] (R®) = sup {] div g(x)dx, g € [Cé(Rn)]n, lg] < 1} < + =

B

Demonstramos um teorema "tipo Fubini" fundamental para o de

senvolvimento do capitulo IV e estabelecemos o conceito de frontei-

ra essencial.

~

No capitulo IV estabelecemos a‘desigualdade isoperimétrica

n i . . C e
em R, n > 2, para conjuntos borelianos de perimetro finito e a pro
o T - . Tl n .
priedade isoperimétrica da esfera em  IR., n > 2.

No altimo capitulo apresentamos a nogao de fronteira reduzi
'da de um conjunto e indicamos algumas aplicagdes da teoria dos peri
metros, como por exemplo, a solﬁgéo do problema de Plateau paramétd

co e a generalizacdo da medida do grafico de uma funcgao,

1

€
£ Llo

c(Q) onde 2 & um aberto em R".

O objetivo principal deste trabalho foi organizar resultados
dispersos na literatura sobre a teoria dos perimetros. Levando = em
conta a poss}bilidade do texto ser usado eventualmente em algum cur
so, procuramos torna-lo acessivel demonstrando resultados simples e

enumerando conceitos normalmente conhecidos.



capiTuLo .1

TEORIA GERAL DA MEDIDA

Consideremos R" com a topologia euclidiana.

Chamaremos Familia de Borel B(R™) a menor classe de subcon-
juntos de R que contém os abertos e & fechada com respeito as ope-
ragoes: Uniao enumeravel, intersegao enumeravel e complementar.

Os eiementos desta familia serdao denominados Borelianos.

Por Bo(Rn) entenderemos a sﬁb—familia de B(Ifl)constituidaA

de todos os Borelianos limitados.

Definicio 1.1 - Uma medida relativa em R" & uma funcdo

-

h=1 h=1

. n : - -
a e BO(R;{ > R tal que se {Bh}hGN € uma sucessao de
elementos de B _(R™) com B, N B, = $ para h #k e VYV B_ € B (Rn)
o] h k hEN 'h o
o - 0o
entao a( Y Bh) = £~ a(Bh).

Proposicao 1.1 -~ Se {Bh}hEN é uma sucessao de elementos de

Bo(Rn) tal que By, , C B, para todo h € N, entao

o]

[a)
@ (=1 By

1lim %(B,) onde o & uma medida relativa em R".
ko K

[«2] .
DEM: Sejam B = N B e F, =B, - Bh+l para tcdo h € N.

h h



o

Observamos que B, - B = U Foonde F;, NF. =¢ sel #3 e
h=1 J
n X _ n _ ~ Y —
B1 B € BO(R ) pois B1 B = Bl N (R B) . Temos entao a(Bl B)=
o] : <0 [ -]
=ag(VY F,)= I ao(F,) = £ a(B, - B ) .
h=1 h h=1 h h=1 h h+1l

Notamos também que d(Bl) = a(B) + a(Bl - B) e a(Bh) =

= a(Bh+1) + a(Bh - Bh+1) para todo h € N.

Entao ’a(Bl) - a(B) = E [a(Bh) (Bh+1)]‘=
h=1 : .
k | ~
= lim ¥ [oa(B,) - a(B M= 1lim [a(B,) - a(B.)]
k>o h=1 h R et 1 k
= a(B,) - lim a(B,)
. 1 ko k
Portanto a(B) = lim a(Bk).
k>0 .
Lema 1.1 - Seja o uma medida relativa em R® e B € BO(Rn). Entao
at(B) = "sup a(B') € um numero finito (1)
B'CB

DEM: Seja W = {B € B_(R") : at(B) = + =}

Provemos que W = ¢ . Suponhamos W nao vazio e dividamos a
prova em duas partes

é) Mostremos que-para todo B € W, existe Bl C B com a(Bl)>1

e at(B - B = +

1)



Raciocinemos por absurdo e tomemos um elemento BOE W tal

que para todo B1 - B, com a(Bl)'> 1 tenhamos a+(Bo - Bl) <+ o,

Entao para todo B, € B, com a(B;) > 1 temos a+(Bl) =+ o,

Como a+(Bl)4= + «, podemos escolher B, C Bl com a(Bz) > 2

e a+(B2) = + ®, Conseguimos uma.sucessao de borelianos Bh com

Bh 2 By © a(ﬁh) > h pgra todo h € N, o que & absurdo, pois ba

seando-se na proposicao (1l.1l) teremos um boreliano limitado de medi

da infinita.

b) Seja B, € W. Baseados em (a), fixemos B, C B, com

LT + _ © - ~ ~
) a(Bl) >1 ea (Bo - Bl) =+ «. Logo B, B, € W. Entao existe

: b _ ) .
B, € B, - By com a(B,) > 1 eaqa [(BO“n\Blz_ Byl =+ =,

-

Conseguimos ‘uma Sucessao {Bh} tal que B, N B, = ¢ para

heN

h#k e a(Bh) > 1 .com Bh

€ B, para todo h € N, o que é absur-

do.

Teorema 1.l - Para cada medida relativa a em Rn existe um

boreliano P tal que qﬁalquer que seja B € Bo(Rn) segue-se:

ot (B) = a(p 0 B) | (2)

DEM: Fixemos B € BO(R?). Pelo lema 1.1 temos que para todo

h inteiro positivo, existe B/

n
]
h C B, B! € BO(R ) tal qug

h

a(Bﬁ) > ot (B) - 2~h | | N ‘ . —



Pl'le

k

ho8

(.v Bﬁ) € boreliano e satisfaz a+(B) = a(P' N B)
1 h>k

De fato, a(P') < a'(B) pois P' C B

Por outro lado

a(P') = iig a(h;k Bh) = iig [a(B Yy + a(Bk+l—Bk)+ (Bk+2 k+l k)+..&I
Mas o(Bl,, -.B}) =oa(Bl, ) - a(Bl , "B >
> at(@ - 27kl a (B, "B >a” (B) - Z-k—l‘-a+(B) = 27k"1
Logo podemos escrever; S \
a(P') > 1lim [Q (B)-- 57k _ 2'k:1 -27k"2 L =
- koo
- ot ®) - 1im 2751 - ot (p)

k>0
OBS 1.1 - O que foi afirmado até aqui, equivale a afirmar a
existéncia de um conjunto P' C B tal que
a(B') > 0 para todo B' € P' e a(B') < 0 para todo B'CB -~ P!
(3)

DEM: Seja B' C P' C B. Entdo P' = (P' - B') UB' o que im

plica a(P') = a(P' - B') + a(B'). Mas P' - B' C B. Entao



tal que

mos - que

a(P' - B') < ¥ (B) = alr). Logo

a(P') < a(P')'+ a(B'). Donde a(B') > 0.

Se B'CB-P' temos (B' UP'Y CB o0 que implica
a(B' UP') < o (B) = a(P') . Donde

a(B') + a(P') <a(P'), isto &, a(B') < 0.

Por outro lado suponhamos a existéncia de um conjunto P'C B

a(B') > 0 para todo B' C P' e a(B').j 0 para tcdo B' C B-P'

Devemos mostrar que a+(B) = sgsup a(B') = o(P"')
| -~ B'CB
Mas P' C B implica que a(P') < a+(B)

/

Provemos que o(P') "> a'(B)

a) Suponhamos B¥* C P'. Entao P' = B* U (p' - B*%)
temos o(B*) > 0 e a(P' - B*) >0

mas a(P') = a(B*) + a(P' - B*) > a(B¥%)
Portanto a(P') > oa(B*) para todo B* C P',
Seja_ agora. B* arbitrario contido em B.

* = = RBR* - p! = R* N p!
B Bl U B2 ondg Bl B* N (B P') e B2 B P

Como Bl C B -P', temos que q(Bl)-f 0 e como 82 cP', te

a(B,) <a(P').



Entao o(B*) = a(B;) + a(B,) <0 + a(P') = a(P').
Portanto para todo B* C B temos a(B*) <a(P').

Donde a(P') > sup a(B*) = a+(B), 0 que prova a observacgao
B*CB
1.1,
Seja agora uma sucessao de borelianos limitados e disjuntos

de R®. Para cada h, seja Pﬁ o borelianc com a propriedade (3);

Tomemos P = U Pﬁ. Provemos que P & um boreliano que satis-
~h
faz o teorema 1l.1.
Se B € BO(IP), para mostrarmos que a relagao (2) é valida,

basta provarmos que P N B tem as propriedades expressas em (3)

[+
Se B'CBNUP, entaoc B' = U Pl N B', donde
o
a(B') = Ik d(Pﬁ NnB')Y >0
h=1 " .
- oo
Caso B' C B ~-P temos B' = U [(Bh~Pﬂ) N B'] o que impli
h=1 :
ca
o0 . .
a(B') = I or.[(Bh - Pﬁ) N B'] < 0, o que conclui a prova do
h=1

teorema 1l.1l.

OBS 1.2 - O teorema 1.1 & equivalente a afirmar que para ca
da medida o existe um boreliano P ¢ IR" tal que a(B') > 0 para

todo B' € P e a(B') <0 ,para todo B' C rR® - p.

A partigdo de R® em P e R” -~ P chama-se Particdo de HAHN de

n

R~ associada a medida a.




OBS 1.3 - Se P e P' sao duas particoes de HAHN associadas

a uma medida o, entao para todo B € Bo(Rn) temos

a[B N (P A P')] = @ onde P A P' = (P-P) U (P'-P).
DEM: BN (P AP'Y =[BN (Pp-P"Y] U[BN (P' -P)] . Logo
a[BN (PAP)=qgl[BN (P ~-P")] +a[B N (P' - P)]

Mas BN (P - P') CP, entao a[B N (P ~-P")] >0 e
BN (P ~-P') C R -~P' entdo a[BN (P -P")] < 0

donde . : T

a[BN (P -P")] =0 .

De maneira analoga provamos que o [B N (P' - P)] =0 .

Temos que o boreliano P é Gnico a menos de conjuntos de
medida nula.

OBS 1.4 - o & uma medida ndo negativa.

- ~ n
DEM: Se {Bh}hEN € uma sucessao de elementos de BO(R )

com By N By, = ¢ para h # k, entao
. .
o (UB ) =a(PNURB ) =aU(B NP =

=% a(B, N P) =1 a'(B) >0, pois
h ~ h =



ot (B) > 0 para todo B € BO(Rn).

Definimos a (B) = - a (B - P)

@ é uma medida nao negativa e sugere a relagao
a(B) = at(B) = «"(B) para todo B € Bo(Rn), (4) pois

ot (B) = a(BP), - o (B) = a(B-P) e B = (BNP)U(B-P)

Logo a(B) = a(BOP) + a(B-P) =o' (B) - a”(B).

Definigdo 1.2 - A fungdo |al: B (R")

> R definida por

la](B) = a*(B) +a”(B) (5)& uma medida ndo négativa, chamada varia-

cao total da medida a . -

Proposicao 1.2 - para todo -B € Bo(Rn) temos

» B, "B =¢ se h # k} - (6) -

h h

la] (B) = sup{ & ‘a(Bh)I; B= U B
h h=1

DEM: a) para tbdo B € Bo(Rn) temos |a] (B) =a+(B)+a-(B)i[a(B)[

8

Se B = U. B, B NB =¢ para todo h # k entao
’ h=1

la] (B) = la] (B > ﬁ |§(Bh)l

z
h

b) Podemos- escrever B como B = (PNB) U (B-P) entao



laE N B)| + |aB -P)| =o' (B) + a™(B) = |a](B).

OBS 1.5 - Se a & uma medida em R"e B € Bo(Rn) entao para
to € > 0, existe um aberto Ae e um compacto Ke com a seguinte

propriedade: XK. < BCA e |a(B - Ke)l <e ; |a(a, - B)| <€

DEM: (c £ [10] , ps 47-48).

Definiremos agora a integral associada a uma medida

Seja B € Bo(Rn) e ¢B(x) : rR? —> R definida por J

¢B(x) =1 se X€E€B e ¢B(x) =0 se x¢B

¢B(k) & dita funcdo caracteristica do conjunto B.

Diremos que uma fungao £(x) € simples se existirem constan
tes a, R e conjuntos Bi € BO(Rn) tais que

f(x) =
i

It~

a b, (x) (7)
1+ By :

0 conjunto L = L(R™) das funcgdes simples é um espago veto-

rial real.

Definicdo 1.3 - Seja f € L(R") e « uma medida. Ent3o

n
[ fda = i aicx(Bi) (8)
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Verifica-se que esta definigao nao depende da representagao

da fungao £ e que

_ n
[(Af1+uf2)da = kalda+ quzda para todo fl,f2 € L(R") e

para A, 4 € R (c.f. (9], p. 76). (9)

I~z

Se f(x) =

) = 3
. a; ¢Bi(x) com Bi Bj ¢ para i # j e ai#‘o

1

.

para todo i. Entao

N

-
ez

1 Iailla(Bi)I A

,ljfda|= |

i3
=

: a;ja(By)| <

-

<swp le] 2 fa(s)] < swp l£] o] (suppd)

-
N~

onde supp £ & o suporte da fungéo_ £.

Dizemos entao que [fda @ continuo no sentido que

|Ifda | <sup |£f| |al (supp f). (10)

n

"Denotaremos Co(Rn) o conjunto das fungdes £f: R —> R

continuas com suporte compacto.
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Seja f € CO(IP) e K = supp f. Existe uma sucessao

n
{fh}hEN C L(R) tal que
sup Ifhl_fsup | £]; f, (x) = 0 para todo x & K e todo hEN.
e 1lim (sup Ifh'- £]) = o0.
h-eo .

Como

al (K),

< suplfh - fA

{T?hda - Jfkda ‘= 1J(fh - fk)da

temos que a sucessao [fhda é de Cauchy em R e portanto convergente.

Definicao 1.4 - A integ:gl de f € Co(Rn) com respeito auma

medida o €& o numero real

jfda = lim fh da (11)

h»>o

Verifica-se que esta definicao nao depende da sucessao

escolhida e que £ >dea & um funcional linear conti-

{f, hen

nuo em Co(Rn), isto &,

: n
J(Afl+uf2)da = A Jflda +qu2da para toda fl’f2\e CO(R ),
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A,u € Re ]Ifda[ < sup |flla]| (supp £) para toda f € Co(Rn).

Teorema 1.2 (Riesz) Seja F: Co(Rn) ——> R um funcional 1li-.

near tal que

|[F{(£)| < sup|£| v(K) onde K = supp £ com ymom%—-aR.
(13)

Entao existe uma Gnica medida a tal que F(f) = dea.

DEM: Dividiremos a prova em varios lemas, proposigoes e teo
remas.

Podemos considerar F positivo, isto &,

F(f) > 0 sempre que f >0 (14)

Caso contrario, consideremos o funcional

F+(f) = sup F(g) para £ > 0 (15)
0<g<f

+ - - - N
F é continuo. Provemos que também & linear.

Sejam fe g€ C (R") com £ >0, g>0, 0 <h <fe 0<K<g

Entao 0 <h + k <f + g o que resulta

F+(f+g) > F(h+k) = F(h) + F(k}. Como h e k nas condigoes a-

cima foram tomadas arbitrariamente temos

FY(£ + g) > FI(f) + F (g) .
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Por outro lado, sejam 0 < h < g+ f e k = inf {h,£f}.

Q

Entao 0 < k < £ e g

|v
o2

-k >0

FY(£) + F'(g) > F(k) + F(h - k) = F(h) o que implica

Fr(£) + F'(g) > FH (£ + g

Se f € Co(Rn) ent3ao podemos escrever f = f+ - £ onde

v
(=]

+ £(x) se £(x) > _ -f(x) se f(x) <0
£ (x) = e f(x) =

)
0 se f(x) <0 - 0 se f(x) >0

Entdo FT(f) = F (£7) - FH(£")

+ - , g ~ . n
F & um funcional linear, continuo e nao negativo em CO(R )

Se definimos 'F (f) = F+(f) - F(f) entao
) + - + - . . -~ r
F=F - F comF e F funcionais nao negativos e conti -
nuos. (16)

Entenderemos por Cl(Rn) a classe das fungoes f(x) =

= lim ¢

x) onde .{¢h}h€N & uma sucessdao nao decrescente de funcoes
"ho

h(
de Co(Rn) para as quais existe um conjunto K € BO(RP) e L € R tal

tal que ¢h(x) = 0 para todo x ¢ K e todo h € N e

l¢h(x)| < L para todo x € R? e todo .h € N.

Proposicao 1.3 Cl(Rn) tem as segﬁintes propriedades:

’ n ~ : n
1) Se f1 e f2 € Cl(R ) entao fl + f2 € Cl(R )
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2) Se A & um numero real positivo e fGCl(Rn) entao AfECl(Rp)

3) seja {f,} C Cl(Rn) tal que Ifh(x)l < L para todo

hE€EN
x€ R"e n € N; fh(x) = 0 para todo x¢ K e h € Ne

ainda fh(x) + £(x). Entao f € Cl(Rn).
DEM:

1) sejam ¢, (x) e wh(x) pertencentes a Co(Rn) com
¢h(x) + fl(x). ¢h(x) = 0 para #odo X ? K, e|¢h(x5|iL@
para todo x € R" e P (x) 4+ £,(x), wh(x)'= 0. para todo

- ‘ n
x¥ K, e |y (x)|] < L; para todo x € R .

= - = U
L 2 max( Lo,Ll) e K Ko X

Denotemos £ = fl + f2, 1 e

e pp(x) = ¢p(x) + ¥ (x).
Entao f(x) = lim ph(x)‘bnde ph(x) @ nao decrescente em

. k>

CO(Rn), ph(x) =0 para todo x¥¢ K e hE€N e ]ph(x)l < L para
todo x€ R® e h € N.

Portanto f = f

n
1 + f2 € Cl(R ) .

2) Seja (x) + £(x) onde ¢,(x) = 0 para todo x g K e

*n
h € N, |¢h(x)| <L paratodo x € R e h€EN e

{6y} ey © Co (RM) .

Temos que A¢h(x) + Af(x) pois X > O, {A¢h}h€N C Co(Rn) e
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ainda A¢h(x) = 0 para todo x ¢ K e todo h € N, |A¢h(x)| < .XL

n

para todo x € R e todo h € N.

Portanto MAf(x) € Cl(Rn)

n
€
3) Como fh Cl(R ) escolhemos {¢h'k} + fh tal que
n,., - ' ' 2
¢h,k € Co(R ); ¢h,k(x) 0 para todo x &€ K onde K' e
um compacto contendo K, |¢h KX < n para todo x€ R"
14

e para todo h e k € N.

I3 ' oy n
Defi = . E € C
efinimos ¢S(g) h?ﬁgs ¢h,k(X) ntao ¢S o(R ),
¢s(x) * |¢s| < L', ¢s(x) = 0 para todo X ? K e todo s € N.

~

Valem também as relagoes

< fs; ¢h,s < ¢s paraxtodo h < s. Como fh + £ temos

o que implica 1lim ¢ < 1lim ¢_ < lim f .
] h,s G-+00 S — g->00 S

Logo fh'i lim ¢s < £ para todo h € N, ou seja

g+

f = 1lim ¢_. Portanto f € Cl(Rn).
S->w S .

seja £ € C(R"). Definimos

F(f) = lim F(¢h), onde {4}, cy © C (RN, o t £,

heo
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|¢h(x)| <L e ¢,(x) =0 para todo x ¢ K' e todo h € N.

F estd bem definida, pois se {wh}hGN

n
C C (RY)

Iwh(x)l <L e ¥, (x) =0 paratodo x¢ K e

entao F(f) = lim F(wh)

h>oo

De fato, seja

SN by = inf(é, ,¥, ). Temos para todo h e

(17

-

h €N

)

k € N

e tal que wh + £,

que

by A wkfs_co(nnh | 6, A" ¥, < L, (b, A ¥)(x) =0 para xgK .

Seja h fixo, ¢h A wk converge para ¢h quando k——>w»,

Como a sucessao h%lﬁ wk}kEN . & monotona nao decrescente ,

por um teorema de Dini (cf [5], p. 269) temos que a convergéncia e

uniforme. Analogamente se fixarmos k,temos que ¢h/\ wk + wk uni-

formemente quando h =+ «, Entao 1lim
: K->

h+w

A sucessio Aﬁk = Floy A v, ) é

dois Iindices e entao podemos trocar a

ko k> R . h>o

lim F(kpk) = lim [lim F(cph/\ wk)} = lim

F(opA V) = F(oy)

e -

monotona, nao decrescente ncs

ordem dos limites

[1

im F(¢

)

h A wk)]

= lim F(¢h).

hro
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Proposicaoc 1.4 - F: Cl(Rn) —> R definido pela relagao

(17) tem as seguintes propriedades

1) F(fl+f2) = F(fl) + F(fz) qualquer que sejam f1 e f2 em
n
Cl(R ).
2) F(Af) = AF(f) ohde A > 0 e £ € C (R")

3) |F(£f)] < sup |£f]| v (supp £f) para toda £ em Cl(Rn)

4) Se {fh} h

n »
heny © C1 (R lfhl <L, supp £, CK, £ t+ £

entao F(f) = lim F(fh)
h-»w .

DEM: provaremos apenas o item (4), visto que os outros de—

correm imediatamente .da definigao do funcional F.

Como £, *+ £ entao f - £, > 0 para todo h € N. Logo
F(f - fh) > 0 o que implica F(f) > F(fh) para todo h € N.

Donde F(f) > 1lim F(f

h->o

n -

Por outro lado, pela proposicdo (1.3) existe {¢s}SEN C CO(Rn)

tal que ¢ 3 £, |¢ <L, $ (x) =0 para todo x &€ K e todo s€N
s s! — s

e ainda ¢s < fs’

Portanto F(f) = lim F(¢_ ) < lim F(f_ ), pois F & um funcio-
S+ 8 - g+ 5
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nal positivo, o que conclui a prova.
Observamos que ‘se A & um aberto de R", ent3o ¢A(x) € Cl(Rn).

Podemos entao definir

a(a) = F(¢A(x)) onde A é aberto em R" (18) .

Lema 1.2 ¢+ a(A) definida pela relagao (18) tem as segquintes

propriedades

- .
l) Se A= U A, A € limitado e Ay aberto para todo h ,

h=1 ‘
) ) ‘
a i N =
entao a(A) < hil a(Ah) e ainda se A Ay ¢ para
0
h # .k , a(A) = I afAr)).
’ _ h=1 Ah T~
2) Se Al é-A2 sdo abertos limitados, entao a(Al v Az) +

+ a(a; N A,y = al(d)) + a'(A?_) .

3) Se Ay sao abertos e limitados e A, ¥ ¢ entao
lim a(Ah) = (

h>o

ﬂ n
(x) = 1lim { I On
‘n+» h=l “h

DEM: 1) (x) N 1} e

°a

n
@A) = Flp,(x) = Lm F( T 4y
. n-—+o =

(x) N 1). Mas
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n

n
b3 o, (x) - {2 oa (x) "1} > 0. Como F & positivo,
i=1  Pp i=1  Pn
temos
n n
F( I ¢A (x)) > F(Z ¢A (x) N 1) . Logo
i=1 h i=1 h
n o0
F(¢,(x)) < lim X F(¢, (x)) = L a(a,)
A n+® h=l . h hey o h

N

Se Ay N Ak = ¢ para todo h # k, ' entao

n
L oplx) = iigy S W eI Donde
n N oo
F(¢,.(x)) = lim L F(¢, (x) = Z a(a))
A nve h =1 h=1 D

2) Lembramos que ¢A1UA2(X)+¢A10A2(X)= ¢Al(x) + ¢A2(X)
Entao
F(¢A1UA2(X)) + F(¢AlnA2(x)) = F(¢Al(x)) + F(¢A2(x)), ou

seja, a(Al v A2) + a(Al-ﬁ AZ) = a(Al) + a(Az).
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3) Suponhamos por absurdo que a(Ah) > 2¢ > 0 para todo

h € N. Seja C Co(Rn) uma sucessao com a seguin

{9p hen

te propriedade 0 < 9, < . (x) e F(gh)>a(Ah)-62—h.

T Py

Definimos gﬁ = min {gl,‘gz,...,gh}.

Caso lim ¢, (x) = 0 para todo x € R, entdo
h-o h )
lim g/ (x) =0 e a convergéncia a zero & uniforme.

h>o
- N

g, = min {gy,G,,---,9} < b, =g, + ¢, = g,t...+ -qg, _
h 17927+’ = ¥ay 1% %A, 2 A 1 %h-1
F(g) - Flgl) < €27t + e2 8. 4e2™™l < ¢ | Entdo
F(g)) > F(g,) - €> 2 - ez—h - g, donde 1lim F(g') > € .e

h* = h . - . h»> h' -

isto é absurdo, pois 1lim sup g'y, = 0.
. horo

Seja agora K um compacto em R™. Definimos

a(K) = inf a(A) onde A € aberto e limitado. (19)
AJK . :
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Lema 1.3 - Se A & um aberto limitado e K um compacto

contido em A, entao a(K) = a(A) - a(A - K).

DEM: a) oa(K) > a(A) - a(A - K)

Seja K C A' onde A' é aberto e limitado. Entao

(D

A' U (A - K) DA o que implica . Como F

%aru(a-r)Z %a

positivo, F(opaiu(a-x)) 2 Floy(x)), isto e, a(A' UV (A - K))> a(a).

Logo a(A') + a(A - K) > a(A) ou a(K) > a(A) - a(A - K)

b) a(K) < a(A) - a(A-- K)

Seja {Ah}hEN uma Sucgsséo de abertos convergentes decres

cendo para K e A C A para todo 'h € N. Entao

a(A) + a(A - K) =a(a, U (A -K) +ald 0 (&-K)

fazendo h > ® temos

a(K) < a(d) - a(A - K).

Nota 1.1 - Se K K, sdo compactos disjuntos em R,

le

entao a(Kl U KZ) = a(Kl) + a(Kz). . -
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DEM: Existem abertos disjuntos e limitados Al e A2 contendo

K, e K, respectivamente. Entao

a(Kl) = a(Al) - a(Al-Kl); a(Kz) = a(Az) - a(Az—Kz) e
“(KiuKz) = a(AlUAz) - a[(AlUAZ) - (KlUKZ)] . Mas
a (K UK,) = a(a;) + a(A,) - a(A;-K}) - a(A,~K,), pois

(A; VA, - (K] UK, = (A; - Ky YV (A, -K,)).

~—

Por outro lado temos
a(Kl) + a(Kz) = a(Al) +‘-G(A2) - a(Al—Kl) - a(AZ—Kz)

n

Nota 1.2: Se {Ki}i=l

e uma familia finita de compactos

dois a dois disjuntos contidos em um aberto limitado A, entao

n
z a(K,) < a(a).
i=1 -
: n
DEM: Seja K = U K.,. Como K C A"  temos
i=1 *
n
a(K) < a(A) pois F & positivo. Logo I a(K;) < a(a).
: i=1

Seja X C rR" ~um conjunto limitado.



X e dito o~ mensuravel se

sup a(K) = inf a(A) onde K & compacto e A aberto (21)
KCX XCA

Lema 1.4 : A classe dos conjuntos a -mensuraveis tem as se-

guintes propriedades:

‘1) Se Xl e X2 sao a -mensuraveis, entao Xl - X, e

o -mensuravel

2) Se X = Xh ‘onde Xh & mensuravel para todo h € N ,

U
h
X, "X =¢ para h#keX é limitado, entdo X & men-

suravel .

3) Se X =UX_onde X & mensurivel para todo h € N' e

h h \h

X & 1limitado, entao X & mensuravel

DEM:1)ée clara

2)para todo € > 0 e todo h € N, existem Kh compacto e

Ah aberto com Kh c Xh C Ah tais que a(Ah) - a(Kh) <

< eZ—h.

Para os conjuntos abertos vale a relagao a(U AZ Za(hy) e
. ~h h
como os compactos K sao disjuntos, pois sao disjuntos os Xy, po-

demos escrever
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h

QR
oy
(o]
=
p‘v
|
Nes
[e]
=

Se m é suficientemente grande temos

m © m
U - = -
a( Ah U Ky a( U Ah) (h:lKh) < hil a(Ah) hila(Kh)
o ©0 -] ) . -] : "h ‘o0 !
= Z a(Ah) - % a(Kh) + X a(Kh) <e I 2 + X a(Kh) < 2¢
h=1 h=1 h=m+1 h=1 h=m+1l

~

3) E consequencia imediata de (1) e (2)

Teorema 1.3

r, - . . ) n ~ -
- Os borelianos limitados em R sao o—-mensura-
veis. .

DEM: Seja B € BO(Rn). Pela observacao (1.5) dado & > 0 exis
tem um aberto A

e um compacto K€ com Ke C BC Aé e a(A - K )<e

Como € & arbitrario, segue-se que B & mensuravel.

Definicao 1.5 - Seja

X C Bo(Rn). Chama-se o-medida de X o.

nimero o (X) = sup o (K) =

= inf a(A) onde K & compacto e A é aberto (22).
KCX XCA .

Finalmente,provemos que para toda

temos F(f) = jfda.

’

f € Co(Rn) com £ >0
(23)
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DEM: Seja A, = {x € R®: 0 < £(x) < he}onde e = -Tax t(x)

onde N e um inteiro positivo.

A € um conjunto aberto e além disso,

N .
0 < f(x) - Z (th=-1L1¢€(($d, = ¢ ) L€ ;

h=2 By By

sao fungoes de

. N . N
f(x) + £ (th -1) € ¢ e LI € ¢A

h=2 ' Bh-1  n
. n
¢, (RY).

N ’ N
Z (h-1) € ¢ ) + F( L (h=-1) € ¢

h=2 A1’ . h=2 Ay

Entao 0 < F(f+ ) < ey (K'")

onde K' & um compacto fora do qual as duas fungoes se anulam.

N
P>

Portanto 0 < F(f) - (h—i) e a(pr -A _4) <€ vy (K')

h=2

Mas vale também a relagao

(h-1) € a(a, - A, _;) < €Y (K')

o2

0 < dea -

h=2

Comparando as duas ultimas-expressoes e notando a arbitra—
riedade de & temos

F(f) = dea .



Se f nao for positiva, basta decompormos em f = f - f .
Provemos agora a unicidade da medida a.

a) uma medida o > 0 & determinada por seus valores sobre cs

abertos. Para um compacto K, o(K) = inf a(A) onde A é aberto. E
KCA

vice-versa, para um aberto A, ao(A) = sup a(K) onde X é& compacto.

. KCA

Os conjuntos X o-mensuraveis sao tais Jue

sup a(K) = inf a(A) e constituem uma familia fechada com
KCX XCA

respeito 3 unido enumeravel, intersegdo enumeravel e complementar. (24)

Recordamos que . Bo(Rn) € uma familia de conjuntos q-mensu-
raveis. -
b) Uma medida & > 0 & determinada pelos valores de J gda

para toda g € Co(Rn).

DEM: Se A &€ um aberto fixo, a(A) = J¢A da > Jgda para toda

g tal que 0 < g < ¢A’ e portanto

a(A) > sup I gda (25)
09205
-Por outro lado a(A) = sup oK), K compacto. Existe
KCA .

g € Co(Rn) com a propriedade ¢k 292 dp- Para tal g resulta

Jgda > J¢k da = a(K). Donde
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sup a(K) < sup Jgda r g€C (R™) (26)
KCa 0<g<o, 0 .

Das relacgoes (25) e (26) temos

a(A) = sup Jgda , g€ C_(R™)
0<g<, /7 °

Corolario 1.1 - Se o e B sao duas medidas nao negativas tais
que _ . )

Jgda = JgdB para toda g em CO(Rn) entido a = B

e

DEM: >Seja A um aberto -..

a(A) = sup Jgda = sup JgdB = g(A)
02929, 0<92¢p

c) Sejam a e B duas medidas tais que ‘Jgda = Jgds para toda

g em Co(Rn). Entao o = 8

DEM:

B Jg(da+ - da’) = Jg(d8+ - dB_) ou

Jg(da+ + ds—) = Ig(d5++ da ) pa;a toda g € Cé(Rn)

pelo corolario (1.1) a+ + B- =q + 5+, isto e
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Obs 1.6 Se F(g) = jgda para g € Co(Rn) entao
/

F+(g) = Igda+ para toda g € Co(Rn) (27)

+ .
DEM: F e funcional linear e limitado. Pelo teorema de

-

Riesz temos F+(g)=JgdB com B >0

Se A & um aberto,

B(p) = sup F+(g) = sup sup F(f) = sup F(f) =,
02929, 02924, 0<f<g 0<£<9,

= sup dea < a+(A). Logo B < at L

0<f<d, e

Consideremos o funcional

(F+ - F)(g) = Jg a(s —'a+ + a ). Pela unicidadevdo teorema

de Riesz sendo F' - F > 0 devemos ter B - ot 4T > 0 e recordan

+ - A .
do que o e a tem suportes disjuntos verifica-se que

8- at > 0. Donde 8 = o

— —

Para F temos que F =F - F. Se g >0,
F (g) = F (g) - F(g) = sup F(f) - F(g) = sup F(f-g) =
0<f<g - O0<f<g
= sup F(y) = sup (-F) () .

ALY 0<y<g
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Se A €& um aberto, entao

a (A) = sup (-F(g)) = sup F(g) e portanto
0<9<¢p ~$,<920

temos a seguinte caracterizagao:

la](a) = et (a) + a”(a) = sup {F(g), |g| <1, g€ Co(Rn), onde

A & um aberto em Bo(Rn). (28)
Obs 1.7 - Se a & uma medida em R com a > 0, entao pa-

ra a integral associada a a valem as mesmas propriedades da medida

e integral de Lebesque. ' BRI

-
Se o uma medida qualquer, se mantem verdadeiros os seguin-
tes resultados

a) Se f_ & uma sucessao de fungdes a-mensuraveis com £ _ <

n

< fn' £f > 0 para todo NEN e se lim f_ = f entao

n fhe D

dea = lim I f_ da.
n-co n

b) se £ € uma sucessao de fungoes |a| mensuraveis  com
lim £ = f |a| g.t.p e |[£ ]| < g comg mensuravel, entao.
now D , n' -

jfda é lim an‘da .

n->-o
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Demonstremos (b)

Sejam {an} sucessoes de numeros reais.

neN- e {bn}nEN

Entao lim inf(a_-b_) > lim inf a_ - lim sup b e
n-+o non n-o n n->co n

lim sup(a_-b_) < lim sup a_ - lim inf b_ .
n->o nn = e n n->o n

Destas duas relagoes decorrem

Co _ + -
(i) 1lim 1anfn doa = 1lim inf( an.da an da ) >

n-ro n->oo

v

lim inf an dot - lim sup jfn da” > dea* - dea- :

n->o n->o

O 1 - . -
(ii) lim sup an da = lim sup(Jfn da jfn da ) <

n->oo n-roo

< 1lim sup an dot - 1lim inf an do~ < dea+ - dea_

n->-oo n->o

de (i) e (ii) segue que dea = 1lim an~da .
n-*co

Enunciaremos dois teoremas gerais da teoria da medida, que
sao fundamentais no estudo das propriedades gecmétricas da frontei-

ra de conjuntos de perimetro localmente finito.
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Teorema l.4 - (Radon-Nikodym). Sejam o e u duas medidas em

R® com 1 > 0, tais que |a(B)| < n(B) para todo B € Bo(Rp) .

Entao existe uma fungido f nao negativa e mensuravel defi=

nida em R" tal que

a(B) = J £(x) d,(x) para todo B € Bo(Rn)
B

DEM: (c.f [9] , ps 238-240)

Teorema 1.5 - (Lebesgue - Vita}i). Nas mesmas hipoteses do

teorema (l1.4), se Bp(x) é a esfera de centro x e raio p, entdo

a (B _(x))
f(x) = 1lim _r -, K. g.t.p.

p>0" W8, (x))



CAPITULO 1II

CONJUNTOS DE PERIMETRO LOCALMENTE FINITO

Seja B um boreliano de R" e ¢g (%) sua fungao caracteristica.

Para toda g € Co(Rn) consideremos o funcional

B(g) = { g(x)dx = Jg(x)¢B(x)dx (29)
B )
g > B(g) @ um funcional linear sobre Co(Rn) e conti-
nuo no sentido que |B(g) | < max |g] med (B N supp 9) para toda

n R
g € CO(R ) . . . |

Denotaremos Cé(Rn) o conjunto das fungoes f: R — > R,
tal que supp f & compacto e as primeiras derivadas parciais de f sao

continuas.

Se g € Ci(Rn) podemos considerar o funcional

Bi(g) = B(Dig) { Dig(x)dx onde i=1,2,...,n (30)
B

g ———> Bi(g) é um funcional linear sobre Ci(Rn).

Definicdo 2.1 - O conjunto B tem perimetro localmente fini-

to em Rn, se para todo i, tal que 1 < i < n vale a relagado



|B; (9) | < max [g| v (supp @)
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para toda g em Ci(Rn). (31)

Exemplo 2:1 — Um semi-espago em R® & um conjunto de perime-

tro localmente finito

n

: n
DEM: Seja S ={x€ R: ¢ a

1
Para tod§ g § CO(RP), Sl(g) = S(Dlg) ={ Dlg(x)dx

entao Sl(Dlg)

PO

- , -

. 1, . n

Mas { Dlg(x)-dxl = 0 pois g € CO(R )
~C0

Se al >0 temos

S(Dlg) = dx2...dx (Dlg(x)dxl

n-1 n

R
x,<(b- &
1 1=2

-aixi)a

-1
1
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n

: -1
g[(b-iz‘,=2 a;x5)a;™y Xpseea,x ] dx,...dx = g(x)a,d(3s)

n-1 |

R 9S8

Para al < 0 o resultado & o mesmo.

Concluindo temos

A

| J D,9(x)dx | < max |g] med _,(35 N supp g), e com argu-
g !

mento analogo

| J Dig(x)dx | < max |g] medn_l(as Nnsupp g) , i =1,2,...,n.
S - T

-

Exemplo 2,2 : Seja»B um boreliano de R® para o qual & vali

da a formula de GREEN, isto é&:

J Dig(x)dx = - J gvy d(3B) para toda g € Ci(Rn) (32)
B 9B

onde v = (vl,vz,...,vn) & o versor da normal interna a 9B.

Entao B tem perimetro localmente finito

DEM: IJ Dig(x)dx| < max |g| med _,(3B O supp g) para toda
B

g € Ci(Rn) .



35

Definigao 2.2 - Os conjuntos de perimetro localmente finito

em R® s3o os borelianos B para os quais existem n medidas

al,az,...,an tais que

[ ¢B(x) Dig(x)dx = —l g(x)dai para toda g Ci(Rn) e 1<i<n (33)
n n '

R R

O teorema de Riesz mostra a equivaléncia das definigoes
(2.1) e (2.2).

De fato, se IBi(g)I < max|gly (supp g) para toda g € Ci(Rn),

existe uma tnica medida a, (para cada 1 < i < n) tal que

i

Bi(g) = J Dig(x)dx =,{, Dig(x)dai==-J gdai pois g € C%(Rn)
B -

Por outro lado se Bi(g) = - J gdoci para toda g € Cf(Rn),
' n

R

entdo [B, (g)| 2 max lgl{o) (supp 9)

Obs.2.1: Os suportes das medidas S l1<i<n, estao

contidas na fronteira B.
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DEM: Seja A C R" - 3B, A aberto. Entio

I Dig(x)dx = 0 para toda g € Ci(Rn) com |g| < ba
5 ,

Portanto at (a) = sup gdai =0 e
* 0<g<¢
AT
a; (A) = sup { - {gdai} =0, o que implica .
o<g<¢A J
e . . )
la, [(B) = ai(Aj =0 para 1< i <n .

Podemos entao reescrever a relacdao (33) na forma -

~

J Dig(x)dx = - J g(x)dai, 5. = 1,2,...,n e gE€ Cg(Rn) . (34)
B B . :

Em alguns casos, torna-se util, caracterizar os conjuntos

de perimetro localmente finito da seguinte maneira.

Teorema 2.1 - O conjunto B tem perimetro localmente fini

to em R" se e somente se existe uma sucessio {wh}hEN c Ci(Rn) '

0 <y <1, tal que para todo h € N e todo compacto K em R" va-
— 'h —

lem
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lim J |¢h(x) - ¢B(x)|dx =0 (35) e

h+o

J lth(x)Idx < v (K) onde DYy, € o gradiente da funcao Wy (36)
K . .

DEM: a) Se existe uma sucessao {y,} C Cl(Rn), 0 <y, <1,
h heN o — *h — =~

que satisfaga as relagdes (35) e (36), provemos que B tem perimetro

localmente finito.

Para toda g € Ci(Rn)}

J Dig(x)dx = J ¢B(x) Dig(x)dx = iigj.wh(x) Dig(x)dk .
B ‘

Integrando por partes e observando que g € Ci(an temos

I Dig(x)dx=-lim Jg(x)\Diwh(x)dx . Portanto’
B

ho>eo

J D, g(x)dx g max lgl 1im inf J | th(xﬂ dx ¢ max |g| y(supp g)
B - e supp g

"b) Provemos que se - B tem perimetro localmente finito,

existe uma sucessao {y,} c Cl(Rn) com 0 < < 1 ; satisfazendo
h o S ¥bp ’

hEN

as relagoes (35) e (36).

Seja t(x) € CL(RM); t(x) > 0; supp t(x) € {xe R',|x| ¢ 1}

eJ T(x)dx =‘1
o~
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Seja Th(x) = h" t(hx), h €N

Observamos que J T(hx)dx = 1 para tecdo henN.

Rn

Definimos

b (1) = [
: n

T (¥) dgix-y)dy = J T (X-¥) ¢5 (v) dy
JR

Rn

Para todo h € N temos wh(x) € Ci(Rn) e 0 < wh < 1, pois

wh(x) = J

rh(x—Y)¢B(y)dy = J rh(x-y)dy= J Th(x—y)dy :
B

R® ' . BNsupp Th

iJ Th(x—y)dy < [ ‘rh(x—y)dy = 1, onde observamos que
~ JBnsupp T rR® '

1

supp T, C {x € rR", x| < —— } (c.f.[41, p. 377).

h

Para a continuidade da demonstragao necessitamos do seguin-

te resultado.

& continua. Seja

Proposicao 2.1 - Seja f € Ll(Rn) e K um compacto no qual £

{0 ken
—> R , tal que

uma sucessao de DIRAC, isto é ,
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(1) ¢k € Ci(Rn) e ¢k >0 para todo k € N.

!
-

(2) [¢k<x>dx =

(3) supp Oy é compacto e dado § > 0, supp ¢kC3{x e R ,

| x| < 8§} para k suficientemente grande

Entao ¢k(y) f(x-y)dx converge uniformemente a f em K.
R® | |

\\

DEM: (c.f [4] , p. 377)

Da proposigao (2.1) segue imediatamente que para todo K com

pacto em Rn, temos lim
h->o

J iwh(x) - ¢§(x)| dx = 0.
k : .

Retomando a prova, ressaltamos que

d - _ 3

TL(x-y) =- ——— 1,.(x -vY)
h h
- axi ayi
0 se x ¥ XK ou Diwh(x) =0
Seja eﬁ(x) = 1 se D wh(x) >0

- 1 se Diwh(x) <0



40

Como todas as fungoes que necessitamos pertencem a Ll(Rn)

temos

ei(x)Di¢h(x)dx=fK deei(x)¢B(y)—§%——[Th(x-y)] dy =

]Kloiwhldx = f :

K

d
Byi

Jsi(x)rh(x—y)dx) = -J 5%; (Jei(x)rh(x—y)dx)dy <
B .

= -[og (ray(

< Iail(Ki) onde Ki = {x € Rn, d(x,K) < i}, pois B tem perimetro ilo

calmente finito

Portanto f Ith(x)Irdx < ¥ (K) para todo h € N.
K | ) S

;

] . - n ' .
Indicaremos com dc(R ) a classe dos conjuntos de perime-

1

tro localmente finito em R%.

Proposicao 2.2 - T c(Rn) tem as seguintes propriedades

lo

N =
_ 1) se Bl e B2 pertencem a LY C(R ) e Bl B2 ¢ entao

By U B, € iy (R
'
2) Se By e B, pertencem a wloc(Rn) e B;CB, entao
B, - Blypertence a nloc(Rn)
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0 _ .
3) Se Bl e Bz pertencem a "loc(R ) entao BlﬂB2 pertence a

n
“loc(R )

n ~
U
4) Se Bl e B, pertencem a “loc(R ) entao B1 B2 pertence a

n
"rloc(R )

DEM:

I)J Dig(x)dx = [ Dié(x)dX+I Dig(x)dx =I¢Bl(x)Dig(x)dx+J¢B2(x)Dig(x)dx=
B.

U
B By 1 "By

- - Jatangey - [otane,
. J S iTBy By s

;

Nota: Como B1 € ﬂloc(Rn) existe uma uUnica medida a tal’

i i
que ( D.g(x)dx = - J Q(x)da. e analogamente existe uma uUnica ne
g, t 3B 1 -
1 1l
dida \f tal que J Dig(x)dx = - [ g(x)in
By 3By
E frequente o uso da notagao dai = Di¢Bl e in = Di¢B2

sao respectivamente as medidas derivadas de ¢B

Qnde Di¢B e Di¢B 1

1 2

e ¢ no sentido de distribuicao.
5 :



B,-B

271 2 1 2

+I g(x)d&i = - Jg(x)d(a - &i)
aal

3) Lembrando que ¢BlﬂB2 = ¢Bl-¢B2, sejam‘{wh}hEN e {xh}hGN

sucessoes de Ci(Rn) com 0 <y <1l e 0 <X <1 tais que

todo h em N e todo compacto K em Rn,

lim I . = ¢, ldx = 1lim [Xxu? ¢, |dx = 0
hveo JK h 7By howf B B2

Jloxp'h(x)ldx.f_ y(K) [lDXh(x)[dx < Y(K)
K ' K

Entao resulta:

hyo

K

pois

P X = b, b, | < | X - b |+ (P = 0n | e também .
l h“h Bl BZ - h B2 h Bl

2) Dyg(x)dx = J Dig(x)dx - J Dig(x)dx = -I g(x)dai +
B B 9B

42

duas

para-

lim J|¢hxh - ¢B1¢B2 | dx = 0 para todo K compacto em R® '
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J |D¢hXh(X)|dx < Y(K) + Y(K) para todo K compacto em R".
X :

pois thxh = wh D xh + Xh th

4) Resulta de (2) e (3) observando-se que B 5

UB =[B

1VB> (B,NB,)1VB

1 "

Veremos agora uma nova definicao de conjunto de perimetro

localmente finito.

Definicao 2.3 - Seja B um boreliano de R™. Dizemos que B &

um conjunto de perimetro localmente finito se e somente se para qual

quer K € Bo(Rn) temos

sup fI'Dig(x)dx,,q € Ci(Rn), lgl < 1, supp g € K} < + o

B

Mostremos a equivaléncia entre as definicoes (2.1) e (2.3)
a) (2.1) implica em (2.3)

. n 1, .n
Sejam K € BO(R ) e g€ CO(R ) com |[g] <1 e supp g C K

Como' B tem perimetro localmente finito em Rn, temos para

1 <ic<n, |J Dig(x)dx| < max |g| vy(supp g), ou ainda ,
B

D.g(x)dx| < y(K) o que implica D,g(x)dx < v(K) < + =
i = i =
B - ) . B '
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Logo sup {J D,g{x), g € Ci(Rn),Igl <1, supp g € K} < Y(K) <+ =
5 ‘

b) (2.3) implica em (2.1)

Seja g € Ci(Rn), gl < 1. Como supp g C Bo(Rn) temos

J~ Dig(x)dx <+o para l <i <n. Mas
B A

J— Dig(X)dX = —J . g(X)dq)B - —J q(x)d¢B < 4 o Logo

R™ . supp g

l[ D, g(x)dx| = I-J g(x)deg| < max|g|y(supp g) < y(supp 9)
B supp g -

-

Seja agora é € Ci(Rn), g arbitraria, com |g(x)| > 1 para
algum x € R™.
Como supp g é um compacto, temos que |g(x)| assume um maxi-

mo em supp g.

. . : - g (x) l,.n
Consideremos hi(x) = —ﬁgngT— . Temos que h(x) € CO(R ) R
lh(x)| <1 e supp h = supp g.

Entao |J Dih(x)dxl < y(supp h), o que implica
s .

II max|g| Dih(x)dxl < max |g| vy (supp g), isto &,
B .
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IJ Dig(x)dxl < max|g| v (supp g) para 1 <i < n.
B

Podemos reescrever a definicao (2.3) da seguinte maneira

Definicdo (2.3)' - Seja B um boreliano de R". B & um conjun

to de perImetro localmente finito se e somente se para qualquer

K € Bo(Rn) temos

. 3
sup'{Jdiv g(x)dx, g, € Ci(K),xlgl <1} <+ = onde por g,
B

entendemos a i-é&sima componente da funcao vetorial g.

Indiquemos por Iail a variacao total da medida ai' definida

de

{ D,;g(x)dx = - Jg(x) da; e com la] a variagdo total da medi
B aB

da vetorial (al,...,an), isto &, a funcao de conjunto

~—

lal(Bi = sup { ﬁ la(®B )}, B = ﬁ By » ByNB, = ¢ para h # k} (;7)

Proposicdo 2.3: A fungdo |al definida pela relacao (37) &

, n
uma medida em R .
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h

: j = U
DEM Seja B Bh’ B kT ken

MB, =¢ seh #k e {c } uma parti
h

¢ao qualquer de B. Notamos que {Ck N Bh}g € uma particao de B, -

- a, (C)
oy la(c) |
Seja g, =
» 0 se a(Ck) = 0
- n i g
Entdo |a(c.)| = Iooey a; (C.), donde
- i=1 .
I l n 1 n i
"L ja(C)} =1L z e, a.{(C ) =1L L €, L a,(C, NB ) =
X Y O S S U5 B e
o ) - | |
=% I I era,lc, NB) =1 Zla,(c, NB)| <
k h i=l k i 7k h k h * k h*
T I Jafc, n B < zlaf(B ).
k h k h ~ h h
Como  {Cy }y ey é uma particao arbitraria de B, temos

lal(B) < = |a](B.) .

Por outro lado para todo e > 0, existe uma paftigéo de Bh’



-h
€ xtken tal que [a(B| < I fa(q 0] + =2

Mas {C, ,} & uma partigdo de B e portanto
14

fal(®) > Z Jatc, )| =2 £ la(c, )| > zla](B,.) - ¢
~ h,k h,k h h,k - h
‘Donde |a] (BY > I |(Bh), o que conclui a demonstracao.
h

Pelo teorema de Riesz (ver relacdo (28)) temos que se A & um

_ aberto limitado entao

Iail(A) = sup{ I Dig(x)dxa gecg(A);lglfl} + o , (38)
B

0 que nos permitird a seguinte proposicao

Proposicdo 2.4: Seja A um aberto limitado em R". Ent3o

o] (a) = sup{[ div g(x)dx, gieci(A), lg] <1} + e (39)
B ' :

DEM: dado € > 0, existe uma particao finita de A, {Ah} ,

h=1,2,...,v de conjuntos de Borel e existem pontos Xy € Ah tais

que

gi(xh) ai(Ah),— €/n o que implica

fgidai b N -

<

h
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\Y n

g,da, <- I Zg()a(A)+e'i

|
W1

<

h

I

) lg(x) [a(a) | + e < zl laa) | +e < faj(a) +¢
h=

Entao sup j div g(x)dx < |o|(A) para |g| <le g; € Ci(A)
. 5 ,

Por outro lado, dado € > 0 existe uma partigao finita {B,},

la(Bh)I + €

N~
=

h=1,2,...,v de A tal que |a|(A) <

o, (B,.)
i b se a(Bh) # 0
REEY
Seja € = .
0 se a(Bh) = 0
: _ n i
Notamos que Ia(Bh)I = E ey 94 (By) -
i=1
o lal@) £ T lam| te= I 3 ek
Entao Jal(A) < T a(B, )| +e= % T e. a,(B) + e =
~ hn=1 h h=1 i=1 » 1B

= £ (L e a,(B)) + ¢
i=F h=1 D 1B
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v
Seja 'gi(x) = I

€4 ¢B (x). Para cada 1 <i <n , gi(x) é

2
uma funcgao escada que verifica a relagao gi(x) < 1.

(=

i=1

Entao existem fungoes ¢i € Cé(A), 1l <i <n, verificando a

mesma relagac e tais que

=
[
—
Q
u
R
.
A
e
it
Sy
©
[
ol
QR
o
+
Y]

Portanto

n n ' ’
la] (A) <& Jgidai +€'§J L ¢,da +2e < supI div g(x)dx + 2¢ ,
B

0 que conclui a demonstragao.

Nota: Se A & um aberto limitado de R®, concluimos através da

relagdo (34) que la] (A) = |a| (A N 3B)

Definicao 2.4: Sejam B um conjunto de perimetro localmente

finito em R™ e A um aberto limitado em Rn.

O nimero |a|(A) & dito o periméetro de B em A.

Nota: Denotamos também |a| (A) = P(B,A).

Portanto

P(B,A) = sup {J div g(x)dx, g, € C%(A), lgl <1} < + o .
B \
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Nota: B & relativamente compacto em A, se B C A, B & aberto

em R® e B é compacto com dist(B,3A) > 0, onde 0JA & a fronteira to

pologica de A. Denotamos BCCA.

Teorema 2.2 (compacidade): Seja {Bs}sEN uma sucessao de con
juntos tais que »P(BS,A) < c(A) <+ » para todo ACC Q@ onde @ &
aberto em R". Ent3o existem {Bs } e um conjunto B tal que para

: . : j JEN
todo K CC Q@ resulta

jreo

lim[ Iq)Bs _ ¢p |dx =0 (40)
j .

: ‘cC i i .
DEM: para A Q fixo, existe {Sj}JGN

+ tal qgque ¢B con
S.

1 - ]

verge em L7(A), isto e, .

lim ¢ - ¢ dx = 0
j o { l st Bst! (41)

A

De fato, seja wh s(x)= J rh(x-y)dy e rh(x) = n" 7 (hx) com
B ,
S

heN, t(x) >0, teC (R, supp 1 {x& R, |x| <1l}e J 1(x)dx=1.

Rn
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Temos que ¥, € infinitamente diferenciavel e a sequéncia
7

{wh s} converge uniformemente para ¢ em todo compacto K C @,
14

B
S
e -1 |
Assim ! I¢Bs. Yy y | dx <h = n. c(a;) e
A 3
. -1 =
J by, ¢ - ¢ | dx <hn. c(a)) '(42)
At St

Como {wh s} € equilimitada , pois para todo hes em N
. ’

lwh,sl <1 e equicontinua em A, pois‘Lwh’§(x)—wh’s(y)_5Ix—y].n.c(A)

para todo x, y em A; pelo teorema de Ascoli, existe {S%}iGN tal

que converge uniformemente em A.

{wl,si}iEN

2

. 1 .
Com o0 mesmo argumentoiex1ste {Si}ieN C {si 1N tal que

2}

R
2/85" jen

converge uniformemente em A.

. m m-1
Em geral existe {si}iEN C {si .}iEN tal que {wm’s?}

i€ N
converge uniformemente em A.

Entao a sequéncia {wm si} converge uniformemente emA
oo ITi ieN

para todo indice m. (43)



+ { lwh’st - ¢p | ax
A - -5t

Assim a’ relagao (41) segue (42) e (43). Portanto para

ACC Qg existe is'}jEN tal que ¢5 converge em Ll(A).

J
%5

RPor outro lado, tomando uma particao de Q da seguinte for-

e = U . C = .
ma Q o1 A com An, An+l e Al A obtemos dque enm | Al
. 1 e 1
existe {sj}'rtal que ¢, 1 converge em _L™(A;), generalizando ,
Sa ’ '
j . ;
em An existe {s?}-ftal que ¢B converge em L™ (A,). Tomando a
' - sh
sequéncia diagonal, em A existe ’{sg} +  tal que ¢B converge
sh
n

1
em L (An).

Como para qualquer K CC @, K C An para algum n, temos que

se ¢B converge em Ll(An) entao ¢B converge em Ll(K) o
sn - n '

S
n

gue conclui a prova.

Obs 2.2 : Uma sucessao de conjuntos converge a

1

B em Lloc(Rn) se para todo K compacto em Rn, temos
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Veremos agora como calcular o perimetro de B em A. mediante

fungoes regularizantes que aproximam ¢B(x).

Teorema 2.3 (Semi-Continuidade). Se {wh}hEN c Ci(Rn) con-

1

verge a ¢B em Lloc

(R™), para todo aberto A €€ R® temos

P(B,A) < lim inf J lowh(k) | dx (44)
h>o '
- A
DEM: Sabemos que P(B,A) = |al(a) = supf“Jdiv g(x)dx ,
1 , B |
g; € c@), lgl <1}, 7,

Entao basta provarmos que'[ div g(x)dx < lim infj lth(x) dx
| h-o :
’B A

para toda g, € Ci(A) com |g| <1 e supp g C A.

A hipotese nos diz que lim J Iwh(x) - ¢B(x)|dx =0, o que
- h‘*‘”
. A

implica

n h->o

J div g(x)dx = J .¢B(x) div g(x)dx = lim J wh(k)div,g(x)dx
B . R A

Integrando por partes temos
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. n
lim I wh(x) div g(x)dx = 1lim - J z
h->o i=

L g; (x) D,y (x)dx <
A A

< 1lim inf J'lth(x)[dx . Portanto
h-o A

P(B,A) < lim inf J |Dy, (x) |ax
h+o A

Obs. 2.3 : Seja T(x) € CL(R"), T(x) >0, supp T(x) C

cC{xe R®: x| <1le J T(x)dx = 1. Seja ainda T, (x) = h" 1 (hx) .Por
n . .
R el

!Dh(x) =Ty % ¢B entendemos -

b (1) = [ T () 6 (x-y) dy [ r, (x-y) by (y)dy
n - n

R R
Lembremos ainda que 0 < lph <1l e wh S C;‘(Rn) para todo heEN.

Teorema 2.4: Seja y, =T, % ¢ para h € N. Entao para o

do K CC Rrl temos

lim sup [ Ith(x)]dx_f la] (K).

h-ce

K | ‘ -
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DEM:

J Ith(x)ldx = sup{ I
K K

o~

gi(x) Di¢h(x)dx,

i=1

.
9; € C/(K), |g| <1}.
Seja g; € Ci(K) fixa. Entao

J g; (x) Dy (x)dx = I gi(X)(—fij— [th(x-y)¢B(y)dy)dx =
K K *

= J ¢5(y)dy J g, (x) 7 (x~y)dx =\:‘I_—§%7~(J Ty, (x-y) g, (x) ax) dy .
K ~ . h-ug

B

Seja € > 0, para h suficientemente grande a fungao

J rh(x—y) gi(x)dx pertence a Cg(Ke) e ainda
K

™3

(J Ty, (x-Y) gi(x)dx)2 <1 para todo y € rR? .
i

1 R

Portanto J |th(x)]dx.j |a| (X.) para h suficientemente
K i

grande -e da arbitrariedade de € temos a conclusao.
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Obs. 2.4: Dos teoremas (2.3) e (2.4) segue que se A €& um

conjunto aberto de R" e Y = T * dpv entao

|d|(A) < lim ian |D¢h(x)|dx <

h-+o

A

< 1lim sup I.lth(xﬂdx_j la| (A) .
h A B )

EﬁEpartigular se
la](3n) =0, (46)

temos a relagao

la](aA) = P(B,A) = lim J )th(x)}dx (47)
A

hoveo



CAPITULO III

CONJUNTOS DE PERIMETRO FINITO

Definicao 3.1: Seja B um boreliano de R®. B & um conjunto de

perimetro finito se

Ta] (R™) = suptj div g(x)dx, g; € Ci(Rn),lg[ < 1} <+ (48)
_ B '

AN

Chamaremos perimetfo de B e denotaremos P(B) © numero

lal (Y = |al(eB). . e

Teorema 3.1:,Seja B um boreliano de R" e by = T, ¢B'onde

h € N, - -

.

B tem perimetro finito se e somente se

lim [ ]th(x)|dx < 4+ o . (49)

he Rn

Temos ainda que

P(B) = lim J Ith(x)ldx (50)
h>» | _n : :

DEM: pelo teorema da semi-continuidade temos
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la| (R") < lim inf I IDYy (x) |ax
n+o RN '

Pelo teorema (2.4) temos lim supJ [th(x)ldx < lal(R™).
n->o Rn

Portanto. |a|(R™) = lim J lth(x)idx
o

hro

.Obs.3.l'— Se B & um boreliano de R" para o qual vale a fdér-

mula de GREEN, entao

- ‘P(B) = a4 H 4
9B -
. . . n . -
DEM: ' .sup Jdiv g(xybG=sup Z, J 9y Vi d Hn-l =J d Hn—l
Iglf_l B Ig]ill=l BB ‘aB

Provaremos agora um teorema "Tipo Fubini".

Teorema 3.2: Se B € g(R™) tem perimetro finito em R? =

= R™ x Rn-m’ entao pafa quase todo y € R o conjunto
By = {x € Rm; (x,y) € B} tem{@erimetro finito em R® e é
valida a relagao
J P(B )dy < P(B) o (51)

Rn-m
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DEM: Seja Y, = Ty * ¢gi entao

h+o

P(B) = 1iml |th(x,y) dx dy e gquase para todo
R

(x,y) € R®" x R"" ™, 1im by (X,¥) = ¢5(x,y) .

h»>o

m

Entao para quase todo y € R” s wh(x,y) considerada ape-

nas como fungao de x converge para quase todo x € R para a fungao

¢g (x,y) = ¢B§x)-

Portanto pelo teorema da semi-continuidade

P(By) < iig inf.JRnle whﬂffy)ldx

Por outro lado a fungao P(By) & integrivel em R T,

m~‘
1, m
De fato,P(By) = sup {J¢B(x,y)i£l Digi(x)dx, g; € CO(R ), gl < 1}

Sejam S, = {x € R", |x] < kx, k € N} .

Como para quase todo y € Rn—m' wh(x,y) converge para ¢B (x) -
. - y

1 n '

em Lloc(R ), temo? .

ID¢ (x) |dx < lim inf j ID_ ¥, (x,y)]| dx
Jsk, By osoo Sk X "h

.Por outro lado obtemos
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lim sup J lewh(x,y)Idx < J |D¢B (x) |dx

h-»>o Yy
Sg-1 Sk
Mas 1lim IDd., (x)dx]= Dé., (x)|dx = P(B )
Koroo By l By I y
S R™
k

Portanto P(B ) £ 1lim lim inf ID wh(x,y)[dx <
Y k+o hooo x -

Sk

< lim lim sup J |D wh(x,y)ldx < P(B. ), o que prova ser
k+m h> X - Yy ;
, Sk
P(By) uma fungao integravel para quase todo y € RO,

Pelo lema de Fatou podemos escrever

;

I P(B )dy < lim 1nf[] D wh(x,y)ldx < llmI [th(x,y)dx dy = P(B) .
. n

Rm n-+o R h-+

Definiciao 3.2: Seja B € B(Rn). A frenteira essencial de

B(ﬁ B) @ o conjunto de pontos x € R® tal que para todo £ > O,

med(B N Szkx)) >0 e med(B N Sz(x» < med(SL(XH (52)

onde

S,(x) = {y € R ly - x| < &}.
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Veremos uma maneira de calcular o perimetro de conjuntos bo

relianos na reta real.

Teorema’3.3: Seja B € B(R) e P(B) < + =, Se XysXgreeor X

sdo pontos distintos de FB entio
P(B) > k (53)

DEM: Seja {wh}hEN C Ci(R), 0 < wh <1, wh convergindo a

em Lioc(R) e lim J Ith(x)Idx_= P(B) - ’
R

¢
B h-»>oo

N

Sejam Sl’ Sz,...,Sk integvalos dois a dois disjuntos de

centros xl,xz,...,xk respectivamente.

Para 1 < i < k, existem em Sy dois pontos que indicaremos

1 2 . 1 . 2
X, e x, tais que lim ¢y, (x7) =1 e 1lim ¢, (x;) =0
i i oo h i hosoo h'7i
Entao 1
e A ok Xy
DY, (x) jax > = | |Dy, (%) |ax| >
- h - h
i=1 >
- R X
: i
> g |, ( Ly - (xz)l Fazendo h » =, temos P(B)>k
_— - wh xi wh i ) . » ’ Tiw.

i=1
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Obs. 3.2: Seja B E€ B(R) e P(B) < + ». Se FB & constitul

da exatamente de k pontos entao
P(B) =k (54)

Obs. 3.3: Se B C R é& uma semi-reta entao P(B) = 1. Se

B CR é& um intervalo limitado (aberto, fechado ou semi-aberto) en-

tao ' P(B) = 2.



cariTUuLO IV

DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA EM R"™ E PROPRIEDADE -

ISOPERIMETRICA DA ESFERA

Dado B € B(R) com P(B) < + =, em geral nao & possivel majo
rarmos a med(B) ou a med(R-B) com P(B)® onde a & um nimero positiva.
Como exemplo se B & uma semi-reta temos P(B) = 1 e med(B) =

= med(R-B) = + o,

Mas em R2 torna-se valida a seguinte desigualdade

Teorema 4.1 (Desigualdade'iSOperimétrica em R2)

Seja B € B(Rz) com P(B) < + «, Entao

min{med(B), med(R2 - B)} < P(B)2
DEM: pela relagSO (51) temos

[ P(Byfdy < P(B) < + = (55) para quase todo y € R.
R ' '

Pelo, teorema (3.3) concluimos que
= = > P(B,) =+ 56
P(By) 0, P(By) N (y) 0 ou ( y) (56)

onde observamos que N{y) & o numero de pontos da fronteira essen-

cial de B_..
Y
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Como med {y: P(By) = +4+»}= 0, podemos considerar apenas
os pontos y € R tais que P(By) = 0 ou P(By) = N(y) > 0

Seja E, = {y € R

P(By) > 0}. Pela relagao (55) temos

P(B) < + =

A

med(Ez) = f ¢E2 dy < J P(By)dy = J P(By)dy

E2 . E2 R
Ao variarmos y em R, teremos By = ¢; By = R ou ¢ % By,# R
. o
s¢73am ry = {y € R; By = ¢}; r, = {y € R; By = R} . Entao
min {med Iy, med I',} = o, (57)

pois se isso nao ocorresse, conduzindo retas paralelas ao eixo y te

riamos P(B, ) > 1 para todo x € R e portanto J P(B )dx = + », o©
’ R

que contraria a relacao (55).

A menos de passagem ao complementar podemos supor

med T, = 0. Entioc B C R x E

2

Seja E1 = {x € R : P(Bx)} >0 . Repetindo o raciocinio fei-

to para E, temos med(El) < P(B) <+ e BC E1 x R.

2

Portanto med(B) < med(El X E2) < P(B)z, O que conclui a

demonstragao.
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Teorema 4.2 (Desigualdade isoperimétrica em Rn). Seja

B € B(R") com P(B) < + . Entio para n > 2 temos

n

min {med(B), med(R"-B)} < p(B)P"% (58)
DEM: faremos a prova por indugao finita

1) para n=2, o teorema 4.1 mostra que a relagao (58) & va-

lida.

2) Suponhamos a relacao (58) valida para n e demonstremo-la

- para n+l. Sejaﬁ

B = {x€ R : (x, x L € B}
Xn+l , n+l
Bx = {xn+l € Rz (X’Xn+l) € B}
n
E = {x€ R : P(Bx) > 0}

Consideremos a reta r, passando por x e paralela a Xo41°
Indicamos A, = {x € R®: r, "B = ¢} e A, = {x € R": r, "B = R}
: n
Observamos que A, C B e A, CR - B_.
2 *h+l’ 1 *n+l

Seja p = min {med A;, med A,}
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n-1 ,
Se u > 0 entao [ p dx ., =+ . Mas pela hipotese de
R
n
indugao min{med(Bx ), med(R" - B, )} <P(B )™ < w , para“
n+1l n+l Xn+l
quase todo Xn+l € R.
Podemos considerar
W < min med(B, ), med (R" - B, ) pois A, CB_ e
n+1l n+1l n+l
n '
A, CR -8B . Logo h
1 xn+l '
n-1 . .
n . T - -
| H dxn+l < P(Bx +l)dxn+l <.+ © , o0 que e absurdo.
R R n

Portanto H =‘0 . ~

A menos de passagem ao complementar podemos supor med A2 =0

a €
Entao med(an+l) < med E para todo x ., € R

Pela hipotese de indugao

n—-1

y o

med(Bx
n+1l

< P(B,_ ). como med E < P(B),
n+1

1/n 1/n
) med(B,_ "~ ) < P(B, ) P(B)

med(Bx
n+l n+1l

) < P(Bx

n+1l n+l
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Integramos com respeito a xn+le;temos

n+l
med(B) < P(B) ® , o que conclui a demonstragio

Estudaremos agora a propriedade isoperimétrica da esfera.

Lema 4.1: Sejam a e 8 duas medidas vetoriais tais que pa-

ra todo Q € Bo(Rn):

(59) <B(R), a(Q) - B(R)>> 0 onde com <,> indicamos o produ.

to escalar em R®. Ent3o

2lal @ (Jal(@ - [8] (@} > Lla - 8[(@1% . (60)

-

DEM: Para todo @ € Bo(Rn) temos

la (2) |2 = <a(Q),a(Q)> =<a(R) -B(R) +B(Q),a(R)-B(Q)+6(Q)>
= a(2) -B(R) ]2 + |8(2) ]2 + 2<a(R) - B(R), B(R) >
Mas por hipdtese < a(Q) - B(R), B(Q)> > 0. Entao

la(® ]2 > Ja(@ @ |? + |8 |2 > |8(2) |°. Portanto

8] < |at@) | 2 |al(@).

Pelos teoremas de Radon -~ Nikoecdym e Lebesgue - Vitali temos



68 .

a(9) = J d(x)dla] e B(R) = J Y(x)d|a] onde
Q Q
a(Bp(X)) B(B_(x))
¢(x) = lim , ¥(x) = lim o
p+0% Jal (B, (x)) p>0* lal (B, (x))

com ¢(x) e P(x) |a| g.t.p e onde B, (%) & a esfera de centro x e
-raio p

Observamos que ' )

Il = 1;|v] <1 ,]a] g.t.p

(i) o

. , _
N T R Y R T RN P

Para provar a 29 relacao do item (i) verificamos que
2 2-
<¢,0> = < g-Uty =Pty > o= <=y ST+ [P 2 <oy, ¥ >

Por outro lado,

<a(Bp(X)) - B(Bp(X)),B(Bp(X))> .

< ¢(x) - w(x),w(x)>= lim
+
- p0 o] (B, (x))

Entdo 1 - u|2 = [6]12 - Jwl? = |o-v]% + 2<¢-y,p>>]¢ -¢|2
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Sao validas ainda as seguintes relagdes

(i1)  Jal(®) =Jl£ldla| ; |Bl(9)=jnlw|dlal e la—el(m=j lo-v|ad |o]
9]

que sao consequéncia do seguinte fato geral

"Se uma medida p pode ser representada por uma medida ¢ da

seguinte maneira: u(a) = I g(x) d|o| , entdo representamos |u| por
: A

ful (a) =—I lg(x) |d|o| para todo A € Bo(Rn)'.‘
A )

Das relagoes (i) segue que..

LY

(iii) 2 J (L -lydlal > J _(‘1-|1p|2) dla] _>_j lo - wlz dlal pois
Q Q Q '

se 2 - 2Jy] <1 - |w|2 entao ‘w(x)lz - 2|yx)] +1 <0 oque é
absurdo.

Da desigualdade de Schwartz obtemos

(iv) J |¢—w|2 dlal « jal(@) > (J lv -¢| 4 Ial)2.= (la-—BI(Q))2
Q Q _

De (1), (ii), (iii) e (iv) obtemos
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2lal @ ol (@) - |8l (@} > (Ja=g] (@) 2

Provaremos um teorema sobre conjuntos normais, que & essen- -

cial na demonstragdo da propriedade isoperimétrica da esfera

Teorema 4.3: Se. E € Bo(Rn), n > 2, tal que P(E) < + w. e

se denotamos

Ex = {xn € R : (x,xn) € 3} , f(x) = medl E,

L = {(x, x)) Ixnl < —E%EL— }. Entao

P(L) < P(E) (61). Se P(L) = P(E), entao E & normal

ao eixo x .
n

DEM: Seja L = {x € R : (x,x ) € L} , isto e,

n
L= {x.€ R: |x | < £} | observamos que
X : n' -— 2
?(Lx) =0 ou P(LX) = 2 pois L & um intervalo limitado.
Mas P(Ex) =0 ou P(Ex) > 2, pois se P(Ex) = ] temos que
E, & uma semi-reta e entao med(E.) = + . Temos que
P(Ex) > P(LX) para todo x € Rn:lpois P(EX) = 0 (62)

se e somente se P(LX)'; 0.
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De fato, se P(Ex) = 0, como E_ é limitado entao f(x) = 0 .
Logo

L_= {0} e portanto P(L,) = 0

Se P(L) =0 entao L, = {0} , pois L & um intervalo 1li-

mitado, o que implica £f(x) = medl Ex = 0. Donde P(Ex) =0

Seja Q€ Bo(Rn-l). Como [ P(L,)dx =J anQLl e

Q QxR
} P(E ) dx = J IDn¢E| temos
Q xR -
fp_o..| > |ID. ¢.]| para todo Q€8 (Rn-l) (63)
n'E! =~ n 'L 0
SR 92923

Também & valida a relagao

J [D1¢EI3J iDi¢L| i=1,2,...,n-1 (c.£[12],p.45) (64)

QxR QxR

2

Se definimos ,
a(Q) = ( RoJ- Dol # o o e an¢E|)

QxR QxR : QxR
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B(R) = ( I IDyorle o v vy |D ¢

QxR OXR QxR
das relagoes (63) e (64) segue

.portanto pelo lema 4.1 temos

2lal (@ Ual(@ - |81} > [la=l(@1% (65)
Donde concluimos que para todo Q € Bo(Rn_l) ’
la] (@) > |8](2) e como P(E) = |a| (R 1) e P(@) = [8](R*Y), veri

ficamos que P (L) < P(E).

n—l)

Se P(E) = P(L) entdo lo - B| (R =0 e portanto para

n-1 _ . - -
todo QEBO(R ),J | Dn¢E| = J | Dn¢1} isto €, E e normal com

) IXR IxR
respeito ao eixo X,

Teorema 4.4 (propriedade isoperimétrica da esfera)

Seja B € Bo(Rn), n>2 com P(B) < + = , Entao
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n

med (B) ilc(n) P(B)n—lv onde c(n) = — 1 e (66)

W € a medida da esfera unitaria n-dimensional.

n

n-1

E med(B) = c(n) P(B) ‘se e somente se B & uma esfera.

DEM: Seja S uma esfera contendo B e med B = )

Consideremos F? = {A € BoRn) :med A=A e AC S}

E:l é n3o vazio pois B € H

Seja u = inf P(A) onde A € F:?G, Existe uma sucessao

2

(A hey © H tal que Lim Pay) =

Pelos teoremas da compacidade (2.2) e da semi-continuidade

(2.3) existe A € Fq tal que P(A) = u.

Como o semetrizante L de A tambéem pertence a Fq temos
pelo teorema (4.3) que P(L) = P(A) e portanto A & normal com

respeito ao eixo X, .

Por outro lado a propriedade "A ter perimetro minimo" & va
lida para qualquer conjunto obtido através de uma rotagao de A em

torno da origem.

Portanto A & normal com respeito a todas as direcoes de

n . - - .
R, isto e, A e um conjunto convexo.
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Entao A pode ser caracterizado como

§

A = ﬂx,xn) e rR? fl(x) < X < fz(x), X € D} onde D

dominio convexo de R" e £, e £, sao fungdes localmente

lipschitzianas em D. Entao

~ £f,(x)-£, (x)
L = {(x,x) € R |x < 2 L

_ nl " , X € D}

Para todo Q§ € C D _ ; : }

la| (2xR)= V 1+|D£, | /1+ Ipg,|* ) ax

| £ -f §
|B] (axR) = 2° \/1+ ID(—2—-1 % ax

Temos que |o| (QxR) =|8]|(9xR) pois P(A) =P(L) e isto

equivale a

-

Di(fl + f2) =0 para i =1,2,...,n-1 (67)

A relagao (67) & demonstrada através do seguinte lema:

Lema 4.2: Seja Q um aberto convexo de R" e fl e f, fun

goes reais definidas em Q tais que existam Dfl e Df2 ‘para todo
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x € @ onde Dfl' e sz sEo_respectivamente o gradiente de fle fZ
Se
[ Y 1+|Dfl|2' + l+|Df2|2 )dx = J //4+|D(f2—fl)[2' dx
Q . , Q
entao Df2 = - Qfl.
DEM: Como

2V 7 21 i
//4+]D(f2—fl)| < l+|Dfl| + 1+|Df2|2

~—

para todo x e ambas as fungoes sao.positivas as integrais serao i-
guais somente se os integrandos forem iguais, a menos de um conjun

to de medida nula.

Para facilitar a notacgao consideremos X = Df, , v = Dfl e

_ » | )
Se ¥ 1+|x| + //l+|ylzl = //4+|x-y|2 ~ entao

G \ 51
2 +|x|% + |y]2+ 2/ 1rx|% + Jyl% 4+ x|%lyl? =+ x=p) ¢, ou

' ,
ainda |x|2 + |y|2 + 2 //i+|xf2 + |y|2+lx|2|y|2 =2+|x12+|y|2—2<x;y>.
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Entdo /1 + |x|2 + |y]% + |x|% |y]Z | =1-<x,y>, ou

1+ |x

que implica

%12 + Iy1? + 1x1? |¥1% + 2 <xy > =|<x,y >, isto &

<x+y, x+y >= ,<:xry >|2 - IXI2 ]yl2 . Pelo lema de

)

Schwartz, < x+y, x+y > =0 . Portanto x = -y ou Df, = Dfl'

c.q.d.

Como 2C CD & arbitrario, temos que D (£, + £,) = 0,

i=1,2,...,n~1 , vale para todo x € D, ou seja fl + f2 é cons-

tante para todo x € D. Isto quer dizer que A & simétrico com res
peito ao hiperplano péralelo a X, = 0 e passando pelo baricentro
de A .

Como esta simetria de A & invariante por qualquer rotagao
de A ém torné da origém, concluimos que A & normal com respeito a
todos os hiperplanos passando pelo seu baricentro. Portanto A é

uma esfera.

Temos que B € A

Logo P(B) > P(A) = nuw_ p 1 onde p € o raio de A.



717

n-1
Mas med(A) = X = wnpn , donde pn—l = ( i‘) y o
‘ ~ n
n-1
Entao P(B) > nwn(‘:‘ )y ® . Como med(B) = A , temos
n
1 B n ___rLI
med (B) < —— p8)"™1 . portanto med(B) < c(n)p(3)™”
- n
w_ N
_n_ .
Suponhamos agora gue med(B) = c(n) P(B)n_l = A e seja S

0

uma esfera contendo B. Consideremos a classe de conjuntos

_H*={AG’BO(R’“) : med A=)\o e AC S}

Sabemos que existe A € H* com P(A) minimo, o que implica

que A é uma esfera

Mostremos que P(B) & mivnimo. Suponhamos por absurdo que

P(B) > P(A).

Temos med A = )‘o = wnpn, o que implica pn-l = (grgfr}-)-) ?
* P(B). n-1 c(n) E1’_1_1
Como P(A) = nw, P temos P(B)>n-wn °(T—) - P(B),
n-l - (27)
seja ——l———— > (c(n)) N Mas c(n) = ( 3‘1-—) n-1
now
n ) n
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n-1 1 1
Logo (c(n)) N —=~——— ., Donde ———— >

o que & absurdo.

v , * ) -
Portanto B tem perimetro minimo em ;q , ou seja B e uma .
esfera.

Reciprocamente se B é uma esfera de raio p temos

med(B) = wnpn e P(B) = new, pn—l . Entao
1 1
(—EEQL-B-)——)n = (—BLEL—)n—: , 0 que implica,
w n-w ,
n n
1 n_
med(B) = w .+ (—i— )71 pe)™ T, ou
new -
n
med(B) = c(n) - P(B)n—‘l .

Obs. 4.1: Se B € B(RM, n > 2 nao € limitado, continua

valido o seguinte resultado:

n

min{med(B), med(R® - B)} < c(n) P(m)""T

n

E min{med(B), med (R® - B)} = c(n) P(B)n_l se e somente se

n -
Bou R - B e uma esfera.

DEM: (c.f [12 1, p. 47).



CAPITULO V

PROPRIEDADES GEOMETRICAS DA FRONTEIRA DE

CONJUNTOS DE PERIMETRO LOCALMENTE FINITO

-

Seja E um conjunto de perimetro localmente finito.

Existem n medidas al,az,...,an tais que

J Dig(x)dx==—J g(x)ddi para toda g € Ci(Rn),l <1 < n.
E 3B '

Denotemos a, = Di¢E‘ e u = ‘D¢E| -

Aplicando o teorema de Radon - Nikodym a estas medidas re-

sulta definido [D¢;| em quase toda parte o vetor

vix) = (vl(g), Vo (x)yeeos vn(x?)onde para cada 1 < i < n, (68)

vi(x) é caracterizado por

n
D, 95 (B) = I »i(x)d|D¢E|(x) para todo B € B_(R )v (69)
B

Além disso, pelo teorema de Lebesgue—Vitali, sempre |D¢E|

em quase toda parte temos
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D¢y (B, (x))

vix) = lim+ (70)
p+0 ID¢E|(Bp(x))
onde Bp(x) € a esfera de centro x e raio p .
Observamos que |v(x)| = 1,pois se.|v(x)| < 1 em um conjunto

A com |D¢E[(A) > 0 entao

_|D¢EI(A) = J [vix)| a |D¢E!(x) < (1l-¢) ID¢E|(A), o que & ab-
A

surdo.

- AN

Como o suporte de -|D¢E| esta contido na fronteira de E

" (obs. 2.1), o conjunto dos pontos x € R que verificam

Do (B (x))
v(x) = lim E_p e |vix)|=1
: + ID¢E|(Bp(x))

p~>0

formam um subconjunto da fronteira E.

. *
Definicao 5.1: Chama-se fronteira reduzida de E(§3 E) 0

conjunto de pontos da fronteira topoldgica de E que verificam as re

lagoes:

Doy, (B, (x))

v(x) = lim

» [Pl aq.tp e lvix] =1
o+ o0t [Dogl (B (x) -
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Imediatamente verificamos que
n
D¢ | (R® - =) =0 (71)

: *
O vetor v(x) definido na FE vem a ter o significado do

vetor normal externo no sentido do seguinte teorema

* ~
Teorema 5.1: Se x €. FE entao

-n

lim p med{y € E:< (y-x), v(x) > > 0, |y=x| < p}=0 (72)

o0t

1lim  p " med{y & E:< (y-x), v(x) > > 0, |y-x|< p} =0 . (73)
+ ‘ .

p>0 / ~

lim o7 |Dép| (B (X)) = (74)

p+0+

n-1

DEM: (c.f [12 ], ps. 62-65).

Seja A um aberto limitado de R".

Definicdo 5.2: Um conjunto E de perimetro localmente finito

tem fronteira minimal em A se para todo conjunto M de perimetro lo

calmente finito tal que (E - M) Y (M - E) C C A temos :
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Do (B) < Doyl (2) (75)

Definigdo 5.3: Uma fungao f € BVloc(Rn), isto &,

fel (R

loc e Dif sao medidas em Rn, tem gradiente minimal em

A se para tcda, g € BVloc(Rn), temos

|DE] (A).'_i ID(f + g) ] (A) (76)

Sejam E um conjunto de perimetro localmente finito e K um

compacto em R".
A transposicao do problema de Plateau para esta teoria e a
seguinte: minimizar |D¢F|(K) na classe:

i
,

E; = {F: F & de perimetro localemnte finito em R" com

|
I

=
I

E - K}.
Este estudo & desenvolvido por Miranda em [6 1.

A seguir, veremos como a Teoria dos Perimetros pode ser uti

lizada para o calculo da medida do grafico de uma fungao

1
1

A & um aberto.

feLn oC(A),-isto'é, f & integravel sobre compactos de A , onde

Sejam A C R um aberto e al(x) = (ao(x), al(x),...,an(x))

uma fungao vetorial continua em A juntamente com suas derivadas pri
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meiras e com suporte compacto em A, isto &, a € [C(l)(A)]n+l . Se
1 .
f € Lloc(A) definimos
Definicao 5.4:
n da, (x)
lgraf, £| = sup.{f la (x) + £« L 1 dx}
a A i=1 Ixy

onde a € [cl(a)1™tL, la] <1 para todo x € A.

Esta definigdo da medida do grafico de uma func¢ao generaliza

as demais, ou seja, a definig¢ao 5.4 coincide com a definigao classi

ca quando f € Cl(A) e com a definicao de Lebesgue quando - fe

c®(a). (c.£[11 1], p. 32).

1

A medida do grafico de uma fungao f € LlOC(A) pode ser cal

culada através do perimetro de um conjunto associado, ou mais preci-

samente:

Proposicao 5.1: Sejam A C R um aberto e f € L}OC(A) tal

que lgrafA £l < 4+ =,

Se E = {(x,y) € Rn+1: X€ A, y < f(x)} , entao vale:

|grafK f| = J ]D¢E| onde . KCCA ., (77)

KxR
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DEM: (c.f [8 1, p. 525)

Com esta caracterizagdo para a medida de area generalizada
de uma superficie, pode-se resolver o problema de Dirichlet para a
equacdo das superficies minimas usando-se formulagOes da teoria dos’

perimetros. (c. £ [1l1'] e [6])
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