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INTRODUÇÃO 

No presente trabalho apresentamos a idéia de E. De Giorgi a 

propÓsito de uma definição de variedade orientada de codimensão 1, 

em um espaço euclidiano de dimensão finita, mediante o conceito to

pológico de-fronteira do conjunto. 

Tais conjuntos pertencem a uma classe mais vasta que aque-

les cujas fronteiras são regulares. (basta que se possa falar em me 

dida da fronteira e em normal exterior em quase todo~ os seus pon-

tos) • 

Coletamos os resultados de Mário Miranda que estão numa lin 

guagem mais moderna que os trabalhos que deram origem à teoria. As

sim, dizemos que um conjunto de Borel B c Rn tem "fronteira de me

dida finita" em um aberto a se sup{JB~liv g(x)dx, g E [C~(a)]n , 

I g I ~ 1} < + oo onde [c1 (a)]n é o espaço das funções vetoriais com . o 

n componentes com suporte compacto em a e com as derivadas parciais 

primeiras contínuas. 

Tal valor será di to "medida da fronteira de B em n " ou sim 

plesmen:t.e "perímetro de B em Q " e indicado por P (B ,a) . 

No caso em que B tenha fronteira regular de modo que se po~ 

sa escrever a fÓrmula de Green, 

J g.v. dHn-l' para toda 
é)B 



temos 

P(B,S'l) = H . l(âB n O) n-

Não se deve esperar entretanto que o fato de B ter períme-

tro finito implique que âB seja regular no sentido clássico. 

Observamos que se indicarmos por lail a variação total da 

medida a. definida pe.la relação 
1. 

= -
I 

g(x)dai 

âB 

e com lal a variação total da me 

dida vetorial (a1 ,a2 , ••• ,an) temos que lal é urna medida em Rn para 

a qual se tem a relação P(B,Q) = jaj (Q). 

No capítulo I, desenvolvemos a teorla geral da medida tendo 

como objetivo a sua aplicabilidade na construção da Teoria dos Perí 

metros. Dentro desta linha, limitamo-nos a medir apenas os conjun

tos borelianos limitados em Rn. 

Gostaríamos de ressal.tar neste capítulo a construção deta-

lhada da variação total de urna medida 

da representação de Riesz. 

e a demonstração do teorema 

No capítulo II, mostramos a equivalência de Jcfinições de 

conjuntos de. perímetro localmente finito em n R e algumas propried~ 

des destes conjuntos. 

Introduzimos os teoremas da c~mpacidade e da semi-continui

dade, essenciais para a existência de conjuntos de perímetro mínimo. 



No capitulo III, estudamos os conjuntos de perímetro finito, 

isto é, conjuntos borelianos B em Rn para os quais 

00 

Demonstramos um teorema "tipo Fubini" fundamental para o de 

senvolvimento do capitulo IV e estabelecemos o conceito de frontei-

ra essencial. 

No capitulo IV estabelecemos a desigualdade isoperimétrica 

em Rn, n > 2, para conjuntos borelianos de perímetro finito e a pro 
. n 

p'riedade isoperimétrica da esfera em · IR , n > 2. 

No Último capitulo apresentamos a noçao de fronteira reduzi 

'da de um conjunto e índicamos algumas aplicações da teoria dos.per!_ 

metros, como por exemplo, a solução ~o problema de Plateau paramé~ 

co e a generalização da medida do gráfico de uma função, 

f E L
1
1 (Q) onde n é um aberto em Rn. o c 

O objetivo principal deste trabalho foi organizar resultados 

dispersos na literatura sobre a teoria ~os perímetros. Levando em 

conta a possibiliqade do texto ser usado eventualmente em algum cur 

so, procuramos torná-lo acessível demonstrando resultados simples e 

enumerando conceitos normalmente conhecidos. 



CAPÍTULO .I 

TEORIA GERAL DA MEDIDA 

. n. 
Consideremos R com a topologia euclidiana. 

Chamaremos Família de Borel 8(Rn) a menor classe de subcon-

n . -juntos de R que contem os abertos e é fechada com respeito às ope-

raçoes: União en~erá~el, interseção enumerável e complementar. 

Os elementos desta família serão denominados Borelianos. 

Pq_r n . .. 8
0

(R) entenderemos a sub-farn1lia de e (lRn ) constituída 

de todos os Borelia~os limitados. 

então 

- 1 1 Rn e- f -Definiçao . - Urna medida relativa em urna unçao 

a : 8
0 

(Rn) --:> R tal que se {Bh }hEN é urna sucessão de 

00 . 00 

h~ k e V B E B
0

(Rn) 
hEN .h 

Proposição 1.1 - Se {Bh}hEN é urna sucessao de elementos de 

8
0

(Rn) tal que Bh+l c Bh para todo h E N, então 

00 

a( n B ) = 
h=l h a. é uma medida relativa enl Rn. 

00 

DEM: Sejam B = n Bh e Fh = Bh - Bh+l para todo h E N. 
h=l 



00 

Observamos que u Fh onde Fi n FJ. = ~ se i # j 
h=l 

B - B = B n (Rn - B) • Temos então 1 1 
00 00 00 

Notamos também que a(B 1) = a(B) + a(B1 - B) e a(Bh) = 
. 

= a(Bh+l) + a(Bh - Bh+l) para todo h E N. 

Então 

= lim 
k-+oo 

00 

~ a(B) = E [a(Bh) -
h=l 

k ' 
E [a (Bh) - a (Bh+l)] = lim [a (B1 ) - a (Bk) 1 

h=l k-+oo 

= a(B 1) - lim a(Bk) 
k-+oo 

Portanto a ( B) = lim a ( Bk) • 
k-+oo 

Lema 1.1- Seja a uma medida· relativa em Rn e B E 8
0

(Rn). Então 

a+(B) = · sup a(B') é um número finito (1) 
B'CB 

2 

e 

Provemos que W = ~ . Suponhamos W nao vazio e dividamos a 

prova em duas partes 

a) Mostremos que-para todo B E N, existe B1 c B com a(B 1)>1 

+ e a (B - B ) =·+co. 
1 



Raciocinemos por absurdo e tomemos um elemento B E W 
o 

3 

tal 

que para todo B1 c B
0 

com a (B1) · > 1 tenhamos a+ (B
0 

- B1) < + co. 

Então para todo a1 c B
0 

com a(B 1) > 1 + temos a (B 1 ) = + co. 

+ Como a (B 1) .= + co, podemos escolher B2 c B1 com a(B2) > ~ 

+ e a (B 2) = + co. Conseguimos uma sucessão de borelianos com 

e a(~h) > h para todo 
.. 

h E N, o que e absurdo, pois b~ 

seando-~e na proposição (1.1) teremos um boreliano limitado de medi 

da infinita. 

-b) Seja B E w. Baseados em (a) , fixemos Bl C B com o o 

a (B 1) > 1 e +(B a o - Bl) = + co. Logo Bo - Bl E W. Então existe 

a
2 

c Bo a (B
2

) 1 
+ 

Bl~. - B ] - B com > e a ((B
0 - = + 00. 

1 2 

Conseguimos ·uma sucessao {Bh }hEN tal que Bh n Bk = q, para 

h ~ k e a(Bh) > 1 com Bh c B
0 

para todo h E N, o que é absur

do. 

Teorema 1.1 - Para cada medida relativa a em Rn existe um 

boreliano P tal que qualquer que seja B E S (Rn) segue-se: 
o 

(2) 

DEM: Fixemos B E S (Rn). Pelo lema 1.1 temos que para todo o . 

h inteiro positivo, existe Bh_ c B, Bh_ E S
0

(Rn) tal que 

a(Bh_) > a+(B) - 2-h. 



CIO 

P'= n 
k=l 

( .u 
h>k 

B') 
h 

é boreliano e satisfaz a+(B) = a(P' n B) 

De fato, a(P') < a+(B) pois P' c B 

Por outro lado 

a (P' ) = lim a ( u 
k~ h>k 

B') h 

Logo podemos escrever 

a(P') > lim [a+(B) - 2-k- 2-k-l- 2-k- 2 - ••• ] = 
k+oo 

=.a+(B) - lim 2-k+l = a+(B) 
k~ 

4 

OBS 1.1 - o que foi afirmado até aqui, equivale a afirmar a 

existência de um conjunto P' c B tal que 

a (B 1
) > o para todo B' C P 1 e a (B 1

) < o para todo B 1 CB - p~ 

( 3) 

DEM: Seja Bl c p1 c B. Então pl = (P' - B') u B' o que im 

plica a (P ' ) = a(P' - B') + a(B'). Mas P' - B' c B. Então 



5 

a(P' - B') < a+(B) = a(P'). L6go 

a (P') < a (P') + a (B') • Donde a (B') > O. 

Se B' c B- P' temos (B' u P') c B o que implica 

a(B' u P') < a~(B) = a(P') • Donde 

a(B') + a (P! ) 
.-

< a (P' ) 1 isto e 1 a (B' ) < o. 

Por outro lado suponhamos a existência de um conjunto P'C B 

tal que a (B') ~ O para todo B' c P' e a (B') < O para todo B' c B-P '. 

Devemos mostrar que a+(B) = sup a(B') = a(P') 
B'CB 

Mas P' c B implica que a (P') < a+ (B) 

Provemos que a(P') · > a+(B) 

a) Suponhamos B* c P'. Então P' = B* u (P' - B*) 

temos a(B*) > O e à(P' - B*) > O 

mas a ( P.' ) = a ( B * ) + a ( P ' - B * ) > a ( B *) 

Portanto a(P') ~ a(B*) para todo B* c P'. 

Seja.agora. B* arbitrário contido em B. 

B* = Bl U B2 ond~ B~ = B* n (B - P') e B2 = B* n P' 

Como n1 c B- P' 1 temos que ~(B 1 ) ~O e como B2 c P', te 

mos que a(B2 ) ~ a(P'). 



1.1. 

Então a(B*) = a(B
1

)" + a(B2 ) <O+ a(P 1
) = a(P 1

). 

Portanto para todo B* c B ternos a(B*) ~ a(P 1
). 

Donde a(P 1
) > sup a(B*) 

B*CB 

+ = a (B) , o que prova a observação 

6 

Seja agora urna sucessao de borelianos limitados e disjuntos 

de Rn. Para cada h, seja Ph o boreliano com a propriedade (3). 

Tornemos P =.U Ph. Provemos que Pé um boreliano que satis
h 

faz o teorema 1.1. 

Se B E B
0

(IP), para mostrarmos que a relação (2) é válida, 

basta provarmos que P n B tem as propriedades expressas em (3) 

00 

Se Bl c B n P, então Bl = U p I n B I , donde h h=l-
00 

.a(B 1
) = E ii(Ph n B I) > o 

h=l -

00 

Caso Bl c B - p ternos Bl u ( (B -P I) 
h=l h h 

n B I 1 o que irnpli 

c a 
00 

a (B 1
) = E a[ (Bh - p I) 

h 
n B '] < o 1 o que conclui a prova do 

h=l 

teorema 1.1. 

OBS 1.2 - O teorema 1.1 é equivalente a afirmar que para c~ 

da medida a existe um boreliano P c mn tal que a (B') > O 

todo B 1 c P e a (B' ) ~· O • para todo B' c Rn - P. 

para 

A partição de Rn em P e Rn - P chama-se Partição de HAHN de 

Rn associada à medida a. 
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OBS 1.3 - Se P e P 1 sao duas partições de HAHN associadas 

a uma medida a, então ·para todo ternos 

a[B n (P ~ P 1
)] = 6 onde P ~ P 1 = (P-P) U (P 1 -P). 

DEM: B n (P ~ P 1
) = [B n (P - P 1

)] U [B n (P 1 
- P)] Logo 

a [B n (P ~ P 1 )]=a[B n (P- P 1
)] +a[ B n (P 1

- P)] 

Mas B n (P - P' ) c P, então a [ B n (P - P 1 
) ] > O e 

B n (P - P 1
) c Rn - P 1 então a [ B n (P - · P')] < O 

donde 

a [ B n (P - P 1
)] = o 

De maneira análoga provamos que a [B n (P 1 
- P)] = O • 

Temos que o boreliano P é único a menos de co~1juntos de 

medida nula. 

com 

OBS 1. 4 -

Bh n B = cp k· 

a+(u Bh) 
h 

= 

+ 
a é uma medida nao negativa. 

é runa sucessão de elementos de 

para . h '1- k, então 

a(P n u Bh) = a[U(Bh n P)] = 
h h . 

E a(Bh n P) -= I: 
+ 

o' pois = a (Bh) > 
h h 
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Definimos a-(B) = - a (B - P) 

a é uma medida não negativa e sugere a relação 

a(B) = a+(B) r a (B) para todo ( 4) pois 

. + -
Logo a(B) = a (B()P) + a (B-P) = a (B) - a (B) • 

Definição 1. 2 - A função I a I : f3
0 

(Rn) --~ R definida por 

la! (B) = a+(B) +a-(B) (S)é uma medida não negativa, chamada varia-

çao tota·l da medida a • 

Proposição 1.2- para todo ·B E f3
0

(Rn) temos 

00 

I a I ( B) = s up { E I a ( Bh) I ; B = u Bh , Bh n Bk = 4> se h 'I k} · ( 6 ) 
h h=l 

Se 
00 

B = 

I a I (B) = E 
h 

para todo h 'I k 

b) Podemos· escrever B como B = (Pnn) u (B-P) 

então 

então 
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I a (P n B) I + I a (B - P) I = a+ (B) + a- (B) = I ai (B) • 

OBS 1.5 - Se a é uma medida em :mn e B E 8
0 

(Rn) então para 

to E > O, existe um aberto AE e um compacto KE com a seguinte 

propriedade: KE c B c AE e I a ( B - K E ) I < E ; I a ( AE - B) I < E 

DEM: (c f [ 10] , ps 47-48). 

Definiremos agora a integral associada a urna medida 

n 
<PB ( x) : _R --. -» R definida por 

<PB(x) é dita função caractêrística do conjunto B • 

Diremos função f (x) 
.. 

simples existirem constan que uma e se 

tes ai R e conjuntos B. E ~o (Rn) tais que 
~ 

n 
f(x) = r ai <PB. (x) (7) 

i=l ~ 

O conjunto L = L(Rn) das funções simples é um espaço veto-

rial real. 

Definição 1.3- Seja f E L(Rn) e a urna medid~. Então 

J fdn = 
n 
r 

i=l 
( 8) 
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Verifica-se que esta definição nao depende da representação 

da função f e que 

J(Af 1 +~f 2 )da = AJf1da+ ~Jf 2 da para todo 

para À, J.l E R (c.f. [9], p. 76). 

m 

e 

(9) 

Se f(x) = E ai ~B. (x) com Bi n BJ. = ~ para i ~ j e ai~ O 
i=1 J_ 

para todo i. Então 

m 
E la.lla<B.)I < 

i=1 J_ l. 

m 
<sup lfl E la(Bi)l < 

i=L 

.. 
sup lfl 

onde supp f é o suporte da função f. 

lal (suppf) 

Dizemos então que Jfda é continuo no sentido que 

lJ fda I ~ sup I f I I ai (supp f) • (10) 

·Denotaremos C (Rn) o conjunto das funções o . 

contínuas com suporte compacto. 

-------.;. R 
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Seja f E C
0

(nP) e K = supp f. Existe urna sucessão 

sup I fh I < sup I f I; fh (x) = O para todo x f/. K e todo h E N. 

e lirn (sup lfh·- fi> = O. 
h +co 

Corno 

ternos que a sucessao é de Cauchy em R e portanmconvergente. .. 

Definição 1.4 - A integral de 

medida a é o número :t;'eal 

Jfda = lirn 
h-+oo 

n f E C
0 

(R ) com respeito a urna 

( 11) 

Verifica-se que esta definição nao depende da sucessao 

{fh}hEN escolhida e que f ---->Jfda é um funcional linear contí-

nuo em c
0

(Rn), isto é, 



À,~ E R e I J f da I < sup I f I I a I ( supp f) para toda n f E C (R ) • 
o 

12 

Teorema 1.2 (Riesz) Seja F: C
0

(Rn) 

near tal que 

---?> R um funcional li- . 

remas. 

IF{f) I < suplfl y(K) onde K = supp f com y:B
0

(Rn) R. 

( 13) 

Então existe uma Única medida a tal que F(f) = Jfda. 

DEM: Dividiremos a prova em vários lemas, proposições e teo 

Podemos considerar F positivo, isto é, 

F (f) > O sempre que f > o 

Caso contrário, consideremos o funcional 

F+(f) = sup· F(g) para f > O 
o _:::g< f 

F+ é contínuo. Provemos que também é linear. 

( 14) 

(15) . 

Sejam f e g E c
0 

(Rn) com f > O, g > O, O < h < f e 0_2K_:::g 

Então O < h + k < f + g o que resulta 

F+(f+g) 2: F(h+k) = F(h) + F(k}. Como h e k nas condições a-

cima foram tomadas arbitrariamente temos 



nuos. 
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Por outro lado, sejam o < h < g + f e k = in f {h 1 f} • 

Então o < k < f e g~h - k > o - - -

F+ (f) + F+ (g) > F(k) + F(h - k) = F(h) o que implica -

F+ (f) + F+ (g) > F+(f + g) -

f E Co (Rn) então f+ -Se podemos escrever f = - f onde 

.f (x) se f (x) > O -f(x) se f (xJ < O 
e f(x) = 

o se f(x) < O o se f (x) > O 

Então 

F+ e- ~ - n um funcional linear, cont1nuo e nao negativo em C (R ) 
o 

Se definimos .F-(f) = F+(f) - F(f) então 

p: = F+ - F- com F+ e P funcionais nao negativos e contí -

(16) 

Entenderemos por c
1 

(Rn) a classe das funçÕes f (x) --

= lim <f>h(x) 
"h-+oo 

onde {<f>h}hEN é urna sucessao nao decrescente de funções 

para as quais existe wn conjunto K E 8 (Rn) e L E R tal 
o 

de C
0

(Rn) 

tal que ~h(x) =O para todo x ~ K e todo h E N e 

I <I> h ( x) I < L para todo x E Rn e todo . h E N. 

Proposição 1.3 c1 (Rn) tem as seguintes propriedades: 



e Ph (x) 

14 

2) Se À é um número real positivo e fEc
1 

(Rn) então ).fEC
1 

(Jf) 

3) Seja {fh}hEN c c 1 (Rn) tal que lfh(x) I < L para todo 

x E Rn e h E N; fh(x) =O para todo x ~ K e h E N e 

ainda fh(x) t f(x). Então n f E Cl (R ) • 

DEM: 

1) Sejam ~h(x) e ~h(x) pertencentes a C
0

(Rn) com 

~h (x) t f 1 (x) 1 ~h (x) = O para todo x fJ K
0 

e l~h (x} I~L 01 

para todo x E Rn e ~h (x) t f 2 (x) 1 ~h (x) , = 0- para todo 

Denotemos f = fl + f2, L = 

= ~h (x) + 1/Jh(x). 

Então f (x) lim Ph (x) ·onde = 
k-+oo 

2 max( 

Ph (x) 

n 
X E R • 

L
0

, L
1

) e K = K u Kl o 

- decrescente e na o 

e 

em 

todo x E Rn e h E N. 

Portanto 

2) Seja ~h(x)· t f(x) onde ~h(x) = O para todo x 9 K e 

h E N, l~h(x) I ~L para todo 

{~h}nEN C Co(Rn) • 

x E Rn e h E N e 
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ainda À~h(x) =O para todo x ~ K e todo h E N, IÀ~h(x) I < ÀL 

para todo x E Rn e todo h E N. 

3) Como tal que 

~h,k E C
0

(Rn); ~h,k(x) =O para todo x ~ K' onde K' é 

um compacto contendo K, I ~h,k (x) I < L' para todo xE Rn 

e para todo h e k E N. 

Definimos ~s(x) = sup ~h,k(x). Então ~sE C
0

(Rn), 
h,k~s 

~ s ( x) t ; I~ I < L' , ~ ( x) = O para todo x "! K e todo s E N. s - s 

Valem também as relações 

~ < f ; ~h < & para todo h < s. Como fh t f s - s ,s - "'s 

o que 'implica lim ~h s < lim ~ < lim f • 
s~oo ' S+W S s~~ S 

Logo fh· 2. lim ~s < -
s~~ 

f para todo h E N, ou seja 

f lim f E n 
= ~s· Portanto c 1 (R > • 

s~oo 

Seja n f E c
1
(R). Definimos 

temos 



l~h(x) I < L e ~h(x) =O para todo x ~ K' e todo h E N. 

entio F(f) = lim F(~h). 
h-+oo 

De fato,· seja 

(17) 

x(/K 

16 

' 

Seja h fixo, ~h 1\ ~k converge para ~h quando k · > oo. 

Como a sucessao {~h A ~k}~EN é monótona nio decrescente , 

por um teorema de Dini (cf [5], p. 269) temos que a convergência 
.. 
e 

uniforme. Analogamente se fixarmos 

formemente quando h -+ oo. Entio 

k,temos que ~h A ~k t ~k 

~:: F(~hl\ ~k) = F(~h) e 

uni-

A sucessao ~k = F{~h ~ ~k) é monótona, nao decrescente noo 

dois Índices e entio podemos trocar a ordem dos limites 
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:;;..P.:::r...;;:o...,.p-=o:..;:;s:..;:;i:...oçL..ã_o _ _;:;;.l..:;. • ...;;;.4 - F:. c1 (Rn) --:>R definido pela relação 

(17) tem as seguintes propriedades 

n c1 (R ). 

3) IF(f) I ~ sup· I fi Y (supp f) para toda 

então F(f) = lim 
h-+oo 

DEM: provaremos apenas o item (4), visto que os outros de-

correm imediatamente.da definição do funcional F. 

Como fh t f então f~ fh ~ O para todo h E N. Logo 

F(f - fh) ~O o que implica F(f) ~ F(fh) para todo h E N. 

tal que 

e ainda 

Donde F{f) > lim F(fh). 
h+oo 

Por outro lado, pela proposição· (1.3) existe {<)>s}sEN c C
0 

(Rn) 

<l>s t f, l<~>sl < L, - <l>s(x) = o para todo X~ K e todo sE N 

<Ps < f . - s 

Portanto F (f) lim F(<)> ) < lim F ( fs) , pois F 
.. 

um funcio-= e 
s+oo s s+oo 
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nal positivo, o que conclui a prova. 

Observamos que ·se A é um aberto de Rn, então ~A(x) E c
1

(Rn). 

rodemos então definir 

a(A) = F(~A(x)) onde A é aberto em Rn ( 18) • 

Lema 1.2 ... a (A) definida pela relação ( 18) tem as seguintes . 
propriedades 

00 

1) Se A = u 
~' A -e limitado e Ah aberto para todo h ' h=l 

00 

então a(A) ~ r a(~) e ainda se Ah n ~ = ~ 
h=l 

h ~ k ' 

00 

a(A) = r a(~)_. __ 
h=l 

para 

2) Se A1 e-A2 sao abertos limitados, então a(A1 u A2) + 

3) Se Ah sao abertos e limitados e ~ ~ ~ então 

lim a(~) = o 
h+oo 

n 
DEM: 1) ~A (x) = lim { r ~A (x) n 1} e 

. n-+:=" h=l h 

n 
a (A) = F (~A (x)) = lim F( r ~A (x) n 1) • H as 

n+oo h=l h 
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n 
I: 

i=1 

n 
<t>A. (x). - { I: <f> A (x) n 1} > O. 

h 

... 
Como F e positiv~ 

n 
F ( I: 

i=1 

--h i=1 

n 
<f>A (x)) >F( I: 

h i=1 

n 

<t>A (x) n 1) • 
h 

00 

Logo 

F(<f>A{x)) < lim E F(<f>A (x)) = E a(~) - h=1 h=1 n-+-oo h 

" 

Se Ah n ~= <f> para todo h :f k, então 

n 
. <t>A (x) = 1im E <f> Donde n-+-oo h=1 . Ah (x) • 

n 00 

1im 
n-+-oo 

I: F(<f>A (x) = 
h = 1 h 

2) Lembramos que <f>A UA (x)+<f>A nA (x)= <t>A (x) + <t>A (x) 
1 2 1 2 1 2 

Então 

F(<f>A UA (x)) + F(<f>A nA (x)) = F(<f>A (x)) + F(<f>A (x)), ou 
1 2 1 2 1 2 
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3) Suponhamos por absurdo que a(~) > 2E > O para todo 

h E N. Seja n 
{gh}hEN c C

0
(R) uma sucessao com a seguin 

te propriedade 

Definimos g' = min 
h 

o < e 

Caso 1irri 
h+oo 

<PA (x) = O 
h 

para todo x E Rn, então 

1im gh_(x) =O 
h+oo 

e a convergência a zero é uniforme. 

min < 
<f> A - g1 + --

1 
··--- --

-1 -1 -h+1 
F(gh) - F(gh_) < E2 + E2 + ••• +E2 <E • 

isto é absurdo, pois lim sup 
h+oo Rn 

Seja agora K um compacto em Rn. Defin·imos 

Então 

>E .e 
~ 

a(K) = inf a(A) onde A é aberto e limitado. (19) 
A=>K 
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Lema 1.3 Se A é um aberto limitado e K um compacto 

contido em A, então a(K) = a(A) - a(A- K). 

DEM: a) a(K) ~ a(A) - a(A- K) 

Seja K c A' onde A' é.aberto e limitado. Então 

A' u (A - K) J A o que implica ~A'U(A-K)~ ~A" Como F 

positivo, F(<f>A'U(A-k)) > F(<f>A (x)), isto é, a(A' U (A- K)) > a(A). 

Logo a(A') + a(A- K) > a(A) ou a(K) > a(A) ·- a(A- K) 

b) a (K) < a (A) - a (A .. - K) 

uma sucessao de abertos convergentes decres 

cendo para K e ~c A para todo -h E N. Então 

a(~) + a(A- K) =a(~ U (A- K)) +a(~ n (A- K)) 

fazendo h --> oo temos 

a(K) ~ a(A) - a(A- K). 

Nota 1.1- Se K1 e K2 sao compactos disjuntos em Rn, 
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DEM: Existem abertos disjuntos e limitados A1 e A2 contendo 

K1 ·e K2 respectivamente. Então 

Por outro lado ternos 

Nota 1.2: Se {K 1 }~=l é urna família finita de compactos 

dois a dois disjuntos contidos em um aberto limitado A, então 

n 
E et (K. ) < a (A) • 

i=l ]. 

n 
DEM: Seja K = u K. • Como K C A temos 

i=l 
]. 

n 
a(K) a (A) pois F 

. 
posi tive·. Logo l: a(Ki) a (A) • < e < 

i=l 

Seja X c Rn um conjunto limitado. 



X é dito a- mensurável se 

sup a(K) 
KCX 

= inf a(A) onde K é compacto e A aberto 
XCA 
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( 21) 

r.ema 1. 4 : A classe dos conjuntos a -mensuráveis tem as se-

guintes propriedades: 

·1) Se xl e x2 -mensuráveis, então xl x2 
.. 

sao a - e 

a -mensurável 

2) Se X u xh onde ~ 
.. 

mensurável todo h E N = e para I 

h 

~n ~ <P h t-k X é limitado, então X 
... = para e e men-

surável 

3) Se X u xh onde xh 
... 

mensurável para todo h E N = e e 
h 

X 
... 

limitado, então X 
... 

mensurável e e 

DEM:l)é clara 

2)para todo E > O e todo h E N, existem Kh compacto e 

~ aberto com Kh c ~ 1 c Ah tais que a(~) - a(Kh) < 

-h < E 2 • 

Para os conjuntos abertos vale a relação a(u Ah)~ ~a(~) e 
h h 

como os compactos Kh são disjuntos, pois são disjuntos os Xh' po-

demos escrever 
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m m 00 00 

a( L Kh) = L a(Kh) = 
h=1 i=1 

Se 
.-

m e suficientemente grande temos 

oo m· 00 m 00 

a( u ~- u Kh) = 
h=1 h=l 

a( u ~) -
h=1 

( U Kh) < 
h=1 

L 

h=1 
a (A ) · -h 

00 

= 

veis. 

00 00 

< E 
00 

L 

h=1 

3) ~ consequência imediata de ( 1f ·e ( 2-) 

L a. (Kh) < 2E 
h=m+1 

Teorema 1.3 - Os borelianos limitados em Rn sao a-mensurá-

DEM: Seja B E S
0

(Rn). Pela observação (1.5} dado E > O e~ 

tem um aberto AE e um compacto KE com KE c B c AE e a(A- K )<E 

Como E ·é arbitrário, segue-se que B é mensurável. 

Definição 1.5 - Seja X c 8
0 

(Rn}. Chama-se a-medida de X o . 

número a(X} = sup a(K) = inf a(A) onde K é compacto e A é aberto (22). 
KCX XCA 

Finalmente,provemos que para toda 

temos F (f) = J fda. ( 2 3} 

f E C (Rn} com f > O o I 



onde N 

Então 

DEM: Seja~= {x E Rn: O < f(x) < hE}onde E = 

.. 
e um inteiro positivo. 

~ é um conjunto aberto e além disso, 

< E i 

N . 

max f (x) 
N 

f(x) + L (h - 1) E ~k e são funções de 

n c
1

(R ) • 

h=2 -~-1 

N N 
o < F ( f+ E (h -1) E ~ k ) + F ( E (h ~1) E ~ k ) < E y ( K I ) 

h=2 --n-1 .. h=2 --n 

onde K' é um compacto fora do qual as duas funções se anulam. 

N 
Portanto O < F(f) - L (h-1) E a(~-~-l) < E: y (K') 

h=2 

Mas vale também a relação 

0 < Jfda- ~ (h-1) E a(Ah- ~-l) <E y(K') 
h=2 

25 

Comparando as duas Últimas·expressões e notando a arbitra--

riedade de E temos 

F(f) = Jfda 
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Se f não for positiva, basta decompormos em f= f+- f-. 

Provemos agora a unicidade da medida a. 

a) uma medida a > O é determinada por seus valores sobre os 

abertos. Para um compacto K, a(K) = inf a(A) onde 
KCA 

vice-versa, para um aberto A, a(A) = sup a(K) onde 
KCA 

Os conjuntos X a-mensuráveis são tais que 

A é aberto. E 

K é compacto. 

sup a(K) 
KCX 

= inf a(A) e constituem uma família fechada com 
XCA 

respeito à união enumerável, interseção enumerável e complementar. ( i4) 

Recordamos que. 8
0

(Rn) é uma família de conjuntos a-mensu-

ráveis. 

b) Uma medida 

para toda g E C
0

(Rn). 

a > O é determinada_pelos valores de J gda 

DEM: Se A é um aberto fixo, a(A) = J~A da > Jgda para toda 

g tal que O < g < ~ · e portar.to 
A 

a(A) > sup J gda 
O~g~~A 

(25) 

·Por outro lado a(A) = sup a(K), K compacto. Existe 
KCA 

g E C
0

(Rn) com a propriedade ~k ~ g < ~A· Para tal g resulta 



sup a(K) < sup Jgda , 
KCA O~g<~A 

g E C (Rn) 
o 

Das relações (25) e (26) temos 

27 

(26) 

Corolário 1.1 - Se a e a sao duas medidas nao negativas tais 

que 

para toda g em 

DEM: Seja A um aberto 

a(A) = sup 
O~g~~A 

Jgda = 

a = a 

a (A) 

c) Sejam a e a duas medidas tais que .Jgd~ = Jgda para toda 

g em C
0

(Rn). Então a= a 

DEM: 

Jg(da+ - - Jg(da+ - ) da ) = da ou 

J g (da+ - ) J g <da++ -) toda C· (Rn) + da = da para g E 
o 

pelo corolário ( 1.1) + 
+ a a+, isto 

... 
a =a + e 

+ 
B a+ - a a - a = a = = 
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Obs l.fi Se F(g) = Jgda para g E C
0

(Rn) então 

( 

F+(g) f d + = g a para toda (27) 

DEM: F+ é funcional linear e limitado. Pelo teorema de 

Riesz temos F+(gr=Jgde com e > O 

Se A 

e(A) = 

... 
e um aberto,_ 

sup 
O<g<<j> 
--A 

F+(g) = sup 
. O$.g~<j>A 

Consideremos ·o funcional 

sup 
O.::_f<g 

F(f) = sup 
O<f<<j> 
-:--A 

(F+ - F) (g) = Jg d(e - ~+ + a ) • Pela unicidade do 

de Riesz sendo F+ - F > O + -devemos ter B - a +.·a > O 

do que + a e tem suportes disjuntos verifica-se que 

+ e-- a >o. + Donde e = a 

Para F temos que F = F+ - F. Se g ~ O, 

-

F (f) =) 

teorema 

e recorc:hn 

F (g) = F+(g) - F (g) = sup F (f) F (g) = sup F ( f-g) = 
O.::_f.::_g O.::_f.::_g 

= sup F(ljJ) = sup (-F) (ljJ) 
-g.::_l.jJ.::_O O.::_l.jJ.::_g 



Se A 
~. 

e um aberto, então 

a-(A) = sup 
O~g~cpA 

(-F (g)) = sup F (g) 
-cpA<g~O 

e portanto 

ternos a seguinte caracterização: 

= sup {F ( g) , I g I < 1, g E C ( Rn) , 
o 

.< 28) 

29 

onde 

Obs 1.7- Se a é urna medida em Rn com a ~O, então pa-

ra a integral associada a a valem as mesmas propriedades da medida 

e integral de Lebesgue. 

.. 
Se a uma medida qualquer, se mantém verdadeiros os seguin-

tes resultados 

a) Se 

< fn' f > n- o 

b) Se 

f é uma sucessão de funções a-mensuráveis com f_n-l~ n 

para todo n E N e se lim f = f então 
n+oo n 

Jfda = lirn 
n+oo f fn da. 

f é uma sucessao de funções lal mensuráveis n 
com 

lirn fn =f lal q.t.p e lfnl ~ g com g 
n+oo 

mensurável, então. 

Jfda = lim 
n+oo 

da 



Demonstremos (b) 

Sejam {an}nEN· e {bn}nEN sucessoes de números reais. 

Então lim inf(a -b ) > n n lim inf an - lim sup bn 
n-+<lO n-+<lO n-+oo 

lim sup(a -b ) < lim sup a - lim inf bn n n n n-+oo n -+elO n-+<lO 

Destas duas relações decorrem 

(i) lim infJfn da 
n-+oo 

= lim inf( Jfn da+ 
n-+<lO 

ae (i) e (ii) segue que Jfda. =. lim Jfn da. • 
n-)-oo 

e 
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Enunciaremos dois teoremas gerais da teoria da medida, que 

sao fundamentais no estudo das propriedades geométricas da frontei

ra de conjuntos de perímetro localmente finito. 
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Teorema 1.4 - (Radon-Nikodym). Sejam a e ~ duas medidas em 

~ ~ O, tais que la(B) I < ~(B) para todo B e B (Rn) • 
o 

Então existe uma função f não negativa e mensurável defi~ 

nida em Rn tal que 

DEM: (c.f [ 9 1 , ps 238-240) 

Teorema 1.5 - (Lebesgue - Vitali) • Nas mesmas hipóteses do 

teorema (1.4) 1 se B (x) 
p 

f(x) = lim 

é a esfera de centro x e raio P 1 então 

I ~ '. q.t.p. 



nuo 

g 6 

no 

CAP!TULO II 

CONJUNTOS DE PER!METRO LOCALMENTE FINITO 

Seja B um boreliano de Rn e ~ 8 (x) sua função característica. 

Para toda g E C (Rn) consideremos o funcional 
o 

B(g) = fB g(x)dx = Jg(x).B(x)dx (29) 

g -----~ B{g) é um funcional linear sobre contí-

sentido que I B (g) I < max lgl med(B () supp g) para toda 
-

n C
0 

{R ) • 

Denotaremos cl {Rn) 
o 

o conjunto das funções f: Rn ----»> R, 

tal que supp f é compacto e as primeiras derivadas parciais de f ~ 

contínuas. 

Se g E c 1 {Rn) podemos considerar o funci9nal 
o 

= B{D.g) 
J. -L D.g{x)dx 

J. 
onde i= 1,2, ••. ,n 

g--~ B. {g) é um funcional linear sobre c 1 (Rn). 
J. o 

(30) 

Def:!:niç_ão 2.1 - O conjunto B tem perímetro localmente fini-

n to em R , se para todo i, tal que 1 < i < n vale a relação 
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IBi (g) I < max lgl y (supp g) para toda g em c!(Rn). (31) 

Exemplo 2.1 - Um semi-espaço em Rn é um conjunto de per!me-

tro localmente finito 

DEM: Se .ia 

Para toda 

Mas 

n 
S = {x E R : 

n n 

L ai xi < b; L: 
i=l i=l 

= J dx2 . 
n 

L a. x. <b 
i=2· 1. 1. 

temos 

= 
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= I n-1 
R 

n -1 
g [ (b- E a1 x1 ) a

1 
, x 2 , ••• , x ) dx

2 
••• dx 

i=2 n. n = J 
as 

Para a 1 < O o resultado é o mesmo. 

Concluindo temos 

argu-

mente anªlogo 

< max jgj medn-l_(as n supp g) , i = 1,2, ••. ,n. 

Exemplo 2. 2 
n ~ ~ 

Seja B um boreliano de R para o qual e vali 

da a fórmula de GREEN, isto é: 

d ( ClB) para toda 

onde v= (v 1 ,v 2 , ••• ,vn) é o versor da normal interna a ClB. 

Então B tem perímetro localmente finito 

DEM: IJB Dig(x)dxl < máx jgj medn_1 (aB n supp g) para 

g E c! (Rn) • 

(32) 

toda 
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Definição 2.2 - Os conjuntos de perímetro localmente finito 

n em R sao os borelianos B para os quais existem n medidas 

Dig(x)dx =-I g(x)dai para toda g 

·Rn 

O teorema de Riesz mostra a equivalência das definições 

( 2. 1) e ( 2. 2) • 

( 33) . 

De fato, se IBi(g) I~ maxlgly (supp g) para toda g E c!(Rn), 

existe uma Única medida ai (para c~da 1 < i < n) tal que 

Por outro lado se Bi(g) = 

então IBi(g)l < max lgllai\ (supp g) 

pois 

J gda1 para toda g E C~(Rn), 
Rn 

Obs.2.1: Os suportes das medidas ai' 1 < i < n, estão 

contidas na fronteira B. 



DEM: Seja A C Rn - âB, A aberto. Então 

Portanto 

a.. (A) 
~ 

para toda 

+ a.. 
~ 

com jgj < 4>A 

e 

sup { - Jgdai} = O , o que implica 
02_g2_4>A 

= a. (A) = O 
~ 

para 1 < i < n • 

Podemos então reescrever a relação (33) na forma · 

36 

l = 1,2, .•. ,n e ( 34) 

Em alguns casos, torna-se Útil, caracteriz?r os conjuntos 

de perímetro localmente finito da seguinte maneira. 

Teorema 2.1 - O conjunto B tem perímetro localmente fini 

to em Rn se e somente se existe uma sucessão {~h}hEN c c!(Rn) , 

O < Wh 2_ 1, tal que para todo h E N e todo compacto K em Rn va

lem 



lirn 
h-t>OO 

( 35) 
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e 

1 n 
DEM: a) Se existe urna sucessao {~h}hEN c C

0
(R), O~ ~h~ 1, 

que satisfaça as relações (35) e (36), provemos que B tem perímetro 

localmente finito. 

Integrando por partes e observando que 

J 
D.g(x)dx= -lim Jg(x) --D.;~h(x)dx • Portanto 
~ .h-toco .... 

B 

J Dig(x)dx ~ rnax lgl lim inf J f DI/Jh (x)j dx { max lgl y (supp g) 
n-t-co 

B supp g 

b) Provemos que se- B tem perímetro localmente finito, 

existe urna sucessao {~h}hEN c C~(Rn} com O ~ ~h ~ 1 , satisfazendo 

as relações (35} e (36}. 

Seja -r(x) E C~(Rn}; -r(x} >O; supp -r(x) c {x E Rn,lxl ~ lJ 

eJ -r(x)dx = 1 
Rn 



38 

Seja n = h T (hX) 1 h E N 

Observamos que T(hx)dx = 1 para todo h E N • 

Definimos 

tph(x) = r Th(y)<f>B{x-y)dy 
= Ln Th(x-y)<f>B(y)dy 

JRn 

Para to elo h E N temos lflh( x) E c1 (Rn) 
ó 

e o < tph < 1, pois 

.. 
2J Th(x-y)dy < J . Th(x-y}dy = 

Bnsupp T Rn 

J Th (x-y) dy 

Bnsupp Th 

1, onde observamos que 

supp T h c { x E Rn, I x I < 1 
11} (c.f. [4], p. 377). 

< 

Para a continuidade da demonstraçio necessitamos do seguin-

te resultado. 

Proposição 2.1 - Seja f E L1 (Rn) e K um compacto no qual f 

é contínua. Seja {<f>k}kEN 

<Pk : Rn ---> R , tal que 

uma sucessao de DIRAC,. isto é , 
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para todo k E N. 

,·1·· 

( 3) supp ~k é compacto e dado Ô > 0 1 S upp ~k C {X E Rn , 

I xl < ô} para k suficientemente grande 

Então 

I
. ~k(y) f(x-y)dx converge uniformemente a f em K. 

Rn 

DE M: ( c • f [ 4 ] , p • 3 7 7) 

Da proposição (2.1) segue imediatamente que para todo K com 

n pacto em R , temos lim 
h-+oo J I t/Jh (_x) - ~B ( x) I 

k 

dx = O. 

Retomando a prova, ressaltamos que 

é)· 
Th(x y) 

é) 
Th(X- y) = 

é) xi é)yi 

o se X f/. K ou Di l)ih (x) = 
Seja E~(x) = 1 se Di t/Jh(x) > o 

- 1 se Dit/Jh(x) < o 

o 
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Como todas as funções que necessitamos pertencem a L1 (Rn) 

< 

K. = {x E Rn, d(x,K) < i}, pois a tem perÍmetro 1l~ 
~ 

calmente finito 

Portanto J K I DlJih (x) I dx _::. y (K_) para todo h E N. 

í 

Indicaremos éom n 10c(Rn) a classe dos conjuntos de períme-

tro localmente finito em Rn. · 

Proposição 2.2 - n
10

c(Rn) tem as seguintes propriedades 

B2 - B1 pertence n a n
1 

(R ) o c 

então 

'I 

então 
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3) Se B1 e B2 pertencem a 7T loc (Rn) então a
1
na

2 pertence a 

7T loc (Rn) 

4) Se Bl e B2 pertencem a ;r loc (Rn) então Bl U B2 pertence a 

n 
7Tl (R) • o c 

DEM: 

l)J D1g(x)dx = 
BlUB2 

que 

di da 

onde 

e ~B 
2 

= 

Nota: Como B1 E ;r loc (Rn) existe uma Única medida a. i tal· 

f Q.g(x)dx 
J B ~ 

1 

= -

y i tal que I 

B2 

I g (x) da.. 
()B ~ 

1 

e analogamente existe uma Única me 

Dig(x)dx = - I g(x)dy1 

()B2 

Di~Bl e Di~B
2 

sao respectivamente as medidas derivadas de ~Bl 

no sentido de distribuição. 
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2) J o1g(x)dx 

B2-Bl 

= 

3) Lembrando que cp = cpB ·cpB I sejam {l!Jh }hEN e {Xh}hEN duas 
B{'B 2 1 2 

sucessoes de cl (Rn) 
o com. o ~$h~ 1· e o ~ xh < 1 tais que para· 

todo h em N e todo compacto K em Rn 1 

pois 

lim 
J~ tjJh - cpB !dx 

h-+co 1 

í 

f!Dfh(x) ldx ~ y(K) 
K . 

Então resulta: 

lim 
h-)-0) 

= 

; 

lirn J 1X - cpB !dx = o e 
h " h 

-)-a) K 2 

-
f ~DJ), (x) I dx < y (K) 

n para todo K compacto em R 

e também. 
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pois 

Veremos agora uma nova definição de conjunto de perímetro 

localmente finito. 

Definição 2.3- Seja B um boreliano de Rn. Dizemos que B .. 
e 

um conjunto de perímetro localmente finito se e somente se para q~l 

quer K E B (Rn) temos 
o 

00 

Mostremos a equivalência entre as definições (2.1) e (2.3) 

a) (2.1) implica em (2.3) 

Como· B tem perímetro localmente finito em Rn 1 temos para 

1 <i< n1 IJBoig(x)dxl < max lgl y(supp g) 1 ou ainda 1 

< y(K) o que implica J Dig(x)dx 2 y(K) < 
B , 

+ 00 



Logo 

algum 
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< + 00 

b) (2.3) implica em (2.1) 

Seja 

Seja agora 

n 
X E R • 

< 1. Como supp g c 8 (Rn) temos 
o 

1 < i < n. Mas 

= -J g(x)dtB = -J .g(x)~B 
Rn. supp g 

< + 00 Logo 

1-J g(x)dt8 1 < maxlgl y(supp g) < y(supp g) 

supp g • · 

1 · n 
g E co (R ) I g arbitrária, com lg(x) l > 1 para 

Como supp g é um compacto, temos que lg(x) I assume um máxi-

mo em supp g. 

Consideremos 
q (x) 

h ( x) = -m-a"'-x~l=g-.-1- I 

lh(x) I < 1. e supp h = supp g. 

Então 1J
8

oih(x)dxl ~ y(supp h), o que implica 

1J
8

maxlgl Dih(x)dXI < max lgl y (supp g), isto. é, 
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1 <i < n. 

Podemos reescrever a definição (2.3) da seguinte maneira 

Definição (2.3)' -Seja B um boreliano de Rn. B é um conj~ 

to de perirnetro localmente finito se e somente se para qualquer 

K E S
0

(Rn) ternos 

sup·{J:iv g(x)dx, g1 E c!(K), lgl < 1} < + oo onde por g1 

entendemos a i-ésirna componente da função vetorial g. 

Indiquemos por lail a variação total da medida ai definida 

de 

·Jg(x) dai- e com lal a variação total da medi 

()B 

da vetorial (a 1 , •.• ,an), isto é, a função de conjunto 

Proposição 2.3: A função lal 

uma medida em Rn. 

definida pela relação (37) 
... 
e 
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çao qualquer de B. Notamos que 

. L 

k 

(li(~) 

Seja i la<~> I 
E:k = 

o se 

n 
Então la<ck>l = L 

i=l 

la(Ck) I 
n 

= L L 

k i=l 

= E E 
k h 

i 
E:k 

n 
E 

i=l. 

ai(Ck) = 

se a(Ck) 

a(Ck) = o 

i 
E:k à.(Ck), 

~ . 

n i 
L E E: E 
k -i=L k h 

-:j o 

donde 

(li (Ck n Bh) = 

E I a . < ck n Bh > I < 
h l. 

é uma partição arbitrária de B, temos 

Por outro lado para todo e: > O, existe uma partição de Bh, 



tal que -h e:2 

Mas {~,k} é uma partição de B e portanto 

la! (B) ~ r la<ch k> I =r 
h,k , h 

> r I a I (Bh) - e: 
- h 

-Donde !·a I (B)' > r I (Bh) , o que conclui a demonstração. 
h 
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Pelo teorema de Riesz (ver relação (28)) temos que se A é um 

aberto limitado então 

!ai! (A) = sup{ J Dig(x)dx:. gEC~(A)~-Igl21} +co , (38) 

B 

o que nos permitirá a seguinte proposição 

Proposição 2.4: Seja A um aberto limitado em Rn. Então 

+ 00 (39) 

DEM: dado e: > O, existe uma partição finita de A, {~} 

h= 1,2, .•• ,v de conjuntos de Borel e existem pontos xh E~ tais 

que 

o que implica 



n 
1: 

i=l 

" < 1: lg(xh)jja(~)j +E< 1: ja(~)j +E< jaj(A) +E 
h=l h=l 
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Por outro lado, dado e: > O existe uma partição finita {Bh}, 

" h= 1,2, •.. ,v de A tal que la! (A) < 1: la(Bh) I +E 
i=l 

ai(Bh) 
a (Bh) ~ o se 

Seja i la (Bh) I 
f:h = 

o se a (Bh) = o 

Notamos que 

Então I a I (A) < 

n v i 
= 1: ( 1: E h a

1
• ( Bh)) + E 

i=r h=l 
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Seja " i L Eh ~B (x) • Para cada 
h=1 h 

1 < i < n , gi (x) é 

n 
uma função escada que verifica a relação L 

i=1 

2 
gi (x) < 1. 

Então existem funções ~i E c;(A}, 1 < i < n, verificando a 

mesma relaçãc e tais que 

Portanto 

n 
L 

i=1 Jg.da.. 
~ ~ 

< ~ I~. da.. + E 
~ ~ i=1 

I a. I (A) < ~ Jgi da.i +E ~J ~ ~i da.i +2E < supJ. di v g (x) dx + 2E , 
i=1 i=l . B 

o que c~nclui a demonstração. 

Nota: Se A é um aberto limitado de Rn, concluimos através da 

relação (34) que I a. I <A> = I a. I (A n a B > 

Definição 2.4: Sejam B um conjunto de perímetro localmente 

finito em Rn e A um aberto limitado em Rn. 

O nt~ero la.l (A) é dito o per!metro de Bem A. 

Nota: Denotamos também la.l (A) = P(B,A). 

Portanto 

P(B,A) = sup {fB div g(x)dx, gi E c!(A), JgJ < 1} < + 00 
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Nota: B é relativamente compacto em A, se B c A, B é aberto 

em Rn e B é compacto com dist(B,aA) > O, onde aA é a fronteira to 

pológica de A. Denotamos B c CA. 

Teorema 2.2 (compacidade): Seja {Bs}sEN uma sucessao de con 

juntos tais que · P (Bs ,A) 2 c (A) < + oo para todo A C C O onde 
.. 
e 

aberto em Rn. Então existem {B } e um conjunto B tal que para 
sj jEN 

todo K cc n resulta 

lim 
j-+oo 

DEM: para A·cc O fixo, existe {sj}jEN t 

verge em 

lim 
j 1 t-+oo 

- ~B j dx = O 
st 

(40) 

tal que ~B con 
s. 

J 

(41) 

De fato, seja $h,s(x)= JB Th(x-y)dy e Th(x) = hn T(hx) 

s 

com 

< 1} e J ·dx) dx=l. 
Rn 



{$h, s} 
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Temos que $h é infinitamente diferenciável e a sequência ,s 

converge uniformemente para q,B em todo compacto K c n. 
s 

Assim t I q,B - $h s. I dx <h -1 n. c(A
1

) e 
.S. ' J ] 

ti.Ph,st -1 
- q, dx < h n. c(A2) '( 42) 

B 
st 

Como {wh,s} é equilimitada , pois para todo h e s em N 

lwh,sl _2 1 e equicontínua em A, pois lwh,~(x)-wh,s(y) _2lx-y·!.n.c(A) 

1 para todo x, y em A; pelo teorema de Ascoli, existe {si}iEN tal 

converge uniformemente em A. 

Com o mesmo argumento existe tal que 

converge uniformemente em A. 

Em geral existe {ljlm, sm.} 
1. i E N 

converge uniformemente em A. 

Então a sequência converge uniformemente em A 

para todo Índice m. (43) 
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Mas I I<PBS- <I>Bs -1 dx~ r I<I>B - 1J.Ih,s.l dx + IAI 1J.Ih,s). - 1J.Ih,s.tl dx + 
A . j t J A sj . J -

ma: n = 

existe 

+ I !1J.Ih,s - <I>B dx 
A t. st 

Assim a· relação (41) segue (42) e (43). Portanto 

existe {s.} 'EN . ) ) 
tal que <j>B 

s. 
) 

converge em 

para 

Ror outro lado, tomando uma partição de n da seguinte for-

u A. com A c A 
1 

e A =A obtemos que em Al 
i>l ~ n n+ 1 -1 t tal 1 generalizando {s.} que <j>B 1 converge em L (A

1
) , , 

) s. 
) 

1 
em A existe 

n 
{s~} t tal que 

) , <j>B 
si} 

) 

converge em L-(An). Tomando a 

sequência diagonal, em An' existe taJ. que conv~rge 

se 

Como para qualquer K C C Q, K C A para algum n, temos que n 

converge em L 1 (~ ) então <1> converge em L1 (K) o 
n Bsn 

n 

que conclui a prova. 

Obs 2.2 Uma sucessao de conjuntos {Bh}hEN converge a 

Bem Li
0

c(Rn) se para todo K compacto em Rn, temos 



lim 
h-+<» 

= 
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o 

Veremos agora como calcular o perímetro de B em A. mediante 

funções regularizantes que aproximam ~B(x). 

Teorema 2.3 (Semi-Continuidade). Se {~h}hEN c c;(Rn) con

verge a ~B em L1 (Rn) para todo aberto A cc Rn temos 
loc ' 

P(B,A) < lim inf J.AID~h(~) I dx 
h-+oo 

( 44) 

DEM: Sabemos que P(B,A) = I" I (A) = sup [ J :i v g (x) dx , 

'· 

Então basta provamos que· fs di v g(x) dx < ~!:.': infJ A ID$h (x) dx 

para toda com < 1 e supp g c A. 

implica 

A-hipótese nos diz que lim J l~h(x) - <j>B(x) ldx =O, o que 
h-+<» A 

J div g(x)dx 

B 

= J <j>B(x) div g(x)dx 
Rn 

Integrando por parte9 temos 

= lim JA'Ph(x)div.g(x)dx 
h-+oo 
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1im J 
h~ A 

Wh(x) div g(x)dx = 

< 1im inf J lowh(x) ldx • Portanto 
h~ A 

P(BIA) < 1im inf J IDwh(x) ldx 
.h~ A 

Obs. 2. 3 Seja T (x) E c~ (Rn) 1 T (x) > O 1 supp T (x) c 

·c· {x E Rn:, lxl < 1 e J T (x)d:x = 1. Seja ainda 
Rn 

Wh(x) = Th * <PB entendemos 

wh (x) 

n 
Th (x) = h T (hx) .Por 

Lembremos ainda que O <~h < 1 e Wh E C~(Rn) para todo hEN. 

Teorema 2.4: Seja Wh = Th * <f>B para h E N. Então para to 

do K c c Rn temos 

1im sup J lowh(x) ldx ..:5 !ai (K). 
h~ 

K 



DEM: 

sup{ J 
K 

n 
1: 

i=l 

1 
gi E co (K) I I g I < 1} • 

. 
Seja gi E c!(K) fixa. Então 

f gi(x) Di~h(x)dx = 
K 

f gi ( x) (--:::-a~
axi 

K 

=--:- -JB. a~. <J -rh(x-y)gi(x)dx)dy. 
1. __ K 

Seja E > O, para h suficientemente grande a função 

e ainda 

-~ <f Th(x-y) g. (x)dx) 2 < 1 
i=l J l. 

K 

para todo n y E R • 

Portanto f 
. 

ID~h(x) ldx ~ lal (KE) para h suficientemente 

K 

grande ,e da arbitrariedade de E temos a conclusão. 

55 
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Obs. 2. 4: Dos teoremas (2.3) e (2.4) segue que se A .. 
e um 

conjunto aberto de e ll'h = Th * <f>B' então 

lal (A) ~ lim infJ IDll'h(x) ldx ~ 
h-+oo 

A 

Em parti~ular se 

I a I ( 3A) = O, ( 46) 

temos a relação 

jaj (A) = P(B,A) = lim JA!Dll'h(x) Jdx 
h-+oo 

( 4 7) 



CAP!TULO III 

CONJUNTOS DE PER!METRO FINITO 

Definição 3.1: Seja B urn.boreliano de Rn. B é um conjunto de 

perímetro finito· se 

h E N. 

·la I (Rn) ::: sup {J div g(x)dx, gi E c!(Rn), lgl < 1} <+(X) (48) 

B. 

Chamaremos perírnet.ro de B e denotaremos P (B) o número 

.. 
Teorema 3.1: Seja B um boreliano de Rn e ~h = Th * ~B onde 

B tem perímetro finito se e somente se 

lirn J I D~h ( x) I dx < + (X) • 
h-+oo Rn 

Ternos ainda que 

(49) 

(50) 

DEM: pelo teorema da semi-continuidade ternos 



Pelo teorema (2.4) temos lim 
n+oo 

sup I I 01/Jh (x) I dx < I "I (R
0

) , 

Rn 

Portanto. = ~im f I Dljl1 (x) I dx 
h-+oo n :l 

R 
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Obs.3.1 - Se B é um boreliano de Rn para o qual vale a fór

mula de GREEN, então 

DEM: .sup 

lgl~l 

P(B) = I d H
0

_ 1 
()B 

Idi v g (x).dx= sup .. ~ 
B lgl2_1 i=l 

I givi d Hn-1 =I d Hn-1 

é)B é)B 

Provaremos agora um teorema -"-Tipo Fubini". 

Teorema 3.2: Se B E S(Rn) tem perímetro finito em Rn = 

Rm Rn-m t- t d y E Rn-m = x , en ao para quase o o o conjunto 

By = {x E Rm; (x,y) E B} tem perímetro finito em Rm e 

válida a relação 

J P(B )dy·< P(B) 
n-m Y -

R 

(51) 

.. 
e 



DEM: Seja 

= ÍimJ ID~h(x,y) dx dy 
h+oo 

Rn 

P(B) 

(x,y) E Rm x Rn-m, lim ~h(x,y) = ~ 8 (x,y). h +co 
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e quase para todo 

Então para quase todo n-m y E R I ~h(x,y) considerada ape-

nas como função de x. converge para quase todo m -x E R para a funçao 

~B(x,y) = ~B(x). 
y 

Portanto pelo teorema da semi-continuidade 

-

P (By) ~ ;!::: inf ln lnx ~h (x,ylldx 
. ~-

.Por outro lado a função P(B ) é integrável em y 
n-m 

R • 

De fato,P(By) = sup {J~B(x,y) .~-- D.g·. (x)dx, g. E c
0

1 (Rm), lgl < 1} 
~=1 ~ ~ ~ 

em 

Sejam sk = { x E Rm, I x I < k, k E N} • 

Çomo para quase todo 

L 1 (Rn) temos 

n-m ( ) y E R , ~h(x,y) converge para ~B x 
y 

loc ' 

f s I D~B (x) I d~ 2. lim inf f sk I Dx ~h (x,y) I dx 
k y h+oo 

Por outro lado obtemos 



P(B ) 
. y 

~!: sup J IDx~h(x,y)jdx ~f ID~B (x) !dx 
5k-l · 5 k Y 

Mas lim 
k+oo I ID~B (x)dxl= I ID~B (x) !dx = 

y rn y 
sk R 

P(B ) 
y 

Portanto P(B) < lim lim inf J lox ~h(x,y) !dx ~ 
Y k+oo h+oo 

sk 

< lim lim sup f lD ~h(x,y)!dx < P(B ), o que prova ser 
X - y k+oo h+oo 

sk 

uma função integrável para quase todo y E Rn-m. 
- - -

Pelo lema de Fatou podemos escrever 

f P(B )dy 
m y 

R 
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Definição 3.2: Seja B E S(Rn). A fronteira essencial de 

B(~ B) é o conjunto de pontos x E Rn tal que para todo i> O, 

onde 

Si ( x) = { y E Rn I Y - xl < i}. 
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Veremos uma maneira de calcular o perímetro de conjuntos bo 

relianos na reta real. 

Teorema 3.3: Seja B E B(R) e P(B) <+~.Se x
1

,x2 , ••• ,~ 

sao pontos d~stintos de ~B então 

<PB em 

. 

L
1
1 

(R) e lim 
oc h+~ 

P(B) ?_ k 

J 
IDtJih(x) ldx = P(B) 

R 

(53) 

Sejam s
1

, s 2 , ••• ,Sk intervalos dois a dois disjuntos de 

centros x
1

,x2 , ••• ,~ respectivamente. 

e 

Para 1 < i < k, existem em s. dois pontos que indicaremos 
~ 

2 
X. 
~ 

tais que e 

Então 

J.ID$h(x) Jdx t: k 
> 1: IDtJih(x) ldxl > - -

i=l 
R xi 

k 1 2 > r 11/Jh(xi) - I)Jh (xi) I • Fazendo h -+ oo, temos P(B)>k. 
i=l 
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Obs. 3.2: Seja B E S(R) e P(B) < +co. Se ~B é constituÍ 

da exatamente de k pontos então 

P(B) = k (54) 

Obs. 3.3: Se B c R é uma semi-reta então P(B) = 1. Se 

B c R é um intervalo limitado (aberto, fechado ou semi-aberto) en

tão P(B) = 2~ 



CAP!TULO IV 

DESIGUALDADE ISOPERI~TRICA EM Rn E PROPRIEDADE 

ISOPERI~TRICA DA ESFERA 

Dado B E S(R) com P(B) < + 00
1 em geral nao é possível maj2 

rarmos a med(B) ou a_ med(R-B) com P(B)a onde a é um número positiv~ 

Como exemplo se B é ·uma semi-reta temos P(B) = 1 e med(B) = 
= med(R-B) = + oo 

Mas em R2 torna-se válida a seguinte desigualdade 

2 
Teorema 4.1 (Desigualdade isoperimétrica em R ) 

Seja B E S(R2) com P(B) < + oo Então 

min{med(B) 1 med(R2 - B)} < P(B) 2 

DEM: pela relação (51) temos 

J P(B )dy < P(B) < + oo 
y 

(55) para quase todo y E R. 

R 

Pelo. teorema (3.3) concluímos que 

p (B ) = o I p (B ) . = N (y) > o 
y y 

ou (56) 

onde observamos que N(y) é o número de pontos da fronteira essen-

cial de B • y 
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Como med { y: P (By) = + oo} = O, podemos considerar apenas 

os pontos y E R tais que P(B ) = O 
y 

ou P(By) = N(y) > O 

Seja E 2 = {y E R : P(By) > O}. Pela relação (55) temos 

dy < J P(By)dy = J P(By)dy < P(B) < + ~ 

E 2 R 

Ao variarmos y em R, teremos By = ~; By = R ou ~ f By ~~ R 

Sejam r l = { y E R; By = ~}; r 2 = { y E R; B = R} 
y 

mi n { me d r 
1 

, me d r 
2

} = o , {57) 

Então 

pois se isso nao ocorresse, ·conduzindo retas paralelas ao eixo y te 

riamos P(B ) > 1 para todo x E R e portanto J P(B )dx = + oo, o 
X R X 

que contraria a relação {55) • 

A menos de passagem ao complementar podemos supor 

rned r2 = o. Então B c R X E2 

Seja E - {x E R P (B ) } >O Repetindo o raciocínio fei-1 - X 

to para E2 ternos rned (E 1 > ~ P(B) < + 00 e B c El X R. 

R:>rtanto rned(B) 
2 

< med(E
1 

x E 2 ) < P(B) , o que conclui a 

demonstração. 



Teorema 4.2 (Desigualdade isoperirnétrica em Rn). 

B E 8(Rn) com P(B) < + oo. Então para n > 2 

n 

rnin {rned(B) 1 rned(Rn-B)} < P(B)n-l 

DEM: faremos a prova por indução finita 

ternos 
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Seja 

(58) 

1) para .n=2 1. o teorema 4.1 mostra que a relação (58) - -e va-

lida. 

z) Suponhamos a relação (58) válida para n e demonstremo-la 

para n+l. Sejam 

( x 1 xn + 1 ). E B } 

B = {x l E R x n+ 

E = {x E Rn 

Consideremos a reta rx passando por x e paralela a xn+l. 

Indicamos A {X E Rn r n B - .f.} e A
2 

-- {X E Rn : rx n B -- R} 1 = - : X - ~ 

Observamos que A2 c Bx . e A1 c Rn - Bx 
+1 n+l .n 

Seja 
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Se l.1 > o então 
I 

n-1 

Rl.l n dxn+l = + co. Mas pela hipótese de 

n 

indução min{med(B ) , med(Rn- B )} 
xn+l xn+l 

< P (B ) n-1 
xn+l 

< co , para· 

quase todo xn+l E R. 

Podemos considerar 

l.1 < min med(B ) , med(Rn - B ) 
xn+l xn+l 

pois e 

Logo 

J 

n-1 

. Rl.l n <-+ oo , o que é absurdo. 

Portanto l.1 = o 

A menos de passagem ao complementar podemos supor rned A2 = O 

Então med(B ) < rned E para todo 
xn+l 

X l E R n+ 

Pela hipótese de indução 

n-1 

med(B ) n 
xn+l 

<- P(B ) • corno medE < P(B), 
- xn+l 

1/n 1/n 
me d ( B ) < P ( B ) me d ( B . ) < P ( B ) P ( B) 

xn+l xn+l xn+l xn+l 



ra todo 

Integrambs com respeito a xn+l e ·temos 

n+l --
med(B) 2 P(B) n 1 o que conclui a demonstração 

Estudaremos agora a propriedade isoperimétrica da esfera. 
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Lema 4ol: Sejam a e B duas medidas vetoriais tais que pa

n n E B 
0 

(R > 1 

(59) <$(n)l a(n) - B(n)> ~ O onde com <1> indicamos o prod~. 

to escalar em Rn. Então 

2lal (Q){Ial (Q) - IBI (n)} ~ Lt<:t- SI (fi)J
2 

DEM: Para todo n E B (Rn) . o temos 

(60) 

la <n> 1
2 = <a(n) ,a(n)> = <a(n) -BUl) +8(n) ,a(n)-f3(f2)+8(n)> 

= I a (Q) -8 (Q) 1
2 + 18 (Q) 1

2 + 2< a (Q) - B (Q) , B (Q) > 

Mas por hipÓtese < a(Q) - B (Q) , B (Q) > >. O o Então 

I a (Q) 1
2 > I a (Q) - 8 (Q) 1

2 + 18 (Q) 12 > I B (Q) 1
2 

o Portanto 

IB<st>l < la<n>l < lal(st). 

Pelos teoremas de Radon - Nikodym e Lebesgue - Vitali temos 



<f>(x) = lim 
p+O+ 

e 

, ljJ(x) = lim 
p+Q+ 

onde 

B(BP(x)) 

lai(BP(x)) 
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com <1> ( x) e ljJ ( x) I a I q.t.p e onde B (x) é a esfera de centro x e 
p 

. raio p 

Observamos que 

l<t>l = 1; lliJI < 1 ,!ai q.t.p 

(i) 

Para provar a 29 relação do ítem (i) verificamos que 

Por outro lado, 

< <f>(x) - ljJ(x) ,ljJ(x)> = lim 
p+O+ 

Então 2 
1 - lliJI = 

<a(B (x)) - S(B (x)) ,S(B (x))> 
p p p >·O 

la!(B (x)) . 
p 
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São válidas ainda as seguintes relações 

que sao consequência do seguinte fato geral 

"Se uma medida ll pode ser representada por urna medida cr da 

seguinte· maneira:. l.I(Á) = JAg(x) dlcrl 1 então representamos llll por 

J . n " llll (A) =- Alg(x) ldlcrl para todo A E 8
0

(R). 

(iii) 

Das relações (i) segue que- .. 

2 f (l -llJII>dlal 
~ 

>f 11-I1J!I
2

> dlal ~f I~- 1J!I
2 

dlal 
~ ~ 

pois 

.. 
se 2 - 2I1J!I < 1 - I1J11

2 
então llJI ( x) I 2 - 211JI ( x) I + 1 < O o que e 

absurdo. 

(i v) 

Da desigualdade de Schwartz obtemos 

f I~-1J!I 2 
dlal • lal(n) 

n 
> < llJI -~I d I a I> = <I a-B I <n> > f 

2• 2 

n 

De (i) 1 (ii) 1 (iii) e (iv) obtemos 
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21 a. I ( n) { I a. I Hl) - I B I (Q)} > (I a.-B I (Q) ) 
2 

Provaremos um teorema sobre conjuntos normais, que é essen-· 

cial na demonstração da propriedade isoperimétrica da esfera 

fi Teorema 4.3: Se. E E B (R ) , n > 2, tal que P(E) < + =· e 
o 

se denotamos 

ao eixo 

E = {x E R x n 

L = { (x 1 xn) 

_P (L) < P (E) 

X • n 

. . lx I < n 
f (x) 

2 
} . Então 

(61). Se P(L) = P(E), então E é 

DEM: Seja L = {x E R x n 
... 

(xlxn) E L} 1 isto e, 

= {x. E R: 
n lx I < n 

f (x) 
2 

} • Observamos que 

normal 

P(L ) =O 
X 

pois L é um intervalo limitado. 
X 

Mas P(E ) = O 
X 

ou P(E ) > 2 1 pois se 
X -

P(Ex) = 1 temos que 

Ex é uma semi-reta e então med(Ex) = + oo. Temos que 

n-1 . 
X E R I pOl.S ( 6 2) 

se e somente se P(Lx) O. 



Logo 
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De fato, se P(Ex) = O, como Ex é limitado então f(x) = O • 

e portanto P(L ) = O 
X 

Se P(Lx) = O então Lx = {O} , pois Lx é um intervalo li-

mitado, o que implica f(x) = med1 Ex= O. Donde P(E ) =O 
X 

Seja 

Também é válida a relação 

e 

temos 

para todo QEB (Rn-l) 
o 

( 6 3) 

J 1°i~EI~J IDi~L' i= 1,2, ••• ,n-l (c.f[l2],p.45) 1(64) 

QxR QxR 

Se definimos , 

(l (n) I • • • I 

J 
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S(s-2) 

das relações (63) e (64) segue 

< s ( n) , a. ( n) - s ( n) > > o par a todo e 

portanto pelo lema 4.1 temos 

(65) 

Donde concluímos que para t9do 

la.l (Q) ~ ISI (Q) e como P(E) = la.l (Rn-l) e P(L) = ISI (Rn-l), veri 

ficamos que P(L) ~ P(E). 

Se P(E) = P(L) então la. 

todo 

respeito ao eixo X • n 

D if> ' = n E 

e portanto para 

isto é, E é normal com 

Teorema 4.4 (propriedade isoperimétrica da esfera) 

Seja B E S
0

(Rn), n > 2 com P(B) < + oo • Então 



n 

med(B) < c(n) P(B)n-l onde c(n) = 

wn é a medida da esfera unitária n-dimensional• 

n 
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1 e (66) 

E med(B) = c(n) P(B)n-l se e somente se B é urna esf~ra. 

DEM: Seja S urna esfera contendo B e med B À 

Consideremos Fi 

R é nao vazio pois B E R 

Seja l.l = inf P (A) onde A E R. 

tal que lim P(Ah) = 
h-+co 

l.l • 

med A = À e A c S} 

Existe uma sucessao 

Pelos teoremas da compacidade (2.2) e da semi-continuidade 

(2.3) existe A E ~ tal que P(A) = ll· 

Como o semetrizante L de A também pertence a Fi temos 

pelo teorema (4.3) que P(L) = P(A) e portanto A é normal com 

respeito ao eixo X • n 

Por outro lado a propriedade "A ter perímetro mínimo" é vá 

lida p·ara qualquer conjunto obtido através de urna rotação de A em 

torno da origem. 

Portanto A é normal com respeito a todas as direções d~ 

Rn, isto é, A é um conjunto convexo. 



Então A pode ser caracterizado como 

A = {( x 1 x ) E Rn 
n 

domínio convexo de Rn e f 1 e f 2 sao funções localmente 

lipschitzianas em D. Então 

< I X E D} 

Para todo n C C D 

i<li(UxR)= J vl+iDf1 i
21 

+ / 1+ lof 2 1
2 

>' dx 

--- n 

21~+ f2-fl I 
I si (nxR) = I D ( > I 2 d:X 2 

Temos que I ai (nxR) = I Bl (nxR) pois P (A) = P (L) e 

equivale a 

A relação (67) é demonstrada através do seguinte lema: 

74 

isto 

Lema 4.2: Seja n um aberto convexo de Rn e f 1 e f 2 fu~ 

çoes reais definidas em n tais que existam Df1 e Df2 para todo 
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x E n onde Df1 e Df2 sao respectivamente o gradiente de f
1 

e f
2
• 

Se 

então 

I l'l+jof1 i 2 1 + l'l+jof2 J
21

)dx = Jn~4+jD(f 2 -f 1 ) 1
21 dx 

n 

DEM: Corno 

para todo x e armas as funções são~positivas as integrais serao i-

guais somente se os ~ntegrandos forem iguais, a menos de um conju~ 

to de medida nula. 

Para facilitar· a notação consideremos X = Df 2 , y = Dfl e 

x - y = Df 2 - Dfl • 

Se então 

ainda 



= 1 - < x,y > , ou 

que implica 

2 1 - 2 < x,y >+I < x,y> I 

I 1
2 I 

1
2 2 2 2 x · + Y + lxl IYI + 2 <x,y>=l<x,y>l, isto 

o 

... 
e 

< X + y., X + y > = I < x,y >1 2 - I xl 2 I y 12 • Pelo lema de 

Schwartz, < x+y, x + y >=O • Portanto x = - y ou Df 2 = Df1 . 

c.q.d. 

Corno O C C D é arbitrário, temos que 

i= 1,2, ••• ,n-l , vale para todo x E D, ou seja 
.. 
e cons-

tante para todo x E D. Isto quer dizer que A é simétrico com res 

peito ao hiperplano paralelo a xn = O e passando pelo baricentro 

de A • 

Como esta simetria de A é invariante por qualquer rotação 

de A em torno da origem, concluímos que A é normal com respeito a 

todos 03 hiperplanos passando pelo.seu baricentro. Portanto A 
... 
e 

uma esfera. 

Temos que B E R 

Logo n-1 ... d P (B) > P (A) = n wn p onde p e o raio e A. 



rned(B) 

Mas rned (A) 

Então P(B) 

1 
< 

-~ 

= À = w pn , donde 
n 

n-1 
p 

n-1 
> n w (-À-) n 

n wn 
• Corno 

n-1 
= (-À-) n 

wn 

rned(B) = À ternos 

n 
P(B)n-1 

n 

• Portanto rned(B) < c(n)P(B)n-l 

n 

Suponharr,os agora q1.1e rned(B) = c(n) P(B)n-l =À 
o e seja 

urna esfera contendo B. Consideremos a classe de conjuntos 

rned A = Ào e A c S} 

-
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s 

Sabemos que existe A E R* .. com P(A) mínimo, o que implica 

que A é uma esfera 

Mostremos que P(B) é mínimo. Suponhamos por absurdo que 

P (B) > P (A) • 

Ternos 

• P(B). 
Como 

seja 1 

rned A = À
0 

n-1 
o que implica pn-l = (c(n)) n 

n 

n-1 --
p (A) 

n-1 = nwn p temos P(B)>n·w •(c(n)) n • P(B), n n 

n-1 
> (c(n)) n • Mas c(n) 

n 
1 -<n-1) = (---) 
n 

n wn 



Logo 
n-1 

(c(n))Il = 1 • Donde 1 ----> 

o que é absurdo. 

Portanto B tem perimetro minimo em R*, ou seja 

esfera. 

Reciprocamente se B é uma esfera de raio p temos 

med(B} n P(B} n-1 Então = wnp e = n•w p n 

1 1 
med(B) )n P(B) n-1 implica, = ) o que 

wn n·wn I 

1 n 

med(B} ( 1 n-1 P(B}n-l = w • ) • ou n· 
n•w n 

Íl 

med (B) = c(n) • P(B)n-1 
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1 

n~ 

. 
B e uma. 

Obs. 4.1: Se B E S(Rn), n > 2 nao é limitado, continua 

válido o seguinte resultado: 

n 

min{med(B), med(Rn- B)} < c(n) P(B)n-l 

E 

n 

min{med(B), med(Rn- B)}= c~n) P(B)n-l 

B ou Rn - B é uma esfera. 

DEM: (c.f [ 12 ] 1 p. 47). 

se e somente se 



CAPITULO V 

PROPRIEDADES GEO~TRICAS DA FRONTEIRA DE 

CONJUNTOS DE PER!METRO LOCALMENTE FINITO 

Seja E um conjunto de 'perliretro localmente finito. 

f Di g ( x) dx = - I g ( x) da.i para toda g E C~(Rn) ,1 < i < n. 

E ()B 

Aplicando o teorema de Radon - Nikodym a estas medidas re-

sulta definido ID<t>EI em quase toda parte o vetor 

v(x) = (v
1

(x), v 2 (x), .•• , "n(x_))onde para cada 1 <i< n..J ·(68) 

vi(x} é caracterizado por 

Di<PE(B) = J vi(x}d!D<PEI (x} para todo 

B 

B E B (Rn) 
o 

( 69} 

Além disso, pelo teorema de ~besgue-Vitali, sempre ID<t>EI 

em quase toda parte temos 



. 

v(x) = lim+ 
p-+0 

onde BP(x) é a esfera de centro x e raio p • 
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(70) 

Observamos que lv(x) I = l,pois se.lv(x) I < 1 em um conjunto 

A com I D<j>E I (A) > O então 

surdo. 

(obs • 

Como o suporte 

2 .1) ' o conjunto 

v(x) = lim 
+ p-+0 

de . I D<j>E I está 

dos pontos X E 
·-

.. 

formam um subconjunto da fronteira E. 

ab-

,, 
contido na fronteira de E 

Rn que verificam 

e I v (x) I = 1 

Definição 5.1: Chama-se fronteira reduzida de E ( j*E) o 

conjunto de pontos da fronteira topológica de E que verificam as re 

lações: 

D<j>E (Bp ( x)) 
v(x) = lim 

P-+ o+ I D<I>E I (BP (x)) 
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Imediatamente verificamos que 

( 71) 

* o vetor v(x) definido na g E vem a ter o significado do 

vetor normal externo no sentido do seguinte teorema 

lirn 
p-+0+ 

lirn 
+ p-+0 

lirn 
+ p-+0 

* Te orem a 5 • 1 : Se x E . 3- E então 

-n p rned{y E E:< (y-x), v(x) >>O, ly~xl < p}= O 

p-n rned{y ~E:< (y-x), v(x) > > O, ly-xj< p} =O 

(74) 

DEM: ·(c.f [ 12], ps. 62-65). 

Seja A um aberto limitado de Rn. 

(72) 

( 73) 

Definição 5.2: Um conjunto E de· perirnetro localmente finito 

tem fronteira rninirnal em A se para todo conjunto M de perímetro ~ 

calrnente finito tal que (E - M) u (M - E) c c A ternos: 



Definição 5.3: Uma função 

(75) 

f E av
1 

(Rn), isto é, 
o c 
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f E L1 (Rn) e D.f sao medidas em Rn, tem gradiente minimal em loc ~ 

A se para tcda, n g E BV10c(R ) , temos 

IDfl (A).~ ID(f + g) I (A) (76) 

Sejam E um conjunto de perímetro localmente finito e K um 
. n 

compacto em R • 

A transposição do problema de Plateau para esta teoria é a 

seguinte: minimizar ID~FI (K) na classe: 

~ = {F: F é de perímetro localemnte finito em Rn com 

F - K = E - K}. 

Este estudo é desenvolvido por Miranda em [ 6 1 • 

A seguir, veremos como a Teoria dos Perímetros pode ser uti 

lizada para o cálculo da medida do gráfico de uma função 

f E L1
1 {A),. isto ·é, f é integrável sobre compactos de A , o c 

A é um aberto. 

onde 

Sejam A c Rn um aberto e a(x) ={a {x), a 1 (x) , ••. ,a {x)) 
. o n 

uma função vetorial contínua em A juntamente com suas derivadas pri 



meiras e com suporte compacto em A, isto é, a E [ c1 (A) 1 n+ 1 
o 

f E Lioc (A) definimos · 

= sup. {J 
a A 

onde 

n 
[ a (x) + f • 1: 

o i=l 

para todo x E A. 

] dx} 
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Se 

Esta definição da medida do gráfico de uma função generaliza 

as demais, ou seja, a definição 5.4 coincide com a definição clássi 

ca quando f E c1 (A) e com a definição de Lebesgue quando f E 

C0 (A). (c.f [11], p. 32). 

A medida do gráfico de uma função f E Li
0

c(A) pode ser ca! 

culada através do perímetro de um conjunto associado, ou mais preci-

samente: 

Proposição 5.1: Sejam n A c R um aberto e tal 

Se },'; = {(x,y) E Rn+l: xE A, y < f(x)}, então vale: 

jgrafK fj = J onde . K c c A • (77) 
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DEM: (c.f [ 8 ] , p. 525) 

Com esta caracterização para a medida de área generalizada -

de urna superfície, pode-se resolver o problema de Dirichlet para a 

equação das superfícies mínimas usando-se formulações da teoria dos 

perímetros. (c. f [ 11· ] e [ 6 ] ) 
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