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INT-RODUCXO;

) A forma original do Teorema do nimero de zeros, o
- HILBERT NULLSTELLENSATi é_que se a polinomial f@ﬁ)xz,“.,xn)
se'anula em to@os os zeros de um ideal I C KIXq:Xgs 00 X ]
(K corpo) entéo alguma poténcia de £ estd em I. Com base
nesse fesultado ﬁode'sg\éstabeletér uma correspondéncia
I"biﬁnivéca éntre.ideais'maximais_dgthxl,xz;. X1 e'pgh -
 tos do egpago afim q-diﬁeh$ionai sébre o fécho. algébrico
de K. (A.10) . o

Usando essa cdrrespondéqcia' o HILBERT NULLSTELLEN-
SATZ pode ser reenunciado dblseguinte modo: " A intersec -
cao de todos os”i&egis'ma;imais que cohtémjl_é o radical
.éeif". Se considerérmds.o'anél qﬁociehte K[xl,xé,L..,an{I
entéo & evidente que coincidem os conceito$ de radical de
Jacobson e de nilradical ‘; Assim K[xl,xz,...,xn] & um e-
xemplo de uma classe de aneis A tal que em A/I (i um i&e-
al qualquer) as duas nogoes de radical coincidem. Como ve-
remos posteriormente (secgao 3.3) este fato implica no
HILBERT NULLSTELLENSATZ *. Se A & um anel arbitrario
desta classe; e desde que © radical dum ideal I de A € a
interseccao doslideais primos que o contem, € evidente

que todo ideal primo de A € uma interseccao de ideais ma-

ximais de A.

(1)



(1) Por esse motivo alguns autores [2] denominam os andis no
‘qual essa propriedade vale de ANEL DE JACOBSON.

'(;)'Por esta razio tais anéis-séo”chamadds ﬁNEIS DE HILBERT.

Passamos agora a. fazer rapldos comentar105 a respel-'

to do conteudo de cada capltulo deste trabalho

. CAPTTULO 1: Poram colocados neste capltulo quase todos os 'g e

resultados necessarlos a0 desenvolv1mento do texto. Entre._i
eles cqnstam reSultados referentes a anéis e ideais, anéis
de polinaﬁios e séries fofmais, dependéncié-infegral,Icorh_‘
pos e anéis noetherianos. - -

CAPITULO 2: Con51ste de dois paragrafos '

- G- DOMINIOS Observando que um ideal maximal d€
K[xl,xz,...,xn] (K corpo) tem contragao nula‘em_K, isto- &,
MN XK= (0) se M & o ideal maximal em questdo, considerare-
ﬁos todos o©s aomfnios A tal’due vale iguél.resultado(Z.i.lS).
Em honra a OSCAR GOLDMAN tais dominios sd3o chamados G-DOMI-
NIOS. Sdo apresentados varios exemplos'de G-domihios; bem
como varias condigoes equivalentes. 530 estudadas as exten
soes de G-dominios bem como as‘relagﬁes com os anéis de po-
1indmios correspdndentes.

G-IDEAIS: Sao eStUdadoS os ideais dum anel A
que'séo-contragﬁes de ideais maximais de A{x]. Esses ide -
ais sio chamados G-IDEAIS e observamos Qué o quoclente A/I
€ um G-dominio. A Iuz do novo couceifo reformulamos o teo-
rema de Krull sobre o nilradical.

CAPITULO 3: Comsiste de 3 paridgrafos.

(ii)



ANEIS DE HILBERT: Neste trabalhko definimos énel de
HILBERT como aquele em que todo G—IDEAﬁ é maximal. Provamos
no decorrer da sécgéo a equivalencia éntre nossa definigao
_e'a_driginal de Gol&maﬁ. Encerramos o paragrafo com a de -
monstragdo de que o anel das séries formais nio & um anel
de Hilbert. | ‘

- .»ANEIS DE-HILBERT'NOETHERI#NOS: Examinamos quando um
anel nﬁethériano_é um anel de Hilbéft. A ferramenta basica
g o Téorémaldo_ldeal frihcipal_dé'Kfull.

| --_HILBERT NULLSTELLENSATZ: Este parégréfp & dedica-
do aléste problema trédicional._
APENDICE: Tratamos de alguns temas elementares da Gedmétfia
Algébrica, fundéméntalmente as versaeé gépmétric;s do HIL~-
-BERT NULLSTELLENSATZ é.o-éorélﬁrio A310 sobfé a'cbrrespdn-
dénéia entre_ideais_maximais'de K[xl,xz;.;.?xn] onde K &

um corpc algebricamente fechado,e pontos de K",

(1ii)



CAPITULO I

PRELIMINARES |

o Muitc embora neste trabalho suponhamoé um conhecimen
‘to da-teoria dos ANEIS, CORPOS, MODULOS e ALGEERAS, daremos
neste capitulo algumas deflnlgoes e enunciarenos alguns resul
tados necessdrios ao desenvolvimento dos capltulos seguintes,
-cujas demonstragoes sao encontradas segundo as referéncias in

dlcadas.p

'vl,l ANETS E IDEAIS -

1. 1 1 DEFINlQﬁo
Sob a designagao ANEL entenderemos um. anel comutati-

vo com elemento unldade, 1st0-e, (A,+,.) & um anel se:

i) (A,+) ‘um grupo abeliano;
- ii)e (A,.) € um semi~grupo comutatlvo ‘com elemento u-
nidade; e ‘ o | o
- | iii) a{b + c) =Iab'+_ac para tbdo'a,b,c € A.
1.1.2 DEFIhIgﬁo

0 anel A & um DOMINIO ( ou anel de 1ntegr1dade) se,

e somente se, vale a seguinte regra:
Vv a,b,c € A, ab-=ac® b =c

1.1.3 DEFINIGAO |
Um subconjunto I do anel A & um IDEAL de A se, e SO

mente Se H
i) Va,b€e I, a~-~b€&lI
ii) vae I, Vb€ A, abe 1

1.1.4 DEFINICAO
Um ideal P do anel A & PRIMO se, e scmente se:

abep=> a€Poubech?

- -1



1.1.5 DEFINIGAO
Um ideal M do anel A & MAXIMAL se, e somente se para

P primo, MCPCA=M=PouM=3 - isto &,
nao existe nenhum ideal prdprio entre M e A.

1.1.6 PROPOSIGAO [1 ]
i) Todo anel nao nulo possui ac menos um_idéal ma-
ximal;. | o | - ‘ o
ii) Se I & um 1dea1 proprio do anel A entao exlste um -

lldeal maximal M gue contem I.'

1.1.7 PROPOSICAO ['1 1. _
1) sejam P,P,, ..., P_ ideais primos e I um ideal
‘tal que I.€ VY P, (1 =1,2,...,m}. Entao I C P,, para algum
i | _ -
_ ii)y Sejam IirTgreesr Iy ideais de A e P um ideal pri
mo de A tal que _ C o . '
: - P OoN I-_j (j= .1,2,...,11)\_- - _en.ti—io
P D Ij. paré.algum j.'

1.1.8 DEFINIQAO
Seja A um anel., O NILRADICAL de A & o conjunto

N(A) = {(x € Al I nE N com x" = 0}
1.1.9 PROPOSICAO [1 1]

Se A-& um anel entio N(A) & um ideal de A igual a

intersecgao de todos os ideais primos de A.

1.1.10 DEFINICAO
Seja A um anel. O RADICAL de JACOBSON de A (J(A))

& a intersecgaoc de todos os ideals maximais de A,

1.1.11 PROPQSICAO [ 1]
% € J(A) se, e somente se 1 - xy & unidade de A

‘para todo y € A,



1.1.12 DEFINIGAC
Seja I um ideal de A. O RADICAL de I & o conjunto

r{I) = {x€ Aldn € N com x" e 1}

'1.1.13 COROLARIO
Se A & um anel, I um ideal de A entdo:
r{I) = N(a/I) =NP,
onde cada P, & primo e_cdntem I.
DEMONSTRACAO: o
Imediata se Cénsiderarmos'(l.l.S) e (l;l.lZ)
1.1, 14 DEFINICAO |
- Sejam A e B anéis. Uma fungdo. 6: A.> B tal que
i) ¢{a + b)-=¢é(a) + é(b) , V a,b € A
ii) ¢(ab) = ¢(a)ée(b) , ¥V a,b € A e
iii) ¢{(1l) =1
& chamada um HOMOMORFISMO de andis.
'1.1.15 PROPOSICKO [61 _
Sejam A e B andis e ¢: A - B um homomorfismo so-
brejetor com niicleo N. Entdo existe uma correspondéncia biu
nivoca que preserva a ordem entre ideais de B e ideais de A

gque contem N. Tal correspondéncia associa ideais primos a -

ideais primos e ideais maximais a ideais maximais.

1.1.16 DEFINICAO ’
Um subconjunto S do anel A & um SISTEMA MULTIPLICA-

TIVO FECHADO se, V s,t € S= st € s, (0¢85, 1€8) '

Exemplos: ‘ |

1) Se P & um i&eal primo de A, entao S = A - P & um sistema

multiplicativo fechado:

2) Se x € A ndo & nilpotente entao {xn::1g()} um sistema

D

multiplicative fechado.



1.1.17 PROPOSIGAO [7]

Seja A um anel e § € A um sistema multiplicativo fe-
chado. Se P &€ um ideal de A, maximal com respeito a exclusio
de S, (isto &, P NS = ¢ e se Q OP entdac Q0 N 8 # ¢ ) entao
P & primo. |
Observacac: Se S €A & um sistema multiplicativo fechado e I
& um ideal de A tal que I NS = ¢ entao uma apllcagao do le-
ma de Zorn nos possibilita "extender" I a um ideal P maximal
com respeito a exclusio de S}.e_cqnsequentemente_é_um 1deal_ 
p;imo; o - :
'1.1.18 PROPOSICEO [7]

Seja A um anel, I um 1deal de Ae IC P um 1deal
_iprlmo de A. Ent3o P pode ser "reduzido": a2 um primo m1n1mal

entre todos os ideais primos contendo I.

1.1. 19 LEMA

Seja A um anel, P = (p) um ideal primc principal e
J = ﬁ p? . Se J = (0) entdo P & minimal, '
DEMONSTRAGCAO: -

Seja Q um ideal primo tal que Q & P. Entao o] é Q.
Afirmamos que Q < J = (0)}. Realmente, se g €Q C P

- temos g pql € Q o que acarreta dy € 0, ji que p £ Q. Nova-
mente, d; = pqd, com q2 € Q e assim sucessivamente.

Mas entao,
= _ 2 _ .3 _ _.n_ _
q—qu—qu—Pq3—---—Pqn-.--

e portanto g € ﬁ P = (0)

1.1.20 DEFINICAO
Sejam: A um aneleS € A um sistema multiplicativo

fechado. O ANEL DE FRAGOES de A por S & o conjunto

s7ia = {% , a€na, s €8s}

.munido das operagoes:

b _ at + bs

tE St

o]



‘a b _ ab

SETE - eonde
“vale a seguinte relacgdo:
g = % e Jg' € S com. s'(at - Dbs)
' -1

Com as deflnlgoes acima pode se provar que (S A, + ) o

e um anel comutativo com elemento unldade. Ver [ 1]

1.1,21 OBSERVACOES _ ,
' i) Se P é um ideal primo de A e S = A ~ P entic es-

‘crevemos A, ao inves de s ta;

P .
ii) Se A & um dominio e § = A-~'{O} ehtéo Sf;A'é,o

. .CORPO de FRACOES de A. .
1.1. 22 DEFINICAO -

O anel A & um ANEL LOCAL se A tem um Unico ideal ma-

‘kimal.

1.1.23 LEMA

Se P & um 1deal prlmo de A entao o anel AP é local.
'DEMONSTRAGAO: |
&

Seja P, = , a €EPes ¢ P}'.'-Facilmente se veri-

P
fica que Pp & um ideal de A,. Se um elemento de A, nao & ele
mento de P, entao & uma unidade de Aj.

P

1.1.24 PROPOSICEO
Seja A um anel local com ideal maximal M. Entao a € A

Assim P_ & q Uniceo ideal maximal de AP.

e uma unidade de A se, e scmente se a € M .
DEMONSTRACAO: ’
Imediata, considerando (1.1.22) e (1.1.11)

1.1.25 PROPOSICAC [1 ]
Seja A um anel e S um sistema multiplicativo fechado

de A. Ent3o existe uma correspondéncia biunivoca entre ideais

primos de S-lA e ideais primos de A que nao interceptam S.



1.2 ANEIS DE POLINOMIOS e o ANEL DAS SERIES FORMAIS.

1.2.1 DEFINICAO :
Um ideal I do anel A & chamadb PRINCIPAL se, e somen-
te se, existe a € A com :
I =aA'= {ax| x € A}
Um dominio A chama—se DOMINIO PRINCIPAL (P.I.D.) se, e

| somente se todo ideal de A e pr1nc1pal

.'1 2.2 DEFINIGAO

~ Um dominio A & um DOMINIO de FATORIZACAO ONICA (UFD)
( ou tdmbem ANEL FATORIAL} se,_todo elemento nao nulo de A,
ou & unidade ou pode ser escrito como um produto flnlto de ele

mentos lrIEduthEIS de A, de modo unico.

1.2.3 PROPOSICAO_[lO]: _ _
Se A & um P.I.D. entao A & um U.F.D.-

1.2.4 PROPOSIGAO (6] .
| Seja A um'P I.D. e I.# (0} um 1deal de A. As segu1n-
tes alternativas. sao equivalentes: -

i) I & um ideal primo;

-

ii) I & um ideél_maximalf

1l

iii) I = pA, p um elemento irredutivel de A.
1.2.5 COROLARIO
Seja A um P.I.D. e L. = {p € A, p irredutivel}. Se

- : : 3 o n = .
L é& infinito entao pELpA . {0).

DEMONSTRAGAO:
Como A & um P.I.D. temos que A & um U.F.D. Se x # 0,

fele

entdo, por um lado x tem um nimero finito de fatores irreduti-

X # 1 & elemento de

vels e por outro todo elemento de L & fator de x, uma contra -
digao
1.2.6 PROPOSICAO {6 ]

Se K & um corpo entao K[x], o anel dos polinbmios com

coeficientes em X, & um P.I.D.

L

-6-



1.2.7 PROPOSICAO

| Se K & um corpo entaoc K[x] tem uma infinidade de ide-
ais primos. | f
DEMONSTRACAO: :

Klx] & um P.I.D. {(1.2.6) portanto & um U.F.D. (1.2.3)
_ Suponha que ptRIx], p2K[x1, ..., an[x} sejam todos
os ideais primos de Kl x]. Entdo pi, P, «.v.y p, sdo irreduti-

veis em K[ x] (1'2 4) .
Considere p = p1pg....p + 1. Concluimos gque p &
-1rredut1vel e consequentemente pK[x] & um ideal primo, distin

to dos acima citados, uma contradigao.

. L 2, 8 DEFINIQAO

~ Seja A um: anel. O ANEL das SERIES FORMAIS com coefici

ente em A € © conjunto.
. « . : N
i :
Alx 1 ={Za.x , a; €A}
Por questao de convenlenCLa, se
+ ...+ + ..
X _ anx

.f = aO‘+ al
& um elemento de Afx 1, escréveremoé { ver [ll]-)
f = ag +Ixfl | onde
' ' n-1
= = _ ... E
ag a, € A o fl a) + a,Xx ¥ ...+ ax + Alx 1

1.2.9 PROPOSIGAO
Um elemento f = ap + xfl de Al x] & uma unidade de
alx] se, e somente se, ag & uma unidade de A.
DEMONSTRACAO:

Se f & uma unidade de Afx] entao existe g = ag + xgl
em Alx] tal gque f£fg = afag + x(agf1 toagg; * xflgl)= 1 donde

a: =1 e a_. & uma unidade de A.

f g £
Por outro lado, suponha que f = a. + xf, onde a, é
uma unidade de A. Sem perda de generalidade podemos supor gue

a

ag = 1. Assim, £ = 1 + xfl.



Seja b %'—kfl, isto &, £=1-b
Como %b € Aﬂxﬂ temos Zb Zc xt com c; € AL

Para um n € N arbltrarlo,_seja:

£.7e. x5 = f { x> - Xc X ]
2 o Z%_ n+l '
= £. [Zb - zc x4
n+l S
= f. [Zb + Tpt - Xc bl
- ol n+l '
= f Zb + £, [Zb - Ec X }
n+l n+l '
= (1 - b)Zb + f. [Zb - Ec % ]
n+l n+l
=1 - p™l g f.[Zb - zc x*]
: n+l n+l

Claramente, ‘0 Menor expoente de x ‘nesta ultlma ex--

pressaoc € maior que n. :
Entao, existe Zc xl € Alx] tal que f. Zc x 1 e

. portanto £ & uma unidade de Aflx] .

1.2.10 LEMA

Se P & um ideal primo de A entao

P* ={ Zaixl € a[x], a, € P)

& um ideal primo de Afx1 .

DEMONSTRAGAQ: _

Claramente, P* & um ideal de Alx] . Se £,9 € afx]
tal que £fg € P* e £ & P* e.g € P*, Ent3o existem j,kE€EN tal
que se f = Eaix entao a; Z P mas, a;€ P para i < 3 e

se g = Zbixl entao bk-¢ P mas, be P para i < k.
Mas entao:
_ ' : +k
fg = aobo + (aobl +. ay 0) X+ «o0 + (aobj+k ves +-ajbk+ ..J}g
+ ... €P* e portanto



aobj+k + ...+ ajﬁfk+l %{+ aﬂﬂﬁk— et Ay P& P e como

ao'alf""aj—l'bj¥l""'b € P segue que a. bk € P o que e

absurdo pois a P e bk P .

1. 2 11 PROPOSIQAO
’ ‘Existe uma correspondenc1a biunivoca entre ideais
maximais M de A e ideais maximais M de Alx] tal que M » M
~ Be, e somente se, M= {(M,x ) ’
DEMONSTRAQAO. |
Seja M um ideal maximal de A. Ent3o

©oalx1/(M,x)>z A/M

‘donde (M,x ) & um ideal maximal de AlxJ . |
Seja M um ideal maximal de A% e considere
"M={a€A:a+xf €M onde £ EA[x]}

E facil ver que M & um ideal de A. Provemos que &.
maximal. Se M # A, entdo MC(M,x ) e dal M = (M,x ) pois M &
maximal; Se M = A segue que 1 + xf € M. tomo-1 + xf & unida-

de de Alx ], deveria ser M = A[xﬂ , uma contradlgao.

1.2.12 DEFINICAO
0 COMPRIMENTO de uma CADEIA de ideais primos de um

anel A & n se:

C C cC ... C : i a i
Po Pl P, . Pn (inclusao estrita)

onde n & finito e P, & um ideal primo de A.

1.2,13 DEFINIGAO _

'A DIMENSAO de XRULL do anel A, que denotaremos por
dim A, & o supremo dos compyrimentos das cadeias de ideais pri
mos de A,

A dimens3do de um anel ndao nulo & um inteirec n3o ne-
gativo ou infinita.
Observagoes: i) dim A = 0 se, e somente se, todo ideal primo

L4



de A @ maximal;

ii} Se dimA= 0 e A & um dominio, entao A & um cor-

PO.
i

1.2.14 COROLARIO _ ,
' Se K & um corpo entdo K[x] & um anel local cujo i-

deal maximal & (x). Alem disso dim Kﬂkl =1,

5

-10-—-



1.3 DEPENDENCIA INTEGRAL"

- 1.3.1 DEFINICKO
' ~ Seja A
que x-8& integral

tos a 8y

R

l;

. 1.3.2 DEFINIGAO
| Seja A
& integral sobre
N .
1.3.3 PROPOSIGAO
- _ Seja 5
tao os elementos
anel de .S, '
1.3.4 COROLARIO
| Se T &

€ integral sobre

1.3.5 PROPOSIGAO

a
. n

um anel, S uma Aralgebra'e,x.e‘S._Dizemos
sobre A se, e somerite se, existem elemen-

& A tal que

.ot

n

T alxn-l 0

tm anel e § uma A-algebra. Dizemos_que-s

A se todo elemento de S & integral sobre =

[71

uma algebra comutativa sobre o anel A.En

de S integrais sobre A.constituem um sub

um subanel de §, integral s0bre Aeu€s

A, entdo T[u] & integral sobre A."

[1]

Sejam A C B dominios, com B integral sobre A.

Entdoc B & um corpo se, € somente se, A & um corpo.

1.3.6 PROPOSIGAO

Sejam A C B dominios, com B integral sobre A. Se

P & um ideal de B e P!

P N A entao B/P & integral sobre

aA/P' .
DEMONSTRAGCAQ . , .
Seja b =b + P € B/P. Como b & integral sobre A
temos n n-1 _
b + alb T e +.an =0
COM aj,85,.20,8, € A, e portanto,
' ' | n n-1 _
b + 3lb + ... + a, + P P

-11-



isto e, n ) n-1
b+ (a) + 1 R (a +‘P') =0 .
_ ' Assiﬁ, S'é'integrél sébre‘A/P'.
1.3.7 DEFINI(;_I&O . |
Sejam A € B anéis.
Dizemos que_vale'a'prppriédade-Lo (Lying Over) se

para todo ideal primo P de A existe um ideal primo Q de B . - ..°

tal que =0 NA,
| Dizemos que vale a propriedade GU (G01ng Up} se
dados ideais prlmos Pl = P2 em A e Ql ideal prlmo de B com
_ .Ql N A = Pl' existe Q2 1deal primo de B tal gue Ql C Qz e
Q, NA=P,. | : _
Dizemos qUe vale a propriedade GD (Going Down)
.se.dados ideais primos Pl > P2-em A e Ql.idéal primo de B
com Ql N aA=T7
e Q; M A= Py . |
- Dizemos que vale a propriedade INC (Incpmparabi4

l'ex1$te Q2 ideal primo de.B tal que Ql > Q2 

lldaae) se dados Pl’ P2 ideais primos de B com
P, NA =P, NA

Pl e P2 nao pbdem ger comparados por © , isto é, Pl g P2 e

P, g Py

1.3.8 PROPOSICAOC [7]
Sejam A C B aneis, B integral sobre A. Entao va-

lem as propriedades INC, GU e LO.

-12-



1.4 CORPOS - EXTENSOES DE CORPQOS

1.4.1 DEFINIGAO _ :
Um dominio K chama-se CORPO se todo elemento nao

1

nulo de XK & uma unidade.

1.4,2 DEFINIGEO _
-+ Seja A um dominio. O CORPO QUOCIENTE de A & o con

Jjunto
K= {£:ab€a, b#0)
onde .’ - .
2.2 o ad=ho
e . B - ,
a,c_ ad+ ke a. c_ac
b @ ba b °d bd

1.4.3 PROPOSIGCAO [6] _
Seja A um anel e M um ideal de A. M & um ideal

maximal de A se, e somente se, A/M & um corpo.

1.4.4 PROPOSTGRO [1] - |
| Seja A um anel naoc nulo. As seguintes alternati-
vas sao eguivalentes: | ‘
i) A @ um corpo;
ii) Os tnicos ideais de A sac (0) e A ;
iii) Todo homomorfismo nao nulo de A num anel S

nao nulo, & injetor.

1.4.5 DEFINIGAOQ.

Sejam K C L corpos e a € L, Dizemos gque a & Al—
GERRICO- sobre K se, e somente se, existe f(x) € Kl x]
fi(x) # 0 tal gque f(a) = 0.
_ De um modo geral, se A € B sao aneis, entao um
elemento a € B é dito algébrico sobre A se existe um po-~
lindmio nao nulo fi{x) € Al x] tal que f(a) = 0.-

Se todo elemento de B & algebrico sobre A, di~

zemos gque B & algébrico sobre A.
»*
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1.4.6 LEMA [ 9] _
Se u €& algébrico sobre o corpo K entao Klul &

um corpo.

1.4,7 PROPOSICAO [9 1

Sejam A C B dominios, B algébrico sobre A, Kel

os corpos quocientes de A e B respectivamente. Entdo L &

algebrico sobre K.

1.4.8 DEFINIng
Um corpo K & dito ALGEBRICAMENTE FECHADO se cada
n <5 1

f{x) = a x ta % ol a0 = K[x] com a # 0-tem

uma raiz r em K, isto e, existe r.€ K tal que f(r) = 0.
_l 4, 9 PROPOSIQAO [9]
As seguintes alternativas sac equivalentes:
i) K & um corpo algebridamente fechado: =~
ii) Todo polindmio irredutivel de K[x] & linear;
iii) Qualguer polindmic de K[x] pode ser escrito

como produto finito de polindmios lineares. -

1.4.10 TEOREMA [9]

' Seja K um corpo. Entdo existe um Gnico ( a me-
nos de isomorfismo ) corpo K , extensfio de K tal que X
& algebricamente fechado. (K chama-se o FECHO ALGEBRICO
de K).

1.4.11 LEMA _
Seja K um corpo algebricamente fechado., Entao

M & um ideal maximal de X[ x] se, e somente se, M = (x-a)
com a € K.
DEMONSTRAGAO:

Como K{x1/ (x-a) K, segue~se que M = (x - a)

11

& um ideal maximal de K[x] .
Por outro lado, (1.2.4) M & gerado por um poli-
ndmio irredutivel f. Mas entao, (l.4.9) £ deve ser linear.
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1.4.12 PROPOSICEO :

Seja K um corpo e a; €K, { i=1,2,...,n). Entao
M= (xl =837 Xy T 85,0 Xy - an) @ um ideal maximal de
K[xl,xz,...,xn}. ]

. 'DEMONSTRAGAO:
Consideremos a K-dlgebra homomorfismo
Qefinido por ¢(f(xl,x2,i,;,xn)_=;f(al,a2,...,an).

Claramente ¢ & sobrejetora e entdo temos gue

K:XI}XZ""an]/Ker¢ = K
Portanto Rer ¢ & maximal e desde que Kerd = M,

segue © resﬁltado,.”

* -15=



1.5 ANEIS E MODULOS NOETHERIANOS

1.5.1 DEFINIGAO
Seja M um A-mddulo, M & NOETHERIANO se toda se -
guéncia _ | '
C C - cC
M, C M C M, e cM_C ...
de submddulos de M for estacionadria, isto &, existe r in -

tElrp_pOSlthO tal que Mr = Mr+l %-Mf+2_='.1.

Esta condigio & chamada CONDIGAOC DE CADETA ASCEN-
DENTE (c.c.a.). o - ‘

1.5. 2 DEFTNIGEO- | o |
Um anel A 2 noetherlano se vale.(c.c.a) para ide
ais, iste 8, se o _ ' '
c cp. C . - c ...

P Pl P2 R Pn e

entao existe r inteiro positivo tal que

Pf = Pr+l = Pr+2 S eves -

1.5.3 PROPOSIQEO [l] . _ _
' a) Um A-mddulo M & noetherlano, se, e scmente se,
todo subm&dulo de M & finitamente gerado;'

b) Um anel A & noetheriano se, e somente se, to-

-

do ideal de A & finitamente gerado.

1.5.4 PROPOSIGAC [1]
Se A & um anel noetheriano entao as imagens homo-

‘morfas de A sdo anels noetherianos.

1.5.5 PROPOSICEO [ 1]
Se A & um anel noetheriano e S & um sistema mul-
tiplicativo fechadoc de A entao S_lA & noetheriano.

l1.5.6 TEOREMA DE BASE DE HILBERT [11]
Se A € um anel noetherianc entaoc A[xlfxz,...,xn]

" & noetheriano.
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1. 5 7 DEFINICAO _
Uma cadeia de submddulos de um mddulo M & uma

sequéncia (Mi) (0 < i < n) de submddulos de M tal gque

=M, CM C...CM =0 (iﬁcluséo estri=
ta). g _ _
N - 0 COMPRIENIO  da cadeia & o numero de "elos" da
mesma. O comprimento da cadeia acima & n.-

Uma SERIE DE COMPOSIQAO de M & uma CadEla maxi-

mai; { Vér [1] }

1.5. 8 PROPOSICAO [1]"

' - As segulntes aflrmatlvas sdo equivalentes:
i) A & um anel nOetherlano e dim A = 0;

ii) Qualquer A-mddulo finitamente gerado tem

comprlmento finito.

'1.5.9 TEOREMA [7]
Seja A um anel noetherlano, I um’ 1deal de A.

Entao r(I) € uma 1ntersecgao flnlta de 1deals primos de A.

1.5, 10 COROLARIO [71
Seja A um anel noetherlano e I um ideal de A. En
tao sd existe um numero finito de ideais primos de A que

_sao minimais sobre I.



CAPITULO 2

G-DOMINIOS e G-1DEAIS
2.1 G-DOMINIOS E

2.1, 1 DEFINIQAO _
Um dominio A & chamado G-DOMINIO se seu corpo quo

ciente XK & um anel finitamente gerado sobre A, isto e, se

‘ a o : a,

_ i
— = — E
‘ K ‘A[ t tz,...,t} com ti ]i, ai’bi A,bfﬂ)

A propbsigao a'seguir nos d& um critério mais sim

ples para caracterlzar um G- domlnlo.

2.1.2 PROPOSIQAO _ _
~ 'Seja A ﬁm dominio; K o corpo de fragoes de A. En
tao A & um G- domlnlo se, e somente se, K, como anel, & ge-
ra&o sobre A por um sd elemento.
DEMONSTRAQRO
'Se K € um anel gérado sobre A por um sd elemento

isto 8, K = Aful , u € K entdo A & um G-dominio, por défi

-nigao. - o .
S Reciprocamente, se A & um G-dominio, teremos: '
' a. a a ' :
1 2 n
= af—L. £ _n €
K A[bl, AR I com a,,b;€ A
Tomando b = b.b,...b ~ teremos K =alb™ 11 como
queriamos.

A seguir procuramos resultados equivalentes a
" A & um G-dominio". Para tal € interessante estabelecer a
seguinte definigao.

2.1.3 DEFINIQKO-

Se A & um anel entao o PSEUDC RADICAL de A, de-
notado por P(A), € a intersecgao de todos os ideals primos
ndao nulos de A. (Ver [31)

OBSERVAGAO: Se A ndo & um dominio, P(A) coincide com N(A}.
No entanto, se A & um dominio, P(A) # N(A).

-
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2.1.4 TEOREMA
Seja A um dominio, K o corpo guociente de A e
u € A, u# 0. Entao sdc equivalentes:
i) u € P(a);
ii) Todo ideal primo no nulo de A contem u;
iii) Todo ideal nao nulo de A contem uma poténcia
~ de u; - A
iv) K = Alu”}] 'e,péfﬁantp Aé um‘G—doﬁinip.“
DEMONSTRACEO: - .
i) = ii) Imedlata' _
_ ii) » iii) Seja I um ldeal nac nulo de A e su—"
ponha que S : R
T Iﬂ{un,ng;_ol':ﬁ’,
como = {u®, n > 0} & um sistema multlp]lcatlvo )
- fechado, podemos extender I a um ideal P, maximal com res< |
peito a exclusao de {u™,n > 0} . Mas entdo P € primo por |

(1.1.17) e Po{u, om0 yed

contradlz a hlpotese u € P, .
111) -+ iv} Seja % € K.. Se considerarmos o ideal -
bA temos, por iii), bA ﬂ{un, nx>o0 }# ¢ . Assim, existe

k > 0 tal que uk € bA e assim uk = bc para algum c € A,
Tiramos entdo b T = c.u_k_ e finalmente,
K = Af{u Y]

donde concluimos que A & um G-dominio.
iv) = i) Seja P um ideal primo nao nulo de A e
con51dere bep, b#o0. Temos b1 € ¥ = alu"! donde temos
-1 -1,i _ _-n? n-i '
b Xa (u )" =u &aiu
2 n-i -1 -

Como ya u = ¢ €A, temos b ~ = c.u e assim

w? = be e P e ent3o u € P. Assim, u € P(Aa).

-19-



2.1.5 COROLARIO
' Se A & um dominio com um numero finito de ideais

- primos, entdo A & um G-dominio.

DEMONSTRAGAO:: ‘
‘ Seja '{PI’PQ""’Pn} o conjunto dos ideais primos
nao nulos de A e CDnSidere xi'E_Pi (i=1,2,...,n) com”

Xy # 0 . _ _
Entao u K ¥Xyee.¥ € PAO nulo e u Pi para tgl

do i tal que 1< i<n e conseguentemente u € P{A).-

2.1.6 PROPOSIGAO _ : S
- ‘ - Se A & um PID entdao A & um G-dominiO“éé, e somen -

te se; A tem apehas um nﬁmero,finito de ideais'primos; -
DEMONSTRACKO: R |
Se A & um G-dominic entdo existe u € 2, u.#‘O'talw

que u @ elemento de todo ideal primo ndo nulo de A. Como A

& um UFD (;.2.3)lsé podemos ter um nfimero finito de tais |

ideais primos. ’

' A reciproca é o corolario 2.1.5.

2.1.7 EXEMPLOS de G-DOMINIOS
a) Todo corpo & um G-dominio;
by Klx] & um G-dominio se K & um corpo (1.2.14)
c) seja A = 2 + x.Q0lx] o anel das séries de po-
téncias com coeficientes racionais e termo constante intei
ro. Entdc A & um G-dominio com uma infinidade de ideais ma
ximais ( e portantoc primos), como veremeos:
LEMA I: Se p €2, p # 0 entac pA & um ideal maximal de A,
se p € um inteiro primo.
DEMONSTRAGAO:
' Seja £ € A, Entao
f=n+ a;x + a2x2 + ... t anxn +f" onde
n €%, a, €, 1i=1,2,...
Mas, dados n e p inteiros, existem gq,r € Z tal

|

que n = pg + r, < ¢ < p de modo que

) n
f=1r+ (pg+ayx+ ... +ax + ... )

1

=r + plg + ‘B ayx +...t p_lanxn + ... )
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ou seja, £ =1 + pA €A/pA.

m

Consequentemente. A/pA zp e se p & primo, A/pA
= corpo e pA & maximal. S :
' A551m provamos que A tem um niimero 1nf1n1to de i

Ideals maximais. ' -

CLEMA II: A & um G- domlm.o.

DEMONSTRAGEO: - |

) Afirmamos que x € P, para todo 1deal prlmO P, nao

~ nulo. ‘
Consideremos o menor inteiro positivb-r_tal qué.
| o+ aik + .0+ anxn.+ e € P
Claramente r # 1 pois senao tal elemento seria

'uma unidade de A e P = A, | | - |
Se exlste tal 1nte1r0 r > l entao_

-1 : -1 n

r + alx tooota x Tl = r(l + r. ayx +...+r "a x +...) € P
e portanto r € P e entao rA C P,
| Bara qualquer fep, , . _ _
£=n+ byx + b232“+ cer =t 4+ 1q 4 byx +'b2x2+'.;. ondé |
g6t €Z e l0.<t<r. Comrg€e€ Pet < r temos £t = 0 & entdo

'l =Ir(q + r—lblx + r-lbzx2 + .;;) € rA

Portanto P = YA e dal

x =r(0 + r-lx + Oxz + 0x3 + ...} €ErA =P

Se nao existe o inteiro r > 0 entiao todo elemento

de P tem a forma:
2 N

f= a,x + a,x + cese com aiE Q.
Como P # (0}, existe g € P,
— i i+l
g = a;%x +a; %X + ... coma, € Q e
a; # 0. Entao:
' _ i _
g = X (ai + ay 4% + — ‘e como
i | -
€ €
a; + a;41% + ... & P devemos ter x P e dai x P.
Portanto, P(A) = (x) # (0)

Algumas informagoes sobre extensOes de G-dominios

sao as seguintes:
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2,1.8 PROPOSIGAO

Seja A um dominio, X o corpo quociente de A e T
um anel tal que A €T C XK. Se A & um G-dominio entdo T & um
G-dominio.

DEMONSTRACEQ: ,

Temos K = A[u“l] para algum u € A, u #‘0 e‘pbrtaa

to K € Tlu 11, como o corpo de fracoes de T é K, T{ﬁ_%_C3'K'.

e entao K = T[u_ll e T & um G-dominio.

2.1. 9 PROPOSICRO
_ Se A & um-dominio e -x uma 1ndeterm1nada sobre A
entao Alx] n2o pode ser um G- domlnlo.
' DEMONSTRRCEO’ _
Se K & o corpo quOCLente de AeF é& o corpo quo-
ciente de alx1, ‘temos: Alx] CZK[x]_C F.
_ Se Alx] & um G-dominio entdo K[zl & um G4dominio 
(2.1.8). Mas K[x] & um PID com um nimero infinito de ideais’
primos (1.2.7). Assim Alx] nao pode ser um_Gﬂdominio.f2;l.6).

2.1.10 LEMA

Sejgm.Rl e Rz.domlpios_tals Jgue lRi = lR2 e
R, C Rz‘ Sejam P[Ri) o pseudo radical de R, e J(Ri) o radi-
cal de Jacobson de R, (i =1,2). Temos:

i) Se para todo ideal I, # (0) de Ryr I, 0 Ry # 0

entiao P(Rl) C P(Rz) N R, ;

2 & integral sobre R, entao:

a? P[Rl) = P(Rz) n Rl

ii) Se R

b) J(Ry) = J(R) MR .
DEMONSTRACAO de i) _
Se P(Rl) = (0) entao o resultado wvale trivialmente.
Se x GiP(Rl), x # 0, seja P, um ideal primo de R2

2
Por hipdtese P, MR, # (0) e P, MR, & primo. Assim o ele-

mento x pertence a sz‘ Rl para todo P2 ideal primo naoc nu-

: S _ N
lo de R2 e portanto x P(RZ) Rl'
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DEMONSTRACAC de ii)
| a) Se P(R,) N Ry = (0) gntﬁp, pela parte i) deste
lema terlamos P(R ) ﬁ {0y, 2 -

Se P(R.) N R # (0), seja'x # 0 um de-seué.eie ;H-

mentos,'lsto &; x E R, e X e elemento ‘de tode ideal prlmo

1
nao nulo de R2 Como R2 & integral sobre R,, (1.3.8) para
cada primo P, de Rj existe um ideal primo'P2 de R, tal que
P2 M Rl = Pl‘ Logo x € P(R ) e entao P(R y N Rl - P(R ) e

com a parte i) deste,lema, temos a igualdade. -

b} Se x ? J(R ) entao existe M ideal max1mal de
Ry tal gque x ? M e por (l 3.8) existe M' ideal prlmo de R2
tal que M=M'nN Rl' Assim €M, logo z & J(R ) n Rl .
Consequentemente, J(R )y N Rl c J(R . _ . )

_Por outro lado, seja M2 ldeal maximal de R2 Te-.

mos M2 n Rl”maximal'em Rl‘( Se M2 N Rl_nao e max1ma1, exis

te Mé tal que M, N Ry C Mé e com 1.,1.15 chegariamos'a ama
contradlgao) o ' '
A851m, se x € J(R }, x & elemento de todo ideal

maximal de R, e consequentemente elemento de todo ideal ma

1
ximal de-Rz, e assim, x € J(Rz) donde J(Rl) C J(Rz) M le

2.1.11 TEOREMA

Sejam A € B dominios, e B integral scbre A. En-
tao A & G-dominio, se, e somente se, B & G-dominio.

DEMONSTRAGCAO:

Por (2.1,10) temos P(A) = P(B) N A,

Se A & G-dominio entao P(A) # (0) e portanto
P(B) # (0) donde B & G-dominio.

Se B & G-dominio, suponha P{A) = (0). Assim, e-
xiste x € P(B), x # 0 com x € A, Como X & integral sobre
A, seja n © menor inteiro positivo tal que:

n n-1
+ + ... +a =0 onde a, € A,
X a;x 0 onde a,
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Temos:
n-1l n-2

_ x(x tagxt T oL %nrl) =-a (-a € A)
"n=-1 n-2 ;
e x(x + a;x f e t an_l) € P(RB).
Deste modo, : _ .
.x(xn_l_+"..~ +a g} E.P(B) NnAa= (0)
donde x(xn Ly a,_q) = 0 o que acarreta (x # 0) que
R 1 A L2 . —
X + alx A p

uma contradlgao com a escolha de n. A551m P(A) # (0) e A &

um G-dominio.

T2, 1 12 TEOREMA

. Sejam A ELT;dominios, T.algébrico scbre A. Entdo -
i) Se A-& G-dominio, T & G-dominio; |
ii) Se T & finitamente gerado como aﬁel sobre A e
T & @G-dominioc entao A & G-dominio. | |
o DEMONSTRACAO de 1) :
~Sejam K e L os corpos de fragoes de A e T respec-
,tivamente. Se A & G- domlnlo temos X = Alu ] com 0 # u E A
Ev;dentemente temos, T[u ] CL.
Agora, T algébrlco sobre A acarreta T & integral
‘sobre K donde T[u_l] & integral sobre K (u_1 € KCL )(1.3.4)
Mag entao T[u-l]é um corpo (l1.,3.5) e como T[u"l]CIL temos
L = T[u‘l] e T & um G-dominio,
DEMONSTRACAQ de ii):
Se T & um G-dominio temos L = T[v_ll com v € T,
v # 0, € como T & finitamente gerado sobre A temos
o T = Alw),wy,evo W ], wg €T

Os elementos v_l, Wi tWoy e Wy gao algébricos so-

bre A, logo temos:

e X P



a-(vu o4 a; (v“l n-1 + ... +a =0coma, €A

o] _ n i
n,. n,-1 . ' _ . .
_e_bji . A N L
| Seja‘A'”o'aﬁel'A[a‘l' bl ..., b2Y . Evidente-
: 1 : o ! Mol ! Yon' T - }
mente A C A C K . o . . :
- - 1 _ _ . 1

Como L'='T{v-ll= A[WI,WQ,...;Wnl[v‘jI e_‘

Al CKCL & 1med1ato que
' Al[v _:]-,Wl,Wz,...;W ]

Mas agora, v 1, l,wz,...,wn s3o 1ntegrals sobre
A e portanto L & 1ntegral sobre A,. Assim (1.3.5) A, & um

1 PSRN 21t

Corpo e necessarlamente K = Al = A{a ' ool,...,bon].'Asslm

A & um G- domlnlo.
2.1.13 COROLARIO

Sejam A-C T dominios e u € T.

Se Alu] e G- domlnlo entao u & algebrlco sobre A
e A & G-dominio. _ ' ‘

DEMONSTRAQ@O. _

Se u nao & algébrico sobre A entao a aplicacgao

¢ : Alx] - Alul

definida por ¢ (£(x)) = £(u) & um isomorfismo de an&is. Por
(2.1.9) Alu] n3ao & um G-dominio.
Agora, Alul] € um anel finitamente gerado sobre A

algébrico sobre A e portanto por (2.1.12) A é um G-dominio.

2.1.14 PROPOSICAO _

_ Seja A um dominio, K o corpo de fragbes de A e su
ponhamos dgue K = A{xl,xz,...,xn,...] com x; € K, isto &,
K & enumeravelmente gerado sobre A comoc anel. Entzo A & um
G-dominioc, se, e somente se, K nac pode ser escrito como
reuniao de uma cadela de subandis proprios de K, crescente

e contendo A.
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DEMONSTRACAO:
Se A & um G-dominio, existe u € A, u # 0 tal
que K = alu™1]. se

C c c c A '
A Al A2 R An C ...

2 uma cadeia de subanéis proprios de K e K = U Ay entao -

“1e UAi e consequentemente, existe j tal que

| W e |
Como A C Ay temqs'k'=.Aj,_uma contradigdo. - |
Reciprocamente, se A nao & um G-dominio entdo
K nao & finitamente gerado sobre A cémo anel (2.1.12).

Seja K = ALXl'xQ""'xn’f"] tal que_xi+l nao

€ elemento de A[xl,xz,..;,xi] para todo i inteiro posi-
tivo, e considere a cadeia: -
| c c c ...c c |
A ‘Al ..AZ- Fae An ses - onde

Ai = A[xl'x2""'xi]‘ Claramente Ai # Ai+l para todo i

e K =U A, como queriamos.
OBSERVACKO: @ = Z [ 1/2,1/3,...,1/p,...} (p primo) e Z ndo
& G-dominio. o ' -

Nosso proximo resultado expoe a conexao exig-
tente entre um G-dominio A e ideais maximais dos anéis

Al x] e A[xl,xz,...,xn].

2.1.15 TECREMA

Seja & um dominio com corpo quociente K., As
seguintes afirmativas sao eguivalentes:

i) A & um G-dominio;

ii) Existe um polinbmio linear f£(x) € A[x] tal
que o ideal (f(x)) € maximal e minimal em A[x]; '

1ii) Existe um ideal primo M de Al x] que & maxi

mal e minimal em Al x1;
_ iv) Existe um ideal maximal M de A[x] tal que
MnNA-= (0});

v) Existe um ideal maximal N de A[xl,xz}..,xn]

tal que N N A = (0).
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DEMONSTRACAQ:
i) =+ ii} Temos X = A[u_l]com_u € A, u # 0. Seja

1

¢ : Afx] - aAlu 7] onde

BUE(x)) = £(ut

momor £ismo sobrejetor e portanto

). Podemos verificar que ¢ & um ho-

. _ - : A[x]/Keré = A[u-l]= K

Assim, Keré & um ideal maximal de A[x].

(ux - 1).

 E imediato que (ux - 1l}) € Kerds . Por ou=
n

Provemos que Ker¢

. tro lado, se g{x) = ao“+ alx + ...+ a X € Kerg¢
entao g(x)l+ ao(u3‘ .l)_—_(a1_+ aou)x f A, X7 Feout
.+ ax
' - : - n
& um elemento de Ker$ , isto &,
| - | n-1, .
€
| X [_ (al+aou_)+a.2xl+...+anx ] Ke.rtﬁ,
donde concluimos que - ,
: o R Cn-1
. . : (= .
(al + aou)“+ gzx‘+. ot gnx € Kerd -,

jé'que x & Kerd .
Podemos entdo utilizar indugao: Se ax + b
- pertence a Ker¢ temos au_l + b = 0 ou seja,

b = -au-l €A assim
ax + b = ax - au T = au_l(ux_— 1) € {ux - 1). Portan
to Ker¢ = (ux - 1) como queriamos.

Resta mostrar que (ux - 1) & minimal o que

decorre imediatamente de (1.1.19)
ii)y - iii) Basta tomar M = {(ux = 1)

iii) = iv) Seja M ideal maximal e minimal em Al x].

-27-



Se MN A = P temos PA[ x] CM, Como

Al x1/PAx] = (A/P)[ x] e desde
que (A/P)[ xInaoc & corpo segue-se PA[x]# M. Como P e
PA[ x] s3o primos, PAl x] €M acarreta P =-(0) j& que M &
 minimal. ' '

iv) * v) Utilizando-nos de iii) seja M um ideal maxi-

: mal { e mlnlmal ) de Al x ] tal que MO A= (0).

o Temos que MA[xl,xz,...,x ] & um ideal prd -
prlo de A[xl,xz,...,x ] e portanto existe N ideal maxi

" mal de A[xl,xz,...,x ] contendo MA[xl,xz,...,x]

Agora N n A[xl]~ Meassim NN A=MNA =
=(0), como queriamos. ' '

—

v) i} Seja M ideal maximal de A[xl,xz,,;.;xn]. Entao

| A[xl,xz,...,xn]/M
€ um corpo e contem A, |
Como A[xl,xz,...,x ]/M = A[tl,tz,...,t ] onde_

by =X, t M, & um G-dominio, (2.1. 13) nos garante que

A & um G-dominio.

Alguns resultados interessantes advem quando
investigamos dominios de valorizagao. Para tal estabe-
leceremos algumas definigoes.

2.1.16 DEFINIGAO

A & um ANEL de VALORIZACAO se, e somente se,

P,Q sao ideais de A entac P C Q ou Q C P.

2.1.17 DEFINIGAO
Seja P um ideal primo do anel A. Uma cadeia
de ideais primos distintos e nao nulos do tipo:

P=PODP13923.,.3Pn

tem comprimento n. O POSTO de P & entdo o supremo dosi.
comprimentos de todas as cadeias decrescentes.a partir
de P e formada por ideais primos distintos e nao nulos.

L]
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2.1.18 PROPOSICXO

Seja A um dominio de_vaio:fzagéo. A & um G-do
minio se, e somente se, A possui um ideal primo de pos-
to 1, : |

| DEMONSTRACXO:

Se A & um G-dominio temos P(A) # (0). Provare
mos que P(A) & um ideal primo e portanto de posto 1.

Seja ab € P(A) e suponha que a € P(A) bem co-
mo b ? P{A). "Entao exmste P ideal primo de A tal que
a ¢ P e existe O ideal primo de A tal que b & Q. Como
A & um domlnlo de valarlzagao devemos ter '

. PCQ ou QC P

_ ‘Se P C Q segue-se que b ¢ P acarretando que
ab ¢ P o que & absurdo, j& que ab€P(A).
Por outro‘ladd, seja Q um ideal de posto 1 de
" A. Se P @ um outro ideal primd de A teremos forgosamen-
te Q C P, jA que P € Q acarreta P = Q ou P = (0).

- Assim Q C P(A) e portanto P{A) % (0) o que a—

sarreta A & um G- 6om1n10,

. 2. l 19 PROPOSICAO
Seja A um Gedomlnlo. Entdc cada ideal primo
nao nulo de A contem um ideal primo de posto 1,
DEMONSTRAGCAO:
E uma aplicacgao imediata de (1.1.18) onde se

tomaré I=P().
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2.2 G-IDEAIS \
Se A e um anel e P & um 1deal primo de A en-
tao A/P & um dominio. Nesta secio estudaremos condlgoes

sobre o ideal prime P de tal modo que A/P seja um G-do-

- mlm.o .

Note que se P& um ideal maximal entao A/P &
um G ~dominio, mas veremos gue nio ha nece551dade de P
ser maximal. Para tanto estabelecemos a sequinte defi-
: nlgao. '
"2 2.1 DEFINIcﬁo
. ' ~Seja A um anel comutatlvo com elemento unlda*
deerP um ideal prlmo de A. Diremos gque P & um G-IDEAL.
- de A se 0 anel quoc1enhe A/P & um G- domlnloh

2.2.2 EXEMPLOS: _
o a) Se K & um corpo entaoc o ideal (x) & um G~
1deal de Klx ] pois X[ x1/(x) = K.
_ . b) Um 1deal max1mal M do anel A e um G—ldeal
~de A. ' o _ _
i c) Se A= K[x,y] onde K & um cérpo entdo o
ideal (y) € primo mas naoc & um G-ideal de A (2.1.9).
d) Este exempio & interessante. Seja

=% + x@f[x])] . Entao A &

um G-dominio (2 1.7,{c)) mas A/(x) = Z nao & um G~do-

minio. (2.1.6)

A nogac de G-IDEAL permite reformular o tég
rema de KRULL sobre o nilradical (1.1.9), gue pode ser

re-enunciado como segue:

2.2.3 TEOREMA (KRULL)
0 'nilradical do anel A & a intersecgdo de to

dos o0s G-ideais de A.
DEMONSTRAGAO: ‘
" Seja N{A)} o0 nilradical de A. Se x € N(A) en—-
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t30 x € P, para todo P ideal primo de A. Como G-ideais

séolprimos, X & elemento de todo G-ideal e temos
. mmens,

 onde’cada P, & um G-ideal de A. :

Por outro lado, se x & N(A)_entﬁo xp # 0 pa-
ra todo n inteiro positive, isto &, (0)N {xn,n'; 1l= ¢
Podemos éntac'“expandir“ (D).até um.ideal I,_maximal
com respeito a exclusio de {x",n 2 1}. Por (1.1.17) I
é um ideal primo de A, Para terminar a demonstragao
- provemos que I & um G-ideal, ou seja, que A/I.élum G~
dominio.. | _' o  .

'Séja. v : A + A/I o homomorfismo natu- -
‘ral e x = y(x). | - '
A —Y— a/z

_ ! |
: | g — 3

| R
I — (0)

-

No diagrama acima, se J & um ideal primo nao

nulo de A/I entao sua contragac J contem I e portanto
Jo{x"nz1} #£¢

acarretando x € J, ja que J & primo. Assim, X € J, pa-
ra todo J ideal primo n3o nulo de A/I e portanto ©
pseudo-radical de A/I & nao nulo donde A/I & um G-domi
nio, como queriamos. '

- Nosso prdximo objetivo & estudar o comporta-

mento dos G-ideais frente a homomorfismos.

2.2,4 PROPOSICEO

Sejam A e B anéis e ¢: A > B um homemorfismo
sobrejetor com Keré = N. Entao existe uma correspondén
cia biunivoca entre ideais de B e ideais de A gue con-
tem N. Nessa correspondéncia, a G-ideais estao associa

dos G-ideais.
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Daremos a demonstragao sO da ultima afirmativa.

Considere o© diagrama:

A -_— B
| !
I —— I
I {
o i'm

Se I & um G- IDEAL de A entdo R/I & um G-domi -
~nio e existe u € A, u# 0 comu € p para todo 1deal pri-
moPOIéu¢ . o o

Sejam u’ —'m(u) e I' o ideal de B correéponden
te a 1 (cuga existéncia & garantida pela prlmelra parte
desta proposicac). '

Afirmamos que u' € P' para todo ideal primo P!
de B com P' D I'., Se isso nao ocorresse existiria Py i-
deal primo de B com u' & Pi e assim u &¢ l\P ') 0 que &
absurdo pols ¢ -(P ) @ um 1deal prlmo de A e coutem I.

Réciprocamente, se I' & um G-ideal de B, exis
te u' € B, u' # 0, tal que u' € P' para todo P' ideal
primo de B com P' > I'. Comc ¢ & sobrejetor, existe ao
menos um u € A tal gue ¢ (u) = u'. Assim u E¢_1(P') para
todo P' D I'., Utilizando-nos da primeira parte desta -
proposigac concluimos que I = ¢_l(I‘) & um G-ideal de A,

~ Observagao: A imagem homomorfa de um G-ideal
sempre & um G-ideal, mesmo que o homomorfismo nao seja
sobrejetor. O mesmo nao ocorre com a imagem inversa, co-
MO VEemos:

(0) & G-ideal de @ e se ¢: Z > Q@ entao
‘ ¢~1((0)) = (0) ndo & um G-ideal de E.
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2.2.5 PROPOSICAO

Seja A um anel, I un ideal de A e r(I) o radi-
cal de I. Entao r(I) & a intersecgidc todos os G-ideais
de A gue contem I. '

DEMONSTRACAO:

Com bhase na prop051ga0 anterlor e (l 1 13) a

conclusao sai 1med1ata.

Nosso proximo ObjethO & relac1onar G-ldeals
de A com a contragdo de 1deals maximais de Alx1. Com

esse objetivo provaremos o SegULDte lema,

_2 2. 6 LEMA _ |
Se A e um domlnlo, I um 1deal de A, A* : = A/T
e IAlx] = {&a xT a €1} entao_
A[x]/IA{x] =(a/T)x )= a*[x]
DEMONSTRACZO:

Definamos h: Alxl> A*[x] por
) ' n ] Il a
I, —. 1
n(ja;xD) =@y + Dx
Como h & um homomorfismo sobrejetor e & facil

ver que Kerh = IAlx], segue pelo Teorema do Isomorfismo:
AlxI/Talx} = (/T [x] = a#*[x].

2.2.7 TEOREMA

Um ideal I do anel A & um G-ideal de A, se, e
somente se, existe um ideal maximal M de Alx1 +tal que
MNA=TI, :

DEMONSTRAQKO:

‘Tomando os andis quocientes A* = A/I (2.2.6)
podemos fazer a seguinte reformulacac do enunciados;

"0 ideal {0) do anel A* & um G-IDEAL de A%,
se, e somente se, existe um ideal maximal M' de A*[x]
tal que M' N a* = {0).

Mas entao, temos: - )

Se (0) & um G-ideal de A*, A* & um G-dominio
e (2.1.15) existe M' ideal maximal de A*[x] tal que
M' O A* = (0).
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Reciprocamente, Se existe M' ideal maximal de
A*[ x] tal que M' N A* = (0) ent3oc A* & um G-dominio

- (2.1.15}, donde decorre que I & um G-ideal de A,

Faremos a seguir alqumas observacgoes a réspei—'
to de G-ideais. _ f . ‘ o o
OBSERVAGAO 1: Por definicao um G-ideal & primo. No.entagV
to nem todo primo & um G-ideal. De fato, o ideal {0) de

% & primo mas 2 = %Z/(0) ndo e um‘G-dominio-e consequentg '
ménte (0) ndo & um G-ideal; - e ._.
OBSERVAGCAO 2: Todo ideal maximal de A & um G-ideal de A
mas, nem todo G-ideal de a e maxiﬁal COmO Vemos: Sejﬁ_

A=1[% + x-@ﬂx]][y].: 0 ideal (y) & um G-ideal dé'a, mas

nao @ maximal. Ver (2.1.7, ¢} .,

A seguir estabeleceremos um resultado muito im

‘portante para o desenvolvimento do prdéximo capitulo.

2.2.8 TEOREMA . . o L .

Seja M um ideal maximal de Alx] tal gue temos
MNA=N& um ideal maximal ae-A, Entio M pode ser ge-
rado por N e mais um elemento £ € A[x] tal que a ima -
gem natural de £ em (A/N)[x} seja um polindmio irredu-
tivel.

DEMONSTRACAO:

Tanemos O guociente por N, e seja A* = A/N, um
corpo. O enunciado pode ser reformulado para: "Seja M'
ideal maximal de A*[x] tal que M' N A* = (0). Entao M’
pode ser gerado pbr f € A*{x] com £ irredutivel",

Como A* & um corpo, temos que A*[x] & um PID
(1.2.6) e portanto M' = (f)} com £ irredutivel sobre A*
(1.2.4). _

Se ¢: Alx) - A*[x] €& o homomorfismo do lema

2.2.6 temos, de acordo com o diagrama:
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Alx] —&—  Arfx]

I v ’

M — M' = {f)
| o
NA[x] — . (0)
M = (N,fo) onde fo_é uma pré-imagem unitadria do polind-

mio f irredutivel sobre A/N.
‘OBSERVACKO: Se © éo_rpé_j A/N g algebricamehte fechado en-
tao o polindmio £ E'A*[x]-deve ser do tipo x - a por

(1.4.9) com a € A* e £, cerd da forma x - a com a= aiN ,
Asgim, teriamos, M = ( N, x - a ).
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cCarPpIiITULO 3
ANEIS de HILBERT

3.1 ANELIS DE HILBERT
‘ Vimos no capitﬁlo precedente gque todo ideal ma-
" ximal do anel A & um G-ideal de A. Neste paragrafo estuda
remos os anéis A onde a reciproca & verdadeira, isto &, -

'anels onde todo G—ldeal & maXLmal

3. 1. 1 DEFINIQAO _
o " Um anel A @ chamado ANEL de HILBERT (ou ANEL de
" JACOBSON [2] ) se.todo G-IDEAL de A e max1ma1. )

3.1.2 EXEMPLOS: _
i) Todo corpc & um anel de Hllbert,
ii) Se A & um ‘anel de dimensdo 0, tecdo 1deal prl'
mo de A & maximal e consequéntemente'(z.z;l) todo G-ideal
de A é maximal. Portanto A & um anel dé'Hilbert
‘ - iii) a =12 X ol x 11yl nio & anel de Hllbert,

mas A & noetheriano (2.1.7, (e)).

Nosso proximo resultado serd estabelecer condi-

¢Oes para que um anel A seja um anel de Hilbert,

3.1.3 PROPOSIGEO |

As seguintes afirmaﬁivas sao equivalentes:

i) A @ um anel de Hilbert;

ii) Se I & um ideal de A entao r(I) & a intersec

cdao dos ideals maximais de A que contem I;
iii) Se P & um ideal primo de A entdo P & a inter

secgao dos ideais maximais de A que o contem;

iv) Todo G-ideal de A & a intersecgao dos ideais
maximais de A que © contem.

DEMONSTRACEO:
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iy .= ii) pe (2.2.5) e {3.1.1) seque o resultado,

ii}y = iii) Como r(P) = P, segue O resultado.

. iii) - iv) Se Q & um G-ideal de A entao Q & primo e O
resultado segue imediato. ,
iv) ~ i) Seja P um G-ideal de A. Devemos provar gque P &

maximal. Se P nao & maximal, seja

T= {M,: M, @ maximal em A e P C M;}

_ _ S i - T s SR _
Diante do exposto, T # ¢. Por iv) P = M, -onde Mi'e T.
Agora, temos: (0) = N (Mi/P)' .(Mi S T) =

Por outro lado, A/P & um G-dominio, logo te —

 mqs P{A/P) # (O)L_Temos entzo uma contradicao, poisé'
(0) £PR(a/R) C (M /R) = (0F .

3.1.4 COROLARIO
Se A & um anel de Hilbert com um nimerc finito
de ideais maximais entdo dimA = 0, '
DEMONSTRACKO: S
‘Se P & um ideal primo de A temos P = ? M, onde

cada M (1 g i < k) & maximal em A.

‘ Se dim A > 0 existe P ideal primo de A tal que
PC M, (inclusao estrita), para todo M, ideal maximal de
A.

Assim podemos encontrar X, € Mi (i=1,2,...,k)

e x; #P. k k

Mas entao Tx. = Ml.Mz.,..MkC ? M, = P

uma contradigdo. Assim, P deve ser maximal e dim A = 0,

OBSERVACJOES:
i) K[x1 , (K corpo) nio & anel de Hilbert pois

‘@imk[x] = 1. No entanto K[x] & local. (1.2.14)
ii) Z & um anel de Hilbert {(com dimZ = 1) pois
todo ideal primo nao nulo de Z & maximal. Observe gque

(D) & primo mas ndo & G-ideal.
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111) Se X &€ corpo entao Kix] & um anel de Hilbert
por (L.2.4) e (l 2.96),
,'3.1,5 PROPOSIQAO: | _ T
' Seja A umfPID e L = {p € Arp é irredutivel},

Entao A & um anel de Hilbert se, e somente se, |Ll = =,
DEMONSTRACAO. ' . ,
Se A 8 um anel de Hilbert e L {pi,pzk...;pn}é_i
um conjunto finito entdo p;A (i = 1,2,...,n) sdo os Gni -

cos ideais primos nao ﬁulos de A.

Como {0) & um ideal primo de A e Ad um anel de
Hllbert devemos ter, por (3.1.3, (iii)) -

= .
| (0 = N pa

Mas 0 # x € N p;A, onde x =.1 p; © que & absur

- do.
. Reciprbcamente, como A & um PID qualquer ideal
primo nao nulo & maximal e portanto verifica (3. l 3, (111):
Tambem O ldeal prlmo (0) & tal gque (1.2.5) '
(0) = N pA

onde p € L.
' ' Assim A e um anel de Hilbert.

3.1.6 PROPOSICAO

Seja ¢: A - B um homomorfismo. Se A & um anel
de Hilbert ent3o ¢ (A) = S C B & um anel de Hilbert.

DEMONSTRACAQ:

Como existe uma correspondéncia biunivoca entre
ideais de A que contem Keré e ideais de S, correspondén-
cia esta que preserva a ordem, segue © resultado uma vez
gue a G-ideais correspondem G-ideais e que a ideais maxi-

mais correspondem ideais maximais (2.2.4)

3.1.7 COROLARIO. _
Se A & um G-dominio e um anel de Hilbert ent3o

A & um corpo.
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‘DEMONSTRAGEO:
Como A = A/(O) & um G~ domlnlo, seque-se que (0)
& um.G 1deal de A. Como A éa um anel de Hllbert, (0) & ma-

-x1ma1 e portanto, A e um corpo.

3.1.8 PROPOSICED _ |

Sejam'i C B andis com B integral sobre A. Entdo
A & um anel de,Hilbert; se,\e somente se;, B & um -anel de |
Hilbert. _ '

DEMONSTRAGCAO: - _ 5

Seja A um anel de Hilbert, P um G-ideal de B e
P' = P N-A, , | - S
' Como B/P.é integrai sobre A/P' (1;3.6) e B/P
.é'um.g-dominio segue de (2.1.11) qﬁe A/P' & um G-dominio
e portanto‘P' & maximal. Por (1.3.8) P & maximal.t )

Recipfocamente, se P' & um G-ideal de A, e co-.
mo B & 1ntegral sobre 4, existe P ideal prlmo de B tal
que P N A = P’ (1.3.8). Como B/P & integral. sobre A/P'" e
A/P' & um G-dominio entao B/P & um G-domiﬁio (2.1.11).
Como B & um anel de Hilbert temos P maximal e por (1.3.8)
P' & maximal. | '

3.1.9 PROPOSICEO

Seja A um anel comutativo e x uma indetermina-
da sobre A. Ent3o A & um anel de Hilbert se, e scomente se
para todo ideal maximal M de Al x], M N A &€ maximal em A.

DEMONSTRACAQ:

Ascuma que A & um anel de Hilbert e seja M um
ideal maximal de A[x] com N-= M N A, Por (2.2.7) N & um
G-ideal de A e portanto N & max1mal. _

Reciprocamente, seja P um G-ideal de A. Utili-
zando (2.2.7), existe Mo ideal maximal de Al x] tal que
M, N A =P. Por hipdtese, P & maximal e A &, portanto,
um anel de Hilbert. ‘
'ORSIRVACRO: Temos % € @ aneis de Hilbert, {0) ideal maximal de Q mas
(0) A z = (0) nfo & um ideal maximal de Z. '
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3.1.10 PROPOSICAQ
Se A & um anel de Hilbert e todo ideal maximal
de A € finitamente gerado entido todc ideal de Al x] & fi-
nitamente gerado.
DEMONSTRAGAO: ,
Seja M um_ideal maximal de:A{x]. Por (3.l.9)
M 0 A é& maximal e portanto finitamente gerado. Assim, u-

sando (2.2.8) temos que M pode ser gerado por M N A_é ma -

is um elemento f de Al x]. PortantQ'M-é'finitamente gera-
do. o
3.1.11 PROPOSICAO .. |

o Seja A um dominio e x uma indeterminada sobre
A. Entdo Alx] & um.anel de Hilbert se A & um anel de Hil
bert € M N A = (0) para todo G-ideal M de Alx]. '

DEMONSTRACEO: A
o _ Seja M um G-ideal de A[ x]. Precisamos provar
que M & maximal. Consideremos © homomorfismo natural:
"¢+ Alx] > Alx1/M o

e seja u =_¢(x) = x + M, ‘Assim, como M N A = (0)

Alul =(A/Mra)[ul = Al x 1/M

Como M & um G-ideal de Atx], Alul & um G-domi
nio. Por (2.1.13) u & algébrico sobre A e A &€ um G-domi
nio. Como A € um anel de Hilbert (3.1.7) A & um corpo.
Alx]/M & um corpo (1.4.6) e por

ni

Assim, Alul

tanto M & maximal.

3.1.,12 TEOREMA

Seja A um anel comutative e x uma indetermi-
nada sobre A. Ent2o A[x] € um anel de Hilbert se, e so
mente se, A & um anel de Hilbert.

DEMONSTRAGAQ:

Se A[x] € um anel de Hilbert, seja

¢ : Alx] > A
-- pi{x) = p(0).
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| Facilmente se vé que ? & um homomorfismo sobre-
jetor. Assim (3.1.6) A & um anel de Hilbert,
Reciprocamente, seja M um G}ideal de alx1 e
N=MnA

Como & é'um anel de Hilbert, A/N' & um anel de
Hilbert (3.1.6). Da Proposigao anterior (3.1.11) temos
(A/M)}[x] & um anel de Hilbert, ji que N & primo como con
tracao de um ideal primo.
' o Consideremos o homomorfismo natural

Ao Mx]*}demﬂx] (a/mx]1]

“Como M & um G- -ideal de'A[x] sua imagem M/NAl x ]

& um G—ldeal de (A/N)[x] .& portanto maximal. Mas entdo
M & maximal (2.2.4) | "

0 segu1nte corolério segue imediatamente:

.3.1.13 COROLARIO

Seja A.um anel camutatlvo e xl,xz,...,xn um -
conjunto finito de lndetermlnadas sobre A, Entac A & um
anel de Hilbert se, e somerite se, A[xl,xz,...,x ] € um
anel de Hilbert.

3.1.14 PROPOSICAQ
Alx] naoc & um anel de Hilbert.
DEMONSTRACAO;
Seja M um ideal maximal de A e Considere

% ,
='{Zaixl P a; eM }
M* & um ideal primo de Afx] (1.2.10) e veri-
ficamos que M* C (M,x) (inclusao estrita) pois x & M¥*,
Agora, se A[x] € um anel de Hilbert entdo
Afx ¥YM* tambem & um anel de Hilbert (3.1.6).

Ocorre que A[x JYM* sO tem um ideal maximal,

que & (M,x)/M*, (Realmente, se ¢ & um ideal maximal de
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'A[[XIVM* entdo existe um ideal maximal Q' em Alx ] tal que
Q'/M* = Q. Mas, por (1.2.11) Q' ={(M,x ) pois Q' tambem
corresponde a M em A.)
Finalmenté, (3.1.4) dim.AlxIVM* = 0 o que &€ a-
bsurdo pois M* & primo, M* C (M,x ) donde decorre que
(0) € (M,x)/M* (inclusdo estrita)
e portanto dim A[x l/M* > 0. - |
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3.2 ANEIS DE HILBERT NOETHERIANOS

O objetivo deste paragrafo e responder a seguin
te questdo: "Quando & gue um anei noetherianc & um anel
de Hilbert?". ﬂ

Para res?onder tal pergunta, o resultado basico
deste paragrafo & O-"Teorema do Ideal Principal"” de Krull
\ \ Para um bom eﬁtendimento'do que trataremos agow
ra, & indispensavel um conhecimento da Teoria dos Modulos

Se A & um dominio'e u,v € A, podemos considerar

_ ' B (u,¥)/ (u) -
como um A—modulo, bem como © faremos com (uz,uv)/(u )

(u)/(u ) ' (u ,v)/(u ,uvy etc.
Apds essaS'observagoes,.temos:

3.2.1 LEMA

- Sejam u,y elementcs nao nulos do‘dominio A. En-
tao: o _ | ' '

E:Y. Os.A*médulos (u;y)/(u) é_(uz,uy)/(uz) sdo i-
somorfos; ' ‘ o

_ b) oOs A-mddulos (u)/(tz)-e (uz}y)/(uz,uy) sao
" isomorfos se for vdlida a condigao adicional (*)

{(*) tu2 € (y) = tu € {y) para t € A.

DEMONSTRAGAO:
a) Seja ¢: (u,y) - (u ,uY)/(u ) a aplicagdo de-
finida por ¢ (x} = =a + (u ) para todo x € (u,y).
Claramente, ¢ & um homomorfismo sobrejetor pois
se v € (uz,uy)/{uz) entao v = au2 + buy + {uz)i(a,b € a)
= (au + by)u + (uz)
¢ {au + bv)

(u). Realmente,

Afirmamos que Ker?
¢ (au) = au2 + (u ) = (u ) e se
¢{au + by). = 0 = {uz) entao au’ + buy € (uz) e dai

tiramos buy = ru2 para algum r € A, e portanto,
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an + by = au + ru = (a + r}u € (u).
Finalmente, pelo Teorema do Isomorfismo:
(u,y}/keré = (u,y)/(u) = (uzfuy)/_(uz)

b) Temos, evidentemente, .
()/(u?) = {au + (w¥) : a€ A }={au:aca)="un

(uzfy)/(u?qu) {ay + (uz}uy) : a €A} =yA
lefinamos ¢: WA ~ yA por ¢(au) = ay para.todo a € A,
E evidente que ¢ & um A—médulo homomor£ismo sobre-

jetor. Se for valida a condigdo (*) veremos que ¢ & injetora.'

‘Realmente, se ¢(aﬁ) =fﬁ , isto é; ay € (uz,uy}'entao existem
¢, d € A tal que: . o ' ' ' -
- ay = cug + duy _. | e dai
(a - du)y = cu? - . donde tiramos

que buz € (y). A condigao (*) nos da entao cu € (y), isto &,

‘cu = ey para algum e € A.

Assim, ay = (cu)u'+ duy = euy + duy = (e + d)uy.

Como'y # 0 e A & um dominio, temos: '

- a=.(e + d)u - e portanto
a € (u)

Mas se isto ocorre, isto &, a = hu para algum h€A

entao: 2

ai = (hwu + (u2) = (ud).
Portanto, na presenga de (*} temos:
)/ @) = W, y)/w?,uy).

0 diagrama da pagina seguinte esclarece melhor o

que foi provado.

-4



(u,vy) (u”,vy)

(uz,uy)

2

(u™)

Temos entEolque-(u}Y)/ﬁuz) e (uz,y)/(uz).sgo i--

somorfos "por pedagos” na_presenga'de (*)..

3.2.2 TEOREMA -
| Se A & um dominioc noetheriano local com ideal
maximal M, se x € M & n&c nulo e M & um primo minimal so
‘bre o ideal (x) entac posto M £ 1.
DEMONSTRACAO: ' P _
Se assumirmos o contrario, existe Q primo tal

que R
MD2QD (0} (inclusao estrita )

Escolhamos v € 0, v # 0 e consideremos

I = {t€n: tx" € (y), k €W

E facil ver que cada I, & um ideal de A e que

c c c ... C c ...
I, €1,¢c 1, In

Como A & noetheriano, existe n €  tal gue

In = In+l = ... e, em

particular’
In - I2n
Seja u = x". Entdo teremos:

(*) tu2 € (y) = tu € (y) para todo t € I,-

Y.



A —  A/(u¥) =T
1 o,
M — M/ (u”)
f |
5 .
(u) — (w)/(u”)
| |
.(uzl — ,'.'.(6).

No diagrama aCLma, M/(u ) &0 unlco ideal pri-

mo nao nulc do anel T = A/(u Y, pOlS se houvesse um outro

2
N/(u ) deverlamos ter N/(u y < M/(u ) e sua pre imagem
N { um ideal primo de A) deveria conter (u ), 1sto e,
.u2 ='x2n € N e portanto x € N, e assim M nao seria mini-

mal sobre {x). Portanto dim' T = 0 e, & clard, T & noethe- .
rianoc. ' h
_ Por (1.5.8) qualquer T-mbdulo finitémente gera-
do tem comprimento finito. - T
COHSldere o A-mddulo (u,y)/(u }, cujo anulador
e (uz)-: poderros pensa-lo como um A/(u y-mddulo, isto &,
como um T-mddulo. O mesmo se passa com (uz,y)/(u ).
Entao, desde que (u,y)/(uz) e (uz,y)/(uz) sa0
isomorfos "por pedag¢os" (3.2.1) devem ter o mesmo compri-
mento.
Assim, temos: {(u,y) = (uz,y), isto &,
u € (uz,y) e portanto
u = ru® + sy para algum r,s € A. Donde concluimos que
(L - yuJu € (v}, € como u = Xn € M = J({A) segue-se que
1 - ru & unidade de A (1.1.1]1) e portanto u € (y) < Q.
Assim, u = x* € 0 = x € 0 uma contradigdo po-

is M & minimal sobre (x).
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3.2.3 COROLARIO (TEOREMA do IDEAL PRINCIPAL ae KRULL)

Seja D um anel noetheriano, x # 0 uma néo-unidé
de de D e P um ideal primo minimal sobre o ideal (x). En-
tao postoc P < 1. |

DEMONSTRAGAO: _ ,

Se supomos o contrdrio, existem P, e PZ ideais_
primos de D tal que : -

: PID"Pl > P, (inclusao estrité)

e de tal modo que x ¥ P,, conforme diagrama:

Consideremos o guociente D/P, = ﬁ.-Como D & noe
theriano (1.5.4) D & um dominio moehteriano. |

A aplicagao de (1.1.15) nos assegura que o ide-
al P = P/P2 é minimal soﬁre_(§).% (X)/PZ‘ Ao final teria-

mos a seguinte situagao:

(%)

(0)

com P minimal sobre (%) e D um dominio noetheriano.

Facamos agora uma localizagdao em P, isto &,

consideremos R = EF

por (1.5.5) R & um dominic ncetheriano local
Icom ideal maximal 5?. Dado que existe uma correspondén-
cia (gque preserva a ordem) entre ideals primos de D con
tidos em P e ideais primos de R (1.1.25) segue gque §§ &

minimal sobre (5)5.
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O diagrama & seguir resume 0 que fizemos:

L T

.(x)_

Mas nesta 51tuagao flnal apllca se o lema ante-

.rlor (3 2. 2) e nao podenos ter

P~ D P

P5 §3(0)

P
¢ conseguentemente naoc podemos ter
o | P> Py D P2

donde segue que posto P < 1.
'3,2.4 LEMA

Sejam P, Q ideais primos num anel noetheriano a
com P C Q. Se existe I ideal primo de A com P C I ¢ Q (in
clusao estrita) entao existe uma infinidade deles na mes-
ma situagdo.

DEMONSTRAGAO:

A passagem a A/P (o gue mantem todas as hipOte-
ses) permite que consideremos P = (0).

Se aceitarmos a existéncia de um nitmero finito

Plle; LI Pn

de ideais primos tal que

(0) C Pi cC 0 {inclusio estrita)

entdo, por (1.1.7) nao podemos ter Q C U Py de modo que
1
podemos obter x € Q, x & Pi (i =1, 2, ..., n):

Mas entao ¢ é minimal sobre (X) e a suposicao

-
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de que existe I tal que Q 2 I O (0) nos fornece posto
de Q 2 2, em contradigcao ao Teorema do Ideal Principal
de Krull,

3.2.5 LEMA |

Seja A um dominio noetheriano. Suponhamos que A
tem um nimero infinito de ideais primos minimais. Ent3o
a intersecgao deles e o ideal (0). o -

DEMONSTRACEO: R _

Seja {P,, i & A} o conjunto dos'idéais primos
minimais de A, com 1Al= =, ‘ _ o

Se 0 # X-E__Pi entio Pi é minimal sobre (g{ pa
ra todo i € A em contradigao com (1.5.10)..

3.2.6 TEOREMA _

. Um dominio noetheriano A & um G-dominio se, e
somente se, dim A < 1 e A tem s8 um niimero finito de i-
-deais maxiﬁais. _

DEMONSTRAGCAO: |

Se A & um G-dominio entao P(3) #'10) e entdo
A sO pode ter um niimero finito de ideais primos minimais
em conformidade com (3;2.5);

Suponha qué exista algum ideal'primo P de pos-
to 2. Entao existe Q tal que P> Q D (0) {(inclusao estri
ta). Mas entdo {(3.2.4) nos assegura a existéncia de uma
infinidade de ideais nessa situac¢do (minimais) em contra
digao com a primeira parte desta demonstragac. Assim de-
vemos ter dim A <1 e todos os ideais minimais s3o maxi-
mais.

Reciprocamente, como dim A < 1 e A & dominio
temos gque (0) & ideal primo e teda cadeia maximal de i-
deais primos devem ter no maximo dois "elos", isto e, da

forma (0) ¢ p

Assim, todo ideal primo nao nulo & maximal e
por hipdtese, A sd tem um nimero finito de ideais pri-

mos. Assim (2.1.5) nos garante que A & um G-dominio.
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3.2.7 TEOREMA

' Uma condigao necessaria e suficiente para que
um anel noetheriano A seja um anel de Hilbert &: "Para
todo ideal primo P tal gue dim(A/P) = 1 existe uma infi
nidade de ideais maximais contendo P".
- DEMONSTRACAO: |

-Seja P tal.que dim(A/P) = 1. Como A & um anel

de Hilbert, a/P @ um anel de Hilbert. Se A/P tem 55 um
" nlmero finito de ideais maximais, segue (3.2.6) que A/P
& um G-dominio e po;tanto-P & um G-ideal (2.2.1}. Assim
'P_E haiimal e A/P & um corpo, éonde dim{a/P) = 0 ,. um
absurdo. o . ' o
i Reciprocamente, seja P um G-ideal de A. Entdc
A/P & um G-aominio hoetreriano e por (3.2.6) dim@®/P) <1
e existe sd um nﬁmerq finito de ideais primoé em A/P.
Mas entdo nao pode ser dim(A/P)l= 1 e portanto temos que
dim(A/P) = ¢ e A/P & corpo. Assim P & maximal e A & um -
anel de Hilbert. | |
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3.3 HITBERT NULLSTELIENSATZ

Este paragrafo sera dedicado ao "TEOREMA do NU-

MERO de ZEROS" de Hilbert - o famoso HILBERT NULLSTELLENSATZ
(ver [51,081) - '

| Na pesqulsa blbll@graflca gue empreendemos. en -

contramos diversos emunciados.equivalentes ao HILBERT_NULLS— .

TELLENSATZ. No prﬁximo teorema provaremos todas essas formas.

3. 3 1 TEOREMA (HILBERT NULLSTELLENSATZ) _
Seja K um corpo, L seu fécho algébrico e

(%, ,5%,vee,¥X_} um con unto finito de indeterminadas sobre
27 n J ; -

17 ¥
-K. Entao: _ o
| i)_K[xl,xz,...,xnj e um anel de Hilbert;y

_ ii) Se M e um ideal maximal de K[xl,xz,...,xn]eg
tao | T ='K[xl,x2,...,xn]/M

& um cCorpo aigébrico sobre K de dim,T = n+ 1; -

iii) Seja B ﬁma'K—élgebra finitamente gerada. Se
B & um corpo entao B & uma extensao algebrlca finita de K;

iv) Os unicos ideais maximais de L[xl,xz,...,x 1

sac da forma ( X{=@yr Xy TBoyeees X " an), com a, € L;
v) Sejam f, Gyrdpre-r9, = L[xl,xz,...,xn]. Se

f se anula em todos 0s zeros comuns de Fy19r 0 r9, entao

existe n € ¥ tal que £ e (gl:gz....,gr):

vi) As polinomiais fl,f £f_ € L[XI'XZ'f"’xn}

2"
nao tem Ze€YOS comuns se, € somente se, (fl’fZ"“’fr) coin-
cide COm.L[xl,xz,...,xnI.

DEMONSTRACAO:

i) Como K € um corpo, & um anel de Hilbert. Mas
entio (3.1.13) nos garante que Rl X; ,X,,-..,X] & um anel de
Hilbert;

' ii) Inicialmente temos M M K = {0) donde seque
gque K/ (M N K) = K.
Coﬁsiderg agora'
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i -
K =5 KX, %p,40 % ] 4, 7= K[ %y 1 %y0 e X 1 /M

onde i & a inclusdo e ¢ & o homomorfismo natural. Se h = ¢i
temos que h & um homomorfismo injetor (pois M 0 K = (0)) o
gque permite considerar K como subcorpo de T.. '

Agora, .
T = KFXer.Zr--OIxn] /M E'(K/MQK)[}FerIZr.O"IXn]
= RIX Xy, X )
ondé'§l,§2,...,§n sao os M-residuos de x1,x2,.,.}xn isto &,
Xy = 31 + M.

- Assim T & uma extensao de anéis flnltamente ge-
rada de K e uma aplicagao de (2. 1. 13) fornece xl,xz,...,xn
algébricos sobre K. )

Como $= {, x l,xz,...,x } & uma base para o es-

pago vetorial T sobre 0 ¢corpo K, temos dlmKT =n + 1;
iii)Como B & uma K-&lgebra finitamente gerada,

corpo. e

&
por definicao, existe h : K[xl'XZ"“’XnI'* B, um homonorfis
‘mo sobrejetor. Como B & : ' '
' B

= K[x 2,._..,xn]/Kerh

l,X
seque que ker h & maximal. A551m, valem as hipﬁteses de (ii)
e B & uma extensaoc algébrica finita de K;

iv) Por (1.4.12) os ideais (-xl—al,...,xn—an) SAa0
maximais em L[xl,xz,...,x& . Resta mostrar que um ideal ma-
ximal M de LIxXy,Xyse0., %] ¢ da forma em questdo.

Utilizaremos indugdc sobre n.

Para n = 1 o resultado & imediato (1.4.11).

Admitamos o resultado valido para todo k < n e
seja R = I.kl,x2,...,xn_l]. R & um anel de Hilbert por (i).

Se M & um ideal maximal de Elxn] entao o ideal

N =M NR & maximal (3.1.9). Pela hipdtese de inducgdo temos:
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N = { X1 " 8y Xy = Ag, ey Xpel1 = 331 )

Mas entao (2.2.8) M pode ser gerado por N e
mais um elemento £ de-R[xn] tal que a imagem de £ em
(R/N)[xn} = L[xn] por (ii) seda irrgdutivel. Portanto

E=x - a coma € L e enta
n n 1 ntao

M= { Xy = @ys Xy = 85, el X, o= oa )

V) Se (al,azr..,,ah) € " & um zero comum de
glfgz;-eo'gr entaO f’ gl, gzr.._.' gr < (Xl - al'.' .’Xn-an) .
um ideal maximal de L[xl,xz,.;;,xﬁ] e ﬁortanto_f‘pertence

a todo ideal maximal de L[xi,xz,..;,xn] que contem o ideal

I'é.('gl, gz; ..;,'gr ) e cbnsequentemente a intersecgao_-
desses ideais maximais. Por {2.2.5) a interseccao de todos
os ideais maximais (ou de G—ideaié,'no caso} € o radical
de I. Assim f € r{I) e portanto existe n €E M tal que

n

f eI = (gl_rgzr---lgr)

vi) Se (fi;fz,...,fr)I#.L[xl,xz,;‘.,xn] existe

um ideal maximal M de L[xl}xz,...,xn] tal que.

(fl,fz,...,fr) C.M
Como M = (xl - al, Xy - az, sees X an )
seque que £.(a,,a,,...,a_ ) = 0 para todo 1 = 1,2, ..., ¥
9 itT1772 n

‘e portanto as polinomiais em guestac tem um zero em comum.

3.3.2 COROLARIO

Seja K um corpo algebricamente fechado e seja

R = K[xl,xz,...,xn]; Sejam £, £, .. £ € R. As equagoes

| fi=0 (i=1, 2, «.v., 1)

tem solugéo comum se, e somente se, nao existem gl,gz,...,
S elementos de R com

£

+ £ + ... + £ g =1

lgl 2g2 r

DEMONSTRAGAO:
_Se as equagoes fi =0 (i=1, 2, ..., 1)
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ndo tem solugdo comum entdo (3.3.1, vi) devemos ter que
(f 2,...,fr) =.R
e portanto existem g; € R (i=1, 2, ..., n) tal que

'flgl + f2g2 + .7. + £ rIy = 1.

Por outro lado, se (al,az,...,a ) e uma solugdo
comum de f =0 i = 1, 2,...,n) entao para todo g €.R .
'( i=1, 2,...,n) teremos: . ,

1 = Ef (al,az,...,a )g (al,az,...,a )y =0

o que & uma contradlgao.,

3. 3. 3 PROPOSI(;EO
" Seja 'K um corpo (ndo necessarlamente algebrlca—
) mente fechado). Entdc um 1deal maximal de R.= Iqxln%..”x]
pode- ser gerado por n elementos.
- DEMONSTRAGAO: \
 Faremos a demonstragao por inducgdo sobre n.
_ - Sen =1 temos que K[x;] & um PIT e portanto
um ideal maximal é gerado por um elemento. -
~Assumindo o resultado para todo k < n temos:
R = K[xl,xz,...,xn] = K[Xl’xz’f"'xn-l]txn]
onde lembramos que R e K[xl,xz,;..,xn_l] sao anéis de Hil-
bert.
Se M & um ideal maximal de R, temos:
M N K[xl'XZ""'xn—l] =N
& maximal em K[xl,xé,...,xn_l] {3.1.9) e pela hipdtese de
indugao & gerado por n-1 elementos. Finalmente, por (2.2.8)
M pode ser gerado por N e mais um elemento £ € R e pcrtan-
to M & gerado por n elementos. '
3.3.4 PROPOSIGAO ' .
Seja & um anel de Hilbert tal que todo ideal ma-

ximal de A pode ser gerado por k elementos. Entac gqualguer:
ideal maximal de A[xl,xz,...,xn] pode ser gerado por X + n

elementos.
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DEMONSTRAGAO:

Faremos a demonstrag¢ac por indugao sobre n.

Se n =1 entao, como A e A[x ] 830 anéis de Hil-
bert, a contrag&o_de un ideal maximal M de A[x;] em A é |
maximal (3.1.9)}. Assim, (2.2.8) se aplica e M pode ser ge—
rado por k + 1 elementos. |

Assuma-se o resultado para todo k «ne proceda—'

~se come no lema anterior.

3.3.5 PROPOSICEO
Seja M um ideal max1mal em T ~-Ale,x2,...,x ]
tal que M N A = (0). Entao M pode_ser gerado por n + 1 e-
' * [EMONST FACZO:

" Por (2.1.15) A & um G- domlnlo e entao K, o corpo
quociente de A & tal que K = Alu’ ] comu € A, u # 0.

_ Como u €EACT temos U € T/M e u # 0 {pois por
hlpotese MNA= (0)). Assim, existe g € T/M tal que ug =1
© gue nos permite considerar g€&erT de modo Jue ug - 1 € M.

Seja 5 = T/(ug-1) e ¢: K -+ S definida por:

6(r) =T = ¥ + (ug~1) para todo r € A e
¢(u_l) =g = g + (ug-1), um homomorfismo nao nulo.

Entao ¢ & injetor (l.4.4) e portantc S contem u-
ma copia de K. Assim, 8 = ¢(K)[§l,§2,...,§n]§ Hiﬁjﬁé,.“,ié
onde §i = x; + (ug-1).

Agora, se M & maximal em T, sua imagem em S &

M/ (ug-l)}) que & maximal pois:

_ {T/{ug-1)1 /[M/(ug-1)] = T/M
gue & um corpo. Agora, por (3.3.3) M/{ug-l} pode ser gera-
do por n elementos e conSequentemente M pode ser gerado por

n+l elementos.

-55«



APENDICE
HILBERT NULLSTELLENSATZ e GEOMETRIA ALGEBRICA

Neste apéndice provaremos alguns resultados elemen-
téresida Geometria Algébrica utilizando—nos dos resultados o-
btidos nos capitulos anteriores:. Um dos objétivos deste. apénillﬁ
dice & examlnar as versoes algebro geometrlcas do HILBERT -
NULLSTELLENSATZ [ Teorema A-5 ¢ A-6 ).

Sejam K um corpo algebrlcamente fechado; Kn'o;Kl-,

espago ‘vetorial das n-uplas sobre K e K[x },xn].olanel'

1°%20-
dos pollnomlos em I varidveis sobre K. o
~ A.1 DEFINIGAO _

Se I € um ideal de K[x xz,...,xn}, seja ,
V{I) f'{(al,az{...,an] e KI :‘f(al,az,,..;an) = 0, ¥{-€ I}

‘0 conjunto V(I) sera denominado uma VARIEDADE AL-
GEBRICA AFIM ou simplesmente VARIEDADE. . - ]
OBSERVAGOES: 1) Se 1 = K[X{,X,..-.,x ] entdo V(I) = ¢ ;

. ii) Se I = (0) entdo V(I) = K™ '

A.2 DEFINICAO
Se 5§ ¢ X", seja: _ _
J(8) = {f € K[xl,xz,...,xn]: f(al,az,..f,an)=0 V(ai,...,an)e S }-

0 conjunto J(S) denomina-se IDEAL da variedade S.

k® entdo J(S) =(0);
¢ entao J(§) = K[xl,xz;...,x 1.

1

OBSERVACOES: i) Se S
1i) Se S

Tt

A.3 LEMA
Com as notacgoes anterlores, temos: _
i} Se S ¢ K" entdo J(S) & um ideal de KExq,x
ii} Se § C=T entao J(T) < J(S):
iii) Se P C Q sdo ideais de K[xl,xz,...,xn] entao vale
V{Q) < V(P);
iv) Se I
J(V({I)) o 1;
" v) Se 8 ¢ K entao V(J(8)) > S.

2,...,xn]

um ideal de K[x 2,...,xn] entio temos

®y
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DEMONSTRAGAO:

Imediatas, a partir das definigoes.
A.4 LEMA -
| Nas notagdes anteriores, temos: _
1) V(I) = V(r(1}), para todo I ideal de Kle,xzﬂ..;xn];
. ii) V(I n J) = V(I) v V({J) para todos I,J ideais de
K[y, | | |

ng...,x ]; | _
1ii) V( ] 1a) = 0 V(Ia) onde {Ialaehr & uma familia de
aeh -
ideais de K[xl,xz,... xn}.
DEMONSTRAGAO:-

© i) Como I C r(I) temos V(I) D> V(r{I)) por(A.3 11)
. Por outro. lado, se P € V(I) entdo £(P} = 0 para to-
.do f e I donde g(P) 0 para todo g € r(I) ja que g" € I para
'algum_n €N , e g-(P) [g(P)]n =0 0 que fornece g(P)

. Assim, V(I) € V(r(I)} e temos a igualdade.

. ii) Como I NJcIelInJcJ temos (A.3, iii) que
V(INn J) 2V(I) e V(I nJ) DV(J) donde V(I n J) 2 V(I) v V(J).
‘Reciprocamente, se existe P € V(I N J} -~ V(I) v V{J)
entdo existem g€ I e h € J tal que g(P) # 0 e h(P) # 0, mas
"com £ = gh € IJ € I N J. Mas entdo temos £(P) = g(P}h(P) = 0
o que implica g(P) = 0 ou h(?) = 0, um absurdo. Assim, temos:
V(I N J) C V(I) UV, |
iii) Como Ia < JIa , para todo o ¢ A temos que (A.3)
oeh
V{ 1Ta) € 0 V{Ig)-

ach
Seja P € 0 V(Ia). Se g € } Ia entdo g = ) tafa onde
aeh
ta € K[xl,xz,...,xn] e fa« € Ia e todos os t, sao nulos, exceto

um nimero finito. Mas nessas condigles, temos:
g(P) = Jta(PYE,(P) =

e dai segue que P € V( }Ia).
ach

-

OBSERVAQRO Seja T = {V(I): I e um ideal de K[xl,xz,...,x 11.
Entao (K ,T) € um espago topologico onde oS V(I) sao os fecha-
dos de X%,
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A.5 TEOREMA { Forma Fraca do HILBERT NULLSTELLENSATZ)
Seja I um ideal proprio de K[xl,xz,...,xn]. Entao
V(I) # ¢. |
DEMONSTRACAO : |
Como I # K[xl,xz,...,xn] existe um ideal maiimal
M de K[xl,xz,...,xn] tal que I C M. E bastante provar que
V(M) # ¢ pois V(M) < V(I). | |
Mas (3.3.1,iv)} M = (x 17812%," aé, ceaXp ) onde

ai € K, e & imediato que V(M) = {(al? gaeie an)}.

A.6 TEOREMA ( rorma Forte do HILBERT NULLSTELLENSATZ}
| Seja I um ideal proprlo de K[x 2,. X 1. En-
tio J(V(I)) = r(I).
DEMONSTRAGAO: N
Por {A.3, iv) e (A.4,1) temos: ‘
| r(I) c J(V(x(I))) = J(V(I))

Por outro lado observamos que K[xl;xz,...,x I &
um anel de Noetheriano (1.5.6) e portanto I e flnltamente
gerado (1 5. 3), dlgamos _
(gl,gz,--«,gr)
onde gi e K[xl,xz,...,xn] _

Se f € J(V(I)) entac £(P) = 0 para todo ponto
P e V(L) = V(gl;gz,...,gr). Por (3.3.1,v) existe n € N tal
que f' € I = (g;,8,,---,8,) ¢ dai £ € r(I).

A.7 PROPOSICAQ

i) A aplicagao V : I = A é uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto I dos ideais radicais I e o con-
junto A das variedades algébricas afins.

i1} V.= VIV e J = JVJ

DEMONSTRACAO:

ii) Como V(J(V(I}))) = V(r(I}) = V(I) por (A.6) e
(A.4,1), para todo ideal I, temos:

VJv = V
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'Tambem,'para V(I) € A , temos:
CJV(D)) = JQVIV(I)) = JVI(V(D))

e entio L | . ,,‘_ A :

| VI = J

i)-Se'V(Ij € A eﬁtéoIJ(V(i]) & (A.3,i) um ideal de _.7-

_KLxl?xz,T..,xnI. Dai (A.6) temos que

T(J(V(1))) = IVEV(D)) = IVI(V(1)) = JV(I)) por i

Dai, J(V(I)) € I e V(J(V(I})) = V(I) e a aplicagdo & sobre.
| ~ Se V(I) = V(K) onde I,K € I, isto &, I = r(I) e
K = r(X) entdo: i | e '

S D= (@) = JVD) = IV = TK) = K
' e a aplicacgio € injetora. ‘ |

OBRSERVAGAO: Os conjuntos A e 1 sao latices completos, como

_ veremos:

V(I +J) e
V{1J): ‘

“Sejam: V(I) A V(J)
y V(D) v V()
Com 1ss0 teremos{

| V(I1J)

v{I) V(I

[

V(I + J)

Para ideals radicais sejam:
IAJ=1InJd e
Iv J=1(1I+J)
Com isso teremos:
(I + J)

1 J

I nJ

Assim sendo, A o conjunto das variedades algebricas

afins € um latice, bem como o conjunto I dos ideais radicais,
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Tais latices sio completos pois se AC A e BCIT,

entao A e B tem infimos e supremos, os quais sao:

i) 0 infimo de A & V(zla) onde V(Ia) € A, para
todo a; : . ' '
- ii) o supremo de A € V(H Te) -

iii) 0 infimo de B e QI& , onde Ig € 'B-para todo_&.-f'

iv) 0 supremo de B & r( JIa).
_ >t | s

A8 DEFINIQAO _
Uma variedade algebrlca afim &€ IRREDUTIVEL se, e so'

mente se, V(I) = V(A) YV V(B) = V(I) - V(A) ou V(I) = V(B), .

onde V(A), V(B) E/&

A.9 PROPOSIGAO |
Séja I.um ideal radical de K[xl,xz,...,xn]. Entao I
€ primo se, e somente se, V(I) & irredutivel.
. DEMONSTRACAOQ: ' '
Seja I um ideal primo ¢ supbnha.que_
V(I) = V(A) UV(B) = V(A N B) (A.4)
Por (A.6) temos '

I =1(I) = JV(I)) = J(V(ANB)) =r(ADER) 2ANBDAB.

Entao A C I ou B €I pois I € primo. Dal, (A.3)
V({(I) © V(A) ou V(I) € V(B). Como devemos ter V(I)=V(A)U V(B)
segue que V{(I) = V(A) ou V(I) = V(B).
Reciprocamente, se I ndo & primo, seja fg € I com
f¢1Ieg&Il. Provaremos que
V(I) = [V(I) N V()] VU Iv(D) 0 v(g)]l
onde V(f) = V((f)) e V(g) =V({g)).
| A inclusdoc 2 vale trivialmente.
Por outro lado, se P € V(I) entdo (£fg) (P)
portanto f(P).g(P) = 0 acarretando f(P) = 0 ou g(P)
Assim, temos que P € V(f) ou P € V(g) e portanto
PeV(I) nV(£) ou PeV(I) nV(g) e finalmente
P e [V(I) n V()] VIiv( " v(g)!

1§

It

0 e
0.

It
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Agora é facil ver que V(I + (f}) # V(I) e tambenm
V(I + (g)) # V(I) pois se tivessemos V{I +(£)}=V(I) n V() =
= V(I) entao V(I) € V(£f) e assim £€JV(£f) € J(V(I) = r(I) =
I o que € um absurdo. _ P
- Assim concluimos que V(I) ndo & irredutivel;

A.10 COROLARIO

i) A aplicagdo V : P ~AL € uma corresppﬁdéncié
biunivoca entre o conjunto P dos ideals primos de I e o con-
jtintoAI das variedades algeébricas afins irredutiveis;

ii) A aplicagdo V : M - P & uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto M de ideais maximais de I e o
conjunto P de pontos de K™, |

DEMONSTRACAO:

i) A.9 )

1) (3.3.1, iv)
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