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ABSTRACT

This work discusses the Theory of Groups and it specifically discusses a especial class of
groups, that is, groups of type F P,. A group G is of type F P, if it is of type F'P,, for all
m € Z, U{0} and it is of type F'P,, if there is a partial projective resolution of the trivial
ZG-module Z where each projective in dimension less than or equal to m is finitely generated.
The main aim of this work is to show that the fixed points by finite groups acting on soluble
groups of type F'P,, form a subgroup of type F'P, as well as proved in C. Martinez-Perez,
B. E. A. Nucinkis. Virtually soluble groups of type F Py. Comment. Math. Helv., 2010. n°
1 v. 85. p. 135-150. One of the essentials tools that was used to demonstrate this fact was
the Bieri-Strebel geometric invariant ¥ as well as some results about soluble groups of type
FP,.

Keywords: finiteness conditions, soluble groups of type F'P,, Bieri-Strebel geometric
invariant X, nilpotent-by-abelian-by-finite groups, constructible groups

RESUMO

Este trabalho aborda a Teoria de Grupos e, especificamente, uma classe especial de grupos:
grupos de tipo F'P,,. Um grupo G é de tipo F'Py, se é de tipo F'P,, para cada m € Z, U {0}
e ¢ de tipo F'P,, se existe uma resolucao parcial projetiva do ZG-modulo trivial Z onde cada
projetivo em dimensao menor ou igual a m é finitamente gerado. O objetivo principal deste
trabalho é mostrar que os pontos fixos por grupos finitos agindo sobre grupos soliveis de
tipo F'P,, formam subgrupo também de tipo F'P,, como mostrado em C. Martinez-Perez,
B. E. A. Nucinkis. Virtually soluble groups of type F Py. Comment. Math. Helv., 2010.
n® 1 v. 85. p. 135-150. Para a demonstracao desse fato, uma das ferramentas essenciais
utilizadas foi o invariante geométrico X de Bieri-Strebel, bem como alguns resultados sobre
grupos soluveis de tipo F'P,.

Palavras-chaves: condigoes de finitude, grupos soliveis de tipo F'P,,, invariante geo-
métrico > de Bieri-Strebel, grupos nilpotente-por-abeliano-por-finitos, grupos construtiveis
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RENUNCIA

Chora de manso e no intimo... procura
Tentar curtir sem queixa o mal que te crucia:
O mundo é sem piedade e até riria

Da tua inconsolével amargura.

S6 a dor enobrece e é grande e é pura.
Aprende a ama-la que a amaras um dia.
Entao ela serd tua alegria,

E seré ela s6 tua ventura...

A vida é va como a sombra que passa
Sofre sereno e de alma sombranceira
Sem um grito sequer tua desgraca.

Encerra em ti tua tristeza inteira
E pede humildemente a Deus que a faca
Tua doce e constante companbheira...

Manuel Bandeira
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TABELA DE SIMBOLOS ESPECIAIS

R - anel associativo com identidade

7, - conjunto dos ntiimeros inteiros

Z - conjunto dos nimeros inteiros positivos

Q - conjunto dos ntimeros racionais

R - conjunto dos niimeros reais

R, - conjunto dos niimeros reais positivos

S™ - esfera n-dimensional contida em R+

Z - grupo abeliano usual dos inteiros, ou anel usual dos inteiros
Q - corpo usual dos racionais, ou Q-espaco vetorial

R - grupo abeliano cujo conjunto de elementos ¢ o conjunto dos niimeros reais R e a
operacao é a soma usual em R

Z" - grupo abeliano cujo conjunto de elementos é o conjunto de n-uplas de nimeros
inteiros Z" e a operacao ¢ a soma usual em Z"

R"™ - grupo abeliano cujo conjunto de elementos é o conjunto de n-uplas de nimeros
reais R" e a operacao é a soma usual em R"

0 - subgrupo trivial de grupo com a operagao com notacao aditiva, ou submédulo trivial
de modulo

1 - subgrupo trivial de grupo com a operagao com notacao multiplicativa
1lg ou 1 - elemento neutro do grupo GG com operagao com notagao multiplicativa

04 ou 0 - elemento neutro do grupo A com operac¢ido com notagao aditiva, ou elemento
neutro do modulo A

Hom(G, H) - grupo abeliano aditivo dos homomorfismos de grupo de um grupo G em
um grupo H !

LA operagio + de grupo abeliano aditivo em Hom(G, H) é tomada como sendo, V1,92 € Hom(G, H) e
Vg € G, (p1 + v2)(g) :== ¢1(g9) + p2(g), cuja boa definigdo é imediata.
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A < B -significa que o grupo A é subgrupo do grupo B, ou que o modulo A é submodulo
do moédulo B

A > B - significa que o grupo B é subgrupo do grupo A, ou que o médulo B é
submo6dulo do modulo A

| X| - cardinalidade do conjunto X

lg| - ordem do elemento g pertencente a algum grupo
G X G - produto direto dos grupos G e G

{ - simbolo que significa "nao divide"

< - simbolo que denota subgrupo normal

<ear - STmbolo que denota subgrupo caracteristico

= - simbolo que significa "isomorfo a"

— - simbolo utilizado para funcoes que sao sobrejetivas
— - simbolo utilizado para funcdes que sao injetivas
— - simbolo utilizado para funcoes que sao inclusoes
< - simbolo utilizado para bijecao entre conjuntos

|G : H] - simbolo que denota o indice do subgrupo H no grupo G
Mg - classe dos R-modulos a direita

rM - classe dos R-modulos a esquerda

rM - classe dos (R — S)-bimodulos, sendo S um anel associativo com identidade

U - simbolo utilizado para uniao disjunta

®SZ A - simbolo utilizado para indicar A ®z ... ®z A, onde A é um Z-modulo

S vezes
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PREFACIO

Quando escrevi este trabalho, o meu compromisso para com o leitor era criar um texto
que fosse o mais autocontido possivel, fazendo pressupostos apenas de teoria de grupos bésica
e de nogoes bésicas de teoria de modulos. O motivo desse compromisso era criar um texto
que fosse acessivel, principalmente, aos alunos de graduagao em Matemética que tivessem
curiosidade em relacdo a Algebra e, mais especificamente, a Teoria de Grupos. Um texto que
nao afugentasse os graduandos, pelo contrario, atraisse-os. Um texto que desse, principal-
mente, ao estudante de graduacao em Matemaética um pouco de nocao dessa area de estudo
antes mesmo dele ingressar no Mestrado. No entanto, uma autocontinéncia absoluta em uma
Dissertagao de Mestrado é, no minimo, dificil na minha opinido, hajam vista a limitagao de
tempo para se concluir o trabalho, a grande quantidade de péginas que a mesma teria e o fato
de talvez nao ser esse o espirito da coisa. Dessa forma, embora a autocontinéncia de teoria
nao fora absoluta neste trabalho, essa motivacao de escrever um trabalho que fosse também
util aos estudantes de graduacao explica o porqué do grande volume de paginas desta Disser-
tagdo, bem como a insisténcia em enunciar e demonstrar resultados 6bvios (principalmente
no primeiro capitulo) e a delonga em algumas demonstragoes.

Com relagao a classificacao de fatos matematicos em Lemas, Proposi¢coes e Teoremas,
como tal classificacao é de certa forma subjetiva, nesta Dissertacao classifiquei como Lemas
resultados menores, ou técnicos, ou mesmo resultados que foram utilizados imediatamente em
seguida de serem enunciados e demonstrados, classifiquei como Proposicoes resultados mais
relevantes no trabalho, ou resultados de interesse mais geral para a teoria de grupos ou moédu-
los e como Teoremas os resultados mais importantes no trabalho, ou resultados consagrados
como teoremas, ou ainda resultados de demonstragoes mais delicadas e intrincadas.

Espero que esse material atenda, pelo menos em parte, essas minhas expectativas e, oxala,
seja também tutil a outrem que o leia como também me fora escrevé-lo.

Francismar Ferreira Lima
Agosto de 2013
Campinas, SP
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Introducao

Seja R um anel associativo com identidade arbitrario. Dizemos que um R-mo6dulo M é
de tipo FP,, com n € Z, U {0}, se existe uma resolu¢do parcial projetiva do R-médulo M

P,—...—F—M-=—>0

onde, para 0 < ¢ < n, cada R-moédulo P; é finitamente gerado. Temos, assim, que um
modulo é de tipo F'F, se, e somente se, é finitamente gerado e um modulo ser de tipo F' P,
é equivalente ao mesmo ser finitamente apresentavel. Se um modulo é de tipo F'P,, entao,
obviamente, o mesmo ¢ de tipo F'P; para 0 < ¢ < n, dai que os tipos F'P,, F'P3, etc sao
restricoes sucessivamente mais fortes impostas ao modulo. Um modulo é de tipo F P, se é
de tipo F'P, para cada n € Z, U{0}.

Nesta dissertacao estudamos os pontos fixos por grupos finitos que agem sobre grupos
soluveis de tipo F'Py. Um grupo é de tipo F'P,, se é de tipo F'P, para cadan € Z; U {0} e
ser de tipo F'P, significa que existe resolucao parcial projetiva do ZG-moédulo trivial Z onde
cada projetivo em dimensao menor ou igual n é finitamente gerado.

No primeiro capitulo desta Dissertagao, estudamos propriedades basicas de grupos que
foram usadas mais tarde, ao longo do texto. Os resultados desse primeiro Capitulo sao basica-
mente "lemas" para o restante do trabalho. Em [12], temos resultado que classifica os grupos
soluveis de tipo F'P, como grupos obtidos do grupo trivial por meio de extensoes finitas,
ou extensoes HNN, isto é, como grupos soliiveis construtiveis. Por causa disso, estudamos
também, nesse primeiro Capitulo, grupos livres, grupos finitamente apresentaveis e exten-
soes HNN. Existem outras construgoes importantes, como produtos livres amalgamados, mas
como esses, em geral, nao geram grupos soliiveis, nao os mencionamos neste trabalho.

A parte principal da Dissertacao é estudar o artigo [14]. Uma das ferramentas principais
usadas ¢ o invariante geométrico ¥ de Bieri-Strebel definido para grupos nilpotente-por-
abeliano-por-finitos no artigo [7]. Este invariante generaliza o primeiro invariante ¥ definido
em [8]. Observamos ainda em [7] que os grupos soltiveis construtiveis finitamente gerados sao
nilpotente-por-abeliano-por-finitos e que o invariante geométrico > de Bieri-Strebel foi crucial
para caracterizar os grupos metabelianos finitamente apresentaveis no artigo [8]. Tambem
existe classificacao de grupos nilpotente-por-abeliano-por-finitos de tipo F'P,, por meio do
invariante geométrico > de Bieri-Strebel, o que é enunciado no Capitulo 3.

Estudamos o invariante geométrico 3 de Bieri-Strebel no Capitulo 2 deste trabalho. Como
este invariante é definido usando moédulos, estudamos, na parte preliminar, teoria de modu-
los noetherianos e localizacao em aneis comutativos. Embora exista conexao entre teoria
de valorizacoes e o invariante geométrico X de Bieri-Strebel, nao abordamos esse fato na
Dissertacdo. Entretanto, o estudo deste invariante, em geral, é baseado em métodos de Alge-
bra Comutativa. A demonstracao do resultado principal usa técnicas de grupos nilpotentes,



Introducao

como série central descendente de grupo nilpotente e apresentacao de fatores desta série como
quocientes de poténcias tensoriais da abelianizacao do grupo em questao. Assim, incluimos,
na parte preliminar, resultados béasicos sobre produto tensorial.

O Capitulo 3 ficou dedicado a defini¢oes preliminares e a alguns resultados sobre grupos
de tipo F' P.

O resultado principal, que diz que se G for um grupo solavel de tipo F'P,, com grupo finito
F agindo sobre G, entdo o subgrupo de pontos fixos Cq(F) = {g € G : ¢/ = g,Vf € F} &
também de tipo F' P, ¢ demonstrado no tltimo capitulo desta Dissertacao. Esse resultado é o
principal resultado no artigo [14]. Uma vez que Cg(F) é de tipo F' Py, temos como implica¢ao
que Ng(F) ={g € G: F9 = F} é também de tipo F' P, pois [Ng(F) : Co(F)] < co. Em
[14] é mostrado também que cada extensdo H de G por F tem nimero finito de classes de
conjugacao de subgrupos finitos. Assim, aplicando um teorema de W. Liick (|14, Theorem
1.2, p. 136]), cada extensao H de G por F tem modelo de tipo finito para EH, isto &,
existe um H-C'W-complexo X, denominado de espacgo de classificacao de agao propria, tal
que X° = {z € X : 2° = x,Vs € S} & contréactil se S ¢ subgrupo finito de H e X° = se S
nao for subgrupo finito de H e X tem tipo finito, isto ¢, X/H tem ntimero finito de células.



Capitulo 1

Propriedades Basicas de Grupos e
Moédulos e Definicoes Preliminares

1.1 Propriedades Basicas de Grupos e Definicoes Preli-
minares

1.1.1 Alguns Resultados sobre Grupos Arbitrarios

Teorema 1.1 (1° Teorema de Isomorfismo para Grupos). Sejam G, H grupos e ¢ : G — H
um homomorfismo de grupos. Entao,

ker(p) <G e G/ker(p) = Im(yp).
Tal isomorfismo de grupos € dado por
gker(¢) = ¢(g).
Demonstragao. (Ver [16, Theorem 1.76 (First Isomorphism Theorem, p. 50].) O

Teorema 1.2 (2° Teorema de Isomorfismo para Grupos). Sejam G um grupo, H < G e K
um subgrupo de G. Entao, HK ¢ subgrupo de G, HNK <1 K e

K/(HNK)~ HEK/H.
Demonstragao. (Ver [16, Theorem 1.80 (Second Isomorphism Theorem, p. 52|.) O

Teorema 1.3 (3° Teorema de Isomorfismo para Grupos). Sejam G um grupo e H K 1 G
tais que K C H. Entao, H/IK < G/K e

(G/K)/(H/K)=G/H.

Demonstragao. (Ver [16, Theorem 1.81 (Third Isomorphism Theorem, p. 52|.) O



1.1. Propriedades Bésicas de Grupos e Defini¢des Preliminares

Teorema 1.4 (Teorema de Correspondéncia para Grupos). Sejam G um grupo, H < G,
7w : G — G/H a projecao canonica, A a familia de subgrupos de G 0s quais contém H e B a
familia de subgrupos de G/H. Entdo, existe uma fun¢ao bijetiva 0 : A — B dada por

A w(A) = A/H, para todo A € A,
onde 071 : B— A ¢ dada por
B 7 YB), para todo B € B.

Além disso, dados Ay, As € A, A1 C Ay se, e somente se, Aj/H C Ay/H e Ay < Ay se, e
somente se, A1/H <1 Ay/H.

Demonstragao. (Ver |16, Proposition 1.82 (Correspondence Theorem, p. 53|.) O

Lema 1.1. Sejam I um conjunto de indices, G um grupo e {G; : i € I} uma familia de

subgrupos de G. Temos que ﬂ G; € subgrupo de G;,Vi € 1.
iel

Demonstracao. Sejam gy, go € ﬂGi. Temos, entao, que ¢1,92 € G;,Vi € I. Como G; é
iel
grupo, Vi € I, segue que g1g, " € G;,Vi € I, logo gi1g,"' € ﬂGi. O
iel
Lema 1.2. Sejam G grupo e F = {H; < G :i € I} uma familia de subgrupos normais de G

(onde I é algum conjunto de indices). Entao, ﬂ H; < G.
iel

Demonstragao. Pelo Lema 1.1 (p. 4), temos que (]HZ é subgrupo de G. Seja x € mHi'
icl icl

Entao, v € H;,Vi € I. Como H; < G,Vi € I, segue que, grg~' € H;,Vg € G e Vi € I. Dai

que, Vg € G, grg™! € ﬂ H;. Como x € ﬂ H; foi tomado arbitrario, segue que g(ﬂ H;)g™ ' C
iel iel iel

ﬂHi,‘v’g € G e, portanto, ﬂHi aG. O

i€l el

Lema 1.3. Sejam G um grupo, S um subgrupo de G ¢ H < G. Entao, HNS < S.

Demonstragdo. Dado s € S, seja z € s(HNS)s™ 1. Entdo, x = sys™!, para algumy € HNS.
Por um lado, y € S implica que = = sys~' € S. Por outro lado, y € H e H < G acarretam
que z = sys ! € H. Dai que x € HN S e, portanto, como x € s(H N S)s~! foi tomado
arbitrario, temos que s(H N S)s™' C HNS,Vs € S. Segue, assim, que HNS < S. n

Lema 1.4. Sejam G um grupo e S, A, B subgrupos de G. Se B <1 A, entaio BNS<1ANS.

Demonstragdo. Dado a € AN S, seja x € a(BN S)a!. Entdo, x = aya™!, para algum
y € BNS,ecomoa,atye€sS,segue quex €S. Agora, y € Be B A, logo aya™t € B, o
que acarreta que x € B e, consequentemente, x € BN S, dai que, como z € a(B N S)a™! foi
tomado arbitréario, a(BNS)a™' C BNS, para todo a € ANS e, portanto, (BNS)<(ANS). O
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Lema 1.5. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se |G : H] < oo, entao existe um
subconjunto finito T de G tal que

ﬂ g 'Hg = ﬂ t L Ht.

geG teT

Demonstra¢ao. Como [G : H] < 0o, existe um subconjunto finito 7' de G tal que G = U Ht

teT
(T & uma transversal a direita de H em (). Assim, dado g € G, segue que existe Gnico t € T'

tal que g € Ht e, portanto, existe tinico h € H tal que g = ht, logo
g 'Hg= (t"h"YH(ht) =t 'Ht.

Dai que
m g 'Hg = ﬂ t'Ht, onde T é finito.

geG teT

Proposicao 1.1. Sejam G, H grupos e ¢ : G — H um homomorfismo de grupos.
a) Se A € subgrupo de G, entio o~ (p(A)) = Aker(yp).

b) Se B ¢ subgrupo de H, entio ¢(¢~'(B)) = BN Im(y), onde para um subgrupo C de
H, temos que o1 (C) ={g € G : ¢(g) € C} € subgrupo de G.

Demonstragdo. a) Primeiramente, vamos mostrar que Aker(¢) C ¢ '(¢(A)). Temos que
ker(p) = ¢ ({1n}) C 97 (v(A)) e A C ¢7H(p(A4)). Como ¢~ (p(A)) & subgrupo de G,
segue que Aker(p) C o (p(A)). Para mostrar a inclusao inversa, seja g € ¢ 1(p(A)). Logo,
©(g) € p(A), isto ¢, existe a € A tal que p(g) = ¢(a), o que implica que ¢(a) '¢(g) = 17,
ou seja, p(a~'g) = 1y, o que acarreta que a~'g € ker(y). Portanto, existe gy € ker(yp)
tal que g = agy € Aker(p). Como g € p ' (p(A)) foi tomado arbitrario, concluimos que
v~ (p(A)) € Aker(p).

b) Das definigoes de imagem e pré-imagem de uma fungao segue que p(p~'(B)) C BN
Im(p). A fim de mostrarmos a inclusdo inversa, seja b € B N Im(p). Como b € Im(yp),
existe g € G tal que b = p(g). Como b € B, b = ¢(g) € B, dai que g € p }(B) e,
portanto, b = ¢(g) € p(p '(B)). Como b € BN Im(yp) foi tomado arbitrario, segue que
BN Im(p) C el (B)). O

Lema 1.6. Sejam G um grupo, A, B subgrupos de G tais que A<{G ou B<1G e N <G tal
que N C A, B. Entao, A/N - B/IN = (AB)/N.

Demonstra¢ao. Como N < G, resulta que A/N,B/N sao grupos e se A 1 G ou B <G,
entdo AB é subgrupo de G, dai que AB/N também é grupo. Assim, dadas as classes
laterais aN € A/N e bN € B/N, segue que aN - bN = abN. Concluimos, portanto, que
A/N-B/N = (AB)/N. m
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Lema 1.7. Sejam G um grupo, H <G enw: G — G/H o homomorfismo de grupos projecao
canonica. Sejam também C um subgrupo de G/H e B <1G/H. Entao,

1 (BC) =7 YB)x 1(0).

Demonstragao. Como C' é subgrupo de G/H e B<1G/H, pelo Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema
de Correspondéncia para Grupos), segue que

7 1(C) é subgrupo de G e 77 1(B) < G

com B =n(r"Y(B))=7"'B)/HeC=n(x"C))=7"(C)/H.

Assim, BC = (r~Y(B)/H)-(7~'(C)/H) e, pelo Lema 1.6 (p. 5), (r~*(B)/H)-(=~'(C)/H) =
(=Y B)r~YC))/H, isto &,
BC = (= (B)x'(C))/H

o que implica que
71 (BC) = 7 YB)x 1(C).

]

Lema 1.8. Sejam G um grupo, N < G e K, H subgrupos de G tais que K C H. Se [H :
K] < o0, entdo [NH : NK| < 0.

Demonstracao. Como N <1 G, temos que NH, NK sao subgrupos de G. Além disso, como
K C H, segue que NK C NH e, por hipotese,
H=|]JKt,
teT

onde T' é subconjunto de H e |T| < oo (T & uma transversal a direita de K em H). Obser-
vamos, assim, que

NH:MOKUZUNM.

teT teT

Portanto, [NH : NK| < |T'| < oc. O
Proposigao 1.2. Sejam G, H grupos e w: G — H um epimorfismo de grupos.

a) Se B e A sao subgrupos de H tais que B C A, entio [r~'(A) : 71 (B)] = [A: B].

b) Se B A< H, entio n ' (B)<n ' (A) <G ent(A)/m ' (B) = A/B.

Demonstragdo. a) Como B ¢ subgrupo de A, temos que 7~ *(B) & subgrupo de 7~ 1(A), dai
que

A== B, (1.1)

teT

6
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para algum subconjunto 7' de 77(A), onde 7—!(B)t é classe lateral a direita de 7—!(B) em
7 1(A),Vt € T (T é uma transversal a direita de 7~1(B) em 7 '(A)). Logo,

A=n(m'(A) =r({Jr'B)W) = Jrx'B)x(t) = | Br(t) = |J Bn(t) =

teT teT teT w(t)em(T)

= U B, (1.2)

onde essa tltima unido ¢, de fato, disjunta, pois, do contrario, existiriam m(t,), 7(t2) € 7(T")
tais que 7(t;) # m(t2) e Br(t,) = Br(ty). Logo, n(ty)n(ta) ™" = m(tity ') € B, o que implicaria
que tit; " € 7 Y(B) e, portanto, 7 1(B)t; = 7 1(B)ty. Mas, t; # ty, pois 7(t,) # 7(ta).
Assim, teriamos uma contradi¢do com a uniao disjunta em (1.1) (p. 6).
Temos também que |T| = ]7r( )|, pois, dados t1,ty € T, se t; # ta, entdo por (1.1) (p. 6)
“YB)t, # 7 1(B)ty, logo tit;* ¢ 7Y B), o que implica que 7(t,t,') ¢ B e, portanto, por
(1.2) (p. 7) m(t1) # m(t2). Por (1.1) (p. 6) e (1.2) (p. 7), segue que

7 (4) s 7 (B)] = |T| = |=(T)| = [A: B].

b) Como B<tA<1H, pelo Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos),
temos que 7 1(B) <7 '(A) < G. Sejam p: A — A/B o homomorfismo de grupos projecao
canonica e ¢ : 7 1(A) — A definida por ¢(z) = 7(z),Vz € 77(A). Definamos

0:7 YA — A/B por 0 := pi.

Como v e p sdo epimorfismos de grupos, segue que 6 também o é. Pelo Teorema 1.1 (p. 3)
(1° Teorema de Isomorfismo para Grupos), 7~ 1(A)/ker(0) = Im(0) = A/B e, por outro lado,

ker(0) = 071(1) = (py) (1) =~ 1p~ (1) = 7~ 1(B). Dai que 7 '(A)/=~"(B) =2 A/B. O

Corolario 1.1. Sejam G, H grupos, ¢ : G — H um isomorfismo de grupos e Ay, By subgrupos
de G tais que By < Ay. Entao, A1/B1 = ¢(Ay)/p(B1).

Demonstragao. Basta usar o Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos)
e a Proposicao 1.2 b) (p. 6). O

Proposicao 1.3. Sejam G um grupo e A, B subgrupos de G. Se [G : A] < oo, entao
[B: AN B] < 0.

Demonstracao. Por hipotese [G : A] < oo, logo G/A = {Ag : g € G} é um conjunto finito,
onde, Vg € G, Ag denota a classe lateral & direita de A em G. Temos que A = {Ab: b€ B}
é também um conjunto finito, pois B C (G. Vamos mostrar que existe uma bijecao entre os
conjuntos A e B/(ANB)={(ANB)b:be B}. Seja ¢ : B/(AN B) — A dada por

o((AN B)b = Ab

Entao, ¢ esta bem deﬁnida pois, dados (ANB)by, (ANB)by € B/(ANDB) tais que (ANB)b, =
(AﬂB)bg, segue que bib, ' € ANB C A, logo Ab; = Aby, isto &, o((ANB)by) = p((ANB)by).
Por outro lado, ¢ é fungdo injetiva, uma vez que, dados (AN B)by, (AN B)by € B/(ANB), se

7
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©((ANB)b1) = p((ANB)by), entdo Ab; = Abs, 0 que implica que bib, ' € A. Como by, by € B,
temos também que bib,' € B. Dai que bib," € AN B, ou seja, (AN B)by = (AN B)b,.
Além disso, observe que, por construgao, ¢ é sobrejetiva. Desta forma, concluimos que
|A| = |B/(ANB)| e, portanto, B/(AN B) é um conjunto finito. Assim, [B: ANB|] < oco. O

Proposicao 1.4. Sejam G, H grupos, ¢ : G — H um homomorfismo de grupos, A, B
subgrupos de G tais que B C A. Se [A: B] < oo, entdo [p(A) : p(B)] < oo.

Demonstracao. Por hipotese temos que existe um subconjunto 7" de A tal que

A:UBt e |T] < oo,

teT

(T ¢ uma transversal a direita de B em A). Daf que

p(A) =p((UB)={JeBet) = ] oB)).

teT teT e(t)ep(T)

Visto que @(B)p(t) é classe lateral a direita de p(B) em @(A) para todo ¢(t) € o(T),
podemos tomar essa tltima uniao como sendo também disjunta, bastando para isso que
eliminemos da unido as classes laterias repetidas. Assim, teremos que

p(A) = | ¢(B)y, onde Y C (7).

yey
Daf que [p(B) : p(A)] = Y| < [p(T)| < [T < 0. O
Notacao 1.1. Seja G um grupo. Denotemos por G’ o grupo comutador de G, isto é,

G'={l91,92) € G: g1,90 € G}), onde [g1,90] = 97" 95 ' 192 € G.

Proposicao 1.5. Sejam G um grupo e H < G. Entao, G/H ¢é grupo abeliano se, e somente
se, G' C H. Em particular G/G" é grupo abeliano.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que se G/H é grupo abeliano, entdao G’ C H. Seja = € G'.
Entdo, * = [y1, 21" - ... [Un, 20", com n € Zy, y;,2; € G e g € {—1,1}, onde 1 <
i < n. Agora, Vi € {1,...,n}, sejam y;H, z;H classes laterais em G/H. Como G/H é
grupo abeliano, temos que y;H - z;H = z;H - y; H e, portanto, y[lzjlyiziH = H. Segue que
[vi, z;] € H. Como H é grupo, obtemos que z € H. Dai que, por x € G’ ter sido tomado
arbitrario, G’ C H.

Mostraremos agora a afirmacao reciproca. Sejam xH,yH classes laterais em G/H, onde
r,y € G. Como G' C H, temos que [r,y] € H e, portanto, z 'y tzy € H. Dai que
v 'y~ lryH = H e, consequentemente, xyH = yxH, isto ¢, tH -yH = yH -z H. Assim, G/H
é grupo abeliano. O

Corolario 1.2. Seja G um grupo. Entdio, G' = 1 se, e somente se, G € grupo abeliano.
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Demonstragao. Se G' =1, entdo G = G/1 = G/G’, logo G é grupo abeliano pela Proposigao
1.5 (p. 8). Caso G seja um grupo abeliano, entao G/1 é grupo abeliano e, portanto, G’ C 1
pela Proposi¢ao 1.5 (p. 8). ]

Proposicao 1.6. Sejam G, H grupos e ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Se G €
um grupo abeliano, entio ¢(G) € um grupo abeliano. Em particular, se H < G e G é grupo
abeliano, entdo G/H € grupo abeliano.

Demonstragio. Vo(g1), 0(g2) € ¢(G), 0(91)9(92) = ©(9192) = ©(g291) = ©(g2)p(91)-
Se H <1 G e G for grupo abeliano, basta aplicar o resultado acima para o homomorfismo

de grupos projecao canonica m : G — G/H, que é epimorfismo de grupos. n

Proposicao 1.7. Sejam G um grupo, A, B < G tais que B C A. Entdo, ¢ : G/B — G/A
dada por
p(9B) = gA,

para toda classe lateral gB € G /B, € um epimorfismo de grupos. Além disso, ker(p) = A/B.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que ¢ estd bem definida. Dados ¢ B, g2 B €
G/B, se 1B = ¢, B, entdo g1g,' € B. Como B C A, segue que g9, € A e, portanto,

g1A = g2 A, isto é, p(g1B) = v(g2B).
Agora, ¢ é homomorfismo de grupos, pois, dados g1 B, g2 B € G/B, temos que

©(1B - 92B) = 0(g192B) = 9192A = 1A - g2A = (91 B)p(g2B)

e é sobrejetivo, pois, para todo z € G/A, segue que z = gA, para algum g € G, ou seja,
z=p(9B).

Para vermos que ker(¢) = A/B, para toda classe lateral B € G/B, temos que =B €
ker(yp) se, e somente se, p(xB) = 1ga = A, o que é equivalente a x € A e que, por sua vez,
é equivalente a B € A/B. O

Lema 1.9. Sejam G um grupo e Gy, Gy, G3 < G tais que Gy C G1. Entao,

Gi1G; | ,
€ grupo quociente.

GGl
b) Gy N (GaGs) = Go(Gy N Gy).

a) GGz <1 G1G3 e, portanto,

Demonstracao. a) Observemos que, como Gy < G e G3 < G, segue que GoG3 < G. Visto

GG
que Go C G4, temos que G3G3 C G1Gs. Dai que Go(G3 <t G1G3 e, portanto, GlGS
3

é grupo

quociente.

b) Vamos mostrar que Gy N (GoG3) C Ga(G1 N Gs). Seja z € G1 N (G2G3). Logo,
T =g ex = gag3, com g1 € Gy, g2 € G5 e g3 € G3. Dai que g1 = ¢293, 0 que implica
que g, 'g1 = gs. Como Gy C Gy, segue que g3 € Gy e, portanto, x = gogs € Go(G1 N G3).
Como x € G N (G2G3) foi tomado arbitrario, segue que G1 N (G2G3) € Go(Gy N G3). Para
mostrarmos a inclusao inversa, seja © € Go(G1 N G3). Logo, x = gog, com gy € Go e
g € G1NGs. Dai que x € GoGz. Como Gy C Gy e g € Gy, segue que x = ¢gog € G1. Temos,
assim, que z € G1 N (G2G3). Como x € G3(G1 N G3) foi tomado arbitrario, concluimos que
G1 N (G2G3) D Go(G1 N G3). O
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Lema 1.10. Sejam G um grupo e G1,Go, G3 < G tais que Gy C G1. Entao
G.Gs Gy

G2G3  Go(G1NGs)

GG GG

G;GZ ¢ grupo quociente. Seja u : Gy — G;Gj

dada por u(g1) = 91G2G3, Vg1 € Gy. Temos que p é homomorfismo de grupos, pois, dados

91,91 € Gy, temos que u(glgg zglgiGQGB = 1G2Gs - ¢1GaG3 = pu(g1)u(g)). Além disso, u
1G3

GoGy’
T = q193G2G3 = g1G2G3 - 93G2G3 =

= 1G2G3 - g3G3Gy = 91G2Gs - G3Gy = g1G2Gs - GoGs = ,U(gl)'

Agora, vamos mostrar que ker(u) = G1N(G2G3). Seja g1 € ker(u). Logo, u(g1) = G2Gs,
isto é, g1G2G3 = GG3, 0 que implica que g1 € GoGs, isto é, g1 € G1 N (G2G3). Como
g1 € ker(p) foi tomado arbitrario, temos que ker(u) € G1 N (G2G3). Para mostrar a inclusao
inversa, seja x € G1 N (G2G3). Entdo, pu(z) = xG2G3 = GoG3. Logo, z € ker(u). Como
r € G N (G2G3) foi tomado arbitrario, concluimos que ker(p) 2 Gi N (G2G3). Pelo Lema
1.9b) (p. 9), segue que

Demonstragao. Pelo Lema 1.9 a) (p. 9)

é sobrejetivo. De fato, Va €

xr = g193G2G3, com g1 € Gy e g3 € G3. Assim,

ker(,u) = Gg(Gl N G3)
Pelo 1° Teorema de Isomorfismo para Grupos, Gy /ker(p) = Im(u). Logo,

G GiGy
Go(G1 N G3) GGy

O

Definicao 1.1. Sejam Py, Ps, - - - , P, propriedades de grupos que sao preservadas por isomor-
fismos de grupos, onde n € Z,. Dizemos que um grupo G é Py-por-P-por-...-por-P, se
existem Ay, As... A1 <G tais que A1 C Ay C ... C A,_1 C G e Ay possui a propriedade
Py, Ay/Ay possui a propriedade Py, ... , A,_1/A,_o possui a propriedade P,y e G/A,_4
possui a propriedade P,.

Notagao 1.2. A classe dos grupos nilpotente-por-abeliano-por-finitos é denotada por NAF.
Assim, se G é um grupo nilpotente-por-abeliano-por-finito, escrevemos G € NAF.

Proposicao 1.8. Sejam G, H grupos e ¢ : G — H um isomorfismo de grupos. Se G €
Py-por-Ps-por-. . .-por-P,,, entao H € Py-por-Ps-por-. . .-por-P,.

Demonstracao. Por hipotese G é Py-por-Ps-por-. . .-por-P,, logo existem A, Ay ..., A, 1 <G
taisque Ay C Ay C ... C A, 1 C Ge A possui a propriedade Py, As/A; possui a propriedade
Py, ..., A, 1/A,_5 possui a propriedade P,_; e G/A,_; possui a propriedade P,. Temos que
©(A1),p(Az),...0(An_1) < H e p(A1) C p(Ay) C ... C p(A,—1) € H. Além disso, temos
que A; = p(A;) e, pelo Corolario 1.1 (p. 7), Aiy1/A;i = p(Air1)/e(Ai), com 1 <i<n—2,
e G/An-1 = H/p(A,—1). Segue que p(A;) também possui a propriedade Py, p(A2)/v(A1)

também possui a propriedade P, ..., ©(A4,-1)/p(A,_2) também possui a propriedade P, _;
e H/@p(A,_1) também possui a propriedade P,. Assim, concluimos que H ¢ também P;-por-
Ps-por-.. -por-F,. 0

10
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Proposicao 1.9. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se G ¢ grupo abeliano-por-
finito, entao H também o ¢é.

Demonstracao. Como G é grupo abeliano-por-finito, existe A <G tal que A é grupo abeliano
e G/A é grupo finito. Temos que AN H < H pelo Lema 1.3 (p. 4). Além disso, AN H é
grupo abeliano, pois A é abeliano, e H/(ANH) é grupo finto, ja que, pelo Teorema 1.2 (p. 3)
(2° Teorema de Isomorfismo para Grupos), H/(ANH) = HAJ/A < G/A, sendo este tltimo
grupo finito. Portanto, H é grupo abeliano-por-finito. n

Lema 1.11. /14, Lemma 3.7, p. 143] Sejam G um grupo e Ny, ..., Ns<G, onde s € Z. Se
G/Ny,...,G/Ns_1 e G/N; sdo grupos abeliano-por-finitos, entdo G/(ﬂ N;) € grupo abeliano-

i=1
por-finito.

Demonstracao. Seja m : G — G/N; x ... x G/Ns o homomorfismo de grupos dado por
7(g) = (9N1,...,gNs). Entao, ker(m) = ﬂNi e, pelo Teorema 1.1 (p. 3) (1° Teorema de
i=1

Isomorfismo para Grupos), G/ﬂNi = Im(m) < G/Ny x ... x G/Ng, que é abeliano-por-
i=1
finito, e, portanto, I'm(7) é também abeliano-por-finito pela Proposi¢ao 1.9 (p. 11). Pela

Proposi¢ao 1.8 (p. 10), segue que G/(ﬂ N;) é grupo abeliano-por-finito. ]
i=1
Lema 1.12. Sejam G um grupo e Ay, ..., A, subgrupos de G, onden € Z,. Se |G : A;] < oo,
para 1 < i <n, entio [G : ﬂAZ] < 00.
i=1
Demonstracao. Temos que

n n—1 n—1

G (Al =[G ([)A) N A =[G Ag[A, : () Ai) N Ay

i=1 i=1 i=1
n—1

Por hipotese [G : A,] < oo e, pela Proposigao 1.3 (p. 7), [A, : (ﬂ A)NA,] <. ]
i=1

Lema 1.13. Sejam G, H grupos, S <G e ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Se S C
ker(p), entao ¢ induz um homomorfismo de grupos 6 : G/S — H dado por 6(gS) = ¢(g),
para toda classe lateral gS € G/S.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que 6 estd bem definida. Sejam ¢1.5, g5 € G/S tais que
@S = ¢25. Logo, gigy' € S. Como S C ker(y), temos que ¢(g19,") = 1g, logo ¢(g1) =
©(g2) e, portanto, 0(g1.S) = 0(g25), isto ¢, § esta bem definida.

Vamos mostrar agora que 6 é homomorfismo de grupos. Sejam ¢;5, 25 € G/S. Entao,

0(g1S - 925) = 0(91925) = ©(9192) = ©(91)¢(g2) = 0(915)0(g25). O

11
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Lema 1.14. Sejam G,1,Gs, H grupos, p1 : G1 — H, s : Go — H homomorfismos de grupos
e 0: Gy — Gy um epimorfismo de grupos tais que w20 = 1. Entao,

O(ker(p1)) = ker(ps).

Demonstracao. Por hipotese temos que o seguinte diagrama é comutativo

G1L>H

| 4

G

Vamos mostrar primeiramente que 0(ker(p1)) C ker(ys). Seja go € 6(ker(y1)). Entao,
existe g1 € ker(ip1) tal que go = 0(g1). Dai que, va(g2) = 20(g1) = 91(g1) = 1u. Logo,
g2 € ker(yz). Como go € O(ker(py)) foi tomado arbitrario, segue que 6(ker(¢1)) C ker(ps).
Para mostrar a inclusio inversa, seja go € ker(pz). Entdo, ¢a(g2) = 1y. Mas, como 6 é
sobrejetivo, existe g; € Gy tal que go = 0(g1). Dai que 1y = wa(g2) = ¢2(0(91)) = v1(g1) e,
portanto, g1 € ker(p1), ou seja, go € O(ker(p1)). Como gy € ker(pq) foi tomado arbitrario,
segue que O(ker(p1)) 2 ker(ps). O

Lema 1.15. Sejam G, G, Gy grupos e o1 : G — G, 09 : G — Go,0 : G1 — Gy epimorfismos
de grupos tais que @1 = Opy. Entao, 6 € isomorfismo de grupos se, e somente se, ker(p1) =
ker(ps).

Demonstracao. Suponhamos primeiramente que 6 é isomorfismo de grupos. Pelo Lema 1.14
(p. 12), segue que
p2(ker(p1)) = ker(0) = 1g,,

logo ker(p1) C ker(ps). Analogamente, como 6~ 1p; = @9, concluimos que

p1(ker(p2)) = ker(07") = 1a,,

logo ker(yps) C ker(e1). Suponhamos agora que ker(y;) = ker(ps). Pelo Lema 1.14 (p.
12), temos que @y(ker(py)) = ker(0), logo ¢a(ker(ps)) = ker(0), ou seja, 1g, = ker(0)
e, portanto, 6 ¢ monomorfismo de grupos. Como 6 é epimorfismo de grupos por hipotese,
concluimos que 6 ¢ isomorfismo de grupos. O

Lema 1.16. Sejam G1,Go,Gs grupos e ¢ : Gy — Go,¢ : Gy — G5 homomorfismos de
grupos. Entao,

ker(vp) = o~ (ker(1)).

Demonstragdo. Vamos mostrar primeiramente que ker () C ¢~ '(ker(¢))). Tomemos z €
ker(1p) arbitrario. Entao, ¥o(z) = 1g,. Segue que ¢(z) € ker(v), ouseja, z € ! (ker(v)).
Dai que ker(p) C ¢~ (ker(¢)). Para mostrar a inclusio inversa, seja x € ¢~ !(ker(1))). En-
tao, p(z) € ker() e, portanto, wp(x) = 1g,, ou seja, r € ker(¢p). Como x € ¢~ (ker(y)))
foi tomado arbitrario, concluimos que ker (i) 2 ¢! (ker(¢))). O

Lema 1.17. Sejam G, H grupos, A< G e p: G — H um epimorfismo de grupos. Entao:
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a) . : G/A — H/p(A) definida por p.(gA) = v(g9)¢(A), para toda classe lateral gA €
G/A, é um epimorfismo de grupos;

b) Se p. ep|a (restricao de p sobre A) sao isomorfismos de grupos, entao ¢ € isomorfismo
de grupos.

Demonstragao. a) Como A < G, temos que p(A) < H, dai que H/p(A) é grupo quociente.

Para vermos que @, estd bem definida, sejam ¢g1A,g2A € G/A tais que 1A = g A.
Logo, gigs " € A, o que implica que p(g1g;") € (A), ou seja, p(g1)¢(ga) " € w(A), logo
o(g1)e(A) = ©(g2)p(A) e, portanto, p.(g1A) = v.(g2A). E para vermos que ¢, ¢ ho-
momorfismo de grupos, dados g1 A, A € G/A, temos que v.(g1A4 - g2 A) = p.(g1g2A) =
©(g192)p(A) = ©(91)p(92)(A) = (91)p(A) - p(92)p(A) = 9 (914)p(g24). Por fim, temos
que ¢, é sobrejetivo, pois, dado z € H/p(A), temos que z = hp(A), para algum h € H. Como
¢ € sobrejetivo, segue que h = p(g), para algum g € G. Dai que z = ¢(g9)p(A) = p.(gA).

b) Basta mostrarmos que ker(p) = 1.

Seja g € ker(yp). Temos que ¢(g) = 1y. Logo, v.(9A) = ¢(9)p(A) = ¢(A) = L/p(a).
Dai que gA € ker(p.). Mas, ker(p.) = 1 = {A}, pois ¢, ¢ isomorfismo de grupos por
hipotese, por conseguinte gA = A, isto é, g € A. Como também g € ker(y), temos que g €
ker(e|a). Mas, ker(pla) =1 = {1g}, pois ¢|4 também ¢é isomorfismo de grupos, portanto
g = 1g. Como g € ker(p) foi tomado arbitrario, concluimos que ker(¢) = {15} = 1. O

1.1.2 Calculos com Comutadores, Série Central Descendente e Gru-
pos Nilpotentes

Notagao 1.3. Seja G um grupo. Dado i € Z,, temos a seguinte notacao:

[91, . 791‘] = [[gh . ,gz‘—ﬂ,gi],

onde [g1] = g1, [91,92) = 9195 9192 e g; € G,¥i € Z,. Denominamos [gy,...,q] de
comutador normado a esquerda de tamanho «.

Notagao 1.4. Sejam G um grupo e Ay, ..., A; subgrupos de G, onde ¢ € Z,. Temos, entao,
a seguinte notacao:
[A17 . 7Az] = HAL . ,Aifl], AZ],

onde
[Al} = Al,

[Ay, Ay] = <{[CL1,CL2] €eG:a, € A,ay € A2}>: <{[a1,a2]}aleA17a2€A2>.

Lema 1.18. Sejam G, H grupos, ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e A, B subgrupos
de G. FEntao,

v([A, B]) = [¢(A), ¢(B)].

Demonstracao. Dados a € A e b € B, temos que

¢([a,b]) = (a0 ab) = ¢(a) " o(b) () (b) = [¢(a), p(b)].

13
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Segue dai que
o([A, B]) = o(({[a, b] }acaper)) = (¢p({[a,b] }acapen)) =

= ({e(la; b)) Yacaren) = ({lp(a), (0)]}acaren) = [(A), p(B)].
O

Definicao 1.2. Sejam G um grupo e A um subgrupo de G. Definimos e denotamos o cen-
tralizador de A em G por

Ce(A)={g € G:ag=ga,Va € A}

e o centro de G por

Z(G)={g9g€ G:xg=gx,VreG}

Lema 1.19. Sejam G um grupo, B < G e A um subgrupo de G tais que B C A. Entao,
[A,G] C B se, e somente se, A/B C Z(G/B).

Demonstracao.
[A,G]CB&la,gl€ BVacAgeGea'lglagB=B,Vac A,ge G

< agB =gaB,VYa€ A,ge G < aB-gB=gB-aB,Ya€ A,ge G A/B C Z(G/B).
O

Definicao 1.3. Seja G um grupo. Para todo @ € Z, definimos indutivamente
Nn(G) =G e 7n(G)=[n(G),G]
Lema 1.20. Seja G um grupo. Para todo i € Z,, definamos

Ci = {[917agz] g1,---,0 € G}a

conjunto dos comutadores normados a esquerda de tamanho i. Temos, entao, que

Demonstragao. Faremos a demonstragao por indugao sobre i. Caso i = 1, temos v (G) =
G =(G) = {[g1] : ;1 € G}) = (Cy). Caso i > 1, segue que v;11(G) = [1(G),G]. Pela
hipotese de inducao, 7;(G) = (C;), dai que, escrevendo C7 = {g;+1 : giv1 € G},

7i41(G) = [(Ci), G] = [{Cy), (C1)] = <{H91, s Gi)s Girr] 1915 Gin € G}>=

= <{[g1,...,gi,g@-+1] Y015 Gir1 € G}>: (Cita).

Proposicao 1.10. Seja G um grupo. Entao,

14
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a) vi(G) <eor G, Vi € Ly ;
b) 7i1(G) <7(G), Vi € Zy..

Demonstragao. a) Seja ¢ : G — G um automorfismo de grupos. A demonstracao sera feita
através de inducao sobre i € Z, .

Caso i = 1, temos que ¢(71(G)) = ¢(G) € G = 71(G). Logo, 71(G) <ear G-

Caso ¢ > 1, usando o Lema 1.18 (p. 13) e a hipotese de indugdo, segue que ¢(7,41(G)) =
p([:(G), G]) = [e((G)), p(G)] € [1i(G), G] = Yi41(G). Portanto, 7i(G) <ear G-

b) Como v;(G) Qeor G, Vi € Zy, temos que v;(G) < G,Vi € Z,. Sendo assim, basta
mostrarmos que v;+1(G) C v(G),Vi € Z,. Sejam z € v(G) e g € G. Como v(G) <
G,Yi € Z,, segue que gr—'g7! € v(G), o que implica que (gx~'¢g~ ')z € v(G). Usando
novamente a normalidade de v;(G) em G, concluimos que g~ !(gz~tg71x)g € v(G), isto é,
g lgx g leg =27 g7 ag = [z, g] € :(G). Portanto, concluimos que [v;(G), G] C 7;(G), ou
seja, Yi+1(G) € 7%(G). 0

Definicao 1.4. Sejam G um grupo, I um conjunto de indices totalmente ordenado e F =
{Gi}ier uma familia de subgrupos de G. Dizemos que F € uma filtragdo (ou série) do grupo
G se G; C Gy, sempre que © < j, para todos i, € I. E, dizemos que F € uma filtracao
descendente (ou série descendente) do grupo G se G; C G, sempre que j < i, para
todos 1,7 € 1.

Definicao 1.5. Sejam G um grupo e F = {G;}icz, uma filtracao (ou série) de G. Dize-
mos que F é uma filtragao normal (ou série normal) de G se, Vi € Z., G; < Gi11.
Neste caso, definimos o comprimento de uma filtragao normal (ou série normal)
como sendo o nimero de grupos quocientes ndao-triviais da forma Giy1/G;,¥i € Z... Deno-
minamos tais grupos quocientes de grupos fatores. De forma andloga definimos filtragcao
(ou série) normal descendente e comprimento de uma filtragdo (ou série) normal
descendente.

Definicao 1.6. Seja G um grupo. A série central descendente de G ¢ a sequinte filtracao
descendente:

G=n(G)>%(G)>..."

Definicao 1.7. Dizemos que um grupo G € nilpotente se existe ¢ € 7, tal que v.41(G) = 1.
O menor inteiro positivo ¢ para o qual tal propriedade vale é chamado classe de nilpoténcia

de G.

Proposicao 1.11. Sejam G, H grupos, ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e A um
subgrupo de G. Se A=y (A) > v(A) > - > yw(A) > --- € a série central descendente de
A, entao (A) = (71(A)) > @(72(A)) > -+ > @((A)) > -+ € a série central descendente
de o(A). Em particular, se A € nilpotente, entdo p(A) € nilpotente.

Demonstragao. Basta que mostremos que vx(p(A)) = ¢(v(A)),Vk € Z,. Facamos a de-
monstracao por inducao sobre k € Z.

Para k = 1, 9(1(4)) = p(4) = n(¢(4)).

LA série central descendente pode terminar no subgrupo trivial 1 de G, ou pode ndo terminar.
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Para k > 1, usando o Lema 1.18 (p. 13) e a hipotese de indugao,

p((A)) = e(l-1(A), A]) = [e(1e-1(A)), (A)] = [1e-1(0(A)), (A)] = % (p(A)).

Agora, se A é nilpotente, entdo existe s € Z; tal que 7541(A) = 1. Dai que vs41(¢(A))
©(vs+1(A)) = (1) = 1 e, portanto, p(A) é nilpotente.

Ol

Lema 1.21. Sejam G um grupo nilpotente com classe de nilpoténcia s,

G=7(G)>...>v(G) > 1

a série central descendente de G, H < G tal que H C 74(G) e
G/H =% (G/H) 2 7(G/H) = ...
série central descendente de G/H. Entdo, para 1 <i <'s,

%(G/H) = ~(G)/H.

Demonstra¢ao. Observemos que pela Proposi¢ao 1.11 (p. 15), G/H é grupo nilpotente com
classe de nilpoténcia s. Facamos a demonstragao por indugao sobre 4.

Para o caso i = 1 temos que v,(G/H) = G/H =y (G)/H.

Paraocaso 1 <i < s,sendo 7 : G — G/H o homomorfismo de grupos proje¢ao canonica,
segue que, usando o Lema 1.18 (p. 13) e a hipdtese de indugao,

%(G/H) = [vi1(G/H),G/H] = [vi-1(G)/H,G/H] = [r(7i-1(G)), 7(G)] =
= m([7i-1(G), G]) = [i-1(G), G]/H = %(G)/H.
O

Lema 1.22. Sejam G um grupo, H,S subgrupos de G, H = v1(H) > v (H) > ... série
central descendente de H e HNS =y (HNS) > vw(HNS) > ... série central descendente
de HNS. Entao, Vi € Z,,

Yi(H NS) Cvi(H).

Em particular, se H é subgrupo nilpotente, entao H NS é subgrupo nilpotente.

Demonstracao. Fagamos a demonstragao por inducao sobre ¢ € Z .
Casoi=1,m(HNS)=HNSCH=y(H).
Para o caso ¢ > 1, usando a hipétese de inducao,

Yirr(HNS) = [vi(HNS),HNS] C [v(H), H] = viy1(H).

Caso H seja subgrupo nilpotente, existe s € Z, tal que vs,1(H) = 1. Pelo que foi visto
acima, vs11(H N S) C vs41(H) = 1, dai que H N S é subgrupo nilpotente. m

Lema 1.23. Sejam G um grupo, N, S subgrupos de G e N = v1(N) > v2(N) ... série central
descendente de N. Entao,
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%(N) ) .
a ¢ grupo abeliano, Vi € 7. ;
/ Yir1(N) *
w%(N)NS ‘ .
————— ¢ grupo abeliano, Vi € 7.
Vi1 (N) N S grup +
Demonstracao. a) Temos, Vi € Z,, que v;41(N) = [v:(N), N]. Logo, pelo Lema 1.19 (p.
(V) : , V(N
14), segue que ——— C Z(N/~;(N)), Vi € Z,, de onde concluimos que ———~ ¢é abeliano
Yig1(N) " Yit1(N)

Vi Z,.
b) Observemos que

[i(N) NS, 7%(N) N ST C [3(N)NS,NNS]C [y(N), NN S =741 (N) NS,

s(N)N S (N) N S, (N)NS ..
logo M tem grupo comutador (V) (V) } , que grupo ¢ trivial. Portanto,
Vi1 (N) N S ) Yipr (V)N S
- %(N)NS . :
elo Corolario 1.2 (p. 8), —————— ¢é grupo abeliano, Vi € Z,.. O]
p (p- 8) (N ¢ e +

Lema 1.24. Seja G um grupo. Entdo, dados a,b,c € G, temos que

a)
[c, ab] = [c,b][c, al[e, a, b].

b)
lab, ¢] = [a, c][a, ¢, b][b, c].

Demonstragao. Para mostrar o item a) do enunciado, temos que
[c,ab] = c v ta teab = ¢ o tebb e ta T eab =

= [e,b)b" e, alb = e, bl[c, al[c, a]tb e, alb = [e, b][c, a][[c, a], b].

E, para mostrar o item b) do enunciado, temos que
[ab,c] = b ta e tabe = b ta e tachh e the = b ta e achb, o] =

= b[a, c|blb, ¢] = [a, c|[a, ] b a, ]b]b, ] = [a, d][[a, c], b][b, c].

O
Corolario 1.3. Seja G um grupo. Entao, dadosn € Z,, a,b,cq,...,c, € G, temos que
a) [c1,...,cn,abl =c1,. .. cn,bl[cr, ... en,aller, ... cn,a, bl
b) [ab,[c1, ..., el = la,[er, ... el - a,[er, .. en],b] - (b, e, - -, cnl]-
Demonstra¢ao. Basta usarmos o Lema 1.24 (p. 17) para ¢ = [cq, ..., ¢y). ]

Lema 1.25 (Identidade de Hall-Witt). Seja G um grupo. Entao, dados a,b,c € G, temos
que
(b~ a, b7, Jb) (¢ [b, ¢, ale) (aHe, a7t bla) = 1¢
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Demonstracao. Observe que
b a, bt b=0b""[a, b e a, b eb = b b ale ta hab e =

=b"'ba "0 tac\a " hab "t eb = ah tacYa T Y hab T eb.
Definamos

gi=a b rac ™, gri=ble e e gzi=clateb e

Segue que
gy ' = bab'cb.

Logo,
b ta, b7t b= gig5 "

Através de calculos analogos, obtemos as seguintes igualdades:

1

c_l[b, c_l,a]c = 9293_1 e a_l[c, a ", bla= gggfl.

Desta forma, segue que
b~ Ha, b7t cJbe b, et dlea e a7t Bla = 6195 ' 9095 9391t = 1
m

Lema 1.26 (Lema dos Trés Subgrupos). Sejam G um grupo, N <G e A, B,C subgrupos de
G. Se [A,B,C],[B,C, A] C N, entio [C, A, B] C N.

Demonstragao. Observe que a Demonstragao do Lema 1.20 (p. 14) é suficiente para afirmar
que [C, A, B] & subgrupo de G gerado por elementos da forma [c,a™!,b], com c € Cia € A e
b € B. Agora, como [A, B,C],[B,C,A] C N e N <G, concluimos que

b 'a,b ', dbe N e c'[bc ! alce N.

Pelo Lema 1.25 (p. 17) (Identidade de Hall-Witt), temos também que a'[c,a™",bla € N,
dai que, como N <1 G, [c,a™,b] = a(a[c,a™,bla)a™t € N. Visto que [C, A, B] ¢ subgrupo
de G gerado por elementos da forma [c,a™!,b], com c € C,a € A e b € B, concluimos assim
que [C, A, B] C N. O

Proposicao 1.12. Sejam G um grupo e G = v1(G) > 72(G) > ... a série central descendente
de G. Entao, dados 1,7 € 7, temos que

[Vi(G), 7 (G)] € it 4(G)

Demonstracao. Procedamos por inducao sobre j. Caso j = 1 e ¢ € Z,, a afirmagao segue
da defini¢do de ~;41(G). Caso j > 1 e i € Z,, suponhamos, pela hipotese de indugao que

[i(G),%(G)] € 7ij(G),Vi € Zy, observemos que [1;(G),vj+1(G)] = [7+1(G),%(G)] =
[7(G), G,7:(G)]. Pelo Lema 1.26 (p. 18) (Lema dos Trés Subgrupos), para mostrarmos que
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7(G),G,7i(G)] € Yitj1(G), como i1j4+1(G) < G pela Proposi¢do 1.10 a) (p. 14), basta
mostrarmos que

(G, %(G),%(G)] € virjs1(G) e [%(G),(G), Gl € Yirjr(G).
Por um lado, usando a hipotese de inducao, temos que
[i(G),%5(G), G = [[7:(G), 73 (G)], G] = [1145(G), G] = Yitj+1(G).
E, por outro lado, usando novamente a hipotese de inducao, segue que
(G 7i(G),%(G)] = (|G, %(G)],%(G)] = [[7:(G), GL,%(G)] = [1i41(G), 75(G)] € Yirj+1(G).
m

Lema 1.27. Sejam G um grupo e G = v1(G) > 72(G) > ... a série central descendente de
G. Dadosn,s € Z, U{0} ecy,...,cy,dy,...,ds,a,b € G, temos que

(€1, Cnyabydy, .. dg] € [er, ..o enya,dy, .. dg] - [er, o cnybody, o ds]Ysina2(G).

Demonstracao. A demonstracao seré feita por inducao sobre s.
Caso s = 0, para todo n € Z, U {0}, pelo Coroléario 1.3 a) (p. 17), segue que

[C1y ..., Cn,ab] =
[c1, ..y bller, . o enyaller, .o enya, b)) € ey o enybl[en, - cny a] a2 (G),
logo, pelo Lema 1.23 a) (p. 16),
[C1,. .. en,ab] € e, ... cnyaller, ..y en, b Ynaa(G).
Para o caso s > 0 e para todo n € Z; U {0}, definamos
w:i=[c1,...,Cpyab dy, ... dg), wy = [e1, ey Cnya,dyy . ds ],
wy i=[c1, ..y Cnybydy, o ds ). (1.3)
Pela hipotese de inducao,
[C1y. . yenyabydy, .. ds—q] = [c1,. .. Cnya,dy, ... ds—q][c1, ..y, bydyy o ds—1] B,

onde 3 € Ys1n11(G). Dai que w = [wiwsf, ds]. Pelo Lema 1.24 b) (p. 17) e pela Proposicdo
1.12 (p. 18), temos que

w = [wleB, ds] = [Wlw27 ds} [Wlw% ds, 6} [ﬁv dS} <
[wlw?a dS] [’7n+s(G)v G7 'Yn—l—s—i-l(G)] [7n+s+1(G)7 G] - [wlw?a d8]72(n+s+1) (G)7n+s+2(G) -

[wiws, ds]Vntst2(G).
Novamente pelo Lema 1.24 b) (p. 17), concluimos que

[wiwy, ds] = [wr, d][w1, s, wa][wo, dy],
onde [wi,ds,ws] € [Ynts(Q), G, Ynts(G)] € Yoms)+1(G) pela Proposicao 1.12 (p. 18). Dai
que
[w1w27 ds] € [Wlu ds] [w27 ds]’YQ(n—l—s)—s—l(G)a
POis Yo(nts)+1(G) < G e, portanto,
w € [wiws, dg] Vnts42(G) C [wi, ds”W%ds]’Y2(n+s)+1(G)%+s+2(G> C w1, ds][wa, ds] Yn+st2(G).

Substituindo w,ws,ws como em (1.3) (p. 19), obtemos o resultado desejado. O
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1.1.3 Acoes de Grupos sobre Conjuntos e sobre Grupos
Acoes de Grupos sobre Conjuntos

Notagao 1.5. Seja X um conjunto nao-vazio. Denotaremos por Perm(X) o grupo de
permutacoes’ de X.

Definigao 1.8. Sejam G, H grupos. Um anti-homomorfismo de G em H ¢ uma funcao
v : G — H tal que p(g192) = ©(92)¢(91), para todos g1, g2 € G.

Definicao 1.9. Sejam X um conjunto nao-vazio e F' um grupo. Dizemos que F age a
direita sobre X se existe um anti-homomorfismo de grupos o : F' — Perm(X), denominado
acao o direita de F sobre X (observe que a(f) é uma bije¢cio de X ). Denotaremos a(f)(x)
por xl, Vf € F eVr € X.

Observacgao 1.1. Sejam X um conjunto nao-vazio e F' um grupo agindo a direita sobre X.
Temos, entao, as seguintes regras:

—1

e, @)e=ahh e @Y =@ 7Y =
para todos fi, fo, f € Fyx € X.

Sejam X um conjunto nao-vazio e F' um grupo. Dizemos também que F' age a esquerda
sobre X se existe um homomorfismo de grupos § : F' — Perm(X), denominado acao a
esquerda de F sobre X. Denotamos 3(f)(x) por /z, Vf € F e Vo € X.

Neste caso, com relagdo as regras descritas na Observacao 1.1 (p. 20), dados fi, fo € F
e x € X, temos que /12y = /1(f27). As demais regras na Observagio 1.1 (p. 20) valem de
forma idéntica para a acao a esquerda.

Outro fato a se observar é que, sendo 5 : F' — Perm(X) uma agio a esquerda de F' sobre
X, podemos obter a : ' — Perm(X), que é uma acdo a direita de F' sobre X, bastando
para isso que definamos

—1

alf)(z) = B(f N (x), isto é, zf =7 x.

Analogamente, obtemos de uma acao a direita uma outra acao a esquerda.
Nesta Dissertacao,

toda acao de um grupo sobre um conjunto nao-vazio sera a direita.

Proposicao 1.13. Sejam X um conjunto nao-vazio e F' um grupo. Entdo, F age a direita
sobre X se, e somente se, existe uma funcao a: X X F'— X tal que, Vx € X e f, f1, fo € F,

i) a(x,1p) = z;

it) a(z, fif2) = ala(z, f1), fa).

2Uma permutacdo de X é uma bijecio o : X — X.
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Demonstracdo. Caso F aja a direita sobre X, definamos a : X x F' — X por a(x, f) = 27.
Pela Observagao 1.1 (p. 20), temos que a satisfaz i) e ii) do enunciado. Reciprocamente,
caso exista uma fun¢do a : X x F — X satisfazendo i) e i) do enunciado, definamos
a : F' — Perm(X) por a(f)(z) := a(z, f). Vamos mostrar primeiramente que a(f) €
Perm(X),¥f € F. O que equivale a mostrar que a(f) é uma bijegdo de X, Vf € F. Dado
r € X,

a(fNa(f)(x) =a(fNa(z,f) = ala(e, ), [) = alx, ff7) = a(z,1p) =2 =
=a(z,1r) = a(z, f'f) = ala(z, f ), /) = a(f)(al(z, [ 1)) = alfa(f)(2),

logo a(f~1) é a inversa de a(f), isto é, a(f)™' = a(f~'). Agora, precisamos mostrar que «
¢ anti-homomorfismo de grupos. Dados fi, fo € F' e x € X, segue que

a(fife)(z) = a(z, fif2) = ala(z, i), f2) = a(fo)(a(z, f1)) = a(f2)a(fi)(@).
Assim, «, de fato, é anti-homomorfismo de grupos e, por definicao, F' age sobre X. O

Definicao 1.10. Sejam X um conjunto nao-vazio e F' um grupo agindo a direita sobre X.
Dizemos que F age trivialmente a direita sobre X se ' =x,Vr € X, f € F.

Notagao 1.6. Sejam X um conjunto nao-vazio, ¥ um subconjunto de X e F' um grupo
agindo a direita sobre X. Entao, dado f € F,

Yi={yeX:yeY}

Definicao 1.11. Sejam X um subconjunto nao-vazio, Y um subconjunto de X e F' um grupo
agindo a direita sobre X. Dizemos que o subconjunto Y € F-invariante se'Y for invariante
pela acdo o direita de F sobre X, isto é, YS C Y, para todo f € F.

Proposicao 1.14. Sejam X um conjunto nao-vazio, Y um subconjunto de X e F um grupo
agindo & direita sobre X. Se o subconjunto Y é F-invariante, entdo Y = Y/, para todo

fekF.

Demonstragdo. Como Y é F-invariante, temos que Y/ C Y,Vf € F, logo YT CY, o que
implica que Y =Y/ 7/ = (Y/)/ C Y/, ouseja, Y =Y/ Vf € F. O
Acoes de Grupos sobre Grupos

Notagao 1.7. Seja G um grupo. Denotaremos por Aut(G) o grupo de automorfismos de G.

Definicao 1.12. Sejam G, F' grupos. Dizemos que F age a direita sobre G se existe um
anti-homomorfismo de grupos a : F — Aut(G), denominado a¢do a direita de F sobre G
(observe que o f) ¢ automorfismo de G). Denotaremos o(f)(g) por g/, Vf € F eVg € G.

Observacao 1.2. Sejam G um grupo e F um grupo agindo a direita sobre G. Temos, entao,
as seguintes regras:

-1
g =g, (¢M2=g" (g =)@), ) =

para todos f1, fo, f € F,q9,91,92 € G.

—1

Y=g, e (g7 =)
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Sejam G, F' grupos. Dizemos também que F' age a esquerda sobre GG se existe um homo-
morfismo de grupos § : F — Aut(G), denominado ag¢ao a esquerda de F' sobre GG. Denotamos
B(f)(g) por fg,Vf e FeVgeg.

Neste caso, com relagao as regras descritas na Observacao 1.2 (p. 21), dados fi, fo € F
e g € G, temos que 11/2g = J1(f2g). As demais regras na Observagdo 1.2 (p. 21) valem de
forma idéntica para a acao a esquerda.

Outro fato a se observar é que, sendo  : F' — Aut(G) uma agao a esquerda de F' sobre
G, podemos obter a : F' — Aut(G), que é uma agao a direita de F' sobre GG, bastando para
isso que definamos

a(f)(9) = B/ )g), st ¢, ¢/ ="y,
Analogamente, obtemos de uma acao a direita uma outra acdo a esquerda.
Nesta Dissertacao,

toda acao de um grupo sobre outro grupo sera a direita.

Exemplo 1.1. Sejam G um grupo e F um subgrupo de G. A conjugacdo a direita de
elementos de G por elementos de F, isto é, ¢/ := f~'gf,Vf € F,g € G & uma acdo a direita
de F' sobre GG. Dizemos que F' age a direita sobre GG via conjugacao a direita.

Proposicao 1.15. Sejam G, F grupos. Entao, F age o direita sobre G se, e somente se,
existe uma funcao a: G X F — G tal que, ¥q,91,90 € G e f, f1, fo € F,

i) a(g, fuf2) = ala(g, f1), f2);
ii) a(g192, f) = a(gr, falge, f);

Demonstrac¢io. Caso F aja a direita sobre G, definamos a : G x F' — G por a(g, f) = g¢’.
Pela Observagao 1.2 (p. 21), temos que a satisfaz i), i1) e 4ii) do enunciado. Reciprocamente,
caso exista uma fungao a : G x F' — G satisfazendo i), i) e i) do enunciado, definamos
a: F — Aut(G) por a(f)(g) = a(g, f). Para mostrarmos que a é um anti-homomorfismo
de grupos, pela Demonstracao da Proposi¢ao 1.13 (p. 20), basta mostrarmos que, Vf € F,
a(f) é homomorfismo de grupos. Sendo assim, dados fi, fo € F' e g € G, segue que

a(fif2)(g) = a(g, frf2) = ala(yg, f1), f2) = a(f2)(a(g, f1)) = a(f2)a(f1)(g).
Portanto, «, de fato, é anti-homomorfismo de grupos e, por definicdo, F' age sobre G. n

Definicao 1.13. Sejam G um grupo e F' um grupo agindo & direita sobre G. Dizemos que
F age trivialmente a direita sobre G se ¢/ = g,Vg € G, f € F.

Definicao 1.14. Sejam G um grupo, Fy um grupo agindo & direita sobre G e Fy um grupo
agindo a direita sobre Iy e sobre G. Dizemos que a a¢ao a direita de F, é compativel
com a acao a direita de F, sobre G se, dados g € G, f1 € F1 e fy € I3,

(9")" = ("),
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Exemplo 1.2. Sejam G um grupo, F; um grupo agindo a direita sobre G via conjugacao a
direita e F5 um grupo agindo a direita sobre Fj e sobre GG via conjugacao a direita. Temos,
entao, que a acao a direita de Fy é compativel com a acao a direita de F} sobre G.

Proposicao 1.16. Sejam G um grupo, Hom(G,R) visto como grupo munido da operagao
(v1+v2)(g9) = v1(g9) +v2(g9),Yg € G,v1,v5 € Hom(G,R) e F um grupo agindo & direita sobre
G. Entao, F' age a direita sobre Hom(G,R) através da sequinte agdo:

para todo g € G, f € F,v € Hom(G,R).

Demonstragio. Definindo-se a : Hom(G,R) x F — Hom(G,R) por a(v, f)(g) = v/(g) =
v(g!™"), pela Proposicio 1.15 (p. 22), basta mostrar os seguintes itens:

i) vlF = v, Vv € Hom(G,R);
i) (v/1)2 =02 Vf f, € Fve Hom(G,R);
iii) (v 4+ v)f =0 + 0 Vf € F v, v, € Hom(G, R).
Facamos, entao, a demonstragio de i), ii) e iii) a seguir.
i) Dados v € Hom(G,R) e g € G, v'7(g) = v(g'r') = v(g). Logo, v'r = v.

ii) Daudoivie1 Hom(G}lPE)l, fi, f2 € File g € G, temos que (v/1)P2(g) = (vN)(gh") =
U((ng )fl ) — /U(ng fl ) — U(g(flf?) ) — /UflfQ(g). ]'_Jog()7 (/Ufl)fQ — /Ufl.fQ'

iii) Dados vy,v, € Hom(G,R), f € F e g € G, segue que (vy +v2)f (9) = (v1 + ) (g7 ) =
oi(g! ) +va(g” ) = vl(9) + i (9) = (v +v])(g). Portanto, (v +v2)f = vf + vj.
O]

Lema 1.28. Sejam G um grupo, H < G e F um grupo agindo a direita sobre G. Entao,
H' <G VfeF.

Demonstracao. O resultado segue do fato de que, para todo f € F, a acao de f sobre G é
isomorfismo de grupos. [

Lema 1.29. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e F' um grupo agindo & direita sobre
G. Se |G : H] < oo, entdo [G : H] < 00,V f € F.

Demonstracao. Seja a : F' — Aut(G) a agdo a direita de F' sobre G. Temos, entdo, que,
dado f € F, a(f)(G) = G, isto ¢, G/ = G,Vf € F. Por hipétese, [G : H] < oo, logo, pela
Proposi¢do 1.4 (p. 8), temos que [a(f)(G) : a(f)(H)] < oco,Vf € F, isto ¢, [G : HT] <
0o, Vf € F. m

Lema 1.30. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e F um grupo agindo a direita sobre
G. Entao, Hy := ﬂ H' ¢ F-invariante.
feF
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Demonstracao. Dado fy € F, Hgo = (ﬂ H)o = ﬂ Htfo = ﬂ Hlfo — ﬂ HY = H,,
fer JeF ffo€F YeF
onde v = f fy. Portanto, Hy é F-invariante. O

Proposicao 1.17. Sejam G um grupo, H < G e F um grupo agindo a direita sobre G. Se
H é F-invariante, entao existe agao o direita de F' sobre G/H, definida por

(gH) == g¢'H, (1.4)
para todo f € F e para toda classe lateral gH € G/H.

Demonstragao. Vamos mostrar que a acao definida em (1.4) (p. 24) estd bem definida.
Primeiramente, temos que ¢ H € G/H, uma vez que que g/ € G, pois F age a direita
sobre G. Agora, dados g1 H,g.H € G/H, se ¢ H = go.H, entdo g,'g1 € H e, como H &
F-invariante, (g5 '¢g1) € HVf € F, portanto (g5 1)’ = (¢;") ¢/ = (¢}) g/ € H e, assim,
glH = gJH. Resta mostrar que em (1.4) (p. 24) temos de fato uma acdo. Definamos
a:G/HxF — G/H por a(gH, f) = (gH)’, para toda classe lateral gH € G/H. Pela
Proposicao 1.15 (p. 22) basta mostrarmos que a satisfaz i), ii) e iii) dessa mesma Proposigao.
E o que faremos a seguir, dados fi, fo, f € F e g1, 92,9 € G.

i) a(gH, 1r) = (gH)'r = g'*H = gH.

(

(9H. f1f2) = (gH)"P = ghhH = (¢")2H = (¢"H)? = ((gH)")= =
(), f2) = alal(gH, f1), f2).
(
(91 H

i) a

Q

iii) a 91H 9:H.f) = a(g19:H, f) = (019:H)' = (q192)'H = glg}H = g{H - g}H =
.fa(gH, [).

Q

1.1.4 Alguns Resultados sobre Grupos Finitamente Gerados

Definicao 1.15. Seja G um grupo. Dizemos que G é um grupo finitamente gerado se
existe um subconjunto finito X de G tal que G = (X), isto ¢,

G ={z7"...2;" € G : n percorre o conjunto Zy,x; € X ec; € {—1,0,1}, com 1 < j <n}.

Neste caso, dizemos que G € grupo finitamente gerado por X, ou que o subconjunto
finito X gera o grupo G, ou ainda que X € um conjunto finito de geradores do
grupo G.

Proposicao 1.18. Sejam G, H grupos e p : G — H um homomorfismo de grupos. Se G €
grupo finitamente gerado, entio o(G) € grupo finitamente gerado. Em particular, se H <1 G
e G é um grupo finitamente gerado, entao G/H é um grupo finitamente gerado.

Demonstragao. Sejam n € Z, e X ={g1,...,g,} um conjunto finito de geradores do grupo

G. Entao, G = (g1,...,9n) e, portanto, ©(G) = ©({(g1,...,9n)) = {(©(q1),--.,¢(gn)). De
fato, dado h € ¢(G), temos que h = p(g), para algum g € G. Como G é grupo gerado

pelo subconjunto finito X, segue que g = g;'...g;°, onde s € Z, ¢; € {-1,0,1} e i; €
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{1,...,n}, com 1 < j <s. Dai que, h = ¢(g9) = (g5 ---9;°) = ©(gi,)* ... ©(gs,)°. Assim,
{¢(g1),...,¢(gn)} € um conjunto finito de geradores de ¢(G) e, portanto, p(G) é finitamente
gerado.

Se H <G e G é um grupo finitamente gerado, basta aplicar o resultado acima para o
homomorfismo de grupos proje¢ao canonica 7 : G — G/H, que é epimorfismo de grupos. [J

Lema 1.31. Sejam G um grupo, H <G e X um subconjunto de G. Se G/H = ({zH €
G/H :x € X}), entao G = (X UH).

Demonstragao. Seja m : G — G/H o homomorfismo de grupos proje¢do canonica. Dado

g € G, temos que 7(g) = gH = (x1H)* - ... - (2, H)* = 2" ...25"H, onde r € Zy,¢; €

{=1,0,1},z; € X e 1 < j <r, o que implica que g~ 'z7' ... 25 € H, logo existe hy € H tal
1,.61

que g~la$t ... 25 = hg e, portanto, g = 25" ... 25°hyt € (X U H). Como g € G foi tomado
arbitrario e (X U H) C G, segue que G = (X U H). O

Corolario 1.4. Sejam G um grupo, H < G, X um subconjunto de G e : G - G/H o
homomorfismo de grupos projecio canodnica. Entio, G/H = ({zH € G/H : v € X}) =
(m(X)) se, e somente se, G = (X)H.

Demonstragao. Caso G/H = ({xH € G/H : x € X}) = (w(X)), pelo Lema 1.31 (p. 25),
segue que G = (XUH) = ((X)UH). Como H <G, temos que (X)H é subgrupo de G, logo
(X)H = ((X) U H). Portanto, G = (X)H.

Agora, se G = (X)H, entao G/H = 7n(G) = n((X)H) = (n(X))w(H) = (7(X))1 =
(r(X)). O

Proposicao 1.19. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que |G : H] < co. Se H €
um grupo finitamente gerado, entao G € um grupo finitamente gerado.

Demonstra¢ao. Suponhamos que H seja um grupo finitamente gerado. FEntao, existe um

subconjunto finito Y de H tal que H = (Y'). Por hipotese, [G : H] < oo, logo G = U Ht,

teT
onde T' é um subconjunto de G e |T'| < oo (T é transversal & direita de H em G). Dai que,

G = (Y UT), pois, dado g € G, segue que existe um tnico tog € T tal que g € Hty, logo
g = hty, para algum h € H, e como H = (Y), temos que h = yi'...y%*, onde s € Z,,
g;€{-1,0,1} ey; € Y,com 1 <j <s, ouseja, g =yi'...y°ty e, portanto, g € (Y UT).
Como g € G foi tomado arbitrario, segue que G C (Y UT). E como Y,T C G, temos que
G = (YUT). Mas, Y e T sao conjuntos finitos, dai que G é um grupo finitamente gerado. [

1.1.5 Alguns Resultados sobre Grupos Abelianos Finitamente Ge-
rados

Nesta Subsecao () denotara um grupo abeliano finitamente gerado.

Definicao 1.16. Seja F' um grupo abeliano. Dizemos que F' € um grupo abeliano livre se
existe um subconjunto X de F de elementos de ordem infinita, denominado base de F' tal

que

zeX
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Temos, entao, que F = @ Z,, onde Z, = 7Z,Nx € X. Um grupo abeliano livre com base X

rzeX
pode ser definido com propriedade universal como na Definicao 1.20 (p. 27), onde G e H

desta defini¢cao sao abelianos.

Teorema 1.5 (Teorema Fundamental da Teoria de Grupos Abelianos Finitamente Gerados).
Seja @ um grupo abeliano finitamente gerado. Entao, K = {q € Q : |q| < oo} € um grupo
finito e Q = F & K, onde F' € um grupo abeliano livre tal que F' = Z", para algum n € Z.,
e F2Q/K.

Demonstragao. (Ver |19, Theorem 10.20 (Fundamental Theorem), p. 319].) O

Definigao 1.17. Seja Q um grupo abeliano finitamente gerado. Pelo Teorema 1.5 (p. 26),
sabemos que Q = Z" & K, onde K = {q € Q : |q| < oo}. O nimero inteiro positivo n é
chamado de posto livre de torgcao de ().

Proposicao 1.20. Sejam Q) um grupo abeliano finitamente gerado. Entao, todo subgrupo de
Q € abeliano finitamente gerado.

Demonstracao. Seja Qo um subgrupo de ). Como () ¢ um grupo abeliano, é 6bvio que Qg
é também um grupo abeliano. Resta mostrar que )y é um grupo finitamente gerado.

Como @) é um grupo finitamente gerado, existe um subconjunto finito X de @) tal que Q) =
(X). Vamos concluir a demonstracio da Proposi¢ao através de indugdo pela cardinalidade
de X. Seja Q1 = (1), onde 27 € X. Segue que QpN Q) é subgrupo de @1, e como Q) é grupo
ciclico, temos que Qg N Q1 é também grupo ciclico e, portanto, finitamente gerado. Como @)
é grupo abeliano, segue que Q)1 <Q. Seja 7 : Q — Q/Q1 0 homomorfismo de grupos projecao
canonica. Temos que Q/Q1 = <{xQ1 EQR/Q:x € X\{xl}}> Além disso, pelo Lema 1.3
(p- 4), Qo N Q1 < Q e, pelo Teorema 1.2 (p. 3) (2° Teorema de Isomorfismo para Grupos),
Qo/Qo N Q1 = QoQ1/Q1 < Q/Q1. Como Q/Q; é grupo abeliano pela Proposicao 1.6 (p. 9)
e tem |X| — 1 geradores, pela hipotese de inducdo, cada subgrupo de QQ/Q; é finitamente
gerado, logo QpQ1/Q1 é subgrupo finitamente gerado e, portanto, pela Proposi¢ao 1.18 (p.
24), Qo/Qo N @y & grupo finitamente gerado. Como Qo N Q1 é grupo finitamente gerado,
concluimos, pelo Lema 1.31 (p. 25), que Q) é grupo finitamente gerado. O

Definicao 1.18. Um grupo G € dito limitado se existe s € Z, tal que G° ={g° : g € G} =
1, isto é, V¥g € G,|g]| | s.

Definicao 1.19. Seja G um grupo. Uma seg¢ao de G € um grupo quociente G1/Gs, onde
G1, Gy sao subgrupos de G e Gy < Gy.

Proposicao 1.21. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado. Entao, toda secao limitada
de () € finita, isto €, € um grupo finito.

Demonstragao. Seja Q1/Q uma secao de Q). Como @) é abeliano finitamente gerado, pela
Proposigao 1.20 (p. 26), segue que @1 é abeliano finitamente gerado, dai que, pela Proposicao
1.18 (p. 24) e pela Proposicao 1.6 (p. 9), Q1/Q2 também ¢ abeliano finitamente gerado. Pelo
Teorema 1.5 (p. 26), Q1/Q2 = F & K, onde K = {z € 1/Q> : |z| < o0} é um grupo finito,
F & um grupo abeliano livre e F' = /K. Como Q1/Q2 é secao limitada por hipotese, segue
que QQ1/Q2 C K, logo QQ1/Q2 = K. Dai que (Q1/Qs é se¢ao finita. ]
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1.1.6 Alguns Resultados sobre Grupos Finitamente Apresentaveis
Grupos Livres

A nocao de Grupo Livre é importante neste trabalho, pois é a base para explicar o
conceito de Extensao HNN, que, por sua vez, faz parte da definicao de Grupo Construtivel.
Adiante nesta Dissertacdo apresentaremos um resultado que relaciona grupos construtiveis e
o invariante geométrico Y de Bieri-Strebel. Tal resultado é uma ferramenta muito importante
para obtenc¢ao do resultado principal desta Dissertacao, obtido do artigo [14].

Definicao 1.20. Seja X um conjunto. Um grupo livre com base X ¢ um par ordenado
(G,i), onde G é um grupo e i : X — G € uma fungao, sendo esse par solu¢iao do sequinte
problema universal: para cada grupo H e funcao f: X — H, existe um unico homomorfismo
de grupos 0 : G — H tal que 0i(x) = f(x),Vx € X, isto €, o sequinte diagrama é comutativo:

X s

H

Teorema 1.6. Sejam X um conjunto e (Gy,11),(Ga,i2) dois grupos livres com a mesma
base X. Entao, existe um tunico isomorfismo de grupos n entre G e Gy tal que niy = is.
Reciprocamente, sendo ainda X um conjunto, sejam (G, i) grupo livre com base X e H um
grupo. Sen: G — H é um isomorfismo de grupos, entao (H,ni) é grupo livre com base X.

Demonstracao. Pela propriedade universal da definicao de grupo livre temos os seguintes
diagramas comutativos:

X q, X 2. q,
G2 Gl

isto é, existem unicos homomorfismos de grupos ¢, : G; — G5 e 0y : Gy — G tais que
0101 = g e Ogiy = i1. Logo, (0201)i1 = O5(61i1) = bais = iy, ou seja, 00, torna o seguinte
diagrama comutativo:

XLGl

o A

G

Mas, idg, : G1 — G é também homomorfismo de grupos que torna esse mesmo diagrama
comutativo, pois idg, 71 = 11, isto é,

XLGl

1
N e

G

Pela unicidade na propriedade universal do grupo livre (Gy,7;) temos que 020, = idg,. E,
de forma analoga ao que foi feito acima, segue que 610 = idg,. Assim, definindo-se 1 := 6y,

27



1.1. Propriedades Bésicas de Grupos e Defini¢des Preliminares

resulta que G e G5 sdo isomorfos como grupos, sendo n = #; o isomorfismo entre eles, e
ni1 = is. Concluimos, portanto, que os grupos livres (Gy,1i1) e (Ga,is) sdo isomorfos.

Para demonstrar a afirmacdo reciproca, precisamos mostrar que, para cada grupo H e
uma funcio f : X — H, existe um tnico homomorfismo de grupos p : H — H tal que
p(ni) = f, isto &, o seguinte diagrama é comutativo:

%

X —
Ve
H

Como (Glz’) é grupo livre com base X, temos que existe um tnico homomorfismo de grupos
0 : G — H tal que 0i = f, ou seja, o subsequente diagrama comuta:

H

Xt.q

|

H

Agora, tomando-se p := 0n~1, temos que On~' : H — H é um homomorfismo de grupos tal
que (0n~1)(ni) = 01 = f, isto ¢, On~! satisfaz a propriedade universal requerida. Precisamos
mostrar, entao, a unicidade de um tal homomorfismo satisfazendo tal propriedade universal.
Seja, entdo, i/ : H — H homomorfismo de grupos tal que 1/(ni) = (u/'n)i = f, segue, pela
unicidade de 6 satisfazendo a propriedade universal, que y/'n = 0 e, portanto, u’ = (/n)n~* =

Ot = p. O

Proposicao 1.22. Sejam X um conjunto e (G,i) um grupo livre com base X. FEntdo, i é
uma fungao injetiva.

Demonstragao. Seja G = {f : X — Z | f é uma fun¢do}. Munindo G com a operagdo +
onde, dados f,g € G, definimos (f +g)(x) := f(z) + g(x), temos, claramente, que G é grupo.
Definamos, Vx € X, f, € G por f.(y) = 0,sey #ze f.(y) =1, sey =z, Yy € X.
Agora, seja f : X — G definida por f(x) = f,. Observemos que f é funcao injetiva, pois,
dados z1,29 € X, se f(x1) = f(z2), entdo f,, = fu,, 0 que implica que z; = x5. Pela
propriedade universal para o grupo livre (G, i) temos que existe um tnico homomorfismo de
grupos 0 : G — G tal que 07 = f, ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

X—=G

g0

g
Como f é funcao injetiva e i = f, segue que ¢ ¢ também fungao injetiva. O

Sendo X um conjunto, faremos adiante a construcao de um grupo livre com base X.
Mostrando, assim, a existéncia de grupos livres.
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Definicao 1.21. Seja X um conjunto. Definimos um conjunto inverso® de X como sendo
um conjunto X tal que X 'NX =0 e tal que erista uma bijecio X — X! denotada por
x>t

Definigao 1.22. Sejam X um conjunto, X ' um conjunto inverso de X e {1} um conjunto
unitdrio disjunto de X e de X~*. Chamamos de alfabeto o par ordenado (X UX 1 1), onde
X U X! representa a unido disjunta dos conjuntos X e X 1.

Definigao 1.23. Seja (X U X1 1) um alfabeto. Chamamos de letras os elementos y €
X UX™! e o elemento 1 pertencente ao conjunto unitdrio {1}.

Definicao 1.24. Seja (X U X1 1) um alfabeto e n € Z, U {0}. Uma palavra nao-vazia
wem (XUX™1 1) de comprimento n é uma n-upla w = (xq,...,2,) € (XUX 1" nesse
caso n € Z; a palavra vazia em (X U X1 1) € a letra 1, cujo comprimento é definido
como sendo 0, e uma palavra w em (XUX 1 1) de comprimento n é uma palavra nao-vazia,
nesse caso n € Z, ou é a palavra vazia, neste caso n = 0. Em particular, sey € X UX 1 ¢
uma letra, entdo y € uma palavra nao-vazia em X U X1,

Notagao 1.8. Sejam (X U X! 1) um alfabeto e n € Z,.

e Denotaremos o fato de uma palavra w em (X U X! 1) ter comprimento n por |w| =n
e denotaremos o comprimento 0 da palavra vazia por |1| = 0;

e Uma palavra nao-vazia w em (X U X1 1), onde w = (z1,...,2,) € (X UX 1" sera
denotada pela concatenacao de elementos de X U X!, isto é, w = 2125 . .. 2p;

e Vz € X, definiremos 2! :=z e 20 := 1.

Definicao 1.25. Seja (X U X', 1) um alfabeto. Denotamos por M(X) o conjunto de todas
as palavras (nao-vazias e vazia) em (X U X1 1). Em particular, X, X~ {1} C M(X).

Observagdo 1.3. Sejam (X U X! 1) um alfabeto e n,m € Z,.

e Dadas wy = 1% ... 7, € Wy = Y1Ya - .. Ym duas palavras nao-vazias em (X U X1 1),
a concatenagao wiwsy forma uma nova palavra em (X U X! 1) cuja forma é wywy =
T1To . . Tpla Y - - - Ym, Onde, entdo, |wiwe| = |wi| + |we|. Definimos a concatenagao da
palavra vazia 1 com qualquer outra palavra w em (X U X1 1) por wl = w e 1w = w.
Em particular, se w = 1, entao 11 = 1. Definindo-se dessa forma, temos que, de fato,
|wl| = |w| + |1| = Jw| + 0 = |w| e, analogamente, |lw| = |w|;

e Uma palavra w em (X U X! 1) pode ser denotada por uma concatenacio de letras
do alfabeto (X U X~ 1), isto é, w = 27'25*...25", onde ¢; € {—1,0,1}, z; € X e

L
1 < 7 < n. Em particular, a palavra vazia 1 também pode ser denotada dessa forma,
sendo 1 = 2929 ... 22, para quaisquer z; € X en € Z,, onde 1 < j < n;

Doravante, usaremos essa notag¢io para uma palavra w em (X U X1 1).

3 A existéncia de um tal conjunto ¢ demonstrada em Teoria de Conjuntos e em Logica Matemaética.
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e Dadas wy = 2525 ... 25" e wy = y3'y5? ... yo duas palavras em (X U X! 1), onde

£, 0, €{—1,0,1}, zj,yr € X, 1 <j<mel<k<m,entdo w; = ws, se, e somente se,
n=m,z; =y;ec; =0;coml<j<n.

Definigao 1.26. Sejam (X U X1, 1) um alfabeto e n € Z,. A inversa de uma palavra
w = ai'xy’ ... air € M(X), onde ¢; € {—1,0,1}, z; € X el < j < n, é a palavra

-1 —€2

— € —&
(T . .

Ty
Observagio 1.4. Seja (X U X1 1) um alfabeto.
e Dada uma palavra w € M(X), (w™)™t = w;

e A inversa da palavra vazia 1 é ela mesma, em simbolos, 17! = 1, pois, dado = € X,
1 =@ "tT=29=2"=1.

Defini¢do 1.27. Sejam (X U X1 1) um alfabeto e n € Z,.. Uma subpalavra de uma
palavra w = x7'x5? ... air € M(X), onde ¢; € {—1,0,1}, z; € X e1 < j < n, € a palavra
vazia 1, ou € uma palavra w = 57 ... 25, onde 1 < r < s < n. Observe que uma subpalavra

. s 7

da palavra vazia 1 € a propria palavra vazia 1.

Defini¢ao 1.28. Seja (X U X', 1) um alfabeto. Dadas wy,wy € M(X), dizemos que wy é
elementarmente equivalente a wy (0 que denotamos por wy ~q wy) se

w; =af e wy, = axz ' ou  wy =af ewy,=azr ‘zp
ou
wy =af e w; = axz ' ou  wy=af ew =ar ‘zp,

onde o, f € M(X) (podendo ser a palavra vazia) e x € X.
A relacao ~q¢ é chamada de equivaléncia elementar, a qual nao é uma relacao de
equivaléncia.

Observacgido 1.5. Seja (X U X1 1) um alfabeto.
e Dadas wy, ws € M(X), pela Definicao 1.28 (p. 30) w; ~¢ ws Se, € somente se, wy ~q w;.

e Dadas wq,wy, w € M(X), pela Defini¢ao 1.28 (p. 30), se wy ~g wsy, entao ww; ~g wws
e Wiw ~o Wal.

Exemplo 1.3. Seja (X U X! 1) um alfabeto. Dados 1,7, € X, temos que
T1T0xy ' ay ~o iyt = 1oyt~ 1

Definicdo 1.29. Seja (X U X', 1) um alfabeto. Dadas wi,wy € M(X), dizemos que w;
¢ equivalente a wy (0 que denotamos por wy ~ we) se, dado n € Z,, existirem palavras
ay, ..., € M(X) tais que

Wy ~p Op ~p ... ™o Qp Yo W2.

Lema 1.32. Seja (X U X1 1) um alfabeto. A relagio ~ da Definigao 1.29 (p. 30) é uma
relacao de equivaléncia.
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Demonstragao. Dados wy, wy, w3 € M(X) e z € X, temos que:
i) wy ~ wy, pois w; = lw; ~y lza™w ~¢ Tw; = wy.

ii) Se wy ~ ws, entao wy ~ wy. De fato, como w; ~ wq, segue que existem ay, ..., qa, €
M(X), onde n € Z, tais que wy ~ a1 ~ ... ~o Q ~o Wwe. Pela Observacao 1.5 (p.
30), temos que wy ~g Qy, ~g ...~ G ~o W

ili) Se wy ~ wy e wy ~ w3, entdo wy ~ ws. De fato, como wy ~ wy e wy ~ w3, segue que
existem aq,...,Qp, B1, ..., Bm € M(X), onde n,m € Z,, tais que

W1 ~o X1 ~p ...~ Oy ~Yo W2 e U)gNoﬁlNo...NoﬂmNowg,
lOgO W1 ~p 1 ~o ...~ Oy ~Yo W ~ ﬁl ~po ... ™ /Bm ~p W3 €, portanto, w1 ~ Ws.
[l

Definigao 1.30. Seja (X U X1 1) um alfabeto. Dizemos que w € M(X) é uma palavra
reduzida se w ndao possui subpalavra dos tipos vx~"', ou x~ 'z, onde x € X.

Teorema 1.7 (Forma Normal para Grupos Livres). Seja (X U X1 1) um alfabeto. Entao,
Yw € M(X), eziste uma unica palavra reduzida wy € M(X) tal que w ~ wy.

Demonstragao. (Ver |10, Theorem 4 (Normal form theorem for free groups), p. 5| e [16,
Lemma 4.74, p. 274].) O

Definigao 1.31. Seja (X U X1 1) um alfabeto. Definimos F(X) como sendo o conjunto
das classes de equivaléncia sequndo a relagao de equivaléncia ~ dada na Defini¢ao 1.29 (p.
30), isto €, F(X) = M(X)/ ~. Denotaremos os elementos de F(X) por [w] = {v e M(X) :
w ~ v}

Notagao 1.9. Seja (X U X!, 1) um alfabeto.
e Dada [w] € F(X), definimos [w]' := [w] e [w]® := [1].

Proposic¢ao 1.23. Seja (X U X1 1) um alfabeto. Entao, definindo-se a sequinte operagao:
V[wi], [we] € F(X), [w][ws] := [wyws], temos que F(X) munido de tal operagdo é um grupo.

Demonstra¢ao. Primeiramente, observemos que, dadas wy,wy € M(X), temos que a conca-
tenacdo wywq ¢ também uma palavra em X, isto é, wywy € M(X).

Vamos mostrar que a operagao considerada estd bem definida. Sejam [w1], [v1], [we], [ve] €
F(X) tais que [wy] = [v1] e [we] = [v2]. Temos, entdo, que wy ~ vy € wy ~ vy, OU Seja, existem
a1y Oy Py oy B € M(X), onde n,m € Z,, tais que

w1 ~o 1 ~p - .. Yo O ™~ U1 € Wy ~o B1 ~0 .. ~0 B ~o Vo
Pela Observacao 1.5 (p. 30) segue que
wiWe ~o W11 ~o ...~ wlﬂm ~p W1V € W1Vg ~p 1V ~ ... Yo QU2 ~Yg V12,
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logo wiwy ~ wive e wivy ~ v1vg, dai que wiwy ~ V1V €, portanto, [wiws] = [vivs), isto é,
[wi][wa] = [v1][vo].

Dadas [w1], [ws], [ws] € F(X), temos que [wi]([wo][ws])= [wi][wows] = [wi(wows)] =
[(wiws)ws] = [wiws][ws] = ([wi][ws])[ws]. Logo, a operacio considerada ¢ associativa.

Dada [w] € F(X), temos que [w][1] = [wl] = [w] e [1][w] = [1lw] = [w]. Portanto, [1] é o
elemento neutro em relagao a operacao considerada.

Dada [w] € F(X), temos que w = z7'25* ... 25", onde g; € {—1,0,1}, 2, € X el < j <n,
segue que

[w] [w_l] = [ww‘l] = [xTaP . oatra, Ly e = (1]
e
[w’l][w] = [w’lw] =[x, oxy Py et al] = (1.

Definamos, entao, [w]™! := [w™!]. O

Teorema 1.8 (Existéncia de Grupo Livre). Sejam (XUX ! 1) um alfabeto ei: X — F(X)
uma fungao definida por i(x) = [z]. Entao, (F(X),7) é um grupo livre com base X.

Demonstracao. Sejam H um grupo e f : X — H uma funcdo. Precisamos mostrar que
existe um tnico homomorfismo de grupos 0 : F(X) — H tal que 0i = f, ou seja, o seguinte
diagrama é comutativo:

X —%F(X)
H

Mostraremos primeiramente a unicidade de um tal homomorfismo de grupos 6. Supo-
nhamos, entao, que 6 satisfaca a propriedade universal supracitada e seja ¢ : F(X) — H
um homomorfismo de grupos que também satisfaca a mesma propriedade universal, isto é,
Yi = f. Seja [w] € F(X). Entao, w = x7'z3*...25", onde n € Z,,z; € X,¢; € {—1,0,1},
com 1 < 7 <n. Temos que

O([w]) = P(la'ay’ . a]) = P([a] 2] 2] ™) =
= Y[z )Y ([22]) - W ([wa]™) = V([m1])7 P ([22])7 - - O ([wa])™ =
= Y(i(x1))7 W (i22))7 - (i)™ = f20) 7 f(22)7 o f(an) ™
E, por outro lado,

O([w]) = 07" 3® . air]) = O([a] 2] . ] ™) =

= 0([21])0([2]) - O([2n]™) = O([1])7 O([22])72 . .. O([z])™ =
= 0(i(21))70(i(22))7 . 0(i(wn))™ = fla1)™ f(22)™ . fn)™
Dai que ¢ = 6.
Vamos mostrar agora a existéncia de um tal homomorfismo de grupos 0 : F(X) — H.
Seja [w] € F(X) tal que w = z7'25*...25", onde n € Zy,x; € X,e; € {—1,0,1}, com
1 < j < n. Definamos

O([w]) =027 O([22]) ... 0(z7]) e O([25]) = flz;)™.
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Vamos nos certificar de que 6 estd bem definida. Primeiramente, observemos que, dadas
w,v € M(X), se w ~p v, entdo O([w]) = O([v]). De fato, como w ~¢ v, segue que

w=afev=oarr ', (1.5)
ouw=afev=ax ‘ap, (1.6)
ouv=afew=axxr B, (1.7)

ouv=afew=axr 'z (1.8)

onde z € X e o, 8 € M(X), com a = 32y .. .yfm e f = 20'2)%... 20, onde m,s €
Zy,yr,z1 € X e g,y € {—1,0,1}, com 1 <k <mel<I[<s. Caso tenhamos (1.5) (p.

33), segue por defini¢do de 6 que
0([o]) = 0([w1']) - - OLuer DO())O([x~ DO - 6([=]) =

= 0([y']) - - Oy DS (@) f(2) T O(["]) - O([23°]) =
= 0([y"]) - - 0y DO((=1") - - 0([22]) = 6([aB]) = O([w]).
Analogamente, teremos a igualdade 0([v]) = 0([w]), caso tenhamos (1.6), (1.7), ou (1.8) (p

33). Agora, dados [w],[v] € F(X), se [w] = [v], entdo w ~ v, logo existem ay,...,q, €
M(X), onde r € Z,, tais que w ~g o ~q ... ~g @, ~g v, dai que

O([w]) = 0([aa]) = ... = O([ew]) = O([v])

e, portanto, # estd bem definida.
0 ¢ homomorfismo de grupos, pois, dados [w], [v] € F(X) tais que w = z{'z5* ... a5

ev = yflygz...yg;", onde n,m € Zi, x5,y € X e €;,0, € {—1,0,1}, com 1 < j < ne
1 <k <m, temos que

O([w][v]) = O([we)) = 0([a7']) - .. ([ )O[']) - - - Olnr]) = O([w)b([v]).
O

Observacao 1.6. Pela Proposigao 1.22 (p. 28), temos que i : X — F(X) do Teorema 1.8 (p.
32) ¢ injetiva, logo, sendo [X| = {[z] € F(X) : x € X}, temos uma bijecio X — [X], definida
por z <> [z]. Identificamos, portanto, X como um subconjunto de F(X). Pela construcao de
F(X) vemos que F(X) é gerado pelo conjunto [X] C F(X), isto ¢, F(X) = ([X]). Assim,
com tal identificacdo feita pela bijecdo acima, temos que F'(X) é gerado pelo conjunto X.
Desta forma, uma palavra [w] E F(X) sera escrita sem os colchetes, isto é, escreveremos

w e F(X),onde w =725 ... 25", come; € {—1,0,1}, z; € X e 1 < j <n. Cada elemento
w € F(X) tem unica forma w = xilx‘;? ...x%" como palavra reduzida.

Notagao 1.10. Seja (X U X~ 1) um alfabeto. Denotaremos por F(X) simplesmente o
grupo livre (F(X),4) com base X, onde ¢ : X — F(X) é dada por i(z) = [z], conforme no
Teorema 1.8 (p. 32).

Defini¢ao 1.32. Seja F(X) um grupo livre com base X. A cardinalidade de X ¢é chamada
de posto do grupo F(X).
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Proposicao 1.24. Sejam F(X), F(Y) grupos livres com bases X e Y respectivamente. Se
existe uma bijecao ¢ : X — 'Y, entao existe um isomorfismo de grupos 6 : F(X) — F(Y) tal
que Ol x = ¢.

Demonstragao. (Ver |16, Proposition 4.77, p. 277].) ]

Teorema 1.9. Seja G um grupo. Entao, G € quociente de algum grupo livre. Dito de outra

forma, existem um grupo livre F(X) com base X, onde X é um conjunto, e H um subgrupo
normal de F(X) tal que G = F(X)/H (isomorfismo de grupos).

Demonstragao. Sejam S um subconjunto de G tal que G = (S) e f : S — G a funcao inclusao
canonica’. Entdo, pela propriedade universal para grupos livres, temos o seguinte diagrama:

S o
G

onde i : S — F(S) é a fun¢do candnica na constru¢ao de grupo livre e § é o tnico homo-
morfismo de grupos tal que #i(s) = f(s) = s,¥s € S. Dai que 0 : F(S) — G é sobrejetivo,
pois, dado g € G, temos que g = s7'...s5", onde n € Z;,s; € See; € {—1,0,1}, com
1< j<n Daiqueg=si. s = (F5) . (Fs))™ = Bils)™ ... (Bis,) =
O([s1])r ... (0([sn]))e = O([s7* ... s5r]) = 0([g]), onde [¢g] € F(S). Pelo Teorema 1.1 (p.
3) (1° Teorema de Isomorfismo para Grupos), segue que F(S)/ker(8) = Im(0) = G, onde

ker(6) < F(S). Definamos, entdo, H := ker(6). O

Grupos Finitamente Apresentaveis

Definigao 1.33. Sejam G um grupo e R um subconjunto de G. Sendo R® = {g'rg € G :
r € R,g € G}, definimos o fecho normal de R em G (ou o subgrupo mormal de G
gerado por R) como sendo o subgrupo de G gerado por RC, isto é, (R®). Denotamos o
fecho normal de R em G por (R)¢.

Lema 1.33. Sejam G um grupo e R um subconjunto de G. Entao, o fecho normal de R em
G € o menor subgrupo normal em G que contém R.

Demonstracdo. Observe primeiramente que R C (R)Y, pois, Vr € R, r = 1517’16: € R¢ C
(RY) = (R).

Vamos mostrar que (R)“ <t G. Para isso, basta mostrar que, Vg € G, g(R)%g~! C (R)C.
Dado g € G, seja © € gRYg~!. Logo, = g(h~'rh)g~!, onde r € R e h € G. Dai que
= (hg™t)"tr(hg™') € RE. Como g € gR%g~! foi tomado arbitrario, segue que gR“g~! C
RY, logo (gR%g™!) C (RY),Vg € G. Mas, (gR%g™1) = g(R%) g1, para todo g € G fixado.
Portanto, g(R)%g~! = g(R%)g~! C (R%) = (R)%,Vg € G.

Por fim, vamos mostrar que (R)“ é o menor subgrupo normal em G que contém R. Seja
B <G talque RC Be B C (R)“. Sejaz € RY. Logo, z =g 'rg,onde g € Ger € R.

4Todo grupo G pode ser escrito de tal forma, pois podemos, em particular, tomar o subconjunto S como
o conjunto de todos os elementos do grupo G. Caso o subconjunto .S seja o conjunto de todos os elementos
de G, f =idg.
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Daf que z = (g7 )r(g7) L € (¢7HR(g7) "t C g 'B(g7')~! = B, pois B<1G. Como z € RY
foi tomado arbitrario, segue que RY C B e, portanto, (R)¢ = (RY) C (B) = B. Assim,
B = (R)°. O

Lema 1.34. Sejam G um grupo e R um subconjunto de G. Seja também F = {H; < G :
R C H;,i € 1} a familia de todos os subgrupos normais de G que contém R (onde I é um

congunto de indices). Entdo, ﬂ H; = (R)°.

i€l

Demonstragio. Como (R)® <G e R C (R)Y, segue que (R)¢ € F, logo ﬂHZ- C (R)“.

icl
Agora, ﬂHi <G pelo Lema 1.2 (p. 4) e R C ﬂHi, portanto, pelo Lema 1.33 (p. 34), segue
iel icl
que (R)Y C ﬂHl Assim, (R)Y = ﬂHi. O
iel iel

Defini¢ao 1.34. Sejam G um grupo, (X U X1 1) um alfabeto, F(X) o grupo livre com
base X e R um subconjunto de F(X), isto é um subconjunto de palavras reduzidas em
(XUX~1,1). Dizemos que G é um grupo apresentdvel se G = F(X)/(R)"X). Neste caso,
dizemos que G tem uma apresentac¢do (X|R) e escrevemos G = (X|R).

Denominamos o conjunto X de conjunto de geradores® (ou gerador) de G e o con-
gunto R de relacoes em G.

Teorema 1.10. Todo grupo G possui uma apresentacao.

Demonstracao. Pela Demonstragdo do Teorema 1.9 (p. 34), temos que G = F(S)/ker(0),
onde S é um subconjunto de G tal que G = (S), F(S) é o grupo livre com base S e
0 : F(S) — G é o tinico homomorfismo de grupos que faz o seguinte diagrama comutar:

e
G

onde i : S — F(S) é a fungao candnica na construgao de grupo livre e f : S — G é a funcao
inclusao canonica. Da referida Demonstracao segue que 6 é epimorfismo de grupos. Agora,
(ker(0))) = (ker(0)F)) = ker(f), pois ker(0) <1 F(S), dai que

G = F(S)/(ker(9))"®
e, pela Defini¢ao 1.34 (p. 35), temos que G = (S|ker(0)) é uma apresentacao de G. O

Lema 1.35. Seja G um grupo. Entao, G é um grupo finitamente gerado se, e somente se,
existe uma apresentacio (X|R) de G tal que X € finito.

>0 termo "conjunto de geradores", a principio, ndo coincide com o termo da Defini¢io 1.15 (p. 24). No
Lema 1.35 (p. 35) veremos o porqué do uso de tal termo.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que G seja um grupo finitamente gerado. Logo, existe um
subconjunto finito S de G tal que G = (S). Pela Demonstracao do Teorema 1.10 (p. 35)
segue que (S|ker(#)) ¢ uma apresentacao de G tal que S ¢ finito, onde 6 ¢ 0 mesmo da referida
Demonstracao.

Suponhamos agora que exista uma apresentacao (X|R) de G tal que X seja um conjunto
finito. Por construcgao e pela Observacao 1.6 (p. 33), F(X) é gerado pelo conjunto X, temos,
entdo, que F(X) é grupo finitamente gerado, logo F(X)/(R)¥X) ¢ grupo finitamente gerado
pela Proposicio 1.18 (p. 24). Como G = (X|R), segue que G = F(X)/(R)") e, portanto,
G ¢é grupo finitamente gerado. O

Definicao 1.35. Seja G um grupo. Dizemos que G € um grupo finitamente apresentdvel
se eziste uma apresentacio (X|R) de G tal que tanto X, quanto R sdo conjuntos finitos.

O seguinte resultado é 6bvio pelo que foi visto até entdao, no entanto vamos enuncia-lo
meramente por registro.

Proposicao 1.25. Seja G um grupo. Se G é um grupo finitamente apresentdvel, entao G €
um grupo finitamente gerado.

Demonstragao. Como G ¢é finitamente apresentavel, existe uma apresentacdo (X|R) de G
tal que X e R sdo conjuntos finitos. Pelo Lema 1.35 (p. 35), temos que G é um grupo
finitamente gerado. []

Proposicao 1.26. Sejam G um grupo e (X|S) uma apresentacio de G tal que X é um
conjunto finito. Se G € finitamente apresentdvel, entdo existe um subconjunto finito S; C S
tal que G = (X|51).

Demonstragao. (Ver |10, Proposition 17, p. 23].) ]

Proposicao 1.27. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que |G : H] < oo. Entao,
G € um grupo finitamente gerado se, e somente se, H € um grupo finitamente gerado.

Demonstracao. Suponhamos que H seja um subgrupo de G finitamente gerado. Entao, pela
Proposigao 1.19 (p. 25), segue que G é um grupo finitamente gerado.

Suponhamos agora que G seja um grupo finitamente gerado. Entado, pelo Lema 1.35
(p. 35), existe uma apresentacao (X|R) de G tal que X é um conjunto finito, isto é, G =
F(X)/(R)YFX) onde F(X) & o grupo livre com base X, e visto que X é um conjunto finito,
F(X) é grupo livre finitamente gerado. Sejam 7 : F(X) — F(X)/(R)¥*) 0 homomorfismo
de grupos projecdo canonica e ¢ : F(X)/(R)¥™X) — G um isomorfismo de grupos. Definamos,
entao, 1 : F(X) — G por ¢ := ¢m, a qual € um epimorfismo de grupos, pois 7 e ¢ 0 sdo. Dai
que v Y(H) = 71 1 (H) é subgrupo de F(X) e, portanto, como v ¢ epimorfismo de grupos,
pela Proposi¢ao 1.2 a) (p. 6), [F(X) : v ' (H)] =[G : H] < co. Pelo Teorema (Forma Fraca
do Teorema de Schreier)® em |10, Theorem 1 (weak form of Schreier’s Theorem), p. 167],
segue que ¢~ '(H) é subgrupo finitamente gerado de F(X). Como (¢"'(H)) = H, pela
Proposigao 1.18 (p. 24), segue que H é subgrupo finitamente gerado de G. O]

6 A Demonstracdo desse Teorema usa as noc¢oes de recobrimentos de grafos de grupos e grupos fundamen-
tais, os quais nao sao abordados nesta Dissertagao.
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Proposicao 1.28. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se G € um grupo abeliano-
por-finito finitamente gerado, entao H também o €.

Demonstracao. Como G é um grupo abeliano-por-finito, existe A << G tal que A é grupo
abeliano e G/A é grupo finito. Também, pela Proposigao 1.9 (p. 11), temos que H é grupo
abeliano-por-finito. Por hipotese, G é um grupo finitamente gerado e, como [G : A] =
|G/A| < o0, pela Proposicao 1.27 (p. 36), segue que A é grupo finitamente gerado.
Considerando A N H como um subgrupo de A, como A é grupo abeliano finitamente
gerado, temos que AN H também é grupo abeliano finitamente gerado pela Proposicao 1.20
(p. 26). Agora, como A <G, segue que AN H < H pelo Lema 1.3 (p. 4), logo H/(AN H)
¢ grupo quociente. Além disso, H/(A N H) é grupo finito, ja que, pelo Teorema 1.2 (p. 3)
(2° Teorema de Isormorfismo para Grupos), H/(ANH) = HA/A < G/A, sendo este tltimo
grupo finito. Assim, AN H é grupo finitamente gerado e [H : AN H| < oo, portanto, pela
Proposi¢ao 1.27 (p. 36), H é grupo finitamente gerado. ]

Proposicao 1.29. Todo grupo finito G € um grupo finitamente apresentdvel.

Demonstracao. Como G é um grupo finito, temos que G é grupo finitamente gerado, pois
G = (G). Dai que, pelo Lema 1.35 (p. 35), existe uma apresentacao (X|R) de G tal que
X é conjunto finito, logo G = F(X)/ker(f) (onde F(X) é grupo livre com base X e o
epimorfismo de grupos 6 : F(X) — G é como na Demonstragdo do Teorema 1.10 (p. 35))
e F(X) ¢ grupo finitamente gerado. Assim, como G ¢ grupo finito, segue que F(X)/ker(6)
¢ grupo finito, isto é, [F(X) : ker(f)] < oo, o que implica que ker(f) é grupo finitamente
gerado pela Proposicao 1.27 (p. 36), ou seja, existe subconjunto finito Y C ker(0) tal que
ker() = (Y. Assim, como Y C (Y)¥X) pelo Lema 1.33 (p. 34), segue que ker() C (Y) C
(YFX) = ker(0)FX) = ker(0), isto &, ker(9) = (Y)FX). Portanto, G = F(X)/(Y)F'X) e,
assim, (X|Y) é uma apresentacao de G onde X e Y sao conjuntos finitos, dai que G é um
grupo finitamente apresentavel. O

Teorema 1.11. Sejam G um grupo e H <{G. Se H ¢ G/H sao grupos finitamente apresen-
taveis, entao G € um grupo finitamente apresentdvel.

Demonstra¢ao. Como H e G/H sdo grupos finitamente apresentaveis, temos que existem
(X|R) e (Y|S) apresentagbes de H e G/H, respectivamente, tais que X, R, Y e S sdo con-
juntos finitos. Temos, entao, que existem epimorfismos de grupos

m : F(X) — H, onde ker(m) = (R)F™)
T F(Y) = G/H, onde ker(m) = (S)F'Y)

Além disso, podemos supor, conforme a Demonstragao do Teorema 1.10 (p. 35), que X C H
eY C G/H. Assim,
7T1|X = ’Ld|X [§] 7Tg|y = ’Ld|y
Podemos supor também que lg/p ¢ Y e 1y ¢ X.
Seja
p:G—»G/H

o epimorfismo de grupos projecao canonica. Para todo y € Y C G/H, podemos escolher um
Yo € G tal que p(yo) = y. Seja, entdo, Yy C G o conjunto formado por tais elementos yy € G.
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Observe que Y, é um conjunto finito. Agora, podemos supor ainda que Yo N X = (), pois,
como lg/g ¢ Y, segue que p(yo) # la/u, Yyo € Yo e, por outro lado, p(X) C p(H) = 1g/n.
Consideremos o seguinte diagrama

XUYy—2 F(X UYy)

|

G

onde 7; é a funcao canonica da definicao de grupo livre, ¢ é a funcao inclusao canoénica e 7
é o inico homomorfismo de grupos que faz tal diagrama comutar, cuja existéncia se deve a
propriedade universal do grupo livre F(X UYp). Temos, assim, que

7T|X :Zd|X :71'1’)( e7T|y0 :id|y0.

Temos ainda que 7 é sobrejetivo. De fato, Im(m) 2D (n(X)) = (X) = H e, pelo Corolério 1.4
(p. 25), o fato de que G/H = (Y) = (p(Yy)) implica que G = (Yy)H. Como H, (Yy) C Im(n),
segue que G C I'm(7) e, portanto, G = Im(7).

Dado s € S C F(Y), definamos § € F(Yy) C F(X UYp) como sendo a palavra obtida de
s substituindo y € Y por yy € Yy e y~* € Y ! (conjunto inverso) por y, ' € Yy '. Temos,
entao, que p(n(8)) = s = lg/u, logo m(3) € ker(p) = H = (X) = (7(X)) = 7((X)) e, daf
que, existe wg € F(X) tal que 7(5) = 7(ws). Assim,

sw;' € ker(n). (1.9)

Agora, (X) = H<G. Assim, Vz € X eVz € X UY, w(zzz7!) € m(2)Hn(2)™! =
H = (X) = (n(X)) = 7({X)), logo existe a(z,z2) € F(X) tal que n(zz27') = 7(a(z, 2)).
Analogamente, temos que existe 5(z, z) € F(X) tal que n(2 'zz) = 7(8(x, 2)). Assim,
)-

zrz ta(z,2) "t € ker(m) e 2 wzB(x,2) 7t € ker(w (1.10)
Definamos,
T:=RUAUSQQ.
Onde
A={3w es e Qi={zzzla(z,2) 7 2 w28z, 2) aex, sexuy,

Veja que T' é um conjunto finito.
F(XUY,
Seja G := —( 0)

(TYFX0r)" (Queremos mostrar que

Go =G,

Se assim o fizermos, G tera apresentacdo (X U Yp|T). Como X, Y, e T sdo conjuntos finitos,
concluiremos que G é um grupo finitamente apresentavel.

Primeiramente, observemos que R C F(X) C F(X UY}), logo n(R) = m(R) = 15 = 1¢,
ou seja, R C ker(rm). Esse tltimo fato juntamente com (1.9) (p. 38) e (1.10) (p. 38) mostram
que T' C ker(r), logo (T)FXWY0) C (ker(r))FXWY0) = ker(7) e, portanto, pelo Lema 1.13 (p.
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11), existe um homomorfismo de grupos ¢ : Gy — G dado por ¥(z(T)FXYWY0)) = 7(z), para
toda classe lateral z(T)F(XW) ¢ G,

A fim de que mostremos que Go = G, basta que mostremos que 1 é isomorfismo de
grupos. Para isso usaremos o Lema 1.17 (p. 12). A seguir faremos as construgoes necessarias
para aplicacao de tal Lema.

Seja p1 @ F(X UYy) — Go o epimorfismo de grupos projecao candnica. Pela defini¢ao de
W, segue que o seguinte diagrama é comutativo:

F(XUY)) =G

| A

Go

Como 7 é epimorfismo de grupos e tal diagrama é comutativo, temos que 1 é também
epimorfismo de grupos.
Definamos

Ho := (p1(X)).

Temos que ¥(Hy) = P ((p1(X))) = (W1 (X)) = (7(X)) = (X) = H. Desta forma, a restri¢do
Vg, : Ho — H é um epimorfismo de grupos. Vamos mostrar agora que 9|y, ¢ também
monomorfismo de grupos. Para isso basta mostrarmos que ker(¢|g,) = {1, }. Seja, entao,
ho € ker(v|n,) = ker(v)) N Hy. Por um lado, hy = p1(f), onde f € F(X). Por outro lado,
lg = ¥(ho) = ¥pi(f) = 7(f) = m(f). Logo, f € (R)FX). Mas, como R C T, temos que
(RYFX) C(T)FXDY0) — Eer(py). Assim, ho = p1(f) = 1g,. Como hg € ker(v|g,) foi tomado
arbitrario, segue que ker(¢|g,) = {1g,}. Concluimos que

Y| g, € isomorfismo de grupos.
Queremos mostrar agora que Hy < Gg. Isto é equivalente a
p1(2)Hopi(2)™' C Hy e pi(2) " Hopi(2) C Hy, para todo z € F(X UYp).
Como Hy é gerado por p1(X) e F(X UYy) é gerado por X UY,, basta mostrarmos que
p1(2)p1(x)p1(2) ™t € Hy e pi(2) 'pi(x)pi(2) € Hy, para todos z € X UYyex € X.

Como €2 C T, temos que, para todos z€ X UYyex € X,

p(2)pi(2)pr(2) 7 = pr(ze2™) = pi(zaz oz, 2) ez, 2)) =
= pi(zw a(z, 2) il 2) = Laym(alz, 2)) = pi(alz, ) € H.
Analogamente,
p1(2) " pu(x)pr(2) = pr(B(x, 2)) € Ho.
Como Hy <Gy, ¥ : Gy — G é epimorfismo de grupos e ¢(Hy) = H, pelo Lema 1.17 a) (p.
12), segue que 1, : Go/Hy — G/H definida por ¢.({Hy) = (&) H, para toda classe lateral
¢ € Gy, é epimorfismo de grupos. Pelo pelo Lema 1.17 b) (p. 12), inferimos que, se 9|y,

e 1, sao isomorfismos de grupos, entao ¥ é também isomorfismo de grupos. Sendo assim,
conseguiremos finalizar a demonstragao se mostrarmos que 1, ¢ isomorfismo de grupos.
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Seja 71 : F(Yy) — G/H um homomorfismo de grupos definido por
Ty 1= pTia,
onde ¢; : F(Yy) — F(X UYp) é o homomorfismo de grupos inclusdo candnica. Observe que
T1(yo) = yoH =y € Y,Vyo € F(Yp).

Além disso, 71 é sobrejetivo, pois G/H = (Y).

Como [|Yy| = [V, existe uma bijecao ¢ : Y — Y, dada por ¢(y) = yo. Logo, pela
Proposicao 1.24 (p. 34), existe isomorfismo de grupos 6 : F(Y) — F(Yp) tal que 0(y) =
Yo, Vy € Y. Temos, entao, o seguinte diagrama comutativo, pois 7, = pmiq:

FY)-"2~G/H
|
F(Yp)
isto é,
T = 0.

Assim, pelo Lema 1.14 (p. 12),
O(ker(mq)) = ker(m1).
Definindo-se S := 0(S), como ker(my) = (S)F™), temos que
ker(71) = 0({S)"™)) = (8(8))"") = (§)T0). (1.11)
Seja agora f : X UYy — F(Yy) uma fungao definida por
f(z) =1pr), Yz € X e f(yo) = Yo, VYo € Yo.

Pela propriedade universal do grupo livre F(X U Y}), existe um tnico homomorfismo de
grupos p : F(X UYy) — F(Yp) tal que

p(r) =1pw,), Ve e X e plyo) = yo, Vyo € Yo.

Observemos que p é sobrejetivo.
Seja po 1 Go — Go/Hy o epimorfismo de grupos projecdo canoénica. Definamos ¢ :
F(X U Yb) — GQ/HO por
0 1= pop1-
Pela propriedade universal do grupo livre F(Y}), existe um tnico homomorfismo de grupos
7o 1 F(Yy) — Go/Hy tal que o seguinte diagrama ¢ comutativo:

Yo —2= F(Yy)
6|Y0j ~
™2
Go/H,
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onde iy € a funcdo candnica na definigdo do grupo livre F(Y}) e dly, é a restri¢do de d sobre
Yo. Veja que
ﬁgp = (5,

pois
Tap(X U Yo) = Fa(p(X) Up(Yo)) = F2({1rg)} U Yo) = 72(Yo) = 0y, (Yo) = 6(Y0)
e, recordando que Hy = (p1(X)), temos que
§(X UYp) = pop1(X UYy) = po(p1(X) U p1(Yo)) =

popL(X) U pop1(Yo) = {1/} U popr(Yo) = 0(Yo).

Além disso, observe que Ty é sobrejetivo, pois Top = § é sobrejetivo. Vamos mostrar agora
que o seguinte diagrama é comutativo

F(Yy) 2= G/H

A

Go/Hy
Por um lado, 71 (o) = yoH, Vyo € Yy. Por outro lado, Yy, € Y,
V72 (Yo) = VuTap(y0) = ¥ud (o) =

= Yupop1(yo) = ¥u(p1(yo)Ho) = Y(p1(yo)) H = 7(yo)H = yo H.

Assim, pela unicidade de 71 na propriedade universal do grupo livre F(Y}), seque que
1 = 1, (1.12)
Pelo Lema 1.15 (p. 12),

¥, € isomorfismo de grupos < ker () = ker(7s). (1.13)

Como Hy = (p1(X)) < Gy, pelo Lema 1.16 (p. 12), temos que
ker(0) = ker(pop1) = py ' (ker(po)) = p1* (Ho) = py " p1({X))
e, como ker(p;) = (T)FXYY0)  pela Proposicio 1.1 a) (p. 5),
P o1 (X)) = (X)her(py) = (XWTYFEN) = (x PO

Logo,
ker(0) = (X U TFEDY0)

e, portanto,

ker(8) = (ker(0))FXUY0) — ((X y TFEY))FXUYD) — (1 x)F(XWYD),
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Temos também o seguinte diagrama comutativo, onde os trés homomorfismos de grupos
envolvidos sao epimorfismos de grupos:

F(X UYy) 2= Gy/H,

2

F(Y,)
Dai que, pelo Lema 1.14 (p. 12),
ker(fty) = p(ker(8)) = p((T U X)FX) = (p(T U X))F ).
Como p(X) = {1p(v,)}, concluimos que
p(T) = p(R) Up(A) Up(Q) = {1ry)} U{8}ses U{lrpy}-
Observando que {3}.es = 0(S) = S, concluimos que
ker(7y) = (S)F00),

Por (1.11) (p. 40), segue que ker(m) = ker(@y). E, portanto, por (1.13) (p. 41), ¥y ¢é
isomorfismo de grupos. O

Proposicao 1.30. Todo grupo QQ abeliano finitamente gerado € um grupo finitamente apre-
sentduvel.

Demonstra¢ao. Como @ é um grupo abeliano finitamente gerado, pelo Teorema 1.5 (p. 26)
temos que Q = F @ K, onde F' é um grupo abeliano livre e K = {q € Q : |q| < oo} é
um grupo finito. Sendo assim, segue que F' = QQ/K pelo Teorema 1.2 (p. 3) (2° Teorema
de Isomorfismo para Grupos), logo Q/K é grupo abeliano livre e também, pela Proposi¢ao
1.18 (p. 24), finitamente gerado e, portanto, finitamente apresentavel, pois Q/K = Z", que
é finitamente apresentavel. Por outro lado, como K é grupo finito, concluimos também que
K é grupo finitamente apresentavel pela Proposi¢ao 1.29 (p. 37). Assim, pelo Teorema 1.11
(p. 37), concluimos que @ é grupo finitamente apresentével. ]

Proposicao 1.31. Sejam H um grupo finitamente gerado, M um grupo finitamente apresen-
tavel e p: H — M um epimorfismo de grupos. Entao, existem s € Z, e hy,--- , hs € ker(p)
tais que

kjeT(p) = <h{{7 T vh§>:

onde hi = {h~'hjh € H :h € H} para 1 < j <'s.

Demonstragao. Como H é finitamente gerado, pelo Lema 1.35 (p. 35), temos que existe
apresentacdo (X|R) de H tal que X é um conjunto finito, isto ¢, H = F(X)/(R)F™X).
Temos, entao, os seguintes homomorfismos de grupos:

1 s F(X) © P
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onde i é a fun¢do candnica na construcao do grupo livre F/(X), 7 é o epimorfismo de grupos
projecao canonica e ¢ é um isomorfismo de grupos. Definamos 7 : F(X) — M por 7 :=
ppm. Segue que T é epimorfismo de grupos, pois p, ¢, 7 0 sao. Pelo Teorema 1.1 (p. 3
(1° Teorema de Isomorfismo para Grupos), concluimos que M = F(X)/ker(r), logo M =
F(X)/(ker(T))F™) portanto (X |ker(7)) é uma apresentacio de M, onde X & conjunto finito.
Pela Proposicao 1.26 (p. 36), existe subconjunto finito S C ker(7) tal que M = (X|S) com
ker(r) = (S)F'X),

Observe agora que ker(p) = pm(ker(r)). De fato, se h € ker(p), como ¢m : F(X) - H
¢ epimorfismo de grupos, existe w € F(X) tal que h = pm(w). Agora, 7(w) = ppr(w) =
p(h) = 1. Dai que w € ker(r) e, portanto, h € @n(ker(r)). Por outro lado, dado h €
em(ker(T)) C H, temos que h = p7(w) tal que w € ker(7), logo p(h) = ppr(w) = 7(w) =
isto &, h € ker(p).

Desta forma, ker(p) = om(ker(r)) = ¢n((S)FN) = or((SX)) = (pn(S'M))) =
(pm(S)e™F XY = (pr(S)H) = (pn(S)). Como S C ker(r), entdo 7(S) = 1, o que
implica que pom(S) = 1, isto &, om(S) C ker(p). E como S é subconjunto finito de ker(r),
segue que @m(S) é conjunto finito de ker(p). Digamos que ¢n(S) = {hy,...,hs}, onde
s € Zy e hj € ker(p), com 1 < j < s. Entdo, ker(p) = (on(S)) = ({h1,...,hs ) =
({hy, ..., hs Yy = (R ... hH) onde hy ..., hs € ker(p). O

—_

1.1.7 Extensoes HNN e Grupos Soliiveis Construtiveis

Definicao 1.36. Seja G um grupo. Dizemos que G € um grupo soluvel se existe uma filtracao
normal descendente de comprimento finito de G tais que os grupos fatores sao abelianos.

Definigao 1.37. Sejam G um grupo, p um simbolo que nao pertence a G (observe que
(p) 2 7Z) e A, B subgrupos de G tais que ¢ : A — B é um isomorfismo de grupos. Definimos
como extensao HNN com grupo base G e grupos associados A ¢ B o grupo H que possui a
sequinte apresentacao:

H = (X,plRU {p~ agpp(a)y’ € F(X U{p}):ac A}),

onde G tem apresentacio (X |R),p ¢ X e, para cada g € AUp(A), fixtamos uma palavra gy €

F(X
F(X) cuja imagem em G = <R>(F())() ¢ g. Informalmente, temos as sequintes apresentacoes
para H:
= (G, pl{p~ app(a)™' 1 a € A}),

= (G, p|A” = B).

Dizemos que H ¢ extensao HNN com grupo base G, letra estdvel p e grupos associados A e
B.

Definicao 1.38. Sejam G um grupo e H < G. Dizemos que G é uma extensao de H por
G/H. Dizemos ainda que G é uma extensdo finita de H por G/H se o indice de H em G
é finito, isto é, |G : H] < oo.

Definicao 1.39. Seja G um grupo solivel. Dizemos que G € um grupo solivel construtivel
se 0 mesmo pode ser obtido do grupo trivial 1 com as duas sequintes operacoes:

43



1.2. Propriedades Bésicas de Modulos e Defini¢oes Preliminares

i) extensao HNN com base e grupos associados construtiveis;
ii) extensdo finita de grupos construtiveis.

Dito de outra forma, seja C a menor colecao de grupos que satisfaz os trés itens abaizo:
i) 1€C;

ii) Se Go,A,B € C e p é um simbolo nao pertencente a Gy, entio a ertensio HNN H
com grupo base Gy, letra estdvel p e grupos associados A e B pertence a C, isto €,
H = (Go,pl{ptapp(a)™ : a € A}) € C, onde v : A — B € um isomorfismo de grupos;

iii) Se H € C e H <G tal que [G : H| < o0, entao G € C.
Entao, dizemos que um grupo solivel G é um grupo solivel construtivel se G € C.
Exemplo 1.4. O grupo solivel trivial 1 é um grupo soltvel construtivel.

Exemplo 1.5. Como toda extensao finita de um grupo soluvel construtivel ¢ um grupo
soluvel construtivel, segue que todo grupo soltvel finito é um grupo solivel construtivel.

Exemplo 1.6. Observemos que Z é um grupo solivel e que Z ¢é a extensao HNN com base
o grupo trivial 1. Segue que Z ¢ um grupo solivel construtivel.

1.2 Propriedades Basicas de Mdédulos e Definicoes Preli-
minares

Nesta secao R denotara um anel associativo com identidade e, a menos que se diga
ao contrario, todos os médulos serao considerados como médulos a direita.

1.2.1 Alguns Resultados sobre Mdédulos Arbitrarios

Teorema 1.12 (1° Teorema de Isomorfismo para Modulos). Sejam M, N R-mddulos & direita
ep: M — N um homomorfismo de R-mddulos a direita. Entao,

M/ker(p) = Im(p).
Tal isomorfismo de R-maodulos o direita ¢ dado por
m + ker(p) — o(m),
para todo m € M.
Demonstragao. (Ver [18, Theorem 2.11 (First Isomorphism Theorem), p. 43].) O

Teorema 1.13 (2° Teorema de Isomorfismo para Modulos). Sejam M um R-mddulo a direita
e N1, Ny R-submddulos de M. FEntao,

N1/(N1 N Ny) = (Ny + Na)/No.
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Demonstragao. (Ver [18, Theorem 2.12 (Second Isomorphism Theorem), p. 44]|.) O

Teorema 1.14 (3° Teorema de Isomorfismo para Modulos). Sejam M um R-mddulo o direita
e N1, Ny R-submddulos de M tais que No C Ny. Entao,

(M/N2)/(N1/N2) = M/Ny.
Demonstracao. (Ver [18, Theorem 2.13 (Third Isomorphism Theorem), p. 44].) O

Teorema 1.15 (Teorema de Correspondéncia para Moédulos). Sejam M um R-mddulo a
direita, N um R-submddulo de M, w : M — M/N o homomorfismo de R-mddulos & direita

projecao candnica, A a familia de R-submddulos de M os quais contém N e B a familia de
R-submddulos de M /N. Entao, existe uma fungdo bijetiva 6 : A — B dada por

A w(A) = A/N, para todo A € A,
onde 71 : B— A € dada por
B 7 YB), para todo B € B.
Além disso, dados Ay, Ay € A, A1 C Ay se, e somente se, Aj/N C Ay/N.
Demonstragao. (Ver |18, Theorem 2.14 (Correspondence Theorem), p. 45].) O

Definicao 1.40. Sejam R um anel ¢ M um R-mddulo a direita. Dados N1, Ny R-submaodulos
de M tais que Ny C Ny, dizemos que o mddulo quociente Ni/No é uma se¢ao de M.

Lema 1.36. Sejam R um anel, M, N R-mddulos a direita, My, My R-submddulos de M e
N1, Ny R-submddulos de N tais que My C My, No C Ny. Se @1 : My — Ny e o = @1y, :
My — Ny sao isomorfismos de R-mdodulos o direita, entao

M, /M, = N /Ny,
Demonstragao. Seja ¢ : My /My — Ny /Ny definida por
P(my + M) = p1(my) + No.

Vamos mostrar que ¢ estd bem definida. Dados my + Ms,z1 + My € M;/M, tais que
my + My = x1 + My, segue que m; — 2, € My = @5 '(Ny), dai que @wy(m; — 1) € No,
isto é, p1(my — x1) € Ny, pois Yo = Y1|nm,- Assim, p1(my) — ¢1(x1) € Ny e, portanto,
©1(my) + Ny = p1(x1) + Ny, isto &, ¥(my + M) = (z1 + Ma).

Vamos mostrar agora que @ é injetiva. Dados my + My, x1 + My € My /M, tais que
@1(m1) + Na = @1(x1) + N, temos que ¢1(my — 1) € Ny, logo my — x1 € @7 (Na) =
05 H(N,), pois w2 = ©1|ar,. Como @y (Ny) = My, segue que m; — x; € M, e, portanto,
mq + My = 21 + M.

Por construcao é claro que v ¢é sobrejetiva. Como também ¢é claro que 1) ¢ homomorfismo
de R-moédulos & direita. ]
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1.2.2 Anel de Grupo e Acoes de Grupos sobre Aneis e Md6dulos

Seja M um R-moédulo a direita e G um grupo. Nesta Dissertacao, quando estivermos
considerando uma acao a direita de GG sobre M, na verdade, estaremos considerando acao a
direita de G sobre o grupo abeliano subjacente M.

Definicao 1.41. Sejam G um grupo e K um anel comutativo. O anel de grupo com
coeficientes em K, denotado por KG, é o K-mddulo livre com base G (a defini¢ao de
mddulos livre se encontra na Defini¢io 3.1 (p. 97). Assim,

KG ::@Kg:{ngg:xg € K},
geG geqG

onde x, = 0 exceto para um nimero finito de x, € K, com as operagées soma (denotada por
+) e multiplica¢ao (denotada por-) dadas a sequir, para todos Z Z49, Z Yg9, Z rph € KG:

geG geG heG
(Z T49) + (Z Yg9) = Z(xg +Yg)9,
geG geG geG
(Z Tgg) - (Z zph) = Z Z(Igazh)gh-
geG heG ge€G heG

A igualdade de elementos de KG ¢ dada por

ngg:Zyggﬁxg:yg,Vge G,

geG geG
para todos ngg, Zygg € KG.
geG geG

Com as operacoes definidas acima, segue que KG é de fato um anel.

Observacao 1.7. Observe que KG é um anel comutativo se, e somente se, G é um grupo
abeliano.

Notacao 1.11. Seja R um anel associativo com identidade. Denotaremos por Aut(R) o
grupo de automorfismos de R.

Definicao 1.42. Sejam R um anel e G um grupo. Dizemos que G age a direita sobre R
se existe um anti-homomorfismo de grupos o : G — Aut(R), denominado a¢do a direita de
G sobre R (observe que a(g) € automorfismo de R). Denotaremos a(g)(r) por r9, Vg € G e
Vr € R.

Observacao 1.8. Sejam R um anel e G um grupo agindo a direita sobre R. Temos, entao,
as seguintes regras:

rie =pr, (P92 =992 (rp )9 =1) 41, (rirg)? = rird
1 —1

=le (97 =0 =r e (7= ()7

para todos ¢1, 92,9 € G,r,r1,190 € R.
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Sejam R um anel e G um grupo. Dizemos também que G age a esquerda sobre R se existe
um homomorfismo de grupos 5 : G — Aut(R), denominado acao a esquerda de G sobre R.
Denotamos 5(g)(r) por 9r, Vg € G e Vr € R.

Neste caso, com relagao as regras descritas na Observagao 1.8 (p. 46), dados ¢1,90 € G
e r € R, temos que 9921 = 9(%r). As demais regras na Observacao 1.8 (p. 46) valem de
forma idéntica para a acao a esquerda de GG sobre R.

Outro fato a se observar é que, sendo § : G — Aut(R) uma agao a esquerda de G sobre
R, podemos obter o : G — Aut(R), que é uma acao a direita de G sobre R, bastando para
isso que definamos

a(g)(r) == Blg ) (r), isto ¢, 19 :=9 7.
Analogamente, obtemos de uma acao a direita uma outra a¢ao a esquerda.
Nesta Dissertacao,

toda acao de um grupo sobre um anel sera a direita.

Definicao 1.43. Sejam R um anel e G um grupo agindo a direita sobre R. Dizemos que G
age trivialmente a direita sobre R ser? =r Vr € R e Vg € G.

Proposicao 1.32. Sejam R um anel e G um grupo. Entao, G age a direita sobre R se, e
somente se, existe uma funcao a: R X G — R tal que, Vr,r1,10 € R e g,91,92 € G,

i) a

r,1lg) =r;

it) a(r,g192) = a(a(r, g1), g2);

(
(
iii) a(ry +ra, 9) = a(r1, 9) + al(ra, 9);
iv) a(rirs, g9) = a(r1,g)a(rs, 9);

(

U) a 1R7 ) - 1R
Demonstragao. Anéloga a Demonstragao da Proposigao 1.15 (p. 22). O

Proposicao 1.33. Sejam G um grupo e M um grupo abeliano. Se M € um ZG-modulo a
direita, entao existe uma acao o direita de G sobre o grupo abeliano M dada por, Vg € G e
Vm e M,

m? :=m(lg) € ZG.

Reciprocamente, se existe agao a direita de G sobre o grupo abeliano M, entao M é um
Z.G-maodulo a direita, onde o produto do anel ZG sobre M ¢é dado por, Ym € M e para todo

ngg € ZG, com x4 € Z,

geG

m(z Tg9) = Z zgm?,

geG geG

onde a soma e a multiplicagao em ZG sao dadas como na Defini¢ao 1.41 (p. 46).

Demonstracao. Basta usar as definicoes de modulo, anel de grupo e acao de grupos sobre
grupo (abeliano). O
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A Proposigao 1.33 (p. 47) justifica o fato de um ZG-mdédulo a direita M ser chamado de
G-modulo M, onde G é um grupo qualquer, uma vez que temos acao do grupo G sobre o
grupo abeliano M.

Proposicao 1.34. Sejam G, H grupos quaisquer, A um grupo abeliano e ¢ : G — H um
homomorfismo de grupos. Entao,

a) Se A é um ZH-mddulo a direita, entao A é um ZG-mddulo & direita, onde a agao de
G sobre A € dada, Ya € A eVg € G, por

ad = q?\9)

b) Se A é um ZG-mddulo & direita, ¢ é epimorfismo de grupos e o subgrupo ker(p) age
trivialmente a direita sobre o grupo abeliano A, entao A é um ZH-mddulo o direita,
onde a acio de H sobre A € dada, Va € A, Vh € H e para algum g € o~ ({h}), por

a® = a’.

Demonstragao. a) Usando a Proposigao 1.33 (p. 47), definamos a agao a direita do grupo G

sobre o ZH-mo6dulo a direita A por

a9 — g9 (1.14)

Vg € G e Va € A. Precisamos mostrar, pela Proposi¢ao 1.15 (p. 22), que:
i) em (1.14) (p. 48) temos de fato uma ac¢ao bem definida;
ii) al¢ = a,Va € A;

iii) a99 = (a9)%, Vg1, 92 € G e Va € A,

iv) (a1 4 ag)? = ai + af, Vg € G e Vay,as € A, onde + é a operagiao do grupo abeliano A.

Fagamos a seguir a demonstracao de i), ii), iii) e iv).

1) Sejam g1,92 € G tais que g1 = ga- Entéo; 90(91) = 90(92% IOgO, Va € A7a80(91) = a¢(92)7
pois H age sobre o grupo abeliano A e, portanto, a¥9' = a%.

ii) Va € A, a'¢ = a?'¢) = glv = q.
iii) Yg1,92 € G e Va € A, a992 = q#9192) = g#9)¢(92) = (g#91))2(92) = (q91)92,
iv) Vg € G e Vay,as € A, (a1 + a2)? = (a1 + az)?9) = a‘f(g) + ag(g) = af + a.

b) Como neste item estamos considerando ¢ sobrejetivo, temos que, Vh € H, existe g € G
tal que h = ¢(g), isto é, o1 ({h}) # 0. Usando a Proposigao 1.33 (p. 47), definamos, entao,
a acao a direita do grupo H sobre o grupo abeliano A por

a" = af, (1.15)

Va € A,Vh € H e para algum g € ¢~ '({h}). Precisamos mostrar, pela Proposi¢ao 1.15 (p.
22), que:
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i) em (1.15) (p. 48) temos de fato uma ac¢ao bem definida;
ii) a'# = a,Va € A;
i) a™h2 = (a")"2 Vhy, hy € H e Va € A;
iv) (a1 +a)" = al +ab, Vh € H e Va,,ay € A, onde + é a operagio do grupo abeliano A.
Fagamos a seguir a demonstracao de i), ii), iii) e iv).

i) Sejam hy, hy € H tais que hy = hy. Como ¢ é sobrejetivo, hy = ¢(g1) e ha = p(g2) para
alguns g1, 92 € G, logo ©(g1) = ¢(g2), 0 que implica que g1g; " € ker(y) e, portanto,
Va € A,a91951 = a, pois ker(p) age trivialmente a direita sobre o grupo abeliano A.
Dai que a9 = (a%9% )92 = (9192192 = q91(92'92) = g911c = g9, Desta forma, temos que
a% = a%, isto é, a™ = a".

ii) Va € A, a'" =alc =a.

ili) Vhy,ho € H, como ¢ é sobrejetivo, temos que hy = ¢(g1) e hy = ¢(g2) para alguns
g1, 92 € G. Assim, Va € A, aM" = @992 = (a91)92 = (a)h2.

iv) Vh € H, da sobrejetividade de ¢, temos que h = ¢(g) para algum g € G. Assim,
Vay,as € A, (a; + a2)" = (a1 + a2)? = af + a§ = al + ab.

]

Corolario 1.5. Sejam G um grupo, A um ZG-mddulo o direita e H <G agindo trivialmente
a direita sobre A. Entdo, o grupo quociente G/H age a direita sobre A através da sequinte
acao:

para toda classe lateral gH € G/H e Va € A.

Demonstragao. Seja m: G — G/H o epimorfismo de grupos projecao canoénica. Temos que
ker(m) = H, o qual age trivialmente a direita sobre o grupo abeliano A. Pela Proposicao
1.34 b) (p 48), temos a afirmagao do Corolario. O

A Proposigao 1.34 (p. 48) garante a seguinte Defini¢ao:

Definicao 1.44. Sejam G, H grupos, ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e A um
grupo abeliano.

a) Se A é um ZH-mddulo a direita, entao dizemos que A é um ZG-mddulo a direita
via homomorfismo de grupos ¢ quando a acao de G sobre A é dada por

ad = g%

Y

Vge G eVa € A;
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b) Se A é um ZG-mddulo a direita, ¢ € um epimorfismo de grupos e ker(y) age trivi-
almente a direita sobre A, entao dizemos que A é um ZH-modulo a direita via
homomorfismo de grupos ¢ quando a acio de H sobre A é dada por

Va € A\Vh € H e para algum g € p~*({h}).

Nesta Dissertacao, sendo G um grupo, A um ZG-moédulo a direita, H <1 G agindo trivial-
mente & direita sobre o grupo abeliano A e 7 : G — G/H o epimorfismo de grupos projecao
canonica, a acao a direita de G/H sobre A serd a acao via homomorfismo de grupos m, isto
é, para toda classe lateral gH € G/H e Ya € A,

=af.

Definicao 1.45. Sejam R um anel associativo com identidade e M um R-mddulo & direita.
Definimos o centralizador de M em R como sendo o conjunto

Cr(M):={re R:mr=m,Yme M}.

Observemos que, caso M # 0, entdo Cr(M) nao é subanel de R, ja que Cr(M) nao é
fechado com relacao a adicao em R.

Definicao 1.46. Sejam R um anel associativo com identidade e M um R-mddulo a direita.
Definimos o anulador de M em R como sendo o conjunto

Anng(M) :=={r € R:mr =0,Ym € M}.
Observemos que Anng(M) é ideal bilateral em R.

Observacao 1.9. Sejam R um anel associativo com identidade e M um R-mo6dulo & direita.
Temos, entdo, a seguinte relagao entre Cr(M) e Anng(M).
Para todo m € M, dado r € R,

reCpM)emr=me&m(r—1g) =0y & r—1g € Anng(M) < r € 1+ Anng(M).
Como m € M e r € R foram tomados arbitrarios, isso mostra que
CR(M) = 1R —|—AnnR(]\/[)

Proposicao 1.35. Sejam G um grupo e F' um grupo agindo a direita sobre G. Entao, existe
acao a direita de F sobre o anel de grupo ZG dada, Vf € F, por

o= Z:L‘ggf,

geG

para todo \ = ngg € ZG, com x, € Z.

geG
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Demonstracao. Dados f € Fe A= ngg € ZG, com x4, € Z, definindo-se a : ZG x F' —
geG

ZG por a(\, f) =\ = Z a:ggf, temos que claramente a esta bem definida. Agora, usando
geG
a Proposicao 1.32 (p. 47), basta mostrarmos os seguintes itens:

i) AIF = \,V\ € ZG;
i) M2 = (A2 Y fy e FX e ZG;
M+ =X+ M Ve F AL\ e ZG;

)

)
iii) (

) (M) = MM Ve FA\, )\ € ZG;

) 15

iv
\Y =lgzg,Vf EF.
A demonstracao dos itens acima é feita através dos céalculos de rotina. O

Lema 1.37. Sejam G um grupo, A um ZG-mddulo a direita (Pela Proposicao 1.33 (p. 47)
G age a direita sobre A) e F' um grupo agindo & direita sobre G e a direita sobre A cuja a¢ao

seja compativel com a acao a direita de G sobre A. Dados a € A e A = ngg € ZG, com

geG
xy € G, temos que, Vf € F,
(a\)) =al ).

Demonstra¢ao. Usando as Proposicoes 1.33 (p. 47) e 1.35 (p. 50), temos que
(@) = (@Y 2,9) = (X 2@ = Y 2,0 = 32,0 = /(Y 2,97) = V.
geG geG geG geG geG
]

Lema 1.38. Sejam G um grupo, A um ZG-mddulo a direita (Pela Proposicao 1.33 (p. 47)
G age a direita sobre A) e F' um grupo agindo a direita sobre G e a direita sobre A cuja
agao seja compativel com a agao & direita de G sobre A. Entao, o subconjunto Czg(A) é
F-invariante.

Demonstragio. Seja A € Cza(A). Entdo, aX = a,Va € A. Daique,Va € AeVf e Fal '\ =
a/™" e, portanto, usando o Lema 1.37 (p. 51), a = (a/"")! = (a/ 7' \)/ = aM. Deduzimos,
assim, que Czg(A) é F-invariante. O

Proposicao 1.36. Sejam G, H grupos e ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entao,
¢ induz uma funcao gy : ZG — ZH definida por

#(Z xgg) = Zzggp(g)

geG geqG

para todo ngg € ZG, onde x, € Z.

geG
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Demonstragao. Por verificacao imediata, temos que ¢ é uma fungao bem definida. O

Observagao 1.10. Sejam G, H grupos, ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e ¢4 :
ZG — ZH definida como na Proposi¢ao 1.36 (p. 51). Observe que

pu(D_we9) =D wgp(g) = > wpige(9),
gelG gelG p(9)eH
onde x4, ,(4) € Z. Neste Gltimo somatério, o que fizemos foi agrupar as parcelas em que os

©(g) sdo iguais. Daf que,
Lo(g) = Z ).

g€ ({e(9)})
Observe que, se ¢ ¢ um monomorfismo de grupos, entdo z,y, = 4 e, portanto, nao

fazemos nenhum agrupamento no somatorio E zy0(9).
geG

Proposicao 1.37. Sejam G, H grupos, ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e o4 :
ZG — ZH a func¢do da Proposicao 1.36 (p. 51).

a) oy € homomorfismo de aneis;
b) Se ¢ é epimorfismo de grupos, entdo pu € epimorfismo de aneis;
c) Seja A um ZH-mddulo & direita. Entao, o4(Cza(A)) C Czu(A);

d) Seja A um ZG-mddulo o direita. Se ¢ é epimorfismo de grupos e ker(yp) age trivial-
mente & direita sobre A, entio ¢4(Cza(A)) = Czu(A).

Demonstragio. a) i) Dados ngg, Zm'gg € ZG,

geG geG
(O me9) + O _wh9)) = 0 (D (g +2))g) = D> (w4 + 2))p(g) =
geG geG geqG geqG
= (> z0(9) + O _whp(9) = 0x (D x9) + 0> xlg).
geG geG geqG geG
ii) Dados ngg, Z vy € ZG,
geG g'eG
(O 209) - (O ygd)) =0 D (z4y4)99) =
geqG g'eG g9,9'€G
= > (wye)elag) = D (waug)e(9)ely) =
g9,9'€G 9,9'€G
= (O 20(9) - O yge(d)) = 06> w09) - 05> ygd).
geG g eG geG g eG

02



Capitulo 1. Propriedades Basicas de Grupos e Mddulos e Definicoes Preliminares

b)

a)

ii) ou(lze) = px(lzle) = lzo(le) = 1zln = lzn.

Pelo item a) sabemos que ¢ é homomorfismo de aneis. Basta, entao, mostrarmos que
@4 ¢ sobrejetivo.

Seja u = thh € ZH, com z, € Z. Como ¢ ¢ sobrejetivo, dado h € H, temos
heH
que ¢ 1 ({h}) # 0. Podemos, entdo, escrever y = nggo(g), bastando para isso que
geG
escolhamos, para cada h € H, um elemento g, € ¢ '({h}), isto &, o(gn) = h, e
definamos z, := x5, se g = g e z, := 0, se g € ¢ '({h})\{gn}. Segue, entdo, que
= Z:z:gtp(g) = gp#(z x,9), onde Za:gg € ZG. Como p foi tomado arbitrario em

geG geG geG
ZH, concluimos que ¢y é sobrejetivo.

Como A é um ZH-modulo & direita, pela Proposicao 1.34 a) (p 48), A é um ZG-modulo
a direita via homomorfismo ¢.

Seja A = ngg € Czg(A), isto &, a\ = a(z r49) = a,Va € A. Temos, entdo, pela
geG geG
Proposigao 1.33 (p. 47) e pela Proposicao 1.34 a) (p. 48) que, Va € A,

apu(N) = app (Y we9) = a(d_ xep(g)) =

geG geqG
= el9) — 9 — —
= E xga¥\Y = E zg0? = a(g T,9) = a.
geG geG geG

Segue que @4(A\) € Czy(A). Como A foi tomado arbitrario em Czg(A), concluimos
que px(Cza(A)) € Czu(A).

Como ¢ é sobrejetivo e ker(y) age trivialmente & direita sobre A, pela Proposigao 1.34
b) (p. 48), segue que A é ZH-mobdulo a direita via homomorfismo ¢, portanto, do
item ¢), concluimos que p4(Cza(A)) C Czu(A). Basta, entdo, mostrarmos a inclusao
inversa.

Seja 1 € Czy(A) C ZH. Como ¢ é sobrejetivo, do item b), temos que px também
¢ sobrejetivo, dai que p = pu(A), com A = ngg € ZG. Vamos mostrar que A €
geG
Czc(A). Pela Proposicao 1.33 (p. 47) e pela Proposicao 1.34 b) (p. 48), temos que,
Va € A,
a=ap=apy(\) = apy(d  w,9) = a()_zy0(9)) =

geG geG

_ ngaso(g) — ngag = a(z Tgg) = aA.

geG geG geG
Logo, A € Cza(A).

Como 4 foi tomado arbitrario em Czy(A), segue que Czp(A) C vx(Cza(A)), o que
completa a demonstracao.
[
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Definicao 1.47. Sejam {G,}nez uma familia de grupos e {¢, : G, = Gpn_1}tnez uma fa-
milia de homomorfismos de grupos. Dizemos que o sequinte diagrama é uma sequéncia de
grupos:

i Gt 2B G S Gy —

Definicao 1.48. Dizemos que uma sequéncia de grupos
Pn n
i — G G, S G —

é uma sequéncia erata de grupos se ker(v,) = Im(oni1),Vn € Z.

Definicao 1.49. Dizemos que que uma sequéncia exata de grupos da sequinte forma

1—sA-SB Y01

¢ uma sequéncia exata curta de grupos.

Observacao 1.11. Numa sequéncia exata curta de grupos
1 —-A-S5SB50—1

0s homomorfismos 1 — A e C' — 1 sao respectivamente 1 — 14 e ¢ — 1,Ve € C. Como tal
sequéncia é exata, concluimos que ker(i) = {14} e Im(p) = C, ou seja, ¢ ¢ monomorfismo
de grupos e p é epimorfismo de grupos. Desta forma, A = i(A) = ker(p) < B, logo podemos
enxergar A como um subgrupo normal de B. Além disso, pelo Teorema 1.1 (p. 3) (1°
Teorema de Isomorfismo para Grupos), B/ker(p) = Im(p) = C, dai que

B/A=C.

Proposicao 1.38. Seja
1—A-5B-5C—1

uma sequéncia exata curta de grupos. Se A € um grupo abeliano, entado A é um ZC-mddulo
a direita (equivalentemente, pela Proposicao 1.33 (p. 47), existe acdo & direita de C sobre

A).

Demonstracao. Mostraremos que o grupo abeliano A é um ZC-moédulo & direita com a ope-
racao adigdo (denotada por +) sendo a restricao da operacdo do grupo B sobre o grupo
abeliano A e a a¢ao a direita de C sobre o grupo abeliano A sendo, Va € A, c € C,

a := b tab, para algum b € B tal que p(b) = c. (1.16)

Basta, entao, mostrarmos que a expressao em (1.16) (p. 54) de fato é uma acao a direita do
grupo C sobre o grupo abeliano A.

Primeiramente, vamos mostrar que a acao a direita de C' sobre A dada em (1.16) (p. 54)
estd bem definida. Inicialmente, dadosa € A e c € C, temos que a® € A, pois a® = b~ 'ab € A,
ja que A < B, conforme a Observagao 1.11 (p. 54). Precisamos mostrar agora que, dados
ac€AeceC, sea®=b"tab, para algum b € B tal que p(b) = ¢, e a® = b; 'ab,, para algum
b, € B tal que p(b;) = ¢, entdo b~rab = by 'ab;. Agora, p(bby*) = p(b)p(b)) ™' = cc™! = 1¢,
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Capitulo 1. Propriedades Basicas de Grupos e Mddulos e Definicoes Preliminares

o que implica que bb;' € ker(p) = Im(i) = A. Como A é grupo abeliano, temos que
a(bb;t) = (bb;Y)a, logo a = (bby ')a(bb; )™, o que acarreta que a = bb; ‘ab;b~' e, portanto,
b~lab = by tab,.

Agora para mostrarmos que a expressao definida em (1.16) (p. 54) define de fato uma agao
a direita do grupo C sobre o grupo abeliano A, pela Proposi¢ao 1.15 (p. 22), se definirmos
f:AxC — Apor f(a,c) :=a‘Va € A, c € C, basta mostrarmos que:

i) Va € A,a'c = a;
ii) Va € A, c1,c9 € C a2 = (a™)“;
ili) Vay,as € A,c € C, (a1 + a2)® = a§ + a.
Mostraremos, entdo, i), ii) e iii) a seguir.
i) Seja a € A. Temos que a'® = 15'alp = a.

ii) Sejam a € A e ¢1,c5 € C. Como p é sobrejetivo, existem by, by € B tais que p(by) = ¢;
e p(by) = co. Entao, cica = p(b1)p(by) = p(b1by). Logo,

a® = (byby) " ta(byby).
Por outro lado, a®t = by 'ab; e a/** = by a'by,Va' € A, o que implica que
(a)2 = (b tab) = by ' (b aby)ba = (biby) ta(bibs).
Assim, a“® = (a)e.
iii) Sejam a;,a9 € A e c € C. Como p é sobrejetivo, existe b € B tal que p(b) = ¢. Entao,

(a1 +az)® =b""(a; +ax)b =" b (ara1)b = b tabb ' axb = aSa§ = af + a5.

1.2.3 Produto Tensorial de Mdédulos

Denotaremos nesta Subsecao R e S como sendo aneis associativos com identidade, K anel
comutativo, associativo com identidade, M como sendo a classe dos R-mo6dulos a esquerda
e Mg como sendo a classe dos R-modulos a direita.

Lema 1.39. Sejam K um anel comutativo e A € kM. FEntao, A pode ser visto também
como elemento de My definindo-se o produto a direita de K sobre o grupo abeliano A por
ak = ka,Vk € K,a € A. Reciprocamente, se A € Mg, entao A pode ser visto também
como elemento de xM definindo-se o produto a esquerda de K sobre o grupo abeliano A por

ka = ak,Vk € K,a € A.

"Aqui usamos que a operacio + de A é vista em B como a justaposicdo de elementos, ou seja a; +as € A
é denotado em B como ajas
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Demonstra¢ao. Suponhamos que A € g M. Vamos mostrar que A € M. Precisamos
verificar que, dados a,a’ € Ae k, k' € K,

i) a(k+ k') = ak + ak’;

1)
ii) (a+d)k=ak+dk;
iii) a(kk') = (ak)k';

) a

iv

Temos que i), ii) e iv) seguem naturalmente da defini¢ao do produto a direira de K sobre A
e nao exigem que K seja anel comutativo.
Vamos mostrar iii). Temos que a(kk’) = (kk')a = (K'k)a = k' (ka) = (ka)k' = (ak)K'.
Analogamente, fazemos a demonstracao caso A € M. O

Assim, sendo K um anel comutativo, os K-modulos a direita sao também K-modulos a
esquerda e vice-versa. Neste caso, denominaremos tais médulos simplesmente de K-mébdulos.

Definicao 1.50. Sejam R um anel associativo com identidade, A € Mg, B € gRM e G
um grupo abeliano cuja operacao seja escrita em notacao aditiva. Dizemos que uma fungao
f:Ax B — G éuma funcio R-biaditiva se, dados a,a’ € A,b,b' € B er € R,

i) fla+d,b)= f(a,b)+ f(d,b);
i) fla,b+0) = f(a,b)+ f(a,V);
iii) f(ar,b) = f(a,rb).

Sejam K um anel comutativo, A, B, M K-mddulos. Dizemos que uma funcao f : AXB —
M € uma funcao K-bilinear se f é K-biaditiva e, dados a € A,be B ek e K,

f(ka,b) = f(a, kb) = kf(a,b).

Definicao 1.51. Sejam R um anel associativo com identidade, A € Mg e B € gM. Um
produto tensorial de A por B sobre o anel R é um par ordenado (G,i), onde G é um
grupo abeliano ei: Ax B — G € uma funcao R-biaditiva, sendo esse par solucao do sequinte
problema universal: para cada grupo abeliano H e funcao R-biaditiva f: A x B — H, existe
um dnico homomorfismo de grupos abelianos 6 : G — H tal que 0i = f, isto €, o sequinte
diagrama € comutativo:

Ax B Z—> G
Lo
H

Teorema 1.16 (Unicidade do Produto Tensorial). Sejam R um anel associativo com iden-
tidade, A € Mp e B € RM. Entao, o produto tensorial de A por B sobre o anel R € iinico
a menos de isomorfismo, isto é, se (Gy,11) e (Ga,iz) sao produtos tensoriais de A por B
sobre o anel R, entdao existe um unico isomorfismo de grupos abelianos n : Gy — Gy tal que

T]il = ’ig.
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Demonstracao. Como Gp,Gy sao grupos abelianos e 7,7, sao fungoes R-biaditivas, pela
definicao de produto tensorial, utilizando-se a propriedade universal, temos os seguintes dia-
gramas:

Ax B2 -qy Ax B2 -a,
o| o| 4
G2 G(l

isto €, existem unicos homomorfismos de grupos abelianos 6, : G; — G35 e 05 : G5 — G tais
que Hlil = ig [§] 6’22'2 = il. LOgO, (6'201)2'1 = 92(01i1> = 92’i2 = il, ou seja, 0201 torna o Seguinte
diagrama comutativo:

AXBi1—>G1

“L A

G

Mas, idg, : G — G é também homomorfismo de grupos abelianos que também torna esse
mesmo diagrama comutativo, pois idg, 11 = 71, ou seja:

Ax B2 s@y

7
|

G

Pela unicidade na propriedade universal temos que 620, = idg,. Analogamente ao que foi
feito acima, segue que 610y = idg,. Portanto, 6, : G; — G é isomorfismo de grupos abelianos
com inversa #,. Assim, definindo-se n : G; — G5 por n := 6; concluimos que G; e G5 sao
isomorfos como grupos abelianos, sendo 17 = #; um isomorfismo entre eles, e 7i; = is. O]

Teorema 1.17 (Existéncia do Produto Tensorial). Sejam R um anel associativo com iden-
tidade, A € Mg e B € gpM. Entao, o produto tensorial de A por B sobre R existe.

Demonstracao. Seja V o grupo abeliano livre com base A x B. Definamos T' como o subgrupo
de V' gerado pelos elementos de V' das seguintes trés formas

(a+d',b) — (a,b) — (d',b), (a,b+1b") — (a,b) — (a,b), (ar,b) — (a,rb),

onde a,a’ € Ab)) € B,r € R. Como V é grupo abeliano, segue que 7' <V, logo V/T
é grupo. Além disso, V/T é grupo abeliano pela Proposi¢ao 1.6 (p. 9). Seja w : V —
V/T o homomorfismo de grupos projecao canonica. Como V ¢ gerado por A x B, isto é,
V = (A x B), segue, conforme a Demonstragdo da Proposicao 1.18 (p. 24), que V/T =
(V) =7((Ax B)) = (n(Ax B)) = ({(a,b) + T :a € A,b € B}). Sejai: Ax B — V/T
definida por i(a,b) = (a,b) + T, ou seja, i = 7|axp. Observemos que ¢ é R-biaditiva,
pois, dados a,a’ € A,b,b' € Ber € R, temos que (a + a',b) — (a,b) — (a’,b) € T, logo
(a+d,b)+T = ((a,b)+(a’,b)) + T e, portanto, i(a+a’,b) = i(a,b) +i(a’,b). Analogamente,
mostramos que i(a,b + V') = i(a,b) + i(a, V') e que i(ar,b) = i(a,rb). Vamos mostrar que
(V/T,i) é o produto tensorial de A por B sobre R.
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Para cada grupo abeliano H e funcao R-biaditiva f : A x B — H, precisamos, entao,
demonstrar que existe um tnico homomorfismo de grupos abelianos 6 : V/T — H que faz o
seguinte diagrama comutar:

Ax B—=V/T

£

H

Agora, como V é grupo livre abeliano com base A X B, segue que existe um tnico homo-
morfismo de grupos abelianos 6, : V' — H tal que 610 = f,onde 1 : A x B — V é a funcao
inclusao candnica. Assim, o seguinte diagrama é comutativo:

Ax B+t—=V

| A

H

Observemos que T' C ker(6;), uma vez que f é R-biaditiva. Logo, pelo Lema 1.13 (p. 11), 6,

induz um homorfismo de grupos abelianos 0y : V/T — H tal que 65((a,b)+T) = 6:((a, b)) =
f(a,b). Definamos, entdo, 6 := 0. Dai que 0i = f.

Suponhamos que ¢’ : V/T — H seja um outro homomorfismo de grupos abelianos tal que

0'i = f. Temos que, dadov € V, entdo v = Z Z(ap)(a, 1), onde 2y € Z,V(a,b) € AxB
(a,b)eAxB

e quase todos z(,p) sao nulos. Agora, dado w € V/T, temos que w = v + 7', dai que 0'(w) =

Po+T) =0 Y (@) +T) = > zanflil@h) = 3 zpflab) =

(a,b)eAxB (a,b)eAxB (a,b)eAxB
Z Z(a,p)0i(a,b) = 6( Z Zap)((a,b) + T) = 0(v +T) = 6(w). Portanto, temos que

(a,b)eAxB (a,b)eAxB

0 é tnico.
Desta forma, vemos que (V/T,1i) satisfaz os requisitos da defini¢ao de produto tensorial
de A por B sobre R. Definamos, entdao, A @ B :=V/T. ]

Notagao 1.12. Tendo em vista a unicidade a menos de isomorfismo do produto tensorial
pelo Teorema 1.16 (p. 56), sendo R um anel associativo com identidade, A € Mpr e B €
rM, denotaremos o produto tensorial de A por B sobre o anel R por (A ®g B,i), onde
i:Ax B — A®p B é a mesma da Demonstracao do Teorema 1.17 (p. 57), ou simplesmente
por A ®pr B, deixando ¢ implicita.

Notacao 1.13. Sejam R um anel associativo com identidade, A € Mg e B € gM. Da
demonstracao do Teorema 1.17 (p. 57), sendo i : A x B — V/T, onde V & o grupo livre
abeliano com base A x B e T' & o subgrupo de V gerado pelos elementos de V' das seguintes
trés formas

(a+d',b) — (a,b) — (d',b), (a,b+10b") — (a,b) — (a,b), (ar,b) — (a,rb),

onde a,a’ € A,b,V/ € B,r € R, denotaremos as imagens i(a,b) € V/T por a ® b, onde a € A
e b € B. Desta forma, como V/T = (i(A x B)), segue que V/T = ({a®@b e V/T :ac Abe
B}> Um elemento da forma a ® b, com a € A,b € B, é chamado de tensor puro.

o8



Capitulo 1. Propriedades Basicas de Grupos e Mddulos e Definicoes Preliminares

Definicao 1.52. Sejam R, S aneis associativos com identidade e A um grupo abeliano.
Dizemos que o grupo abeliano A é um (R-S)-bimddulo se A € pRM e A € Mg e se os
produtos de R e de S sobre A obedecem a sequinte relacao, dadosr € R,s € S ea € A:

r(as) = (ra)s.

Em particular, se R = S, diremos que A é um R-bimddulo. Um (R-S)-bimddulo A é
denotado por pAg.

Notacao 1.14. Sejam R, S aneis associativos com identidade. Denotaremos, entao, pMg
como sendo a classe dos (R-S)-bimddulos.

Exemplo 1.7. Sejam K um anel comutativo, A € Mg e B € kM. Pelo Lema 1.39 (p. 55),
segue que A, B € y M.

Teorema 1.18. Sejam R, S aneis associativos com identidade. Se A € Mg e B € gpMg,
entao A Qr B € Mg, onde o produto de S sobre A ®@r B € definido por:

(a®b)s =a® (bs),

para todos a € A,be B eseS.
Semelhantemente, se A € sMpr e B € pRM, entdo A Qr B € M, onde o produto de S
sobre A ®g B € definido por:
s(a®b) = (sa) @b,

para todos a € A,b€e B eseS.

Demonstracao. Consideremos o caso em que A € Mre B € gMg. Sejai: AxB — AQr B
dada por i(a,b) = a® b (i é a fun¢do R-biaditiva da defini¢do de produto tensorial definida
na Demonstracdo do Teorema 1.17 (p. 57)). Para todo s € S fixado, definamos f; : AXx B —
A®p B por fs(a,b) =a® (bs). Observemos que f; ¢ uma fun¢ao R-biaditiva. De fato, dados
a,a’ € A,b,b € Ber € R, temos que

fs(a+d';b) = (a+d)® (bs) =a® (bs) +d @ (bs) = fs(a,b) + fs(da’,b);
fsla,b+b0)=ax ((b+V)s)=a® (bs+1Vs)=a® (bs) +a® (b's) = f,(a,b) + fs(a,b');
fs(ar,b) = (ar) @ (bs) = a® (r(bs)) = a® ((rb)s) = fs(a,rd).

Dai que pela propriedade universal do produto tensorial, temos que, para cada s € S fixado,
existe um tinico homomorfismo de grupos abelianos 0, : A ®gr B — A ®g B tal que 64 = f,,
isto €, o seguinte diagrama é comutativo:

Ax B—"» A®RB

P2

A®grB

Vamos mostrar os seguintes itens:
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i) Dados s1,59 € S, 05,05, = Os,5,;
ii) Dados s1,59 € S, 05,45, = 05, + 0s,;
i) 01, = idag,p5.

Para demonstrar tais igualdades de tais homomorfismos de grupos abelianos de A ® B
em A ®g B, basta que mostremos a igualdade entre os mesmos sobre os geradores do grupo
abeliano A ®g B, que é o conjunto {a ®b € A®g B:a € A,be B}. Sendo assim, fagamos
as demonstragoes de i), ii) e iii).

1) 851982 (CL & b) = 951 ((l ® (bSQ)) =a® ((bSQ)Sl) =a® (b(SQSl)) = 95251 (a’ ® b)

i) O5,45,(a®b) =a® (b(s1+52)) =a® (bsy +bsy) =a® (bsy) +a® (bsy) = b5, (a®b) +
0s,(a® D).
iii) 61,(a®b) =a® (blg) =a®@b=1idag,s(a D).

Definindo-se (a ® b)s := O5(a ® b) = a ® (bs), por i), ii) e iii) e pelo fato de 6, ser
homomorfismo de grupos abelianos, temos o resultado.

O caso em que A € ¢Mpr e B €g M tem demonstracao analoga.

O

Corolario 1.6. Seja K um anel comutativo. Se A e B sao K-mddulos, entao A Qg B é
também um K-mddulo, onde o produto de K sobre o grupo abeliano A @i B € dado por:

k(a ®b) = (ka) @ b = a ® (kb),
para todos a € A,be B ek € K.

Demonstracao. Pelo Exemplo 1.7 (p. 59), temos que A, B € x Mk, logo, pelo Teorema 1.18
(p. 59), concluimos que A ®x B € kM e, para todos a € A,b € B ek € K, o produto de
K sobre A ®g B, por um lado, é dado por

k(a®b) = (ka)®b
e, por outro lado, é dado por
(a®b)k =a® (kb).

Pelo Lema 1.39 (p. 55), temos
(a@b)k=k(a®D).

]

Definicao 1.53. Sejam R um anel associativo com identidade, A € Mg, B € pMg,C €
sM e G um grupo abeliano cuja operacao seja escrita em notacao aditiva. Dizemos que uma
funcao f: Ax BxC — G é uma fungao R-triaditiva se, dados a,a’ € A,b,b' € B,c,d € C
er € R,

i) fla+d,b,c) = f(a,b,c) + f(a',b,¢);
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i) f(a,b+0,c)= f(a,b,c) + f(a,V,c);
ii) fla,b,c+c) = f(a,b,c)+ fla,b,¢);
w) f(ar,b,c) = f(a,rb,c) e f(a,bs,c) = f(a,b,sc).

Sejam K um anel comutativo, A, B,C, M K-mddulos. Dizemos que uma fun¢dao f :
Ax BxC — M € uma funcao K-trilinear se f é K-triaditiva e, dadosa € A,b € B,c € C
eke K,

f(ka,b,c) = f(a, kb, c) = f(a,b, kc) = kf(a,b,c).

Teorema 1.19. Sejam R, S aneis associativos com identidade. Se A € Mg, B € pMg e
C € sM, entao existe um isomorfismo

O : A KRR (l3 XRg (7) — (14 KRR Zg) XRg C
a® (b®c) — (a®b)®c

Demonstracao. (Ver [18, Proposition 2.57 (Associativity), p. 80].) O

Notagao 1.15. Sejam R, S aneis associativos com identidade, A € Mg, B € gpMge C €
sM. O Teorema 1.19 (p. 61), em certo sentido®, mostra a associatividade em produtos
tensoriais. Desta forma, denotaremos A ®r (B ®5 () e (A®g B) ®s C por A®r B®g C,
esquecendo, assim, os parénteses.

Observagao 1.12. Com o raciocinio e a construcao feitos no Teorema 1.19 (p. 61) pode-
mos generalizar a ideia de associatividade em produtos tensoriais. Sendo, entdao, n € Z,,
Ry, ..., R, aneis associativos com identidade e A; € Mpg,, As € g, Mp,,..., Ani1 € g, M,
podemos escrever o seguinte produto tensorial sem os parénteses A;®@p, A2®p, @ ... Qr, Api1-

Aplicagoes do Produto Tensorial

Proposicao 1.39. Sejam G um grupo e G' o grupo comutador de G. Entao, dado i € Z,
existe um unico epimorfismo de grupos abelianos

%i(G)

0:2L(G/G) —» ,
2(G/&) Yit1(G)

dado por

~

0(G'®...®gG") =g, 971 (G),
para todo 1G' @ ... ® g;,G' € RL,G/G'.

i(G :
Demonstra¢ao. Observe que, pelo Lema 1.23 a) (p. 16), temos que T ((C>¥) é grupo abeliano
Yit+1
e, pela Proposicao 1.5 (p. 8), segue que G/G’ é grupo abeliano. Definamos
(G
0:G/C x ... x GG — G
N ~~ d %’+1(G)

i vezes

8De fato, ndo foi mostrado que A®r(B®sC) = (A®rB)®sC, mas sim que A®r(B®sC) = (AQrB)®sC
(como grupos abelianos).
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por
e(glGla R 7giG,) = [gla R 7gi]ryi+1(G>7
para todo ¢1G', ..., q,G' € G/G' x ... x G/G'. Para mostrar que 6 esta bem definida, pro-

vV
i vezes

cedamos por inducgao sobre %.

Caso i = 1, segue que 0 : G/G' — G/G' & definida por 0(g1G') = ¢1G’, para todo
91G' € G/G'. Dai que, dados ¢:G', hiG' € G/G’ tais que ¢;G' = h1G', segue que 0(g;G") =
glG’ = hlG/ = Q(hlG’)

Caso i > 1, dados (¢1G, ..., 5:G"), (a1G, ..., a;G") € g/G' X ... X G/GL tais que

Vv
i vezes

(glG,, ce ,giG,) = (alG', ce ,CLZ‘G,),
temos que ¢;G’ = a;G’ para 1 < j <1, logo gia; 'G' = G, ou seja, existe h € G’ tal que
gi = ha.

Precisamos mostrar que

91,5 9i)7it1(G) = lay, . . ., ai] Vi1 (G),
o que é equivalente a

(9155 9i) € [ar, .-, ailyi (G).

Vamos, entao, mostrar este tltimo fato. Pela hipotese de inducao

[917 e 791—1] € [ab Cee az‘—1]%(G),

logo existe t € v;(G) tal que

[gl, e ,9@—1] = [CLl, e ,ai_l]t.

Agora,
[gla s 792] = [[917 S ’gi—l]u gl] = [[alv st 7ai—1]t7gi]'
Usando o Lema 1.24 b) (p. 17), segue que

lai,...,ai1t,g) = [la1, ... a1, gi] - [laa, - aica], 96, 8] - [t 93] =

= [al, . ,ai,l,gi] . [0,1, Ce ,ai,l,gi,t] . [t,gz] = [CLl, Ce ,ai,l,hai] . [CLl, Ce ,Clz;l,gi,t] . [t, gz]
Assim,
[gla s 791] = [ala s 7a‘iflahai] : [ala s 7ai717gi7t] : [t>gz]7
onde [a’h"'vai—hgiyﬂ?[tagi] € /YH-I(G) Agora> [ala"'aai—lahai] = [[CLl)""a’i—l]ahai]' E7
pelo Lema 1.24 a) (p. 17),

Hab ce ,ai—l],hﬁli] = [ala .- -;ai—laai] : [ah ce a&i—lah] : [ala e 7(%—1,]%@1'],
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onde [ay,...,a;_1,h] € v41(G) pela Proposicao 1.12 (p. 18) e [aq,...,a;_1,h,a;] € vi41(G).
Concluimos, entao, que
g1, 9] = [as, .., ai] B,

onde
B=lal,...,a;i_1,h] - [a1,..., a1, h,a;] - [ar, ... a1, 95, t) - [, 9] € i (G),

ou Seja7 [glu s 7gz] € {alu s 7ai]7i+1(G)-
Vamos mostrar agora que 6 é i-aditiva.
Sejam g1, ..., 91,95, Jj+1,- - - 9i, b € G. Usando o Lema 1.27 (p. 19), temos que

9(917 s 7gj—17gjb7 9j+1,--- 792) = [gla s 7gj—1agjba gj+1,- - - agi]7i+1(G) =

= [91,---, j7179jagj+17~->gngla'--7 j—1,b>gj+1a--->gz‘]%+1(G) =
= 00915, 951,95, Gj+15 - 9)0(91, - -+, Gj—1,0, G541, - -+, Gi).

Agora, pela propriedade universal do produto tensorial para Z-mo6dulos (grupos abelianos)
temos o seguinte diagrama:

G/G' x ... x GG L~ G/C"

i vezes
Gl 0

7i(G)
Yis1(G)

onde p é a funcao i-aditiva da definicao de produto tensorial, ®lz G/G' é o produto tensorial

de 7 copias do grupo abeliano G/G’ sobre Z e 6 é o inico homomorfismo de grupos abelianos
que faz o diagrama comutar, isto é,

Op = 6. (1.17)
7i(G) .
Como, pelo Lema 1.20 (p. 14), Im(0) gera ) como grupo abeliano, usando (1.17) (p.
Yi+1
63), segue que 6 é sobrejetivo. ]

Proposicao 1.40. Sejam N um grupo nilpotente, N' o grupo comutador de N, X um sub-
conjunto de N e : N — N/N' o epimorfismo de grupos projegcao canonica. Entdo, N = (X)
se, e somente se, N/N' = (w(X)).

Demonstra¢ao. Suponhamos que N = (X). Conforme a Demonstra¢ao da Proposicao 1.18

(p. 24), segue que N/N'=7(N) = n({X)) = (7(X)).
Suponhamos agora que N/N’' = (w(X)). Pelo Corolario 1.4 (p. 25), temos que

N = (X)N'. (1.18)

Vamos fazer a demonstracao por inducao sobre a classe de nilpoténcia s € Z, de N, isto é,

’ys(N) 7é le /78+1(N) =1
Caso s = 1, entdo N’ = [N, N] = 1»(N) = 1. Por (1.18) (p. 63) segue que N = (X).
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Caso s > 1, observemos primeiramente que N/v5(N) é nilpotente com classe de nilpotén-

cia s — 1, pois, pelo Lema 1.21 (p. 16), 75(N/75(N)) = 75(N)/75(N) = 1 e 451 (N/75(N)) =
Ys—1(N)/7s(N) # 1, do contrario teriamos

Ys-1(N) = %(N) = [1s1(NV), N] = [75(N), N] = 751 (N) = 1,

que é contradi¢do com a classe de nilpoténcia de N, que é s. Seja 1) : N — N/~s(N) o epimor-
fismo de grupos projecao candnica. Por (1.18) (p. 63) e pelo Lema 1.18 (p. 13), concluimos

que N/7s(N) = $(N) = P((X)N') = ((X)P(N') = (Q(XNYN)" = (X)) (N/7:(N))',

isto &,
N/7s(N) = ((X))(N/75(N))".

E, sendo ¢ : N/v4(N) — o //%<( ))) o epimorfismo de grupos projecao canodnica, pelo

Corolario 1.4 (p. 25), resulta que
N/vs(N)
(N/7s(N))

Dai que, como a classe de nilpoténcia de N/v5(N) é s — 1, pela hipotese de inducdo e por
(1.19) (p. 64), temos que

= {p(¥(X))). (1.19)

N/vs(N) = (¢(X)).
Portanto, pelo Corolario 1.4 (p. 25),

N = (X)3(N). (1.20)

Agora, pela Proposi¢ao 1.39 (p. 61), existe tnico epimorfismo de grupos abelianos 0 -
Q7 N/N" — ~5(N) definido por

O N' @ ... 0 nN') = [ni,... 0,

onde n; € N, com 1 < i < s. Mas, N/N' = (n(X)) = 7((X)) por hipdtese, logo, para
toda classe lateral nN’ € N/N’, existe w € (X) tal que nN' = w(w) = wN’. Dai que,
n;N'" = w;N', onde w; € (X), com 1 < i < s. Assim, dado um tensor puro arbitrario
mN'®...@nsN' em @, N/N', podemos escrevé-lo como wy N'® ... @wsN', onde w; € (X),
com 1 <i < s, o que implica que, dado [ny,...,ns] € 75(IN), como 6 ¢ sobrejetivo, temos que
N1, 0] = 0 N' @ ... @ n,N') = 0w N' @ ... @ wsN') = [wy, ..., w,), onde w; € (X),
1 < s. Observe que [wy,...,ws] € (X). Visto que, pelo Lema 1.20 (p. 14),

({{n1,...,ns] € N :ny,...,ng € N}), segue que 75(N) = ({[wy,...,w;] € (X) :
wy,...,ws € (X)}), ou seja, 75(N) C (X). Agora, por (1.20) (p. 64), N = (X)v(N),
concluimos, entao, que N = (X). O]

oty

Observacao 1.13. Sejam C' um grupo, N <1 C' e a sequéncia de grupos
1 N/N' <& /N 5 o/N =1,

onde ¢ é o homomorfismo de grupos inclusao canoénica e a funcao p : C/N' — C/N esta
definida como
p(cN') = ¢N,
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para toda classe lateral cN' € C'/N’. Observe que p esta bem definida, pois N’ C N, e p é um
epimorfismo de grupos tal que ker(p) = N/N' pela Proposi¢ao 1.7 (p. 9). Segue assim que
tal sequéncia é exata curta. Além disso, como N/N’ & grupo abeliano, pela Proposicao 1.38
(p. 54), temos que o grupo C'/N age a direita sobre o grupo abeliano N/N' via conjugagao
a direita por elementos do grupo C'/N’, isto &,

(nN)N := (cN")"*(nN")(cN"), onde cN = p(cN'), (1.21)

para toda classe lateral nN’ € N/N' e para toda classe lateral cN € C/N, onde cN' € C'/N’,
0 que equivale a dizer também, pela Proposic¢ao 1.33 (p. 47), que N/N’ é um Z(C'/N)-médulo
a direita via conjugagio a direita por elementos de C'/N’ (onde a operacao + do Z(C/N)-
modulo a direita N/N' é a restri¢cdo da operacao - do grupo C'/N’ sobre o subgrupo abeliano
N/N'). Nao faremos distingao entre a notagao da acgao a direita de C'/N sobre o
grupo abeliano N/N’ e a notacdo do produto de Z(C/N) sobre o grupo abeliano
N/N'.

Proposicao 1.41. [14, Lemma 3.8, p. 143] Sejam C um grupo e N < C' tais que N é um
subgrupo nilpotente e C'/N seja um grupo abeliano-por-finito finitamente gerado. Entao, C' é
grupo finitamente gerado se, e somente se, N/N' € finitamente gerado como Z(C /N )-mddulo
a direita via conjugacdo & direita por elementos de C/N' (como na Observagao 1.13 (p. 64)).

Demonstra¢ao. Suponhamos que C' seja um grupo finitamente gerado. Logo, C'//N' também
é grupo finitamente gerado, pela Proposi¢ao 1.18 (p. 24). Como C'/N é grupo abeliano-por-
finito, existe H/N < C'/N tal que H/N é grupo abeliano e (C/N)/(H/N) é grupo finito.
Além disso, pelo Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos), H < C' e,
pelo Teorema 1.3 (p. 3) (3° Teorema de Isomorfismo para Grupos), (C/N)/(H/N) = C/H,
donde C'/H & também grupo finito.

Como (C/N)/(H/N) é grupo finito, temos que (C/N)/(H/N) é grupo finitamente apre-
sentével pela Proposi¢ao 1.29 (p. 37). Agora, como C'/N é grupo finitamente gerado e

[C/N - H/N] = [(C/N)/(H/N)| < oo,

segue, pela Proposi¢do 1.27 (p. 36), que H/N é grupo finitamente gerado. E, como H/N

é grupo abeliano, concluimos, pela Proposi¢ao 1.30 (p. 42), que H/N é grupo finitamente

apresentavel. Portanto, pelo Teorema 1.11 (p. 37), C'//N é grupo finitamente apresentavel.
Desta forma, temos epimorfismo de grupos p : C/N' — C'/N definido por

p(cN') = ¢N,

para toda classe lateral ¢N' € C/N’, onde C'/N' é grupo finitamente gerado e C'//N é

grupo finitamente apresentével. Segue da Proposigao 1.31 (p. 42) que existem s € Z, e
mN'...ngN" € N/N' tais que

N/N' = ker(p) = ((nyN)/N', ... (naN)EN'Y. (1.22)
Assim, dado nN’ € N/N', por (1.22) (p. 65), podemos escrever

T

nV' = T ()7 0, N ()

=1
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onde r € Zy,i; € {1,...,s},7N' € C/N' e e; € {—1,0,1}, logo, por (1.21) (p. 65),

nN' = ﬁ((nij]\]’)vjN)aj, (1.23)

j=1

Até entao, estamos vendo N/N’ como grupo abeliano sobre o qual age & direita o grupo C'/N.
Pela Proposi¢ao 1.33 (p. 47), podemos enxergar N/N' como Z(C/N)-médulo a direita e dai
que, por (1.23) (p. 66), usando notacao para modulos conforme Observagao 1.13 (p. 64),

.
- Z 5j(nz-jN')”’jN
j=1

Como nN’' € N/N’ foi tomado arbitrario, segue que N/N’ é finitamente gerado como
Z(C/N)-modulo & direita via conjugacao a direita pelos elementos nyN', ..., n,N' € C/N'.
O que garante uma das afirmagoes da Proposicao.

Suponhamos agora que N/N’ seja finitamente gerado como Z(C'/N)-modulo & direita via
conjugacao a direita por elementos de C'/N’. Logo, existe um subconjunto

Y ={mN',...,n,N'} C N/N'
tal que
N/N'={> (ny,N')% :r € Zy,i; € {1,...,5} e z; € Z(C/N)}, (1.24)
=1

onde A
> @l
YNeC/N

com xiN € Z, para toda classe lateral YN € C'/N. Dai que pela Proposicao 1.33 (p. 47),
considerando N/N’ como grupo abeliano sob a¢ao a direita do grupo C'/N, temos que

N/N’_{H [T (e, NNy Wor ey e {l,.. . sy ealy € Z). (1.25)

j=1yNeC/N

Usando (1.21) (p. 65) esendo p: C/N" — C/N tal que p(cN') = cN, para toda classe lateral
c¢N" € C/N’, obtemos que

NN =T T (ON) i, NYONDY) s r € Zo i € {1, sh e a? y, € Z}, (1.26)

j=1~yN’eD;

onde D; é o conjunto formado pela escolha da pré-imagem YN’ € C/N’ de p para cada
vN € C/N e xiN, = xf/N. E como a conjugacao a direita por elementos de C/N’ sobre
N/N' é uma agao a direita de C'/N' sobre N/N’, pela Proposi¢ao 1.33 (p. 47) e por (1.26) (p.
66), segue, respectivamente, que N/N’ é também Z(C/N')-modulo & direita via conjugacdo
a direita e

N/N'_{Z S al g NN r € Zy i€ {1, s} ealy € Z}.

j=1~yN'eD;
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Portanto, N/N' é finitamente gerado como Z(C/N')-modulo & direita via conjugagao a di-
reita.
Agora, como C'/N & grupo finitamente gerado, existem m € Z, e ¢;N,...,¢,, N € C/N
tais que
C/N = (¢1N,...,c,N).

Definamos o grupo
B :={ci,...,cm) CC.

Seja
X = {n ... nfL

S

Temos que X C N, pois N < C. Sejam também ¢ : C — C/N' e : N - N/N' os
epimorfismos de grupos projecoes canonicas. Observemos que

Y]y = 7. (1.27)

Definamos o grupo
B:={c/N',...,cpN').

Seja _ _
X = {(n:N")%, ... (nsN)P}.

Temos que X C N/N’, pois N/N' <t C/N' pelo Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspon-
déncia para Grupos). Dai que temos a seguinte continéncia de grupos

(X) C N/N'.

Recordemos que p : C/N' — C/N tal que p(cN') = ¢N, para toda classe lateral cN' €
C/N'. Temos que
p(B) = C/N, (1.28)

pois
p(B) = p({ciN',...,eN")) = (p(eiN), ..., p(cuN")) = (1N, ..., e N) = C/N.
Dai que obtemos a continéncia de grupos a seguir

N/N' C (X).

De fato, dado nN’ € N/N', por (1.25) (p. 66), temos que nN' = H H (g, N' )N )™
Jj=1yNeC/N

com r € Zy,i; € {1,...,s} e foN € Z. Usando (1.28) (p. 67), para cada YN € C/N,

escolhamos bN’ € B tal que p(bN') = yN e definamos D, como sendo o conjunto de tais

elementos b/N' escolhidos. Dai que,

H H TLZJN/ bN’)) bN/

Jj=1bN'€D>
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com bN' € B e aiy, := a7 . Segue, por (1.21) (p. 65), que
aN' =TT TT (6N (ni, N')BN')) B,
j=1bN’€D>
Como bN’ € B, para todo bN’ € D,, segue que nN’ € (X). Concluimos que
N/N' = (X). (1.29)

Agora,

7(X) 2 (X)) =v({nl,...,nl}) = {b®7), ..., v(n])} =

= {$(B'mB), ... . ¥(B"'n,B)} = {$(B) (n)u(B)....,0(B) W (n)i(B)} £
WB 7(n)B,....,B 'wn)B} = {(mN)E,..., (n,N)F} = X,

onde em (%) usamos (1.27) (p. 67). Assim, X = 7(X). Como N/N’ = (X) = (r(X)), usando
a Proposicao 1.40 (p. 63), concluimos que

N = (X). (1.30)
Do fato de que C/N = (¢1N, ..., ¢, N), temos que C' = {(c1,...,Cn, N) pelo Lema 1.31 (p.
25). Resulta, assim, de (1.30) (p. 68) e como B = (cy,...,cpn), que

C={c1,...,cm, X) = (cl,...,cm,nlB,...,nsB> = (Cly- ey Cimy MYy e oy M)

Portanto, C' é finitamente gerado. O]

Observagao 1.14. Seja G um grupo abeliano e I um grupo agindo a direita sobre GG. Temos,
entao, acdo a direita de F sobre ), G dada por

(Zgj1®...®gji)f ::ngl®...®g£,
j=1 j=1

para todos f € F,g;, € G,com 1 <j<nel<k<i onden e Z,. Usando a Proposi¢ao
1.15 (p. 22), é imediato mostrar que de fato a equacdo acima define uma acdo. Tal agdo
é denominada acao diagonal a direita de F' sobre ®1Z G. Dizemos, entao, que F' age
diagonalmente a direita sobre ®zz G.

1.2.4 Aneis e M6dulos Noetherianos

Nesta Subsecao R denotard um anel associativo com identidade nao necessariamente
comutativo e, dado n € Z,, R[Xy,...,X,] denotard o anel de polindmios no qual as in-
cognitas Xy, ..., X, comutam entre si e com todo elemento de R (no caso em que n = 1,
denotaremos X; por X, isto é, denotaremos R[X;| por R[X]).

Todas as definicoes e resultados desta Subsecao envolvendo modulos a direita podem ser
feitas e obtidos, respectivamente, para modulos a esquerda de forma analoga.
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Definicao 1.54. Seja X um conjunto. Uma relagao de ordem parcial em X ¢é uma
relacao em X, denotada por X, que satisfaz, para todos x,y,z € X, as sequintes propriedades:

i) © 2 x (isto €, = € reflexiva);
i) sex Xy ey =<z, entao x =y (isto €, <X € antissimétrica);

iii) sex Xy ey =Xz, entdo x X z (isto é, X € transitiva).

Quando X € munido de uma tal relacao, dizemos que X € um conjunto parcialmente
ordenado.

Definicao 1.55. Seja X um conjunto parcialmente ordenado munido de uma relacao <.
Dizemos que xo € X € um elemento mazximal em X se nao existe x € X tal que g <X x
e xg # x. E dizemos que xo € X é um elemento minimal em X se nao eriste v € X tal
que T =X T € Tg # .

Definicao 1.56. Seja X um conjunto parcialmente ordenado munido de uma relacao <.
Dizemos que uma sequéncia (Iz’)iez+ em X € uma cadeia ascendente em X se x; < 19 <

. e é uma cadeia descendente em X se v > 19 > ...0.

Definicao 1.57. Seja X um conjunto parcialmente ordenado munido de uma relacdo <.
Dizemos que uma cadeia ascendente ou descendente (xi)i€Z+ em X € estactondria se eziste
n € Z, tal que r, = Tpi1 = . ...

Proposicao 1.42. Seja X' um conjunto parcialmente ordenado munido de uma relacao <.
Sao equivalentes as sequintes condicoes:

i) Toda cadeia ascendente (descendente) (z;)icz, em X € estaciondria;

ii) Todo subconjunto ndo-vazio de X tem elemento mazimal (minimal).

Demonstragao. Vamos mostrar que 4) implica i) por contrapositiva. Suponhamos que exista
um subconjunto Y C X tal que ) # ) e Y ndo possui elemento maximal (minimal). Tomemos
y1 € Y. Como Y ndo possui elemento maximal (minimal), existe y, € Y tal que y; = ys
(y1 = y2) e Y1 # Y2, mas Yy, também nao é elemento maximal (minimal) de Y, logo existe
ys € Y tal que y1 < y2 < ys (11 = Y2 = y3) e y3 # y2. Procedendo desta forma, obtemos
uma cadeia ascendente (descendente) (y;);cz, em Y, com y; # yi11, isto €, ndo estacionaria.
Como tal cadeia ascendente (descendente) também é uma cadeia ascendente (descendente)
em X, obtemos a negacdo da afirmacao i).

Vamos mostrar agora que i) implica 7). Seja (z;);ez, uma cadeia ascendente (descen-
dente) em X e consideremos Y = {z1,x9,...} C X. Logo, supondo ii), temos que ) possui
elemento maximal (minimal) z,, € ), para algum n € Z,, dai que z,, = x,.1 = ..., ou seja,
a cadeia ascendente (descendente) (z;);cz, € estacionaria. O

Definicao 1.58. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita e X o conjunto de R-submaddulos
de A parcialmente ordenado munido da relacio C. Dizemos que A € noetheriano se X sa-
tisfizer uma (portanto as duas) condi¢oes da Proposicao 1.42 (p. 69) e dizemos que A é
artiniano se X satisfizer uma (portanto as duas) condigdes entre parénteses da Proposi¢cao

1.42 (p. 69).

9Dados z,y € X, usaremos a notacdo = = y para indicar que y = .
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Definigao 1.59. Seja R um anel. R é dito anel noetheriano a direita (artiniano a
direita) se R visto como R-mddulo & direita é noetheriano (artiniano).

Observacao 1.15. Sejam R um anel, X o conjunto de R-submoédulos de R (onde R é visto
como R-moédulo a direita) parcialmente ordenado munido da relagao C e X’ o conjunto dos
ideais a direita de R parcialmente ordenado munido da relacao C. Notemos que [ C R ¢é
ideal & direita de R se, e somente se, I é R-submodulo de R (onde R é visto como R-mddulo
a direita), ou seja, X = X’. Sendo assim, pela Defini¢ao 1.59 (p. 70), temos que R é dito
anel noetheriano & direita se X’ satisfizer uma (portanto as duas) condi¢oes da Proposicao
1.42 (p. 69) e dizemos que R ¢ artiniano & direita se X’ satisfizer uma (portanto as duas)
condigbes entre parénteses da Proposi¢ao 1.42 (p. 69).

Lema 1.40. Sejam R um anel, I um conjunto de indices e {B; : i € I} uma familia de
R-maodulos a direita. Temos que ﬂ B; ¢ R-submddulo de B;,Vi € 1.

iel

Demonstracao. Sejam by, by € mBZ- e r € R. Temos, entao, que b,by € B;,Vi € I. Como
iel
B; ¢ R-modulo a direita, Vi € I, segue que byr — by € B;, Vi € I, logo byr — by € ﬂ B;. O
iel
Definigao 1.60. Sejam R um anel, I um conjunto de indices, A um R-mddulo & direita, X
um subconjunto de A e {B; :i € I} a familia de todos os R-submddulos de A que contém X.
Defintmos o R-submodulo de A gerado por X por ﬂBi. Denotamos tal R-submaodulo

i€l
por ZxR, ou (X).

zeX

Proposicao 1.43. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita e X um subconjunto de A.

a) Se X =1, entao ZxR: 0.

rzeX
b) Se X #0, entao ZxR: {szm i € Rox; € X}.
zeX finita
Demonstragao. (Ver |17, Theorem 2.1, p. 25].) O

Definigao 1.61. Sejam R um anel e A um R-mddulo a direita. Dizemos que A é um R-
mddulo & direita finitamente gerado se existe um subconjunto finito X = {xq,...,x,}
de A, onden € Z,, tal que

A=x1R+ ...+ z,R.

Poderemos também utilizar a notacao

ao invés de <{x1, . ,xn}>.
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Proposicao 1.44. Sejam R um anel, A, B R-mddulos o direita e ¢ : A — B um ho-
momorfismo de R-modulos & direita. Se A é um R-mddulo o direita finitamente gerado
com A = 1R+ ...+ z,R, entio ¢(A) é um R-mddulo & direita finitamente gerado com
o(A) = p(x))R + ... + o(z,)R. Em particular, se B é um R-submddulo de A e A é R-
mddulo & direita finitamente gerado com A = x1R+ ...+ x,R, entdo A/B é um R-mddulo
a direita finitamente gerado com A/B = (x1+ B)R+ ...+ (x, + B)R.

Demonstracao. Como A é R-modulo & direita finitamente gerado, existem n € Z, e x4, ...,
z, € Atais que A = 1R+ ...+ z,R. Seja z € p(A), temos que z = p(z), com z € A.

Pela Proposicao 1.43 b) (p. 70), segue que x = inri, onde r; € R, logo z = ¢(x) =
i=1

ga(z xir) = ng(xi)ri € o(x1))R+ ...+ ¢(x,)R. Como z € p(A) foi tomado arbitrario,
i=1 i=1
segue que p(A) = @(x1)R + ... + o(z,)R, isto é, p(A) é R-mddulo & direita finitamente
gerado.

Se B é um R-submodulo de A e A é R-modulo & direita finitamente gerado, basta aplicar
o resultado acima para o epimorfismo de R-modulos & direita projecao canonica. O

Lema 1.41. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita, B um R-submddulo de A e X um
subconjunto de A. Se A/B= ({x+B € A/B:z € X}), entio A= (X UB).

Demonstragao. Seja p: A — A/B o epimorfismo de R-mo6dulos a direita projecao canonica.
Dado a € A, pela Proposicao 1.43 b) (p. 70), temos que p(a) = Z(x + B)ry, comr, € Re

finita
z € X, logo p(a) = (Z xr,)+B. Por outro lado, p(a) = a+B. Assim, a+B = (Z xry)+DB,
finita finita
isto é, a = by + Z xr,, para algum by € B e, portanto, a € (X U B). Como a € A foi
finita
tomado arbitrario, segue que A = (X U B). ]

Proposicao 1.45. Sejam R um anel e A um R-mddulo o direita. A é R-mddulo & direita
noetheriano se, e somente se, todo R-submaddulo de A é finitamente gerado.

Demonstracao. Suponhamos que A seja R-modulo a direita noetheriano. Seja B um R-
submoédulo de A arbitrario e seja X o conjunto de todos os R-submodulos de B finitamente
gerados. Observemos que X # (), pois o R-submodulo 0 pertence a X'. Como A é noetheriano,
segue que X possui elemento maximal By € X. Suponhamos que B # By. Logo, existe b € B
tal que b ¢ By. Consideremos, entdo, o R-submodulo By + bR. Segue que By ; By + bR
e By + bR é finitamente gerado, o que é contradicdo com a maximalidade de By. Assim,
concluimos que B = By e, portanto, B ¢ R-submoédulo finitamente gerado.

Suponhamos agora que todo R-submodulo de A seja finitamente gerado. Seja By C By C

... uma cadeia ascendente de R-submoddulos de A. Definamos B := U B;. Temos, entao, que
i=1

B é R-submodulo de A, portanto finitamente gerado. Sejam x4, ..., x, os geradores de B,

onde s € Z,,ouseja, B =x1R+...+z,R. Logo, existen € Z, tal que x4, ...,2, € B,. Como

T1,...,%Ts geram Bj, com j € Z; e j > n+ 1, segue que B,, = B,41 = .... Assim, a cadeia

ascendente (B;);cz, € estaciondria e, portanto, A é R-mo6dulo & direita noetheriano. O]
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Proposicao 1.46. Sejam R um anel e A um R-mddulo a direita finitamente gerado. Se R
¢ anel noetheriano a direita, entdo A € R-mddulo a direita noetheriano.

Demonstracao. Seja B um R-submodulo arbitrario de A e, como A é R-moédulo a direita
finitamente gerado, suponhamos que A = 1R+ ...+ z,R, onde n € Z, e x; € A, com
1 <4 < n. Vamos mostrar que B é R-submo6dulo de A finitamente gerado usando indugao
sobre n € Z,, isto é, sobre o numero de geradores de A. Assim, pela Proposicdo 1.45 (p. 71)
teremos que A é R-modulo & direita noetheriano.

Para o caso n = 1, temos que A = ;1 R. Considerando R como R-moédulo a direita, segue
que ¢ : R — A definida por ¢(r) = xy7 é epimorfismo de R-modulos & direita. Como B
¢ R-submodulo de A, temos que ¢~ 1(B) é R-submodulo de R. Visto que R ¢ R-modulo a
direita noetheriano, pela Proposigao 1.45 (p. 71), concluimos que ¢~*(B) é R-submodulo de
R finitamente gerado, isto ¢, o~ '(B) = R+...+r,R,ondes € Z, er; € R,com 1 <i < s.
Portanto, usando a Proposi¢ao 1.44 (p. 71), B = ¢(¢ ' (B)) = ¢(r1)R+ ...+ ¢(rs)R, ou
seja, B é R-submoédulo de A finitamente gerado.

Para o cason > 1, sejap: A - A/x1 R o homomorfismo de R-mddulos a direita projecao
canonica. Como A =z1R+ ...+ z, R, usando a Proposi¢ao 1.44 (p. 71), segue que

A/riR = (ra+ x1R) R+ ...+ (x, + 71 R)R,

isto &, A/x1R é R-modulo & direita finitamente gerado com n — 1 geradores. Pela hipotese
de indugao, concluimos que p(B) é R-submodulo de p(A) = A/zR finitamente gerado.
Suponhamos, entao, que p(B) = (y1 + 21 R)R+. ..+ (ys+x1R)R, onde s € Z, e y; € B, com
1 < j <s. Por outro lado, como z1 R é R-submo6dulo de A com apenas um gerador (1 € A),
novamente pela hipétese de inducao, temos que B N xR, que é R-submoédulo de xR, é
também finitamente gerado, ou seja, BNxR=21R+...+ 2R, ondet € Z, e z, € BNx R,
com 1 < k <t. Vamos mostrar, entao, que B=y R+ ... +ysR+ 2R+ ... + zR.

Dado b € B, temos que b+ z1R = p(b) = Z(yj +21R)r;, onde r; € R. Logo, b+ 2R =

J=1

(Z y;rj)+x1 R, isto é, b—Zyj'rj € BNz R. Agora, como BNz R = z1R+...+ 2z R, segue

Jj=1 J=1

s t s t
que b—z YT = Z 218k, onde s € R, e, portanto, b = (Z yri) + (Z zks). Como b € B
j=1 J=1

= k=1 = k=1
foi tomado arbitrario, concluimos que B =y R+ ... +ysR+ 2R+ ...+ 2R e, portanto, B
é R-submodulo de A finitamente gerado. [

Proposicao 1.47. Sejam R um anel noetheriano a direita, A um R-mddulo o direita e B
um R-submddulo de A. A é R-mddulo a direita finitamente gerado se, e somente se, B e
A/B sio R-mddulos a direita finitamente gerados.

Demonstracao. Suponhamos que A seja R-moédulo & direita finitamente gerado. Entao, pela
Proposicao 1.44 (p. 71), A/B ¢ R-modulo a direita finitamente gerado.

Agora, como A ¢ R-mo6dulo a direita finitamente gerado e R é anel noetheriano a di-
reita, pela Proposicao 1.46 (p. 72), temos que A é R-modulo a direita noetheriano e, pela
Proposigao 1.45 (p. 71), segue que B é R-modulo a direita finitamente gerado.
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Suponhamos agora que B e A/B sdo R-modulos a direita finitamente gerados. Entao,
pelo Lema 1.41 (p. 71), concluimos que A é R-moédulo a direita finitamente gerado. ]

Observacao 1.16. Observemos que na Proposicdo 1.47 (p. 72) a hipdtese de que R é
noetheriano a direita foi utilizada apenas para mostrar que B é R-submo6dulo de A finitamente
gerado, quando A ¢ um R-mo6dulo a direita finitamente gerado.

Notagao 1.16. Sejam R um anel e / um ideal a direita de R. Denotaremos
I=(z1,....,2p) =R+ ...+ 2, R

no caso em que [ ¢ ideal a direita de R gerado por x1,...,x, € I, onde n € Z,..

Lema 1.42. Seja R um anel. Entao, R € noetheriano a direita se, e somente se, para toda

n
sequéncia (x;)jez, em R, eristem n € Zy ery, ..., 1, € R lais que xpqq = E ;.
j=1

Demonstragdo. Suponhamos que R seja noetheriano a direita. Seja (z;);cz, uma sequéncia

em R. Definamos, Vn € Z., ideais a direita I,, :== (z1,...,z,), isto &, I,, é ideal a direita de R
gerado por @1, ...,x, € I,. Segueque [; C I, C ..., ouseja, (;);cz, ¢ uma cadeia ascendente
de ideais a direita de R, e como R é noetheriano a direita, temos que tal cadeia ascendente é
estacionaria, logo existe n € Z, tal que I, = I, = ..., portanto x,11 € I,4+1 = I, e, assim,
n
existem r1,...,r, € R tais que z,,1 = E x;r;.
j=1

Demonstremos a afirmagao reciproca por contrapositiva. Suponhamos agora que R nao
seja noetheriano a direita. Logo, existe cadeia ascendente (/;);cz, de ideais a direita de R
nao-estacionaria, isto ¢, I G Iy & .... Agora, Vn € Z,, tomemos 41 € I,41 tal que

n

Tpi1 ¢ I, ou seja, (z;)ecz, € uma sequéncia em R tal que x,41 # E x;r;j, para todo r; € R,
j=1
do contrério x,41 € I, contradizendo a construcdo da sequéncia (x;);ez, - O

Teorema 1.20 (Teorema da Base de Hilbert). Seja R um anel. Se R é noetheriano a direita,
entdo R[X] é anel noetheriano & direita (Aqui R[X] denota o anel de polinémios no qual a
incognita X comuta com todo elemento de R).

Demonstracao. Pela Observagao 1.15 (p. 70) e pela Proposicao 1.45 (p. 71) basta mostrarmos
que todo ideal & direita de R[X] é finitamente gerado. Facamos a demonstracio por absurdo.
Sendo assim, suponhamos que exista [ ideal a direita de R[X| que nao seja finitamente gerado.
Notemos que, como [ nao ¢ finitamente gerado, I # (0) (ideal a direita trivial). Seja p; € I
tal que grau(p;) seja minimo. Definamos, entao, p,+1 € [ — (p1,...,p,) tal que grau(p,i1)
seja minimo. Observemos que, Vn € Z,, podemos tomar um tal p,.1 € I — (p1,...,pn), uma
vez que I — (p1,...,pn) # 0,¥n € Z,, do contrario I = (p1,...,pn), para algum m € Z, e,
portanto, I seria finitamente gerado. Reparemos que

grau(py) < grau(ps) < ....

Seja al € R o coeficiente lider de p, € I (isto &, o coeficiente que faz parte do mon6émio

que da o grau de p,). Temos, entdo, a sequéncia (ajl-)jez+ em R. Como R é noetheriano a

73



1.2. Propriedades Bésicas de Modulos e Defini¢oes Preliminares

direita por hipotese e pelo Lema 1.42 (p. 73), segue que existem s € Z, e ry,...,rs € R tais

que al,, = g ajr;, isto é,

j=1

ariq — Za}rj = 0. (1.31)

j=1
Definamos i
pim pot — 3 pyryatr e -aranies),
j=1

Claramente, temos que p € [ e também que p & (py, ..., ps), do contrario, pela definigao de p,
terfamos que psy1 € (p1,...,ps), contradizendo a construcao da sequéncia (p;) ez, em R[z].

Dai que p € I — (p1,...,ps). Agora, grau(p) < grau(psi1), o que contradiz novamente a
construcao da sequéncia (p;) ez, em R[X]. Vamos mostrar que de fato grau(p) < grau(psi1).

. . n;j+1 ~
Se p; = aja™ +ajr™ ' + ... +a;’", onde grau(p;) = nj, entao

S
D= Pt — ) pyratt T =
j=1
S
(ab g™t + a2 2™ afoH) - Z(a}x”i + a?x"f_l +...+ a?ﬁl)rjx”s“_”j =
j=1
S

1 Ns+1 2 n+1—1 ns+1+1 _ 1 Ng41 2 TL+1—1 nj‘"1 Ng4+1—N; —
(ag ™t +ag, a™ +...+a ) (ajz"™+ +ajz™ +oFa T ) =

j=1

S
1 Ns41 2 ngt1—1 nsy1+1 . 1 pMs+1)
(g @™t +ag 2™+ a ) ) = (Qagra™tt)
7j=1

_ nj+1 s (1.31)
E (a?x"s+1 Ly 4+ a;’ e "y =

2 nsy1—1 Ns+1+1 2, nsy1—1 i+l nep1—njy,. .
(a; 2™ +.otagy ) = ) (aja™ + o tay T )

Assim,

grau(p) < sy — 1 = grau(psi1) — 1 < grau(psir),
logo grau(p) < grau(ps+1). Como obtemos tal contradicdo, concluimos que todo ideal a
direita de R[X] ¢é finitamente gerado. O

Corolario 1.7. Seja R um anel. Se R é noetheriano a direita, entao, dado n € Z.,
R[Xy,...,X,] € anel noetheriano & direita (Aqui R[X, ..., X,]| denota o anel de polindmios
no qual as incégnitas Xy, ..., X, comutam entre si e com todo elemento de R).

Demonstracao. Observando que por definicao
R[Xy, ..., Xp] = (R[Xy, .. X)) [ X0

com R[Xy,...,X,_1] := Rsen = 1, o resultado segue por indugao utilizando para o caso
n =1, isto ¢, para R[X] o Teorema 1.20 (p. 73). O
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1.2.5 Anel de Fracao e Localizacao

Nesta Subsecao K denotard um anel associativo comutativo com identidade e, dado
n € Zy, K[Xy,...,X,] denotard o anel comutativo de polindomios no qual as incognitas

Xy, ..., X, comutam entre si e com todo elemento de K (no caso em que n = 1, denotaremos
Xj por X, isto é, denotaremos K|[X;] por K[X]).

Observemos que, sendo K um anel comutativo, entao os ideais a direita de K e os ideais
a esquerda de K coincidem, dai que, pela Observagao 1.15 (p. 70), temos que K é um anel
noetheriano a direita se, e somente se, K é um anel noetheriano a esquerda. Assim, caso K
possua uma dessas propriedades (e, portanto, possua as duas) dizemos simplesmente que K
¢ um anel noetheriano.

Definicao 1.62. Seja K um anel comutativo. Um conjunto multiplicativo S C K é um
conjunto tal que 1 € S, 0 ¢ S e que € fechado em relagio & multiplicacao de K, ou seja,
Vs1, 89 € S, 8180 € S. Dito de outra forma, S C K é um mondide nao contendo o elemento
0e K.

Definicao 1.63. Sejam K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo. Defi-
namos a sequinte relacao ~ em K x S':

(x1,81) ~ (29, 82) < Tt € S tal que (x159 — x281)t = 0.

Lema 1.43. Sejam K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo. A relagao
~ em K x S dada na Definicio 1.63 (p. 75) é uma relagio de equivaléncia.

Demonstracio. E facil ver que ~ é reflexiva e simétrica. Para mostrarmos que ~ é transitiva,
sejam (z1, 81), (T2, $2), (z3, 53) € K X S tais que (1, 51) ~ (22, 82) e (2, 89) ~ (23, s3). Entdo,
existem t1,ty € S tais que (x189 — x981)t; = 0 e (w983 — w387)ts = 0, dai que desta tltima
equagéo ZEQSth = $382t2. Agora, (Ilsg — $281)t1t283 = O, lOgO $182t1t283 — IEQSltlthg = 07
substituindo temos que x18at1tass — T3Satas1t; = 0, isto &, (r153 — x351)Sat1ty = 0, como S é
fechado pela multiplicdo de K, temos que sotity € S e, portanto, (x1,s1) ~ (x3, S3). ]

Notacao 1.17. Sendo K, S e ~ como acima, denotaremos o conjunto das classes de equiva-
léncia com relagdo a ~ por ST'K e, dado (z,s) € K x S, denotaremos a classe de equivaléncia
de (z,s) por x/s.

Teorema 1.21. Sejam K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo. Te-
mos que ST'K € um anel associativo comutativo com identidade, onde, dadas as classes de
equivaléncia x1/51,22/s2 € STK, a soma (denotada por +) ¢ definida por x1/sy + xo/s9 1=
(2182 +1x981) /8182 e a multiplicagao (denotada por -) € definida por x1/s1-x9/S9 = x129/515.

ST K munido de tais operacgoes é denominado anel de fracoes de K com respeito a

S.

Demonstracao. Vamos mostrar que as operacoes + e - estao bem definidas.
Sejam x1/s1,2/s2,y1/t1, y2/ta € ST'K tais que x1/s1 = y1/t1 e 13/5y = y2/ts. Entdo,
existem u,v € S tais que

(x1t; —y1s1)u =0 e (xaty — y2s2)v = 0. (1.32)
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Temos, entdo, por (1.32) que (z1t; — y151)uvtase = 0 e (zaty — yase)vuty sy = 0, logo (1t —
Y151)uvtaSs + (Tats — yasz)vutyisy = 0, o que implica que (x1t1taSy — y181taS2)uv + (Tatat sy —
Yasot181)uv = 0, resultando que [(z182 + x281)t1ts — (y1ta + yot1)S182Juv = 0. Como S é
conjunto multiplicativo, segue que uv € S e, portanto, (x182+281)/8152 = (y1ta+yot1)/t1ta,
isto é, x1/s1 + x2/s9 = y1/t1 + y2/t2. Por outro lado, por (1.32) temos também que (xt; —
Y151)uvaty = 0 e (xoty — yYoso)vuyrs1 = 0, logo (1t — y151)uvats + (raty — yaso)vuyy sy = 0,
0 que acarreta que (z1Zatile — Y1S1Taty + Toloy1S1 — Y1y2s189)uv = 0, isto é, (xixetity +
y1y2§132)uv = 0, portanto, x1xo/8182 = Y1y /t1ts €, assim, x1/s1 - xa/So = y1/t1 - Y2 /ta.

E facil ver que + e - satisfazem os axiomas necessario para tornar S~'K um anel associ-
ativo comutativo com identidade.

Notemos que 0/1 € ST'K é o elemento neutro aditivo de S™'K, onde 0/1 = 0/s,Vs € S,
e 1/1 € ST'K ¢ o elemento identidade de S™'K, onde 1/1 = s/s,Vs € S. O

Proposicao 1.48. Sejam K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo.
Entao, ) : K — S7'K definida por \(z) = x/1,Vx € K, é homomorfismo de aneis e \(s) é
invertivel em ST'K,Vs € S.

Denominamos A de homomorfismo de localizagao.

Demonstragdo. Temos que A(1) = 1/1, que ¢ a identidade em S™'K. Além disso, dados
x1, T2 € K, Mx1 +22) = (1 + 22)/1 = 21 /1 + 29/1 = A1) + Mx2) e AMx122) = 2122/1 =
x1/1-x9/1 = Xz1)A\(x2). Logo, A é homomorfismo de aneis.

Agora, dado s € S, A(s) = s/1. Mas, s/1-1/s = s/s = 1/1, isto &, A(s) é invertivel em
STIK. [

Proposicao 1.49. Sejam K anel comutativo e S C K conjunto multiplicativo de K. Se
K ¢ anel noetheriano, entao o anel de fracoes S~'K de K com respeito a S é também anel
noetheriano.

Demonstragdo. Seja A : K — S7'K o homomorfismo de localizagdo da Proposigao 1.48 (p.
76) dado por \(z) = z/1,Vz € K. Seja também J um ideal arbitrario de S™'K, logo A™!(J)
é ideal de K. Vamos mostrar que

J=STAL(),

onde STINHJ)={z/s € ST'K:seSexe X))} Sex/se€ J, comze KeseS,
entdo s/1-x/s =s/s-x/1 =x/1 = \(z) € J, pois J ¢ ideal de ST'K e, portanto, z € A\~1(J).
Isso mostra que J C ST'A71(J). Por outro lado, se x € A\7'(J), entao \(z) = z/1 € J e,
portanto, como J é ideal de S7'K, dado s € S, 1/s-x/1 = x/s € J, o que mostra que
S=INTL(J) C J.

Agora, se K ¢ anel noetheriano, entao A71(J), que ¢ ideal de K, ¢ finitamente gerado pela
Proposi¢ao 1.45 (p. 71) e pela Observacao 1.15 (p. 70), ou seja, A™1(J) = (zy,...,x,), onde

ne€Ziex; € K,coml<i<n. Assim, dado z/s € ST'A\71(J), temos que x = Zyixi, com

=1
n

yi € K, logo z/s = (Zyzxz)/s = Z(yl/s - x;/1), ou seja, STINTHJT) = (z1/1,...,2,/1).
i=1 i=1

Como J = S7IA71(J), segue que J = (21/1,...,1,/1). Portanto, todo ideal J de ST'K ¢é

finitamente gerado, novamente pela Proposi¢ao 1.45 (p. 71) e pela Observagao 1.15 (p. 70),

segue que S~1K ¢ anel noetheriano. ]
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Defini¢ao 1.64. Sejam K um anel comutativo, K[X7, ..., X,] o anel comutativo de polino-
mios comn € Zy e S = {XI'XP ... X)n € K[X1,...,X,] -1 € Z, U{0} el <1 <n},
que é conjunto multiplicativo de K[Xy,...,X,]. O anel de fragoes ST'K[X,,...,X,] de
K[X1,...,X,] com respeito a S é denotado por K[X1,X; ', ..., X,,, X ] e é chamado de
anel dos polinémaios de Laurent.

Proposicao 1.50. Sejam K um anel comutativo, K[X,...,X,] o anel comutativo de po-
lindomios comn € Z, e

S={XI'X}. . . XI"e KXy, ,X,]:5€Z,.U{0}el<l<n},

que é conjunto multiplicativo de K[X, ..., X,]. Temos o sequinte fato: se K ¢é noetheriano,
entdo K[ X1, X', ..., X, X'] € anel noetheriano.

Demonstragao. Pelo Corolario 1.7 (p. 74), segue que K[X7, ..., X,] é anel noetheriano, logo,
pela Proposigao 1.49 (p. 76), o anel de fragoes S™'K[Xj, ..., X, ¢ anel noetheriano, isto ¢,
K[X1, X, ..., X, X;1] é anel noetheriano. O

Proposicao 1.51. Sejam Q grupo abeliano livre de posto livre de tor¢ao n (n € Zy) cuja

operacao bindria é escrita em notacao multiplicativa, o anel de grupo ZQ) e o anel comutativo
de polinomios de Laurent Z[X,, X, ..., X, X !]. Entdo,

ZQ = 71X, X{ .., X0, X (como aneis).

Demonstracao. Como () é grupo abeliano livre de posto livre de torcao n, pelo Teorema
1.5 (p. 26), segue que Q = Z". Assim, existem ¢,...,q, € Q tais que Q = (q1,...,qn)-
Segue que, dado ¢ € Q, ¢ = ¢i'...q>", onde z; € Z, com 1 < j < n (lembremos que a
operagao binaria em (@) é escrita em notac¢ao multiplicativa). Como @ é grupo abeliano livre,
a expressao acima para g € () ¢ tnica, isto €, z; sao unicos, com 1 < j < n. Seja, entao,

GO = ZIX X X, XY
definida'® por ¢(q) = X" ... X,

n,q

onde ¢ = ¢;"*...qn Temos que 1 estd bem definida, pois z;, sdo tnicos, com 1 <
j < n. Agora, um elemento arbitrario A € Z(@) tem a forma \ = quq, onde z, € Z.

q€Q
Desta forma, extendendo i por linearidade, temos um isomorfismo de aneis entre ZQ) e

Z[X1, X' ..., X, X1, ou seja, definindo-se
U:ZQ — Z[X, XY X, XY
por W(A) = z(g),
q€Q

onde A\ = quq tal que 2, € Z e q = ¢;"*...q", com z;, € Z, para 1 < j < n,

q€qQ
temos que ¥ é isomorfismo de aneis. De fato, sendo 1o € @, o elemento neutro de ) que

190bservemos que estamos cometendo um abuso de notacdo na definicdo de 1, uma vez que aqui X;j’q =
zj, zj, —Zj.q .
X7 1sezjg>0e X7 =1/X,""se zj4<0,0onde 1 <j<n.
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também ¢ o elemento identidade de Z@Q, segue que ¥(1g) = X{... X? = 1, que é o elemento
identidade em Z[X, X; ', ..., X, X7!]. Agora, dados \ = Z 240, W= quq € Z(), onde

qe@ qe@
24:Yq € Z, temos que WA+ ) = U(D (25 +9q)q) = > (2 + ) X" ... X;n7, onde ¢ =
qeQ qe@
G B Y (2 ) XP X = (O 2 X LX)+ ()X X ) =
q€Q q€Q qeQ
W(A\) + ¥(p). Por outro lado, dados A\ = quq, = Zy,«r € ZQ, onde z,,y, € Z, segue
qe@ req
e TOW) = U™ S sypiar) = 375 s X0 | X onde g — g0 g o
qeQ re@ qeQ re@
r=@ L ghtt isto &, qr = ¢;h Y L gim TV Dad que,
=N gy X Xt = N ON P X Xy, X XY =
qeQ TEQ qeQ rEQ
=z XXy g X XY = W) (p).
qeQ req
Por fim, é de facil verificacdo que ker(W¥) = 0 e que ¥ é sobrejetiva. Portanto, ¥ é isomorfismo
de aneis. O

Corolario 1.8. Seja Q um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo, o anel de grupo Z() é
noetheriano.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.5 (p. 26), Q = F & T, onde F = Z" = (x4,...,x,), para
algum n € Z, U{0} e T é um grupo abeliano finito. Observamos que 7" = @(y,>, para
i=1

algum s € Z., onde y; tem ordem m; € Z,. Assim,

Z[Yi,...,Y)]
V" —1,...,Ym 1)

77T =

Juntando com o isomorfismo da Proposi¢do 1.51 (p. 77), temos um isomorfismo de aneis
ZQ=Z[X, X7\ X, XU, Y
enviando x; para X; + 1 e y; para ¥; + 1, com 1 < j <nel <17 <s, onde, definindo-se
U=7Z[X,X;' . X, X, M7, ..., Y,

I é oideal do anel U gerado por Y{"' —1,..., Y™ —1e U ¢ alocaliza¢ao do anel de polinoémios
Z[Xy,...,X,, Y1, ..., Y] com respeito ao conjunto multiplicativo

S={XI'XP  XIneK[Xy,.. X, €2, U{0}el<I<n}

Assim, pelo Teorema 1.20 (p. 73), Z[Xq,...,X,,Y1,...,Y,] é anel noetheriano, logo pela
Proposigao 1.49 (p. 76) a sua localizacao U ¢é anel noetheriano e, portanto, pela Proposi¢ao
1.45 (p. 71) e pela Proposicao 1.44 (p. 71), U/I é anel noetheriano. O
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E facil ver que U é isomorfo como anel ao produto tensorial
ZIX, X7 X, X @z 2y, ., Y,
mas nao vamos usar esse fato!

Sendo K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo, definiremos abaixo
o conceito de localizacao de K com respeito a S. Veremos a relacao existente entre esse
conceito e o anel de fracoes ST'K.

Definicao 1.65. Sejam K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo. Uma
localizacao de K com respeito a S ¢ um par ordenado (f(, ©), onde K é um anel comu-
tativo e ¢ : K — K ¢ um homomorfismo de aneis tal que ©(s) € invertivel em K\VseSs,
sendo esse par solugcao do sequinte problema universal: para cada anel comutativo Ky e ho-
momorfismo de aneis ¥ : K — Ky tal que 1(s) € invertivel em Ky,Vs € S, existe um
unico homomorfismo de aneis @ : K — Ky tal que 0'o = 1), isto €, o sequinte diagrama é
comutativo:

K —W>f(
Ky

Teorema 1.22. Sejam K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo. Entao,
(STLK, \) € uma localizagdo de K com respeito a S, onde X é o homomorfismo de localizagao
da Proposi¢cao 1.48 (p. 76).

Demonstracao. Precisamos mostrar que, para cada anel comutativo Ky e homomorfismo de
aneis 1 : K — K tal que 9¥(s) é invertivel em Ky, Vs € S, existe um tnico homomorfismo
de aneis 0 : STK — K| tal que O\ = 1.

Verifiquemos a existéncia de 6.

Definamos 0 : ST'K — K, por 0(z/s) = () (s)™". 6 esta bem definido, pois, dados
T1/81,%9/89 € STIK tais que x1/s1 = x3/s9, entdo existe u € S com (x18y — Tos1)u = 0,
logo t((z1s2 — w2s1)u) = ¥(0) = 0, isto ¢, ((21)Y(s2) — Y (w2)th(s1))(u) = 0. Como Y(u) ¢
invertivel em Ko, segue que (e:)(sz) = $(z2)(s1), ou seja, 9(z1)(s1)~" = $(e2)(ss)
e, portanto, 0(z1/s1) = 0(x2/s2).

Agora, 6 é homomorfismo de aneis, uma vez que 6(1/1) = ¥(1)y(1)~! = 1 e, dados
T1/81,%2/52 € STUK, temos que 0(xy1/s; + xo/s9) = 0((w182 + x951)/5182) = (w189 +
2281)P(s152) 71 = P(@)(s1) ™+ Y(2)Y(s2) T = O(x1/51) + 0(x2/50) € O(w1/51 - 22/52) =
O(z122/5182) = Y(T122)1(5182) 71 = P(@1)h(51) " (22)(52) 71 = O(21/51)0(w2/ 52).

Segue também que Vo € K, 0\(z) = 0(x/1) = ¢ (2) (1)1 = (), isto &, O\ = 2.

Vamos mostrar agora que 6 é tnica.

Seja 0’ satisfazendo a propriedade universal. Entao, dado z € K, 0 (z/1) = 0'\(z) = ¢ (x).
Agora, dado s € S, 0'(1/s) = 0'((s/1)7') = 0'(s/1)7t = (I'\(s))™t = (s)~!. Assim, dados
reKeses, 0(x/s)=0(x/1)0'(1/s) =(x)w(s)™t = 0(z/s). O
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Teorema 1.23. Sejam K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo. Entdo,
a localizagio (ST'K,\) de K com respeito a S € unica a menos de isomorfismo (onde \ é

o homomorfismo de localiza¢ao da Proposi¢ao 1.48 (p. 76)), isto é, se (K,¢) é uma outra

localizacao de K com respeito a S, entdo existe isomorfismo de aneis n entre K e ST'K tal
que N\ = .

Demonstra¢ao. Suponhamos que (K, @) seja uma outra localizagao de K com respeito a S.
Recordemos que pela Proposi¢ao 1.48 (p. 76), Vs € S, A(s) é invertivel no anel comutativo
S—'K. Entao, pela propriedade universal temos os seguintes diagramas:

K—2+K K251k
)\L / svl /
0’ 0
SK K

isto é, existem tnicos homomorfismos de aneis ¢/ : K — S™'K e : S7'K — K tais /¢ = \ e
O\ = . Logo, (00" )p = 0(0'p) = O\ = ¢, ou seja, 00’ torna o seguinte diagrama comutativo:

K- K
d

06’
K

Mas, idz : K — K é também homomorfismo de aneis que torna esse mesmo diagrama
comutativo, pois id;p = ¢, isto é:

K-> K
id g
K

Pela unicidade na propriedade universal, temos que 00" = id;. E, de forma analoga ao que
foi feito acima, concluimos que 6’0 = idg-1x. Assim, definindo-se 7 := 6, temos que K e
S7LK sao isomorfos como aneis comutativos, sendo = 6 o isomorfismo entre eles e temos
que N\ = . O]

Sejam K um anel comutativo e S C K um conjunto multiplicativo. O Teorema 1.23 (p.
80) mostra que uma localizacao de K com respeito a S pode ser chamada de "a" localizagao
de K com respeito a S.
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Capitulo 2

Invariante Geométrico Y. de Bieri-Strebel

Recordemos, conforme Tabela de Simbolos Especiais, que Z denota o conjunto dos niime-
ros inteiros, Z, denota o conjunto dos ntmeros inteiros positivos, R denota o conjunto dos
numeros reais, R, denota o conjunto dos niimeros reais positivos, Z denota o grupo abeliano
cujo conjunto de elementos é o conjunto dos ntimeros inteiros Z e a operacao ¢ a soma usual
em Z, R denota o grupo abeliano cujo conjunto de elementos é o conjunto dos ntimeros reais
R e a operagao ¢ a soma usual em R, Z" denota o grupo abeliano cujo conjunto de elementos
é o conjunto de n-uplas de niimeros inteiros Z" e a operagao é a soma usual em Z" e R”
denota o grupo abeliano cujo conjunto de elementos ¢ o conjunto de n-uplas de niimeros reais
R™ e a operacao ¢ a soma usual em R".

Sejam G, H grupos abelianos. Consideraremos neste Capitulo Hom(G, H) como grupo
abeliano aditivo, cuja operacao é dada por

(P14 ©2)(9) = p1(g9) + 2(9), Vo1, 02 € Hom(G, H) e Vg € G.
Neste Capitulo, ) denotard um grupo abeliano finitamente gerado e a
operacao binaria em () sera escrita em notacao multiplicativa.

Apesar de considerarmos Z@Q-modulos a direita neste Capitulo, as defini¢oes e resultados
feitas e obtidos, respectivamente, também valem para Z(Q-modulos & esquerda.

Aqui vamos introduzir conceitos basicos de X-teoria, definida originalmente por Bieri e
Strebel, pois ela é usada como ferramenta importante na demonstracao do resultado principal
da Dissertacao.

2.1 Definicoes e Alguns Resultados

Definicao 2.1. Seja () um grupo abeliano finitamente gerado. Um homomorfismo de grupos
v:Q — R € chamado de cardter de Q).

Lema 2.1. Sejam @ um grupo abeliano finitamente gerado, r € R e v : Q — R um cardter.
Entao, a funcio rv : Q@ — R dada por (rv)(q) = rv(q) € um cardter. Aqui a justaposi¢ao
rv(q) dos elementos r e v(q) é a multiplicacao usual em R.
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Demonstragao. Dados ¢1,q2 € @, temos que (rv)(q1g2) = rv(q1q2) = rlv(qr) + v(g)] =
rv(q1) + rv(g2) = (rv)(q1) + (rv)(gz). Portanto, rv é um carater. O

Definicao 2.2. Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e vi,vo € Hom(Q,R). Di-
zemos que v, € equivalente a vy (0 que é denotado por vy ~ vy) se existe r € R, tal que
V1 = TVUy.

Lema 2.2. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo, ~ (da Definicao 2.2) é
uma relagao de equivaléncia em Hom(Q,R).

Demonstragao. Sejam vy, ve,v3 € Hom(Q, R). Precisamos mostrar que
i) v1 ~ vy
11) V1 ~ Vg = Uy ~ V1,
ili) v; ~ Vg € vy ~ V3 = V) ~ vs.
Vamos, entdo, a seguir, fazer a demonstracdo dos itens i), ii) e iii).
i) De fato, v; = lvy, com 1 € R,.

ii) Temos que vy ~ vy implica que vy = vy, com r € Ry . Logo, r # 0 e 71 € R,. Segue
que v = %vl e, portanto, vy ~ .

iii) Primeiramente, temos que, Vg € Q e Vr,s € Ry, (r(sv3))(q) = r(svs3)(q) = r(sv3(q)) =
(rs)vs(q) = ((rs)vs)(q), isto é, r(svs) = (rs)vs.

Agora, por hipotese, temos que v; = rvy e vy = svs, com r, s € Ry, Logo, v; = r(svs) =
(rs)vs e rs € Ry e, portanto, vq ~ vs.

]

Notagao 2.1. Seja ) um grupo abeliano finitamente gerado. Sendo v € Hom(Q, R), deno-
taremos a classe de equivaléncia de v segundo ~ por [v], onde

[v] = {v' € Hom(Q,R) : v ~ v}.

Definicao 2.3. Seja ) um grupo abeliano finitamente gerado. Definimos a esfera de ca-
racteres S((Q)) como sendo o conjunto das classes de equivaléncia dos caracteres nao-nulos
de Q) com respeito @ relacio de equivaléncia ~ da Definicio 2.2 (p. 82), ou seja,

_ Hom(Q,R)\{0}

~J

5(Q) :

onde 0 denota o homomorfismo de grupos nulo, isto é, 0 : Q@ — R ¢é definido por 0(q) =

Lema 2.3. Hom(Z",R) = R" como grupos abelianos, onde n € Z.
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Demonstracao. Consideremos o grupo abeliano aditivo R™ como um espaco vetorial real com
produto interno usual, este ultimo denotado por (-, ), e seja, Vo € R™, ¢, : Z" — R definida
por ¢.(z) = (z,z). Entdo, ¢, é homomorfismo de grupos abelianos. De fato, isso segue
da linearidade de (-,-) na primeira entrada. Agora, seja ¢ : R" — Hom(Z",R) dada por
o(x) = ¢,. Temos que ¢ é isomorfismo de grupos abelianos. O que mostraremos nos itens
i), ii) e iii) a seguir.
i) ¢ & homomorfismo de grupos abelianos:
Va,y € R" e V2 € Z",0(x + )(2) = Qary(2) = (2,0 +y) = (z,2) + (2,y) = ¢a(2) +
py(2) = (Lz + ) (2) = (p(x) + ©(y))(2). Logo, p(z +y) = ¢(x) + ¢ (y)-
ii) ¢ é injetiva:
Vz,y € R", se p(x) = ¢(y), entdo p,(2) = ¢, (2),Vz € Z". Logo, (z,z) = (2,y) o0 que
0,

implica que (z,x —y) = 0,Vz € Z". Sendo z = (21,...,2,),& = (21,...,2,) € y =

(Y1, .-+, Yn), temos que (z,z —y) = sz(xj —y;) = 0. Em particular, se z = e,
j=1
comi€ {l,...,n},ondee; = (0,...,1,...,0) com 1 sendo a i-ésima coordenada de e;,
temos que (x; —y;) = 0,Vi € {1,...,n}, isto é, x; = y;,Vi € {1,...,n}. Assim, z =y.
ili) ¢ é sobrejetiva:
Sejam f € Hom(Z",R) e B = {e1,...,e,}, que & base ortonormal de R" com res-

peito a (-,-). Observe que § C Z". Definamos = := Zf(ej)ej. Entao, x € R™.
j=1

n

Agora, (e @) = (e Y Fleg)es) = D f(es)leses) = fer). Logo, v € 27, (z,2) =

j=1
Oz, Y flejesy = > zif(e)enes) =D zif(er) = FOQ_ zie:) = f(2), onde em
i=1 7j=1 i,j=1 i=1 i=1

(1) usamos que f é homomorfismo de grupos. Portanto, f = ¢, = ¢(x).

Proposicao 2.1. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado. Entao,
Hom(Q,R) 2 R",
como grupos abelianos, onde n € Z, U {0} é o posto livre de torcao de Q (R° := 0).

Demonstra¢ao. Nesta demonstragdo todos os simbolos de isomorfismo (=) sdo referentes a
isomorfismos de grupos abelianos.

Pelo Teorema 1.5 (p. 26), sabemos que, como @ é grupo abeliano finitamente gerado,
Q =2Z"d K, onde K = {q € Q : |q < oo} é subgupo abeliano finito de Q. Assim,
Hom(Q,R) = Hom(Z" ® K,R).

Agora, dado ¢ € Hom(Z" & K,R), afirmamos que p(K) = 0. De fato, seja ¢ € K.
Logo, existe n € Z, tal que ¢" = 1. Dai que 0 = ¢(1) = ¢(¢") = nep(q). Como R nao
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possui divisores de zero, segue que ¢(q) = 0. Portanto, como ¢ € K foi tomado arbitrario,
concluimos que p(K) = 0.

Definamos ¥ : Hom(Z" & K,R) — Hom(Z",R) por ¥Y(p) = ¢|z.. Observe que, cla-
ramente, U estd bem definida e é epimorfismo de grupos abelianos. A injetividade de W é
devida ao paragrafo precedente.

Assim, pelo Lema 2.3 (p. 82), temos que

Hom(Q,R) = Hom(Z" ® K,R) 2 Hom(Z",R) = R".
[

A Proposigao 2.1 (p. 83) justifica a denominagao "esfera" para S(Q), uma vez que cada
homomorfismo de grupos abelianos de () em R é visto como um ponto no R" e cada classe
de equivaléncia em S(Q) ¢é vista como um raio em R"™ partindo de 0 € R", mas ndo o
incluindo. Tomamos, entao, para representante de tal classe a interseccao de tal raio com a
esfera (n — 1)-dimensional S"~! C R".

Definicao 2.4. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado. Dado q € @, definimos a
semiesfera aberta de caracteres relativa a q como sendo o conjunto

H, = {[v] € 5(Q) : v(q) > 0},
Proposicao 2.2. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado. Dado q € Q, se |q| < oo,
entao H, = ).

Demonstragao. Seja g € Q tal que |¢g| =n com n € Z,;. Suponhamos que H, # (). Tomemos,
entdo, [v] € H,. Logo, v(qg) > 0. Mas, 0 = v(1) = v(¢") = nv(q). Como R nao possui
divisores de zero, v(q) = 0. O que é contradi¢do, pois v(q) > 0. Segue que H, = (. ]

Definicao 2.5. Seja G um grupo. Considerando o anel de grupo ZG, dado A = ngg €

geG
ZG, com x4 € Z, definimos o suporte de X\, denotado por supp(N), como sendo o conjunto

supp(\) = supp(z ze9) ={g9€ G :x,#0}.
geG

Definigao 2.6. Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e A um ZQ-mddulo & direita.
Defintmos o tnvariante geométrico ¥ de Bieri-Strebel como sendo o conjunto

4@ = |J Al €5(Q):v(g) >0,¥g € supp(\)}.

AeCzq(A)

Nesta Dissertacao, sempre que escrevermos > 4(()) ficara subentendido que @ é um grupo
abeliano finitamente gerado e A é um ZQ-mdbdulo a direita.

Observacao 2.1. Sejam ) um grupo abeliano finitamente gerado e A um ZQ@Q-moédulo a
direita. O complementar de ¥ 4(Q) como conjunto, isto é, S(Q)\X4(Q), é o seguinte conjunto

25@) = [ {v] €S(Q) : v(g) < 0,para algum ¢ € supp())}.
AeCzq(A)
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Observacgao 2.2. Sejam () um grupo abeliano finitamente gerado e A um ZQ@Q-moédulo a
direita finitamente gerado. Seja também v um carater de (). Definimos o monoide relativo
ao carater v de () como sendo

Qv ={q€Q:v(q) = Or}.

Observe que @, é, de fato, um monoide e Z(@), é um subanel de ZQ).
Originalmente, a defini¢do do invariante geométrico ¥ de Bieri-Strebel é dada em |8, 2.4,
p. 444] para apenas ZQ-modulos a direita finitamente gerados como sendo

Y4(Q) =A{[v] € S(Q) : A é finitamente gerado como ZQ,-modulo a direita}.

E mostrado em [8, Proposition 2.1, p. 443] a equivaléncia desta definicdo com a definicio
que demos anteriormente para o invariante geométrico > de Bieri-Strebel.

Proposicao 2.3. Sejam QQ um grupo abeliano finitamente gerado e A um ZQ-mddulo a
direita. Temos que

Y4(Q) = Xz2q)Annzo4)(Q)-

Demonstracao. Pela definicdo do invariante geométrico > de Bieri-Strebel, basta que mos-
tremos que CZQ(A) = OZQ(ZQ/AHHZQ(A)>

Vamos mostrar que Czg(A) C Czqo(ZQ/Annzg(A)). Sejam A € Czp(A) e it = p +
Anngg(A) € ZQ/Annzg(A). Segue que, Ya € A, aX = a, logo a(Ap — p) = adp — ap = 04.
Dai que, A\ — p € Annzg(A), donde Ay + Annzg(A) = p+ Anngg(A) e, portanto, i\ = [,
isto &, A € Czq(ZQ/Annzg(A)).

Para mostrarmos a inclusdo reciproca, sejam lg = 1g + Anngzg(A4) € ZQ/Annzg(A)
e\ € CZQ(ZQ/ATLTLZQ(A)) Temos que (1Q + ATLTZZQ(A))/\ = 1Q + ATLTLZQ(A) LOgO7
A —1g € Anngg(A), donde a(X — 1g) = 04,Va € A e, portanto, a\ = a,Va € A, ou seja,
AE CZQ<A) ]

Definicao 2.7. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado. Um cardter v : Q — R € dito

~Y

ser discreto se v(Q) = Z.

Definicao 2.8. Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado, A um ZQ-mddulo a direita
e Q0 C X%(Q) um subconjunto. Definimos o sequinte conjunto

disQ) := {[v] € Q: v € cardter discreto}.

Definicao 2.9. Seja G um grupo nilpotente-por-abeliano-por-finito finitamente gerado. Fxis-
tem, entdo, N,H <G com N C H C G e tais que N ¢é subgrupo nilpotente, H/N ¢é grupo
abeliano e G/H é grupo finito. Definimos o segquinte conjunto

0(G) = X5/ (H/N)
onde N/N' é a abelianiza¢ao de N.

E mostrado em [7, Theorem 2.3, p. 11] que a definicio de o(G) independe da escolha de
N e H tais que N C H C G e N é subgrupo nilpotente, H/N é grupo abeliano e G/H é
grupo finito.
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Observacao 2.3. Seja G um grupo nilpotente-por-abeliano-por-finito finitamente gerado.
Existem, entdo, N,H < G com N C H C G e tais que N é subgrupo nilpotente, H/N
¢ grupo abeliano e G/H é grupo finito. Entdo, para vermos que o(G) estd bem definido,
precisamos mostrar que:

i) H/N é grupo abeliano finitamente gerado;
ii) N/N' éum Z(H/N)-modulo a direita.
Vamos mostrar, entdo, i) e ii).

i) Por hipotese, estamos considerando G como um grupo finitamente gerado. Como |G :
H] < o0, segue da Proposigao 1.27 (p. 36) que H é grupo finitamente gerado. Dai que,
pela Proposi¢ao 1.18 (p. 24), H/N é grupo finitamente gerado.

ii) Pela Proposigao 1.38 (p. 54), como N/N’ é grupo abeliano, basta mostrarmos que
1— N/N -1 O/N' 25 H/IN — 1

é sequéncia exata curta de grupos, onde j é o homomorfismo de grupos inclusao candnica
e p é dada por,

p(hN") = hN, para toda classe lateral hN' € H/N'.

Agora, j é obviamente monomorfismo de grupos e Im(j) = N/N'. Por outro lado, pela
Proposigao 1.7 (p 9), p é epimorfismo de grupos tal que ker(p) = N/N'.

O conjunto X4/, (H/N) frequentemente aparece na literatura com a notagao o(G) e ¢
por esse motivo que demos a Defini¢ao 2.9 (p. 85), no entanto doravante nesta Dissertacgao,
quando formos nos referir ao conjunto o(G), usaremos a notagao mais explicita 35, (H/N).

Definicao 2.10. Sejam Q) um grupo abeliano finitamente gerado e P um subgrupo de Q).
Definamos a subesfera grande de S(Q)) com respeito a P como sendo o conjunto

S(Q, P) = {[v] € S(Q) : v(P) = 0}.

Proposicao 2.4. Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado, A um ZQ)-mddulo a direita
e P um subgrupo de Q) agindo trivialmente a direita sobre A. Entao,

Ya(Q) € 5(Q, P).

Demonstracao. Observemos que P C @ C Z@). Como P age trivialmente & direita sobre
A, isto &, a® = a,Ya € A e Vs € P, temos que P C Czp(A). Como P ¢é subgrupo,
Vs € P, steP - CZQ(A)

Agora, seja [v] € £9(Q). Entao, YA € Czg(A), existe ¢\ € supp(N) tal que v(gn) < 0.
Em particular, para todo s € P C Cz(A),v(s) <0, pois supp(s) = {s}. Da mesma forma,
v(s7') < 0. Como v ¢ homomorfismo de grupos, temos que 0 > v(s™') = —wv(s). Logo,
v(s) > 0. Portanto, v(s) = 0,Vs € P. Segue que X9(Q) C S(Q, P). O
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Proposicao 2.5. Sejam (1, Q> grupos abelianos finitamente gerados e ¢ : Q1 — Q2 um
homomorfismo de grupos. Entao, ¢ induz uma funcao ©* : S(Qq, Im(p))¢ — S(Q1) definida
por

para toda classe lateral [v] € S(Q2, Im(p))¢ = S(Q2)\S(Q2, Im(p)).

Demonstracao. Precisamos mostrar que ¢* estd bem definida. Primeiramente, observemos
que [vp] € S(Q1), pois a composicao vy pertence a Hom(Q1,R) e v(Im(p)) # 0, isto é,
vp # 0. Além disso, dados [v], [v'] € S(Q2, Im(p))¢ tais que [v] = [v'], temos que v = rv/,
com 1 € Ry, logo, ¥g1 € Qu, vp(q) = v(g(@)) = (1) (plar)) = 10/ (@(@)) = r(P)(a) e,
portanto, [vp] = [v'¢]. Assim, concluimos que ¢* esta bem definida. O

Observacgao 2.4. Sejam ()1, ()> grupos abelianos finitamente gerados e ¢ : (7 — ()2 um
epimorfismo de grupos. Entao, S(Q2, Im(9))¢ = S(Q2,Q2)¢ = S(Q2). Dai que ¢* fica
definida em todo dominio S(Q2) e, portanto, ¢* esta definida em ¥4 (Q2) C S(Q2).

Os dois Lemas a seguir sao naturais, no entanto, ainda assim, enunciaremo-los, pois 0s
usaremos adiante.

Lema 2.4. Sejam QQ1, Q2 grupos abelianos finitamente gerados, ¥ : Q1 — Qo um isomorfismo
de grupos, A um ZQ1-mddulo & direita e v* : S(Qq, Im(v))¢ — S(Q1) dada por *([v]) = [v]
a funcao induzida por 1 conforme a Proposicao 2.5 (p. 87). Temos que

P (X5(Q2)) = X4 (Q1) € P (disXG(Q2)) = disXi(Qr).

Lema 2.5. Sejam QQ1, Q2 grupos abelianos finitamente gerados, 1 : Q1 — Qo um isomorfismo
de grupos e A um ZQ1-modulo & direita.

a) ¥4(Q1) € Hg,, para algum gy € Q1 se, e somente se, ¥5(Q2) C Hp,, para algum
ho € Qg.

b) dis¥(Q1) C Hy, para algum gy € Q1 se, e somente se, dis¥4(Q2) C Hyy, para algum
hy € Qs.

Sejam (1, G grupos abelianos cujas operagoes sejam escritas em notacao multiplicativa
e G = G1 x Gy o produto direto de G e Go. Identificaremos, entdo, G; x {1, } e {1g, } X Ga,
que sao subgrupos de GG, com G e G5 respectivamente. Consideraremos, portanto, G; e Go
como subgrupos de G.

Definicao 2.11. Sejam Q1, Q2 grupos cujas operagoes sejam escritas em notacao multiplica-
tiva e QQ = Q1 X Qo 0 produto direto de Q1 e QQz. Suponhamos que Q) seja um grupo abeliano
finitamente gerado. Sejam também u; : Q1 — R,us : Q2 — R caracteres. Definamos
(ur,uz) : @ — R por

(w1, u2)(q1,q2) = ua(q1) + ua(qa),

onde q € Q1 e q¢o € Q2. Observemos que (uy,us) € um cardter e, ¥Vr € R, r(uj,us) =
(ruy, rusg).
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Observacao 2.5. Sejam ()1, (), grupos cujas operacoes sejam escritas em notagao multi-
plicativa e Q = Q)1 X Q3 o produto direto de ()1 e Q2. Suponhamos que ) seja um grupo
abeliano finitamente gerado. Sejam também j; : Q1 — @, jo : Q2 — ) 0s homomorfismos de
grupos inclusoes canonicas e v : ) — R um carater. Facamos as composicoes vj; : @1 — R
e vjs 1 Q2 — R e sejam vy 1= vj; e vy := vjs. Primeiramente, temos que (v, vy) é um carater
e, dado r € Ry, r(vy,v2) = (rv1,rve). Além disso, dado um carater w : @ — R, podemos
escrever w = (wy,ws), onde w; = wj; e wy = wjp. De fato, Vg € @, existem ¢; € @ e
¢ € Q2 tais que ¢ = (g1, ¢2). Logo,

w(g) = w((q1, ¢2)) = w((q1, 1)1, 2)) = w(g, 1) + w(l, ¢2) =

= wii(q1) + wjia(g2) = wi(qr) + w2(q2) = (w1, w2)((q1, g2)) = (w1, w2)(q).

Lema 2.6. Sejam Q1,2 grupos abelianos finitamente gerados, ¢ : Q1 — Q2 um homomor-
fismo de grupos e A um ZQo-mddulo & direita (Observe que, pela Proposicao 1.34 a) (p. 48),
A é um ZQ-mddulo & direita via homomorfismo de grupos ¢). Entdo, sendo

" 5(Qa, Im(p))” = S(Q1)

dada por p*([v]) = [vp], temos que
©"(Z(Q2) N S(Q2, Im(p))%) € T5(Q1)

©"((disX5(Q2)) N S(Qa, Im())°) = disX(Qn).
Demonstragao. (Ver |7, Proposition 1.2, p. 6].) ]

Proposigao 2.6. [1/, Lemma 5.3, p. 140] Sejam Q1, Q2 grupos cujas operagoes sejam es-
critas em notacao multiplicativa ¢ QQ = Q1 X Qo 0 produto direto de Q1 e Q3. Suponhamos
que QQ seja um grupo abeliano finitamente gerado. Sejam também j1 : Q1 — @, J2 : Q2 — @
0s homomorfismos de grupos inclusoes canonicas e A um ZQ-mddulo a direita. Conforme a
Proposi¢ao 1.34 a) (p. 48), A é um ZQ1-mddulo o direita via j; e A é um ZQy-mddulo &
direita via jo.

a) Seja [v] € dis¥5(Q). Pela Observagao (2.5) (p. 88), podemos escrever v = (vy,vs). Se
v; # 0, entdo [v;] € dis¥5(Q1), onde i € {1,2};

b) Seja [0] € disX5(Q1). Entao, existe w € Hom(Q2, R) tal que [(0,0)] € dis¥4(Q).

Demonstragao. a) Seja [v] € dis¥4(Q). Temos, entdo, que v = (v1,v2), onde vy = vj; € Vg =
vja. Seja também \; € Czg, (A). Entdo, como ZQ) C ZQ), temos que Czg, (A) C Czo(A).
Dai que \; € Czg(A). Agora, como [v] € disX(Q), existe g\, € supp(A;1) tal que v(gy,) < 0.
Mas, supp(A1) € Q1, dai que gy, € @1, isto &, qx, = ji(qr,). Assim, vi(qr,) = vii(qn,) =
v(gr,) < 0 e, como vy # 0, segue que [v1] € 35(Q1). Da mesma forma, [vg] € ¥6(Q2). Além
disso, v é carater discreto, logo, por um lado, v(Q; X @Q2) = v(Q) = Z e, por outro lado,
v1(Q1) = vj1(Q1) = v(Q1) < v(Q1 X Q2) = Z, o que implica que v(Q1) = nZ, para algum
n € Z\{0}, por conseguinte v1(Q1) = Z. Analogamente, v2(Q2) = Z. Segue, assim, que
v1, vy sdo caracteres discretos. Dai que [v1] € disX5(Q1) e [v2] € dis¥5(Q2).
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b) Pela Proposicao 2.5 (p. 87), a fungao
g1 8(Q, Q1) — S(Q1)

dada por

Ji ([w]) = [wi],
induzida por j;, estd bem definida. Seja, entao, [0] € dis¥5(Q1). Pelo Lema 2.6 (p. 88),
temos que

Ji((dis¥3(Q)) N S(Q, Q1)) = disEf(Qr).

Dai que existe [w] € (dis¥5(Q)) N S(Q, Q)¢ tal que [0] = ji([w]) = [wj1], 0 que acarreta
que ¥ = r(wj;), com r € R,. Agora, escrevendo w = (wy,ws) onde wy = wj; e we = wjs
conforme Observagao 2.5 (p. 88), como [w] € (disX5(Q))NS(Q,Q1)¢, isto &, [w] € dis¥G(Q)

e w(@1) # 0, temos que, wi(Q1) = wji(Q1) = w(Q1) # 0, daf que, pelo item a), [wi] €
dis¥4 (@) e temos também que wy € Hom(Q9, R). Definamos, entdo,

W = rwy € Hom(Q2, R).
Assim, (0,w) = (rwy, rwy) = r(wy, ws) = rw. Portanto, [(0,w)] = [w] € disX4(Q). O

Proposicao 2.7. Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e F um grupo agindo a
direita sobre Q). Entao, existe acao a direita de F' sobre a esfera de caracteres S(Q) dada por

para todo v € Hom(Q,R) e Vf € F. Onde a agao a direita de F sobre Hom(Q,R) € dada
como na Proposi¢ao 1.16 (p. 23).

Demonstragio. Definindo-se a : S(Q)x F — S(Q) por a([v], f) = [v]/ e usando a Proposi¢ao
1.13 (p. 20), basta mostrarmos que:

i) a esta bem definida;
ii) [v]'* = [v], para toda classe lateral [v] € S(Q);
iii) ([v)/1)2 = [v]/1/2, para toda classe lateral [v] € S(Q) e Vf1, fo € F.
Facamos, entao, a demonstragao de i), ii) e iii) a seguir.

i) Inicialmente, dados [v] € S(Q) e f € F, observemos que [v]/ € S(Q). De fato, como
[v] € S(Q), entdo existe ¢ € Q tal que v(q) # 0 e, como ¢/ € Q, temos que v/ (¢/) =
v((¢") ™) = v(q) # 0, dai que v/ # 0. Agora, dados fy, fo € F e [v1], [v2] € S(Q) tais
que fi = fa e [v1] = [v2], segue que vy = rvy, com r € Ry. Logo, dado ¢ € Q,

vl () = vi(g) = (ren) (¢ ) = rua(g® ) = rof2(q) = (rof*)(q)
e, portanto, [v)]1 = [v,]/2.

ii) Dada [v] € S(Q), pela Proposigao 1.16 (p. 23), [v]'F = [v'F] = [v].
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iii) Dada [v] € S(Q) e dados fi, fo € F, pela Proposicao 1.16 (p. 23), ([U]fl)fQ _ {Ufl]fZ _
[(Ufl)fz] — [UflfQ] — [U]flfQ,

[]

Observacao 2.6. Sejam ()1, (), grupos cujas operacoes sejam escritas em notagao multi-
plicativa e () = ()1 X Q2 o produto direto de ()1 e ()o. Suponhamos que () seja um grupo
abeliano finitamente gerado. Seja também F' um grupo agindo a direita sobre @) tal que @),
e (2 sejam F-invariantes, j; : Q)1 — @, 72 : Q2 — @ os homomorfismos de grupos inclusoes
canonicas e v : () — R um caréter. Facamos as composicoes vj; : Q1 > Revjy: Q2 — Re
sejam vy 1= vj; e vy :=vjp. Dados f € Feqe @, onde ¢ = (q1,¢2), com q; € Q1 e g2 € Qa,
como 1 e (Qy sdo F-invariantes e usando a Proposi¢ao 1.16 (p. 23), temos que

(v1,v2)7 (@) = (v1,02) (1, @2)) = (W1, 02) (g1, @) ) = (v, ) (] @y ) =

=ui(g] )+ oalad ) =vl(@) +vd(@) = (o], o) (@1 02) = @], 0f)(0).
Assim, concluimos que (vy,v2)! = (vf,v]),Vf € F.

Proposicao 2.8. [14, Lemma 3.4, p. 141] Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado,
A um ZQ-mddulo & direita (Pela Proposicao 1.33 (p. 47) Q age a direita sobre A) e F' um
grupo agindo a direita sobre () e a direita sobre A cuja acdo seja compativel com a a¢ao a
direita de @ sobre A. Entao, o conjunto ¥5(Q) € F-invariante.

Demonstracao. Seja [v] € ¥4(Q). Por definicao,

2@ = () Al € S(@Q): v(a) <0, para algum g € supp(\)}.
AECz0(A)

Seja A € Czp(A). Entao, A = quq, com z, € Z. Pelo Lema 1.38 (p. 51), Vf € F, Me
qeQ
Czqo(A). Por definicao (Proposigao 1.35 (p. 50)) quq ~'. Como [v] € £9(Q),
q€Q
segue que existe ¢/ € supp(M ') tal que v(¢/") < 0. Mas, v/(q) = v(¢/""). Logo,
v/ (q) <0, com q € supp()). Assim, [v]/ = [v/] € X4(Q). Concluimos, entdo, que ¥5(Q) é
F-invariante. O

Teorema 2.1. Sejam QQ um grupo abeliano finitamente gerado, Qo um subgrupo de (Q e A
um ZQ-mddulo a direita finitamente gerado. Entao, A é ZQo-mddulo & direita finitamente
gerado se, e somente se, S(Q, Qo) C X a(Q).

Demonstra¢ao. A Demonstragao desse fato segue de |6, Theorem 5.1, p. 484] tomando-se
m = 0 e observando-se que quando A ¢ ZQ-mo6dulo finitamente gerado, X°(Q; A) := 34(Q) =
{lv] € S(Q) : A ¢ ZQ-mdbdulo finitamente gerado }. O

Definicao 2.12. Sejam R um anel associativo com identidade, A um R-mddulo & direita,
I um conjunto de indices totalmente ordenado e F = {A;}icr uma familia de R-submddulos
de A. Dizemos que F € uma filtracao (ou série) do R-mddulo & direita A se A; C Aj,
sempre que i < j, para todos i,j € 1. E, dizemos que F € uma filtragao (ou série) finita
do R-mddulo a direita A se F € uma filtragao (ou série) do R-mddulo o direita A e I é um
conjunto finito.
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Proposicao 2.9. Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado, A um ZQ)-mddulo a direita
(nao necessariamente finitamente gerado) e Ag um ZQ-submddulo de A. Entao,

Y5(Q) = X5,(Q) UXH,4,(Q).
Demonstracao. (Ver [8, Proposition 2.2 (iii), p.444] e [7, Lemma 1.1 (c), pp. 3 e 4].) O

Corolario 2.1. Sejam @QQ um grupo abeliano finitamente gerado, A um Z(Q-mddulo a direita
(nao necessariamente finitamente gerado) e F = {Ag = 0,A1,..., Apm_1, 4y, = A} uma
filtragao finita de A, onde m € Z, U{0}. Definamos B; := A;/A;_1, com 1 < i < m. Entao,

Za(@) = UT5.(Q).

Demonstracao. Fagamos a demonstragao por inducao sobre m. Caso m = 0, a afirmacao é
trivial. Consideremos, entao, o caso em que m > 0. Pela hipotese de inducao,

m—1
2547”,1 (Q> - U ECB»L (Q)
=1

Agora, pela Proposicao 2.9 (p. 91),

¥3Q) =35, (QUE] 4, ,(Q)

Mas,
m—1 m
5, (@ U, (@) = (UT5(@) s, (@) = U5,(Q).
i=1 =1

[]

Definigao 2.13. Sejam @ um grupo abeliano finitamente gerado e A um ZQ-mddulo a di-
reita. Sejam também S(Q) a esfera de caracteres de QQ e X1,%, subconjuntos de S(Q).
Defintmos a soma convexa de Y, e X5, denotada por X1 + Yo, como sendo o conjunto

Y143 :={[v] € S(Q) : v =r1v1 + 120z € [v1] € Xy, o] € Xo, 11,10 € Ry U{0}}.

Observe que v,vy,v9 # 0, pois [v], [v1], [ve] € S(Q). Dai que ry e ro nao podem ser simulta-
neamente iguais a 0.

Proposigao 2.10. Sejam @Q um grupo abeliano finitamente gerado, A um ZQ-mddulo a
direita e, sendo i € Zy, consideremos Qy A como ZQ-mddulo & direita onde Q age diago-
nalmente & direita sobre @, A. Entao

disSg, 4(Q) C disE4(Q) + ... + disT;(Q),

vV
1 vezes

onde a soma que aqui aparece € G SOMA CONVELA.

Demonstragao. Segue por inducao sobre ¢ do resultado em |7, Theorem 1.3, p.7|. ]
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Teorema 2.2. Sejam (Q um grupo abeliano finitamente gerado, A um ZQ-mddulo o direita

finitamente gerado e i € Z,. Se, para quaisquer [vi], ..., [v;] € X4(Q), temos que Zvj #£0,
j=1

entao ®ZZA € finitamente gerado como ZQ)-mddulo a direita, onde Q) age diagonalmente a

direita sobre Ry, A.
Demonstragao. (Ver [4, Theorem 5.2, p. 77].) O

2.2 Alguns Exemplos
Exemplo 2.1. Sejam @ = (r) = Z cuja operagdo binaria de ) seja escrita em notagao

on
a seguinte acao a direita de () sobre A:

multiplicativa e A = Z[1/2] = {i :n€ZyU{0},z € Z}, que é grupo abeliano. Definamos

a*=2a e d° =

Pela Proposi¢ao 2.1 (p. 83), temos que Hom(Q,R) = R (como grupos abelianos). Conse-
quentemente, temos a seguinte bijecao:

R\{0} ,, Hom(Q R)\{0} _

~ ~

(-1,1} =

onde ~ ¢é a relagao de equivaléncia dada na Defini¢ao 2.2 (p. 82). Pelas Demonstragoes da
Proposigao 2.1 (p. 83) e do Lema 2.3 (p. 82) e sendo # : x — 1 um isomorfismo de grupos
entre () e Z, a bijecao acima é dada por

5(Q),

1+ [v1], onde vy (z) = v1(071(1)) = (1,1) = 1

e — 1w [vy], onde v_y(z) =v_1(071(1) = (1, -1) = =1 = —vy(x).
Logo,
S(Q) = {[w], [=ul}-
Observe que A é um Z(Q)-modulo a direita gerado por 1z € Z, pois A = 1z - Z(Q). Logo, A
¢ um Z@-modulo a direita finitamente gerado. Dai que, pela Observagao 2.2 (p. 85),
Y4(Q) =A{[v] € S(Q) : A é finitamente gerado como ZQ,-modulo a direita}.

Observemos agora que

Q v, ={0€Q:-1v1(q) >0} ={q€Q:v(q) <0}={x"e€eQ:neZ, U{0}}.

Concluimos que A = 1z - ZQ_,,, isto é, A é (ZQ_,,)-mobdulo a direita gerado por {1z},
portanto A é (ZQ)_,,)-mbdulo a direita finitamente gerado. De fato, dado a € A, temos que
onde n € Z; U{0} e z, € Z. Logo,

n
a = —,
277,

a = Qin =2(12)" " =1z(za ™) € 15 - ZQ_,,.
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Por outro lado,

Qu ={q€Q:vi(q) >0} ={a"€Q:neZU{0}}.

Como, Va € A, a® = 2"a, com n € Z, U {0}, concluimos que A nao é finitamente gerado
como Z(@),,-modulo & direita, do contrario existiria um conjunto finito

D _ s
X—{al—Qm,...,aS—zns}g/L

onde s € Zy,n; € Z,U{0}, z; € Ze 21z paral < j <s, que geraria A como ZQ),,-médulo
a direita. No entanto, sendo
ng = max{ny,...,ny},
1
2n0+1

temos que nao é combinacao linear dos elementos de X. Desta forma, temos que

Ya(Q) = {[-ul}-

Exemplo 2.2. Sejam @ = (r) = Z cuja operagio binaria de ) seja escrita em notacdo
z

multiplicativa e A = Z[1/6] = {6_” :n € Z,U{0},z € Z}, que é grupo abeliano. Definamos

a seguinte acao a direita de () sobre A:

B 2a 1 3a
3 2

a:l?

Por raciocinio idéntico ao do Exemplo 2.1 (p. 92), segue que

S(Q) = {lol, [=ul},

onde vy (z) = 1.
Vamos mostrar que A é um ZQ-modulo a direita gerado por 1z € Z, isto é, A = 17 - ZQ).
2\" 2" [/3\" 3"
Veja que (g) = g3u’ (5) = on € 1z -ZQ. Como o maximo divisor comum entre 22" e
3% & 1, pelo Teorema de Bezout, concluimos que existem «, 3 € Z tais que a2?" 4 33?" = 1.
Dai que,

1 a22n + 32n on 3n
L= T 2 BT = 1a(ea) 4 1a(5r ) € 15 2Q

Logo, A C 1z-ZQ e, portanto, A = 1z-ZQ). Assim, A é um Z@Q-modulo a direita finitamente
gerado. Consequentemente, pela Observacao 2.2 (p. 85),

24(Q) = {[v] € S(Q) : A ¢ finitamente gerado como ZQ,-modulo & direita).
Observemos agora que
Qu ={q€Q:vi(q) 20} ={a" € Q:n e Zy U{0}},
Qv ={q€Q:-1(q)>0}={q€Q:u(g) <0}={r"€Q:neZ  U{0}}
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2.2. Alguns Exemplos

Suponhamos que A seja finitamente gerado como Z(Q),,-mdédulo & direita. Logo, existe

um conjunto finito
z z
X = alz—l,...,asz > LC A,
6" 67

onde s € Zy,nj € Zy U{0}, z; € Z e 61z para 1 < j < s, tal que

A=aZQy, + ...+ asZQ,,.

Dado 2" € Q,, e j € {1,..., s}, temos que

T (67”) E (3> = g om € 203 5

Seja ng = max{nq,...,ns}. Entdo,

n n n ].
X* Z:{CLT ,...,CL? }QZ[1/3}2TOQA,

1
onde Z[1/3] - B é subgrupo abeliano de A, logo

1
A=aZQ, + ...+ asZQ, C7Z[1/3]- T

isto é,
1
1 3notl 1 1 , 2
Mas, SroH = grort € Ae S ¢ Z[1/3]- o do contrario 5 pertenceria a Z[1/3] = m

m € Z, U{0},z € Z}, o que é absurdo. Temos, entdo, uma contradi¢do com (2.1) (p. 94).

Concluimos que A nao é finitamente gerado como ZQ),,-médulo a direita. De forma anéloga,
mostramos que A ndo é finitamente gerado como (ZQ_,,)-modulo a direita. Desta forma,
temos que

Ya@Q) = 0.

Definicao 2.14. Sejam @QQ um grupo abeliano livre finitamente gerado e A um ZQ)-mddulo
finitamente gerado tal que Anngzg(A) = pZQ, isto é, o anulador de A em ZQ ¢ um ideal
principal gerado por p € ZQ. Denominamos q € supp(p) de "corner" de u se existe

v e Hom(Q,R)\{0} tal que v(q) < v(z),Vx € supp(u)\{q}.

Definicao 2.15. Sejam @QQ um grupo abeliano livre finitamente gerado e A um ZQ)-mddulo
finitamente gerado tal que Annzg(A) = pZQ, isto é, o anulador de A em ZQ ¢ um ideal
principal gerado por p € ZQ. Cada "corner” q de p dd origem a um conjunto nao-vazio

Cq = {l] € 5(Q) 1 v(q) < v(x), Vo € supp(u)\{g}t}

= () Hu

x€supp(p)\{q}

onde recordamos que, dado y € Q, H, = {[v] € S(Q) : v(y) > 0}.
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Capitulo 2. Invariante Geométrico X de Bieri-Strebel

Observe que S(Q) = U{C’q : ¢ ¢ um "corner" de p}.

Proposicao 2.11. Sejam Q um grupo abeliano livre finitamente gerado e A um ZQ-mddulo
finitamente gerado tal que Anngzg(A) = pZQ, isto é, o anulador de A em ZQ é um ideal

principal gerado por p € ZQ), onde = Z 2T com zy € 4.
T€Q

a) Se u=0, entao La(Q) = 0.
b) Se u#0, entao ¥ 4(Q) = U{Cq :q € um "corner” de e z, € {—1,1}}.

Demonstragao. a) Pela Proposi¢ao 2.3 (p. 85), temos que ¥4(Q) = Yz /Annzq4)(Q). Caso
on = O, entao ZQ/ATLTLZQ(A) = ZQ Mas, EZQ(Q) = @, pOiS CZQ<ZQ) = 1Q.
b) (Ver |11, Lemma 23 (i), p. 289].) O

Exemplo 2.3. Sejam @ o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto {s,t}, A um ZQ-modulo
finitamente gerado tal que Anngzg(A) = pZQ), sendo

p=ms M+ st 4 st € ZQ,

onde m,n € Z e |m| > 1. Temos que os "corners" de pu sao s~ 1 s71 ¢t71 e st, pois,

tomando-se vy, va, v3,v4 : Q — R tais que

vi(s)=1lew(t)=1

AN A

vg(st) < vg(s7 ), va(s7), vg(t71), v4(1)

Veja que 1¢g nao pode ser "corner" de u. Por outro lado, somente s™1, t7! e st tem coeficientes
—1 ou 1. Assim, pela Proposi¢ao 2.11 b) (p. 95), segue que

EA(Q) = Cs—l U C(t—1 U Cy.
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Capitulo 3

Propriedades de Grupos de Tipo F P

Neste capitulo R denotara um anel associativo com identidade arbitrario.

Neste Capitulo descreveremos propriedades e definicoes béasicas necessarias no desenvol-
vimento da teoria de grupos de tipo F'P,, além de apresentar alguns teoremas que foram
ferramentas impotantes na demonstracao do resultado principal desta Dissertacao. Tais te-
oremas ralacionam grupos de tipo F' P, e o invariante geométrico X de Bieri-Strebel.

Definicao 3.1. Seja [ um conjunto de indices. Um R-modulo o direita F ¢é dito livre se

existe um conjunto B = {a; € F : i € I} tal que F' = @aiR, onde a;R = R (como
i€l

R-mddulos), para todo i € I. Assim, temos que F' é uma soma direta de cdpias de R.

Denominamos B de base de F.

Proposicao 3.1. Seja F' um R-mddulo a direita livre com base X. Entao, dados M um
R-mddulo a direita e f: X — M uma funcao, existe um unico homomorfismo de R-mddulos
a direita 0 - F'— M tal que 00 = f, onde 1 : X — F € a funcdo candnica inclusdo, ou seja,
o sequinte diagrama € comutativo:

F

L
RN

X7

Demonstrag¢ao. (Ver |18, Proposition 2.34 (Extending by Linearity), p. 57|.) O

Proposicao 3.2. Seja F' um R-mddulo a direita livre. Entao, dados A, A" R-mddulos a
direita, h : F'— A" um homomorfismo de R-mddulos a direita e p: A — A" um epimorfismo
de R-mddulos a direita, existe um homomorfismo de R-mddulos a direita g : F' — A tal que
pg = h, isto €, o sequinte diagrama € comutalivo:

F

¥ ,
A—pA—0
Demonstragao. (Ver |18, Theorem 3.1, p.99].) O
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Teorema 3.1. Seja M um R-mddulo a direita. Entdo, M € quociente de algum R-mddulo a
direita livre. Dito de outra forma, existem um R-mddulo a direita livre F' e um R-submaddulo
A de F tal que M = F/A (isomorfismo de R-mddulos). Além disso, M ¢é um R-mddulo
a direita finitamente gerado se, e somente se, pudermos escolher, da forma acima, um R-
modulo o direita livre F' como sendo finitamente gerado.

(Ver [18, Theorem 2.35, p.58].)

Definigao 3.2. Sejam { A, }nez uma familia de R-mddulos a direita e {@, : A, = An_1}tnez
uma familia de homomorfismos de R-mddulos a direita. Dizemos que o sequinte diagrama é
uma sequéncia de R-modulos a direita:

@'fl n
...—>An+1—+§Anw—>An_1—>....

E, sejam n € Z, U{0}, {Ax} vez uma familia de R-mddulos a direita e {¢g : Ax — Ap_1} rez
k<n k<n

uma familia de homomorfismos de R-mddulos a direita. Dizemos que o sequinte diagrama ¢é
uma sequéncia parcial de R-modulos a direita:

Ay 25 Ay S AL, —
Definicao 3.3. Dizemos que uma sequéncia de R-mddulos a direita
$n n
o A TR A S A —

¢ uma sequéncia exata de R-mddulos a direita se ker(p,) = Im(pps1),Yn € Z. FE
dizemos que a mesma € um complexo se ker(yp,) 2 Im(p,11),Yn € Z. Dizemos também
que uma sequéncia parcial de R-modulos a direita

n Pn—
A, 2 A S AL, —

¢ uma sequéncia parcial exata de R-mddulos a direita se ker(pr) = Im(pri1), VE < n.

Definicao 3.4. Dizemos que uma sequéncia exata de R-mddulos a direita

(2

0— A A2 A — o0
€ uma sequéncia exata curta de R-modulos a direita.

Definicao 3.5. Sejam I,J conjuntos de indices, F' um R-mddulo & direita livre com base
X={z; e F:iel} eY:{inrﬁeF:jEJ} um subconjunto de F'. Se K é um R-
iel
submddulo de F' gerado por'Y, dizemos que o R-mddulo a direita M = F/K tem geradores
X e relagdes Y. Dizemos também que (X|Y) é uma apresentacio de M. Dizemos ainda
que M é um R-modulo a direita finitamente apresentdvel se existir uma sequéncia parcial
exata de R-mddulos a direita
R™ —- R" — M — 0,

para alguns m,n € Z, .
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Capitulo 3. Propriedades de Grupos de Tipo F Py

Observacgao 3.1. Um R-modulo a direita M é finitamente gerado se existir alguma apresen-
tagdo (X|Y) de M tal que X é um conjunto finito e M ¢é finitamente apresentavel se existir
alguma apresentacao (X'|Y’) de M tal que X' e Y’ sao finitos.

Definicao 3.6. Um R-mddulo a direita P é dito projetivo se, para cada A, A" R-mddulos a
direita, f: P — A" um homomorfismo de R-mddulos a direita e p: A — A" um epimorfismo
de R-mddulos a direita, sempre existir um homomorfismo de R-mddulos a direita g : P — A
tal que pg = f, isto €, o sequinte diagrama seja comutativo:

P

£ ,
A—p»A —0

Observacao 3.2. Pela Proposicao 3.2 (p. 97) e pela Definicao 3.6 (p. 99), segue que todo
R-modulo a direita livre ¢ R-modulo a direita projetivo.

Definicao 3.7. Uma sequéncia exata curta de R-mddulos o direita

(2

0— A A4 —o0
cinde se existe um homomorfismo de R-mddulos a direita 7 : A” — A tal que pj = id an.

Proposicao 3.3. Um R-mddulo a direita P € projetivo se, e somente se, cada sequéncia
exata curta de R-mddulos o direita 0 — A — B 25 P — 0 cinde.

Demonstragao. (Ver |18, Proposition 3.3, p. 100].) O

Proposicao 3.4. Seja P um R-mddulo a direita. Entao, P é um R-mddulo a direita projetivo
se, e somente se, P é uma parcela direta de um R-mddulo a direita livre, isto €, existe um
R-mddulo a direita livre F tal que F = P @& A, onde A ¢ algum R-submddulo de F. Além
disso, existe epimorfismo de R-mddulos p : F' — P.

Demonstra¢ao. (Ver [18, Theorem 3.5, p. 101].) O

Definicao 3.8. Seja A um R-mddulo a direita. Uma resolucdo de tipo finito do R-
mddulo a direita A é uma sequéncia exata de R-mddulos o direita

...—>Anﬂ>An_1—>...—>Ali>A0ﬂ>A—>0
onde A,, é um R-mddulo & direita finitamente gerado, ¥n € Z, U{0}. E,dado n € Z U{0},
uma resolugao parcial de tipo finito do R-mddulo a direita A ¢ uma sequéncia parcial
exata de R-mddulos a direita

dn d d
A, A, 4 — . — A A A—0

onde Ay € um R-mddulo a direita finitamente gerado, Vk < n.
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Definicao 3.9. Seja A um R-mddulo a direita. Uma resolugcao projetiva do R-mddulo
a direita A € uma sequéncia exata de R-mddulos a direita

.— P, —>Pn1—> —>P1—>P0 A— 0

onde P, é um R-mddulo & direita projetivo, ¥n € Z, U{0}. E,dado n € Z, U {0}, uma
resolugcao parcial projetiva do R-mddulo a direita A é uma sequéncia parcial exata de
R-maodulos a direita

P,—-P,_—...— P A PO — A—0
onde P, é um R-mddulo a direita projetivo, Vk < n.

Definicao 3.10. Seja A um R-mddulo & direita. Uma resolucao livre do R-modulo a
direita A ¢ uma sequéncia exata de R-mddulos a direita

.—>Fni>F = —>F1—>F0 A— 0

onde F,, é um R-mddulo & direita livre, Vn € Z,U{0}. E,dado n € Z,U{0}, uma resolugdo
parctal livre do R-modulo a direita A ¢ uma sequéncia parcial exata de R-mddulos a
direita

Fo i py— . — PSR4 0

onde Fy, € um R-mddulo a direita livre, Yk < n.

Definicao 3.11. Dado n € Z, U{0}, um R-mddulo a direita A é de tipo FP, se existe
uma resolucao parcial projetiva de tipo finito do R-mddulo a direita A

P—>Pn1—> le PO — A — 0.

E, um R-mddulo a direita A € de tipo FP,, se existe uma resolu¢do projetiva de tipo
finito do R-mdodulo a direita A

dn d d
.— P 5P, 4 —...—P 5P >5A—0.

Observemos que um R-moédulo a direita A de tipo F'P, é de tipo F P, para todo k €
{0,1,...,n} e um R-mo6dulo & direita A de tipo F' P, é de tipo F P, para todo k € Z, U{0}.

Definicao 3.12. Seja G um grupo. Um ZG-mddulo o direita A € dito trivial se G age
trivialmente a direita sobre Al

Definicao 3.13. Seja G um grupo. Dado n € 7, U{0}, dizemos que G é um grupo de tipo
FP, se 0o ZG-mddulo o direita trivial Z é de tipo FP,. E dizemos que G € um grupo de
tipo F P, se o ZG-modulo a direita trivial Zo € de tipo F' Py.

!Nesta defini¢do estamos usando a Proposigao 1.33 (p. 47).
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Definicao 3.14. Seja G um grupo. Denominamos a funcao ¢ : ZG — 7 dada por
(D w00) = D7y,
geG geG

onde x, € Z, de augmentacgao e, denotando ker(e) por Aug(ZG), denominamo-lo de ideal
augmentado.

Observacao 3.3. Seja G um grupo. Observe que, se Z ¢ ZG-mo6dulo a direita trivial, a
augmentacao ¢ : ZG — Z é um epimorfismo de ZG-modulos & direita. Observe também que
o ideal augmentado Aug(ZG) := ker(e) é, de fato, um ideal do anel ZG.

Proposicao 3.5. Todo grupo G é um grupo de tipo F'F,.
Demonstracao. Precisamos mostrar que o ZG-moédulo & direita trivial Z é de tipo F'Fy, isto
é, que existe uma resolucao parcial projetiva de tipo finito

P27 —0

Como ¢ : ZG — Z é um epimorfismo de ZG-modulos a direita pela Observacao 3.3 (p. 101),
obtemos, entao, a seguinte sequéncia parcial exata de ZG-modulos a direita

7G 7 —0 (3.1)

Como ZG é ZG-modulo a direita livre, segue que ZG é ZG-modulo a direita projetivo pela
Observagao 3.2 (p. 99). E, obviamente, ZG ¢ ZG-modulo a direita finitamente gerado.
Portanto, temos que a sequéncia parcial exata em (3.1) (p. 101) é, de fato, uma resolucao
parcial projetiva de tipo finito. O

Proposicao 3.6. Todo grupo abeliano finitamente gerado () € de tipo F'Py.

Demonstracao. Seja e : ZQ — Z a augmentagao. Pelo Corolario 1.8 (p. 78) e pela Observa-
¢ao 1.7 (p. 46), temos que Z(Q é um anel comutativo noetheriano, logo Aug(ZQ) = ker(e)
é finitamente gerado como Z@-submodulo de Z@Q pela Proposi¢io 1.45 (p. 71), dai que,
pela Demonstracao do Teorema 3.1 (p. 98), existem ZQ-moddulo livre finitamente gerado
Fy e o1 1 Fi — ker(e) epimorfismo de ZQ-modulos a direita. Definamos dy := 11y, onde
1y : ker(e) — Z@Q é o homomorfismo de ZQ-modulos inclusdo canoénica. Segue que

Im(dy) = di(Fy) = i1 (F1) = vi(ker(e)) = ker(e).
Temos, entao, a seguinte resolucao parcial livre de tipo finito de ZQ-mddulos
F%70-57 o

Como F é ZQ-mo6dulo finitamente gerado, segue que Fi ¢ ZQ-moddulo noetheriano pela Pro-
posi¢ao 1.46 (p. 72), portanto ker(d;) é ZQ-submodulo de Fy finitamente gerado. Podemos,
entao, repetir o processo acima para construir um Z@)-moédulo livre finitamente gerado Fy
tal que a seguinte sequéncia é uma resolucao parcial livre de tipo finito

FQ&F&&ZQL}Z—)O,

onde dy é definido de modo anélogo a d;. Podemos repetir tal processo indefinidamente,
obtendo, assim, uma resolucao livre de tipo finito para o Z@Q-moédulo trivial Z. Usando a
Observagao 3.2 (p. 99) concluimos que @ é um grupo de tipo F'Ps.. O]
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Lema 3.1. Seja

0—A S5 A5 4 —o0
uma sequéncia exata curta de R-mddulos. Se tal sequéncia cinde, entao A= A’ @ A”.

Demonstracao. (Ver |18, Proposition 2.28, p. 52|.) ]

Lema 3.2 (Lema de Schanuel). Sejam

il

0— K-5P s M—50 ¢ 0—K 5P 25030

sequéncias exatas curtas de R-mddulos o direita. Se P e P’ sao R-mddulos a direita projeti-
vos, entio PO K' =P ® K.

Demonstragao. Seja Q = {(z,2") € P x P’ : p(x) = p/'(z')}. Observe que @) é R-submddulo
de P x P'. Observe também que o seguinte diagrama é comutativo e possui linhas e colunas
exatas

0 0
id
K5 K
Lpl O i’

onde ¢’ : K' — @ esta definida por ¢'(k') = (0,i(K)), ¢ : K — @ esta definida por
o(k) = (i(k),0), 7’ : Q — P’ esta definida por 7(z,2’') = 2’ e 7 : Q — P esta definida por
m(xz,2’) = x. Como P e P’ sao R-mo6dulos a direita projetivos, pela Proposicao 3.3 (p. 99),
temos que as seguintes sequéncias exatas curtas

0K 505 P—50 ¢ 0—K-250"5P —0
cindem e, portanto, pelo Lema 3.1 (p. 102), P& K' 2 Q= P & K. ]
Proposicao 3.7. Seja M um R-moddulo a direita. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) Eriste uma sequéncia exata R™ — R™ — M — 0 para alguns m,n € Z,.

ii) Eziste uma sequéncia exata P, — Py — M — 0 para alguns R-mddulos a direita
projetivos finitamente gerados Py e P;.

iii) M € R-mddulo a direita finitamente gerado e, para cada R-mddulo a direita projetivo
finitamente gerado P e epimorfismo de R-mddulos a direita ¢ : P — M, temos que
ker(p) € R-submddulo finitamente gerado.
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Demonstragao. (Ver |9, (4.1) Proposition, p. 192].) O
Proposicao 3.8. Seja M um R-mddulo a direita.

a) M é R-mddulo & direita finitamente gerado se, e somente se, M é R-mddulo a direita
de tipo FF,.

b) M é R-mddulo & direita finitamente apresentdvel se, e somente se, M é R-mddulo a
direita de tipo FPy.

Demonstra¢ao.  a) Pelo Teorema 3.1 (p. 98), temos a seguinte sequéncia parcial exata de
R-médulos a direita:
Fy - M — 0, (3.2)

onde Fy ¢ R-modulo a direita livre. Da Demonstracdo do Teorema 3.1 (p. 98), segue
que se M é R-moédulo & direita finitamente gerado, entao podemos contruir Fy como
sendo um R-moédulo & direita livre finitamente gerado. Usando (3.2) (p. 103) temos
que M é R-mo6dulo a direita de tipo F'F.

Caso M seja R-modulo a direita de tipo F'Fy, entao temos a sequinte resolucao parcial
projetiva de tipo finito
P2 M —0

Dai que M = Py/ker(dy), sendo este tltimo um R-mo6dulo a direita finitamente gerado,
visto que Fy o é. Portanto, M é R-moédulo a direita finitamente gerado.

b) Consequéncia imediata da Proposi¢ao 3.7 (p. 102).
[

Lema 3.3. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entdo, temos a sequinte igualdade
de ZH-mddulos a direita:
ZG = PzH,

teT

onde T € uma transversal a esquerda de H em G, isto ¢, G = U tH eT C G. Dito de outra

teT
forma, ZG é ZH-mddulo a direita livre.

Demonstracao. Para todo t € T, temos que tZH C ZG, logo ZtZH C ZG. Para mostrar-
teT
mos a inclusao reciproca, dado A = ngg € ZG, com x4 € Z, segue que existe n € Zy
geG

tal que A = ngigi = ngi(tihi) = Zti(xgihi), onde g; € G, t; € T e h; € H, pois
i=1 i=1 i=1
G = UtH. Temos que t;(x,h;) € t,ZH para 1 < i < n, logo A € Z%ZH, onde

teT j=1

ti. € {t1,...,tp} para 1 < j < s, onde s < n (Neste tltimo somatorio o que fizemos foi,

J
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S S
eventualmente, eliminar parcelas t,ZH iguais). Se mostrarmos que Ztia‘ ZH = @ti].ZH ,
J=1 j=1
S
teremos que \ € @tijZH - @tZH e, portanto, ZG C @tZH. Vamos mostrar, entao,

j=1 teT teT
s

S
que ZtijZH = @tijZH. Para isso basta mostrarmos que, para todo k € {1,...,s},

j=1 7j=1

ti, ZH N Zt ZH) = 0. Dado k € {1,...,s}, seja a € t;,ZH N (Y _t;ZH). Entao,

Jj=1

J#k J#k
a:tikaih:Zxﬁ(ti ea—Zt inh Ztht h). Segue que
heH heH J 1 heH J 1 heH
S5 ath) + S () = Oz (33)
i1 hel heH

Como G € uniao disjunta das classes laterais ¢tH, concluimos que t;; h =+ tij, h', para todos
J1,72 € {1,...,s} tais que j; # j» e para todo h,h' € H, dai que por (3.3) (p. 104) 2} =0,
para todo [ € {1,...,s} e para todo h € H e, portanto, a = 0zg. O

Lema 3.4. Seja G um grupo. Entdo, Aug(ZG) é Z-mddulo livre com base
B={9g—1€ZG:9g€ G eg#ls}.

Demonstracio. E facil ver que B é um conjunto Z-linearmente independente. Basta, entdo,
mostrarmos que B gera Aug(ZG). Dado A = ngg € Aug(ZG), segue que ng 0, dai

geG geqG
que A = ngg - ng ng g — 1). Portanto, B gera Aug(ZG). Assim, Aug(ZG) =
geG geG geG
P z-1). O
geG
9#lg

Definicao 3.15. Um R-mddulo a direita A € dito plano se o funtor A Qg — € exato, isto €,
dada uma sequéncia exata curta de R-mddulos a esquerda

0—B BB —0,
entao a sequéncia
0— Aop B "% Ay B"“Y Ay B — 0

€ uma sequéncia exata curta de grupos abelianos.
E um R-mdédulo a esquerda B € dito plano se o funtor — ®r B € exato, isto €, dada uma
sequéncia exata curta de R-modulos a direita

%

0— A A2 A o,
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entao a sequéncia
/ i®id pRidp
¢ uma sequéncia exata curta de grupos abelianos’.

Lema 3.5. Seja G um grupo. Entao, G é um grupo finitamente gerado se, e somente se,
Aug(Z@G) € finitamente gerado como ideal a direita do anel de grupo ZG, isto é, Aug(ZG) é
finitamente gerado como ZG-submddulo do ZG-mddulo a direita ZG.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que se G' ¢ um grupo finitamente gerado, entao
Aug(ZG) é finitamente gerado como ZG-submodulo do ZG-modulo a direita ZG. Seja
G = (X), onde X & um subconjunto arbitrario de GG, vamos demonstrar que o conjunto

X={r—-1€ZG :z e X}

gera Aug(ZG) como ZG-submoédulo do ZG-médulo a direita ZG. E facil ver que o ZG-
submodulo do ZG-moédulo a direita ZG gerado por X esta contido em Aug(ZG), ou seja,

Z(:z: — 1)ZG C Aug(ZG),

zeX

uma vez que x — 1 € Aug(ZG),Vzr € X e Aug(ZG) é ideal de ZG. Agora, dado g € G, temos
que g = x5 ...x5", onde n € Zy,z; € X, 5 € {—1,1} e 1 < j < n. Vamos mostrar por
inducao sobre n que g — 1 € Z(x - 1)ZG.
zeX
Paran =1, temos que 1 — 1 € (z1 —1)ZG C Z(x— NZGex'—1=(z;—-1)(—2;") €
zeX
(11— 1)ZG C ) (z—1)ZG.

zeX
Para n > 1, segue, pela hipotese de indugao, que

g—1= (a7 =D .. i+ (xPaP .. ain—1) € (ajl—l)ZG—i—Z(x—l)ZG C Z(m—l)ZG.

n
reX reX

Pelo Lema 3.4 (p. 104) e pelo que foi visto acima, concluimos que Aug(ZG) C Z(x - 1)ZG.
rzeX
Assim, Aug(ZG) = Z(m — 1)ZG. Se G ¢é grupo finitamente gerado, temos que existe um

zeX
subconjunto finito X de G tal que G = (X), logo X como acima é também um conjunto

finito e, portanto, Aug(ZG) é finitamente gerado como ZG-submoédulo do ZG-modulo a
direita ZG.

Suponhamos agora que Aug(ZG) seja finitamente gerado como ZG-submodulo do ZG-
modulo a direita ZG. Entao,

Aug(ZG) = NZG,
=1

2 As definigoes de ida ®1, ida ®p, i®idp e pidp encontram-se em [18, Proposition 2.46, p. 74 e Theorem
2.48, p.74].
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onde n € Z, e A\; € Aug(ZG) para 1 < i < n (Caso Aug(ZG) = 0, entdo G = 1, pois
g— 1€ Aug(ZG),¥g € G). Podemos escrever, entdo, \; = Za:gig com Zl’gi = 0, onde

geG geCG
zg € Z. Agora

Ai = ngig - ngi = ngi(g —1)= Z(Q — Dy,

geG geG geG geG
dai que \; € Z (9g—1)Z C Z —1)ZG, pois Z C ZG. Assim,
gesupp(Ai) gesupp(Ai )

Aug(ZG) = ZAZGCZ > (9- 1ZG C Aug(ZG),

i=1 g€supp(Xi)

onde esta tltima continéncia acontece, pois Aug(ZG) é ideal de ZG. Portanto,

n

Aug(ZG) = Y (9—1)ZG.

=1

gE€supp(X;)
Seja
i=1
Entao,
Aug(ZG) = (g; - 1)ZG. (3.4)
j=1

Definamos

S = (X),

que é subgrupo de G. Pelos paragrafos precedentes, como S é gerado por X, segue que
Aug(ZS) é gerado, como ZS-submodulo do ZS-moédulo ZS, por {g; —1 € Z5:1 < j <m},

isto é, Aug(ZS) = Z(gj —1)ZS. Logo,

j=1
Aug(Z8) - ZG = () (g, — 1)ZS) - ZG = > (g; — )ZG = Aug(ZG),
j=1 Jj=1
ou seja,
Aug(ZG) = Aug(ZS) - ZG. (3.5)

Veja que podemos escrever G = U St, onde T é uma transversal & direita de S em G. Logo,
teT
por uma variagao do Lema 3.3 (p. 103), ZG = @ Z.St, dai que ZG é Z.S-modulo & esquerda

teT
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livre, o que implica que ZG é ZS-modulo a esquerda plano por [18, Proposition 3.46 (iii),
p. 132] e a Observacao 3.2 (p. 99) e, portanto, o funtor — ®zg ZG é exato. Considerando,
entao, a seguinte sequéncia exata curta de ZS-modulos a direita

0 — Aug(ZS) = 7ZS —+Z — 0,

onde ¢ é 0 homomorfismo de ZS-modulos a direita inclusao canonica, € é a augmentacao e Z
é ZS5-mobdulo a direita trivial, temos que a sequéncia de Z-moédulos

00— Aug(ZS) ®zs LG =5 7S ®zs LG LN/ ®Rzs LG — 0 (36)
também é exata curta, onde 1, =t ® idzg e €, = € ® idgzg. Observe agora que

7S Rz5 G = ZG como Z-mobdulos,

onde o isomorfismo é dado por
Vi@ N—= U,

com p € ZS e A € ZG. Usando ainda o isomorfismo 1 e (3.5) (p. 106), segue que
Aug(ZS) ®zs ZG = Aug(ZS) - ZG = Aug(ZG),

onde tal isomorfismo é também de Z-modulos. Agora, por uma variagdo do Lema 3.3 (p.
103) e por [17, Theorem 2.8, p. 33|, concluimos que

Z 925 ZG = 7 ®z5 (D 251) = @D(Z ®z5 Z5t) = (Z ®z5 ZS) & ... & (Z Dz Z5) =

~—
teT teT 7] vezes

~720.. . 0Z=Pt
|T| vezes teT

onde tais isomorfismos acima também sao de Z-mddulos. Sendo assim, da sequéncia exata
curta (3.6) (p. 107) obtemos a seguinte sequéncia exata curta de Z-modulos:

0 — Aug(2G) > 26 - @zt — o,

teT

onde « é induzida por ¢, e 8 é induzida por &,. Como a augmentacao € : ZG — Z &
epimorfismo de ZG-moédulos a esquerda, temos o seguinte isomorfismo de ZG-modulos a

esquerda:
7ZG/Aug(ZG) = Z.

Por outro lado, temos as seguintes igualdades e isomorfismos de Z-moédulos:
B zt = Im(B) = ZG/ker(8) = ZG/Im(a) = ZG/Aug(ZG) = Z.
teT

Segue, entao, que
Z = P Zt como Z-modulos. (3.7)

teT
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Ademais, considerando o (Z, Q)-bimédulo Q, por um lado,
Z ®7 Q = Q como Q-espacos vetoriais.
E, por outro lado, pelos resultados em [17, Theorem 2.8, p. 33 e Exercise 2.25, p.34],

(@ Zt) 2z Q= (Z2zQ) D ... (Z Ry Q), ~Q®...®Q como Q-espagos vetoriais.

TV Vv
tet |T| vezes |T| vezes

Logo, usando (3.7) (p. 107), segue que
Q@ ...5Q =Q (isomorfismo de Q-espacos vetoriais).
—_————

|T| vezes
Mas, dimqgQ = 1 e dimg(Q @ ... & Q) = [T, logo |T'| = 1 e, portanto, [G : S] = 1, ou
—_———
|T| vezes
seja, G = S. Dai que G = (X), onde X = {¢g1,...,9m}, isto &, G é um grupo finitamente
gerado. O]

Lema 3.6. Seja G um grupo. Entao, G é um grupo finitamente gerado se, e somente se, Z
¢ finitamente apresentdvel como ZG-maodulo a direita trivial.

Demonstragao. Se G é um grupo finitamente gerado, entdo, pelo Lema 3.5 (p. 105), Aug(ZG)
é finitamente gerado como ideal a direita do anel de grupo ZG, isto é, Aug(ZG) é finitamente
gerado como ZG-submoédulo do ZG-modulo a direita ZG. Como a augmentacao € : ZG — Z
é epimorfismo de ZG-moédulos & direita, temos o seguinte isomorfismo de ZG-modulos a
direita:

7ZG/Aug(ZG) = Z.

Agora, ZG é ZG-modulo a direita livre finitamente gerado, e como Aug(ZG) é ZG-submodulo
finitamente gerado, concluimos que Z é finitamente apresentavel como ZG-moédulo & direita.

Suponhamos agora que Z seja finitamente apresentavel como ZG-modulo & direita trivial.
Entao, existe uma sequéncia exata de ZG-modulos a direita ZG™ — ZG" — Z — 0 para
alguns m,n € Z,, logo, pela Proposicao 3.7 (p. 102), como ¢ : ZG — Z é epimorfismo
de ZG-modulos & direita e ZG é ZG-modulo a direita livre finitamente gerado, portanto
projetivo finitamente gerado, temos que ker(e) = Aug(ZG) é ZG-submodulo finitamente
gerado, ou seja, Aug(ZG) é finitamente gerado como ideal a direita do anel de grupo ZG.
Segue do Lema 3.5 (p. 105) que G é um grupo finitamente gerado. ]

Proposicao 3.9. Seja G um grupo. Entao, G € um grupo de tipo F'P;, se, e somente se, G
¢ um grupo finitamente gerado.

Demonstracao. Pelo Lema 3.6 (p. 108), G é um grupo finitamente gerado se, e somente se, Z
é finitamente apresentavel como ZG-modulo a direita trivial, o que é equivalente a existéncia
de uma sequéncia parcial exata de ZG-moédulos & direita

7ZG" - 7ZG" =7 =0

para alguns m,n € Z,. Esta ultima afirmacao é equivalente ao fato de G ser grupo de tipo
F Py, uma vez que ZG™,ZG" sao ZG-mobdulos a direita projetivos finitamente gerados, ja
que sao ZG-modulos & direita livres finitamente gerados, onde estamos usando a Proposicao
3.7 (p. 102). ]
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Lema 3.7. Sejam
0—-P,—...oPh—>M—->0 ¢ 0P —...>F—>M-=0

sequéncias exatas de R-mddulos a direita. Se P;, P! sdo R-mddulos & direita projetivos para
0<1<n-—1, entao

PP oPRdP,d.. 2P oPOP,ePo...

Consequentemente, se P;, P! sao R-mddulos a direita finitamente gerados para 0 <i < n—1,
entao P, é R-mddulo & direita finitamente gerado se, e somente se, P, é R-mddulo & direita
finitamente gerado.

Demonstragao. (Ver |9, (4.4) Lemma, p. 193].) O

Proposigao 3.10. Sejam M um R-mddulo a direita en € Z, U{0}. As sequintes afirmacoes
sa0 equivalentes:

i) Fziste uma resolucao parcial F, — ... — Fo — M — 0 onde cada F; é R-mddulo
a direita livre finitamente gerado para 0 <1 <n;

ii) M é um R-mddulo & direita de tipo FP,;

iii) M ¢ um R-mddulo a direita finitamente gerado e, para toda resolu¢do parcial projetiva

de tipo finito Py ey Py — M — 0 com k < n, ker(dy) é R-submddulo
finitamente gerado.

Demonstragao. Pela Observacao 3.2 (p. 99), ) implica i) trivialmente.

Vamos mostrar que i) implica 4ii). Suponhamos que M seja um R-modulo & direita
de tipo F'P,. Primeiramente, observemos que M é, pelo menos, um R-moédulo a direita
de tipo F'Py, logo um R-moédulo a direita finitamente gerado pela Proposicao 3.8 a) (p.

U

103). Agora, para todo k < n, existe uma resolu¢ao parcial projetiva de tipo finito P i)
. — Py — M — 0 do R-médulo a direita M e, portanto, temos que ker(d) é um
R-submédulo de P finitamente gerado, uma vez que ker(d,) = Im(d,,) = dj . (Pp,,),
sendo este ltimo um R-submoédulo de Pj finitamente gerado, pois P, ¢ um R-moédulo
finitamente gerado. Pelo Lema 3.7 (p. 109), para qualquer outra resolugao parcial projetiva
de tipo finito Py ey . — Py — M —> 0 do R-médulo a direita M, temos que ker(dy)
¢ R-submodulo de Py finitamente gerado e, portanto, temos a validade de ii).
Mostraremos agora que i) implica i). A demonstra¢ao seguira por indugao sobre n > 0.
Caso n = 0, como M é R-moédulo a direita finitamente gerado, existem R-modulo a
direita livre finitamente gerado F{ e epimorfismo de R-modulos a direita dy : Fy — M. Logo,
obtemos resolucao parcial
£ Mo,

onde Fy é R-modulo a direita livre finitamente gerado.

. - . . dy
Caso n > 1, suponhamos que temos resolucdo parcial livre de tipo finito F,,_; — ... —
Fy — M — 0. Tal resolucao parcial ¢ também projetiva de tipo finito, logo, pela hipotese,
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ker(d,_1) é finitamente gerado e, portanto, existem F}, livre finitamente gerado e epimorfismo
Tn @ = ker(d,_1). Assim, temos a seguinte resolugao parcial livre de tipo finito:

F, T F, 4 . Fy M 0

ker(d,—1)

onde ¢ é o homomorfismo de R-modulos inclusao canonica. O

Nos dois seguintes resultados (Lema 3.8 (p. 110) e Proposigao 3.11 (p. 110)), menciona-
remos e usaremos o funtor derivado Tor. A definicdo de tal funtor pode ser encontrada em
[18, Definition, p. 346|.

Lema 3.8 (Lema de Eckmann-Shapiro). Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e A um
Z.H-mdodulo o esquerda. Entao, temos o sequinte isomorfismo de Z-maodulos:

Tor?H(Z, A) = Tor?%(Z,ZG @z A).
Demonstragao. (Ver |18, Proposition 9.76, p. 561].) ]

Proposicao 3.11. Seja G um grupo tal que G = F/R (isomorfismo de grupos), onde F é
um grupo livre finitamente gerado e R é um subgrupo de F. FEntao, G € um grupo de tipo
F Py se, e somente se, a abelianizacio R/ R’ ¢é finitamente gerada como ZG-mddulo a direita.

Demonstracao. Temos sequéncia exata curta de ZF-modulos a direita
0 — Aug(ZF) - ZF - 7Z — 0

onde Z é ZF-bimoédulo trivial. Logo, temos sequéncia exata longa de Z-moédulos em Ho-
mologia para Tor?t'(—, ZG), onde ZG ¢ ZF-moédulo & esquerda via homomorfismo 7, onde
m: F — F/R =G é o epimorfismo de grupos projecao candnica. Tal sequéncia exata longa
de Z-modulos é a seguinte:

. = Tor® ¥ (ZF, ZG) — Tor?* (Z,2ZG) — Torl" (Aug(ZF),ZG) —

— Torl*(ZF,2G) — Tor?* (Z,7ZG) — 0. (3.8)

Observemos que, como ZF ¢ ZF-modulo a direita livre, Tor?"(ZF,ZG) = 0 (Ver [18,
Theorem 7.2, p.405]).
Vamos mostrar que ZG = ZF ®gzgr Z (isomorfismo de Z-modulos). Podemos escrever

F = U tR, onde T' & uma transversal & esquerda de R em F (T ¢é subconjunto de F'). Pelo
teT
Lema 3.3 (p. 103), segue que ZF = @tZR. Dai que, por [17, Theorem 2.8, p.33|,

teT

ZF @zr Z = (DIZR) ®21 Z = (ZR ®zr Z) = (ZR0zp Z) & ... & (ZR @y Z) =

-~
teT teT 7| vezes
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27d.. L= tZ.
————
|T| vezes
Logo,
7F Qzr 1 = @tz como Z-mobdulos.

teT
Como G = {tR € F/R : t € T}, existe bije¢ao entre T e G enviando ¢ para tR, logo |T| = |G|
e, portanto, @tz & @gZ. Mas, ZG = @gZ (como Z-modulos), dai que

teT geG geG

ZG = ZF ®zg Z (isomorfismo de Z-modulos)

De fato, este ultimo isomorfismo é um isomorfismo de ZF-moédulos & esquerda, onde ZF' é
considerado como ZF-bimoédulo via produto. Temos, entao, que

Tor® ¥ (Z,ZG) = Tor?*(Z,ZF ®zr Z) como Z-modulos.
Pelo Lema 3.8 (p. 110) (Lema de Eckmann-Shapiro), segue que

Tor®¥(Z,ZF ®zr Z) = Tor?*(Z,Z) como Z-modulos.
E temos também que

Tor?%(Z,7Z) = R/R' como Z-modulos
(Ver [18, Theorem 9.52, p. 539]). Sendo assim, concluimos que
Tor®¥(Z,ZG) = R/R' como Z-mobdulos.
Observemos que
TorZ (Aug(ZF),ZG) = Aug(ZF) ®@zr ZG,
Torf¥(ZF,ZG) = ZF ®4r ZG,
Tor¥¥(Z,2G) = Z @4r ZG

como Z-modulos (Ver [18, Theorem 6.29 (ii), p. 353]). Temos também que

ZF ®zr G = ZG como ZG-mobdulos a direita,

onde ZG é considerado como ZF-moédulo a esquerda via homomorfismo de grupos m e é
considerado como ZG-modulo a direita via produto. Da Demonstragdo do Lema 3.5 (p.
105), segue que Aug(ZF) = @(y — 1)ZF, onde |Y| < oo. Logo, por [17, Theorem 2.8, p.

yey
33 e Exercise 2.25, p. 34|,

Aug(ZF) @zr ZG = (P (y — V) ZF) @zr ZG = P((y — V)ZF @zp ZG) =

yey yey

~ (ZF @zp ZG) & ... & (ZF @zp ZG) 2 ZG & ... & ZG,

NS e
~~ ~~

|Y| vezes [Y'] vezes
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isto é,
Aug(ZF) @zp ZG = ZG ® ... ® ZG como ZG-modulos a direita.

~
Y| vezes

Vamos mostrar agora que Z Qzp ZG = 7Z como ZG-modulos & direita, onde G age
trivialmente sobre Z. Temos sequéncia exata curta de ZG-moddulos & direita

0 — Aug(ZG) = ZG —+Z — 0,

onde Z ¢ ZG-modulo a direita trivial via homomorfismo 7, ¢+ ¢ o homomorfismo de ZG-
modulos & direita inclusdo candnica e € é a augmentacdo. Por |18, Proposition 2.78 (Right
Exactness), p. 93|, temos que o funtor Z ®zr — é exato a direita (onde consideramos Z como
ZF-bimoédulo trivial), logo, lembrando que ZG é ZF-mo6dulo a esquerda via homomorfismo
de grupos 7, temos a seguinte sequéncia exata de ZG-modulos a direita

Observemos que Z®zrZ = Z (como ZG-modulos a direita) através do isomorfismo z; ® zo +—
2129, cOM 21, 2o € Z. Dai que, como i1dz ®¢ é sobrejetivo, se mostrarmos que idz @< é também
injetivo, teremos que Z ®zr ZG = Z como ZG-modulos a direita. Mas, para mostrarmos que
idz ®¢ é injetivo, basta mostrarmos que Im(idz®¢) = 0. Seja 2@\ € ZRzr Aug(ZG). Pelo
Lema 3.4 (p. 104), segue que A = Z 24(g—1), onde z, € Z. Logo, 2@\ = Z 25(z®(g—1))

9eq geG
9#la 9#1g

e, portanto, (idz ® t)(z @ \) = Z 25(z® (g — 1)) em Z ®zp ZG. Observe agora que, no

geG
9#lg

ZG-modulo a direita Z ®zp ZG, temos a seguinte equacao: dado g € G tal que g = 7(f),
com f € F,
2R(g—1g)=209g—201lg=27(f) —2Q1lg=2 (7(f) 1lg) —2® 1g =

2R (f1lg)—201lg=:2f)®1lg—2Q®1lg=201g—2® 15 = 0.
Dai que, Im(idz ® ) = 0.
Desta forma, obtemos de (3.8) (p. 110) a seguinte sequéncia exata de Z-modulos a direita:

0~ R/RSZG...0ZG - ZG - Z — 0, (3.9)

Y] vezes

Tal sequéncia é também uma sequéncia exata de ZG-modulos a direita, onde o ¢ um homo-
morfismo de ZG-modulos a direita, Z é ZG-modulo a direita trivial e R/ R’ é ZG-modulo &
direita (usando a Proposigao 1.33 (p. 47)) com a acdo de G sobre R/R’' dada pela Proposi-
¢ao 1.38 (p. 54) sendo a mesma a conjugagao por elementos de F'/R’, onde consideramos a
seguinte sequéncia exata curta de grupos para se usar a Proposi¢ao 1.38 (p. 54)

1> R/R<SF/RSF/R=G—1,

onde ¢ é o homomorfismo de grupos inclusao canoénica e p é o epimorfismo de grupos dado
pela Proposi¢ao 1.7 (p. 9). Outro jeito de se chegar a sequéncia 3.9 (p. 112) é usando-se
Derivadas de Fox |9, (5.4) Proposition, p.43|.
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Observe agora que tanto ZG, quanto ZG' @ ... ® ZG sao ZG-modulos a direita livres

~
Y| vezes

finitamente gerados, logo projetivos finitamente gerados. Pelo Teorema 3.1 (p. 98), existem
um ZG-moédulo a direita livre F' e epimorfismo de ZG-moédulos a direita ¢ : F' — R/R' o
que d& origem a seguinte sequéncia exata de ZG-modulos a direita

F i ZGY 7G Z 0

oA

R/F

onde ZGIY! = ZG @ ... ® ZG. Assim, usando a Proposi¢ao 3.10 (p. 109) e o fato de « ser

~
Y| vezes

injetivo mais a Proposi¢do 3.10 iii) (p. 109), concluimos que G é grupo de tipo F'P; se, e
somente se, F' é ZG-mddulo a direita finitamente gerado, o que é equivalente, por sua vez,
pelo Teorema 3.1 (p. 98), a R/R' ser finitamente gerado como ZG-modulo a direita. O

Corolario 3.1. Seja G um grupo. Se G € um grupo finitamente apresentdvel, entao G € um
grupo de tipo FP,.

Demonstragao. Como G é um grupo finitamente apresentavel, existe apresentacao (X|S) de
G tal que X e S sdo conjuntos finitos. Dai que, G = F/R, onde F' := F(X), grupo livre com
base X, e R := (S)X). Logo, pela primeira parte da Demonstracio da Proposicio 1.41 (p.
65), R/ R’ é gerado como ZG-modulo a direita pelo conjunto {sR'}scs, que € finito. ]

Proposicao 3.12. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que |G : H] < co. Entao,
G € grupo de tipo F P, se, e somente se, H € grupo de tipo FP,.

Demonstra¢ao. De inicio observemos que, como [G : H] < 0o, entdo existe subconjunto 7" de

Gtal que [T <ooe G = U tH (T é transversal & esquerda de H em G). Pelo Lema 3.3 (p.
teT
103), temos que

2G=Pizn=zH e . o L1 (3.10)

-~

teT |T| vezes

que é um isomorfismo de ZH-mo6dulos a direita, onde T é conjunto finito.

Suponhamos primeiramente que G seja um grupo de tipo F'P,,. Logo, para todo n €
Z, U {0}, existe resolugdo parcial projetiva de tipo finito de Z como ZG-modulo a direita
trivial

P.:P,—...—>F—~2Z—0.

Temos, entao, que P; é ZG-modulo a direita projetivo finitamente gerado para 0 < ¢ < n.
Pela Demonstragao da Proposigao 3.4 (p. 99), existe ZG-modulo a direita livre finitamente
gerado F; (pois P; é ZG-modulo a direita finitamente gerado) tal que

F, =P A, (3.11)
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onde A; é algum ZG-submoédulo de F;. Logo, existe s € Z, tal que I; £ ZG @ ... D ZG e,

n'g
S vezes

por (3.10) (p. 113), F; = ZH @ ... ® ZH (isomorfos como ZH-mo6dulos a direita). Logo, F;

TV
s|T| vezes

¢ ZH-modulo a direita livre finitamente gerado. Usando (3.11) (p. 113), a Proposicao 3.4 (p.
99), a Proposicao 1.47 (p. 72) e a Observagao 1.16 (p. 73), concluimos que P; é ZH-moédulo
a direita projetivo finitamente gerado para 0 < i < n e para todo n € Z, U {0}. Portanto,
H é grupo de tipo F'P,.

Suponhamos agora que H seja um grupo de tipo FP,. Vamos mostrar que Z como
ZG-modulo a direita trivial satisfaz a afirmacao iii) da Proposi¢ao 3.10 (p. 109), para todo
n € Z,U{0}, e, portanto, G sera grupo de tipo F'P,,. Dadon € Z,U{0}, sejam k € Z, U{0}

tal que k < ne Py : Py N Py — Z — 0 uma resolucao parcial projetiva de
tipo finito de Z como ZG-modulo a direita trivial. Pelo que foi demonstrado no paragrafo
precedente temos que P ¢ uma resolucao parcial projetiva de tipo finito de Z como ZH-
modulo a direita trivial. Usando a Proposicao 3.10 iii) (p. 109) e o fato de H ser de tipo
F P, concluimos que Z ¢ ZH-moédulo a direita trivial finitamente gerado e, tomando-se Pk,
que ker(dy) ¢ ZH-submddulo de P finitamente gerado. Portanto, Z é ZG-modulo & direita
trivial finitamente gerado e ker(dy) é ZG-submodulo de Py finitamente gerado. ]

Proposicao 3.13. Sejam n € Z, U{0} e
0—+A—-A—-A"—0

uma sequéncia exata curta de R-modulos a direita. Entao, valem-se as sequintes afirmacoes:

a) Se A’ é R-mddulo a direita de tipo FP, 1 e A é R-mddulo a direita de tipo F'P,, entdo
A" ¢ R-mddulo & direita de tipo FP,.

b) Se A é R-mddulo a direita de tipo F'P,_1 e A” é R-mddulo a direita de tipo F'P,, entdo
A" € R-mddulo a direita de tipo FP,_;.

c) Se A" e A” sao R-mddulos a direita de tipo FP,, entdo A também é R-mddulo & direita
de tipo FP,.

Demonstracao. (Ver |3, Proposition 1.4, p. 12].) O
Teorema 3.2. Seja G um grupo solivel. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) G é grupo de tipo FPs,.

ii) G € grupo construtivel.
Além disso, caso i) ou ii) valham, G € um grupo nilpotente-por-abeliano-por-finito.

Demonstracao. Mostrar que G é grupo construtivel, supondo que G seja grupo de tipo F Py,
requer resultados mais sofisticados. A Demonstracdo pode ser encontrada em [12, Corollary,
p. 57|.

A Demonstracao de que GG é um grupo nilpotente-por-abeliano-por-finito pode ser encon-
trada em |7, Theorem 5.2, p.17].
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Aqui vamos mostrar somente a parte facil da afirmagao. Suponhamos que G seja grupo
construtivel. Mostraremos que G é grupo de tipo F'P...

Seja H um subgrupo de G de tipo F'P,,. Da definicao de grupo soliivel construtivel, basta
mostrarmos os seguintes itens:

i) Se [G : H] < 0o, entdao G é grupo de tipo F Py;

ii) Se G & extensao HNN com base H, letra estavel p e subgrupos associados® H e H; tais
que H = Hy, entao G é grupo de tipo F P..

Caso [G : H] < 0o, da Proposigao 3.12 (p. 113) segue que G é grupo de tipo F'P...

Caso G = (H,p|H? = H,), pode ser mostrado que a existéncia da forma normal em
extensao HNN ¢ equivalente a existéncia da seguinte sequéncia exata curta de ZG-modulos
a direita

0 — Z®zy ZG -5 Z @z ZG — 7 —> 0. (3.12)
Aqui, Z é ZG-modulo a direita trivial e, pela Demonstra¢ao do Lema 3.5 (p. 105), temos

Z 71G=27d.. L= Zt, ond =| |Htsendo Tt 1 & direita de H
que Z ®zy 4G D...PH @ , onde G U sendo ransversal a direita de

|T| vezes teT teT
em G (T C G). Como existe bijecao entre as classes laterais a direita de H em G e T dada
por Ht — t, segue que Z Qzy ZG = @ Z(Ht) =2 Z(G/H), dai que, em (3.12) (p. 115),

HteG/H
teT

Z Rz ZG é Z-mobdulo livre com base { Ht }er (classes laterais a direita de H em G) e, além
disso, d(Ht) = Hp~'t e e(Ht) = 1 (augmentagao).
Agora, como H é grupo de tipo F'P,,, usando a Proposi¢ao 3.10 (p. 109), segue que existe
a seguinte resolucao livre de tipo finito de ZH-moédulos a direita para o ZH-moédulo a direita
trivial Z:
oo B> F >y —Z—0, (3.13)

onde F; é ZH-modulo a direita livre finitamente gerado, Vi € Z, U {0}. Por uma variagao
do Lema 3.3 (p. 103), temos que ZG é ZH-modulo a esquerda livre e, portanto, ZG é ZH-
modulo a esquerda plano (por [18, Proposition 3.46 iii), p. 132] e Observacao 3.2 (p. 99),
dai que o funtor — ®zy ZG ¢é exato, logo obtemos de (3.13) (p. 115) a seguinte sequéncia
exata de ZG-modulos a direita

—>F2®ZHZG—>F1®ZHZG—)F0®ZHZG—>Z®ZHZG—>O

Como F; é ZH-mo6dulo a direita livre finitamente gerado, Vi € Z, U{0}, segue que F; ®@zy ZG
¢ ZG-modulo a direita livre finitamente gerado, Vi € Z, U {0}. Logo, pela Proposi¢ao 3.10
(p. 109), concluimos que Z ®zg ZG ¢ ZG-mobdulo a direita de tipo F'P.,. Assim, usando
a sequéncia exata curta de ZG-moédulos & direita (3.12) (p. 115) e a Proposicao 3.13 a) (p.
114), concluimos que Z é ZG-modulo a direita trivial de tipo F'P,, e, portanto, G é grupo
de tipo F' P.. O

3Se G = (H,p|HY = Hy) com H # H; e H # Hs, entdao pode ser mostrado que existe subgrupo livre de
posto 2 em G e, portanto, G nao seria solavel. O que é uma contradi¢do com a hipétese.
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Teorema 3.3. Seja
N—G—H

uma sequéncia exata curta de grupos tal que N é um grupo nilpotente, H é um grupo abeliano
e G é um grupo finitamente gerado. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

i) G é um grupo de tipo F P..
it) o(G) =Xy (H) estd contido em alguma semiesfera aberta de caracteres de H.
i) diso(G) = disXfy . (H) estd contido em alguma semiesfera aberta de caracteres de H.

Além disso, caso i), ii) ou iii) valham, BY \,(H) = disEy N (H), o qual é também um
conjunto finito.

Demonstragao. Esse Teorema é uma reformulagdo do Teorema 5.2 em |7, Theorem 5.2, p.17]
juntamente com o Teorema 3.2 (p. 114). Nao faremos Demonstracdo do mesmo nesta
Dissertagao, apenas a seguinte observacao.

Veja que G/N = H, logo G/N é grupo abeliano e, portanto, G é um grupo nilpotente-
por-abeliano-por-finito. Além disso, N e G/N serem grupos solaveis acarreta que G é grupo
solavel. Agora, caso G seja um grupo de tipo F'P,,, entao, como G é grupo solivel, segue
do Teorema 3.2 (p. 114), que G & grupo construtivel. Aplicando o Teorema 5.2 em |7,
Theorem 5.2, p.17|, temos que Ef\,/N,(H) e, portanto, distV/N/(H) estao contidos em alguma
semiesfera aberta de caracteres de H. Caso Xf ,(H), ou disXy, v, (H)) estejam contidos em
alguma semiesfera aberta de caracteres de H, pelo Teorema 5.2 em |7, Theorem 5.2, p.17|,
segue que G é grupo construtivel, e como também G é grupo solavel, pelo Teorema 3.2 (p.
114), concluimos que G é grupo de tipo F'P..

Pelo que foi visto acima e pelo Teorema 5.2 em |7, Theorem 5.2, p.17|, caso i), ii), ou iii)
valham, entao X v, (H) = disXy ., (H), 0 qual ¢ também um conjunto finito. O

Teorema 3.4. Sejam G um grupo e H < G. Se G € grupo solivel de tipo F P, entio G/H
também o é.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2 (p. 114), temos que G é grupo construtivel, logo, como
¢ mostrado em |2, Theorem 4, p. 252|, G/H ¢é grupo construtivel, e como G/H é também
grupo solavel, concluimos, pelo Teorema 3.2 (p. 114), que G/H é grupo de tipo FP,,. [
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Capitulo 4

Centralizadores de Grupos Finitos em
Grupos Solaveis de Tipo F' Py

Sejam G um grupo e M um ZG-moédulo a direita. Neste Capitulo, dados A € ZG e
m € M, ao invés de denotarmos o produto de A e m por m\, denotaremos o mesmo por

m?.

Observe que, dado g € G, temos que g € Z(G. Assim, nao faremos distingao entre a notacao
da acao de g € G sobre um dado elemento m do grupo abeliano M e a notagao do produto
de g € ZG sobre um dado elemento m do grupo abeliano M.

Sejam G, H grupos abelianos. Consideraremos neste Capitulo Hom(G, H) como grupo
abeliano aditivo, cuja operacao é dada por

(o1 +2)(9) == ¢1(9) + v2(9), V1,92 € Hom(G, H) e Vg € G.

4.1 Definicoes e Resultados Preliminares

Nesta Subsecao escreveremos em notacao multiplicativa a operacao binaria de grupos
abelianos.

Definicao 4.1. Seja F' um grupo finito. Definamos
e = Z f €ZF.

Definicao 4.2. Sejam V um grupo abeliano e F' um grupo finito agindo a direita sobre V.
Usando notagao multiplicativa com relagao a operagao em V e usando a Proposi¢ao 1.33 (p.
47), definimos
Anny(e) :=={v eV v = H vl =1y}
feF
Lema 4.1. Seja F' um grupo finito. Entao,

a) flef’=te Vf fEF.
1O produto f’ef” feito aqui é o produto de elementos do anel de grupo ZF.
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4.1. Defini¢oes e Resultados Preliminares

b) <|F‘ — 6)6 = OZF-

Demonstragao. a) Dados [, f”" € F C ZF, temos que

fef" = QO NI=Y_fff"= Y, fff"=) v=e ondey=fff"

feF fer fIffleF YEF
)2 =0 NOQN= D FF=> > FFr=>) n=> e=|Fle onde
fler fer f'eF feF fleF f'feF fleF uelF fleF

w= f'f. Dai que
(|F| — 6)6 = 0ZF~

[]

Lema 4.2. Sejam V um grupo abeliano e F' um grupo finito agindo a direita sobre V. Entao,
Anny(e) é um subgrupo F-invariante de V', ou seja, um F-submddulo.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que Anny(e) é um conjunto F-invariante. Tomemos v €
Anny(e) e f € F arbitrarios. Usando o Lema 4.1 a) (p. 117), (v/)¢ = v/¢ = v = 1y.
Portanto, v/ € Anny (e). Daf que Anny(e) é F-invariante.

Mostraremos agora que Anny (e) é subgrupo de V. Dados vy, v € Anny (e),

(U1U2)e = H(va)f = H ’U{’Ug = H U{ . H ’Ug = 1V . 1\/ = 1v.

fer feF fer feF

Logo, v1v9 € Anny(e). Temos também que, dado v € Anny (e),

=TI = [Te) = ()" =1t = 1.

fer feF fer
Logo, v~! € Anny (e). O

Definicao 4.3. Sejam G um grupo e F' um grupo agindo & direita sobre G. Definimos o
centralizador do grupo F' em G como sendo o conjunto

Ca(F):={geG:g/ =g VfecF}

O centralizador do grupo G em F ¢ também chamado de pontos fixos por F' agindo sobre

G.

Lema 4.3. Sejam G um grupo e F' um grupo agindo a direita sobre G. Entao, Cq(F) é um
subgrupo F-invariante de G.

Demonstra¢ao. Observemos que Cg(F') é um conjunto F-invariante pela sua propria de-
finigdo. Vamos mostrar, entdo, que Cg(F) é subgrupo de G. Dados ¢1,92 € Cg(F) e

feF (q19:") =9l(95") = g1(93)" = 195" Logo, g1g5"' € Ca(F). O
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Capitulo 4. Centralizadores de Grupos Finitos em Grupos Solaveis de Tipo F Py

Observacao 4.1. Sejam GG um grupo, F' um grupo agindo a direita sobre G e H <G tal que
H é F-invariante. Temos que

Con(F) ={gH € G/H : (gH)’ = gH ¥ € F}.

Lembremos que, pela Proposicao 1.17 (p. 24), temos ac¢ao a direita de F' sobre G/H. Além
disso, pelo Lema 4.3 (p. 118), temos que Cg/u(F) é subgrupo de G/H, segue, entao, do
Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos), que existe um subgrupo C
de G tal que H C C' e

Ce/u(F)=C/H.

Lema 4.4. Sejam G um grupo, F' um grupo agindo a direita sobre G e Hy, Hy < G tais que
Hy C Hy com Hy e Hy grupos F-invariantes. Sejam ainda C1,Co subgrupos de G tais que
Ca/u (F) = Ci/Hy e Caymy) )i, 1) (F) = (Cof/Ha) /(H1/H3) como na Observagao 4.1 (p.
119) Entdo, Cl = CQ.

Demonstra¢ao. Como Hy C Hy, pela Proposi¢ao 1.7 (p. 9), temos que a funcao ¢ : G/Hy —
G/H,, dada por p(gH2) = gH;, para toda classe lateral gHy € G/H,, onde gH, € G/Hj,
¢ um epimorfismo de grupos e ker(p) = Hy/H,. Pelo Teorema 1.1 (p. 3) (1° Teorema de
Isomorfismo para Grupos), ¢ induz isomorfismo de grupos ¢ : (G/Hs)/(H,/H2) — G/Hy,
dado por

o((gH2)(H1/Hy)) = gHy,

para toda classe lateral (¢H>)(H,/H>) € (G/Hy)/(Hy/H>), onde gH, € G/H,. Dai que, se
Co € CQ, entao (CQHQ)(Hl/HQ) c (CQ/HQ)/(Hl/HQ) = C(G/HQ)/(HI/HQ)(F>7 1OgO7 dado f € F’7
pela Proposicao 1.17 (p. 24), como Hy e Hy/H, sdo grupos F-invariantes, (coHs)(Hi/Hy) =
((exHy)(Hy/Hy))! = (¢} Hy)(Hy/Hy), 0 que implica que

coHy = @((caHz)(Hy1/Ha)) = @((c) Ha)(H1/Hs)) = ¢} Hy = (c2Hy)Y,

resultando que coHy € Cgyp, (F) = C1/Hy, isto é, c; € C). Assim, Cy C C;. Analogamente,
tomando-se um elemento arbitrario ¢; € C e usando o mesmo raciocinio juntamente com o
isomorfismo de grupos !, concluimos que C; C Cy. Desta forma, C; = Cs. n

Proposicao 4.1. [14, Lemma 3.5, p. 142] Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e
F um grupo finito agindo & direita sobre Q. Definindo-se Q'F1 .= {¢\¥'! : ¢ € Q}, temos que:

a) Ezistem subgrupo C de Cqo(F) e subgrupo T de Anng(e) que sdo F-invariantes tais que
CT ¢é subgrupo de Q e Q\F! ¢ subgrupo de CT;

b) Os grupos Q/Q',Co(F)/C e Co(F)NT sdo finitos.

Demonstra¢ao.  a) Definamos
C:=Q°={¢ :q€Q}.
Vamos mostrar que C' é subgrupo de Cg(F'). Dados f' € F e ¢° € C,

@) =" =1]d"=1] &7 =11« =

fer feF frer ~yEF
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onde v = ff". Logo, C C Cy(F) e C é F-invariante. Além disso, dados ¢f, ¢5 € C,

9195 = H qi - H 4> = H 1495 = H Q1Q2)f = (qq2)° € C.

fEF fer feF fer

E, dado ¢°¢ € C,

=(I[H "' =1]H) "' =] =@")rec

fer fer fer

Segue que C ¢ subgrupo de Cp(F).

Por outro lado, definamos

T:=Q" ™ ={¢"*:qgeQt ={[Jala") :q€Q}.

fer

(Observe que ¢fl=¢ = ¢lflg=e = q|F|(H ¢ )t = g7 H Hf = H q(q . Vamos
fer feF feF

mostrar que T é subgrupo de Anng(e). Dado ¢/f1=¢ € T, usando o Lema 4.1 b) (p.

117), temos que

|F|—6)6 (IF|—e)e

(q =q" =1q.

Logo, T' C Anng(e). Além disso, dados q‘F‘ ,q‘QF‘ eT,

Fl—e |F F| _e |F F e —e _ _
o g =g ared gt = 0 0ot = ()™ T @) [ (@) =
fer fer

(q102)" ] ] (ar N = (@) [](@e) ™) = (@e)(ae) =
JeF feF

= (Q1Q2)|F|_e eT.

=q

E, dado ¢/*l=¢ e T,

@) =(Ta@e ) =TT (@) =TT HeH ™ =

fEF feF feEF

=) cer
Segue que T' & subgrupo de Anng(e).

Observemos que T é F-invariante, pois, dados ¢/f1=¢ € T'e f € F, usando o Lema 4.1
a) (p. 117),

(@F1=6)F = (NIl = (¢NFl=e e T
Agora, vamos verificar que Q!*! é subgrupo de CT. Dado ¢/Fl € Q¥

q\F| _ qe—HF\—e _ qeq|F|—e c CT.
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b)

Logo, QIFl C CT. Além disso, Q1 ¢ subgrupo de Q, pois, dados ¢i'!, ¢/ € Q!
o (@) =g (@) = (@g: ") € Q.

Temos também que C' < @), pois ) é grupo abeliano. Portanto C'T" é subgrupo de Q.
Sendo assim, como CT e Q¥ sio subgrupos de @ e Q¥l C CT, temos que Q'¥! é
subgrupo de CT.

Observe que para a demonstracdo do item a) nao usamos o fato de @ ser grupo finita-
mente gerado.

Pelo Lema 4.3 (p. 118), Cq(F') é subgrupo de @, e como ) é grupo abeliano finitamente
gerado, segue, pela Proposigao 1.20 (p. 26), que Cg(F') é grupo abeliano finitamente
gerado. Assim, pela Proposi¢ao 1.21 (p. 26), toda se¢ao limitada de @ e de C(F)
¢ finita. Para mostrarmos, entdo, que Q/Q! e Co(F)/C sdo grupos finitos, basta
mostrarmos que Q/Q!"1 e Co(F)/C sdo se¢es limitadas. Fagamos isso a seguir.

Para cada classe lateral ¢Q!"1 € Q/QF!, (qQ!")IFI = ¢F1QIFI = QIFI. Logo, (Q/QNIFI =
1, isto é, Q/Q!F! ¢ secdo limitada. Analogamente, para cada classe lateral 2C €

Co(F)/C,

(zO)F! = 2lFlC = (xx)C’(—i) (fo)C:xeC':C,
|F|vezes feF

onde, em (x), usamos que x € Cq(F). Portanto, (Co(F)/C)Fl =1, isto &, Co(F)/C é

secao limitada.

Agora, vamos mostrar que Cg(F) NT é grupo finito. Seja z € Co(F) NT. Entao,
Vf € F,xf =z, pois x € Co(F), e v = ¢F=¢, para algum ¢ € Q, pois € T. Segue
que

*
2! :xx(:) fozxe,
|F|vezes fer

onde, em (x), usamos que x € Co(F). Assim, 2/l = ¢, Mas, v = ¢/FI=¢, dai que,
usando o Lema 4.1 b) (p. 117),

(|[F|—e)e 0

e =q =lo.

2l =af = (g —q
Portanto, (Co(F) N C)¥! = 1. Assim, concluimos que Cq(F) N C é grupo limitado e,
portanto, a secao (Co(F)NC)/{1g} ¢ limitada, ja que (Co(F)NC) = (Co(F)NC)/{1o}-
Como Cq(F)NC é subgrupo de Co(F) e Co(F') é grupo abeliano finitamente gerado,
pela Proposi¢ao 1.20 (p. 26), segue que Cq(F)NC também é grupo abeliano finitamente
gerado. Assim, pela Proposigao 1.21 (p. 26), a secao (Co(F)NC)/{1q} é finita. Segue
que Cq(F) N C é grupo finito.

[

Proposicao 4.2. [14, Lemma 3.6, p. 142] Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e
F um grupo finito agindo & direita sobre Q). Suponhamos que Q@ = C' x T (produto direto de
grupos), que F' aja trivialmente a direita sobre C' e que T seja um subgrupo F-invariante de
Anng(e). Seja também A um ZQ-mddulo & direita (Pela Proposi¢io 1.34 a) (p. 48), A é um
ZC-mddulo & direita via homomorfismo de grupos inclusio canonica). Se disx4(Q) C H,,
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para algum q € Q, entdo dis¥5(C) C H,., para algum ¢ € C, onde H,, H. sao semiesferas
abertas de caracteres relativas a q e a ¢ respectivamente.

Demonstracao. Recordemos que Hom(Q, R) é grupo abeliano (cuja operacao binaria é escrita
em notacao aditiva). Pelo Teorema dado em [18, Theorem 2.31 (i), p. 55|, temos o seguinte
isomorfismo de grupos abelianos:

Hom(Q,R) = Hom(C x T,R) =2 Hom(C,R) ® Hom(T,R).

Dai que Hom(C,R) e Hom(T,R) sdo subgrupos abelianos de Hom(Q,R). Como C e T sao
subgrupos F-invariantes, concluimos que Hom(C,R) e Hom(T,R) sao também subgrupos
F-invariantes pela Proposicao 1.16 (p. 23).

Vamos mostrar que I’ age trivialmente a direita sobre Hom(C,R) através da ac¢ao a
direita dada pela Proposi¢ao 1.16 (p. 23). De fato, dados v € Hom(C,R) e c € C, Vf €
Fouf(c) = u(c™") = u(c), pois a acio a direita de F sobre C' ¢é trivial. Dai que u/ = u.
Concluimos, assim, que F' age trivialmente sobre Hom(C,R).

Vamos mostrar agora que Hom(T,R) é subgrupo de Anngomor)(e). Dados t € T e
w € Hom(T,R), usando notagao aditiva e multiplicativa,

wh(t) = (Y_w)(t) =D wl(t) =D wt') =

fer fer fer

=w([[# ) =w([¥) =wt) = w(ly) = O,
fer fleF
onde f' = f~'. Dai que, w* = Opom(rr) €, portanto, w € Anngomor)(e). Como w foi
tomado arbitrario em Hom(T,R), segue que Hom(T,R) C Anngomgr)(e). Como ainda
Hom(T,R) é subgrupo de Hom(Q, R), temos que Hom(T,R) é subgrupo de Anngomo.r)(€)-

Percebamos que, se disX5(Q) = (), entdo disX(C) = (), do contréario, existiria u €
dis¥5(C) e, pela Proposicao 2.6 b) (p. 88), existiria w € Hom(T,R) tal que [(u,w)] €
dis¥5(Q), o que é absurdo, uma vez que estamos supondo que disX5(Q) = 0.

Suponhamos, entdo, que dis¥4(Q) # 0 e que disX(Q) C H, para algum ¢ € Q. Logo,
v(q) > Og, para toda classe de equivaléncia [v] € dis¥4(Q). Escrevamos q = (co,tg) com
co € CetyeT. Casodis¥qy(C) = 0, entdao dis¥4(C) C H., Ve € C e, portanto, temos o
resultado. Caso disX4(C) # 0, seja [u] € dis¥(C). Pela Proposicao 2.6 b) (p. 88), existe
w € Hom(T,R) tal que [(u,w)] € dis¥4(Q). Agora, pela Proposi¢ao 2.8 (p. 90), dis¥4(Q)
é um conjunto F-invariante, logo, usando a Observacao 2.6 (p. 90),

[, w)) = [(u, w)'] = [(wf, w)] 2 [(u,0")] € disT4(Q),Vf € F,

onde, em (x), usamos que F' age trivialmente a direita sobre Hom(C,R). Assim, temos que,
VfeF,

Or < (u,w")(q) = (u,w’)(co, to) = u(co) + w’ (to),
aqui w/ € Hom(T,R), pois Hom(T,R) é um conjunto F-invariante. Agora, se w/(ty) <
Or para algum f € F\{lp}, entdo u(cy) > Ogr, € como u € dis¥5(C) foi tomado arbitrario,
segue que dis¥5(C) C H,,. Caso contrério, isto &, se w/(ty) > Or,Vf € F\{1r}, entdo

0r ‘= wl(ty) = > w! (t),

fer
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onde, em (xx), usamos que Hom(T,R) C Annpomor)(e). Dai que

wite) =— Y w(t) <0

fer\{ir}
e, portanto, u(cy) > Or. Segue assim que dis¥5(C) C H,,. O

Definicao 4.4. Sejam G um grupo e X o conjunto de subgrupos de G parcialmente ordenado
munido da relagcao C. Dizemos que G ¢ um grupo noetheriano se Xg satisfizer uma
(portanto as duas) condi¢oes da Proposicao 1.42 (p. 69) e dizemos que G é um grupo
artiniano se X satisfizer uma (portanto as duas) condig¢des entre parénteses da Proposi¢ao

1.42 (p. 69).

Definicao 4.5. Seja G um grupo. Dizemos que G € um grupo minimax se G possut uma
filtracao normal de comprimento finito tal que cada grupo fator é um grupo artiniano, ou um
grupo noetheriano.

Exemplo 4.1. Considerando Z e G := Z[1/p] = {i 1€ 2, U{0},z € Z}, onde p é um
p’l,

numero primo, como grupos abelianos cuja operacao binéria seja escrita em notacao aditiva.
Temos filtragao normal
0<Z<1G

onde Z ¢ um grupo noetheriano, mas nao artiniano e Gy := (Z[1/p]) /Z ¢ um grupo artiniano,
mas nao noetheriano. Logo, G = Z[1/p| é um grupo minimax.

Vamos mostrar que G; é um grupo artiniano. Para isso mostraremos que os subgrupos
de (7 sao 0, o proprio (G1, ou da forma

1
<—0 + Z> para algum 2y € Z,.. (4.1)
pZ

Portanto, toda cadeia descendente de subgrupos de GGy é estacionaria.
Mostraremos agora, entao, que, dado um subgrupo H de G, diferente de G; e de 0, H é
da forma em (4.1) (p. 123).

7z
Primeiramente, observe que Z[1/p] = U (7) Sejam 7 : Z[1/p] - G; o homomorfismo
i>0

/
de grupos proje¢ao canonica e S := 7 1(H). Temos que S = SN Z[1/p] = U(S N ( ))

i>0 P
Z . ]
Definamos S; := SN( — |, ondei > 0. Daique, S = U S; e, portanto, H = w(S) = UW(SZ').
p i>0 i>1
7
Definamos H; := m(S;), onde ¢ > 1. Como — é grupo ciclico, temos que S; também o é,
p’L

Y/
pois é subgrupo de —, logo H; é também grupo ciclico, visto que é imagem homomorfa de

S;. Assim, H; = <ﬂ + Z>, onde i > 1, ptay;, v; € Z e oy € Z,. Pelo Teorema de Bezout,
pi

123



4.2. Resultado Principal

1 i i
existem 3,y € Z tais que fx; +vyp* = 1. Logo, — = 536_ +v € < v - +Z>: H; e, portanto,
pal pozZ o
1
H;, = <— + Z>. Agora, se max{a; : i > 1} = o0, entdo H = | |Hi = (. Caso contrario,
p

i>1
1
isto é, max{«; : 1 > 1} = 29 € Z,, entdo H = <70 + Z>.
p
Lema 4.5. Sejam G um grupo e H < G. Se G é grupo noetheriano (artiniano), entao H e
G/H sao grupos noetherianos (artinianos).

Demonstra¢ao. Como todo subgrupo de H é também subgrupo de G, temos que toda cadeia
ascendente (descendente) em Xy é também uma cadeia ascendente (descendente) em Xy e,
portanto, estacionaria. Dai que H é grupo noetheriano (artiniano).

Agora, pelo Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos), todo sub-
grupo de G/H tem a forma A/H, onde A é subgrupo de G e H C A, concluimos por raciocinio
semelhante ao acima que G/H é grupo noetheriano (artiniano). O

4.2 Resultado Principal

Doravante, fixaremos G como sendo um grupo soltvel de tipo FP,, e F como
sendo um grupo finito agindo a direita sobre G.

Teorema 4.1. Eziste N < G tal que N € subgrupo nilpotente F-invariante e G/N € grupo
abeliano-por-finito finitamente gerado.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2 (p. 114), G é um grupo nilpotente-por-abeliano-por-finito,
logo existe Ny<iG, Ny é grupo nilpotente tal que G /Ny é grupo abeliano-por-finito finitamente
gerado. O que queremos ¢ mostrar a existéncia de um subgrupo normal N de G que possua
essas propriedades de Ny e que ainda seja um conjunto F-invariante.

Pela definicao de agao de grupo sobre grupo, segue que Ny = Ng, como grupos, Vf € F.
Dai que, como Ny é grupo nilpotente, concluimos que Ng também o é. Observemos que, pelo
Lema 1.28 (p. 23), obtemos que N({ QG,Vf eF.

Vamos mostrar agora que, Vf € F, G/Ny = G/N/. Dado f € F, seja @5 G/Nog — G/N]
uma funcao definida por

05 (gNo) = g/ N,
para toda classe lateral gNy € G/Ny. Vamos demonstrar os seguintes itens abaixo.
i) o} estd bem definida:
Sejam g1 No, 92Ny € G/No. Se g1Ny = goNo, entdo g5 'g1 € Ny, logo (g5'g1)7 €
N{, portanto (g5")gf = (93) ‘9] € NJ, dai que g/ NJ = gJ N{, isto ¢, (g1 No) =
©5(92No).

ii) ¢} ¢ sobrejetiva:
Seja gN] € G/N{/. Temos que gN] = (¢/ ")/ N] = cp?(gfﬁlNo), onde a classe lateral
g/ "Ny € G/N,, pois ¢/ ' € G, ja que G ¢ um conjunto F-invariante.
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i) o} ¢ injetiva:
Sejam g1 No, g2No € G/No. Se ¢3(g1No) = #}(921No), entdo g N{ = giN{, logo

(99)"'gf € N, portanto (g5 g1)" € N, dai que g;'g1 = ((95'91)")" " € (N)T™" = Ny
e, consequentemente, g1 Ng = g2 No.

iv) ¢} é homomorfismo de grupos:
Sejam g1 Ny, g2No € G/Ny. Entao,

¢ (91N - 92No) = ©3(9192No) = (g192)' NJ = gl o] N =
=gIN{ - gINJ = ©7(91N0) 3 (92No).

Segue, assim, que ¢} € isomorfismo de grupos, dai que G/N({ ¢ também grupo abeliano-por-
finito finitamente gerado, Vf € F.

Temos, entao, que Vf € F, N({ herda as caracteristicas de Ny, uma vez que Ng <G, N({ é
um grupo nilpotente e G/N({ é um grupo abeliano-por-finito finitamente gerado. No entanto,
Ng ainda nao é, necessariamente, um conjunto F-invariante. Seja

N:= (M.
feF

Tal interseccao é finita, uma vez que F' é um conjunto finito. Como N({ G, Vf € F, temos,
pelo Lema 1.2 (p 4), que N < G. Temos também que N é um grupo nilpotente, uma vez
que, dado f € F', N ¢é subgrupo de Ng e Ng é um grupo nilpotente. Além disso, pelo Lema
1.11 (p. 11), segue que G/N é grupo abeliano-por-finito. E, ainda, como G é grupo de tipo
FP,, temos que G ¢é grupo finitamente gerado pela Proposi¢ao 3.9 (p. 108), dai que, pela
Proposigao 1.18 (p. 24), G/N também é grupo finitamente gerado. E, finalmente, pelo Lema
1.30 (p. 23), temos que N é um conjunto F-invariante. ]

Daqui em diante consideraremos N como subgrupo nilpotente, normal em G,
F-invariante e G/N grupo abeliano-por-finito finitamente gerado, onde GG continua
sendo um grupo solavel de tipo F'P, e F' um grupo finito agindo & direita sobre G.

Lema 4.6. Existe H < G tal que [G : H|] < oo, H/N € grupo abeliano livre finitamente
gerado e H é F-invariante.

Demonstra¢ao. Como G /N é grupo abeliano-por-finito finitamente gerado, existe Hy <1 G tal
que Hy/N < G/N, Hy/N ¢ grupo abeliano e (G/N)/(Hy/N) = G/H, ¢é grupo finito, isto é,

|G : Hy| < 0.

Do fato de G ser grupo finitamente gerado (pela Proposi¢ao 3.9 (p. 108), pois G é grupo
de tipo F'Py) e [G : Hy| < oo, segue da Proposicao 1.27 (p. 36) que H, é grupo finitamente
gerado e, dai que, Hy/N é grupo finitamente gerado pela Proposi¢ao 1.18 (p. 24). Como
Hy/N é também grupo abeliano, temos, pelo Teorema 1.5 (p. 26), que

Ho/N 27" & K,

125



4.2. Resultado Principal

onde K = {x € Hy/N : |z| < oo} & um subgrupo finito de Hy/N e n € Z, é o posto livre de
tor¢ao de Hy/N.
Seja 7 : Hy = Hy/N o epimorfismo de grupos proje¢ao canoénica. Definamos

Hy =7 Y2Z").
Do Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos),
H, é subgrupo de Hy e N C H; (4.2)

e, como Hy/N é grupo abeliano, segue que Z" <1 Hy/N e, portanto, H; < Hy pelo Teorema
1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos). Temos também, pela Proposigao 1.4

(p. 8), que
[Ho: Hi] = [7(Hy) :m(H))]=[Z"® K : Z"] = |K| < 0.

Assim, como [G : Hy), [Hp : Hy] < oo, pelo Teorema de Lagrange,
[G : Hl] = [G : Ho] . [HO . Hl] < 00. (43)

Definamos
Hy = ﬂ g_lng.

geG

Como N <G e por (4.2) (p. 126), segue que N C g"*Ng C g 'H,g,Vg € G, logo

N < (g 'Hyg=H. (4.4)

geG

Por (4.3) (p. 126) e pelo Lema 1.5 (p. 5), Hy = ﬂ t~'Hit, onde T & um subconjunto finito

teT
de GG. Como a conjugacao & direita por elementos de G é uma acao a direita de G sobre si

mesmo, segue do Lema 1.28 (p. 23) e do Lema 1.29 (p. 23) que, para todot € T, t *Hit <G
e [G:t71H,t] < oo, respectivamente, e assim, como T ¢ finito, pelos Lemas 1.2 (p. 4) e 1.12
(p. 11), temos, respectivamente, que

Hy<G e [G:Hs <o

Por outro lado, pelo Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos), Hy/N
é subgrupo de H;/N = 7", logo Hy/N & grupo livre de torgao.

Definamos agora
Hy:= () HY,
feF

onde estamos utilizando a acao a direita de F' sobre G. Como N ¢ F-invariante, pela Pro-
posicao 1.14 (p. 21), temos que, Vf € F,N = N/. Por (4.4) (p. 126), temos também
NI C HI Vf € F, segue que
NC () H] =H.
fer
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Temos ainda, pelo Lema 1.30 (p. 23), que
Hs é F-invariante.
Pelo Lema 1.28 (p. 23) juntamente com o Lema 1.2 (p. 4), temos que
H; <G.

Além disso, como [G : Hy] < oo, pelo Lema 1.29 (p. 23), segue que [G : H;] < 00, portanto,
como F' & conjunto finito, pelo Lema 1.12 (p. 11), temos que

Observemos que H; = 7~ 1(Z") é grupo livre de tor¢ao e abeliano, logo, Hs também o
é, pois Hy é subgrupo de H;. Dai que H{ tem também essa mesma propriedade, ja que
Hg =~ H,. E, consequentemente, também H; = ﬂ Hg, o que garante, por fim, que Hz/N é

fer
grupo livre de torgao e abeliano.

Por outro lado, Hj é subgrupo de G e [G : H3] < oo. Como G & grupo finitamente gerado
pela Proposicao 3.9 (p. 108), segue que Hz é grupo finitamente gerado e, portanto, Hs/N
é grupo finitamente gerado. Assim, H3/N é grupo abeliano, finitamente gerado e livre de
tor¢ao, logo Hy/N = Z™, para algum m € Z,. Definamos, entao,

H = H3
[

Recordemos que G é um grupo soluvel de tipo FP,, F' é um grupo finito agindo a
direita sobre G, N é um subgrupo normal em G, nilpotente, F-invariante e G/N é um grupo
abeliano-por-finito finitamente gerado.

Proposicao 4.3. [14, Proposition 8.9, p. 143] Seja C um subgrupo de G tal que Cq/n(F) =
C'/N, como na Observagao 4.1 (p. 119). Entao, C € grupo de tipo F P..

Demonstragao. Consideremos H como sendo o mesmo grupo do Lema 4.6 (p. 125). Como
H e N sdo F-invariantes, pela Proposicdo 1.17 (p. 24), temos agao a direita de F' sobre o
grupo H/N definida por (hN)/ := h/ N, para toda classe lateral AN € H/N e Vf € F. Como
também H/N é grupo abeliano finitamente gerado, pela Proposi¢ao 4.1 (p. 119),

existem C < Cyyn(F) e Ty < Anngyy(e) que sdo F-invariantes tais que (H/N)Fl < Ty,

onde C1T} é subgrupo de H/N e

[CH/N(F) : 01] < 005 (45)
[H/N : (H/N)F1] < oo; (4.6)
Crn(F) Ny é grupo finito. (4.7)
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Como H/N é grupo livre de torcdo, por (4.7) (p. 127), concluimos que Cy/n(F)NTy = 1,
portanto
CinTy =1

Temos, assim, que C;T; é subgrupo de H/N e C; NT; = 1, logo C1Ty = C; x Ty (produto
direto de grupos).
Seja ¢ : G - G/N o epimorfismo de grupos projecio canonica. Logo, ¥(H) = H/N.
Definamos
Hy =4 1(C, xT) < H,

Ty = 1 (Th) e Cy :=~H(CY).

Entao,
Hl/N = Co/N X To/N

Agora, como F' age trivialmente & direita sobre Cy/n(F) e Co/N = C1 C Cyyn(F), segue
que F' age trivialmente a direita sobre Cy/N. Lembremos que To/N = T} ¢ F-invariante.

Observemos que H; /N é grupo abeliano finitamente gerado pela Proposi¢ao 1.20 (p. 26),
pois H/N é grupo abeliano finitamente gerado e H;/N é subgrupo de H/N pelo Teorema
1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos). Além disso, por (4.6) (p. 127),
[H/N : (H/N)IFl] < o0, e, pelo Teorema de Lagrange,

[H/N : (H/N)I) = [H/N : Cy x Ti] - [y x Ty : (H/N)",
logo [H/N : C; x Tj] < co. Pela Proposicio 1.2 a) (p. 6),
W (H/N) = (Cy x T)] = [H/N : Cy x Th) < .
Mas, ' (H/N) = H ¢ " (Cy x T}) = Hy, portanto
[H : Hy] < .

Usando que [G : H] < oo, G & grupo de tipo F'P,, e a Proposi¢ao 3.12 (p. 113), temos que
H é grupo de tipo F'P,, dai que, pela Proposigao 3.12 (p. 113),

H, também ¢é grupo de tipo F'P.

Pela Observagao 1.13 (p. 64), temos que N/N' admite estrutura de Z(H;/N)-modulo a
direita e também admite estrutura de Z(Cy/N)-modulo & direita. Assim, usando o Teorema
3.3 (p. 116), para a sequéncia exata curta de grupos

1= N H 5 H /N1,

segue que Xy . (Hi/N), e consequentemente dis¥fy n,(H1/N), estao contidos em alguma
semiesfera aberta de caracteres de Hi /N, e como temos também os quatro seguintes fatos:

1) Hl/N:CO/N X To/N,

ii) F age trivialmente & direita sobre Cy/N;
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iii) Tp/N é F-invariante;
iv) To/N C Anngy,n(e),

estamos, entao, nas hipoteses da Proposicao 4.2 (p. 121). Dai que disEf\,/N,(C’o/N) esté
contido em alguma semiesfera aberta de caracteres de Cy/N.
Considerando agora a sequéncia exata curta de grupos

1—-N<=Cy—Cy/N—1,

como Hy/N é grupo abeliano finitamente gerado e Cy/N é subgrupo de H;/N, segue, da
Proposigao 1.20 (p. 26), que Cy/N é grupo abeliano finitamente gerado. Visto ainda que
disXn/n'(Co/N) estd contido em alguma semiesfera aberta de caracteres de Cy/N, pelo Te-
orema 3.3 (p. 116),

Cy é grupo de tipo F'P,, se Cy for grupo finitamente gerado. (4.8)

Pela Proposicdo 1.41 (p. 65), Cy é grupo finitamente gerado se, e somente se, N/N' é
finitamente gerado como Z(Cy/N)-modulo a direita via conjugacdo a direita por elementos
de Cy/N’. E, para mostrarmos este tltimo fato, como Cy/N é subgrupo de H;/N, basta
mostrarmos, pelo Teorema 2.1 (p. 90), que

N/N' é Z(H;/N)-modulo a direita finitamente gerado

e
S(H,/N,Co/N) C Sy (Hy /N).

Vamos mostrar primeiramente que N/N' & Z(H;/N)-modulo a direita finitamente gerado.

Aqui temos a mesma situagao da Observacao 1.13 (p. 64), sendo N < H; < G e sendo

L

1— N/N' <5 H/N' 5 H /N > 1

sequéncia exata curta de grupos, onde N/N’ é grupo abeliano, ¢ ¢ o0 homomorfismo de grupos
inclusao candnica e p esta definida por p(hy N') = hy N, para toda classe lateral hy N € H;/N'.
Ainda da Observacao 1.13 (p. 64), concluimos que o grupo H; /N age a direita sobre o grupo
abeliano N/N’ via conjugagao a direita por elementos do grupo H;/N’, isto &,

(nN")YN .= (hy N')"H(nN")(hyN'), onde hyN = p(hiN'), (4.9)

para toda classe lateral nN' € N/N' e para toda classe lateral hyN € H;/N, onde hy N’ €
H,/N', ou seja, pela Proposicao 1.33 (p. 47), N/N' & Z(H,/N)-modulo a direita via conjuga-
¢ao a direita por elementos de Hy /N’ (onde a operagao + do Z(H;/N)-modulo a direita N/N’
é a restri¢ao da operagdo - do grupo Hy /N’ sobre N/N’, ja que consideramos, na sequéncia
exata curta de grupos, N/N' como subgrupo de H;/N).

Agora, como H; é grupo de tipo F' P, pela Proposi¢ao 3.9 (p. 108), H; é grupo finita-
mente gerado e, da Proposi¢ao 1.18 (p. 24), H; /N’ é grupo finitamente gerado.

Além disso, como [H : H;] < oo, pela Proposicao 1.4 (p. 8), temos que [H/N : H;/N| <
00, logo, como H/N é grupo finitamente gerado, H;/N também é grupo finitamente gerado
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pela Proposi¢ao 1.27 (p. 36) e, portanto, como H;/N ainda é grupo abeliano, concluimos
que H;/N é grupo finitamente apresentavel pela Proposigao 1.30 (p. 42).

Desta forma, temos epimorfismo de grupos p : Hy/N' — H;/N, onde H;/N' é grupo
finitamente gerado e Hy/N é grupo finitamente apresentavel. Segue da Proposi¢ao 1.31 (p.
42), que existem s € Zy e nyN',... ,nsN' € N/N' tais que

N/N' = ker(p) = ((ny NN (n,N")H/NY, (4.10)

Assim, dado nN" € N/N’, por (4.10) (p. 130) e vendo N/N’ como grupo abeliano, podemos
escrever nN' = H((vjN’)_l(nijN’)(vjN’DEj, onde r € Zy,i; € {1,...,s},yN' € Hi/N'

j=1

r €5
e ¢; € {—1,1}, logo, por (4.9) (p. 129), nN' = H((nijN’)WN> " Assim, vendo agora
j=1
N/N' como Z(Hl/N)—m()dulo a direita via conjugacdo a direita por elementos de H;/N’,
temos que nN' = Zgj L, N') %N Como nN’ € N/N' foi tomado arbitrario, segue que

N/N' é gerado como Z(Hl/N) modulo a direita via conjugacdo a direita pelos elementos
niN',...,ngN" € Hy/N' e, portanto, finitamente gerado.
Vamos mostrar agora que

S(Hy/N,Co/N) N Xy n/(Hi/N) = 0.

Seja [w] € S(Hi/N,Co/N) N XY N (Hi/N). Entdo, por um lado, w(Co/N) = 0 e, por
outro lado, como E?V/N,(Hl/N) estd contido em alguma semiesfera aberta de caracteres de
H,/N, digamos um semiesfera aberta H,, onde x € H;/N, temos que, para toda classe de
equivaléncia [v] € X% v, (H1/N), v(z) > Or, dai que

w(x) > Og.

Como =z € H;/N = Cy/N x Ty/N, podemos escrever x = x1x9, com x1 € Cy/N e zy €
To/N. Podemos escrever também w = (wy,ws), onde wy = wj; € Hom(Cy/N,R) e wy =
wjy € Hom(Ty/N,R), sendo j, : Co/N — Hy/N e jo : Ty/N — H;/N os homomorfismos
de grupos inclusbes candnicas, como na Observagdo 2.5 (p. 88). Da Demonstragao da
Proposicao 4.2 (p. 121), segue que Hom(Cy/N,R) e Hom(Ty/N,R) sao grupos abelianos,
F age trivialmente a direita sobre Hom(Cy/N,R) (consequentemente Hom(Cy/N,R) é F-
invariante), Hom(Ty/N,R) é subgrupo de Anngomm, nr)(e) € Hom(To/N,R) é também
F-invariante, pois Ty /N é F-invariante. Agora, pela Proposicao 2.8 (p. 90), X . (Hi/N) é
um conjunto F-invariante, logo

()
[w]’ = [(wr,ws)] = [(wr,ws)’] = [(w],w])] = [(wn, w])] € Sy (H1 /N),Vf € F,
onde, em (%), usamos que F' age trivialmente a direita sobre Hom(Cy/N,R). Assim, temos
que,

Or < wf(a:) = (wy, wy) () = (wl,wg)(mlxg) =wq(z1) + wg(acQ),Vf eF.
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Aqui w} € Hom(T,/N,R), pois Hom(Ty/N,R) ¢ F-invariante. Agora, se w! (z,) < Og, para
algum f € F\{1}, entdo w;(z1) > Og. Caso contrério, isto é, se w}(xs) > Or,Vf € F\{1},
entao -

Or = wh(ws) = ) wi(zs),

fer

onde, em (xx*), usamos que Hom(Ty/N,R) C Anngomm, /v r)(€). Dai que

wy(xg) = — Z wi () < Or

fer\{1}

e, portanto, wi(x1) > Or. Assim, de qualquer forma, temos que w;(x1) # Ogr, contradizendo
o fato de que w(Cy/N) = 0. Portanto, S(Hi/N,Co/N) NES n,(H1/N) = 0, o que implica
que S(Hy/N,Cy/N) C Xn/n/(Hy/N). Destarte, N/N' é finitamente gerado como Z(Cy/N)-
modulo a direita via conjugacao a direita por elementos de Cy/N’, consequentemente Cj é
grupo finitamente gerado e, portanto, por (4.8) (p. 129), Cy é grupo de tipo F'Py.

Definamos agora C' := 1~ (Cyn(F)), isto &, C/N = Cp/n(F).

Por (4.5) (p. 127), temos que [Cy/n(F) : C1] < oo, portanto, pela Proposicao 1.2 a) (p.
6), [ (Cryn(F)) : ¥v~1(C1)] < oo e, assim, [C': Cy] < oo. Desta forma, como Cj é grupo
de tipo F' Py, pela Proposicao 3.12 (p. 113), segue que Cé grupo de tipo F'P,.

Agora, H/N,Cgq/n(F') sao subgrupos de G/N e [G/N : H/N] = |G : H] < oo, segue da
Proposi¢ao 1.3 (p. 7) que

[Coyn(F) : (H/N) N Cgyn(F)] = [Can(F) : Can(F)] < oo.
Mas, pela Proposicio 1.2 a) (p. 6), temos que
[Can(F) : Cryn(F)] = [ (Can(F)) - (Cryn(F))] = [C : C].
Dai que [C': C] < o0 e, pela Proposicio 3.12 (p. 113), C é grupo de tipo F Ps. O

Rercordemos que G é um grupo solavel de tipo F P, e F é um grupo finito agindo a
direita sobre G.

Lema 4.7. [14, Lemma 8.10, p. 144] Sejam V um subgrupo abeliano, F-invariante, normal
em G e C um subgrupo de G tais que Cq v (F) = C/V, como na Observagao 4.1 (p. 119). Se
V' € grupo minimaz, entdo o produto de grupos VCq(F') é subgrupo de C e [C : VCq(F)] < oc.

Demonstra¢ao. A Demonstragdo deste Lema ¢ feita em |14, Lemma 3.10, p. 144]. A mesma
usa Derivagoes e Cohomologia de Grupos, que nao foram abordados nesta Dissertacao. [

Recordemos que G é um grupo solivel de tipo F'P,, F é um grupo finito agindo a
direita sobre G, N é um subgrupo normal em G, nilpotente, F-invariante e G/N é um grupo
abeliano-por-finito finitamente gerado.

Proposicao 4.4. [14, Proposition 3.11, p. 145] Seja C um subgrupo de G tal que Cq/n(F) =
C/N, como na Observagio 4.1 (p. 119). Entao, o produto NCg(F') € subgrupo de C e é de
tipo F'Py.
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Demonstracao. Antes de mais nada, observemos que, como N é subgrupo F-invariante, pela
Proposi¢ao 1.17 (p. 24), temos a¢do a direita de F sobre G/N, dada por (¢N)/ = g/ N,Vf €
F' e para toda classe lateral gN € G/N.

Vamos mostrar que NCg(F) é subgrupo de C. Para isso, como N < C, pois N < G, e
Cq(F) é subgrupo de G pelo Lema 4.3 (p. 118), basta mostrarmos que Cg(F) C C.

Como C/N = Cg/n(F'), temos que, dado g € G,

g € C & aclasse lateral gN € Ce/n(F). (4.11)

Seja * € Cg(F). Dado f € F, temos que 2/ = x. Logo, (zN)/ = 2/ N = xN e, portanto,
xN € Cg/n(F). Dai que, por (4.11) (p. 132), € C' e, consequentemente, como z € Ci(F)
foi tomado arbitrario, Co(F) C C.

Agora, pela Proposigao 4.3 (p. 127), temos que C' é grupo de tipo F P,,. E, como NCq(F)
é subgrupo de C, segue da Proposi¢ao 3.12 (p. 113) que NCg(F') é grupo de tipo F' P, se
[C': NCg(F)] < 0o. Nosso objetivo, portanto, é mostrar que [C' : NCq(F)] < oc.

Seja N = 71(N) > 72(N) > --- a série central descendente de N. Temos, entao, que
Yir1(N) = [v:(N), N] por defini¢do e que 7;(N) <ear N, com i € Z,. Como N é subgrupo
nilpotente, existe s € Z, tal que vs11(N) = 1, isto é, N tem classe de nilpoténcia igual a s.
Definamos

Entao, V <., N, e como N < G, segue que

Vad.

Como G é grupo soluvel de tipo FP,, segue do Teorema 3.2 (p. 114) que G é grupo
construtivel. Desse fato podem ser mostrados outros dois seguintes:

i) N/N’é grupo minimax, usando indugao sobre o ntimero de passos para se construir G
a partir do grupo trivial 1, conforme Definigdo 1.39 (p. 43);

ii) @ N/N' & grupo minimax, usando que o produto tensorial sobre Z de dois grupos
abelianos minimax é grupo minimax e inducao sobre o numero de fatores no produto
tensorial.

Pela Proposigdo 1.39 (p. 61), existe um unico epimorfismo de grupos 0 X, N/N' —

vs(N) definido por
O N' @ ... 0 nN') = [ni,... 0,

onde n;N' € N/N', com 1 <i<s,es¢€Z, éa classe de nilpoténcia de N. Pelo Lema 4.5
(p. 124) e usando o Teorema 1.1 (p. 3) (1° Teorema de isomorfismo para Grupos), segue que
vs(N) =V é grupo minimax.

Como V < N e a aglo a direita de F' sobre N é automorfismo de grupos (N é F-
invariante), resulta que V/ C V, isto é, V & F-invariante. Por outro lado, 1 = ,1(N) =
[vs(N), N] = [V, N]. Em particular, V' = [V, V] = 1. Pelo Corolario 1.2 (p. 8), V é grupo

abeliano. Assim concluimos que

V' é grupo minimax, normal em G, abeliano e F-invariante.
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Por outro lado, como V <. N e V < G, segue que G/V e N/V sdo grupos quocientes.
Observe, pelo Lema 1.21 (p. 16) que, para 1 <i < s, v(N/V) =;(N)/V, logo 7s(N/V) =
vs(N)/V = V/V = 1, portanto N/V é grupo nilpotente e a classe de nilpoténcia de N/V
¢ s — 1, onde s ¢ a classe de nilpoténcia de N. Para mostrarmos que [C' : NCg(F)] < oo,
procedamos por inducao sobre a classe de nilpoténcia de V.

Se N tem classe de nilpoténcia s = 1, entao v2(N) = 1. Dai que V = ~(N) = N. Como
V' & grupo minimax, normal em G, abeliano e F-invariante, pelo Lema 4.7 (p. 131), segue
que

[C: NCg(F)]=|[C:VCq(F)] < oc.
Para o caso de N ter classe de nilpoténcia s > 1, primeiramente facamos as seguintes obser-

vacoes:

i) G/V é grupo soluvel de tipo F'P,, pelo Teorema 3.4 (p. 116), uma vez que G é grupo
solivel de tipo F'Py;

ii) N/V é grupo nilpotente, pois N é grupo nilpotente;

ili) F age a direita sobre N/V pela Proposi¢ao 1.17 (p. 24), ja que N e V sdo F-invariantes.
A acdo é dada por (nV)/ = n/V,Vf € F e para toda classe lateral nV € N/V;

iv) N/V é F-invariante, pois N é F-invariante;

v) N/V <aG/V pelo Teorema 1.4 (p. 4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos), pois
N < G;

vi) (G/V)/(N/V') & grupo abeliano-por-finito finitamente gerado, pois (G/V)/(N/V) =
G/N, o qual possui essa propriedade;

vil) Cavyyvvy(F) = (C1/V)/(N/V), onde C,/V & subgrupo de G/V pela Observagao 4.1

(p. 119). Pelo Lema 4.4 (p. 119),
Cy =C,
uma vez que C/N = Cg/n(F). Neste item, vemos que faz sentido considerar o conjunto
Ciayvyvyvy(F), pois, como V' é F-invariante, pela Proposicao 1.17 (p. 24), temos que
F age a direita sobre G/V, entdo, como também N/V é F-invariante, pela mesma
Proposicao 1.17 (p. 24), existe agao a direita de F' sobre (G/V)/(N/V). Tal acao é
dada por:
(gV)(N/V)! = (gV) (N/V) = (¢'V)(N/V),

Vf € F e para toda classe lateral (gV')(N/V) € (G/V)/(N/V).

Agora, vamos mostrar que (N/V)Cq /v (F) é subgrupo de Cy/V. Para isso, como N/V 1Cy/V
(pois N/V <G/V) e Cqyv(F') é subgrupo de G/V, basta mostrarmos que Cg/v (F) C C1/V.
Como (Cl/V)/(N/V) = C(G/V)/(N/V)(F)7 temos que, dado gV € G/V,

gV € C1/V & a classe lateral (gV')(N/V) € Ciavy vyvy(F). (4.12)

Seja zV € Cgyv(F). Dado f € F, temos que (zV)/ = zV. Logo, ((zV)(N/V))! =
(V) (N/V) = (zV)(N/V) e, portanto, (zV)(N/V) € Ciayvy/nv)(F). Dai que, por (4.12)

133



4.2. Resultado Principal

(p. 133), 2V € C1/V e, consequentemente, como zV € Cqy(F) foi tomado arbitrario,
Cqyv(F) C Cy/V.

Recordemos que N/V tem classe de nilpoténcia s — 1 em G/V, dai que, pelas observagoes
i), i), iii), iv), v), vi), vii) e pelo fato de (IN/V)Cgqv (F) ser subgrupo de C;/V, podemos
usar a hipotese de inducao para N/V, portanto

(C1/V ¢ (N/V)Capy (F)] < oo, (4.13)

Como ja dito na observacdo vii) acima, F' age a direita sobre G/V/, isso mostra que faz sentido
considerar o conjunto Cgv (F).

Seja 7 : G — G/V o epimorfismo de grupos projecao canonica. Veja que 7~ 1(C,/V) = O}
e ' (N/V) = N. Como (N/V)Cgy(F) ¢ subgrupo de Cy/V, temos, pelo Teorema 1.4 (p.
4) (Teorema de Correspondéncia para Grupos), que

T (N/V)Coyv (F)) < 7 H(C1/V) =

Agora, como N/V 1 G/V e Cqyv(F) é subgrupo de G/V, segue, pelo Lema 1.7 (p. 6), que
T (N/V)Caypv (F)) = 7 {(N/V)r=HCoyv(F)) = Na~(Cayv (1)), isto &,

N (Cqpv(F)) = nH((N/V)Coyv(F)) < Ch. (4.14)

Temos que 7 (Cgv(F))/V = Cgv(F). Como V & grupo minimax, normal em G, F-
invariante e abeliano, segue, pelo Lema 4.7 (p. 131), que

(7 (Cayv (F)) : VO (F)] < co.
Usando o Lema 1.8 (p. 6), temos que
[NT ™ (Cayv (F)) : NVCq(F)] < oo.
Como V C N, entdo NV = N. Assim,
[NT=H(Coyv(F)) : NCa(F)] < oc. (4.15)
Agora, por (4.14) (p. 134) e pela Proposicio 1.4 (p. 8),
[Cr s N ™1 (Cgyv (F))] = [Cr: aH((N/V)Copv (F))] =
= [7(CY) : (N/V)Capv (F)] = [C1/V - (N/V)Ceyv(F)].
Por (4.13) (p. 134), [C1/V : (N/V)Cg/V(F)] < 00, logo
[C1: No ™1 (Cyv (F))] < oo. (4.16)
E, por (4.15) (p. 134), por (4.16) (p. 134) e pelo Teorema de Lagrange,
[C}: NCg(F)] = [C) : Nw‘l(CG/V(F))l-le‘l(CG/V(F)) : NCq(F)],

TV TV
<oo <oo

isto &, [C] : NCg(F)] < co. E, como C; = C pela observagao vii) (p. 151), temos que
[C: NCq(F)] < oc.
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Recordemos que G é um grupo solivel de tipo F'P,, F é um grupo finito agindo a
direita sobre G, N é um subgrupo normal em G, nilpotente, F-invariante e G/N é um grupo
abeliano-por-finito finitamente gerado.

Proposicao 4.5. [14, Lemma 3.12, p. 145] Seja S um subgrupo de G tal que G = NS.
Entao, S é grupo de tipo F'P.

Demonstra¢ao. Usando o Lema 1.22 (p. 16), o fato de que N é grupo nilpotente e o fato de
que S é subgrupo de G, segue que

N NS é grupo nilpotente.

S
Pelo Lema 1.3 (p. 4), NN S <S. Assim, NS é grupo quociente e, pelo Teorema 1.2

(p. 3) (2° Teorema de Isomorfismo para Grupos),

S
NNS

G/N = (NS)/N =

Seja, entao,

S
NNS

o isomorfismo de grupos dado pelo Teorema 1.2 (p. 3) (2° Teorema de Isomorfismo para
Grupos). Considerando H como sendo o mesmo do Lema 4.6 (p. 125), isto &,

Y :G/N —

H<G, [G:H|l<oo, Hé F-invariante e H/N é grupo abeliano livre finitamente gerado,

definamos
W :=¢(H/N).

Segue que
W é também grupo abeliano livre finitamente gerado

e, pelo Teorema 1.4 (p. 4) (Torema de Correspondéncia para Grupos), temos que

W:N—ﬂOS’ com NNS<aWy, e Wy<S.

Seja s — 1 a classe de nilpoténcia de N, isto é, 7,(N) = 1. Temos, entdo, a seguinte
filtracao de grupos:

NNS=n(N)NS>pn(N)NS>->5%(N)NS > - >(N)NS=1.

Definamos
_ NNnS
(NN SY
Seja
N
m: NNS — ———— o epimorfismo de grupos projecao canonica.

(NNSY
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Para todo i € Z,, pela Proposi¢ao 1.10 (p. 14), temos que v;(N) < N e v;11(N) < vi(N),
portanto ;41(N) NS < v (N) NS pelo Lema 1.4 (p.4). Pelo Teorema 1.4 (p. 4) (To-
rema de Correspondéncia para Grupos), resulta que 7(v;11(N)NS) <7((N)NS), dai que
m(n(N) N S)
m(Yi+1(N) N S)

é grupo quociente. Definamos, entao,

(7 (N) N S) ,
B; = ,com1<i<s.
T(i+1(N) NS)

. i 7(1.(N) N S)
Observe que, se © = s, entao B, = =
7T(,YS+1(N) N S)

Para 1 < i < s, pela Proposigao 1.2 b) (p. 6), pela Proposi¢ao 1.1 a) (p. 5) e observando
que ker(m) = (N NS) =1 (NNSYS), temos que

m((N) N'S) 7 (r(u(V) N S)) (7:(N) N S)7a(N N S)

Bi = = = ,
(v (N)NS)  m Hw (v (N)NS)) (s (N) NS)ya(N NS)
ou seja,
(V)N S)(NNS)
B; = isomorfismo de grupos). 4.17
(i (V) 1 SV 0 5) ) 1
Recordemos que [ng,- -+ ,n;] := [[ny, -+ ,ni1],n], onde [ny,n] = ny'ny 'ning e [ng] ==
(N : -
ni, com i € Zy. Pelo Lema 1.23 a) (p. 16), 7 ((N) ¢ grupo abeliano e, pela Proposicao
Yit+1
1.39 (p. 61), existe um tnico epimorfismo de grupos abelianos
5 . i (V)
0:x,N/N — ,
2N/ Yit1(NV)

dado por

A~

H(TllN,@ PN ®TLZN,) = [nl,. .. ,ni]%H(N),
para todo N’ @ ... @n;N' € @, N/N' = N/N' ®z ... ®z N/N'.

TV
i vezes

Pelo Lema 1.4 (p. 4), temos que v;(N)NS < NNS,Vi € Z;. Fixemos i € {1,...,s}.
Definindo-se

Gr:=%(N)NS, Gri=71(N)NS e Gz:=r(NNSI),

GG
conforme (4.17) (p. 136), segue que B; = GlGB' Entao, pelo Lema 1.10 (p. 10),
2G3
Gy
B —
G2(G1 N G3)
Definamos
LG
"Gy Go(G1NGs)
por

a(g1G2) = 1G2(G1 N Gy),
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G
para toda classe lateral g1G5 € G—l Como Gy C G5(Gh N Gs), pela Proposicao 1.7 (p. 9),

2
segue que « é epimorfismo de grupos. Definamos também o homomorfismo de grupos

%i(N)
Yir1(N) ’

dado por ¢(x) = z7v;11(N),Va € Gy, que nao é sobrejetivo necessariamente. Observemos que

gOZGl—)

x € ker(p) & x € Gy exvyi(N)=v0(N)<e e Gs.
Logo ker(p) = Gy. Assim, pelo Teorema 1.1 (p. 3) (1° Teorema de Isomorfismo para
Grupos),

~ %‘(N)
Gy Imle) < Yir1(N)

Sejam, entao,

1 — — Im(p) o isomorfismo de grupos

dado por tal Teorema e

g : Im(p) — ———— 0 homomorfismo de grupos inclusao canénica.

Por fim, definamos ainda a composicao

Y3 = P21,
que é monomorfismo de grupos. Temos, entéo, (0} Seguinte diagrama

W) g Gre G mop (4.18)

) 0
QLN N — —
2N/ Yit1(N) Gy  Ga2(GiNGs)

G
G2(G1 N G3)
Mantenhamos ainda fixo i € {1,...,s}. Usando a Proposi¢do 1.6 (p. 9), o Lema 1.23 b)
(p. 16) e o fato de na ser epimorfismo de grupos, temos que B; é grupo abeliano. Recordemos

%i(N)

onde 7 é isomorfismo de grupos entre e B;.

— também é grupo abeliano. Além disso, também o ¢ @5, N/N’. Observemos
. i , V) wN)nS
tambenm que ®Z NN, Yit1(N) v (N) N S
n sao Z(G /N )-homomortfismos de Z(G /N )-modulos a direita com G /N agindo diagonalmente
a direita sobre @b, N/N' conforme Observagao 1.14 (p. 68). Como G/N = S/(NNS) e W
é subgrupo de S/(N N S), podemos considerar Q¢ N/N’ i) M) 0 S
) ’ g Vi1 (N) i (N) N S
ZW-mbdulos e 0, o3, a e n como ZW-homomorfismos de ZW-moédulos pela Proposicao 1.34
a) e b) (p. 48) respectivamente.
Vamos mostrar que B; é secio do ZW-modulo &y, N/N'. Usando (4.18) (p. 137), pelo
Teorema 1.12 (p. 44) (1° Teorema de Isomorfismo para Modulos), ¢3(G1/Gs) = X; /ker(6),

que

e B; 530 Z(G/N)-moédulos a direita e 6, s, ov e

e B; como
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onde X; é ZW-submodulo de @}, N/N' tal que ker(d) C X, e ps(ker(a)) = Y;/ker(f), onde
Y; & ZW-submodulo de ®:, N/N' tal que ker(6) C Y;. Como ws(ker(a)) C ¢3(G1/G), segue,
utilizando o isomorfismo do Teorema 1.12 (p. 44) (1° Teorema de Isomorfismo para Modulos),
que Y;/ker(f) C X;/ker(d) e do Teorema 1.15 (p. 45) (Teorema de Correspondéncia para
Médulos) que Y; € X;. Agora, como n é isomorfismo de ZW-moédulos, pelo Lema 1.16
(p. 12), temos que ker(na) = ker(a), logo, pelo Teorema 1.12 (p. 44) (1° Teorema de
Isomorfismo para Médulos), B; = (G1/Gs)/ker(a). Além disso, como 3 ¢ monomorfismo
de ZW-modulos, segue que G1/Gy = p3(G1/Gs) e ker(a) = ps(ker(a)). Assim, usando o
Teorema 1.14 (p. 45) (3° Teorema de Isomorfismo para Médulos) e o Lema 1.36 (p. 45),

Bi = (G1/G) [ker(a) = ¢3(G1/G) [ ps(ker(a)) = (X, /ker(0))/(Y:/ker(0)) = Xi/ Y.
Logo, A
B; 2 X;/Y;, com Y;, X; ZW-submodulos de ®;; N/N'eY; C X;,
isto é, B; ¢ secdo de ®5 N/N'. (4.19)
Por outro lado, considerando a sequéncia exata curta de grupos

L

N/N' < H/N' 5 H/N,

onde ¢ é o monomorfismo de grupos inclusao canodnica, p é o epimorfismo de grupos dado
por p(hN') = hN, para toda classe lateral hN' € H/N' e ker(p) = N/N' = Im(¢), e como
N/N' é grupo abeliano, temos que N/N' é Z(H/N)-modulo via conjugacao por elementos
de H/N' pela Proposi¢ao 1.38 (p. 54). Podemos, entdo, considerar o complementar do
invariante geométrico X de Bieri-Strebel E?V/N,(H/N). Além disso, pela Proposigao 1.41 (p.
65), observando que H é grupo de tipo F P, segue que

N/N' & finitamente gerado como Z(H/N)-modulo

via conjugacao por elementos de H/N'. (4.20)

Como ¢ : H/N — W é isomorfismo de grupos, temos que W age a direita sobre N/N’ via
isomorfismo de grupos v, dai que podemos considerar o complementar do invariante > de
Bieri-Strebel X5 v, (W).

Considerando, entao, a sequéncia exata curta de grupos com homomorfismos de grupos
6bvios

N — H —» H/N,

onde N é subgrupo nilpotente, H é grupo de tipo F'Py, (logo finitamente gerado pela Pro-
posic¢ao 3.9 (p. 108)) e H/N é grupo abeliano, pelo Teorema 3.3 (p. 116),

Y (H/N) = dis¥y n/(H/N) esta contido
em alguma semiesfera aberta de caracteres de S(H/N), (4.21)

portanto
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com 1 <i < s, estdo contidos nessa mesma semiesfera aberta de caracteres de S(H/N), uma
vez que a soma considerada é a soma convexa. Como H/N e W sdo grupos abelianos livres
finitamente gerados e H/N = W, por (4.21) (p. 138), pelo Lema 2.4 (p. 87) e pelo Lema 2.5
(p. 87), segue que
Y (W) = disXy (W) esta contido
em alguma semiesfera de caracteres de S(W). (4.22)

Temos também que

vV vV
1 vezes i vezes

com 1 < i < s, estdo contidos nessa mesma semiesfera aberta de caracteres de S(W), uma
vez que a soma considerada é a soma convexa.

Vamos mostrar agora que B é ZW-modulo finitamente gerado. Por (4.20) (p. 138)
e pelo fato de que H/N = W como grupos abelianos livres finitamente gerados, temos
que N/N' é finitamente gerado como ZW-moédulo. Observe que (4.22) (p. 139) implica

que, Vi € {1,...,s}, para quaisquer [v{],...,[v;] € ZfV/N,(W), temos que Zvj % 0 e,
j=1

portanto, ®ZZ N/N' ¢é finitamente gerado como ZW-moédulo via acao diagonal de W pelo
Teorema 2.2 (p. 92), Vi € {1,...,s}. Agora, como W é grupo abeliano livre finitamente
gerado, pela Proposicao 1.51 (p. 77) e pela Proposicao 1.50 (p. 77), segue que ZW &
anel noetheriano. Assim, pela Proposicao 1.46 (p. 72), @, N/N' é¢ ZW-modulo noethe-
riano, Vi € {1,...,s}. Por (4.19) (p. 138), temos que B; = X,/Y;, onde Y;, X; sao
ZW-submodulos de ®;, N/N' e 1 < i < s. Segue da Proposicdo 1.45 (p. 71) que X; é
ZW-mobdulo finitamente gerado, e como Y; C X;, isto é, Y; é ZW-submodulo de X;, da
Proposi¢ao 1.47 (p. 72), temos que X;/Y; é ZW-mobdulo finitamente gerado e, portanto,
B; é finitamente gerado como ZW-mddulo via conjugacao por elementos de Wy/(N N S)
(51 (V) N S)
m(7s(N) N S)
modulo, onde m(vs(N) N S) é grupo trivial e, portanto, obviamente finitamente gerado
como ZW-médulo, logo m(vs_1(N) N S) é finitamente gerado como ZW-modulo pela Pro-
m(Ys-2(N) N S)
ﬂ'(’)/sfl(N) N S)
modulo, onde w(vs_1(N) N S) é finitamente gerado como ZW-modulo, logo m(vs_o(N) N S)
é finitamente gerado como ZW-moédulo novamente pela Proposigao 1.47 (p. 72). Proce-
dendo desta forma temos que w(72(N) N S) é finitamente gerado como ZW-moédulo, e como
B, — Tm)NS) _

T(R(N)NS)  w(r(N)NS)
uma vez a Proposi¢ao 1.47 (p. 72), concluimos que B é finitamente gerado como ZW-moédulo
via conjugacao por elementos de Wy /(N N S)'.

para 1 < ¢ < s. Observe que B,_; = é finitamente gerado como ZW-

posicao 1.47 (p. 72). Agora, B, = é finitamente gerado como ZW-

é finitamente gerado como ZW-moédulo, usando mais

Desta forma, como N NS < Wy, NN S é grupo nilpotente, W = N ﬂOS é grupo abeli-
NNS
ano finitamente gerado e B = m é finitamente gerado como ZW-moddulo, segue da

Proposigao 1.41 (p. 65) que Wy é grupo finitamente gerado.
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4.2. Resultado Principal

Como W é grupo abeliano finitamente gerado e B é ZW-modulo a direita, podemos
considerar o complementar do invariante ¥ de Bieri-Strebel £4(W). Aplicando o Corolario
2.1 (p. 91) para B, segue que

SHW) = 5 0).

i=1

E, portanto,
disSy(W) = | disSg, (W).

i=1
Agpra, B; = X,/Y;, onde Y;, X; sao ZW-submddulos de ®lz N/N', isto é, B; é segao de
&z N/N'. Pela Proposicao 2.9 (p. 91), X%, (W) = X5 (W) U X (W), o que implica que

Yg, (W) C X%, (W) C E%;N/N/(W)’ com 1 <i<s.

A Proposigao 2.10 (p. 91), por sua vez, para 1 <i < s, acarreta que

disg, (W) C disSg, /(W) C disSin (W) + .. + disSiy e (W).

TV
i vezes

Portanto, dis¥% (W) C U disSi (W) + ... + disEy n (W), e como
=1

7

N
1 vezes

disXi (W) C disXy i (W) + disSiy (W) C ... C disSy n (W) + ..+ disSy e (W),

g
S vezes

concluimos que
(1i8§:§3(l4/) E; (iiSE:;v/]V/(Llf) —+ ... #‘(jiSED?J/D]/(Lll).

J/

—~
S vezes

Segue assim que
disXG (W) esté contido em

alguma semiesfera aberta de caracteres de S(WV). (4.23)

Seja mp : S — S/(N N S) o epimorfismo de grupos projecdo canonica. Recordemos que
0

NNS
a sequéncia de grupos

¢é grupo abeliano, onde N N.S ¢é subgrupo de W, e W, <1.S. Consideremos, entao,

Lo o va
NQS%WO—»NHS—W,
onde o ¢ o monomorfismo de grupos inclusdo canoénica. Como ker(my) = N NS = Im(u)
e Ty ¢ sobrejetivo, segue que tal sequéncia de grupos é exata curta. Agora, N N.S é grupo
nilpotente, Wy é grupo finitamente gerado e W é grupo abeliano. Dai que pelo Teorema 3.3
(p. 116) concluimos que W, é grupo de tipo F'P., se, e somente se, disX4 (W) estiver contida

em uma semiesfera aberta de caracteres de S(WW), o que de fato acontece como concluido em
(4.23) (p. 140). Assim,

Wy € grupo de tipo FP_.
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Capitulo 4. Centralizadores de Grupos Finitos em Grupos Solaveis de Tipo F Py

Pelo 3° Teorema de Isomorfismo para Grupos e pela Proposicao 1.2 a) (p. 6),

s W S W
Nrs vrg VT FRe) Y (ag) T
=|G/N: H/N| =[G : H| < o0,

e como Wy é grupo de tipo F' P, pela Proposicao 3.12 (p. 113), segue que S é grupo de tipo
FP,. m

[S: W] =]

Teorema 4.2. Sejam G um grupo solivel de tipo F Py, e F um grupo finito agindo a direita
sobre G. Entao, o subgrupo Cg(F) € de tipo F Py.

Demonstragao. Pelo Teorema 4.1 (p. 124), existe um subgrupo N normal em G, nilpotente,
F-invariante tal que G/N é um grupo abeliano-por-finito finitamente gerado. Como NC¢(F)
¢ subgrupo de G, segue que NCq(F) é também grupo solivel. Além disso, (NCq(F))/N
¢ subgrupo de G/N, portanto (NCq(F))/N & grupo abeliano-por-finito finitamente gerado
pela Proposicao 1.28 (p. 37). Agora, pela Proposigao 4.4 (p. 131), NCg(F) é grupo de tipo
FP,. Assim, estamos nas hipoteses da Proposigao 4.5 (p. 135), onde estamos tomando G
desta Proposi¢ao como sendo NCq(F'). Segue que Cg(F') é grupo de tipo F P,.. ]

Definicao 4.6. Seja G um grupo e P uma propriedade qualquer. Dizemos que G € virtual-
mente P se erxiste um subgrupo Gy de G tal que Gy possui a propriedade P e |G : G| < oc.

Corolario 4.1. Sejam G um grupo virtualmente soldvel de tipo F Py e F' um grupo finito
agindo sobre G. Entao, Cg(F') é grupo de tipo F P,.

Demonstracao. Como G é um grupo virtualmente solivel de tipo F' P, existe um subgrupo
G de G tal que G é grupo soluvel de tipo FP e [G : G] < oco. Agora, Ce(F) = Cg(F) NG,
dai que, pela Proposicao 1.3 (p. 7), [Cg(F) : Ca(F)] = [Cg(F) : Cg(F) N G] < co. Agora
Cq(F) é subgrupo de Cg(F), pois Cg(F) = Cg(F) N G. Usando o Teorema 4.2 (p. 141),
temos que Cg(F) é grupo de tipo F P, logo, pela Proposi¢ao 3.12 (p. 113), concluimos que
Cg(F) é grupo de tipo F Py. O
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