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Abstract

In this work, we deal with existence of ground state solutions for some classes of elliptic problems
on Euclidean spaces or on exterior domains. In cases where we consider an exterior domain, we
consider the Dirichlet boundary condition or the Neumann boundary condition.

Elliptic problems involving unbounded domains naturally have some difficulties, por example,
the lack of compactness. When it occurs, in general, the Palais-Smale condition is not valid.
To overcome this difficulty and others, we use the Mountain Pass Theorem without Palais-Smale
condition, results due to Lions and the VitaliŠs Theorem.

In our study, we use variational methods exploring techniques to obtain critical points of
functionals related to each problem. Nonzero critical points of each functional are solutions of its
respective problem.

Keywords: elliptic differential equations, variational principles, critical Sobolev exponent.

Resumo

Neste trabalho, tratamos de resultados de existência de soluções ground state para algumas
classes de problemas elípticos sobre espaços euclidianos ou sobre domínios exteriores. Nos casos
em que consideramos um domínio exterior, consideramos a condição de fronteira de Dirichlet ou
de Neumann.

O fato de se considerar domínios não limitados naturalmente implica em algumas diĄculdades
como, por exemplo, a falta de compacidade. Quando isso ocorre, em geral, a condição Palais-Smale
não é válida. Para contornar esta e outras diĄculdades, usamos o Teorema do Passo da Montanha
sem condição Palais-Smale, Lema de Lions e Teorema de Vitali.

Em nosso estudo, utilizamos métodos variacionais explorando diversas técnicas para a obtenção
de pontos críticos de funcionais associados a cada problema. Pontos críticos não nulos de cada
funcional são soluções de seu respectivo problema.

Palavras-chave: equações diferenciais elípticas, princípios variacionais, expoente crítico de
Sobolev.

vii



viii



Sumário

Agradecimentos xi

Notações xiii

Introdução 1

1 Problema crítico em um exterior de uma bola 9
1.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2 O problema auxiliar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3 Compacidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4 Existência de solução ground state radialmente simétrica . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Problema crítico com massa zero 29
2.1 Existência de solução ground state positiva e radial . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1.1 Existência de solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.1.2 Regularidade da solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.1.3 Propriedades da solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.1.4 Conclusão dos resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2 Caracterização do tipo Passo da Montanha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3 Problema exponencialmente crítico 55
3.1 O problema periódico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.1.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.1.2 Propriedades da sequência Palais-Smale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.1.3 Existência de solução ground state . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.2 O problema assintoticamente periódico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.2.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.2.2 Propriedades da sequência Palais-Smale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.2.3 Existência de solução ground state . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4 Problema exponencialmente subcrítico singular 79
4.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.2 Propriedades da sequência Palais-Smale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.3 Existência de solução ground state . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

ix



A Resultados Gerais 93
A.1 Desigualdade de Trudinger-Moser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
A.2 Fatos de Cálculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
A.3 Resultados de Convergência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
A.4 Resultados de Imersão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
A.5 Lemas Radiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
A.6 Resultados sobre Simetrização de Schwarz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
A.7 Princípios de Máximo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
A.8 Resultados de Regularidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
A.9 Teorema do Valor Intermediário . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
A.10 Teorema do Passo da Montanha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
A.11 Teorema dos Multiplicadores de Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
A.12 Princípio de Criticalidade Simétrica de Palais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Referências 101

x



Agradecimentos

A Deus, por tudo que me proporcionou para que eu viesse a concluir este trabalho.
Ao meu orientador, o Prof. Marcelo da Silva Montenegro, com quem foi uma imensa honra

trabalhar, por ter sido um exemplo de proĄssional sério e competente, sempre muito prestativo
e atencioso, por ter me dado a oportunidade de estudar no exterior e por ter me introduzido ao
mundo da pesquisa.

Aos meus pais, Renato da Silva Abreu e Maria Pereira dos Reis Abreu, e ao meu irmão, Daniel
dos Reis Abreu, pelo incentivo, pelo afeto, pela torcida e principalmente pelo apoio, em suas
diversas formas, sem a qual eu não teria conseguido dar prosseguimento aos estudos.

Ao Prof. Ademir Pastor Ferreira, por ter aceitado participar da comissão julgadora, pelas
sugestões apresentadas e por ter fornecido um artigo de Martial Agueh, que ajudou na conclusão
do primeiro resultado deste trabalho.

Aos professores Adilson Eduardo Presoto, Marcelo Martins dos Santos e Olimpio Hiroshi Miya-
gaki, por terem aceitado participar da comissão julgadora e pelas valiosas sugestões apresentadas.

À Cláudia Aline Azevedo dos Santos Mesquita e ao Maicon José Benvenutti, com muita emoção,
pelas duas mais intensas amizades que tive durante o curso. Foram muitos os debates, as ajudas,
os apoios, os conselhos e os incentivos.

Ao Prof. Giovany de Jesus Malcher Figueiredo, meu orientador de mestrado e agora amigo,
com quem muitas vezes tive a oportunidade de conversar durante esses quatro anos de curso. Sou
realmente muito grato por todos os valiosos conselhos que me deu.

xi



Aos funcionários da secretaria do IMECC, Ednaldo, Lívia e Tânia, pelo exemplo de eĄciência
e competência e por todo o auxílio de quando estive como representante discente.

Aos professores e amigos Antonio Suárez Fernández, Cristian Morales Rodrigo, João Rodrigues
dos Santos Júnior e Pedro Marín Rubio, pela ótima recepção do período de quando estive a estudo
no exterior.

À Lidiane dos Santos Monteiro Lima, pela grande amizade e por ter assumido, em sua totali-
dade, os compromissos da representação discente no período de minha qualiĄcação.

Ao Abel Alvarez Bustos e ao Júnior César Alves Soares, dentre outras coisas, por terem ajudado
com a formatação deste trabalho.

Aos amigos e colegas Adriana Araujo Cintra, Ailton Ribeiro de Oliveira, Alysson Tobias Ribeiro
da Cunha, Amanda Suellen Sena Correa, Ana Paula Cruz de Freitas, Anderson Luis Albuquerque
de Araújo, Carlos Frank Lima dos Santos, Débora Aparecida Francisco Albanez, Ígor dos Santos
Lima, Leandro Cruvinel Lemes, Leandro da Silva Tavares, Lino Anderson da Silva Grama, Marcelo
Silva da Rocha, Matheus Correia dos Santos, Otávio Rafael Mesquita, Paulo Henrique Pereira
da Costa, Sérgio Leandro Nascimento Neves, Shyrleny Suely Abreu Cota, Thiago Pinguello de
Andrade, Wender José de Souza e demais que esqueci de mencionar, pelo incentivo, pelo apoio e
pelos debates que surgiram ao longo do curso.

Aos professores do IMECC-UNICAMP, pela excelência no ensino.
A todos que de alguma forma ajudaram na produção deste trabalho.
À Capes e ao CNPq, pelo auxílio Ąnanceiro.

xii



Notações

Neste texto usamos as seguintes notações:

IR𝑁 : Espaço Euclidiano N-dimensional munido da norma ♣𝑥♣=
(︁

√︁𝑁
𝑖=1 𝑥

2
𝑖

)︁
1
2 , 𝑥 ∈ IR𝑁 .

𝑍: Conjunto dos números inteiros.
𝜕𝐷,𝐷: Fronteira e fecho do conjunto 𝐷, respectivamente.
♣𝐷♣: Medida de Lebesgue do conjunto 𝐷.
𝐵𝑅(𝑥): Bola aberta de centro em 𝑥 e raio 𝑅.
𝑓 ♣Ω: Restrição da função 𝑓 ao conjunto Ω.
∇𝑢: Gradiente da função 𝑢, isto é, ∇𝑢 =

(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑥1
, 𝜕𝑢

𝜕𝑥2
, . . . , 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑁

)︁

.
supp𝑢: Suporte da função 𝑢.
q.t.p.: Quase todo ponto, isto é, a menos de um conjunto de medida nula.
√︃

Ω 𝑓 : Integral de Lebesgue da função 𝑓 , isto é,
√︃

Ω 𝑓𝑑𝑥.
𝐶(Ω): Espaço das funções contínuas deĄnidas em Ω.
𝐶𝑘(Ω): Espaço das funções deĄnidas em Ω que possuem todas as derivadas de ordem menor ou
igual a 𝑘 contínuas.
𝐶∞

0 (Ω): Conjunto de todas as funções 𝑢 ∈ 𝐶∞(Ω) tais que supp𝑢 está contido compactamente em
Ω.
𝐶([0, 1], 𝑋): Espaço das curvas no espaço de Banach 𝑋, ou seja, espaço das funções contínuas
Ò : [0, 1] ⊃ 𝑋.
𝐿𝑝(Ω): Espaço das funções mensuráveis 𝑢 : Ω ⊃ IR tais que

√︃

Ω♣𝑢♣𝑝< +∞, 1 ⊘ 𝑝 < +∞.
𝐿

𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω): Espaço das funções mensuráveis 𝑢 : Ω ⊃ IR tais que

√︃

𝐾 ♣𝑢♣𝑝< +∞, para todo conjunto
compacto 𝐾 ⊆ Ω, 1 ⊘ 𝑝 < +∞.
𝐿∞(Ω): Espaço das funções mensuráveis 𝑢 : Ω ⊃ IR tais que existe 𝐶 > 0 satisfazendo ♣𝑢(𝑥)♣⊘ 𝐶

q.t.p. em Ω.
𝑊 𝑘,𝑝(Ω): Espaço de Sobolev das funções em 𝐿𝑝(Ω) que possuem derivadas fracas de ordem menor
ou igual a 𝑘 pertencentes a 𝐿𝑝(Ω).
𝑊

𝑘,𝑝
0 (Ω): Fecho de 𝐶∞

0 (Ω) em 𝑊 𝑘,𝑝(Ω).
𝐻1(Ω): Espaço de Sobolev 𝑊 1,2(Ω).
𝐻1

𝑟𝑎𝑑(Ω): Espaço das funções radiais de 𝐻1(Ω).
𝐻1

0 (Ω): Fecho de 𝐶∞
0 (Ω) em 𝐻1(Ω).

𝐷1,2(Ω): Espaço de Sobolev das funções em 𝐿2*
(Ω) que possuem derivadas fracas de primeira

ordem pertencentes a 𝐿2(Ω).
𝐷

1,2
𝑙𝑜𝑐(Ω): Espaço das funções mensuráveis 𝑢 : Ω ⊃ IR tais que 𝑢♣𝐾∈ 𝐷1,2(𝐾), para todo conjunto

compacto 𝐾 ⊆ Ω.
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♣𝑢♣𝑝: Norma em 𝐿𝑝 dada por (
√︃

Ω♣𝑢♣𝑝)
1
𝑝 .

♣𝑢♣∞: Norma em 𝐿∞(Ω), ou seja, ♣𝑢♣∞= inf ¶𝐶 : ♣𝑢(𝑥)♣⊘ 𝐶 q.t.p. em Ω♢.
♣♣.♣♣: Norma no espaço 𝐻1(Ω), 𝐻1

0 (Ω) ou 𝐷1,2(Ω), dependendo de em qual espaço procuramos
solução.
𝑋 ⊃˓ 𝑌 : Imersão contínua de 𝑋 em 𝑌 , isto é, 𝑋 ⊆ 𝑌 e a inclusão 𝑖 : 𝑋 ⊃ 𝑌 é um operador
contínuo.
𝑋 ⊆⊆ 𝑌 : Imersão compacta de 𝑋 em 𝑌 , isto é, 𝑋 ⊆ 𝑌 e a inclusão 𝑖 : 𝑋 ⊃ 𝑌 é um operador
compacto.
⊃,⇀: Convergência forte e convergência fraca, respectivamente.
𝑜𝑛(1): Sequência de números reais convergindo para 0 quando 𝑛 ⊃ ∞.
𝑓+: Parte positiva da função 𝑓 , isto é, 𝑓+ = max¶𝑓, 0♢.
𝑓⊗: Parte negativa da função 𝑓 , isto é, 𝑓⊗ = max¶⊗𝑓, 0♢.
𝐶1, 𝐶2, 𝐶3: Constantes reais positivas possivelmente diferentes.
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Introdução

Neste trabalho, tratamos de resultados de existência de soluções ground state para algumas
equações elípticas da forma

(P)
{︁

⊗Δ𝑢 = ℎ(𝑥, 𝑢) em 𝑈,

com 𝑈 ⊖ IR𝑁 denotando um espaço euclidiano ou um domínio exterior, 𝑁 ⊙ 2 e Δ denotando o
operador Laplaciano, ou seja,

Δ𝑢 = div(∇𝑢) =
𝑁
∑︁

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

.

Em cada capítulo deste trabalho estudamos algumas variantes do problema (𝑃 ), onde é assumido
um conjunto especíĄco de hipóteses sobre ℎ e 𝑈 . Nos casos em que 𝑈 é um domínio exterior,
consideramos a condição de fronteira de Dirichlet ou de Neumann.

O problema (𝑃 ) naturalmente apresenta algumas diĄculdades como, por exemplo, a falta de
compacidade devido o fato de estarmos considerando um domínio 𝑈 não limitado. Quando isso
ocorre, em geral, a condição Palais-Smale não é válida. Para contornar esta e outras diĄculdades,
usamos o Teorema do Passo da Montanha sem condição Palais-Smale, Lema de Lions e Teorema
de Vitali.

Uma solução do problema (𝑃 ) com condição de fronteira de Dirichlet é, por deĄnição, uma
função 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (𝑈)∖¶0♢ que satisfaz
∫︁

𝑈
∇𝑢∇𝑣 =

∫︁

𝑈
ℎ(𝑥, 𝑢)𝑣 , ∀𝑣 ∈ 𝐻1

0 (𝑈). (0.0.1)

Se consideramos (𝑃 ) com condição de fronteira de Neumann ou se 𝑈 = IR𝑁 , soluções de (𝑃 ) são
funções 𝑢 ∈ 𝐻1(𝑈)∖¶0♢ que veriĄcam (0.0.1) no referido espaço.

Em nosso estudo, utilizamos métodos variacionais explorando diversas técnicas para a obtenção
de pontos críticos do funcional energia 𝐼 associado a (𝑃 ) e deĄnido por

𝐼(𝑢) =
1
2

∫︁

𝑈
♣∇𝑢♣2⊗

∫︁

𝑈
𝐻(𝑥, 𝑢),

com 𝐻(𝑥, 𝑠) =
√︃ 𝑠

0 ℎ(𝑥, á)𝑑á . Pontos críticos não nulos do funcional 𝐼 são soluções do problema
(𝑃 ).

1



2 INTRODUÇÃO

Uma solução 𝑢 de (𝑃 ) é dita ground state, ou de menor energia, se

𝐼(𝑢) = inf¶𝐼(æ) : æ é solução de (𝑃 )♢.

Uma condição necessária para 𝑢 ser ponto crítico de 𝐼 é que 𝐼 ′(𝑢)𝑢 = 0. Esta condição deĄne a
variedade de Nehari

𝑁 := ¶æ : 𝐼 ′(æ)æ = 0 , æ ̸= 0♢.

É claro que se 𝑢 é solução de (𝑃 ) e

𝐼(𝑢) = inf
æ∈𝑁

𝐼(æ),

então 𝑢 é ground state. Se o funcional 𝐼 satisfaz a geometria do Passo da Montanha e se

𝑠 ↦⊃
ℎ(𝑥, 𝑠)
𝑠

é uma função crescente em ♣𝑠♣ para todo 𝑥 ∈ 𝑈 , temos que

inf
æ∈𝑁

𝐼(æ) = inf
æ ̸=0

max
𝑡⊙0

𝐼(𝑡æ) = 𝑐,

com 𝑐 denotando o nível minimax do Passo da Montanha do funcional 𝐼. Portanto, neste caso, se
𝑢 é solução de (𝑃 ) satisfazendo

𝐼(𝑢) = 𝑐,

então 𝑢 é ground state.
Nos dois primeiros capítulos, estudamos problemas autônomos onde os seus respectivos termos

não lineares possuem crescimento crítico.
No Capítulo 1, estudamos (𝑃 ) com 𝑁 ⊙ 3 e 𝑈 sendo o exterior de uma bola de centro em 0 e

raio 𝑅. Além disso, consideramos

ℎ(𝑥, 𝑢) := ♣𝑢♣𝑞⊗2𝑢+ ♣𝑢♣2
*⊗2𝑢⊗ 𝑢,

com

2* =
2𝑁
𝑁 ⊗ 2

e 2 < 𝑞 < 2*. Nosso objetivo é provar existência de solução ground state radialmente simétrica
para o problema

(𝑃1)

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

⊗Δ𝑢+ 𝑢 = ♣𝑢♣𝑞⊗2𝑢+ ♣𝑢♣2
*⊗2𝑢 em IR𝑁∖𝐵𝑅(0),

𝜕𝑢

𝜕Ö
= 0 sobre 𝜕𝐵𝑅(0).



3

Em [10], Benci e Cerami estudaram o problema (𝑃 ) considerando 𝑁 ⊙ 3, ℎ(𝑥, 𝑢) = ♣𝑢♣Ö⊗1𝑢⊗𝑢,
1 < Ö < 𝑁+2

𝑁⊗2
e 𝑈 = IR𝑁∖Ω, com Ω não vazio e limitado. Eles mostraram que (𝑃 ), com condição

de fronteira de Dirichlet, não tem solução ground state. Contudo, Esteban em [17] provou que o
mesmo problema, com condição de fronteira de Neumann, tem solução ground state.

Em [4], Alves, Carrião e Medeiros provaram que o resultado obtido em [17] também vale para
o operador p-Laplaciano.

Em [3], Alves considerou o problema (𝑃 ) com 𝑈 = IR2∖Ω, Ω não vazio e limitado, condição de
fronteira de Neumann e ℎ(𝑥, 𝑢) = 𝑓(𝑢) ⊗ 𝑢, com 𝑓 tendo crescimento exponencialmente crítico.
Ele provou a existência de solução ground state para (𝑃 ).

Em [5], Alves, Montenegro e Souto estudaram o problema (𝑃 ) considerando 𝑈 = IR𝑁 , 𝑁 ⊙ 3 e
ℎ(𝑥, 𝑢) = 𝑓(𝑢) ⊗ 𝑢, 𝑓 com crescimento crítico. Eles provaram que (𝑃 ) possui uma solução ground
state.

Motivados pelos trabalhos [3] e [4] e seus argumentos, complementamos o estudo feito em [5]
e em [17] no sentido de que consideramos o exterior de uma bola e uma não linearidade com
crescimento crítico. O fato de se considerar um domínio exterior e um termo não linear com
crescimento crítico implicam que algumas estimativas e argumentos explorados em [5] e em [17]
não podem ser usados.

O principal resultado do Capítulo 1 é o seguinte:
Teorema 1: Suponhamos que 𝑁 ⊙ 4 e 2 < 𝑞 < 2* ou 𝑁 = 3 e 4 < 𝑞 < 6. Então, existe 𝑅0 > 0

tal que, para todo 𝑅 > 𝑅0, o problema (𝑃1) tem solução ground state radialmente simétrica.
Nosso principal argumento para provar o Teorema 1 é o Teorema do Passo da Montanha sem

condição Palais-Smale.
Ressaltamos que a restrição sobre 𝑞 no caso 𝑁 = 3, no enunciado do Teorema 1, é somente

devido ao uso de um resultado provado em [29] para obtermos uma importante estimativa envol-
vendo o nível do Passo da Montanha. Em [29], Miyagaki usou tal restrição para provar o resultado
em questão.

No Capítulo 2, estudamos o problema (𝑃 ) com 𝑈 = IR𝑁 , 𝑁 ⊙ 3. Além disso, consideramos

ℎ(𝑥, 𝑢) = 𝑔(𝑢),

com 𝑔 : IR⊃ IR denotando uma função contínua e ímpar que satisfaz as seguintes hipóteses:

(g.1) lim
𝑠⊃0

𝑔(𝑠)
𝑠2*⊗1

= 0;

(g.2) lim
𝑠⊃+∞

♣𝑔(𝑠)♣

♣𝑠♣2
*⊗1 = 1

e
(g.3) Existe Õ > 0 tal que 𝑔(𝑠) > 0 para 0 < 𝑠 < Õ e 𝑔(𝑠) ⊘ 0 para 𝑠 ⊙ Õ.

Neste capítulo, mostramos existência de solução gound state positiva e radialmente simétrica para
o problema

(𝑃2)

∮︁

⊗Δ𝑢 = 𝑔(𝑢) em IR𝑁 ,

𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) ∩ 𝐶2(IR𝑁).

Além disso, provamos uma caracterização do tipo Passo da Montanha para tais soluções.
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É importante ressaltar que, para esta classe de problemas, a condição 𝑔′(0) < 0 é "quase
necessária"no sentido de que se 𝑔′(0) > 0, então (𝑃2) não tem solução radialmente simétrica. Mas
note que, contudo, 𝑔′(0) > 0 não é exatamente a negação de 𝑔′(0) < 0. O único caso restante,
essencialmente, é o caso limite com 𝑔′(0) = 0 conhecido como o caso de "massa zero". Note que ao
estudarmos (𝑃2) com a hipótese (g.1), incluimos a situação em que 𝑔′(0) = 0.

Em [13], Berestycki e Lions provaram a existência de solução ground state para (𝑃2) através
do problema de minimização

min
{︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2 :

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) = 1

}︂

,

com 𝐺(𝑠) =
√︃ 𝑠

0 𝑔(á)𝑑á e 𝑔 : IR⊃ IR satisfazendo

(B.L.1) ⊗∞ < lim inf
𝑠⊃0

𝑔(𝑠)
𝑠

⊘ lim sup
𝑠⊃0

𝑔(𝑠)
𝑠

= ⊗Ü < 0
e

(B.L.2) lim
𝑠⊃∞

♣𝑔(𝑠)♣
♣𝑠♣2*⊗1

= 0.

Além disso, também em [13], os autores resolveram o mesmo problema de minimização supondo
que a função 𝑔 satisfaz

(B.L.) lim
𝑠⊃0

𝑔(𝑠)
𝑠2*⊗1

= lim
𝑠⊃∞

𝑔(𝑠)
𝑠2*⊗1

= 0.

Em [22], Jeanjean e Tanaka estabeleceram uma caracterização do tipo Passo da Montanha para
as soluções ground state de (𝑃2) considerando as hipóteses (B.L.1) e (B.L.2). Os autores nada
mencionaram a respeito desta caracterização para as soluções ground state de (𝑃2) sob a hipótese
(B.L.).

Em [36], Zhang e Zou estudaram a existência de solução ground state para (𝑃2) supondo que o
termo não linear 𝑔 satisfaz as hipóteses (B.L.1) e (g.2). Além disso, os autores também provaram
uma caracterização do tipo Passo da Montanha para tais soluções.

Pesquisado na literatura o que já havia sido provado com relação ao problema (𝑃2), comple-
mentamos os estudos feitos em [13] e [36] no sentido de que consideramos o caso de "massa zero"e
o termo não linear com crescimento crítico, ou seja, supomos que a função 𝑔 satisfaz as hipóteses
(g.1) e (g.2).

Um dos principais resultados do Capítulo 2 é o seguinte:
Teorema 2: Seja 𝑔 : IR ⊃ IR uma função contínua e ímpar que satisfaz (g.1)-(g.3). Então,
o problema (𝑃2) tem uma solução 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) ∩ 𝐶2(IR𝑁) ground state positiva, radialmente
simétrica e descrescente com relação ao raio.

Para demonstrar o Teorema 2, seguimos ideias parecidas às usadas em [13]; porém, enfatizamos
que se consideramos um termo não linear com crescimento crítico, não podemos fazer uso de Lema
de Compacidade de Strauss como no referido trabalho.

Note que, neste capítulo, não supomos que

𝑠 ↦⊃
𝑔(𝑠)
𝑠
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é uma função crescente em ♣𝑠♣. Isto motiva a investigar se, neste caso, a energia das soluções
ground state de (𝑃2) coincide com o nível minimax do Teorema do Passo da Montanha. Motivados
por esta questão, no Capítulo 2 deste trabalho também estabelecemos o seguinte resultado:
Teorema 3: Sejam 𝑔 : IR ⊃ IR uma função contínua e ímpar que satisfaz (g.1)-(g.3), 𝐼 :
𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional energia associado a (𝑃2) e

Γ := ¶Ò ∈ 𝐶([0, 1], 𝐷1,2(IR𝑁)) : Ò(0) = 0 , 𝐼(Ò(1)) < 0♢.

Então,

inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)) = inf¶𝐼(𝑢) : 𝑢 é uma solução de (𝑃2)♢.

Ressaltamos que a demonstração do Teorema 3 segue de argumentos parecidos aos encontrados
em [22].

No Capítulo 3, estudamos o problema (𝑃 ) com 𝑈 = IR2 e

ℎ(𝑥, 𝑢) = 𝐾(𝑥)𝑓(𝑢) ⊗ 𝑢,

com 𝐾 : IR2 ⊃ IR denotando uma função contínua que satisfaz

(K1) Existe 𝑘0 > 0 tal que 𝐾(𝑥) ⊙ 𝑘0 para todo 𝑥 ∈ IR2;
(K2) Existe uma função contínua periódica positiva 𝐾𝑃 : IR2 ⊃ IR tal que

♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ⊃ 0 quando ♣𝑥♣⊃ +∞;

(K3) Para todo 𝑥 ∈ IR2 temos 𝐾(𝑥) > 𝐾𝑃 (𝑥).

Com relação à função contínua 𝑓 : IR⊃ IR, supomos que satisfaz as seguintes hipóteses:

(𝑓1) Existe Ñ ⊙ 1 tal que 𝑓(𝑠) = 𝑜(𝑠Ñ) quando 𝑠 ⊃ 0;
(𝑓2) Existe Ð0 ∈ (0, 4Þ) tal que

lim
𝑠⊃+∞

𝑓(𝑠)
𝑒Ð.𝑠2 =

∮︁

0 , se Ð > Ð0,

+∞ , se Ð < Ð0;

(𝑓3) Existem 𝜃 > 2 e 𝐶 > 0 tais que

0 < 𝜃𝐹 (𝑠) ⊘ 𝑠𝑓(𝑠) , ∀𝑠 ∈ IR∖¶0♢,

e

𝐹 (𝑠) ⊙ 𝐶♣𝑠♣𝜃 , ∀𝑠 ∈ IR,

com 𝐹 (𝑠) =
√︃ 𝑠

0 𝑓(á)𝑑á ;
(𝑓4) A função

𝑠 ↦⊃
𝑓(𝑠)
𝑠
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é crescente em ♣𝑠♣;
(𝑓5) Existem constantes 𝑞 > 2 e Ú > 0 tais que

𝑓(𝑠) ⊙ Ú𝑠𝑞⊗1 , ∀𝑠 ⊙ 0,

com

Ú >

⎟

𝜃(𝑞 ⊗ 2)
𝑞(𝜃 ⊗ 2)

⟨

(𝑝⊗2)
2 𝐶𝑞

𝑞

𝑀
,

sendo
𝑀 := min

𝑥∈IR2
𝐾𝑃 (𝑥) > 0

e

𝐶𝑞 := inf
𝑢∈𝐻1(IR2)∖¶0♢

{︂∫︁

IR2

(︁

♣∇𝑢♣2+♣𝑢♣2
)︁

}︂
1
2

{︂∫︁

IR2
♣𝑢♣𝑞

}︂
1
𝑞

.

Quando a hipótese (𝑓2) é assumida, dizemos que o termo não linear 𝑓 tem crescimento exponen-
cialmente crítico.

Neste capítulo, provamos existência de solução ground state para o problema

(𝑃3)

∮︁

⊗Δ𝑢+ 𝑢 = 𝐾(𝑥)𝑓(𝑢) em IR2,

𝑢 ∈ 𝐻1(IR2).

Em [12], Berestycki, Gallouët e Kavian consideraram o problema (𝑃3) com a função 𝐾 ⊕ 1 e a
função 𝑓 com crescimento exponencialmente subcrítico e satisfazendo 𝑓(𝑠) = 𝑜(𝑠) quando 𝑠 ⊃ 0.
Eles usaram o método de minimização restrita a uma variedade para obter a existência de solução
ground state.

Em [16], Cao estudou (𝑃3). Ele considerou a função 𝐾 satisfazendo 𝐾(𝑥) ⊃ 𝐾∞ quando
♣𝑥♣⊃ +∞, para algum 𝐾∞ ∈ IR, e 𝑓 com crescimento exponencialmente crítico e satisfazendo
𝑓(𝑠) = 𝑜(𝑠) quando 𝑠 ⊃ 0.

Em [6], Alves, Montenegro e Souto mostraram a existência de solução ground state para a
equação

∮︁

⊗Δ𝑢 = 𝐾(𝑥)𝑓(𝑢) em IR𝑁

𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁),

com 𝑁 ⊙ 3 e 𝑓 : IR ⊃ IR contínua com crescimento crítico e "massa zero", quando a função
𝐾 : IR𝑁 ⊃ IR é contínua, não negativa e assintóticamente periódica e também quando 𝐾 ∈
𝐿∞(IR𝑁) ∩ 𝐿𝑟(IR𝑁), para algum 𝑟 ⊙ 1, é positiva quase sempre em IR𝑁 .

Motivados pelo trabalho [6] e seus argumentos, provamos no Capítulo 3 o seguinte resultado:
Teorema 4: Sejam 𝐾 : IR2 ⊃ IR uma função contínua que satisfaz (K1)-(K3) e 𝑓 : IR ⊃ IR uma
função contínua que satisfaz (𝑓1)-(𝑓5). Então, o problema (𝑃3) tem solução ground state.
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Ressaltamos que após termos concluído a demonstração deste teorema, encontramos em uma
de nossas pesquisas o artigo [7], onde os autores já haviam provado o mesmo resultado. Contudo,
no Capítulo 4, seguimos na mesma classe de problemas abordada no terceiro capítulo com uma
classe de função 𝐾 diferente e uma singularidade. Estudamos o problema (𝑃 ) com 𝑈 = IR2 ou
𝑈 = IR2∖Ω, com Ω denotando um conjunto não vazio conexo e limitado com fronteira suave, e

ℎ(𝑥, 𝑢) = 𝐾(𝑥)
𝑓(𝑢)
♣𝑥♣𝑎

⊗ 𝑢,

com

0 ⊘ 𝑎 <
1
2

e as funções 𝐾 e 𝑓 satisfazendo as hipóteses que listamos a seguir. Provamos existência de solução
ground state para o problema

(𝑃4)

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

⊗Δ𝑢+ 𝑢 = 𝐾(𝑥)
𝑓(𝑢)
♣𝑥♣𝑎

em 𝑈,

𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈).

Diferente do terceiro capítulo, neste supomos que a função 𝐾 : 𝑈 ⊃ IR∪ ¶⊗∞,+∞♢ satisfaz

(𝐾1) 𝐾 é positiva quase sempre em 𝑈 , ou seja

♣¶𝑥 ∈ 𝑈 : 𝐾(𝑥) ⊘ 0♢♣ = 0;

(𝐾2) 𝐾 ∈ 𝐿∞(𝑈).

Para a função 𝑓 : IR⊃ IR contínua, supomos que

(𝑓1) Existe Ñ ⊙ 1 tal que 𝑓(𝑠) = 𝑜(𝑠Ñ) quando 𝑠 ⊃ 0;
(𝑓2) Para todo Ð > 0, vale

lim
♣𝑠♣⊃+∞

𝑓(𝑠)
𝑒Ð.𝑠2 = 0;

(𝑓3) Existe 𝜃 > 2 tal que

0 < 𝜃𝐹 (𝑠) ⊘ 𝑠𝑓(𝑠) , ∀𝑠 ∈ IR∖¶0♢,

com 𝐹 (𝑠) =
√︃ 𝑠

0 𝑓(á)𝑑á .

Motivados pelas ideias do artigo [6], provamos no Capítulo 4 o seguinte resultado:
Teorema 5: Sejam 𝑓 uma função contínua que satisfaz (𝑓1) ⊗ (𝑓3) e

à >
2 ⊗ 𝑎

1 ⊗ 2𝑎
.

Suponhamos que a função 𝐾 satisfaz (𝐾1) ⊗ (𝐾2) e



8 INTRODUÇÃO

(𝐾3) 𝐾 ∈ 𝐿𝑟(𝑈) , para algum 𝑟 >
4à

à(1 ⊗ 2𝑎) + 𝑎⊗ 2
.

Então, o problema (𝑃4) tem solução. Além disso, se

(𝑓4) 𝑠 ↦⊃
𝑓(𝑠)
𝑠 é uma função crescente em ♣𝑠♣,

então (𝑃4) tem solução ground state.
Para provar o Teorema 5, fazemos uso do Teorema do Passo da Montanha sem condição Palais-

Smale, desigualdade do tipo Trudinger-Moser e Teorema de Vitali.
Para a facilidade de leitura deste trabalho, repetimos em seus respectivos capítulos os enuncia-

dos dos teoremas desta introdução, bem como os artigos da bibliograĄa os quais complementamos.
Além disso, para dar completude a este trabalho, enunciamos no Apêndice A os resultados usados
nesta tese, indicando as referências bibliográĄcas onde as demonstrações podem ser encontradas.



Capítulo 1

Problema crítico em um exterior de uma
bola e com condição de fronteira de
Neumann

Neste capítulo, estamos interessados em mostrar existência de solução ground state radialmente
simétrica para a seguinte equação elíptica não linear:

(𝑃1)

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

⊗Δ𝑢+ 𝑢 = ♣𝑢♣𝑞⊗2𝑢+ ♣𝑢♣2
*⊗2𝑢 em IR𝑁∖𝐵𝑅(0),

𝜕𝑢

𝜕Ö
= 0 sobre 𝜕𝐵𝑅(0),

com 𝑁 ⊙ 3, 𝐵𝑅(0) ⊆ IR𝑁 denotando uma bola de centro em 0 e raio 𝑅, 2* denotando o expoente
crítico de Sobolev, ou seja,

2* =
2𝑁
𝑁 ⊗ 2

e 2 < 𝑞 < 2*.
Motivados pelos trabalhos [3] e [4] e seus argumentos, neste capítulo complementamos o estudo

feito em [5] e em [17] no sentido de que consideramos o exterior de uma bola e uma não linearidade
com crescimento crítico. O fato de se considerar um domínio exterior e um termo não linear com
crescimento crítico implicam que algumas estimativas e argumentos explorados em [5] e em [17]
não podem ser usados.

O principal resultado deste capítulo é o seguinte:

9
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Teorema 1.1. : Suponhamos que 𝑁 ⊙ 4 e 2 < 𝑞 < 2* ou 𝑁 = 3 e 4 < 𝑞 < 6. Então, existe
𝑅0 > 0 tal que, para todo 𝑅 > 𝑅0, o problema (𝑃1) tem solução ground state radialmente simétrica.

Ressaltamos que a restrição sobre 𝑞 no caso 𝑁 = 3, no enunciado do Teorema 1.1, é somente
devido ao uso de um resultado provado em [29] para obter uma importante estimativa envolvendo
o nível do Passo da Montanha. Em [29], Miyagaki usou tal restrição para provar o resultado em
questão.

Este capítulo está organizado da seguinte forma: na seção 1.1 introduzimos alguns resultados
preliminares e a formulação variacional do problema e mostramos que o funcional energia conside-
rado satisfaz a geometria do Passo da Montanha. Na seção 1.2, introduzimos um problema auxiliar
e alguns resultados relacionados ao mesmo. Na seção 1.3, provamos uma desigualdade importante
envolvendo os níveis do Passo da Montanha dos funcionais energias associados ao problema (𝑃1)
e ao problema auxiliar e também estabelecemos um resultado de compacidade para o problema
(𝑃1). Na seção 1.4, demonstramos o Teorema 1.1.

1.1 Preliminares

Nesta seção, introduzimos algumas notações, deĄnições, a formulação variacional do problema
(𝑃1) e mostramos que o funcional energia considerado satisfaz a geometria do Passo da Montanha.

Uma solução do problema (𝑃1) é uma função 𝑢 ∈ 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0))∖¶0♢ que satisfaz
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
(∇𝑢∇𝑣 + 𝑢𝑣) =

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣𝑞⊗2𝑢𝑣 +

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*⊗2𝑢𝑣,

para todo 𝑣 ∈ 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)).
Neste capítulo, denotamos a norma do espaço de Hilbert 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)) por

♣♣𝑢♣♣=

⎟

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
(♣∇𝑢♣2+♣𝑢♣2)

⟨
1
2

, 𝑢 ∈ 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)), (1.1.1)

e por 𝐽 : 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)) ⊃ IRdenotamos o funcional energia associado ao problema (𝑃1) e deĄnido
por

𝐽(𝑢) =
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
1
𝑞

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣𝑞⊗

1
2*

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*

, 𝑢 ∈ 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)). (1.1.2)

Notemos que as imersões contínuas 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)) ⊃˓ 𝐿𝑝(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)), com 𝑝 ∈ [2, 2*], garantem
que o funcional 𝐽 está bem deĄnido. Além disso, usando argumentos clássicos encontrados no
Apêndice B de [33], justiĄcamos que o funcional 𝐽 : 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)) ⊃ IR é de classe 𝐶1 e que

𝐽 ′(𝑢)𝑣 =
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
(∇𝑢∇𝑣 + 𝑢𝑣) ⊗

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣𝑞⊗2𝑢𝑣 ⊗

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*⊗2𝑢𝑣,

para todos 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)). Portanto, pontos críticos não nulos de 𝐽 são soluções do
problema (𝑃1).



1.1. PRELIMINARES 11

Consideremos agora o espaço de Hilbert 𝑋 ⊆ 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)) deĄnido por

𝑋 = 𝐻1
𝑟𝑎𝑑(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)),

munido da norma induzida de 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)) deĄnida em (1.1.1), e deĄnamos

𝐼 := 𝐽 ♣𝑋 ,

ou seja, 𝐼 é a restrição do funcional 𝐽 ao espaço 𝑋. Neste capítulo, essencialmente mostramos a
existência de uma função não nula 𝑢 ∈ 𝑋 que é ponto crítico de 𝐼 e ressaltamos que isto é suĄciente
pois, devido o Princípio de Criticalidade Simétrica de Palais (ver Apêndice, Teorema A.17), segue
que 𝑢 é ponto crítico não nulo do funcional 𝐽 .

O primeiro resultado desta seção está relacionado à geometria do funcional 𝐼.

Lema 1.1. : O funcional 𝐼 : 𝑋 ⊃ IR satisfaz as seguintes aĄrmações:

(i) Existem constantes Ñ, 𝜌 > 0 tais que

𝐼(𝑢) ⊙ Ñ , ∀𝑢 ∈ 𝑋 , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌;

(ii) Existe 𝑒 ∈ 𝑋 tal que

♣♣𝑒♣♣> 𝜌 e 𝐼(𝑒) < 0.

Demonstração:
AĄm de mostrarmos a aĄrmação (i), notemos que, dado arbitrariamente 𝜀 > 0, existe uma

constante 𝐶1 = 𝐶1(𝜀) tal que

1
𝑞

♣𝑠♣𝑞+
1
2*

♣𝑠♣2
*

⊘ 𝜀♣𝑠♣2+𝐶1♣𝑠♣
2*

, ∀𝑠 ∈ IR.

Portanto,

𝐼(𝑢) ⊙
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗𝜀
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2⊗𝐶1

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*

, ∀𝑢 ∈ 𝑋.

Usando imersões contínuas 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)) ⊃˓ 𝐿𝑝(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)), com 𝑝 ∈ [2, 2*], existem constantes
positivas 𝐶2 e 𝐶3 tais que

𝐼(𝑢) ⊙
(︂1

2
⊗ 𝜀𝐶2

)︂

♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶3♣♣𝑢♣♣2
*

, ∀𝑢 ∈ 𝑋.

Como 2 < 2* temos que, para

𝜀 <
1

2𝐶2

,

existem constantes positivas 𝜌0 e Ñ tais que, se 0 < 𝜌 ⊘ 𝜌0 então

𝐼(𝑢) ⊙ Ñ > 0 , ∀𝑢 ∈ 𝑋, ♣♣𝑢♣♣= 𝜌.



12 CAPÍTULO 1. PROBLEMA CRÍTICO EM UM EXTERIOR DE UMA BOLA

Agora, aĄm de mostrarmos a aĄrmação (ii), notemos que

1
𝑞

♣𝑠♣𝑞+
1
2*

♣𝑠♣2
*

⊙
1
2*

♣𝑠♣2
*

, ∀𝑠 ∈ IR. (1.1.3)

Fixando uma função não nula 𝑢 ∈ 𝑋, obtemos usando (1.1.3) que

𝐼(𝑡𝑢) ⊘
𝑡2

2
♣♣𝑢♣♣2⊗

𝑡2
*

2*

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*

, ∀𝑡 ∈ IR

Sendo 2 < 2*, concluímos que

𝐼(𝑡𝑢) ⊃ ⊗∞ quando 𝑡 ⊃ +∞.

Portanto, basta tomar 𝑒 = 𝑡𝑢, com 𝑡 > 0 suĄcientemente grande, para concluir a demonstração.

Aplicando uma versão do Teorema do Passo da Montanha sem condição Palais-Smale (ver
Apêndice, Teorema A.15), temos que existe uma sequência (𝑢𝑛) em 𝑋 satisfazendo

𝐼(𝑢𝑛) ⊃ 𝑐 e 𝐼 ′(𝑢𝑛) ⊃ 0, (1.1.4)

com

𝑐 = inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)) > 0 (1.1.5)

e

Γ := ¶Ò ∈ 𝐶([0, 1], 𝑋) : Ò(0) = 0 e 𝐼(Ò(1)) < 0♢ .

O próximo resultado está relacionado à sequência Palais-Smale.

Lema 1.2. : Seja (𝑢𝑛) uma sequência em 𝑋 satisfazendo (1.1.4). Então (𝑢𝑛) é limitada em 𝑋.

Demonstração:
Suponhamos por contradição que (𝑢𝑛) não seja limitada em 𝑋, ou seja, suponhamos que, a

menos de subsequência,

♣♣𝑢𝑛♣♣⊃ +∞.

Do fato de que (𝑢𝑛) satisfaz (1.1.4) temos

♣𝐼(𝑢𝑛)♣⊘ sup
𝑛∈IN

♣𝐼(𝑢𝑛)♣< +∞ , ∀𝑛 ∈ IN.

Além disso, considerando 𝜀 = 𝑞, existe 𝑛0 ∈ IN tal que

⊗
1
𝑞
𝐼 ′(𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊘

1
𝑞

♣𝐼 ′(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣⊘
1
𝑞

♣♣𝐼 ′(𝑢𝑛)♣♣♣♣𝑢𝑛♣♣<
1
𝑞
𝑞♣♣𝑢𝑛♣♣ , ∀𝑛 > 𝑛0.
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Portanto,

𝐼(𝑢𝑛) ⊗
1
𝑞
𝐼 ′(𝑢𝑛)𝑢𝑛 < sup

𝑛∈IN
♣𝐼(𝑢𝑛)♣+♣♣𝑢𝑛♣♣ , ∀𝑛 > 𝑛0. (1.1.6)

Por outro lado,

𝐼(𝑢𝑛) ⊗
1
𝑞
𝐼 ′(𝑢𝑛)𝑢𝑛

=

(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

♣♣𝑢𝑛♣♣2+

(︃

1
𝑞

⊗
1
2*

⎜

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

⊙

(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

♣♣𝑢𝑛♣♣2 , ∀𝑛 ∈ IN. (1.1.7)

Então, de (1.1.6) e (1.1.7), temos

(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

♣♣𝑢𝑛♣♣2< sup
𝑛∈IN

♣𝐼(𝑢𝑛)♣+♣♣𝑢𝑛♣♣ , ∀𝑛 > 𝑛0.

Daí, para 𝑛 suĄcientemente grande, obtemos

(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

<
sup𝑛∈IN♣𝐼(𝑢𝑛)♣

♣♣𝑢𝑛♣♣2
+

1
♣♣𝑢𝑛♣♣2

e fazendo 𝑛 ⊃ ∞, segue que

(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

⊘ 0,

o que é um absurdo. Portanto, (𝑢𝑛) é uma sequência limitada em 𝑋.

Sendo (𝑢𝑛) uma sequência limitada em 𝑋, temos que existem 𝑢 ∈ 𝑋 e uma subsequência de
(𝑢𝑛), a qual ainda denotamos por (𝑢𝑛), tais que

𝑢𝑛 ⇀ 𝑢 em 𝑋.

Além disso, usando Teorema de Rellich-Kondrachov, obtemos que

𝑢𝑛 ⊃ 𝑢 em 𝐿
𝑞
𝑙𝑜𝑐(IR

𝑁∖𝐵𝑅(0)) , para 𝑞 ∈ [1, 2*),

e consequentemente,

𝑢𝑛(𝑥) ⊃ 𝑢(𝑥) q.t.p. em IR𝑁∖𝐵𝑅(0).
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1.2 O problema auxiliar

Nesta seção, introduzimos um problema auxiliar e estabelecemos alguns resultados relacionados
ao mesmo.

Para estudar o problema (𝑃1), precisamos de alguns resultados relacionados ao problema

(𝑃∞)

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

⊗Δ𝑢+ 𝑢 = ♣𝑢♣𝑞⊗2𝑢+ ♣𝑢♣2
*⊗2𝑢 em IR𝑁 ,

𝑢 > 0 em IR𝑁 ,

𝑢 ∈ 𝐻1(IR𝑁).

Denotamos por 𝐼∞ : 𝐻1(IR𝑁) ⊃ IRo funcional energia associado ao problema auxiliar (𝑃∞) deĄnido
por

𝐼∞(𝑢) =
1
2

∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2+♣𝑢♣2
)︁

⊗
1
𝑞

∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣𝑞⊗

1
2*

∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣2

*

, 𝑢 ∈ 𝐻1(IR𝑁). (1.2.1)

Temos que 𝐼∞ está bem deĄnido, é de classe 𝐶1 e

𝐼 ′
∞(𝑢)𝑣 =

∫︁

IR𝑁
(∇𝑢∇𝑣 + 𝑢𝑣) ⊗

∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣𝑞⊗2𝑢𝑣 ⊗

∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣2

*⊗2𝑢𝑣,

para todos 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1(IR𝑁). Portanto, pontos críticos não nulos de 𝐼∞ são soluções de (𝑃∞).
Usando argumentos análogos aos usados na demonstração do Lema 1.1, podemos provar o

seguinte resultado:

Lema 1.3. : O funcional 𝐼∞ : 𝐻1(IR𝑁) ⊃ IR deĄnido em (1.2.1) satisfaz as seguintes aĄrmações:

(i) Existem constantes Ñ, 𝜌 > 0 tais que

𝐼∞(𝑢) ⊙ Ñ , ∀𝑢 ∈ 𝑋 , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌;

(ii) Existe 𝑒 ∈ 𝐻1(IR𝑁) tal que

♣♣𝑒♣♣> 𝜌 e 𝐼∞(𝑒) < 0.

Isto implica que o seguinte valor está bem deĄnido:

𝑐∞ = inf
Ò∈Γ∞

max
𝑡∈[0,1]

𝐼∞(Ò(𝑡)) > 0, (1.2.2)

com Γ∞ := ¶Ò ∈ 𝐶([0, 1], 𝐻1(IR𝑁)) : Ò(0) = 0 , 𝐼∞(Ò(1)) < 0♢.
Agora estamos interessados em obter um resultado de existência de solução para (𝑃∞). Para

não sobrecarregar o texto, deĄnimos

𝑓(𝑠) := ♣𝑠♣𝑞⊗2𝑠+ ♣𝑠♣2
*⊗2𝑠 , 𝑠 ∈ IR. (1.2.3)

Temos que
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(f.1) lim
𝑠⊃0

𝑓(𝑠)
𝑠

= 0;

(f.2) lim
𝑠⊃+∞

𝑓(𝑠)
𝑠2*⊗1

= 1;
e
(f.3) 2𝐹 (𝑠) ⊘ 𝑓(𝑠)𝑠 para todo 𝑠 ⊙ 0, com 𝐹 (𝑠) =

√︃ 𝑠
0 𝑓(á)𝑑á .

No que segue, denotamos por 𝑆 a melhor constante da imersão 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃˓ 𝐿2*
(IR𝑁) e, para

𝑝 ∈ [2, 2*], denotamos por 𝐶𝑝 a melhor constante da imersão 𝐻1(IR𝑁) ⊃˓ 𝐿𝑝(IR𝑁), ou seja,

𝑆 = inf
𝑢∈𝐷1,2(IR𝑁 )

𝑢 ̸=0

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2

(︂∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣2

*
)︂

2
2*

(1.2.4)

e

𝐶𝑝 = inf
𝑢∈𝐻1(IR𝑁 )

𝑢 ̸=0

∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2+♣𝑢♣2
)︁

(︂∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣𝑝

)︂
2
𝑝

.

Notemos que a função 𝑓 deĄnida em (1.2.3) também satisfaz a seguinte propriedade:

(f.4) Existem 𝑝 ∈ (2, 2*) e Ú = Ú(𝑝) > 0 tais que

𝑓(𝑠) ⊙ Ú𝑠𝑝⊗1 , ∀𝑠 ⊙ 0, (1.2.5)

e

Ú >

⋃︀

⨄︀2
(2⊗𝑁)

2 𝑆⊗ 𝑁
2 𝑁

(︂ 2𝑁
𝑁 ⊗ 2

)︂

(𝑁⊗2)
2

⋂︀

⋀︀

(𝑝⊗2)
2 ⎟

𝑝⊗ 2
2𝑝

⟨
𝑝⊗2

2

𝐶
𝑝

2
𝑝 . (1.2.6)

De fato, deĄnindo 𝑔𝑝 : IR⊃ IR por

𝑔𝑝(𝑠) := 𝑠𝑞⊗𝑝 + 𝑠2*⊗𝑝,

temos que (1.2.5) equivale a

𝑔𝑝(𝑠) ⊙ Ú , ∀𝑠 > 0.

Considerando 𝑝 ∈ (𝑞, 2*), obtemos

lim
𝑠⊃0+

[𝑔𝑝(𝑠)] = lim
𝑠⊃+∞

[𝑔𝑝(𝑠)] = +∞,

e sendo 𝑔𝑝 contínua, concluimos que 𝑔𝑝 possui um ponto de mínimo positivo. Como

𝑔′(𝑠) = (𝑞 ⊗ 𝑝)𝑠(𝑞⊗𝑝⊗1) + (2* ⊗ 𝑝)𝑠(2*⊗𝑝⊗1) , ∀𝑠 > 0,
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temos que

𝑠𝑝 =

(︃

𝑝⊗ 𝑞

2* ⊗ 𝑝

⎜
1

(2*⊗𝑞)

é ponto crítico de 𝑔𝑝 e portanto

min
𝑠>0

𝑔𝑝(𝑠) = 𝑔𝑝(𝑠𝑝) =

⎟

𝑝⊗ 𝑞

2* ⊗ 𝑝

⟨
𝑞⊗𝑝

2*⊗𝑞

+

⎟

𝑝⊗ 𝑞

2* ⊗ 𝑝

⟨
2*⊗𝑝

2*⊗𝑞

> 0. (1.2.7)

Daí, considerando

Ú(𝑝) = 𝑔𝑝(𝑠𝑝), (1.2.8)

temos

𝑔𝑝(𝑠) ⊙ Ú(𝑝) , ∀𝑠 > 0,

e consequentemente, (1.2.5) ocorre.
Agora, aĄm de mostrarmos (1.2.6), recorremos a um resultado provado por Agueh. Em [2],

Agueh mostrou que a função

𝑣∞(𝑥) :=
(︂

𝑝

2𝜃

)︂
1

𝑝⊗2
[︂

cosh
(︂

𝑝⊗ 2
2

.♣𝑥♣
)︂⎢⊗ 2

𝑝⊗2

, 𝑥 ∈ IR𝑁 ,

com

𝜃 =
(︂

𝑝

2

)︂

∏︁

⨄︁

⋃︁

∫︁

IR𝑁

[︂

cosh
(︂

𝑝⊗ 2
2

.♣𝑥♣
)︂⎢⊗ 2𝑝

𝑝⊗2

⎫

⋀︁

⋂︁

𝑝⊗2
𝑝

, (1.2.9)

é solução do problema de minimização

min
{︂

𝐸(𝑢) :=
∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2+♣𝑢♣2
)︁

: 𝑢 ∈ 𝐻1(IR𝑁) , ♣𝑢♣𝑝= 1
}︂

,

ou seja, 𝐸(𝑣∞) = 𝐶𝑝. Portanto,

𝐶𝑝 =
∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑣∞♣2+♣𝑣∞♣2
)︁

=
(︂

𝑝

2𝜃

)︂
2

𝑝⊗2
(︂

𝑝

2

)︂2 ∫︁

IR𝑁

∏︁

⨄︁

⋃︁

[︂

senh
(︂

𝑝⊗ 2
2

.♣𝑥♣
)︂⎢2 [︂

cosh
(︂

𝑝⊗ 2
2

.♣𝑥♣
)︂⎢

⊗2𝑝

𝑝⊗2

⎫

⋀︁

⋂︁

+
(︂

𝑝

2𝜃

)︂
2

𝑝⊗2
∫︁

IR𝑁

[︂

cosh
(︂

𝑝⊗ 2
2

.♣𝑥♣
)︂⎢

⊗4
𝑝⊗2

. (1.2.10)

Notemos que

𝑒𝑡

2
⊘ cosh 𝑡 ⊘ 𝑒𝑡 , ∀𝑡 ⊙ 0,
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e consequentemente,

𝑒⊗𝑝.♣𝑥♣ ⊘
[︂

cosh
(︂

𝑝⊗ 2
2

.♣𝑥♣
)︂⎢

⊗2𝑝

𝑝⊗2

⊘
𝑒⊗𝑝.♣𝑥♣

2
⊗2𝑝

𝑝⊗2

, ∀𝑥 ∈ IR𝑁 (1.2.11)

e

𝑒⊗2.♣𝑥♣ ⊘
[︂

cosh
(︂

𝑝⊗ 2
2

.♣𝑥♣
)︂⎢

⊗4
𝑝⊗2

⊘
𝑒⊗2.♣𝑥♣

2
⊗4

𝑝⊗2

, ∀𝑥 ∈ IR𝑁 . (1.2.12)

Além disso,

senh𝑡 ⊘
𝑒𝑡

2
, ∀𝑡 ∈ IR,

e daí,
[︂

senh
(︂

𝑝⊗ 2
2

.♣𝑥♣
)︂⎢2

⊘
𝑒(𝑝⊗2).♣𝑥♣

4
, ∀𝑥 ∈ IR𝑁 . (1.2.13)

Logo, usando as estimativas (1.2.11), (1.2.12) e (1.2.13) em (1.2.10),

𝐶𝑝 ⊘
(︂

𝑝

2𝜃

)︂
2

𝑝⊗2
(︂

𝑝

2

)︂2 1
4
.2

2𝑝

𝑝⊗2

∫︁

IR𝑁
𝑒⊗𝑝.♣𝑥♣𝑒(𝑝⊗2).♣𝑥♣

+
(︂

𝑝

2𝜃

)︂
2

𝑝⊗2

.2
4

𝑝⊗2

∫︁

IR𝑁
𝑒⊗2.♣𝑥♣

=
(︂

𝑝

2𝜃

)︂
2

𝑝⊗2
(︂

𝑝

2

)︂2 1
4
.2

2𝑝

𝑝⊗2 .à(𝑆𝑁⊗1).
1

2𝑁

∫︁ +∞

0
𝑒⊗𝑡.𝑡𝑁⊗1

+
(︂

𝑝

2𝜃

)︂
2

𝑝⊗2

.2
4

𝑝⊗2 .à(𝑆𝑁⊗1).
1

2𝑁

∫︁ +∞

0
𝑒⊗𝑡.𝑡𝑁⊗1. (1.2.14)

Notemos agora que de (1.2.9) e (1.2.11),

𝜃 ⊙
(︂

𝑝

2

)︂ [︂∫︁

IR𝑁
𝑒⊗𝑝.♣𝑥♣

⎢
𝑝⊗2

𝑝

=
(︂

𝑝

2

)︂

[︁

à(𝑆𝑁⊗1)
]︁

𝑝⊗2
2

(︃

1
𝑝𝑁

⎜
𝑝⊗2

𝑝
[︂∫︁ +∞

0
𝑒⊗𝑡.𝑡𝑁⊗1𝑑𝑡

⎢

𝑝⊗2
2

,

e portanto,

1
𝜃

⊘

(︃

2
𝑝

⎜

[︁

à(𝑆𝑁⊗1)
]︁

2⊗𝑝

2
𝑝

𝑁.(𝑝⊗2)
2

[︂∫︁ +∞

0
𝑒⊗𝑡.𝑡𝑁⊗1𝑑𝑡

⎢

2⊗𝑝

2

.

Então de (1.2.14),

𝐶𝑝 ⊘
[︁

à(𝑆𝑁⊗1)
]︁⊗1

𝑝𝑁
[︂∫︁ +∞

0
𝑒⊗𝑡.𝑡𝑁⊗1𝑑𝑡

⎢⊗1 (︂𝑝

2

)︂2 1
4

2
2𝑝

𝑝⊗2à(𝑆𝑁⊗1)
1

2𝑁

∫︁ +∞

0
𝑒⊗𝑡.𝑡𝑁⊗1𝑑𝑡

+
[︁

à(𝑆𝑁⊗1)
]︁⊗1

𝑝𝑁
[︂∫︁ +∞

0
𝑒⊗𝑡.𝑡𝑁⊗1𝑑𝑡

⎢⊗1

2
4

𝑝⊗2à(𝑆𝑁⊗1)
1

2𝑁

∫︁ +∞

0
𝑒⊗𝑡.𝑡𝑁⊗1𝑑𝑡

= 𝑝𝑁
(︂

𝑝

2

)︂2 1
4
.2

2𝑝

𝑝⊗2 .
1

2𝑁
+ 𝑝𝑁 .2

4
𝑝⊗2 .

1
2𝑁

< (2*)𝑁 .

(︂2*

2

)︂2

.
1
4
.2

2.2*

𝑞⊗2 + (2*)𝑁 .2
4

𝑞⊗2 .
1

2𝑁
=: 𝐶(𝑁, 𝑞) , ∀𝑝 ∈ (𝑞, 2*). (1.2.15)
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De (1.2.7) e (1.2.8),

lim
𝑝⊃2*

Ú(𝑝) = lim
𝑝⊃2*

𝑔𝑝(𝑠𝑝) = +∞.

Portanto, usando (1.2.15), concluímos que para 𝑝 ∈ (𝑞, 2*) suĄcientemente próximo de 2*,

Ú(𝑝) >

⋃︀

⨄︀2
2⊗𝑁

2 .𝑆⊗ 𝑁
2 .𝑁.

(︂ 2𝑁
𝑁 ⊗ 2

)︂

𝑁⊗2
2

⋂︀

⋀︀

2*⊗2
2 ⎟

2* ⊗ 2
2.𝑞

⟨
2*⊗2

2

𝐶(𝑁, 𝑞)
2*

2

⊙

⋃︀

⨄︀2
2⊗𝑁

2 .𝑆⊗ 𝑁
2 .𝑁.

(︂ 2𝑁
𝑁 ⊗ 2

)︂

𝑁⊗2
2

⋂︀

⋀︀

𝑝⊗2
2 ⎟

𝑝⊗ 2
2𝑝

⟨
𝑝⊗2

2

𝐶
𝑝

2
𝑝 ,

ou seja, (1.2.6) ocorre.
Visto que a função 𝑓 : IR⊃ IR deĄnida em (1.2.3) satisfaz (f.1), (f.2), (f.3) e (f.4), segue de um

resultado provado em [5] que o problema auxiliar (𝑃∞) tem uma solução ground state positiva e
radialmente simétrica.

Sobre o comportamento das soluções de (𝑃∞), enunciamos o seguinte resultado que pode ser
encontrado em [26].

Lema 1.4. : Toda solução positiva 𝑢̄ ∈ 𝐻1(IR𝑁) do problema (𝑃∞) tem o seguinte comportamento
assintótico:

lim
♣𝑥♣⊃∞

𝑢̄(𝑥) = 0,

𝐶1𝑒
⊗𝑎♣𝑥♣ ⊘ 𝑢̄(𝑥) ⊘ 𝐶2𝑒

⊗𝑏♣𝑥♣ em IR𝑁 ,

com 𝐶1, 𝐶2 > 0 denotando constantes positivas e 0 < 𝑏 < 1 < 𝑎. Além disso, dado Ó > 0 pequeno,
os números 𝑎 e 𝑏 podem ser escolhidos na forma 𝑎 = 1 + Ó e 𝑏 = 1 ⊗ Ó.

Um fato importante, que pode ser encontrado em [29], é a existência de uma função 𝑣0 ∈
𝐻1(IR𝑁), 𝑣0 ̸= 0, tal que

max
𝑡⊙0

𝐼∞(𝑡𝑣0) <
1
𝑁
𝑆

𝑁
2 ,

com 𝑆 deĄnido em (1.2.4). Sendo

𝑠 ↦⊃ ♣𝑠♣𝑞⊗2+♣𝑠♣2
*⊗2

uma função crescente em ♣𝑠♣, temos

𝑐∞ = inf
𝑢∈𝐻1(IR𝑁 )

𝑢 ̸=0

max
𝑡⊙0

𝐼∞(𝑡𝑢),

e portanto,

𝑐∞ <
1
𝑁
𝑆

𝑁
2 . (1.2.16)
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1.3 Compacidade

Nesta seção, apresentamos alguns resultados importantes que são úteis para mostrar que o
limite fraco da sequência (𝑢𝑛) que satisfaz (1.1.4) é não nulo. O primeiro deles é uma estimativa
envolvendo os níveis do Passo da Montanha dos funcionais associados ao problema (𝑃1) e (𝑃∞) e
sua demonstração usa argumentos parecidos aos encontrados em [3] e [4].

Proposição 1.1. : Sejam 𝑐 deĄnido em (1.1.5) e 𝑐∞ deĄnido em (1.2.2). Então,

0 < 𝑐 < 𝑐∞.

Demonstração:
Seja 𝑢 uma solução ground state positiva e radialmente simétrica de (𝑃∞). DeĄnamos 𝑢𝑛(𝑥) :=

𝑢(𝑥 + 𝑥𝑛), com 𝑥𝑛 := (0, 0, . . . , 0, 𝑛), e seja 𝑢̂𝑛 = 𝑢𝑛♣IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0). Sendo 𝑢 positiva, temos que 𝑢̂𝑛 é
positiva para todo 𝑛 ∈ IN. Como

𝑠 ↦⊃ ♣𝑠♣𝑞⊗2+♣𝑠♣2
*⊗2

é uma função crescente em ♣𝑠♣, temos que

𝑐 = inf
𝑢∈𝑋
𝑢 ̸=0

max
𝑡⊙0

𝐼(𝑡𝑢)

e portanto,

𝑐 ⊘ max
𝑡⊙0

𝐼(𝑡𝑢̂𝑛) , ∀𝑛 ∈ IN.

Pela geometria do funcional 𝐼 temos que, para cada 𝑛 ∈ IN, 𝐼(0.𝑢̂𝑛) = 0, 𝐼(𝑡𝑢̂𝑛) > 0 para 𝑡 > 0
suĄcientemente pequeno e 𝐼(𝑡𝑢̂𝑛) < 0 para 𝑡 > 0 suĄcientemente grande; logo, existe Ò𝑛 > 0 tal
que

𝐼(Ò𝑛𝑢̂𝑛) = max
𝑡⊙0

𝐼(𝑡𝑢̂𝑛).

Daí,

𝑐 ⊘ 𝐼(Ò𝑛𝑢̂𝑛)

=
1
2

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)

(︁

♣Ò𝑛∇𝑢̂𝑛♣2 + ♣Ò𝑛𝑢̂𝑛♣2
)︁

⊗
1
𝑞

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣Ò𝑛𝑢̂𝑛♣𝑞 ⊗

1
2*

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣Ò𝑛𝑢̂𝑛♣2

*

= 𝐼∞(Ò𝑛𝑢𝑛) ⊗
Ò2

𝑛

2

∫︁

𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢𝑛♣2 + ♣𝑢𝑛♣2
)︁

+
1
𝑞

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣Ò𝑛𝑢𝑛♣𝑞 +

1
2*

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣Ò𝑛𝑢𝑛♣2

*

. (1.3.1)
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Notemos que 𝐼(Ò𝑛𝑢̂𝑛) = max𝑡⊙0 𝐼(𝑡𝑢̂𝑛) se, e somente se,
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢̂𝑛♣2 + ♣𝑢̂𝑛♣2
)︁

=
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)

(︁

Ò𝑞⊗2
𝑛 ♣𝑢̂𝑛♣𝑞 + Ò2*⊗2

𝑛 ♣𝑢̂𝑛♣2
*)︁

.

Usando a deĄnição de 𝑢𝑛, a igualdade acima equivale a
∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝑢♣2
)︁

äIR𝑁 ∖𝐵𝑅(𝑦𝑛) =
∫︁

IR𝑁

(︁

Ò𝑞⊗2
𝑛 ♣𝑢♣𝑞 + Ò2*⊗2

𝑛 ♣𝑢♣2
*)︁

äIR𝑁 ∖𝐵𝑅(𝑦𝑛). (1.3.2)

Suponhamos por absurdo que a sequência (Ò𝑛) não é limitada. Então ela possui uma subsequên-
cia, a qual ainda denotamos por (Ò𝑛), tal que Ò𝑛 ⊃ +∞. Daí, usando o Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue e o Lema de Fatou, obtemos

∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝑢♣2
)︁

= lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝑢♣2
)︁

äIR𝑁 ∖𝐵𝑅(𝑦𝑛)

= lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁

(︁

Ò𝑞⊗2
𝑛 ♣𝑢♣𝑞 + Ò2*⊗2

𝑛 ♣𝑢♣2
*)︁

äIR𝑁 ∖𝐵𝑅(𝑦𝑛) ⊙ +∞,

o que é um absurdo. Com isto, concluímos que a sequência (Ò𝑛) é limitada e, portanto, tem uma
subsequência, a qual ainda denotamos por (Ò𝑛), tal que Ò𝑛 ⊃ Ò0, para algum Ò0 ∈ IR. Pelo Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue, segue de (1.3.2) que

∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝑢♣2
)︁

=
∫︁

IR𝑁

(︁

Ò
𝑞⊗2
0 ♣𝑢♣𝑞 + Ò2*⊗2

0 ♣𝑢♣2
*)︁

.

Por outro lado, sendo 𝑢 solução de (𝑃∞), vale
∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝑢♣2
)︁

=
∫︁

IR𝑁

(︁

♣𝑢♣𝑞 + ♣𝑢♣2
*)︁

.

Logo,
∫︁

IR𝑁

[︁(︁

Ò
𝑞⊗2
0 ⊗ 1

)︁

♣𝑢♣𝑞 +
(︁

Ò2*⊗2
0 ⊗ 1

)︁

♣𝑢♣2
*]︁

= 0

e sendo 𝑢 não nula, devemos necessariamente ter Ò0 = 1. Então, pelo Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue,

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁

(︁

♣Ò𝑛∇𝑢𝑛♣2 + ♣Ò𝑛𝑢𝑛♣2
)︁

= lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁

(︁

♣Ò𝑛∇𝑢♣2 + ♣Ò𝑛𝑢♣2
)︁

=
∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝑢♣2
)︁

,

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁
♣Ò𝑛𝑢𝑛♣𝑞 = lim

𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁
♣Ò𝑛𝑢♣𝑞 =

∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣𝑞

e

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁
♣Ò𝑛𝑢𝑛♣2

*

= lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁
♣Ò𝑛𝑢♣2

*

=
∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣2

*

.
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Portanto,

lim
𝑛⊃∞

𝐼∞(Ò𝑛𝑢𝑛) = 𝐼∞(𝑢). (1.3.3)

Notemos agora que, dado arbitrariamente 𝜀 > 0, existe 𝐶 = 𝐶(𝜀) > 0 tal que

1
𝑞

♣𝑠♣𝑞+
1
2*

♣𝑠♣2
*

< 𝜀♣𝑠♣2+𝐶♣𝑠♣2
*

, ∀𝑠 ∈ IR.

Portanto, existem constantes 𝐶1, 𝐶2 > 0 tais que

1
𝑞

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣Ò𝑛𝑢𝑛♣𝑞 +

1
2*

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣Ò𝑛𝑢𝑛♣2

*

< 𝜀

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣Ò𝑛𝑢𝑛♣2 + 𝐶

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣Ò𝑛𝑢𝑛♣2

*

⊘ 𝜀𝐶1

∫︁

𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢𝑛♣2 + ♣𝑢𝑛♣2
)︁

+𝐶2

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

. (1.3.4)

Então, denotando

𝑡𝑛 :=
∫︁

𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢𝑛♣2 + ♣𝑢𝑛♣2
)︁

e

𝑠𝑛 := 𝐶2

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

,

segue de (1.3.1), (1.3.3) e (1.3.4) que

𝑐 ⊘ 𝐼∞(𝑢) ⊗ 𝑡𝑛

(︃

Ò2
𝑛

2
⊗ 𝜀𝐶1

⎜

+ 𝑠𝑛.

Notemos que, de

Ò2
𝑛

2
⊃

1
2

quando 𝑛 ⊃ ∞,

temos

1
4
<
Ò2

𝑛

2

para 𝑛 suĄcientemente grande. Portanto,

𝑐 ⊘ 𝐼∞(𝑢) ⊗ 𝑡𝑛

(︂1
4

⊗ 𝜀𝐶1

)︂

+ 𝑠𝑛.

Logo, considerando 𝜀 > 0 tal que

𝜀𝐶1 <
1
4
,
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temos

𝑐 ⊘ 𝐼∞(𝑢) ⊗ 𝐶3𝑡𝑛 + 𝑠𝑛,

com
𝐶3 =

(︂1
4

⊗ 𝜀𝐶1

)︂

> 0.

Agora notemos que

𝑠𝑛

𝑡𝑛
⊃ 0 quando 𝑛 ⊃ ∞. (1.3.5)

De fato, pelo Lema 1.4 temos que, para Ó > 0 pequeno, existem constantes 𝐶4, 𝐶5 > 0 tais que

𝑡𝑛 =
∫︁

𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢𝑛♣2 + ♣𝑢𝑛♣2
)︁

⊙
∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2 ⊙ 𝐶4𝑒

⊗2(1+Ó)𝑛

e

𝑠𝑛 = 𝐶2

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

⊘ 𝐶5𝑒
⊗2*(1⊗Ó)𝑛.

Portanto,

𝑠𝑛

𝑡𝑛
⊘
𝐶5

𝐶4

.𝑒[2(1+Ó)⊗2*(1⊗Ó)]𝑛.

Então, escolhendo Ó satisfazendo

0 < Ó <
2* ⊗ 2
2* + 2

,

concluímos que (1.3.5) ocorre. Com isto, concluímos que

𝑐 < 𝐼∞(𝑢) = 𝑐∞.

O próximo resultado fornece uma desigualdade de imersão com uma constante que depende do
raio da bola 𝐵𝑅(0).

Lema 1.5. : Para cada 𝑅 > 0, existe uma constante 𝐶(𝑅) > 0 tal que

(︃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*

⎜
1

2*

⊘ 𝐶(𝑅)♣♣𝑢♣♣,

para todo 𝑢 ∈ 𝑋. Além disso, lim
𝑅⊃+∞

𝐶(𝑅) = 0 e lim
𝑅⊃0

𝐶(𝑅) = +∞.

Demonstração:
Por um lema radial (ver Apêndice, Lema A.11), obtemos a existência de uma constante positiva

𝐶, que só depende de 𝑁 , tal que
(︃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*

⎜
1

2*

⊘ 𝐶♣♣𝑢♣♣

(︃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑥♣

(1⊗𝑁)𝑁

𝑁⊗2

⎜
1

2*

,
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para todo 𝑢 ∈ 𝑋. Consideremos

𝐶(𝑅) := 𝐶

(︃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑥♣

(1⊗𝑁)𝑁

𝑁⊗2

⎜
1

2*

.

Temos que
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑥♣

(1⊗𝑁)𝑁

𝑁⊗2 𝑑𝑥 = à(𝑆𝑁⊗1)
∫︁ +∞

𝑅
𝑟

2⊗2𝑁
𝑁⊗2 𝑑𝑟 =

𝑁 ⊗ 2
𝑁

à(𝑆𝑁⊗1)𝑅
𝑁

2⊗𝑁 ,

e daí,

𝐶(𝑅) = 𝐶

(︂

𝑁 ⊗ 2
𝑁

)︂

1
2*

à(𝑆𝑁⊗1)
1

2*𝑅⊗ 1
2 .

Portanto, lim𝑅⊃0 𝐶(𝑅) = +∞ e lim𝑅⊃+∞ 𝐶(𝑅) = 0.

Notemos que, com o Lema 1.5, obtemos a existência de 𝑅0 > 0 tal que, para todo 𝑅 > 𝑅0,
temos 𝐶(𝑅)⊗2 > 𝑆, com 𝑆 deĄnido em (1.2.4), e consequentemente,

♣♣𝑢♣♣2⊙ 𝐶(𝑅)⊗2

(︃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*

⎜
2

2*

⊙ 𝑆

(︃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*

⎜
2

2*

, ∀𝑢 ∈ 𝑋. (1.3.6)

O próximo resultado dá o comportamento das sequências Palais-Smale e sua demonstração foi
motivada por argumentos usados para demonstrar o Lema 4 em [8] (ver também o Lema 2.3 de
[19]).

Proposição 1.2. (Lema de Compacidade) : Seja (𝑢𝑛) uma sequência satisfazendo (1.1.4) tal
que 𝑢𝑛 ⇀ 0 em 𝑋. Então a sequência (𝑢𝑛) satisfaz uma das seguintes aĄrmações:
(a) 𝑢𝑛 ⊃ 0 em 𝑋;
(b) Existem 𝜌, Ö > 0 e uma sequência (𝑦𝑛) em IR𝑁 tais que

lim inf
𝑛⊃∞

∫︁

𝑈𝜌,𝑦𝑛

♣𝑢𝑛♣2⊙ Ö,

com
𝑈𝜌,𝑦𝑛

:= 𝐵𝜌(𝑦𝑛) ∩ (IR𝑁∖𝐵𝑅(0)).

Demonstração:
Suponhamos que a aĄrmação (b) não é satisfeita. Então, existe 𝜌 > 0 tal que

lim
𝑛⊃∞

∏︀

∐︁ sup
𝑦∈IR𝑁

∫︁

𝑈𝜌,𝑦

♣𝑢𝑛♣2

⎞

̂︀ = 0.

Do Lema de Lions (ver Apêndice, Lema A.7),

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣𝑞= 0 , ∀𝑞 ∈ (2, 2*). (1.3.7)
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Então, usando o fato de que (𝑢𝑛) satisfaz (1.1.4), obtemos

♣♣𝑢𝑛♣♣2= 𝑜𝑛(1) +
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

. (1.3.8)

Notemos que (1.3.8) implica que 𝑢𝑛 ⊃ 0 em 𝑋. De fato, pelo Lema 1.2 a sequência (𝑢𝑛) é
limitada em 𝑋 e daí, a menos de subsequência,

♣♣𝑢𝑛♣♣2⊃ 𝑙.

Então, supondo por absurdo que 𝑢𝑛 ̸⊃ 0, temos

♣♣𝑢𝑛♣♣2⊃ 𝑙 > 0.

Como (𝑢𝑛) satisfaz (1.1.4), segue de (1.3.7) e (1.3.8) que

𝑐+ 𝑜𝑛(1) = 𝐼(𝑢𝑛) =
1
2

♣♣𝑢𝑛♣♣2⊗
1
2*

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

+𝑜𝑛(1)

=
1
2

♣♣𝑢𝑛♣♣2⊗
1
2*

♣♣𝑢𝑛♣♣2+𝑜𝑛(1)

=
1
𝑁
𝑙 + 𝑜𝑛(1)

e portanto,

𝑐 =
1
𝑁
𝑙. (1.3.9)

Por outro lado, de (1.3.6), temos

𝑙 + 𝑜𝑛(1) = ♣♣𝑢𝑛♣♣2⊙ 𝐶(𝑅)⊗2

(︃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

⎜
2

2*

⊙ 𝑆

(︃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

⎜
2

2*

= 𝑆
(︁

♣♣𝑢𝑛♣♣2+𝑜𝑛(1)
)︁

2
2*

= 𝑆𝑙
2

2* + 𝑜𝑛(1)

e consequentemente,

𝑙 ⊙ 𝑆𝑙
2

2* .

Então, de (1.3.9), segue que

𝑐 ⊙
1
𝑁
𝑆

𝑁
2

e isto é um absurdo, pois da Proposição 1.1 e de (1.2.16) temos

𝑐 < 𝑐∞ <
1
𝑁
𝑆

𝑁
2 .



1.4. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO GROUND STATE RADIALMENTE SIMÉTRICA 25

1.4 Existência de solução ground state radialmente simé-

trica

Mostramos agora a existência de solução ground state radialmente simétrica para o problema
(𝑃1).
Demonstração do Teorema 1.1:

Começamos mostrando que o limite fraco 𝑢 da sequência (𝑢𝑛) satisfazendo (1.1.4) é ponto
crítico do funcional 𝐽 deĄnido em (1.1.2). De fato, sendo 𝑢𝑛 ⇀ 𝑢 em 𝑋 temos

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
(∇𝑢𝑛∇𝑤 + 𝑢𝑛𝑤) ⊃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
(∇𝑢∇𝑤 + 𝑢𝑤) quando 𝑛 ⊃ ∞, (1.4.1)

para cada 𝑤 ∈ 𝑋. Além disso, pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Apêndice, Lema A.5),
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣𝑞⊗2𝑢𝑛𝑤 ⊃

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*⊗2𝑢𝑤 quando 𝑛 ⊃ ∞ (1.4.2)

e
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*⊗2𝑢𝑛𝑤 ⊃
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*⊗2𝑢𝑤 quando 𝑛 ⊃ ∞, (1.4.3)

para cada 𝑤 ∈ 𝑋. Portanto, de (1.1.4), (1.4.1), (1.4.2) e (1.4.3), para cada 𝑤 ∈ 𝑋, temos

𝑜𝑛(1) = 𝐼 ′(𝑢𝑛)𝑤

=
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
(∇𝑢𝑛∇𝑤 + 𝑢𝑛𝑤) ⊗

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣𝑞⊗2𝑢𝑛𝑤

⊗
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*⊗2𝑢𝑛𝑤

=
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
(∇𝑢∇𝑤 + 𝑢𝑤) ⊗

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣𝑞⊗2𝑢𝑤

⊗
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣2

*⊗2𝑢𝑤 + 𝑜𝑛(1)

= 𝐼 ′(𝑢)𝑤 + 𝑜𝑛(1).

Concluímos então que, 𝐼 ′(𝑢)𝑤 = 0 para todo 𝑤 ∈ 𝑋, ou seja, 𝑢 é ponto crítico de 𝐼. Daí, pelo
Principio de Criticalidade Simétrica de Palais (ver Apêndice, Teorema A.17), 𝑢 é ponto crítico de
𝐽 .

Agora, vamos mostrar que 𝑢 é não nulo; para isto, suponhamos por contradição que 𝑢 ⊕ 0, ou
seja,

𝑢𝑛 ⇀ 0.

Notemos que
𝑢𝑛 ̸⊃ 0.

De fato, pois caso contrário, se 𝑢𝑛 ⊃ 0, sendo 𝐼 um funcional de classe 𝐶1, seguiria que 𝐼(𝑢𝑛) ⊃ 0
e isto é um absurdo, pois 𝐼(𝑢𝑛) ⊃ 𝑐 e 𝑐 > 0. Portanto, pela Proposição 1.2, existem 𝜌, Ö > 0 e
¶𝑦𝑛♢𝑛∈IN ⊆ IR𝑁 tais que

lim inf
𝑛⊃∞

∫︁

𝑈𝜌,𝑦𝑛

♣𝑢𝑛♣2⊙ Ö > 0.
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Notemos agora que a sequência (𝑦𝑛) é não limitada. De fato, pois caso contrário, se (𝑦𝑛) fosse
limitada, então (𝑦𝑛) teria uma subsequência, a qual ainda denotamos por (𝑦𝑛), tal que 𝑦𝑛 ⊃ 𝑦 em
IR𝑁 , para algum 𝑦 ∈ IR𝑁 . Portanto, existiria 𝑅 > 0 suĄcientemente grande tal que 𝐵𝜌(𝑦𝑛) ⊆ 𝐵𝑅(𝑦)
para 𝑛 ∈ IN suĄcientemente grande. Daí,

∫︁

𝑈𝑅,𝑦

♣𝑢𝑛♣2⊙
∫︁

𝑈𝜌,𝑦𝑛

♣𝑢𝑛♣2⊙ Ö > 0, (1.4.4)

para 𝑛 ∈ INsuĄcientemente grande. Mas isto não pode ocorrer, pois supondo 𝑢𝑛 ⇀ 0 em 𝑋, segue
por imersão compacta que 𝑢𝑛 ⊃ 0 em 𝐿2(𝑈𝑅,𝑦) e isto contradiz (1.4.4). Com isto, concluimos que,
passando a uma subsequência se necessário, temos

♣𝑦𝑛♣⊃ +∞.

Seja 𝐸 : 𝑋 ⊃ 𝐻1(IR𝑁) o operador extensão satisfazendo

♣♣𝐸(𝑢)♣♣𝐻1(IR𝑁 )⊘ Ý♣♣𝑢♣♣ , ∀𝑢 ∈ 𝑋.

Para cada 𝑛 ∈ IN, deĄnamos

𝑤𝑛(𝑥) := 𝐸(𝑢𝑛)(𝑥+ 𝑦𝑛) , 𝑥 ∈ IR𝑁 .

Pela deĄnição da sequência (𝑤𝑛),
∫︁

𝑈𝜌,0

♣𝑤𝑛♣2=
∫︁

𝑈𝜌,𝑦𝑛

♣𝐸(𝑢𝑛)♣2=
∫︁

𝑈𝜌,𝑦𝑛

♣𝑢𝑛♣2⊙ Ö > 0 , ∀𝑛 ∈ IN. (1.4.5)

Por outro lado,

♣♣𝑤𝑛♣♣𝐻1(IR𝑁 )= ♣♣𝐸(𝑢𝑛)♣♣𝐻1(IR𝑁 )⊘ Ý♣♣𝑢𝑛♣♣ , ∀𝑛 ∈ IN,

e portanto, a sequência (𝑤𝑛) é limitada em 𝐻1(IR𝑁). Logo, existem uma subsequência de (𝑤𝑛), a
qual ainda denotamos por (𝑤𝑛), e 𝑤 ∈ 𝐻1(IR𝑁) tais que 𝑤𝑛 ⇀ 𝑤.

Notemos que 𝑤 é não nulo. De fato, pois caso contrário, se 𝑤𝑛 ⇀ 0, seguiria por imersão
compacta que 𝑤𝑛 ⊃ 0 em 𝐿2(𝑈𝜌,0) e isto contradiria (1.4.5).

AĄrmamos que
𝐼 ′

∞(𝑤)𝑤 = 0.

De fato, temos que

𝑜𝑛(1) = 𝐼 ′(𝑢𝑛)𝑢𝑛

=
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢𝑛♣2+♣𝑢𝑛♣2
)︁

⊗
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣𝑞⊗

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

=
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(⊗𝑦𝑛)

(︁

♣∇𝑤𝑛♣2+♣𝑤𝑛♣2
)︁

⊗
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(⊗𝑦𝑛)
♣𝑤𝑛♣𝑞⊗

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(⊗𝑦𝑛)
♣𝑤𝑛♣2

*

.

Como ♣𝑦𝑛♣⊃ +∞, segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(⊗𝑦𝑛)

(︁

♣∇𝑤𝑛♣2+♣𝑤𝑛♣2
)︁

⊃
∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑤♣2+♣𝑤♣2
)︁

quando 𝑛 ⊃ ∞;
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∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(⊗𝑦𝑛)
♣𝑤𝑛♣𝑞⊃

∫︁

IR𝑁
♣𝑤♣𝑞 quando 𝑛 ⊃ ∞

e
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(⊗𝑦𝑛)
♣𝑤𝑛♣2

*

⊃
∫︁

IR𝑁
♣𝑤♣2

*

quando 𝑛 ⊃ ∞.

Portanto,

𝑜𝑛(1) = 𝐼 ′
∞(𝑤)𝑤 + 𝑜𝑛(1)

e, consequentemente, 𝐼 ′
∞(𝑤)𝑤 = 0.

Sendo

𝑠 ↦⊃ ♣𝑠♣𝑞⊗2+♣𝑠♣2
*⊗2

uma função crescente em ♣𝑠♣, temos que

𝑐∞ = inf
{︁

𝐼∞(æ) : æ ∈ 𝐻1(IR𝑁)∖¶0♢ , 𝐼 ′
∞(æ)æ = 0

}︁

.

Portanto,

𝑐∞ ⊘ 𝐼∞(𝑤) = 𝐼∞(𝑤) ⊗
1
2
𝐼 ′

∞(𝑤)𝑤

=

(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

∫︁

IR𝑁
♣𝑤♣𝑞+

(︂1
2

⊗
1
2*

)︂ ∫︁

IR𝑁
♣𝑤♣2

*

.

Usando Lema de Fatou,

𝑐∞ ⊘ lim inf
𝑛⊃∞

⎟(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(⊗𝑦𝑛)
♣𝑤𝑛♣𝑞+

(︂1
2

⊗
1
2*

)︂ ∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(⊗𝑦𝑛)
♣𝑤𝑛♣2

*

⟨

= lim inf
𝑛⊃∞

[︂

𝐼(𝑢𝑛) ⊗
1
2
𝐼(𝑢𝑛)𝑢𝑛

⎢

= lim inf
𝑛⊃∞

𝐼(𝑢𝑛) = 𝑐

e isto contradiz a Proposição 1.1. Como esta contradição foi obtida supondo 𝑢 ⊕ 0, concluimos
que 𝑢 é não nulo.

Finalmente, mostramos que 𝑢 é ground state. Sendo 𝑢 ponto de crítico de 𝐽 ,

𝐽(𝑢) = 𝐽(𝑢) ⊗
1
2
𝐽 ′(𝑢)𝑢

=

(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢♣𝑞+

(︂1
2

⊗
1
2*

)︂ ∫︁

IR𝑁
♣𝑢♣2

*

.

Como 𝑢 é limite fraco de uma sequência (𝑢𝑛) satisfazendo (1.1.4), obtemos usando Lema de Fatou
que,

𝐽(𝑢) ⊘ lim inf
𝑛⊃∞

⎟(︃

1
2

⊗
1
𝑞

⎜

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣𝑞+

(︂1
2

⊗
1
2*

)︂ ∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

⟨

= lim inf
𝑛⊃∞

[︂

𝐼(𝑢𝑛) ⊗
1
2
𝐼 ′(𝑢𝑛)𝑢𝑛

⎢

= lim inf
𝑛⊃∞

𝐼(𝑢𝑛) = 𝑐.
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Por outro lado, temos que

𝑐 = inf ¶𝐼(æ) : æ ∈ 𝑋∖¶0♢ , 𝐼 ′(æ)æ = 0♢

e portanto,
𝑐 ⊘ 𝐼(𝑢) = 𝐽(𝑢).

Concluímos então que 𝐽(𝑢) = 𝑐, ou seja, 𝑢 é ground state.



Capítulo 2

Problema crítico com massa zero

Para o estudo do segundo problema deste trabalho, consideramos o espaço de Sobolev

𝐷1,2(IR𝑁) =

∮︁

𝑢 ∈ 𝐿2*

(IR𝑁) :
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

∈ 𝐿2(IR𝑁) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

⨀︀

munido da norma

♣♣𝑢♣♣=
(︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2

)︂
1
2

, 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

Para o leitor interessado em saber um pouco mais a respeito do espaço 𝐷1,2(IR𝑁), recomendamos
a referência [11].

Neste capítulo, estamos interessados em estudar a seguinte equação elíptica não linear em IR𝑁 :

(𝑃2)

∮︁

⊗Δ𝑢 = 𝑔(𝑢) em IR𝑁 ,

𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁),

com 𝑁 ⊙ 3 e 𝑔 : IR⊃ IR denotando uma função contínua e ímpar que satisfaz

(g.1) lim
𝑠⊃0

𝑔(𝑠)
𝑠2*⊗1

= 0;

(g.2) lim
𝑠⊃+∞

♣𝑔(𝑠)♣

♣𝑠♣2
*⊗1 = 1

e
(g.3) Existe Õ > 0 tal que 𝑔(𝑠) > 0 para 0 < 𝑠 < Õ e 𝑔(𝑠) ⊘ 0 para 𝑠 ⊙ Õ.

Observação 2.1. : Um exemplo de uma função contínua e ímpar que veriĄca as hipóteses (g.1)-
(g.3) é a função 𝑔 : IR⊃ IR deĄnida por

𝑔(𝑠) =

∮︁

𝑔(𝑠) , se 𝑠 ⊙ 0,
⊗𝑔(⊗𝑠) , se 𝑠 < 0,

com 𝑔 : [0,+∞) ⊃ IR deĄnida por

𝑔(𝑠) =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑠𝑞⊗1 , se 0 ⊘ 𝑠 < Ó,

⊗

⎟

Ó𝑞⊗1 + (2Ó)2*⊗1

Ó

⟨

𝑠+ 2Ó𝑞⊗1 + (2Ó)2*⊗1 , se Ó ⊘ 𝑠 ⊘ 2Ó,

⊗𝑠2*⊗1 , se 2Ó < 𝑠,

29
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para Ó > 0 Ąxado e 𝑞 > 2*.

Nossos principais propósitos são estabelecer existência de solução ground state para (𝑃2) e
também estabelecer uma caracterização do tipo Passo da Montanha para tais soluções. Lembramos
que uma solução æ de (𝑃2) é, por deĄnição, ground state se

𝐼(æ) = 𝑚,

com

𝑚 = inf¶𝐼(𝑢) ; 𝑢 é solução de (𝑃2)♢. (2.0.1)

Aqui, estamos denotando por 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional energia associado a (𝑃2) e deĄnido
por

𝐼(𝑢) =
1
2

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2⊗

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) , 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁), (2.0.2)

com 𝐺(𝑠) =
∫︁ 𝑠

0
𝑔(á)𝑑á .

Motivados pelo trabalho [13], complementamos o estudo feito no referido trabalho no sentido
de que consideramos o caso de "massa zero"e o termo não linear com crescimento crítico.

Um dos principais resultados deste capítulo é o seguinte:

Teorema 2.1. : Seja 𝑔 : IR ⊃ IR uma função contínua e ímpar que satisfaz (g.1) - (g.3). Então,
o problema (𝑃2) tem uma solução ground state positiva, radialmente simétrica e decrescente com
relação ao raio.

Para demonstrar o Teorema 2.1, seguimos ideias parecidas às usadas em [13]; porém, enfatiza-
mos que se consideramos o termo não linear com crescimento crítico, não podemos fazer uso de
Lema de Compacidade de Strauss como no referido trabalho.

Note que, neste capítulo, não estamos supondo que

𝑠 ↦⊃
𝑔(𝑠)
𝑠

é uma função crescente em ♣𝑠♣. Isto motiva a investigar se, neste caso, a energia das soluções
ground state de (𝑃2) coincide com nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha. Motivados
por esta questão, neste capítulo também estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. : Sejam 𝑔 : IR ⊃ IR uma função contínua e ímpar que satisfaz (g.1)-(g.3), 𝐼 :
𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional energia deĄnido em (2.0.2), 𝑚 o valor deĄnido em (2.0.1) e

Γ := ¶Ò ∈ 𝐶([0, 1], 𝐷1,2(IR𝑁)) : Ò(0) = 0 , 𝐼(Ò(1)) < 0♢.

Então,

𝑚 = inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)).
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Ressaltamos que a demonstração do Teorema 2.2 segue de argumentos parecidos aos encontra-
dos em [22].

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: na seção 2.1, mostramos existência de
solução ground state positiva e radialmente simétrica para (𝑃2). Na seção 2.2, mostramos que o
funcional energia associado a (𝑃2) satisfaz a geometria do Passo da Montanha e que o mínimo das
energias das soluções de (𝑃2) coincide com o nível do Passo da Montanha.

2.1 Existência de solução ground state positiva e radial-

mente simétrica

Nesta seção, mostramos existência de solução ground state positiva e radialmente simétrica
para (𝑃2); mais especiĄcamente, demonstramos o Teorema 2.1.

Esta seção está organizada da seguinte forma: na primeira subseção, mostramos existência
de uma solução de (𝑃2) que é não negativa, radialmente simétrica e não crescente com relação
ao raio. Na subseção 2.1.2, mostramos a regularidade da solução obtida na subseção 2.1.1. Na
subseção 2.1.3, mostramos algumas propriedades desta solução. Na subseção 2.1.4, concluímos a
demonstração do Teorema 2.1.

2.1.1 Existência de solução

Nesta subseção, demonstramos um resultado de existência de solução para (𝑃2). Fazemos isto
seguindo ideias parecidas às encontradas em [13], usando simetrização de Schwarz, lemas radiais,
argumentos de mudança de variável e Teorema dos Multiplicadores de Lagrange. Ressaltamos que,
devido estarmos considerando um termo não linear com crescimento crítico, não podemos fazer
uso de Lema de Compacidade de Strauss como feito em [13].

Proposição 2.1. : Seja 𝑔 : IR⊃ IRuma função contínua e ímpar que satisfaz (g.1)-(g.3). Então, o
problema (𝑃2) tem uma solução 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) que é não negativa q.t.p. IR𝑁 , radialmente simétrica
e não crescente com relação ao raio.

Demonstração:
Denotamos por 𝑉 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional deĄnido por

𝑉 (æ) :=
∫︁

IR𝑁
𝐺(æ) , æ ∈ 𝐷1,2(IR𝑁),

e por 𝑆 a variedade

𝑆 :=
{︁

æ ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) : 𝑉 (æ) = 1
}︁

. (2.1.1)

Primeiramente, mostramos que 𝑆 ̸= ∅. Para 𝑅 > 0, deĄnamos

æ𝑅(𝑥) =

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

Õ , se ♣𝑥♣⊘ 𝑅,

Õ (𝑅 + 1 ⊗ ♣𝑥♣) , se ♣𝑥♣∈ [𝑅,𝑅 + 1] ,
0 , se ♣𝑥♣⊙ 𝑅 + 1.
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Temos que æ𝑅 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) e

𝑉 (æ𝑅) =
∫︁

𝐵𝑅+1(0)
𝐺(æ𝑅) =

∫︁

𝐵𝑅(0)
𝐺(æ𝑅) +

∫︁

𝐵𝑅+1(0)∖𝐵𝑅(0)
𝐺(æ𝑅)

⊙ 𝐺(Õ) ♣𝐵𝑅(0)♣ ⊗
∫︁

𝐵𝑅+1(0)∖𝐵𝑅(0)
♣𝐺(æ𝑅)♣

⊙ 𝐺(Õ) ♣𝐵𝑅(0)♣ ⊗ max
0⊘𝑠⊘Õ

♣𝐺(𝑠)♣ ♣𝐵𝑅+1(0)∖𝐵𝑅(0)♣ .

De (g.3) temos que 𝐺(Õ) > 0; portanto, existem constantes positivas 𝐶1 e 𝐶2 tais que

𝑉 (æ𝑅) ⊙ 𝐶1𝑅
𝑁 ⊗ 𝐶2𝑅

𝑁⊗1.

Então, para 𝑅 > 0 suĄcientemente grande, segue da desigualdade acima que 𝑉 (æ𝑅) > 0. Logo,
introduzindo sobre æ𝑅 uma mudança de variável, a saber,

æ𝑅,à(𝑥) = æ𝑅

(︂

𝑥

à

)︂

, com à > 0,

temos que 𝑉 (æ𝑅,à) = à𝑁𝑉 (æ𝑅). Então, considerando à0 = [𝑉 (æ𝑅)]⊗
1
𝑁 > 0, obtemos que

𝑉 (æ𝑅,à0) = 1. Com isto, concluímos que 𝑆 é não vazio.
Notemos agora que 𝑉 ′(æ) ̸= 0 para todo æ ∈ 𝑆. De fato, 𝑉 ′(æ) = 0 signiĄca que 𝑉 ′(æ)𝑣 = 0

para todo 𝑣 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁), o que implica que 𝑔(æ) = 0 q.t.p. em IR𝑁 . Mas isto não pode ocorrer,
pois sendo æ ∈ 𝑆, não podemos ter æ = 0 q.t.p. em IR𝑁 porque 𝑉 (æ) = 1. Além disso, sendo
æ ∈ 𝐷1,2(IR𝑁), temos que o conjunto 𝑁 := ¶𝑥 ∈ IR𝑁 ; ♣æ(𝑥)♣< Õ♢ tem medida de Lebesgue positiva
e, da condição (g.3) e do fato de 𝑔 ser ímpar, temos 𝑔(æ(𝑥)) ̸= 0 para 𝑥 ∈ 𝑁 .

Denotamos por 𝑇 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional deĄnido por

𝑇 (æ) =
1
2

∫︁

IR𝑁
♣∇æ♣2 , æ ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

AĄm de encontrarmos solução de (𝑃2), mostramos agora existência de solução para o seguinte
problema de minimização:

min ¶𝑇 (æ) : æ ∈ 𝑆♢ . (2.1.2)

Notemos que 𝑇 (æ) ⊙ 0 para todo æ ∈ 𝑆; logo, existe

𝑀 := inf ¶𝑇 (æ) : æ ∈ 𝑆♢

e 0 ⊘ 𝑀 < +∞.
Seja (𝑢𝑛) uma sequência em 𝐷1,2(IR𝑁) tal que

𝑇 (𝑢𝑛) ⊃ 𝑀 e 𝑉 (𝑢𝑛) = 1.

Por resultados de espaços de Sobolev, (♣𝑢𝑛♣) é uma sequência em 𝐷1,2(IR𝑁) e

𝑇 (♣𝑢𝑛♣) ⊃ 𝑀 e 𝑉 (♣𝑢𝑛♣) = 1. (2.1.3)
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Usando simetrização de Schwarz (ver Apêndice, Teoremas A.9 e A.10) , podemos supor que (♣𝑢𝑛♣)
é radialmente simétrica e não crescente com relação ao raio.

De (2.1.3), temos que (♣𝑢𝑛♣) é limitada em 𝐷1,2(IR𝑁). Além disso, por imersão contínua, temos
que (♣𝑢𝑛♣) é limitada em 𝐿2*

(IR𝑁).
Sendo (♣𝑢𝑛♣) limitada em 𝐷1,2(IR𝑁), ela tem uma subsequência, a qual ainda denotamos por

(♣𝑢𝑛♣), tal que ♣𝑢𝑛♣⇀ 𝑢̄ em 𝐷1,2(IR𝑁) e ♣𝑢𝑛♣⊃ 𝑢̄ q.t.p. em IR𝑁 . Notemos que esta última convergên-
cia implica que 𝑢̄ é não negativa q.t.p. em IR𝑁 , radialmente simétrica e não crescente com relação
ao raio.

Seja 𝐺1(𝑠) :=
√︃ 𝑠

0 𝑔
+(á)𝑑á , com 𝑔+ denotando a parte positiva da função 𝑔, ou seja, 𝑔+(𝑠) =

max¶𝑔(𝑠), 0♢. Notemos que (g.3) implica que

sup
𝑠⊙0

𝑔+(𝑠) < +∞.

Além disso, temos que 𝐺1(0) = 0 e, sendo 𝑔 contínua, também temos que 𝐺1 ∈ 𝐶1(IR). Então,
usando resultados de espaços de Sobolev, temos que (𝐺1(♣𝑢𝑛♣)) é uma sequência em 𝐷1,2(IR𝑁) com
derivadas fracas

𝜕 [𝐺1(♣𝑢𝑛♣)]
𝜕𝑥𝑖

= 𝑔+(♣𝑢𝑛♣)
𝜕♣𝑢𝑛♣

𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

Como

∫︁

IR𝑁
♣∇𝐺1(♣𝑢𝑛♣)♣2 =

∫︁

𝐵𝑅(0)

⋃︀

⨄︀

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝜕𝐺1(♣𝑢𝑛♣)
𝜕𝑥1

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2

+ . . .+

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝜕𝐺1(♣𝑢𝑛♣)
𝜕𝑥𝑁

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2
⋂︀

⋀︀

⊘ sup
𝑠⊙0

𝑔+(𝑠)
∫︁

IR𝑁
♣∇♣𝑢𝑛♣♣2 ,

temos que (𝐺1(♣𝑢𝑛♣)) é limitada em 𝐷1,2(IR𝑁). Logo 𝐺1(♣𝑢𝑛♣) ⇀ 𝐺1(𝑢̄) em 𝐷
1,2
𝑙𝑜𝑐(IR𝑁) e daí segue

que

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝐵𝑅(0)
𝐺1(♣𝑢𝑛♣) =

∫︁

𝐵𝑅(0)
𝐺1(𝑢̄), (2.1.4)

para qualquer 𝑅 > 0 Ąxado.
Notemos agora que

lim
𝑅⊃+∞

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
𝐺1(♣𝑢𝑛♣) = 0 , uniformemente em 𝑛. (2.1.5)

De fato, da condição (g.1), temos que dado arbitrariamente 𝜀 > 0, existe Ó > 0 tal que

𝐺1(𝑠) <
𝜀

2*
♣𝑠♣2

*

, ∀♣𝑠♣< Ó. (2.1.6)

Usando Lema Radial (ver Apêndice, Lema A.10), obtemos a existência de uma função Ñ : IR⊃ IR
que satisfaz as seguintes hipóteses:

lim
𝑅⊃+∞

Ñ(𝑅) = 0
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e

♣𝑢𝑛(𝑥)♣⊘ Ñ(𝑅) , ∀♣𝑥♣⊙ 𝑅 e uniformemente em 𝑛.

Então, para 𝑅 > 0 suĄcientemente grande, temos

♣𝑢𝑛(𝑥)♣⊘ Ñ(𝑅) < Ó , ∀♣𝑥♣⊙ 𝑅 e uniformemente em 𝑛.

Usando (2.1.6),
∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
𝐺1(♣𝑢𝑛♣) <

𝜀

2*

∫︁

IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)
♣𝑢𝑛♣2

*

⊘ 𝜀𝐶

uniformemente em n para alguma constante 𝐶 > 0, mostrando (2.1.5).
De (2.1.4) e (2.1.5), concluimos que

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR𝑁
𝐺1(♣𝑢𝑛♣) =

∫︁

IR𝑁
𝐺1(𝑢̄).

Denotando por 𝑔⊗ a parte negativa de 𝑔, ou seja, 𝑔⊗(𝑠) := max¶⊗𝑔, 0♢, temos 𝑔 = 𝑔+ ⊗ 𝑔⊗ e daí
𝐺 = 𝐺1 ⊗𝐺2, com 𝐺2(𝑠) :=

√︃ 𝑠
0 𝑔

⊗(á)𝑑á . Então de (2.1.3),

1 +
∫︁

IR𝑁
𝐺2(♣𝑢𝑛♣) =

∫︁

IR𝑁
𝐺1(♣𝑢𝑛♣).

Usando Lema de Fatou,

1 +
∫︁

IR𝑁
𝐺2(𝑢̄) ⊘

∫︁

IR𝑁
𝐺1(𝑢̄),

ou seja,

1 ⊘ 𝑉 (𝑢̄). (2.1.7)

Sendo a norma uma função semicontínua inferiormente, o fato de que ♣𝑢𝑛♣⇀ 𝑢̄ implica que

𝑇 (𝑢̄) ⊘ lim
𝑛⊃+∞

𝑇 (♣𝑢𝑛♣) = 𝑀.

Queremos mostrar que 𝑉 (𝑢̄) = 1. Suponhamos por contradição que 𝑉 (𝑢̄) > 1. DeĄnindo

𝑢̄à0(𝑥) := 𝑢̄

(︂

𝑥

à0

)︂

, com à0 = [𝑉 (𝑢̄)]⊗
1
𝑁 ,

temos que 𝑉 (𝑢̄à0) = à0
𝑁𝑉 (𝑢̄) = 1, com 0 < à0 < 1. Além disso, 𝑇 (𝑢̄à0) = à0

𝑁⊗2𝑇 (𝑢̄) ⊘ à0
𝑁⊗2𝑀 .

Mas pela deĄnição de 𝑀 temos que 𝑀 ⊘ 𝑇 (𝑢̄à0); logo, necessariamente devemos ter 𝑀 = 0 e daí
𝑇 (𝑢̄) = 0, que implica que 𝑢̄ = 0 e isto contradiz (2.1.7). Com isto, concluímos que 𝑉 (𝑢̄) = 1 e
𝑇 (𝑢̄) = 𝑀 , ou seja, 𝑢̄ é solução do problema de minimização (2.1.2).
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Sendo 𝑉 e 𝑇 funcionais de classe 𝐶1 sobre 𝐷1,2(IR𝑁), segue do Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange (ver Apêndice, Teorema A.16) que existe um multiplicador de Lagrange 𝜃 tal que
𝑇 ′(𝑢̄) = 𝜃𝑉 ′(𝑢̄), ou seja,

∫︁

IR𝑁
∇𝑢̄∇𝑤 = 𝑇 ′(𝑢̄)𝑤 = 𝜃𝑉 ′(𝑢̄)𝑤 = 𝜃

∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢̄)𝑤 , ∀𝑤 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

Notemos que 𝜃 > 0. De fato, se 𝜃 = 0 então
∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2= 0.

∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢̄)𝑢̄ = 0,

que por sua vez implica que 𝑢̄ = 0 e isto é impossível, pois 𝑉 (𝑢̄) = 1. Suponhamos por contradição
que 𝜃 < 0. Como 𝑉 ′(æ) ̸= 0 para todo æ ∈ 𝑆 e 𝑢̄ ∈ 𝑆, temos que existe 𝑤 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) tal que
𝑉 ′(𝑢̄)𝑤 > 0. Sendo

𝑉 ′(𝑢̄)𝑤 = lim
𝜖⊃0

𝑉 (𝑢̄+ 𝜖𝑤) ⊗ 𝑉 (𝑢̄)
𝜖

,

para 𝜖 > 0 suĄcientemente pequeno vale

0 < 𝑉 (𝑢̄+ 𝜖𝑤) ⊗ 𝑉 (𝑢̄)

e consequentemente,

𝑉 (𝑢̄) < 𝑉 (𝑢̄+ 𝜖𝑤). (2.1.8)

Por outro lado,

lim
𝜖⊃0

𝑇 (𝑢̄+ 𝜖𝑤) ⊗ 𝑇 (𝑢̄)
𝜖

= 𝑇 ′(𝑢̄)𝑤 = 𝜃.𝑉 ′(𝑢̄)𝑤 < 0.

Então, para 𝜖 > 0 suĄcientemente pequeno, vale

𝑇 (𝑢̄+ 𝜖𝑤) ⊗ 𝑇 (𝑢̄) < 0

e portanto,

𝑇 (𝑢̄+ 𝜖𝑤) < 𝑇 (𝑢̄). (2.1.9)

Daí, considerando 𝑣 = 𝑢̄ + 𝜖𝑤 com 𝜖 > 0 suĄcientemente pequeno, segue de (2.1.8) e (2.1.9) que
1 = 𝑉 (𝑢̄) < 𝑉 (𝑣) e 𝑇 (𝑣) < 𝑇 (𝑢̄) = 𝑀 . DeĄnindo

𝑣à(𝑥) := 𝑣

(︂

𝑥

à

)︂

, com à = [𝑉 (𝑣)]⊗
1
𝑁 ,

temos 0 < à < 1, 𝑉 (𝑣à) = 1 e 𝑇 (𝑣à) = à𝑁⊗2𝑇 (𝑣) < 𝑀 , o que é um absurdo pela deĄnição de 𝑀 .
Com isto concluímos que 𝜃 > 0.
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O que provamos até agora foi a existência de uma função 𝑢̄ ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) e de um número real
𝜃 > 0 tais que

∫︁

IR𝑁
∇𝑢̄∇𝑤 = 𝑇 ′(𝑢̄)𝑤 = 𝜃𝑉 ′(𝑢̄)𝑤 = 𝜃

∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢̄)𝑤 , ∀𝑤 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁). (2.1.10)

Vamos mostrar a partir disto que existe 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) solução de (𝑃2), ou seja,

∫︁

IR𝑁
∇𝑢∇𝑤 =

∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢)𝑤 , ∀𝑤 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

De fato, considerando a mudança de variável

𝑢̄à1(𝑥) := 𝑢̄

(︂

𝑥

à1

)︂

, com à1 = 𝜃
1
2 ,

temos à1 > 0 e
∫︁

IR𝑁
∇𝑢̄à1(𝑥)∇𝑤(𝑥)𝑑𝑥 = à𝑁⊗2

1

∫︁

IR𝑁
∇𝑢̄(𝑥)∇𝑤(𝑥à1)𝑑𝑥

e
∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢̄à1(𝑥))𝑤(𝑥)𝑑𝑥 = à𝑁

1

∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢̄(𝑥))𝑤(𝑥à1)𝑑𝑥.

Sendo 𝑤 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁), segue de (2.1.10) que

à2⊗𝑁
1

∫︁

IR𝑁
∇𝑢̄à1(𝑥)∇𝑤(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜃à⊗𝑁

1

∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢̄à1(𝑥))𝑤(𝑥)𝑑𝑥,

ou seja,

∫︁

IR𝑁
∇𝑢̄à1(𝑥)∇𝑤(𝑥)𝑑𝑥 =

𝜃

à2
1

∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢̄à1(𝑥))𝑤(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁

IR𝑁
𝑔(𝑢̄à1(𝑥))𝑤(𝑥)𝑑𝑥

e portanto 𝑢̄à1 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) é solução de (𝑃2).

2.1.2 Regularidade da solução

Nesta subseção, mostramos que a solução obtida pela Proposição 2.1 é clássica e para isto
fazemos uso de um resultado devido a Brezis e Kato provado em [15]. Notemos que a condição
(g.3) não é usada na demonstração deste fato.

Proposição 2.2. : Seja 𝑔 : IR ⊃ IR uma função contínua e ímpar que satisfaz (g.1)-(g.2). Se
𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) é uma solução de (𝑃2) radialmente simétrica, então 𝑢 ∈ 𝐶2(IR𝑁).
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Demonstração:
Se 𝑔 : IR ⊃ IR é uma função contínua e ímpar que satisfaz (g.1)-(g.2), segue que existe uma

constante 𝐶 > 0 tal que

♣𝑔(𝑠)♣ ⊘ 𝐶
(︁

1 + ♣𝑠♣2
*⊗1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR. (2.1.11)

Sendo 𝑢 solução de (𝑃2), temos que 𝑢 é solução da equação

⊗Δ𝑢 = 𝑎(𝑥) (1 + ♣𝑢♣) em IR𝑁 ,

com

𝑎(𝑥) :=
𝑔(𝑢(𝑥))

1 + ♣𝑢(𝑥)♣
.

Notemos que, usando (2.1.11),

♣𝑎♣ =
♣𝑔(𝑢)♣
1 + ♣𝑢♣

⊘ 𝐶

(︃

1
1 + ♣𝑢♣

+
♣𝑢♣2

*⊗1

1 + ♣𝑢♣

⎜

⊘ 𝐶
(︁

1 + ♣𝑢♣
4

𝑁⊗2

)︁

.

Como 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁), temos que 𝑢 ∈ 𝐿2*
(IR𝑁); então, notando que

2* =
4

𝑁 ⊗ 2
.
𝑁

2
,

obtemos que 𝑎 ∈ 𝐿
𝑁/2
𝑙𝑜𝑐 (IR𝑁). Além disso, sendo 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁), também temos que 𝑢 ∈ 𝐻1

𝑙𝑜𝑐(IR
𝑁);

portanto, usando um resultado devido a Brezis e Kato (ver Apêndice, Lema A.13), obtemos que
𝑢 ∈ 𝐿

𝑝
𝑙𝑜𝑐(IR

𝑁) para qualquer 1 ⊘ 𝑝 < +∞. Em vista de (2.1.11), temos então que ⊗Δ𝑢 =
𝑔(𝑢) ∈ 𝐿

𝑝
𝑙𝑜𝑐(IR

𝑁) para qualquer 1 ⊘ 𝑝 < +∞; assim, pela Desigualdade de Caldéron-Zygmund (ver
Apêndice, Teorema A.13), 𝑢 ∈ 𝑊

2,𝑝
𝑙𝑜𝑐 (IR𝑁) para qualquer 1 ⊘ 𝑝 < +∞ e então, usando Teorema de

Imersão de Sobolev (ver Apêndice, Lema A.9), obtemos 𝑢 ∈ 𝐶
1,Ð
𝑙𝑜𝑐 (IR𝑁) para qualquer Ð ∈ (0, 1).

Como 𝑢 é radial e solução forte de (𝑃2), temos que 𝑢 satisfaz a equação

⊗𝑢𝑟𝑟(𝑟) ⊗
(︂

𝑁 ⊗ 1
𝑟

)︂

𝑢𝑟(𝑟) = 𝑔(𝑢(𝑟)) , 𝑟 ∈ (0,+∞) , (2.1.12)

e disto segue que 𝑢𝑟𝑟 é contínua em (0,+∞). AĄm de mostrarmos que 𝑢𝑟𝑟 também é contínua em
𝑟 = 0, deĄnamos 𝑤(𝑟) := 𝑔(𝑢(𝑟)). Temos que 𝑤 é contínua em [0,+∞). Reescrevendo (2.1.12)
como

⊗
𝑑

𝑑𝑟

(︁

𝑟𝑁⊗1𝑢𝑟(𝑟)
)︁

= 𝑟𝑁⊗1𝑤(𝑟)

e integrando de 0 a 𝑟, obtemos

𝑟𝑁⊗1𝑢𝑟(𝑟) = ⊗
∫︁ 𝑟

0
𝑠𝑁⊗1𝑤(𝑠)𝑑𝑠.
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Fazendo mudança de variável 𝑠 = 𝑟𝑡, segue que

𝑢𝑟(𝑟)
𝑟

= ⊗
∫︁ 1

0
𝑡𝑁⊗1𝑤(𝑟𝑡)𝑑𝑡.

Notemos que

lim
𝑟⊃0

∫︁ 1

0
𝑡𝑁⊗1𝑤(𝑟𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0
𝑡𝑁⊗1𝑤(0)𝑑𝑡 =

𝑤(0)
𝑁

;

portanto, existe 𝑢𝑟𝑟(0) e

𝑢𝑟𝑟(0) = lim
𝑟⊃0

𝑢𝑟(𝑟) ⊗ 𝑢𝑟(0)
𝑟

= lim
𝑟⊃0

𝑢𝑟(𝑟)
𝑟

= ⊗
𝑤(0)
𝑁

.

Além disso, da equação (2.1.12),

lim
𝑟⊃0

𝑢𝑟𝑟(𝑟) = (1 ⊗𝑁) lim
𝑟⊃0

𝑢𝑟(𝑟)
𝑟

⊗ lim
𝑟⊃0

𝑤(𝑟)

= 𝑤(0) ⊗
𝑤(0)
𝑁

⊗ 𝑤(0)

= ⊗
𝑤(0)
𝑁

,

ou seja, concluímos a continuidade de 𝑢𝑟𝑟 em [0,+∞). Logo 𝑢 ∈ 𝐶2(IR𝑁).

2.1.3 Propriedades da solução

Nesta subseção, mostramos algumas propriedades da solução obtida na subseção 2.1.1. Come-
çamos mostrando que esta solução é positiva em todo IR𝑁 e descrescente com relação ao raio e
para isto fazemos uso de princípios de máximos.

Proposição 2.3. : Se 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) ∩ 𝐶2(IR𝑁) é uma solução de (𝑃2) dada pela Proposição 2.1,
então 𝑢(𝑥) > 0 para todo 𝑥 ∈ IR𝑁 . Além disso, 𝑢 é decrescente com relação ao raio 𝑟, ou seja,
𝑢′(𝑟) < 0 para todo 𝑟 > 0.

Demonstração:
Sendo 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) ∩ 𝐶2(IR𝑁) solução de (𝑃2) dada pela Proposição 2.1, 𝑢 é não negativa em

IR𝑁 , radialmente simétrica e não crescente com relação ao raio e portanto

0 ⊘ 𝑢(𝑥) ⊘ 𝑢(0) , ∀𝑥 ∈ IR𝑁 .

Notemos que

𝑢(0) > 0. (2.1.13)
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De fato, pois caso contrário, se 𝑢(0) = 0, teríamos 𝑢(𝑥) = 0 para todo 𝑥 ∈ IR𝑁 e isto contradiz o
fato de a solução dada pela Proposição 2.1 ser não trivial.

Suponhamos por contradição que 𝑢(0) > Õ, com Õ dado pela condição (g.3), e deĄnamos

𝐴 :=
{︁

𝑥 ∈ IR𝑁 : 𝑢(𝑥) > Õ
}︁

.

Sendo 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) ∩ 𝐶2(IR𝑁), temos que 𝐴 é aberto e limitado. Além disso, da condição (g.3),

⊗Δ𝑢 = 𝑔(𝑢) < 0 em 𝐴;

portanto, pelo Princípio do Máximo Fraco (ver Apêndice, Teorema A.11),

𝑢(𝑥) ⊘ max
𝑥∈𝐴

𝑢(𝑥) = max
𝑥∈𝜕𝐴

𝑢(𝑥) = Õ , ∀𝑥 ∈ 𝐴,

o que é um absurdo pela própria deĄnição do conjunto 𝐴. Com isto, concluímos que

0 ⊘ 𝑢(𝑥) ⊘ 𝑢(0) ⊘ Õ , ∀𝑥 ∈ IR𝑁 ,

e, novamente pela condição (g.3), obtemos

⊗Δ𝑢 = 𝑔(𝑢) ⊙ 0 em IR𝑁 . (2.1.14)

Agora, suponhamos por contradição que existe 𝑥0 ∈ IR𝑁 , com ♣𝑥0♣> 0, tal que 𝑢(𝑥0) = 0. Como
𝑢 é não negativa em IR𝑁 , radialmente simétrica e não crescente com relação ao raio, segue que
𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥0) = 0, para todo 𝑥 ∈ IR𝑁 satisfazendo ♣𝑥♣⊙ ♣𝑥0♣. Então, para 𝑅 > ♣𝑥0♣, segue de
(2.1.14) que

∮︁

⊗Δ𝑢 = 𝑔(𝑢) ⊙ 0 em 𝐵𝑅(0),
𝑢 = 0 sobre 𝜕𝐵𝑅(0),

e 𝑢(𝑥0) = 0 para 𝑥0 ∈ 𝐵𝑅(0). Logo, pelo Princípio de Máximo Forte (ver Apêndice, Teorema
A.12), obtemos que 𝑢(𝑥) = 0 para todo 𝑥 ∈ 𝐵𝑅(0) e isto contradiz (2.1.13). Com isto, concluímos
que 𝑢(𝑥) > 0 para todo 𝑥 ∈ IR𝑁 .

Agora, seja 𝑟 > 0 arbitrário e deĄnamos

𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥) ⊗ min
𝑥∈𝐵𝑟(0)

𝑢(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝐵𝑟(0).

De (2.1.14), temos que

⊗Δ𝑣 = ⊗Δ𝑢 = 𝑔(𝑢) ⊙ 0 em 𝐵𝑟(0).

Além disso,

𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥) ⊗ min
𝑥∈𝐵𝑟(0)

𝑢(𝑥) ⊙ 0 , ∀𝑥 ∈ 𝐵𝑟(0).
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Notemos que, pelo Princípio do Máximo Fraco, para 𝑥0 ∈ 𝜕𝐵𝑟(0) temos

𝑣(𝑥0) = 𝑢(𝑥0) ⊗ min
𝑥∈𝐵𝑟(0)

𝑢(𝑥) = 0.

Segue então do Lema de Hopf (ver Apêndice, Lema A.12) que

𝜕𝑢

𝜕Ö
(𝑥0) =

𝜕𝑣

𝜕Ö
(𝑥0) < 0,

com Ö denotando a normal unitária exterior. Sendo 𝑢 radialmente simétrica, temos

𝑢′(𝑟) =
𝜕𝑢

𝜕Ö
(𝑥0) < 0.

Como 𝑟 > 0 foi considerado arbitrariamente, concluimos que 𝑢′(𝑟) < 0 para todo 𝑟 > 0.

O próximo resultado mostra que soluções de (𝑃2) satisfazem uma identidade provada por Poho-
zaev em [32]. Esta identidade é de fundamental importância para mostrar que, entre outras coisas,
soluções de (𝑃2) dadas pela Proposição 2.1 são ground state.

A demonstração da dita identidade é feita em [13] e a repetimos aqui para dar completude
ao trabalho. Para demonstrá-la, fazemos uso de fórmula de integração por partes e fórmula de
coordenadas polares. Além disso, ressaltamos que a condição (g.3) não é usada na demonstração
deste resultado.

Proposição 2.4. (Identidade de Pohozaev) : Seja 𝑔 : IR ⊃ IR uma função contínua e ímpar
que satisfaz (g.1)-(g.2). Se 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) ∩ 𝐶2(IR𝑁) é solução de (𝑃2), então 𝑢 satisfaz

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2=

2𝑁
𝑁 ⊗ 2

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢). (2.1.15)

Demonstração:

Multiplicando a equação

⊗Δ𝑢 = 𝑔(𝑢) em IR𝑁

por 𝑥.∇𝑢 e integrando sobre 𝐵𝑅(0), com 𝑅 > 0 arbitrário, obtemos

∫︁

𝐵𝑅(0)
(⊗Δ𝑢) (𝑥.∇𝑢) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝐵𝑅(0)
𝑔(𝑢) (𝑥.∇𝑢) 𝑑𝑥. (2.1.16)

Temos que

∫︁

𝐵𝑅(0)
(⊗Δ𝑢) (𝑥.∇𝑢) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝐵𝑅(0)

𝑁
∑︁

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

𝑁
∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

𝑑𝑥.
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Usando integração por partes e denotando por Ö = (Ö1, . . . , Ö𝑁) a normal exterior unitária, segue
que

∫︁

𝐵𝑅(0)
(⊗Δ𝑢) (𝑥.∇𝑢) 𝑑𝑥

=
∫︁

𝐵𝑅(0)

𝑁
∑︁

𝑖=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝑁
∑︁

𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃

𝑥𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⎜

𝑑𝑥⊗
∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

𝑁
∑︁

𝑛=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

.Ö𝑖

𝑁
∑︁

𝑗=1

(︃

𝑥𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⎜

𝑑𝑠(𝑥)

=
∫︁

𝐵𝑅(0)

𝑁
∑︁

𝑖=1

𝑁
∑︁

𝑗=1

(︃

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

.Ó𝑖𝑗.
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

.𝑥𝑗.
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

⎜

𝑑𝑥⊗
∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

𝜕𝑢

𝜕Ö
.
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑠(𝑥)

=
∫︁

𝐵𝑅(0)

⋃︀

⨄︀♣∇𝑢♣2 +
𝑁
∑︁

𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︃

♣∇𝑢♣2

2

⎜

𝑥𝑗

⋂︀

⋀︀ 𝑑𝑥⊗𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝜕𝑢

𝜕Ö

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2

𝑑𝑠(𝑥)

=
(︂

1 ⊗
𝑁

2

)︂ ∫︁

𝐵𝑅(0)
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑥+

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

♣∇𝑢♣2

2
(Ö.𝑥) 𝑑𝑠(𝑥)

⊗𝑅
∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝜕𝑢

𝜕Ö

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2

𝑑𝑠(𝑥)

=
(︂2 ⊗𝑁

2

)︂ ∫︁

𝐵𝑅(0)
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑥+

𝑅

2

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑠(𝑥)

⊗𝑅
∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝜕𝑢

𝜕Ö

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2

𝑑𝑠(𝑥). (2.1.17)

Por outro lado,

∫︁

𝐵𝑅(0)
𝑔(𝑢) (𝑥.∇𝑢) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝐵𝑅(0)

𝑁
∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝐺(𝑢))𝑥𝑖𝑑𝑥.

Usando integração por partes,

∫︁

𝐵𝑅(0)
𝑔(𝑢) (𝑥.∇𝑢) 𝑑𝑥 = ⊗𝑁

∫︁

𝐵𝑅(0)
𝐺(𝑢)𝑑𝑥+

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)
𝐺(𝑢) (Ö𝑥) 𝑑𝑠(𝑥)

= ⊗𝑁
∫︁

𝐵𝑅(0)
𝐺(𝑢)𝑑𝑥+𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)
𝐺(𝑢)𝑑𝑠(𝑥). (2.1.18)

Então, de (2.1.16), (2.1.17) e (2.1.18), obtemos

(︂2 ⊗𝑁

2

)︂ ∫︁

𝐵𝑅(0)
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑥+𝑁

∫︁

𝐵𝑅(0)
𝐺(𝑢)𝑑𝑥 (2.1.19)

= 𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝜕𝑢

𝜕Ö

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2

𝑑𝑠(𝑥) ⊗
𝑅

2

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑠(𝑥) +𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)
𝐺(𝑢)𝑑𝑠(𝑥).

Vamos agora mostrar que o lado direito da igualdade em (2.1.19) converge para 0 para pelo
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menos uma sequência adequada (𝑅𝑛) em IR tal que 𝑅𝑛 ⊃ +∞. Temos que
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝜕𝑢

𝜕Ö

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2

𝑑𝑠(𝑥) ⊗
𝑅

2

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑠(𝑥) +𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)
𝐺(𝑢)𝑑𝑠(𝑥)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⊘ 2𝑅

⎟

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑠(𝑥)

⟨

. (2.1.20)

As condições (g.1) e (g.2) implicam que existe uma constante 𝐶1 > 0 tal que

♣𝑔(𝑠)♣ ⊘ 𝐶1 ♣𝑠♣2
*⊗1

, ∀𝑠 ∈ IR,

e daí, obtemos a existência de uma constante 𝐶2 > 0 tal que

♣𝐺(𝑠)♣ ⊘ 𝐶2 ♣𝑠♣2
*

, ∀𝑠 ∈ IR.

Portanto,
∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑥 < +∞.

Usando coordenadas polares (ver Apêndice, Teorema A.2),

∫︁ +∞

0

⎟

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑠(𝑥)

⟨

𝑑𝑅

=
∫︁

IR𝑁

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑥 < +∞. (2.1.21)

Notemos que (2.1.21) implica

lim inf
𝑅⊃+∞

⎟

𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑠(𝑥)

⟨

= 0. (2.1.22)

De fato, pois caso contrário, se

lim inf
𝑅⊃+∞

⎟

𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑠(𝑥)

⟨

= Ð > 0,

teríamos a existência de um número 𝑅0 > 0 tal que

𝑅

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑠(𝑥) >
Ð

2
, ∀𝑅 > 𝑅0,

e daí,

∫︁ +∞

0

⎟

∫︁

𝜕𝐵𝑅(0)

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑠(𝑥)

⟨

𝑑𝑅 ⊙
Ð

2

∫︁ +∞

𝑅0

1
𝑅
𝑑𝑅 = +∞,

contradizendo (2.1.21).
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De (2.1.22), temos que existe uma sequência (𝑅𝑛) em IR tal que 𝑅𝑛 ⊃ +∞ e

𝑅𝑛

∫︁

𝜕𝐵𝑅𝑛 (0)

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝐺(𝑢)♣
)︁

𝑑𝑠(𝑥) ⊃ 0.

Então, da desigualdade (2.1.20), temos que o lado direito da equação (2.1.19) converge para 0 se
escolhemos 𝑅 = 𝑅𝑛 e consideramos o limite de 𝑛 ⊃ ∞. Pelo Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue,

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝐵𝑅𝑛 (0)
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑥 =

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑥

e

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝐵𝑅𝑛 (0)
𝐺(𝑢)𝑑𝑥 =

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢)𝑑𝑥.

Então, segue de (2.1.19), escolhendo 𝑅 = 𝑅𝑛 e passando ao limite de 𝑛 ⊃ ∞, que

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑥 =

2𝑁
𝑁 ⊗ 2

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢)𝑑𝑥.

Uma consequência interessante da Proposição 2.4 é que podemos caracterizar a energia das
soluções de (𝑃2) em termos de sua norma em 𝐷1,2(IR𝑁). Mais especiĄcamente,

Corolário 2.1. : Sejam 𝑔 : IR ⊃ IR uma função contínua e ímpar que satisfaz (g.1)-(g.2) e
𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional deĄnido em (2.0.2). Se 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) ∩ 𝐶2(IR𝑁) é solução de (𝑃2),
então

𝐼(𝑢) =
1
𝑁

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2.

Demonstração:
O funcional energia 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR associado ao problema (𝑃2) é deĄnido por

𝐼(𝑢) =
1
2

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2⊗

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) , 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

Usando a identidade de Pohozaev (2.1.15), obtemos

𝐼(𝑢) =
1
2

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2⊗

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2=

1
2

[︂

1 ⊗
𝑁 ⊗ 2
𝑁

⎢ ∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2

=
1
𝑁

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2.

De posse de tal caracterização das energias das soluções de (𝑃2) em termos de suas normas,
somos capazes agora de mostrar que as soluções de (𝑃2) dadas pela Proposição 2.1 são ground
state.
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Proposição 2.5. : Seja 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional deĄnido em (2.0.2). Se 𝑢 é uma solução
de (𝑃2) obtida pela Proposição 2.1, então para qualquer solução 𝑣 de (𝑃2) temos

0 < 𝐼(𝑢) ⊘ 𝐼(𝑣).

Demonstração:
Se 𝑢 é uma solução de (𝑃2) obtido pela Proposição 2.1, então

𝑢(𝑥) = 𝑢̄

(︂

𝑥

𝜃
1
2

)︂

, ∀𝑥 ∈ IR𝑁 ,

com 𝜃 > 0 denotando um multiplicador de Lagrange e 𝑢̄ denotando uma solução do problema de
minimização (2.1.2), ou seja, 𝑢̄ ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) satisfaz

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2= 2𝑀 e

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢̄) = 1.

Com as relações de mudança de variável entre 𝑢 e 𝑢̄ obtemos
∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2= 𝜃

𝑁⊗2
2

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2

e
∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) = 𝜃

𝑁
2

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢̄) = 𝜃

𝑁
2 .

Logo, da identidade de Pohozaev (2.1.15), segue

𝜃
𝑁⊗2

2

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2=

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2=

2𝑁
𝑁 ⊗ 2

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) =

2𝑁
𝑁 ⊗ 2

.𝜃
𝑁
2

e portanto,

𝜃 =
𝑁 ⊗ 2

2𝑁

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2.

Pelo Corolário 2.1, temos

𝐼(𝑢) =
1
𝑁

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2.

Daí,

𝐼(𝑢) =
1
𝑁
.𝜃

𝑁⊗2
2 .

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2

=
1
𝑁

(︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

)︂

(𝑁⊗2)
2

[︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2

⎢

(𝑁⊗2)
2

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2

=
1
𝑁

(︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

)︂

(𝑁⊗2)
2

[︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2

⎢
𝑁
2

. (2.1.23)
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Agora, seja 𝑣 uma solução arbitrária de (𝑃2). Pela identidade de Pohozaev (2.1.15) temos
∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2=

2𝑁
𝑁 ⊗ 2

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑣). (2.1.24)

Notemos que
∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑣) =

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2> 0.

DeĄnindo

𝑣à(𝑥) := 𝑣

(︂

𝑥

à

)︂

, com à =
[︂∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑣)

⎢⊗ 1
𝑁

,

temos à > 0, 𝑣à ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) e
∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑣à) = 1,

ou seja, 𝑣à ∈ 𝑆 com 𝑆 deĄnido em (2.1.1).
Queremos agora expressar 𝐼(𝑣) em termos de

√︃

IR𝑁 ♣∇𝑣à♣2. Usando a deĄnição de à e (2.1.24)
obtemos

à =
[︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

⎢⊗ 1
𝑁
[︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2

⎢⊗ 1
𝑁

. (2.1.25)

Por outro lado, pelas relações de mudança de variável entre 𝑣 e 𝑣à,
∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣à♣2= à𝑁⊗2

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2.

Então, usando (2.1.25), segue que

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣à♣2 =

[︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

⎢⊗
(𝑁⊗2)

𝑁
[︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2

⎢⊗
(𝑁⊗2)

𝑁
∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2

=
[︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

⎢⊗
(𝑁⊗2)

𝑁
[︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2

⎢
2
𝑁

e portanto,

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2=

[︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

⎢

(𝑁⊗2)
2

[︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣à♣2

⎢
𝑁
2

.

Do Corolário 2.1,

𝐼(𝑣) =
1
𝑁

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2 .

Daí,

𝐼(𝑣) =
1
𝑁

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣♣2=

1
𝑁

[︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

⎢

(𝑁⊗2)
2

[︂∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣à♣2

⎢
𝑁
2

. (2.1.26)
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Sendo 𝑢̄ solução do problema de minimização (2.1.2) e 𝑣à ∈ 𝑆, temos que

0 <
∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢̄♣2 ⊘

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑣à♣2

e daí, usando as expressões (2.1.23) e (2.1.26), concluímos que

0 < 𝐼(𝑢) ⊘ 𝐼(𝑣).

A Proposição 2.5 dá uma conclusão tão importante que a colocamos em formato de observação
para dá-la maior destaque em meio ao texto.

Observação 2.2. : Pela Proposição 2.5, concluímos que 𝑚 deĄnido em (2.0.1) está bem deĄnido.
Além disso, se 𝑢 é uma solução de (𝑃2) dada pela Proposição 2.1, segue da Proposição 2.5 que

𝐼(𝑢) = 𝑚,

ou seja, 𝑢 é ground state.

2.1.4 Conclusão dos resultados

Nesta subseção, concluímos a demonstração do Teorema 2.1.
Demonstração do Teorema 2.1:

Pela Proposição 2.1, temos que existe uma solução 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) de (𝑃 ) que é não negativa
q.t.p. em IR𝑁 , radialmente simétrica e não crescente com relação ao raio. Da Proposição 2.2, segue
que 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) ∩𝐶2(IR𝑁). A Proposição 2.3 implica que 𝑢 é positiva e decrescente com relação
ao raio. Pela Proposição 2.5, concluímos que 𝑢 é ground state.

2.2 Caracterização do tipo Passo da Montanha para solu-

ções ground state

Nesta seção, mostramos que o funcional 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR deĄnido em (2.0.2) satisfaz a
geometria do Passo da Montanha. Isto signiĄca que o nível minimax do Teorema do Passo da
Montanha está bem deĄnido. Além disso, mostramos também que este valor coincide com o
mínimo das energias das soluções de (𝑃2); mais especiĄcamente, demonstramos o Teorema 2.2.

Nesta seção, fazemos uso de ideias parecidas às encontradas em [22].
O primeiro resultado desta seção está relacionado à geometria do funcional 𝐼 e diz basicamente

que 0 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) é ponto de mínimo local estrito de 𝐼.

Lema 2.1. : O funcional 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR deĄnido em (2.0.2) satisfaz as seguintes aĄrmações:
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(M.1) 𝐼(0) = 0
e
(M.2) Existem Ñ, 𝜌1 > 0 tais que

𝐼(𝑢) ⊙ Ñ , ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌1

e

𝐼(𝑢) > 0 , ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) , 0 < ♣♣𝑢♣♣⊘ 𝜌1.

Demonstração:
(M.1) é imediato pela deĄnição do funcional 𝐼 em (2.0.2).
As condições (g.1) e (g.2) implicam que existe uma constante 𝐶1 > 0 tal que

♣𝑔(𝑠)♣ ⊘ 𝐶1 ♣𝑠♣2
*⊗1

, ∀𝑠 ∈ IR,

e daí, obtemos a existência de uma constante 𝐶2 > 0 tal que

♣𝐺(𝑠)♣ ⊘ 𝐶2 ♣𝑠♣2
*

, ∀𝑠 ∈ IR.

Portanto,

𝐼(𝑢) =
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) ⊙

1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶2♣𝑢♣2
*

2* , ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

Usando a imersão contínua 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃˓ 𝐿2*
(IR𝑁), temos que existe uma constante 𝐶3 > 0 tal que

𝐼(𝑢) ⊙
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶3♣♣𝑢♣♣2
*

, ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

Sendo 2 < 2*, existem 𝜌1 > 0 suĄcientemente pequeno e Ñ > 0 tais que

𝐼(𝑢) ⊙ Ñ > 0 , ∀ 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌1,

e

𝐼(𝑢) > 0 , ∀ 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) , 0 < ♣♣𝑢♣♣⊘ 𝜌1.

Vamos agora introduzir o funcional de Pohozaev e mostrar que 0 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) também é um
ponto de mínimo local estrito dele.

Lema 2.2. : Seja å : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional de Pohozaev deĄnido por

å(𝑢) =
𝑁 ⊗ 2

2
♣♣𝑢♣♣2⊗𝑁

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) , 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁). (2.2.1)

Existe uma constante 𝜌2 > 0 tal que

å(𝑢) > 0 , ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) , 0 < ♣♣𝑢♣♣⊘ 𝜌2.
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Demonstração:
Existe 𝐶1 > 0 tal que

♣𝐺(𝑠)♣ ⊘ 𝐶1 ♣𝑠♣2
*

, ∀𝑠 ∈ IR.

Logo,

å(𝑢) =
𝑁 ⊗ 2

2
♣♣𝑢♣♣2⊗𝑁

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) ⊙

𝑁 ⊗ 2
2

♣♣𝑢♣♣2⊗𝑁𝐶1♣𝑢♣2
*

2* , ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

Usando imersão contínua 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃˓ 𝐿2*
(IR𝑁), obtemos a existência de uma constante 𝐶2 > 0

tal que

å(𝑢) ⊙
𝑁 ⊗ 2

2
♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶2♣♣𝑢♣♣2

*

, ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

Como 2 < 2*, existe uma constante 𝜌2 > 0 suĄcientemente pequena tal que

å(𝑢) > 0 , ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) , 0 < ♣♣𝑢♣♣⊘ 𝜌2.

No que segue nesta seção, denotamos por Γ o conjunto

Γ := ¶Ò ∈ 𝐶([0, 1], 𝐷1,2(IR𝑁)) ; Ò(0) = 0 , 𝐼(Ò(1)) < 0♢. (2.2.2)

No próximo resultado, mostramos que Γ deĄnido desta forma é não vazio. Além disso, o pró-
ximo resultado também permite estabelecer uma relação entre 𝑚 e o nível minimax do Passo da
Montanha.

Lema 2.3. : Sejam 𝑚 deĄnido em (2.0.1), Γ deĄnido em (2.2.2) e 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional
deĄnido em (2.0.2). Existe Ò0 ∈ Γ satisfazendo 𝑚 = max

𝑡∈[0,1]
𝐼(Ò0(𝑡)).

Demonstração:
Seja 𝑢 uma solução ground state de (𝑃2) e deĄnamos Ð : [0,+∞) ⊃ 𝐷1,2(IR𝑁) por

Ð(𝑡)(𝑥) =

∏︁

⨄︁

⋃︁

𝑢

(︂

𝑥

𝑡

)︂

se 𝑡 > 0,

0 se 𝑡 = 0.

Como

♣♣Ð(𝑡)♣♣2= 𝑡𝑁⊗2♣♣𝑢♣♣2⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ 0,

temos que Ð ∈ 𝐶([0,+∞), 𝐷1,2(IR𝑁)). Além disso, usando relações de mudança de variável,

𝐼(Ð(𝑡)) =
1
2

♣♣Ð(𝑡)♣♣2⊗
∫︁

IR𝑁
𝐺(Ð(𝑡))

=
𝑡𝑁⊗2

2
♣♣𝑢♣♣2⊗𝑡𝑁

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) , ∀𝑡 ⊙ 0,
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e portanto, 𝐼(Ð(𝑡)) ⊃ ⊗∞ quando 𝑡 ⊃ +∞. Logo, existe 𝐿 > 0 suĄcientemente grande tal que

𝐼(Ð(𝐿)) < 0.

Notemos agora que

𝑑𝐼(Ð(𝑡))
𝑑𝑡

=
𝑁 ⊗ 2

2
𝑡𝑁⊗3♣♣𝑢♣♣2⊗𝑁𝑡𝑁⊗1

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢).

Usando a identidade de Pohozaev (2.1.15),

𝑑𝐼(Ð(𝑡))
𝑑𝑡

=
𝑁 ⊗ 2

2
𝑡𝑁⊗3♣♣𝑢♣♣2⊗

𝑁 ⊗ 2
2

𝑡𝑁⊗1♣♣𝑢♣♣2.

Logo,

𝑑𝐼(Ð(𝑡))
𝑑𝑡

> 0 se 𝑡 < 1

e

𝑑𝐼(Ð(𝑡))
𝑑𝑡

< 0 se 𝑡 > 1.

Portanto,

max
𝑡∈[0,+∞)

𝐼(Ð(𝑡)) = 𝐼(Ð(1)) = 𝐼(𝑢) = 𝑚.

DeĄnindo Ò0 : [0, 1] ⊃ 𝐷1,2(IR𝑁) por

Ò0(𝑡) := Ð(𝑡.𝐿) , 𝑡 ∈ [0, 1],

segue o resultado.

Agora estamos em condições de mostrar a existência de um elemento em 𝐷1,2(IR𝑁) que está
suĄcientemente afastado da origem e tem energia negativa. Mais especiĄcamente,

Lema 2.4. : Seja 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional deĄnido em (2.0.2) e 𝜌1 > 0 dado no Lema 2.1.
Existe 𝑒 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) tal que

♣♣𝑒♣♣> 𝜌1 e 𝐼(𝑒) < 0.

Demonstração:
DeĄnamos

𝑒 := Ò0(1),

com Ò0 ∈ 𝐶([0, 1], 𝐷1,2(IR𝑁)) denotando a curva encontrada no Lema 2.3. Temos que

𝐼(𝑒) = 𝐼(Ò0(1)) = 𝐼(Ð(𝐿)) < 0.
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Além disso, pelo Lema 2.1, necessariamente devemos ter

♣♣𝑒♣♣> 𝜌1.

Notemos que o Lema 2.1 e o 2.4 juntos dizem que o funcional 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR deĄnido em
(2.0.2) de fato satisfaz a geometria do Passo da Montanha e portanto está bem deĄnido o valor

𝑏 := inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)), (2.2.3)

com Γ deĄnido em (2.2.2).
DeĄnidos 𝑚 e 𝑏, mostramos no próximo resultado uma desigualdade envolvendo esses dois

valores.

Corolário 2.2. : Sejam 𝑚 o valor deĄnido em (2.0.1) e 𝑏 o valor deĄnido em (2.2.3). Temos que

𝑏 ⊘ 𝑚.

Demonstração:
Pelo Lema 2.3, existe Ò0 ∈ Γ satisfazendo

𝑚 = max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò0(𝑡)).

Então, usando a própria deĄnição de 𝑏, concluímos que

𝑏 = inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)) ⊘ 𝑚.

Agora estamos interessados em mostrar a desigualdade contrária para concluirmos assim a
igualdade. Começamos denotando por ℘ a variedade de Pohozaev, ou seja,

℘ :=
{︂

𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁)∖¶0♢ ;
𝑁 ⊗ 2

2

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2⊗𝑁

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢) = 0

}︂

. (2.2.4)

Temos que ℘ é não vazio, pois a Proposição 2.4 implica que soluções de (𝑃2) dadas pela Proposição
2.1 pertencem a ℘.

O próximo resultado estabelece uma caracterização de 𝑚 como ínĄmo de 𝐼 sobre a variedade
de Pohozaev.

Lema 2.5. : Sejam 𝑚 o valor deĄnido em (2.0.1), ℘ a variedade de Pohozaev deĄnida em (2.2.4)
e 𝐼 : 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃ IR o funcional deĄnido em (2.0.2). Temos que

𝑚 = inf
𝑢∈℘

𝐼(𝑢).
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Demonstração:
Sejam 𝑆 a variedade deĄnida em (2.1.1) e Φ : 𝑆 ⊃ ℘ a função deĄnida por

Φ(𝑢)(𝑥) := 𝑢

(︂

𝑥

𝑡𝑢

)︂

, com 𝑡𝑢 =
(︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

)︂

1
2

♣♣𝑢♣♣.

Notemos que a função ϒ : ℘ ⊃ 𝑆 deĄnida por

ϒ(𝑢)(𝑥) := 𝑢 (𝑡𝑢.𝑥) , com 𝑡𝑢 =
(︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

)︂

1
2

♣♣𝑢♣♣,

é a inversa de Φ e portanto Φ é bijetora. Daí,

inf
𝑢∈℘

𝐼(𝑢) = inf
𝑢∈𝑆

𝐼(Φ(𝑢)).

Para 𝑢 ∈ 𝑆, temos

𝐼(Φ(𝑢)) =
1
2

♣♣Φ(𝑢)♣♣2⊗
∫︁

IR𝑁
𝐺(Φ(𝑢))

=
1
2
𝑡𝑁⊗2
𝑢 ♣♣𝑢♣♣2⊗𝑡𝑁𝑢

∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢)

=
1
𝑁

(︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

)︂

𝑁⊗2
2

♣♣𝑢♣♣𝑁 .

Logo,

inf
𝑢∈℘

𝐼(𝑢) =
1
𝑁

(︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

)︂

𝑁⊗2
2

inf
𝑢∈𝑆

♣♣𝑢♣♣𝑁 .

Seja 𝑢0 uma solução de (𝑃2) dada pela Proposição 2.1. Na demonstração da Proposição 2.5
veriĄcamos que

𝐼(𝑢0) =
1
𝑁

(︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

)︂

𝑁⊗2
2

♣♣𝑢̄♣♣𝑁 ,

com 𝑢̄ denotando uma solução do problema de minimização (2.1.2). Com isto, obtemos que

inf
𝑢∈℘

𝐼(𝑢) =
1
𝑁

(︂

𝑁 ⊗ 2
2𝑁

)︂

𝑁⊗2
2

♣♣𝑢̄♣♣𝑁= 𝐼(𝑢0).

Então, como as soluções de (𝑃2) dadas pela Proposição 2.1 são ground state, concluímos que

inf
𝑢∈℘

𝐼(𝑢) = 𝑚.

Vamos agora mostrar que a varidade de Pohozaev é interceptada por todas as curvas de Γ.
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Lema 2.6. : Sejam Γ o conjunto deĄnido em (2.2.2) e ℘ a variedade de Pohozaev deĄnida em
(2.2.4). Para todo Ò ∈ Γ tem-se Ò([0, 1]) ∩ ℘ ̸= ∅.

Demonstração:
Notemos que o funcional de Pohozaev deĄnido em (2.2.1) satisfaz

å(𝑢) = 𝑁

(︂1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
∫︁

IR𝑁
𝐺(𝑢)

)︂

⊗ ♣♣𝑢♣♣2

= 𝑁.𝐼(𝑢) ⊗ ♣♣𝑢♣♣2 , ∀𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁).

Então, dado arbitrariamente Ò ∈ Γ, temos

å(Ò(1)) = 𝑁.𝐼(Ò(1)) ⊗ ♣♣Ò(1)♣♣2⊘ 𝑁.𝐼(Ò(1)) < 0.

Por outro lado, temos que

♣♣Ò(𝑡)♣♣⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ 0+.

Logo, para 𝑡 > 0 suĄcientemente pequeno,

♣♣Ò(𝑡)♣♣< 𝜌2,

com 𝜌2 dado pelo Lema 2.2. Daí,

å(Ò(𝑡)) > 0

para 𝑡 > 0 suĄcientemente pequeno. Portanto, pelo Teorema do Valor Intermediário (ver Apêndice,
Teorema A.14), existe 𝑡Ò ∈ [0, 1] tal que

å(Ò(𝑡Ò)) = 0,

ou seja, Ò(𝑡Ò) ∈ ℘ e o resultado está provado.

Agora estamos em condições de estabelecer uma outra desigualdade entre 𝑚 e 𝑏.

Corolário 2.3. : Sejam 𝑚 o valor deĄnido em (2.0.1) e 𝑏 o valor deĄnido em (2.2.3). Temos que

𝑏 ⊙ 𝑚.

Demonstração:
Seja Γ deĄnido em (2.2.2). Pelo Lema 2.6 temos que, dado arbitrariamente Ò ∈ Γ, existe

𝑡Ò ∈ [0, 1] tal que Ò(𝑡Ò) ∈ ℘. Portanto,

inf
𝑢∈℘

𝐼(𝑢) ⊘ 𝐼(Ò(𝑡Ò)) ⊘ max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)).

Usando o Lema 2.5,

𝑚 ⊘ max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)).
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Como Ò ∈ Γ foi dado arbitrariamente, concluímos que

𝑚 ⊘ inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)) = 𝑏.

Demonstração do Teorema 2.2:
Do Corolário 2.2 e do Corolário 2.3, concluímos que

𝑚 = 𝑏,

com 𝑚 deĄnido em (2.0.1) e 𝑏 deĄnido em (2.2.3).
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Capítulo 3

Problema exponencialmente crítico com
não linearidade assintoticamente
periódica em dimensão 2

Neste capítulo, estamos interessados em mostrar existência de solução ground state para a
seguinte equação elíptica não linear:

(𝑃3)

∮︁

⊗Δ𝑢+ 𝑢 = 𝐾(𝑥)𝑓(𝑢) em IR2,

𝑢 ∈ 𝐻1(IR2),

com 𝐾 : IR2 ⊃ IR denotando uma função contínua que veriĄca as seguintes hipóteses:

(K1) Existe 𝑘0 > 0 tal que 𝐾(𝑥) ⊙ 𝑘0 para todo 𝑥 ∈ IR2;
(K2) Existe uma função contínua periódica positiva 𝐾𝑃 : IR2 ⊃ IR tal que

♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ⊃ 0 quando ♣𝑥♣⊃ +∞;

(K3) Para todo 𝑥 ∈ IR2 temos 𝐾(𝑥) > 𝐾𝑃 (𝑥).

Com relação a função 𝑓 : IR⊃ IR, supomos as seguintes hipóteses:

(𝑓1) Existe Ñ ⊙ 1 tal que 𝑓(𝑠) = 𝑜(𝑠Ñ) quando 𝑠 ⊃ 0;
(𝑓2) Existe Ð0 ∈ (0, 4Þ) tal que

lim
𝑠⊃+∞

𝑓(𝑠)
𝑒Ð.𝑠2 =

∮︁

0 , se Ð > Ð0,

+∞ , se Ð < Ð0;

(𝑓3) Existem 𝜃 > 2 e 𝐶 > 0 tais que

0 < 𝜃𝐹 (𝑠) ⊘ 𝑠𝑓(𝑠) , ∀𝑠 ∈ IR∖¶0♢,

e

𝐹 (𝑠) ⊙ 𝐶♣𝑠♣𝜃 , ∀𝑠 ∈ IR,

55
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com 𝐹 (𝑠) =
√︃ 𝑠

0 𝑓(á)𝑑á ;
(𝑓4) A função

𝑠 ↦⊃
𝑓(𝑠)
𝑠

é crescente em ♣𝑠♣;
(𝑓5) Existem constantes 𝑞 > 2 e Ú > 0 tais que

𝑓(𝑠) ⊙ Ú𝑠𝑞⊗1 , ∀𝑠 ⊙ 0,

com

Ú >

⎟

𝜃(𝑞 ⊗ 2)
𝑞(𝜃 ⊗ 2)

⟨

(𝑝⊗2)
2 𝐶𝑞

𝑞

𝑀
,

sendo
𝑀 := min

𝑥∈IR2
𝐾𝑃 (𝑥) > 0

e

𝐶𝑞 := inf
𝑢∈𝐻1(IR2)∖¶0♢

{︂∫︁

IR2

(︁

♣∇𝑢♣2+♣𝑢♣2
)︁

}︂
1
2

{︂∫︁

IR2
♣𝑢♣𝑞

}︂
1
𝑞

.

Observação 3.1. : Um exemplo típico de uma função que satisfaz as hipóteses (𝑓1)-(𝑓5) é a função
𝑓 : IR⊃ IR deĄnida por

𝑓(𝑠) =
(︁

𝑞♣𝑠♣𝑞⊗2𝑠+ 2Ð0♣𝑠♣
𝑞𝑠
)︁

𝑒Ð0𝑠2

, 𝑠 ∈ IR,

com 𝑞 > Ñ + 1 e 0 < Ð0 < 4Þ.

Motivados pelo trabalho [6] e seus argumentos, provamos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. : Sejam 𝐾 : IR2 ⊃ IR uma função contínua que satisfaz (K1)-(K3) e 𝑓 : IR ⊃ IR
uma função contínua que satisfaz (𝑓1)-(𝑓5). Então, o problema (𝑃3) tem solução ground state.

Ressaltamos que, após termos concluído a demonstração deste teorema, encontramos em uma
de nossas pesquisas o artigo [7], onde os autores já haviam provado o mesmo resultado.

Para provar o Teorema 3.1, primeiramente, na seção 3.1, estudamos um problema periódico; a
saber, mostramos que o problema correspondente tem solução ground state. Então, de posse desse
resultado, na seção 3.2, obtemos uma estimativa importante envolvendo níveis minimax do Passo
da Montanha e isto permite mostrar que limites fracos de sequências Palais-Smale do funcional
energia associado ao problema (𝑃3) são não nulos.
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3.1 O problema periódico

Nesta seção, mostramos a existência de solução ground state para o seguinte problema:

(𝑃𝑃 )

∮︁

⊗Δ𝑢+ 𝑢 = 𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢) em IR2,

𝑢 ∈ 𝐻1(IR2),

supondo que 𝐾𝑃 : IR2 ⊃ IR é uma função contínua positiva que satisfaz

(K4) 𝐾𝑃 (𝑥+ 𝑦) = 𝐾𝑃 (𝑥) para todo 𝑥 ∈ IR2 e para todo 𝑦 ∈ 𝑍2.

Sendo 𝐾𝑃 : IR2 ⊃ IR uma função contínua positiva e periódica em IR2, existe 𝑘1 > 0 tal que

(K5) 𝐾𝑃 (𝑥) ⊙ 𝑘1 , para todo 𝑥 ∈ IR2.

Nesta seção, estamos interessados em mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.2. : Sejam 𝐾𝑃 : IR2 ⊃ IR uma função contínua positiva que satisfaz (K4)-(K5) e
𝑓 : IR ⊃ IR uma função contínua que satisfaz (𝑓1)-(𝑓5). Então, o problema (𝑃𝑃 ) tem solução
ground state.

Esta seção está organizada da seguinte forma: Na primeira subseção, introduzimos alguns re-
sultados preliminares e a formulação variacional do problema (𝑃𝑃 ). Além disso, veriĄcamos que
o funcional energia associado ao problema periódico satisfaz a geometria do Passo da Montanha e
mostramos uma importante estimativa envolvendo seu nível minimax. Na subseção 3.1.2, mostra-
mos algumas propriedades da sequência Palais-Smale obtida do Teorema do Passo da Montanha.
Na subseção 3.1.3, demonstramos o Teorema 3.2.

3.1.1 Preliminares

No espaço de Sobolev 𝐻1(IR2), consideramos a norma dada por

♣♣𝑢♣♣=
[︂∫︁

IR2

(︁

♣∇𝑢♣2 + ♣𝑢♣2
)︁

⎢
1
2

, 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2),

e denotamos por 𝐼𝑃 : 𝐻1(IR2) ⊃ IR o funcional energia associado ao problema (𝑃𝑃 ) deĄnido por

𝐼𝑃 (𝑢) =
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑢) , 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2). (3.1.1)

Pelas condições (𝑓1) e (𝑓2) temos que, dado 𝜀 > 0, existe uma constante 𝐶 = 𝐶(𝜀) > 0 tal que

♣𝑓(𝑠)♣ ⊘ 𝜀 ♣𝑠♣ + 𝐶
(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR,

para cada Ð > Ð0, com Ð0 dado pela condição (𝑓2), e consequentemente,

♣𝐹 (𝑠)♣ ⊘
𝜀

Ñ + 1
♣𝑠♣Ñ+1 + 𝐶 ♣𝑠♣

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR.
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Notemos que existem constantes positivas Ð1 e 𝐶1 tais que

𝜀

Ñ + 1
♣𝑠♣Ñ+1 + 𝐶 ♣𝑠♣

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

⊘ 𝐶1

(︁

𝑒Ð1𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR.

Daí,
∫︁

IR2
♣𝐾𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑢)♣ ⊘ 𝐶1♣𝐾𝑃 ♣∞

∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð1𝑢2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑢 ∈ 𝐻1(IR2).

Assim, a desigualdade de Trudinger-Moser (ver Apêndice, Lema A.1) garante que o funcional 𝐼𝑃

está bem deĄnido.
Um fato importante, que pode ser encontrado em [30], é que para qualquer sequência (𝑢𝑛) em

𝐻1(IR2) fortemente convergente, existem uma subsequência (𝑢𝑛𝑘
) e uma função ℎ ∈ 𝐻1(IR2) tais

que

♣𝑢𝑛𝑘
(𝑥)♣⊘ ℎ(𝑥) q.t.p. em IR2.

Com esta informação podemos adaptar as idéias encontradas no Apêndice B de [33] (ver também
o apêndice de [13]) ao caso exponencial e assim justiĄcar que o funcional energia 𝐼𝑃 é de classe 𝐶1

e que

𝐼 ′
𝑃 (𝑢)𝑣 =

∫︁

IR2
(∇𝑢∇𝑣 + 𝑢𝑣) ⊗

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢)𝑣 , ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2).

Consequentemente, pontos críticos não nulos de 𝐼𝑃 são soluções do problema (𝑃𝑃 ).
O primeiro resultado deste capítulo é uma consequência da desigualdade de Trudinger-Moser

e é útil para mostrarmos que o funcional 𝐼𝑃 satisfaz a geometria do Passo da Montanha.

Lema 3.1. : Seja Ð0 dado pela condição (𝑓2). Então, existem constantes Ð > Ð0, 𝑡 > 1 e 𝐶 > 0
tais que

sup
♣♣𝑢♣♣⊘1

∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2

⊗ 1
)︁𝑡

⊘ 𝐶.

Demonstração:
Seja Ð ∈ IR satisfazendo

Ð0 < Ð < 4Þ.

Com esta escolha de Ð temos

1 <
4Þ
Ð
.

Sejam 𝑡 e Ñ números reais satisfazendo

1 < 𝑡 < Ñ <
4Þ
Ð
.
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Pelo Lema A.2 no Apêndice, temos que existe uma constante 𝐶1 > 0, independente de 𝑢, tal que
∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2

⊗ 1
)︁𝑡

⊘ 𝐶1

∫︁

IR2

(︁

𝑒ÑÐ𝑢2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑢 ∈ 𝐻1(IR2).

A escolha de Ñ implica que ÑÐ < 4Þ; portanto, da desigualdade de Trudinger-Moser, existe 𝐶2 > 0
tal que

sup
♣♣𝑢♣♣⊘1

∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2

⊗ 1
)︁𝑡

⊘ 𝐶1 sup
♣♣𝑢♣♣⊘1

∫︁

IR2

(︁

𝑒ÑÐ𝑢2

⊗ 1
)︁

⊘ 𝐶2.

Uma consequência interessante do Lema 3.1 é o seguinte colorário:

Corolário 3.1. : Seja (𝑢𝑛) uma sequência satisfazendo

lim sup
𝑛⊃∞

♣♣𝑢𝑛♣♣2< 1.

Então, existem Ð > Ð0, 𝑡 > 1 e 𝐶 > 0, independente de 𝑛, tais que
∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁𝑡
⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ⊙ 𝑛0,

para algum 𝑛0 suĄcientemente grande.

Demonstração:
Se

lim sup
𝑛⊃∞

♣♣𝑢𝑛♣♣2< 1,

então existe 𝑛0 ∈ IN tal que

♣♣𝑢𝑛♣♣< 1 , ∀𝑛 ⊙ 𝑛0.

Daí, pelo Lema 3.1, existe 𝐶 > 0 tal que
∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁𝑡
⊘ sup

♣♣𝑢♣♣⊘1

∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2

⊗ 1
)︁𝑡

⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ⊙ 𝑛0.

No próximo resultado, mostramos que o funcional 𝐼𝑃 veriĄca a geometria do Passo da Monta-
nha.

Lema 3.2. : O funcional 𝐼𝑃 : 𝐻1(IR2) ⊃ IR deĄnido em (3.1.1) veriĄca as seguintes propriedades:

(i) Existem constantes Ñ, 𝜌 > 0 tais que

𝐼𝑃 (𝑢) ⊙ Ñ , ∀𝑢 ∈ 𝐻1(IR2) , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌;

(ii) Existe 𝑒 ∈ 𝐻1(IR2) tal que

♣♣𝑒♣♣> 𝜌 e 𝐼𝑃 (𝑒) < 0.
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Demonstração:
As condições (𝑓1) e (𝑓2) implicam que, dado arbitrariamente 𝜀 > 0, existe 𝐶1 = 𝐶1(𝜀) > 0 tal

que,

♣𝐹 (𝑠)♣ ⊘
𝜀

2
♣𝑠♣2+𝐶1♣𝑠♣

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR,

para cada Ð > Ð0, com Ð0 dado pela condição (𝑓2). Portanto,

𝐼𝑃 (𝑢) ⊙
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
𝜀

2

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑢♣2⊗𝐶1

∫︁

IR2

[︁

𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑢♣
(︁

𝑒Ð𝑢2

⊗ 1
)︁]︁

⊙
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
𝜀

2
♣𝐾𝑃 ♣∞

∫︁

IR2
♣𝑢♣2⊗𝐶1♣𝐾𝑃 ♣∞

∫︁

IR2

[︁

♣𝑢♣
(︁

𝑒Ð𝑢2

⊗ 1
)︁]︁

, ∀𝑢 ∈ 𝐻1(IR2).

Pelo Lema 3.1, existem 𝑡 > 1, suĄcientemente próximo de 1, e 𝐶 > 0 tais que
∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2

⊗ 1
)︁𝑡

⊘ 𝐶 , ∀𝑢 ∈ 𝐻1(IR2) , ♣♣𝑢♣♣⊘ 1.

Então, usando desigualdade de Hölder com expoentes 𝑡 e seu conjugado 𝑡′ e usando imersão de
Sobolev

𝐻1(IR2) ⊃˓ 𝐿𝑡′

(IR2) , 2 ⊘ 𝑡′ < +∞,

obtemos constantes positivas 𝐶2, 𝐶3 e 𝐶4 tais que

𝐼𝑃 (𝑢) ⊙
(︂1

2
⊗
𝜀

2
𝐶2

)︂

♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶3♣♣𝑢♣♣𝑡
′
[︂∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2

⊗ 1
)︁𝑡
⎢

1
𝑡

⊙
(︂1

2
⊗
𝜀

2
𝐶2

)︂

♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶4♣♣𝑢♣♣𝑡
′

, ∀𝑢 ∈ 𝐻1(IR2) , ♣♣𝑢♣♣⊘ 1.

Como 𝑡′ > 2, temos que, para 𝜀 > 0 suĄcientemente pequeno, existem 𝜌0 satisfazendo 0 < 𝜌0 < 1
e Ñ > 0 tais que, se 0 < 𝜌 ⊘ 𝜌0, então

𝐼𝑃 (𝑢) ⊙ Ñ > 0 , ∀𝑢 ∈ 𝐻1(IR2) , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌,

mostrando assim o ítem (i).
Agora, aĄm de mostrarmos o ítem (ii), Ąxemos 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2). Pela condição (𝑓3), temos que

𝐼𝑃 (𝑡𝑢) =
𝑡2

2
♣♣𝑢♣♣2⊗

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑡𝑢)

⊘
𝑡2

2
♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶♣𝑡♣𝜃

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑢♣𝜃.

Sendo 𝜃 > 2, concluímos então que

𝐼𝑃 (𝑡𝑢) ⊃ ⊗∞ quando 𝑡 ⊃ +∞.

Portanto, é suĄciente Ąxar 𝑒 = 𝑡𝑢, com 𝑡 > 0 suĄcientemente grande, para concluir a demonstração.
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Aplicando uma versão do Teorema do Passo da Montanha sem condição Palais-Smale (ver
Apêndice, Teorema A.15), obtemos a existência de uma sequência (𝑢𝑛) em 𝐻1(IR2) satisfazendo

𝐼𝑃 (𝑢𝑛) ⊃ 𝑐𝑃 e 𝐼 ′
𝑃 (𝑢𝑛) ⊃ 0, (3.1.2)

com 𝑐𝑃 denotando o nível minimax do Passo da Montanha, ou seja,

𝑐𝑃 := inf
Ò∈Γ0

max
𝑡∈[0,1]

𝐼𝑃 (Ò(𝑡)), (3.1.3)

com

Γ0 =
{︁

Ò ∈ 𝐶([0, 1], 𝐻1(IR2)) ; Ò(0) = 0 e 𝐼𝑃 (Ò(1)) < 0
}︁

.

O próximo resultado fornece uma importante desigualdade.

Lema 3.3. : Sejam 𝑐𝑃 o valor deĄnido em (3.1.3) e 𝜃 dado pela condição (𝑓3). Temos que

0 < 𝑐𝑃 <
(𝜃 ⊗ 2)

2𝜃
.

Demonstração:
Pelo Teorema do Passo da Montanha temos 𝑐𝑃 > 0. Desta forma, é suĄciente demonstrar a

segunda desigualdade.
Seja å𝑞 ∈ 𝐻1(IR2) uma função radial positiva tal que

𝐶𝑞 =

{︂∫︁

IR2

(︁

♣∇å𝑞♣
2+♣å𝑞♣

2
)︁

}︂
1
2

{︂∫︁

IR2
å𝑞

𝑞

}︂
1
𝑞

.

Ressaltamos que a existência de tal å𝑞 foi provada por Agueh em [2].
Da condição (𝑓4) temos

𝑐𝑃 = inf
𝑢∈𝐻1(IR2)

max
𝑡⊙0

𝐼𝑃 (𝑡𝑢).

Portanto,

𝑐𝑃 ⊘ max
𝑡⊙0

𝐼𝑃 (𝑡å𝑞).

Usando (𝑓5) e a deĄnição de 𝑀 ,

𝑐𝑃 ⊘ max
𝑡⊙0

∮︁

𝑡2

2
♣♣å𝑞♣♣

2⊗Ú𝑀
𝑡𝑞

𝑞

∫︁

IR2
å𝑞

𝑞

⨀︀

=

(︃

𝑞 ⊗ 2
2𝑞

⎜

𝐶
2𝑞

𝑞⊗2
𝑞

[𝑀Ú]
2

𝑞⊗2

<

(︃

𝑞 ⊗ 2
2𝑞

⎜(︃

𝑞(𝜃 ⊗ 2)
𝜃(𝑞 ⊗ 2)

⎜

𝐶
2𝑞

𝑞⊗2
𝑞

𝐶
2𝑞

𝑞⊗2
𝑞

=
(𝜃 ⊗ 2)

2𝜃
,

como queríamos demonstrar.
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3.1.2 Propriedades da sequência Palais-Smale

Nesta seção, provamos algumas propriedades da sequência Palais-Smale.

Lema 3.4. : Seja (𝑢𝑛) uma sequência em 𝐻1(IR2) satisfazendo (3.1.2). Então, (𝑢𝑛) é limitada
em 𝐻1(IR2).

Demonstração:
Suponhamos por absurdo que a sequência (𝑢𝑛) não seja limitada, ou seja, suponhamos que, a

menos de subsequência,
♣♣𝑢𝑛♣♣⊃ +∞.

Como (𝑢𝑛) satisfaz (3.1.2), temos que

♣𝐼𝑃 (𝑢𝑛)♣ ⊘ sup
𝑛∈IN

♣𝐼𝑃 (𝑢𝑛)♣ < +∞ , ∀𝑛 ∈ IN.

Além disso, considerando 𝜀 = 𝜃, 𝜃 dado pela condição (𝑓3), existe 𝑛0 ∈ IN tal que

⊗
1
𝜃
𝐼𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊘

1
𝜃

♣𝐼𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛♣ ⊘
1
𝜃

♣♣𝐼𝑃 (𝑢𝑛)♣♣♣♣𝑢𝑛♣♣<
1
𝜃
.𝜃♣♣𝑢𝑛♣♣= ♣♣𝑢𝑛♣♣ , ∀𝑛 > 𝑛0.

Portanto,

𝐼𝑃 (𝑢𝑛) ⊗
1
𝜃
𝐼 ′

𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛 < sup
𝑛∈IN

♣𝐼𝑃 (𝑢𝑛)♣ + ♣♣𝑢𝑛♣♣ , ∀𝑛 > 𝑛0. (3.1.4)

Por outro lado, temos que

𝐼𝑃 (𝑢𝑛) ⊗
1
𝜃
𝐼 ′

𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛

=
1
2

♣♣𝑢𝑛♣♣2⊗
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑢𝑛) ⊗

1
𝜃

♣♣𝑢𝑛♣♣2+
1
𝜃

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛

=
(︂1

2
⊗

1
𝜃

)︂

♣♣𝑢𝑛♣♣2+
∫︁

IR2

[︂

𝐾𝑃 (𝑥)
(︂1
𝜃
𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊗ 𝐹 (𝑢𝑛)

)︂⎢

,

e da condição (𝑓3),

𝐼𝑃 (𝑢𝑛) ⊗
1
𝜃
𝐼 ′

𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊙
(︂1

2
⊗

1
𝜃

)︂

♣♣𝑢𝑛♣♣2 , ∀𝑛 ∈ IN. (3.1.5)

Então, de (3.1.4) e (3.1.5), temos
(︂1

2
⊗

1
𝜃

)︂

♣♣𝑢𝑛♣♣2< sup
𝑛∈IN

♣𝐼(𝑢𝑛)♣+♣♣𝑢𝑛♣♣ , ∀𝑛 > 𝑛0.

Daí, para 𝑛 suĄcientemente grande, segue que

(︂1
2

⊗
1
𝜃

)︂

<
sup𝑛∈IN♣𝐼(𝑢𝑛)♣

♣♣𝑢𝑛♣♣2
+

1
♣♣𝑢𝑛♣♣
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e fazendo 𝑛 ⊃ ∞, obtemos
(︂1

2
⊗

1
𝜃

)︂

⊘ 0,

o que é um absurdo. Portanto, (𝑢𝑛) é limitada em 𝐻1(IR2).

Sendo (𝑢𝑛) uma sequência limitada em 𝐻1(IR2), temos a existência de uma função 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2)
e uma subsequência de (𝑢𝑛), a qual ainda denotamos por (𝑢𝑛), satisfazendo

𝑢𝑛 ⇀ 𝑢 em 𝐻1(IR2).

Além disso, usando Teorema de Rellich-Kondrachov, obtemos que

𝑢𝑛 ⊃ 𝑢 em 𝐿
𝑞
𝑙𝑜𝑐(IR

2) , para 𝑞 ⊙ 1,

e consequentemente,

𝑢𝑛(𝑥) ⊃ 𝑢(𝑥) q.t.p. em IR2.

Lema 3.5. : Seja (𝑢𝑛) ⊆ 𝐻1(IR2) uma sequência satisfazendo (3.1.2) e 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2) seu limite
fraco. Então,

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝜙 ⊃

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢)𝜙 quando 𝑛 ⊃ ∞,

para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (IR2).

Demonstração:
Seja à > 1. Do fato de que (𝑢𝑛) satisfaz (3.1.2), temos

𝐼 ′
𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊗ à𝐼 ′

𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛 = 𝑜𝑛(1),

ou seja,

(1 ⊗ à) ♣♣𝑢𝑛♣♣2+ (à ⊗ 1)
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 = 𝑜𝑛(1).

Portanto,

(à ⊗ 1)
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 = 𝑜𝑛(1) + (à ⊗ 1) ♣♣𝑢𝑛♣♣2

e sendo (𝑢𝑛) uma sequência limitada em 𝐻1(IR2), temos que existe uma constante 𝐶 > 0 tal que
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ∈ IN. (3.1.6)

Observemos que

lim
𝑡⊃+∞

𝑓(𝑡)
𝑓(𝑡)𝑡

= 0.
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Assim, dado 𝜖 > 0 arbitrário, existe 𝑅𝜖 > 0 tal que

♣𝑓(𝑡)♣< 𝜖𝑓(𝑡)𝑡 , ∀𝑡 > 𝑅𝜖.

Deste forma, denotando [𝑢𝑛 > 𝑅𝜖] :=
{︁

𝑥 ∈ IR2 ; 𝑢𝑛(𝑥) > 𝑅𝜖

}︁

, segue usando (3.1.6) e o fato de que

𝐾𝑃 é positiva em IR2 que
∫︁

[𝑢𝑛>𝑅𝜖]
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑓(𝑢𝑛)♣⊘ 𝜖

∫︁

[𝑢𝑛>𝑅𝜖]
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊘ 𝜖𝐶.

Da mesma forma, denotando [𝑢 > 𝑅𝜖] :=
{︁

𝑥 ∈ IR2 ; 𝑢(𝑥) > 𝑅𝜖

}︁

, podemos provar que
∫︁

[𝑢>𝑅𝜖]
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑓(𝑢)♣⊘ 𝜖

∫︁

[𝑢>𝑅𝜖]
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢)𝑢 ⊘ 𝜖𝐶.

Dado arbitrariamente 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (IR2), temos que

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣♣𝜙♣ ⊘

∫︁

[𝑢𝑛⊘𝑅𝜖]
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣♣𝜙♣

+
∫︁

[𝑢𝑛>𝑅𝜖]
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑓(𝑢𝑛)♣♣𝜙♣+

∫︁

[𝑢𝑛>𝑅𝜖]
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑓(𝑢)♣♣𝜙♣.

Logo, denotando 𝐵 := supp𝜙 e usando o fato de que 𝐾𝑃 , 𝜙 ∈ 𝐿∞(IR2), obtemos
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣♣𝜙♣ ⊘ ♣𝐾𝑃 ♣∞♣𝜙♣∞

∫︁

[𝑢𝑛⊘𝑅𝜖]∩𝐵
♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣

+ 2𝜖𝐶 + ♣𝐾𝑃 ♣∞♣𝜙♣∞

∫︁

𝑆𝑛

♣𝑓(𝑢)♣,

com 𝑆𝑛 := [𝑢 ⊘ 𝑅𝜖] ∩ [𝑢𝑛 > 𝑅𝜖] ∩ 𝐵. Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue segue
que

lim
𝑛⊃∞

∫︁

[𝑢𝑛⊘𝑅𝜖]∩𝐵
♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣= 0

e

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝑆𝑛

♣𝑓(𝑢)♣= 0.

Portanto,

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣♣𝜙♣= 0

e consequentemente,

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝜙 =

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢)𝜙.

O seguinte resultado é muito útil para mostrar que limite fraco de sequências Palais-Smale são
não nulos.
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Lema 3.6. : Seja (𝑢𝑛) uma sequência limitada em 𝐻1(IR2). Então, uma das seguintes aĄrmações
é satisfeita:

(i) Existem 𝑅, Ö > 0 e ¶𝑦𝑛♢ ⊆ 𝑍2 tais que
∫︁

𝐵𝑅(𝑦𝑛)
♣𝑢𝑛♣2⊙ Ö;

(ii)
∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣𝑡⊃ 0, para todo 𝑡 > 2.

Demonstração:
Suponhamos que a aĄrmação (i) não é satisfeita. Então, para uma subsequência de (𝑢𝑛) a qual

ainda denotamos por (𝑢𝑛), temos

lim
𝑛⊃∞

(︃

sup
𝑦∈IR2

∫︁

𝐵𝑅(𝑦)
♣𝑢𝑛♣2

⎜

= 0.

Daí, pelo Lema de Lions (ver Apêndice, Lema A.6), obtemos
∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣𝑡⊃ 0,

para todo 𝑡 > 2.

3.1.3 Existência de solução ground state

Agora temos os resultados necessários para provar existência de solução ground state para o
problema periódico (𝑃𝑃 ).
Demonstração do Teorema 3.2:

Na primeira parte da demonstração, mostramos a existência de uma outra sequência satisfa-
zendo (3.1.2) e que tem limite fraco não nulo. Se (𝑢𝑛) satisfaz (3.1.2), então

lim sup
𝑛⊃∞

{︂(︂1
2

⊗
1
𝜃

)︂

♣♣𝑢𝑛♣♣2+
∫︁

IR2

[︂

𝐾𝑃 (𝑥)
(︂1
𝜃
𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊗ 𝐹 (𝑢𝑛)

)︂⎢}︂

= lim
𝑛⊃∞

[︂

𝐼𝑃 (𝑢𝑛) ⊗
1
𝜃
𝐼 ′

𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛

⎢

= lim
𝑛⊃∞

𝐼𝑃 (𝑢𝑛) = 𝑐𝑃 .

Daí, usando a condição (𝑓3), segue que

(𝜃 ⊗ 2)
2𝜃

lim sup
𝑛⊃∞

♣♣𝑢𝑛♣♣2⊘ 𝑐𝑃 .

Logo, do Lema 3.3, concluimos que

lim sup
𝑛⊃∞

♣♣𝑢𝑛♣♣2⊘

(︃

2𝜃
𝜃 ⊗ 2

⎜

𝑐𝑃 < 1 (3.1.7)

e portanto, do Corolário 3.1, existem Ð > Ð0, 𝑡 > 1 e 𝐶 > 0 tais que a sequência
∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁𝑡
⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ⊙ 𝑛0, (3.1.8)

para algum 𝑛0 ∈ IN suĄcientemente grande. Sendo (𝑢𝑛) limitada em 𝐻1(IR2), segue do Lema 3.6
que uma das seguintes aĄrmações é satisfeita:
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(i) Existem 𝑅, Ö > 0 e ¶𝑦𝑛♢ ⊆ 𝑍2 tais que
∫︁

𝐵𝑅(𝑦𝑛)
♣𝑢𝑛♣2⊙ Ö;

(ii)
∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣𝑡⊃ 0, para todo 𝑡 > 2.

AĄrmamos que (ii) não é satisfeita. De fato, usando as condições (𝑓1) e (𝑓2) temos que, dado
arbitrariamente 𝜀 > 0, existe uma constante positiva 𝐶 = 𝐶(𝜀) tal que

♣𝐹 (𝑠)♣⊘
𝜀

Ñ + 1
♣𝑠♣Ñ+1+𝐶♣𝑠♣

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR,

para cada Ð > Ð0, com Ð0 dado pela condição (𝑓2). Então, sendo a função 𝐾𝑃 limitada em IR2

segue
∫︁

IR2
♣𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣ ⊘

𝜀

Ñ + 1

∫︁

IR2
♣𝐾𝑃 (𝑥)♣♣𝑢𝑛♣Ñ+1+𝐶𝜀

∫︁

IR2
♣𝐾𝑃 (𝑥)♣♣𝑢𝑛♣

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁

⊘
𝜀

Ñ + 1
♣𝐾𝑃 ♣∞

∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣Ñ+1+𝐶𝜀♣𝐾𝑃 ♣∞

∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁

.

Usando desigualdade de Hölder com expoentes 𝑡 e seu conjugado 𝑡′,
∫︁

IR2
♣𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣

⊘
𝜀

Ñ + 1
♣𝐾𝑃 ♣∞

∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣Ñ+1+𝐶𝜀♣𝐾𝑃 ♣∞

{︂∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣𝑡

}︂
1
𝑡
{︂∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁𝑡′}︂
1
𝑡′

Sendo (𝑢𝑛) uma sequência limitada em 𝐻1(IR2), temos por imersão contínua que existe 𝐶 > 0 tal
que

∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣Ñ+1⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ∈ IN.

Então, usando também (3.1.8),

∫︁

IR2
♣𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣ ⊘ 𝜀♣𝐾𝑃 ♣∞𝐶 + 𝐶𝜀.♣𝐾𝑃 ♣∞𝐶

{︂∫︁

IR2
♣𝑢𝑛♣𝑡

}︂
1
𝑡

, ∀𝑛 ⊙ 𝑛0.

Supondo por absurdo que a aĄrmação (ii) é satisfeita, segue que

lim sup
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
♣𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣ ⊘ 𝜀♣𝐾𝑃 ♣∞𝐶,

com 𝜀 > 0 dado arbitrariamente. Portanto,

lim sup
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
♣𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣ = 0

e consequentemente,

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 = 0. (3.1.9)
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Sendo (𝑢𝑛) uma sequência satisfazendo (3.1.2), temos que 𝐼 ′
𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛 = 𝑜𝑛(1). Logo,

𝑜𝑛(1) = 𝐼 ′
𝑃 (𝑢𝑛)𝑢𝑛 = ♣♣𝑢𝑛♣♣2+

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 = ♣♣𝑢𝑛♣♣2+𝑜𝑛(1)

e portanto,

♣♣𝑢𝑛♣♣⊃ 0 quando 𝑛 ⊃ ∞.

Sendo 𝐼𝑃 : 𝐻1(IR2) ⊃ IR um funcional de classe 𝐶1, temos

𝐼𝑃 (𝑢𝑛) ⊃ 0 quando 𝑛 ⊃ ∞.

Mas isto é um absurdo, pois 𝐼𝑃 (𝑢𝑛) ⊃ 𝑐𝑃 e 𝑐𝑃 > 0. Como o absurdo é obtido supondo que (ii) é
satisfeita, segue do Lema 3.6 que a aĄrmação (i) é satisfeita.

Para ¶𝑦𝑛♢ ⊆ 𝑍2 dado pela aĄrmação (i), deĄnamos para cada 𝑛 ∈ IN

𝑢̃𝑛(𝑥) = 𝑢𝑛(𝑥+ 𝑦𝑛) , 𝑥 ∈ IR2.

Temos que

𝐼𝑃 (𝑢̃𝑛) =
1
2

♣♣𝑢̃𝑛♣♣2+
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑢̃𝑛)

=
1
2

♣♣𝑢𝑛♣♣2+
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥⊗ 𝑦𝑛)𝐹 (𝑢𝑛)

e, para cada 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2),

𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃𝑛)𝑣 =

∫︁

IR2
(∇𝑢̃𝑛∇𝑣 + 𝑢̃𝑛𝑣) +

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢̃𝑛)𝑣

=
∫︁

IR2
(∇𝑢𝑛𝑣 + 𝑢𝑛𝑣) +

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥⊗ 𝑦𝑛)𝑓(𝑢𝑛)𝑣.

Logo, usando a condição (K4),

𝐼𝑃 (𝑢̃𝑛) = 𝐼𝑃 (𝑢𝑛)

e

𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃𝑛)𝑣 = 𝐼 ′

𝑃 (𝑢𝑛)𝑣 , para cada 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2).

Como (𝑢𝑛) satisfaz (3.1.2), concluimos que

𝐼𝑃 (𝑢̃𝑛) ⊃ 𝑐𝑃 e 𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃𝑛) ⊃ 0.

Então, pelo Lema 3.4, a sequência (𝑢̃𝑛) é limitada em 𝐻1(IR2) e portanto, existem 𝑢̃ ∈ 𝐻1(IR2)
e uma subsequência de (𝑢̃𝑛), a qual ainda denotamos por (𝑢̃𝑛), tais que 𝑢̃𝑛 ⇀ 𝑢̃ em 𝐻1(IR2). A
aĄrmação (i) dá a existência de 𝑅, Ö > 0 tais que

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑢̃𝑛♣2 =

∫︁

𝐵𝑅(𝑦𝑛)
♣𝑢𝑛♣2 ⊙ Ö.
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Sendo a imersão𝐻1(𝐵𝑅(0)) ⊆⊆ 𝐿2(𝐵𝑅(0)) compacta, temos que, a menos de subsequência, 𝑢̃𝑛 ⊃ 𝑢̃

em 𝐿2(𝐵𝑅(0)) e portanto
∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑢̃♣2 ⊙ Ö > 0,

ou seja, 𝑢̃ é não nulo.
Vamos agora mostrar que 𝑢̃ ∈ 𝐻1(IR2) é ponto crítico de 𝐼𝑃 . De fato, sendo 𝑢̃𝑛 ⇀ 𝑢̃ em 𝐻1(IR2),

temos
∫︁

IR2
(∇𝑢̃𝑛∇𝑤 + 𝑢̃𝑛𝑤) ⊃

∫︁

IR2
(∇𝑢̃∇𝑤 + 𝑢̃𝑤) quando 𝑛 ⊃ ∞, (3.1.10)

para cada 𝑤 ∈ 𝐻1(IR2). Além disso, pelo Lema 3.5,
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢̃𝑛)𝜙 ⊃

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢̃)𝜙 quando 𝑛 ⊃ ∞, (3.1.11)

para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (IR2). Portanto, de (3.1.10) e (3.1.11), para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (IR2), temos

𝑜𝑛(1) = 𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃𝑛)𝜙 =

∫︁

IR2
(∇𝑢̃𝑛∇𝜙+ 𝑢̃𝑛𝜙) +

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢̃𝑛)𝜙

=
∫︁

IR2
(∇𝑢̃∇𝜙+ 𝑢̃𝜙) +

∫︁

IR2
(𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑢̃)𝜙) + 𝑜𝑛(1)

= 𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃)𝜙+ 𝑜𝑛(1),

ou seja, 𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃)𝜙 = 0 para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (IR2). Pela densidade de 𝐶∞
0 (IR2) em 𝐻1(IR2), concluímos

que 𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃)𝑤 = 0, para todo 𝑤 ∈ 𝐻1(IR2), ou seja, 𝑢̃ é ponto crítico de 𝐼𝑃 .

Agora, para concluir a demonstração do Teorema 3.2, vamos mostrar que 𝑢 é ground state, ou
seja, vamos mostrar que a energia de 𝑢̃ coincide com o nível do Passo da Montanha deĄnido em
(3.1.3). Temos que

2𝑐𝑃 = lim inf
𝑛⊃∞

2𝐼𝑃 (𝑢̃𝑛) = lim inf
𝑛⊃∞

(2𝐼𝑃 (𝑢̃𝑛) ⊗ 𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃𝑛)𝑢̃𝑛)

= lim inf
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥) [𝑓(𝑢̃𝑛)𝑢̃𝑛 ⊗ 2𝐹 (𝑢̃𝑛)]

Usando Lema de Fatou,
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥) [𝑓(𝑢̃)𝑢̃⊗ 2𝐹 (𝑢̃)] ⊘ 2𝑐𝑃 .

Como

2𝐼𝑃 (𝑢̃) = 2𝐼𝑃 (𝑢̃) ⊗ 𝐼 ′
𝑃 (𝑢̃)𝑢̃ =

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥) [𝑓(𝑢̃)𝑢̃⊗ 𝐹 (𝑢̃)] ,

concluimos que 𝐼𝑃 (𝑢̃) ⊘ 𝑐𝑃 . Por outro lado, a condição (𝑓4) implica que

𝑐𝑃 = inf
{︁

𝐼𝑃 (𝑢) : 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2)∖¶0♢ e 𝐼 ′
𝑃 (𝑢)𝑢 = 0

}︁

,

de onde segue que 𝑐𝑃 ⊘ 𝐼𝑃 (𝑢̃). Portanto, 𝐼𝑃 (𝑢̃) = 𝑐𝑃 .
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3.2 O problema assintoticamente periódico

Nesta seção, mostramos que (𝑃3) tem solução ground state. Daqui até o Ąnal deste capítulo,
supomos que as condições (K1)-(K3) e (𝑓1)-(𝑓5) valem para 𝐾 e 𝑓 , respectivamente.

Esta seção está organizada de maneira análoga à seção 3.1; a saber, na subseção 3.2.1 introdu-
zimos a formulação variacional do problema (𝑃3) e mostramos que o funcional energia associado
satisfaz a geometria do Passo da Montanha. Além disso, mostramos uma importante estimativa
que permite mostrar que limite fraco de sequências Palais-Smale é não nulo. Na subseção 3.2.2, ci-
tamos algumas propriedades da sequência Palais-Smale obtida do Teorema do Passo da Montanha.
Na subseção 3.2.3, demonstramos o Teorema 3.1.

3.2.1 Preliminares

Nesta subseção, introduzimos a formulação variacional do problema (𝑃3) e alguns resultados
preliminares envolvendo o funcional energia associado; porém, por sua analogia com o caso perió-
dico, fazemos a demonstração apenas dos resultados que julgamos necessários.

Denotamos por 𝐼 : 𝐻1(IR2) ⊃ IR o funcional energia associado ao problema (𝑃3) deĄnido por

𝐼(𝑢) =
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
∫︁

IR2
𝐾(𝑥)𝐹 (𝑢) , 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2). (3.2.1)

Como no caso periódico, a desigualdade de Trudinger-Moser garante que o funcional 𝐼 está
bem deĄnido. Além disso, temos que 𝐼 é de classe 𝐶1 e

𝐼 ′(𝑢)𝑣 =
∫︁

IR2
(∇𝑢∇𝑣 + 𝑢𝑣) ⊗

∫︁

IR2
𝐾(𝑥)𝑓(𝑢)𝑣 , ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2).

Portanto, pontos críticos não nulos de 𝐼 são soluções de (𝑃3).
Assim como argumentado no Lema 3.2, podemos provar o seguinte resultado:

Lema 3.7. : O funcional 𝐼 : 𝐻1(IR2) ⊃ IR deĄnido em (3.2.1) veriĄca as seguintes propriedades:

(i) Existem constantes Ñ, 𝜌 > 0 tais que

𝐼(𝑢) ⊙ Ñ , ∀𝑢 ∈ 𝐻1(IR2) , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌;

(ii) Existe 𝑒 ∈ 𝐻1(IR2) tal que

♣♣𝑒♣♣> 𝜌 e 𝐼(𝑒) < 0.

Pelo Teorema do Passo da Montanha sem condição Palais-Smale, temos a existência de uma
sequência (𝑣𝑛) em 𝐻1(IR2) tal que

𝐼(𝑣𝑛) ⊃ 𝑐 e 𝐼 ′(𝑣𝑛) ⊃ 0, (3.2.2)

com

𝑐 := inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)) (3.2.3)
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e

Γ :=
{︁

Ò ∈ 𝐶([0, 1], 𝐻1(IR2)) : Ò(0) = 0 e 𝐼(Ò(1)) < 0
}︁

.

O próximo resultado estabelece uma relação entre os níveis minimax 𝑐𝑃 e 𝑐.

Lema 3.8. : Sejam 𝑐𝑃 o valor deĄnido em (3.1.3) e 𝑐 o valor deĄnido em (3.2.3). Temos que
vale a seguinte desigualdade:

𝑐 < 𝑐𝑃 .

Demonstração:

Seja 𝑢̃ ∈ 𝐻1(IR2) uma solução ground state do problema periódico (𝑃𝑃 ). A condição (𝑓4)
implica que

𝑐 = inf
𝑢∈𝐻1(IR2)

𝑢 ̸=0

max
𝑡⊙0

𝐼(𝑡𝑢).

Portanto,

𝑐 ⊘ max
𝑡⊙0

𝐼(𝑡𝑢̃).

Pela geometria do funcional 𝐼, temos que 𝐼(0.𝑢̃) = 0, 𝐼(𝑡.𝑢̃) > 0 para 𝑡 > 0 suĄcientemente pequeno
e 𝐼(𝑡.𝑢̃) < 0 para 𝑡 > 0 suĄcientemente grande. Logo, existe 𝑡0 > 0 tal que

𝐼(𝑡0𝑢̃) = max
𝑡⊙0

𝐼(𝑡𝑢̃).

Então, usando a condição (K3),

𝑐 ⊘ 𝐼(𝑡0𝑢̃) < 𝐼𝑃 (𝑡0𝑢̃) ⊘ max
𝑡⊙0

𝐼𝑃 (𝑡𝑢̃).

Sendo 𝑢̃ ∈ 𝐻1(IR2) uma solução ground state do problema (𝑃𝑃 ), temos que

max
𝑡⊙0

𝐼𝑃 (𝑡𝑢̃) = 𝐼𝑃 (𝑢̃) = 𝑐𝑃 .

Portanto,

𝑐 < 𝑐𝑃 .
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3.2.2 Propriedades da sequência Palais-Smale

Nesta subseção, falamos a respeito de algumas propriedades da sequência Palais-Smale do
funcional energia associado ao problema (𝑃3). Dada a sua analogia com o caso periódico estudado
na seção 3.1, não fazemos a demonstração destes resultados.

O seguinte resultado pode ser provado usando argumentos análogos aos usados na demonstração
do Lema 3.4.

Lema 3.9. : Seja (𝑣𝑛) uma sequência em 𝐻1(IR2) satisfazendo (3.2.2). Então, sequência (𝑣𝑛) é
limitada em 𝐻1(IR2).

Temos então a existência de uma função 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2) e uma subsequência de (𝑣𝑛), a qual ainda
denotamos por (𝑣𝑛), satisfazendo

𝑣𝑛 ⇀ 𝑣 em 𝐻1(IR2).

Usando o Teorema de Rellich-Kondrachov,

𝑣𝑛 ⊃ 𝑣 em 𝐿
𝑞
𝑙𝑜𝑐(IR

2) , quando 𝑞 ⊙ 1,

e consequentemente,

𝑣𝑛(𝑥) ⊃ 𝑣(𝑥) q.t.p. em IR2.

O seguinte resultado pode ser provado seguindo argumentos análogos ao usados no Lema 3.5.

Lema 3.10. : Seja (𝑣𝑛) uma sequência em 𝐻1(IR2) satisfazendo (3.2.2) e 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2) seu limite
fraco. Então,

∫︁

IR2
𝐾(𝑥)𝑓(𝑣𝑛)𝜙 ⊃

∫︁

IR2
𝐾(𝑥)𝑓(𝑣)𝜙 quando 𝑛 ⊃ ∞,

para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (IR2).

3.2.3 Existência de solução ground state

Vamos agora demonstrar a existência de solução ground state para o problema (𝑃3).
Demonstração do Teorema 3.1:

Notemos que 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2) é ponto crítico de 𝐼. De fato, sendo 𝑣 limite fraco de uma sequência
(𝑣𝑛) satisfazendo (3.2.2), usando o Lema 3.10, obtemos que, para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (IR2),

𝑜𝑛(1) = 𝐼 ′(𝑣𝑛)𝜙 =
∫︁

IR2
(∇𝑣𝑛∇𝜙+ 𝑣𝑛𝜙) +

∫︁

IR2
𝐾(𝑥)𝑓(𝑣𝑛)𝜙

=
∫︁

IR2
(∇𝑣∇𝜙+ 𝑣𝜙) +

∫︁

IR2
(𝐾(𝑥)𝑓(𝑣)𝜙) + 𝑜𝑛(1)

= 𝐼 ′(𝑣)𝜙+ 𝑜𝑛(1),

ou seja, 𝐼 ′(𝑣)𝜙 = 0 para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (IR2). Pela densidade de 𝐶∞

0 (IR2) em 𝐻1(IR2), concluimos
que 𝐼 ′(𝑣)𝑤 = 0, para todo 𝑤 ∈ 𝐻1(IR2), ou seja, 𝑣 é ponto crítico de 𝐼.
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Vamos agora mostrar que 𝑣 é não nulo. Suponhamos por contradição que 𝑣 ⊕ 0. Das condições
(𝑓1) e (𝑓2) temos que, dado 𝜀 > 0, existe uma constante positiva 𝐶 = 𝐶(𝜀) tal que

♣𝐹 (𝑠)♣⊘
𝜀

Ñ + 1
♣𝑠♣Ñ+1+𝐶♣𝑠♣

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR, (3.2.4)

para cada Ð > Ð0, com Ð0 dado em (𝑓2). Portanto,
∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣

⊘
𝜀

Ñ + 1

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝑣𝑛♣Ñ+1

+ 𝐶

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝑣𝑛♣

(︁

𝑒Ð𝑣𝑛
2

⊗ 1
)︁

⊘
𝜀

Ñ + 1
sup

𝑥∈𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣Ñ+1

+ 𝐶 sup
𝑥∈𝐵𝑅(0)

♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣
∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣

(︁

𝑒Ð𝑣2
𝑛 ⊗ 1

)︁

. (3.2.5)

Sendo (𝑣𝑛) uma sequência em 𝐻1(IR2) satisfazendo (3.2.2), usando argumentos análogos ao que
Ązemos para mostrar (3.1.7), obtemos

lim sup
𝑛⊃∞

♣♣𝑣𝑛♣♣2⊘

(︃

2𝜃
𝜃 ⊗ 2

⎜

𝑐

e usando os lemas 3.8 e 3.3,

lim sup
𝑛⊃∞

♣♣𝑣𝑛♣♣2< 1.

Então, pelo Corolário 3.1, existem Ð > Ð0, 𝑡 > 1 e 𝐶 > 0, independente de 𝑛, tais que
∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑣2
𝑛 ⊗ 1

)︁𝑡
⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ⊙ 𝑛0.

para algum 𝑛0 ∈ INsuĄcientemente grande. Usando desigualdade de Hölder com expoentes 𝑡 e seu
conjugado 𝑡′, existe 𝐶1 > 0 tal que

𝐶 sup
𝑥∈𝐵𝑅(0)

♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣
∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣

(︁

𝑒Ð𝑣2
𝑛 ⊗ 1

)︁

⊘ 𝐶 sup
𝑥∈𝐵𝑅(0)

♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣

∮︁

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣𝑡

′

⨀︀
1
𝑡′
∮︁

∫︁

𝐵𝑅(0)

(︁

𝑒Ð𝑣2
𝑛 ⊗ 1

)︁𝑡
⨀︀

1
𝑡

⊘ 𝐶1 sup
𝑥∈𝐵𝑅(0)

♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣

∮︁

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣𝑡

′

⨀︀
1
𝑡′

, ∀𝑛 ⊙ 𝑛0.

Estamos supondo que 𝑣𝑛 ⇀ 0. Então, usando a imersão compacta 𝐻1(𝐵𝑅(0)) ⊆⊆ 𝐿𝑡′
(𝐵𝑅(0)),

concluímos que
∮︁

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣𝑡

′

⨀︀
1
𝑡′

⊃ 0
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e portanto,

𝐶 sup
𝑥∈𝐵𝑅(0)

♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣
∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣

(︁

𝑒Ð𝑣2
𝑛 ⊗ 1

)︁

= 𝑜𝑛(1). (3.2.6)

Além disso, usando imersão compacta de 𝐻1(𝐵𝑅(0)) ⊆⊆ 𝐿Ñ+1(𝐵𝑅(0)), temos que

𝜀

Ñ + 1
sup

𝑥∈𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣Ñ+1 = 𝑜𝑛(1). (3.2.7)

Então, usando (3.2.6) e (3.2.7), segue de (3.2.5) que

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ = 0. (3.2.8)

Por outro lado, de (K2), temos que dado 𝜀 > 0, existe 𝑅 > 0 tal que

♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ < 𝜀 , ∀♣𝑥♣> 𝑅.

Daí,
∫︁

IR2∖𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ ⊘ 𝜀

∫︁

IR2∖𝐵𝑅(0)
♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ ⊘ 𝜀

∫︁

IR2
♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ .

Então, usando (3.2.4),

∫︁

IR2∖𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ ⊘

𝜀2

Ñ + 1

∫︁

IR2
♣𝑣𝑛♣Ñ+1+𝜀𝐶

∫︁

IR2
♣𝑣𝑛♣

(︁

𝑒Ð𝑣2
𝑛 ⊗ 1

)︁

.

Usando desigualdade de Hölder com expoentes 𝑡 e seu conjugado 𝑡′ e o Corolário 3.1, temos que
existe 𝐶2 > 0 tal que

∫︁

IR2∖𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣

⊘
𝜀2

Ñ + 1

∫︁

IR2
♣𝑣𝑛♣Ñ+1+𝜀𝐶2

{︂∫︁

IR2
♣𝑣𝑛♣𝑡

′
}︂

1
𝑡′

, ∀𝑛 ⊙ 𝑛0.

Usando as imersões contínuas 𝐻1(IR2) ⊃˓ 𝐿Ñ+1(IR2) e 𝐻1(IR2) ⊃˓ 𝐿𝑡′
(IR2), sendo (𝑣𝑛) limitada em

𝐻1(IR2), temos que existem constantes positivas 𝐶3 e 𝐶4 tais que
∫︁

IR2∖𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ ⊘ 𝜀2𝐶3 + 𝜀𝐶4 , ∀𝑛 ⊙ 𝑛0.

Portanto,

lim sup
𝑛⊃∞

∫︁

IR2∖𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ ⊘ 𝜀2𝐶3 + 𝜀𝐶4,
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com 𝜀 > 0 arbitrário. Logo,

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR2∖𝐵𝑅(0)
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ = 0. (3.2.9)

De (3.2.8) e (3.2.9) concluímos então que

lim
𝑛⊃∞

♣𝐼(𝑣𝑛) ⊗ 𝐼𝑃 (𝑣𝑛)♣ = lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝐹 (𝑣𝑛)♣ = 0.

Analogamente mostra-se que

lim
𝑛⊃∞

♣𝐼 ′(𝑣𝑛)𝑣𝑛 ⊗ 𝐼 ′
𝑃 (𝑣𝑛)𝑣𝑛♣ = lim

𝑛⊃∞

∫︁

IR2
♣𝐾(𝑥) ⊗𝐾𝑃 (𝑥)♣ ♣𝑓(𝑣𝑛)𝑣𝑛♣ = 0.

Consequentemente,

𝐼𝑃 (𝑣𝑛) = 𝐼(𝑣𝑛) + 𝐼𝑃 (𝑣𝑛) ⊗ 𝐼(𝑣𝑛) = 𝑐+ 𝑜𝑛(1) (3.2.10)

e

𝐼 ′
𝑃 (𝑣𝑛)𝑣𝑛 = 𝐼 ′(𝑣𝑛)𝑣𝑛 + 𝐼 ′

𝑃 (𝑣𝑛)𝑣𝑛 ⊗ 𝐼 ′(𝑣𝑛)𝑣𝑛 = 𝑜𝑛(1). (3.2.11)

Pela geometria do funcional 𝐼𝑃 , temos que, para cada 𝑛 ∈ IN, 𝐼𝑃 (0.𝑣𝑛) = 0, 𝐼𝑃 (𝑡𝑣𝑛) > 0 para
𝑡 > 0 suĄcientemente pequeno e 𝐼𝑃 (𝑡𝑣𝑛) < 0 para 𝑡 > 0 suĄcientemente grande. Então, para cada
𝑛 ∈ IN, existe 𝑠𝑛 > 0 tal que

𝐼𝑃 (𝑠𝑛𝑣𝑛) = max
𝑡⊙0

𝐼𝑃 (𝑡𝑣𝑛), (3.2.12)

e daí,

𝐼 ′
𝑃 (𝑠𝑛𝑣𝑛)𝑣𝑛 = 0. (3.2.13)

AĄrmamos que a sequência (𝑠𝑛) obtida satisfaz

lim sup
𝑛⊃∞

𝑠𝑛 ⊘ 1. (3.2.14)

De fato, suponhamos por absurdo que existe uma subsequência de (𝑠𝑛), a qual ainda denotamos
por (𝑠𝑛), tal que 𝑠𝑛 ⊙ 1 + Ó para todo 𝑛 ∈ IN e para algum Ó > 0. De (3.2.11) temos

♣♣𝑣𝑛♣♣2=
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑣𝑛)𝑣𝑛 + 𝑜𝑛(1).

Por outro lado, de (3.2.13),

𝑠𝑛♣♣𝑣𝑛♣♣2=
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝑓(𝑠𝑛𝑣𝑛)𝑣𝑛.

Portanto,
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)

⎟

𝑓(𝑠𝑛𝑣𝑛)
𝑠𝑛𝑣𝑛

⊗
𝑓(𝑣𝑛)
𝑣𝑛

⟨

𝑣2
𝑛 = 𝑜𝑛(1).
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Pela condição (K5), temos que

𝑘1

∫︁

IR2

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⎟

𝑓(𝑠𝑛𝑣𝑛)
𝑠𝑛𝑣𝑛

⊗
𝑓(𝑣𝑛)
𝑣𝑛

⟨

𝑣2
𝑛

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⊘
∫︁

IR2

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝐾𝑃 (𝑥)

⎟

𝑓(𝑠𝑛𝑣𝑛)
𝑠𝑛𝑣𝑛

⊗
𝑓(𝑣𝑛)
𝑣𝑛

⟨

𝑣2
𝑛

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

= 𝑜𝑛(1).

Logo,

∫︁

IR2

⎟

𝑓(𝑠𝑛𝑣𝑛)
𝑠𝑛𝑣𝑛

⊗
𝑓(𝑣𝑛)
𝑣𝑛

⟨

𝑣2
𝑛 = 𝑜𝑛(1). (3.2.15)

Pelo Lema 3.6, temos que vale uma das seguintes aĄrmações é satisfeita:

(i) Existem 𝑅, Ö > 0 e ¶𝑦𝑛♢ ⊆ 𝑍2 tais que
∫︁

𝐵𝑅(𝑦𝑛)
♣𝑣𝑛♣2⊙ Ö ;

(ii)
∫︁

IR2
♣𝑣𝑛♣𝑞⊃ 0, para todo 𝑞 > 2 .

Se a aĄrmação (ii) é satisfeita, argumentando analogamente ao que foi feito para provar (3.1.9),
obtemos que

lim
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
𝐾(𝑥)𝑓(𝑣𝑛)𝑣𝑛 = 0.

Daí, sendo (𝑣𝑛) uma sequência veriĄcando (3.2.2),

𝑜𝑛(1) = 𝐼(𝑣𝑛)𝑣𝑛 = ♣♣𝑣𝑛♣♣2⊗
∫︁

IR2
𝐾(𝑥)𝑓(𝑣𝑛)𝑣𝑛 = ♣♣𝑣𝑛♣♣2+𝑜𝑛(1)

e consequentemente, ♣♣𝑣𝑛♣♣⊃ 0. Como 𝐼 é um funcional de classe 𝐶1, segue então que 𝐼(𝑣𝑛) ⊃ 0 e
isto é um absurdo, pois 𝐼(𝑣𝑛) ⊃ 𝑐 e 𝑐 > 0. Com isto, concluímos que a aĄrmação (i) é satisfeita.

Para ¶𝑦𝑛♢ ⊆ 𝑍2 dado pela aĄrmação (i), deĄnamos

𝑣𝑛(𝑥) = 𝑣𝑛(𝑥+ 𝑦𝑛).

Temos que
∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣𝑛♣2=

∫︁

𝐵𝑅(𝑦𝑛)
♣𝑣𝑛♣2⊙ Ö > 0. (3.2.16)

Como
♣♣𝑣𝑛♣♣= ♣♣𝑣𝑛♣♣,

temos que a sequência (𝑣𝑛) é limitada em 𝐻1(IR2) e portanto existe 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2) tal que, a menos
de subequência, 𝑣𝑛 ⇀ 𝑣 em 𝐻1(IR2). Usando a imersão compacta 𝐻1(𝐵𝑅(0)) ⊆⊆ 𝐿2(𝐵𝑅(0)), segue
que 𝑣𝑛 ⊃ 𝑣 em 𝐿2(𝐵𝑅(0)) e, de (3.2.16),

∫︁

𝐵𝑅(0)
♣𝑣♣2⊙ Ö > 0,

que por sua vez implica que 𝑣 é não nulo.
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Pela condição (𝑓4), temos que

∫︁

IR2

⎟

𝑓((1 + Ó)𝑣𝑛)
(1 + Ó)𝑣𝑛

⊗
𝑓(𝑣𝑛)
𝑣𝑛

⟨

𝑣2
𝑛 ⊘

∫︁

IR2

⎟

𝑓(𝑠𝑛𝑣𝑛)
𝑠𝑛𝑣𝑛

⊗
𝑓(𝑣𝑛)
𝑣𝑛

⟨

𝑣2
𝑛 , ∀𝑛 ∈ IN.

Então, usando Lema de Fatou, a equação (3.2.15) e também a condição (𝑓4), segue que

0 <
∫︁

IR2

⎟

𝑓((1 + Ó)𝑣)
(1 + Ó)𝑣

⊗
𝑓(𝑣)
𝑣

⟨

𝑣2 ⊘ 0,

o que é um absurdo. Com isto, concluímos que (3.2.14) de fato ocorre.
Sendo 𝑠𝑛 > 0 para todo 𝑛 ∈ IN, concluímos então que (𝑠𝑛) é limitada e portanto possui uma

subsequência, a qual ainda denotamos por (𝑠𝑛), tal que lim
𝑛⊃∞

𝑠𝑛 = 𝑠0, para algum 𝑠0 ∈ [0, 1]. Se
𝑠0 ∈ (0, 1), temos que 𝑠𝑛 < 1 para 𝑛 suĄcientemente grande; portanto, temos de (3.2.15) e da
condição (𝑓4) que

∫︁

IR2

⎟

𝑓(𝑣𝑛)
𝑣𝑛

⊗
𝑓(𝑠𝑛𝑣𝑛)
𝑠𝑛𝑣𝑛

⟨

𝑣2
𝑛 = 𝑜𝑛(1) (3.2.17)

e do Lema de Fatou e da condição (𝑓4) novamente, segue que

0 <
∫︁

IR2

⎟

𝑓(𝑣)
𝑣

⊗
𝑓(𝑠0𝑣)
𝑠0𝑣

⟨

𝑣2 ⊘ 0,

o que é um absurdo. Se 𝑠0 = 0, temos que 𝑠𝑛𝑣𝑛(𝑥) ⊃ 0 q.t.p. em IR2 e da condição (𝑓1),

𝑓(𝑠𝑛𝑣𝑛(𝑥))
𝑠𝑛𝑣𝑛(𝑥)

⊃ 0 , q.t.p. em IR2.

Daí, usando o Lema de Fatou e (3.2.17), temos que

0 <
∫︁

IR2
𝑓(𝑣)𝑣 =

∫︁

IR2

𝑓(𝑣)
𝑣

𝑣2 ⊘ 0,

o que também é um absurdo. Concluímos então com isto que a sequência (𝑠𝑛) é convergente e

lim
𝑛⊃∞

𝑠𝑛 = 1.

Consequentemente,
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑠𝑛𝑣𝑛) ⊗

∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑣𝑛) = 𝑜𝑛(1). (3.2.18)

Além disso, sendo a sequência (𝑣𝑛) limitada, temos também que

(𝑠2
𝑛 ⊗ 1)♣♣𝑣𝑛♣♣2= 𝑜𝑛(1). (3.2.19)
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Portanto, de (3.2.18) e de (3.2.19), temos que

𝐼𝑃 (𝑠𝑛𝑣𝑛) ⊗ 𝐼𝑃 (𝑣𝑛)

= (𝑠2
𝑛 ⊗ 1)

1
2

♣♣𝑣𝑛♣♣2+
∫︁

IR2
𝐾𝑃 (𝑥) [𝐹 (𝑣𝑛) ⊗ 𝐹 (𝑠𝑛𝑣𝑛)]

= 𝑜𝑛(1). (3.2.20)

Da condição (𝑓4) segue que

𝑐𝑃 = inf
𝑢∈𝐻1(IR2)

𝑢 ̸=0

max
𝑡⊙0

𝐼𝑃 (𝑡𝑢).

Então, de (3.2.12),

𝑐𝑃 ⊘ 𝐼𝑃 (𝑠𝑛𝑣𝑛) , ∀𝑛 ∈ IN,

e usando (3.2.20),

𝑐𝑃 ⊘ 𝐼𝑃 (𝑣𝑛) + 𝑜𝑛(1).

Logo, de (3.2.10),

𝑐𝑃 ⊘ 𝑐+ 𝑜𝑛(1).

Então, fazendo 𝑛 ⊃ ∞, concluímos que 𝑐𝑃 ⊘ 𝑐 e isto contradiz o Lema 3.8. Como obtemos esta
contradição supondo 𝑣 ⊕ 0, concluímos que 𝑣 ∈ 𝐻1(IR2) é não nulo.

Agora, para concluir a demonstração do Teorema 3.1, vamos mostrar que 𝑣 é ground state, ou
seja, vamos mostrar que a energia de 𝑣 coincide com o nível minimax do Teorema do Passo da
Montanha deĄnido em (3.2.3). Temos que

2𝑐 = lim inf
𝑛⊃∞

2𝐼(𝑣𝑛) = lim inf
𝑛⊃∞

(2𝐼(𝑣𝑛) ⊗ 𝐼 ′(𝑣𝑛)𝑣𝑛)

= lim inf
𝑛⊃∞

∫︁

IR2
𝐾(𝑥) [𝑓(𝑣𝑛)𝑣𝑛 ⊗ 2𝐹 (𝑣𝑛)]

Usando Lema de Fatou,
∫︁

IR2
𝐾(𝑥) [𝑓(𝑣)𝑣 ⊗ 2𝐹 (𝑣)] ⊘ 2𝑐.

Sendo 𝑣 ponto crítico de 𝐼,

2𝐼(𝑣) = 2𝐼(𝑣) ⊗ 𝐼 ′(𝑣)𝑣 =
∫︁

IR2
𝐾(𝑥) [𝑓(𝑣)𝑣 ⊗ 𝐹 (𝑣)]

e portanto, 𝐼(𝑣) ⊘ 𝑐. Por outro lado, a condição (𝑓4) implica que

𝑐 = inf
{︁

𝐼(𝑢) : 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2)∖¶0♢ e 𝐼 ′(𝑢)𝑢 = 0
}︁

,

de onde segue que 𝑐 ⊘ 𝐼(𝑣). Logo, 𝐼(𝑣) = 𝑐.
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Capítulo 4

Problema exponencialmente subcrítico
singular em dimensão dois com falta de
compacidade

Neste capítulo, seguimos na mesma classe de problemas abordada no Capítulo 3, porém, com
uma classe de função 𝐾 diferente e uma singularidade. O resultado deste capítulo estabelece
existência de solução ground state para a seguinte equação elíptica não linear:

(𝑃4)

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

⊗Δ𝑢+ 𝑢 = 𝐾(𝑥)
𝑓(𝑢)
♣𝑥♣𝑎

em 𝑈,

𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈),

com 𝑈 = IR2 ou 𝑈 = IR2∖Ω, Ω ⊆ IR2 denotando um conjunto não vazio conexo e limitado com
fronteira suave, e

0 ⊘ 𝑎 <
1
2
. (4.0.1)

Com relação a função 𝐾 : 𝑈 ⊃ IR∪ ¶⊗∞,+∞♢, supomos que satifaz as seguintes hipóteses:

(𝐾1) 𝐾 é positiva quase sempre em 𝑈 , ou seja,

♣¶𝑥 ∈ 𝑈 : 𝐾(𝑥) ⊘ 0♢♣ = 0;

(𝐾2) 𝐾 ∈ 𝐿∞(𝑈).

Para a função 𝑓 : IR⊃ IR contínua, supomos que

(𝑓1) Existe Ñ ⊙ 1 tal que 𝑓(𝑠) = 𝑜(𝑠Ñ) quando 𝑠 ⊃ 0;
(𝑓2) Para todo Ð > 0, vale

lim
♣𝑠♣⊃+∞

𝑓(𝑠)
𝑒Ð.𝑠2 = 0;

79
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(𝑓3) Existe 𝜃 > 2 tal que

0 < 𝜃𝐹 (𝑠) ⊘ 𝑠𝑓(𝑠) , ∀𝑠 ∈ IR∖¶0♢,

com 𝐹 (𝑠) =
√︃ 𝑠

0 𝑓(á)𝑑á .

Motivados pelas ideias do artigo [6], provamos neste capítulo o seguinte resultado:

Teorema 4.1. : Sejam 𝑓 uma função contínua que satisfaz (𝑓1) ⊗ (𝑓3) e

à >
2 ⊗ 𝑎

1 ⊗ 2𝑎
. (4.0.2)

Suponhamos que a função 𝐾 satisfaz (𝐾1) ⊗ (𝐾2) e

(𝐾3) 𝐾 ∈ 𝐿𝑟(𝑈) , para algum 𝑟 >
4à

à(1 ⊗ 2𝑎) + 𝑎⊗ 2
.

Então, o problema (𝑃4) tem solução. Além disso, se

(𝑓4) 𝑠 ↦⊃
𝑓(𝑠)
𝑠 é uma função crescente em ♣𝑠♣,

então (𝑃4) tem solução ground state.

Observação 4.1. : Um exemplo típico de uma função que satisfaz as hipóteses (𝑓1) ⊗ (𝑓4) é a
função 𝑓 : IR⊃ IR deĄnida por

𝑓(𝑠) = ♣𝑠♣𝑞⊗2𝑠 , 𝑠 ∈ IR,

com 𝑞 > Ñ + 1.

Com o propósito de demonstrar o Teorema 4.1, fazemos uso do Teorema do Passo da Montanha
sem condição Palais-Smale, de uma versão da Desigualdade de Trudinger-Moser que pode ser
encontrada em [1] e do Teorema de Vitali.

Este capítulo está organizado da seguinte forma: Na primeira seção introduzimos alguns resul-
tados preliminares e a formulação variacional do problema. Além disso, veriĄcamos que o funcional
energia associado ao problema (𝑃4) satisfaz a geometria do Passo da Montanha. Na seção 4.2, mos-
tramos algumas propriedades da sequência Palais-Smale obtida do Teorema do Passo da Montanha
sem condição Palais-Smale. Por Ąm, na seção 4.3, demonstramos o Teorema 4.1.

4.1 Preliminares

No espaço de Sobolev 𝐻1
0 (𝑈) consideramos a norma dada por

♣♣𝑢♣♣=
[︂∫︁

𝑈

(︁

♣∇𝑢♣2+♣𝑢♣2
)︁

⎢
1
2

, 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈),
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e denotamos por 𝐼 : 𝐻1
0 (𝑈) ⊃ IR o funcional energia deĄnido por

𝐼(𝑢) =
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝐹 (𝑢)
♣𝑥♣𝑎

, 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈). (4.1.1)

Das condições (𝑓1) e (𝑓2), temos que para cada 𝜀 > 0 e cada Ð > 0, existe 𝐶 = 𝐶(𝜀, Ð) > 0 tal que

♣𝐹 (𝑠)♣ ⊘
𝜀

Ñ + 1
♣𝑠♣Ñ+1+𝐶♣𝑠♣3

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR.

Existem constantes positivas Ð1 e 𝐶1 tais que

𝜀

Ñ + 1
♣𝑠♣Ñ+1+𝐶♣𝑠♣3

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

⊘ 𝐶1

(︁

𝑒Ð1𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR.

Daí,

∫︁

𝑈

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝐾(𝑥)
𝐹 (𝑢)
♣𝑥♣𝑎

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⊘ 𝐶1♣𝐾♣∞

∫︁

𝑈

(︁

𝑒Ð1𝑢2
⊗ 1

)︁

♣𝑥♣𝑎
, ∀𝑢 ∈ 𝐻1

0 (𝑈).

Assim, a desigualdade de Trudinger-Moser (ver Apêndice, Lema A.1) garante que o funcional 𝐼
está bem deĄnido.

Um fato importante, que pode ser encontrado em [30], é que para qualquer sequência (𝑢𝑛) con-
vergente em 𝐻1

0 (𝑈), existem uma subsequência (𝑢𝑛𝑘
) de (𝑢𝑛) e uma função 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (𝑈) veriĄcando

♣𝑢𝑛𝑘
(𝑥)♣⊘ 𝑣(𝑥) q.t.p. em 𝑈.

Com esta informação, podemos adaptar as ideias encontradas no apêndice B de [33] (ver também
o apêndice de [13]) ao caso exponencial e assim justiĄcar que o funcional 𝐼 é de classe 𝐶1 e que

𝐼 ′(𝑢)𝑣 =
∫︁

𝑈
(∇𝑢∇𝑣 + 𝑢𝑣) ⊗

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢)𝑣
♣𝑥♣𝑎

, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1
0 (𝑈).

Consequentemente, pontos críticos não nulos de 𝐼 são soluções do problema (𝑃4).
O primeiro lema é uma consequência da desigualdade de Trudinger-Moser e é de fundamental

importância para mostrarmos algumas convergências envolvendo sequências Palais-Smale.

Lema 4.1. : Sejam 𝜃 o valor dado pela condição (𝑓3) e (𝑢𝑛) uma sequência satisfazendo

lim sup
𝑛⊃∞

♣♣𝑢𝑛♣♣2⊘

(︃

2𝜃
𝜃 ⊗ 2

⎜

𝑐,

para algum 𝑐 > 0. Então, existem Ð > 0, 𝑡 > 1 e 𝐶 > 0, independentes de 𝑛, tais que

∫︁

𝑈

(︃

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

♣𝑥♣𝑎

⎜𝑡

⊘ 𝐶

para 𝑛 suĄcientemente grande.
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Demonstração:
Consideremos

Ð =
4Þ
à

(︂

1 ⊗
𝑎

2

)︂

(︃

𝜃 ⊗ 2
2𝜃

⎜

1
𝑐
, (4.1.2)

com 𝑎 satisfazendo (4.0.1) e à satisfazendo (4.0.2). Temos que Ð > 0. Além disso, consideremos

𝑚 :=
1
2

(︂

1 + à.
2

2 ⊗ 𝑎

)︂

(︃

2𝜃
𝜃 ⊗ 2

⎜

𝑐.

Temos então que
(︃

2𝜃
𝜃 ⊗ 2

⎜

𝑐 < 𝑚

e daí, existe 𝑛0 ∈ IN tal que

♣♣𝑢𝑛♣♣2< 𝑚 , ∀𝑛 ⊙ 𝑛0.

Como 𝑎 satisfaz (4.0.1) e à satisfaz (4.0.2), temos que

4à
2 ⊗ 𝑎+ 2à + 2à𝑎

>
4
3
.

Seja 𝑡 ∈ IR tal que

4
3
< 𝑡 <

4à
2 ⊗ 𝑎+ 2à + 2à𝑎

. (4.1.3)

Para 𝑡 escolhido desta forma, vale

4
3
< 𝑡 <

(︂

1 ⊗
𝑎𝑡

2

)︂ 4à
2 ⊗ 𝑎+ 2à

.

Seja Ñ ∈ IR tal que

𝑡 < Ñ <

(︂

1 ⊗
𝑎𝑡

2

)︂ 4à
2 ⊗ 𝑎+ 2à

=
(︂

1 ⊗
𝑎𝑡

2

)︂ 4Þ
Ð𝑚

Pelo Lema A.2 do Apêndice, existe 𝐶 = 𝐶(Ñ) > 0 tal que

∫︁

𝑈

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁𝑡

♣𝑥♣𝑎𝑡
⊘ 𝐶

∫︁

𝑈

(︂

𝑒
ÑÐ𝑚( 𝑢𝑛

♣♣𝑢𝑛♣♣)
2

⊗ 1
)︂

♣𝑥♣𝑎𝑡

para cada 𝑛 ⊙ 𝑛0. Pela escolha de Ñ temos que

ÑÐ𝑚 <

(︂

1 ⊗
𝑎𝑡

2

)︂

4Þ.
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Então, pela desigualdade de Trudinger-Moser, existe uma constante 𝐶 > 0, independente de 𝑛, tal
que

∫︁

𝑈

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁𝑡

♣𝑥♣𝑎𝑡
⊘ 𝐶

∫︁

𝑈

(︂

𝑒
ÑÐ𝑚( 𝑢𝑛

♣♣𝑢𝑛♣♣)
2

⊗ 1
)︂

♣𝑥♣𝑎𝑡
⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ⊙ 𝑛0,

como queríamos demonstrar.

O próximo resultado é útil para mostrar que o funcional 𝐼 satisfaz a geometria do Passo da
Montanha.

Lema 4.2. : Existem Ð > 0, 𝑡 > 1 e 𝐶 > 0, independente de 𝑢, tais que

sup
♣♣𝑢♣♣⊘1

∫︁

𝑈

(︃

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

♣𝑥♣𝑎

⎜𝑡

⊘ 𝐶.

Demonstração:
Seja Ð ∈ IR satisfazendo

0 < Ð <
4Þ(2 ⊗ 𝑎)

2
,

com 𝑎 satisfazendo (4.0.1). Com esta escolha de Ð temos

8Þ
2Ð+ 4𝑎Þ

> 1.

Desta forma, seja 𝑡 ∈ IR satisfazendo

1 < 𝑡 <
8Þ

2Ð+ 4𝑎Þ
.

Temos então que

𝑡 <

(︂

1 ⊗
𝑎𝑡

2

)︂ 4Þ
Ð
.

Seja Ñ ∈ IR satisfazendo

𝑡 < Ñ <

(︂

1 ⊗
𝑎𝑡

2

)︂ 4Þ
Ð
.

Pelo Lema A.2 do Apêndice, existe uma constante 𝐶 = 𝐶(Ñ) > 0, independente de 𝑢, tal que

∫︁

𝑈

(︃

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

♣𝑥♣𝑎

⎜𝑡

⊘ 𝐶

∫︁

𝑈

(︁

𝑒ÑÐ𝑢2
⊗ 1

)︁

♣𝑥♣𝑎𝑡
, ∀𝑢 ∈ 𝐻1

0 (𝑈).

Concluimos então da desigualdade de Trudinger-Moser que existe uma constante 𝐶1 > 0 tal que

sup
♣♣𝑢♣♣⊘1

∫︁

𝑈

(︃

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

♣𝑥♣𝑎

⎜𝑡

⊘ 𝐶1.

No próximo lema, mostramos que o funcional 𝐼 satisfaz a geometria do Passo da Montanha.
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Lema 4.3. : O funcional 𝐼 deĄnido em (4.1.1) veriĄca as seguintes propriedades:

(i) Existem Ö, 𝜌 > 0 tais que

𝐼(𝑢) ⊙ Ö , ∀𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈) , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌;

(ii) Existe 𝑒 ∈ 𝐻1
0 (𝑈) tal que ♣♣𝑒♣♣> 𝜌 e 𝐼(𝑒) < 0.

Demonstração:
Por (𝑓1) e (𝑓2), temos que dado 𝜖 > 0, existe 𝐶 = 𝐶(𝜖) > 0 tal que, para todo Ð > 0,

♣𝐹 (𝑠)♣ ⊘
𝜖

2
♣𝑠♣2+𝐶♣𝑠♣3

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR.

Se 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈), então

𝐼(𝑢) ⊙
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
𝜖

2

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

♣𝑢♣2

♣𝑥♣𝑎
⊗ 𝐶

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

♣𝑢♣3
(︁

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

)︁

♣𝑥♣𝑎

⊙
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
𝜖

2
♣𝐾♣∞

∫︁

𝑈

♣𝑢♣2

♣𝑥♣𝑎
⊗ 𝐶♣𝐾♣∞

∫︁

𝑈

♣𝑢♣3
(︁

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

)︁

♣𝑥♣𝑎
.

Se 𝑢 ∈ 𝐵1(0) ⊆ 𝐻1
0 (𝑈), segue do Lema 4.2 que existe 𝑡 > 1, suĄcientemente próximo de 1, tal que

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

♣𝑥♣𝑎
∈ 𝐿𝑡(𝑈)

e existe 𝐶 > 0 tal que

∫︁

𝑈

(︃

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

♣𝑥♣𝑎

⎜𝑡

⊘ 𝐶 , ∀𝑢 ∈ 𝐵1(0).

Então, usando desigualdade de Hölder com expoentes 𝑡 e seu conjugado 𝑡′ e usando imersão de
Sobolev

𝐻1
0 (𝑈) ⊃˓ 𝐿𝑡′

(𝑈) , 2 ⊘ 𝑡′ < +∞,

obtemos constante positivas 𝐶2, 𝐶3 e 𝐶4 tais que

𝐼(𝑢) ⊙
1
2

♣♣𝑢♣♣2⊗
𝜖

2
𝐶2♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶3♣♣𝑢♣♣𝑡

′

⋃︀

⨄︀

∫︁

𝑈

(︃

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

♣𝑥♣𝑎

⎜𝑡
⋂︀

⋀︀

1
𝑡

⊙
(︂1

2
⊗
𝜖

2
𝐶2

)︂

♣♣𝑢♣♣2⊗𝐶4♣♣𝑢♣♣𝑡
′

, ∀𝑢 ∈ 𝐵1(0).

Como 𝑡′ > 2, temos que, para 𝜖 > 0 suĄcientemente pequeno, existem Ñ > 0 e 0 < 𝜌0 < 1 tais que
se 0 < 𝜌 < 𝜌0, então

𝐼(𝑢) ⊙ Ñ > 0 , para ♣♣𝑢♣♣= 𝜌,
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mostrando o item (i).
AĄm de mostrarmos o item (ii), notemos que, por (𝑓3), existem constantes positivas 𝐶 e 𝐷

veriĄcando

𝐹 (𝑠) ⊙ 𝐶♣𝑠♣𝜃⊗𝐷 , ∀𝑠 ∈ IR. (4.1.4)

Fixando uma função não negativa 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (𝑈) e usando (4.1.4), encontramos

𝐼(𝑡𝜙) =
𝑡2

2
♣♣𝜙♣♣2⊗

∫︁

𝐵
𝐾(𝑥)

𝐹 (𝑡𝜙)
♣𝑥♣𝑎

⊘
𝑡2

2
♣♣𝜙♣♣2⊗𝐶♣𝑡♣𝜃

∫︁

𝐵
𝐾(𝑥)

♣𝜙♣𝜃

♣𝑥♣𝑎
+𝐷

∫︁

𝐵
𝐾(𝑥)

1
♣𝑥♣𝑎

,

com 𝐵 := supp𝜙. Como 𝜃 > 2, concluimos que 𝐼(𝑡𝜙) ⊃ ⊗∞ quando 𝑡 ⊃ +∞. Assim, é suĄciente
Ąxar 𝑒 = 𝑡𝜙, com 𝑡 > 0 suĄcientemente grande, para concluir a demonstração.

Aplicando uma versão do Teorema do Passo Montanha sem condição Palais-Smale (ver Apên-
dice, Teorema A.15), temos que existe uma sequência (𝑢𝑛) ⊆ 𝐻1

0 (𝑈) satisfazendo

𝐼(𝑢𝑛) ⊃ 𝑐 e 𝐼 ′(𝑢𝑛) ⊃ 0, (4.1.5)

com

𝑐 = inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡)) > 0

e

Γ =
{︁

Ò ∈ 𝐶
(︁

[0, 1], 𝐻1
0 (𝑈)

)︁

: Ò(0) = 0 e 𝐼(Ò(1)) < 0
}︁

.

4.2 Propriedades da sequência Palais-Smale

Nesta seção, mostramos algumas propriedades da sequência Palais-Smale. Como a demonstra-
ção da primeira delas segue dos argumentos usados para demonstrar o Lema 1.2 no Capítulo 1 e
o Lema 3.4 no Capítulo 3, aqui a omitimos.

Lema 4.4. : Seja (𝑢𝑛) uma sequência satisfazendo (4.1.5). Então (𝑢𝑛) é limitada em 𝐻1
0 (𝑈).

Sendo (𝑢𝑛) limitada em 𝐻1
0 (𝑈), segue que existem 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (𝑈) e uma subsequência de (𝑢𝑛), o
qual ainda denotamos por (𝑢𝑛), tais que

𝑢𝑛 ⇀ 𝑢 em 𝐻1
0 (𝑈).

Usando o Teorema de Rellich-Kondrachov, obtemos

𝑢𝑛 ⊃ 𝑢 em 𝐿
𝑞
𝑙𝑜𝑐(𝑈) , para 𝑞 ⊙ 1,

e consequentemente,

𝑢𝑛(𝑥) ⊃ 𝑢(𝑥) q.t.p. em 𝑈.
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Lema 4.5. : Sejam (𝑢𝑛) uma sequência em 𝐻1
0 (𝑈) satisfazendo (4.1.5) e 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (𝑈) seu limite
fraco. Então,

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝜙
♣𝑥♣𝑎

⊃
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢)𝜙
♣𝑥♣𝑎

quando 𝑛 ⊃ ∞,

para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (𝑈).

Demonstração:
Seja Õ > 1. Do fato de que (𝑢𝑛) satisfaz (4.1.5), temos que

(1 ⊗ Õ) ♣♣𝑢𝑛♣♣2+ (Õ ⊗ 1)
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛

♣𝑥♣𝑎
= 𝑜𝑛(1)

e portanto,

(Õ ⊗ 1)
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛

♣𝑥♣𝑎
= 𝑜𝑛(1) + (Õ ⊗ 1) ♣♣𝑢𝑛♣♣2.

Sendo (𝑢𝑛) uma sequência limitada em 𝐻1
0 (𝑈), temos que existe uma constante 𝐶 > 0 tal que

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛

♣𝑥♣𝑎
⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ∈ IN. (4.2.1)

Observemos que

lim
𝑡⊃+∞

𝑓(𝑡)
𝑓(𝑡)𝑡

= 0.

Assim, dado 𝜖 > 0 arbitrário, existe 𝑅𝜖 > 0 tal que

♣𝑓(𝑡)♣< 𝜖𝑓(𝑡)𝑡 , ∀𝑡 > 𝑅𝜖.

Deste modo, denotando [𝑢𝑛 > 𝑅𝜖] := ¶𝑥 ∈ 𝑈 ; 𝑢𝑛(𝑥) > 𝑅𝜖♢, segue usando (𝐾1) e (4.2.1) que

∫︁

[𝑢𝑛>𝑅𝜖]
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛)♣
♣𝑥♣𝑎

⊘ 𝜖

∫︁

[𝑢𝑛>𝑅𝜖]
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛

♣𝑥♣𝑎
⊘ 𝜖𝐶.

Da mesma forma, denotando [𝑢 > 𝑅𝜖] := ¶𝑥 ∈ 𝑈 ; 𝑢(𝑥) > 𝑅𝜖♢, podemos provar que

∫︁

[𝑢>𝑅𝜖]
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

⊘ 𝜖

∫︁

[𝑢>𝑅𝜖]
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢)𝑢
♣𝑥♣𝑎

⊘ 𝜖𝐶.

Dado arbitrariamente 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (𝑈), temos que

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

♣𝜙♣ ⊘
∫︁

[𝑢𝑛⊘𝑅𝜖]
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

♣𝜙♣

+
∫︁

[𝑢𝑛>𝑅𝜖]
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛)♣
♣𝑥♣𝑎

♣𝜙♣+
∫︁

[𝑢𝑛>𝑅𝜖]
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

♣𝜙♣.
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Logo, denotando 𝐵 := supp𝜙 e usando o fato de que 𝐾,𝜙 ∈ 𝐿∞(𝑈), obtemos

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

♣𝜙♣ ⊘ ♣𝐾♣∞♣𝜙♣∞

∫︁

[𝑢𝑛⊘𝑅𝜖]∩𝐵

♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

+ 2𝜖𝐶 + ♣𝐾♣∞♣𝜙♣∞

∫︁

𝑆𝑛

♣𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

,

com 𝑆𝑛 := [𝑢 ⊘ 𝑅𝜖] ∩ [𝑢𝑛 > 𝑅𝜖] ∩𝐵. Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue seguem
os seguintes limites:

lim
𝑛⊃∞

∫︁

[𝑢𝑛⊘𝑅𝜖]∩𝐵

♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

= 0

e

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝑆𝑛

♣𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

= 0.

Portanto,

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛) ⊗ 𝑓(𝑢)♣
♣𝑥♣𝑎

♣𝜙♣= 0

e com isso concluímos que

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)
♣𝑥♣𝑎

𝜙 =
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢)
♣𝑥♣𝑎

𝜙.

4.3 Existência de solução ground state

Estamos agora em condições de demonstrar a existência de solução ground state para o pro-
blema (𝑃4).
Demonstração do Teorema 4.1:

Começamos mostrando que o limite fraco 𝑢 da sequência (𝑢𝑛) satisfazendo (4.1.5) é ponto
crítico do funcional 𝐼. De fato, sendo 𝑢𝑛 ⇀ 𝑢 em 𝐻1

0 (𝑈) temos

∫︁

𝑈
(∇𝑢𝑛∇𝑤 + 𝑢𝑛𝑤) ⊃

∫︁

𝑈
(∇𝑢∇𝑤 + 𝑢𝑤) quando 𝑛 ⊃ ∞, (4.3.1)

para cada 𝑤 ∈ 𝐻1
0 (𝑈). Além disso, pelo Lema 4.5, temos para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (𝑈) que

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝜙
♣𝑥♣𝑎

⊃
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢)𝜙
♣𝑥♣𝑎

quando 𝑛 ⊃ ∞. (4.3.2)
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Portanto, como (𝑢𝑛) satisfaz (4.1.5), segue de (4.3.1) e (4.3.2) que,

𝑜𝑛(1) = 𝐼 ′(𝑢𝑛)𝜙 =
∫︁

𝑈
(∇𝑢𝑛∇𝜙+ 𝑢𝑛𝜙) ⊗

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝜙
♣𝑥♣𝑎

=
∫︁

𝑈
(∇𝑢∇𝜙+ 𝑢𝜙) ⊗

∫︁

𝑈

(︃

𝐾(𝑥)
𝑓(𝑢)𝜙
♣𝑥♣𝑎

⎜

+ 𝑜𝑛(1)

= 𝐼 ′(𝑢)𝜙+ 𝑜𝑛(1),

ou seja, 𝐼 ′(𝑢)𝜙 = 0. Pela densidade de 𝐶∞
0 (𝑈) em 𝐻1

0 (𝑈), obtemos que 𝐼 ′(𝑢)𝑣 = 0 para todo
𝑣 ∈ 𝐻1

0 (𝑈), ou seja, 𝑢 é ponto crítico de 𝐼.
Vamos agora mostrar que 𝑢 é não nulo. Para isto, vamos usar o Teorema de Vitali (ver

Apêndice, Teorema A.6) e desigualdade de Trudinger-Moser para mostrar que

lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛

♣𝑥♣𝑎
=
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢)𝑢
♣𝑥♣𝑎

. (4.3.3)

De (𝑓1) e (𝑓2) temos que, para todo 𝜀 > 0 e todo Ð > 0, existem Ó = Ó(𝜀, Ð) > 0 e 𝐾 = 𝐾(𝜀, Ð) > 0
tais que

∮︁

♣𝑓(𝑠)♣< 𝜀♣𝑠♣Ñ , ∀ ♣𝑠♣< Ó

♣𝑓(𝑠)♣< 𝜀♣𝑠♣3𝑒Ð𝑠2
, ∀ ♣𝑠♣> 𝐾.

Daí, existe 𝐶 > 0 tal que

♣𝑓(𝑠)𝑠♣ ⊘ 𝜀♣𝑠♣Ñ+1+𝜀♣𝑠♣4𝑒Ð𝑠2

+ max
Ó⊘♣𝑠♣⊘𝐾

♣𝑓(𝑠)𝑠♣

⊘ 𝜀♣𝑠♣Ñ+1+𝜀𝐶♣𝑠♣3
(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

+ max
Ó⊘♣𝑠♣⊘𝐾

♣𝑓(𝑠)𝑠♣ , ∀𝑠 ∈ IR.

Se 𝐴 ⊆ 𝑈 é um conjunto mensurável arbitrário, temos

∫︁

𝐴
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣

♣𝑥♣𝑎
⊘ 𝜀♣𝐾♣∞

∫︁

𝑈

♣𝑢𝑛♣Ñ+1

♣𝑥♣𝑎
+ 𝜀𝐶♣𝐾♣∞

∫︁

𝑈
♣𝑢𝑛♣3

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁

♣𝑥♣𝑎

+ max
Ó⊘♣𝑠♣⊘𝐾

♣𝑓(𝑠)𝑠♣ ♣𝐴♣ .

Podemos considerar Ð > 0 dado em (4.1.2) e o Lema 4.1 implica que existe 𝑡 > 1 tal que, passando
a uma subsequência se necessário,

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

♣𝑥♣𝑎
∈ 𝐿𝑡(𝑈) , ∀𝑛 ∈ IN,

e existe 𝐶 > 0 tal que

∫︁

𝑈

(︃

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

♣𝑥♣𝑎

⎜𝑡

⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ∈ IN.
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Aplicando desigualdade de Hölder com expoentes 𝑡 e seu conjugado 𝑡′ e usando imersão contínua,
temos que existem constantes positivas 𝐶1 e 𝐶2 tais que

∫︁

𝐴
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣

♣𝑥♣𝑎
⊘ 𝜀𝐶1 + 𝜀𝐶2 + max

Ó⊘♣𝑠♣⊘𝐾
♣𝑓(𝑠)𝑠♣ ♣𝐴♣ .

Então, se ♣𝐴♣< 𝜀, obtemos que

∫︁

𝐴
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣

♣𝑥♣𝑎
⊘ 𝜀𝐶1 + 𝜀𝐶2 + 𝜀. max

Ó⊘♣𝑠♣⊘𝐾
♣𝑓(𝑠)𝑠♣ . (4.3.4)

Por outro lado, para todo 𝜀 > 0 e todo Ð > 0, existe 𝐶 = 𝐶(𝜀, Ð) > 0 tal que

♣𝑓(𝑠)𝑠♣ ⊘ 𝜀♣𝑠♣Ñ+1+𝐶♣𝑠♣3
(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁

, ∀𝑠 ∈ IR.

Então, para 𝑅 > 0 tal que Ω ⊆ 𝐵𝑅(0), temos

∫︁

𝑈∖𝐵𝑅(0)
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣

♣𝑥♣𝑎
⊘ 𝜀♣𝐾♣∞

∫︁

𝑈∖𝐵𝑅(0)

♣𝑢𝑛♣Ñ+1

♣𝑥♣𝑎

+𝐶
∫︁

𝑈∖𝐵𝑅(0)
𝐾(𝑥)♣𝑢𝑛♣3

(︁

𝑒Ð𝑢2
𝑛 ⊗ 1

)︁

♣𝑥♣𝑎
.

Considerando Ð > 0 dado em (4.1.2) e aplicando desigualdade de Hölder com expoentes 𝑟, com 𝑟

dado em (𝐾3), 𝑡, com 𝑡 dado em (4.1.3), e 4 tais que

1
𝑟

+
1
𝑡

+
1
4

= 1,

e usando imersão contínua, temos que existem constantes positivas 𝐶3 e 𝐶4 tais que

∫︁

𝑈∖𝐵𝑅(0)
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣

♣𝑥♣𝑎
⊘ 𝜀𝐶3 + 𝐶4

(︃

∫︁

𝑈∖𝐵𝑅(0)
𝐾(𝑥)𝑟

⎜
1
𝑟

.

De (𝐾3) temos que
∫︁

𝑈∖𝐵𝑅(0)
𝐾(𝑥)𝑟 ⊃ 0 quando 𝑅 ⊃ +∞.

Então, para 𝑅 > 0 suĄcientemente grande,

∫︁

𝑈∖𝐵𝑅(0)
𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣

♣𝑥♣𝑎
⊘ 𝜀𝐶3 + 𝜀𝐶4. (4.3.5)

Notemos que (4.3.4) e (4.3.5) signiĄcam que a sequência
(︃

𝐾(𝑥)
♣𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛♣

♣𝑥♣𝑎

⎜
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é equi-integrável. Portanto, como

𝐾(𝑥)
♣𝑓(𝑢𝑛(𝑥))𝑢𝑛(𝑥)♣

♣𝑥♣𝑎
⊃ 𝐾(𝑥)

♣𝑓(𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)♣
♣𝑥♣𝑎

q.t.p. em 𝑈,

o Teorema de Vitali implica (4.3.3).
Sendo (𝑢𝑛) uma sequência satisfazendo (4.1.5), temos

𝑜𝑛(1) = 𝐼(𝑢𝑛)𝑢𝑛 = ♣♣𝑢𝑛♣♣2⊗
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛

♣𝑥♣𝑎
.

Usando (4.3.3),

lim
𝑛⊃∞

♣♣𝑢𝑛♣♣2= lim
𝑛⊃∞

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛

♣𝑥♣𝑎
=
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢)𝑢
♣𝑥♣𝑎

.

Como 𝑢 é ponto crítico de 𝐼, concluímos que

lim
𝑛⊃∞

♣♣𝑢𝑛♣♣2=
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

𝑓(𝑢)𝑢
♣𝑥♣𝑎

= ♣♣𝑢♣♣2. (4.3.6)

Suponhamos por absurdo que 𝑢 ⊕ 0. Então, segue de (4.3.6) que

lim
𝑛⊃∞

♣♣𝑢𝑛♣♣2= 0

e consequentemente,

𝑢𝑛 ⊃ 0 em 𝐻1
0 (𝑈).

Sendo 𝐼 um funcional de classe 𝐶1, obtemos então que

𝐼(𝑢𝑛) ⊃ 0,

o que é um absurdo, pois 𝐼(𝑢𝑛) ⊃ 𝑐 e 𝑐 > 0. Com isto, concluímos que 𝑢 é não nulo.
Agora, vamos mostrar que 𝑢 é ground state, ou seja, vamos mostrar que a energia de 𝑢 coincide

com o nível minimax do Teorema do Passo da Montanha. Sendo (𝑢𝑛) uma sequência satisfazendo
(4.1.5), temos que

2𝑐 = lim inf
𝑛⊃∞

2𝐼(𝑢𝑛) = lim inf
𝑛⊃∞

(2𝐼(𝑢𝑛) ⊗ 𝐼 ′(𝑢𝑛)𝑢𝑛)

= lim inf
𝑛⊃∞

∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

(𝑓(𝑢𝑛)𝑢𝑛 ⊗ 2𝐹 (𝑢𝑛))
♣𝑥♣𝑎

.

Usando Lema de Fatou,

2𝑐 ⊙
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

(𝑓(𝑢)𝑢⊗ 2𝐹 (𝑢))
♣𝑥♣𝑎

.



4.3. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO GROUND STATE 91

Sendo 𝑢 ponto crítico de 𝐼,

2𝐼(𝑢) = 2𝐼(𝑢) ⊗ 𝐼 ′(𝑢)𝑢 =
∫︁

𝑈
𝐾(𝑥)

(𝑓(𝑢)𝑢⊗ 2𝐹 (𝑢))
♣𝑥♣𝑎

.

Portanto, 𝐼(𝑢) ⊘ 𝑐. Por outro lado, a condição (𝑓4) implica que

𝑐 = inf
{︁

𝐼(æ) : æ ∈ 𝐻1
0 (𝑈)∖¶0♢ e 𝐼 ′(æ)æ = 0

}︁

,

de onde segue que 𝑐 ⊘ 𝐼(𝑢). Logo, 𝐼(𝑢) = 𝑐.
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Apêndice A

Resultados Gerais

A.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Lema A.1. (Desigualdade de Trudinger-Moser para IR2) Dado qualquer 𝑢 ∈ 𝐻1(IR2), temos
que

∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

)︁

♣𝑥♣𝑎
< ∞

para cada Ð > 0 e 0 ⊘ 𝑎 < 2. Além disso, se Ð ⊘
(︁

1 ⊗ 𝑎
2

)︁

4Þ, então

sup
♣♣𝑢♣♣⊘1

∫︁

IR2

(︁

𝑒Ð𝑢2
⊗ 1

)︁

♣𝑥♣𝑎
< ∞.

REFERÊNCIA. Adimurthi [1].

A.2 Fatos de Cálculo

Teorema A.1. (Fórmula de integração por partes) Sejam Ω ⊆ IR𝑁 um domínio limitado de
classe 𝐶1 e 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω). Então

∫︁

Ω

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

.𝑣𝑑𝑥 = ⊗
∫︁

Ω
𝑢.
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥+
∫︁

𝜕Ω
𝑢𝑣Ö𝑖𝑑𝑠(𝑥) (𝑖 = 1, . . . , 𝑁),

com Ö = (Ö1, . . . , Ö𝑁) denotando o campo vetorial normal exterior unitário.

REFERÊNCIA. Evans [18].

Teorema A.2. (Coordenadas polares) Seja 𝑓 ∈ 𝐿1(IR𝑁). Então

∫︁

IR𝑁
𝑓𝑑𝑥 =

∫︁ +∞

0

(︃

∫︁

𝜕𝐵𝑟(𝑥0)
𝑓𝑑𝑠(𝑥)

⎜

𝑑𝑟

para cada ponto 𝑥0 ∈ IR𝑁 .
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REFERÊNCIA. Evans [18].

Teorema A.3. Seja 𝑓 uma função mensurável sobre IR𝑁 , não negativa ou integrável, tal que
𝑓(𝑥) = 𝑔(♣𝑥♣) para alguma função 𝑔 : (0,+∞) ⊃ IR. Então

∫︁

IR𝑁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = à(𝑆𝑁⊗1)

∫︁ +∞

0
𝑔(𝑟)𝑟𝑁⊗1𝑑𝑟,

com à(𝑆𝑁⊗1) denotando a medida 𝑁 ⊗ 1 dimensional da esfera 𝑆𝑁⊗1 = ¶𝑥 ∈ IR𝑁 : ♣𝑥♣= 1♢.

REFERÊNCIA. Folland [20].

Teorema A.4. (Desigualdade de Hölder) Sejam Ω ⊆ IR𝑁 e 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑘 funções tais que

𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑝𝑖(Ω) , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘

com

1
𝑝1

+
1
𝑝2

+ . . .+
1
𝑝𝑘

= 1.

Então o produto 𝑓 = 𝑓1𝑓2 . . . 𝑓𝑘 pertence a 𝐿1(Ω) e

♣♣𝑓 ♣♣𝐿1(Ω)⊘ ♣♣𝑓1♣♣𝐿𝑝1 (Ω)♣♣𝑓2♣♣𝐿𝑝2 (Ω). . . ♣♣𝑓𝑘♣♣𝐿𝑝𝑘 (Ω)

REFERÊNCIA. Brezis [14].

Lema A.2. Sejam Ð > 0 e 𝑞 > 1. Então, para cada æ > 𝑞, existe uma constante 𝐶 = 𝐶(æ) > 0
tal que

(︁

𝑒Ð𝑠2

⊗ 1
)︁𝑞

⊘ 𝐶
(︁

𝑒æÐ𝑠2

⊗ 1
)︁

.

Demonstração:
Observe que

(𝑒Ð𝑠2
⊗ 1)𝑞

(𝑒æÐ𝑠2 ⊗ 1)
=

(
∞
∑︁

𝑘=1

Ð𝑘𝑠2𝑘

𝑘!
)𝑞

∞
∑︁

𝑘=1

(æÐ)𝑘𝑠2𝑘

𝑘!

=

𝑠2𝑞

(︃

∞
∑︁

𝑘=1

Ð𝑘𝑠2(𝑘⊗1)

𝑘!

⎜𝑞

𝑠2
∞
∑︁

𝑘=1

(æÐ)𝑘𝑠2(𝑘⊗1)

𝑘!

,

de onde deduzimos que

lim
♣𝑠♣⊃0

(𝑒Ð𝑠2
⊗ 1)𝑞

(𝑒æÐ𝑠2 ⊗ 1)
= 0.

Além disso,

lim
♣𝑠♣⊃+∞

(𝑒Ð𝑠2
⊗ 1)𝑞

(𝑒æÐ𝑠2 ⊗ 1)
= lim

♣𝑠♣⊃+∞

𝑒𝑞Ð𝑠2
(︂

1 ⊗
1
𝑒Ð𝑠2

)︂𝑞

𝑒æÐ𝑠2
(︂

1 ⊗
1

𝑒æÐ𝑠2

)︂ = 0,

provando o lema.
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A.3 Resultados de Convergência

Lema A.3. (Lema de Fatou) Sejam Ω ⊆ IR𝑁 e (𝑓𝑛) uma sequência de funções mensuráveis de
IR𝑁 em IR∪ [⊗∞,+∞] tal que

𝑓𝑛(𝑥) ⊙ 0 q.t.p. em Ω , para cada 𝑛 ∈ IN.

Então,

∫︁

Ω

(︂

lim inf
𝑛⊃∞

𝑓𝑛

)︂

𝑑𝑥 ⊘ lim inf
𝑛⊃∞

∫︁

Ω
𝑓𝑛𝑑𝑥.

REFERÊNCIA. Bartle [9].

Teorema A.5. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (𝑓𝑛) uma sequên-
cia de funções em 𝐿1(Ω). Suponhamos que

(a) 𝑓𝑛(𝑥) ⊃ 𝑓(𝑥) q.t.p. em Ω;
(b) Existe 𝑔 ∈ 𝐿1(Ω) tal que ♣𝑓𝑛(𝑥)♣⊘ 𝑔(𝑥) q.t.p. em Ω para todo 𝑛 ∈ IN.

Então, 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω) e
∫︁

Ω
𝑓𝑛𝑑𝑥 ⊃

∫︁

Ω
𝑓𝑑𝑥.

REFERÊNCIA. Bartle [9].

Lema A.4. Sejam (𝑓𝑛) uma sequência de funções em 𝐿𝑝(Ω) e 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) tais que 𝑓𝑛 ⊃ 𝑓 em
𝐿𝑝(Ω). Então, existe uma subsequência (𝑓𝑛𝑗

) de (𝑓𝑛) tal que

(a) 𝑓𝑛𝑗
(𝑥) ⊃ 𝑓(𝑥) q.t.p. em Ω;

(b) Existe ℎ ∈ 𝐿𝑝(Ω) tal que ♣𝑓𝑛𝑗
(𝑥)♣⊘ ℎ(𝑥) q.t.p. em Ω para todo 𝑗 ∈ IN.

REFERÊNCIA. Brezis [14].

Lema A.5. (Lema de Brezis-Lieb) Sejam Ω um subconjunto aberto de IR𝑁 , (𝑓𝑛) ⊆ 𝐿𝑝(Ω) e
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) com 1 < 𝑝 < ∞. Suponhamos que 𝑓𝑛(𝑥) ⊃ 𝑓(𝑥) q.t.p. em Ω e que exista 𝐶 > 0 tal que

∫︁

Ω
♣𝑓𝑛♣𝑝⊘ 𝐶 , ∀𝑛 ∈ IN.

Então,
∫︁

Ω
𝑓𝑛𝜙 ⊃

∫︁

Ω
𝑓𝜙 , ∀𝜙 ∈ 𝐿𝑞(Ω),

com
1
𝑝

+
1
𝑞

= 1.

REFERÊNCIA. Kavian [23].
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Teorema A.6. (Teorema de Vitali) Seja (𝑓𝑛) uma sequência de funções em 𝐿1(Ω) que converge
q.t.p. em Ω para uma função mensurável 𝑓 . Então, 𝑓𝑛 ⊃ 𝑓 em 𝐿1(Ω) se, e somente se, (𝑓𝑛) é
equi-integrável.

REFERÊNCIA. Kavian [23].

Teorema A.7. Seja 𝐸 um espaço de Banach reĆexivo. Se (𝑢𝑛) é uma sequência limitada em 𝐸,
então existem 𝑢 ∈ 𝐸 e uma subsequência (𝑢𝑛𝑘

) de (𝑢𝑛) tais que 𝑢𝑛𝑘
⇀ 𝑢.

REFERÊNCIA. Kreyszig [25].

Lema A.6. (Lema de Lions) Seja (𝑢𝑛) uma sequência limitada em 𝐻1(IR2). Suponhamos que
exista 𝑅 > 0 tal que

lim
𝑛⊃∞

(︃

sup
𝑦∈IR2

∫︁

𝐵𝑅(𝑦)
♣𝑢𝑛♣2𝑑𝑥

⎜

= 0.

Então, 𝑢𝑛 ⊃ 0 em 𝐿𝑡(IR2), para todo 2 < 𝑡 < +∞.

REFERÊNCIA. Lions [28].

Lema A.7. (Lema de Lions) Sejam 𝑁 ⊙ 3 e (𝑢𝑛) uma sequência limitada em 𝐻1(IR𝑁). Supo-
nhamos que exista 𝑅 > 0 tal que

lim
𝑛⊃∞

∏︀

∐︁ sup
𝑦∈IR𝑁

∫︁

𝐵𝑅(𝑦)
♣𝑢𝑛♣2𝑑𝑥

⎞

̂︀ = 0.

Então, 𝑢𝑛 ⊃ 0 em 𝐿𝑡(IR𝑁), para todo 2 < 𝑡 < 2*.

REFERÊNCIA. Lions [28].

A.4 Resultados de Imersão

Lema A.8. Seja 𝑁 ⊙ 3. Então 𝐷1,2(IR𝑁) ⊃˓ 𝐿2*
(IR𝑁).

REFERÊNCIA. Struwe [34].

Lema A.9. Sejam Ω ⊖ IR𝑁 um domínio suave, não necessariamente limitado, 𝑘 ∈ IN e 1 ⊘ 𝑝 <

+∞. Então valem as seguintes aĄrmações:

se 𝑘𝑝 < 𝑁 , então 𝑊 𝑘,𝑝(Ω) ⊃˓ 𝐿𝑞(Ω) para qualquer 𝑞 ∈
[︁

𝑝, 𝑁𝑝
𝑁⊗𝑘𝑝

]︁

;

se 𝑘𝑝 = 𝑁 , então 𝑊 𝑘,𝑝(Ω) ⊃˓ 𝐿𝑞(Ω) para qualquer 𝑞 ∈ [𝑝,+∞);
se 𝑁 < 𝑘𝑝, então 𝑊 𝑘,𝑝(Ω) ⊃˓ 𝐿∞(Ω).

Além disso, se 𝑚 é inteiro e tal que 0 ⊘ 𝑚 < 𝑘 ⊗ 𝑁
𝑝
< 𝑚 + 1, então 𝑊 𝑘,𝑝(Ω) ⊃˓ 𝐶𝑚,Ð(Ω) para

qualquer 0 ⊘ Ð ⊘ 𝑘 ⊗𝑚⊗ 𝑁
𝑝

.
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REFERÊNCIA. Brezis [14].

Teorema A.8. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Suponhamos Ω ⊆ IR𝑁 um dominio limitado
de classe 𝐶1. Então valem as seguintes aĄrmações:

se 𝑝 < 𝑁 , então 𝑊 1,𝑝(Ω) ⊆⊆ 𝐿𝑞(Ω) para qualquer 𝑞 ∈ [1, 𝑝*);
se 𝑝 = 𝑁 , então 𝑊 1,𝑝(Ω) ⊆⊆ 𝐿𝑞(Ω) para qualquer 𝑞 ∈ [1,+∞);
se 𝑝 < 𝑁 , então 𝑊 1,𝑝(Ω) ⊆⊆ 𝐶(Ω).

REFERÊNCIA. Brezis [14].

A.5 Lemas Radiais

Lema A.10. Seja 𝑁 ⊙ 3. Toda função radial 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) é igual q.t.p. em IR𝑁 a uma função
𝑈 , contínua para 𝑥 ̸= 0, tal que

♣𝑈(𝑥)♣ ⊘ 𝐶𝑁 ♣𝑥♣(2⊗𝑁)/2 ♣♣𝑢♣♣𝐷1,2(IR𝑁 ) , ♣𝑥♣⊙ 1,

com 𝐶𝑁 denotando uma constante que depende somente de 𝑁 .

REFERÊNCIA. Berestycki e Lions [13].

Lema A.11. Sejam 𝑁 ⊙ 2 e 𝑅 > 0. Toda função radial 𝑢 ∈ 𝐻1(IR𝑁∖𝐵𝑅(0)) é igual q.t.p. em
IR𝑁∖𝐵𝑅(0) a uma função 𝑈 , contínua para 𝑥 ̸= 0, tal que

♣𝑈(𝑥)♣ ⊘ 𝐶𝑁 ♣𝑥♣(1⊗𝑁)/2 ♣♣𝑢♣♣𝐻1(IR𝑁 ∖𝐵𝑅(0)),

com 𝐶𝑁 denotando uma constante que depende somente de 𝑁 .

REFERÊNCIA. Kavian [23].

A.6 Resultados sobre Simetrização de Schwarz

Teorema A.9. Seja 𝑓 ∈ 𝐿1(IR𝑁). Existe uma função 𝑓 * ∈ 𝐿1(IR𝑁), denominada de função
simetrizada de Schwarz de 𝑓 , que é radial e não crescente em relação ao raio e satisfaz

⧹︃

⧹︃

⧹︃

{︁

𝑥 ∈ IR𝑁 ; 𝑓 *(𝑥) ⊙ Ð
}︁⧹︃

⧹︃

⧹︃ =
⧹︃

⧹︃

⧹︃

{︁

𝑥 ∈ IR𝑁 ; ♣𝑓(𝑥)♣⊙ Ð
}︁⧹︃

⧹︃

⧹︃ , ∀Ð > 0.

Além disso, para toda 𝐹 ∈ 𝐶(IR, IR),
∫︁

IR𝑁
𝐹 (𝑓)𝑑𝑥 =

∫︁

IR𝑁
𝐹 (𝑓 *)𝑑𝑥.

REFERÊNCIA. Kavian [23].

Teorema A.10. Sejam 𝑁 ⊙ 3 e 𝑢 ∈ 𝐷1,2(IR𝑁). Então 𝑢* ∈ 𝐷1,2(IR𝑁) e temos
∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢*♣2 𝑑𝑥 ⊘

∫︁

IR𝑁
♣∇𝑢♣2 𝑑𝑥.

REFERÊNCIA. Kavian [23].
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A.7 Princípios de Máximo

Teorema A.11. (Princípio de Máximo Fraco) Seja Ω ⊆ IR𝑁 um conjunto aberto e limitado,
𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶(Ω) e 𝐿 um operador diferencial elíptico de segunda ordem da forma

𝐿𝑢 = ⊗
𝑁
∑︁

1=1

𝑁
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

+
𝑁
∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

com coeĄcientes 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖 contínuos. Valem as seguintes aĄrmações:

(i) se 𝐿𝑢 ⊘ 0 em Ω, então max
𝑥∈Ω

𝑢(𝑥) = max
𝑥∈𝜕Ω

𝑢(𝑥) ;

(ii) se 𝐿𝑢 ⊙ 0 em Ω, então min
𝑥∈Ω

𝑢(𝑥) = min
𝑥∈𝜕Ω

𝑢(𝑥).

REFERÊNCIA. Evans [18].

Lema A.12. (Lema de Hopf) Sejam Ω ⊆ IR𝑁 um conjunto aberto, 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) e 𝑐 ∈ 𝐿∞(Ω).
Suponhamos que

∮︁

⊗Δ𝑢+ 𝑐𝑢 ⊙ 0 em Ω,
𝑢 ⊙ 0 em Ω,

com 𝑢 não identicamente nula. Se para algum 𝑥0 ∈ 𝜕Ω temos 𝑢(𝑥0) = 0 e Ω satisfaz a condição
da bola interior em 𝑥0, então

𝜕𝑢

𝜕Ö
(𝑥0) < 0,

com Ö denotando a normal unitária exterior.

REFERÊNCIA. Evans [18]

Teorema A.12. (Princípio de Máximo Forte) Seja Ω ⊆ IR𝑁 um conjunto aberto, limitado e
conexo, 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶(Ω) e 𝐿 um operador diferencial elíptico de segunda ordem da forma

𝐿𝑢 = ⊗
𝑁
∑︁

1=1

𝑁
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

+
𝑁
∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

com coeĄcientes 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖 contínuos. Valem as seguintes aĄrmações:

(i) se 𝐿𝑢 ⊘ 0 em Ω e existe 𝑥1 ∈ Ω tal que 𝑢(𝑥1) = max
𝑥∈Ω

𝑢(𝑥), então 𝑢 é constante sobre Ω ;

(ii) se 𝐿𝑢 ⊙ 0 em Ω e existe 𝑥2 ∈ Ω tal que 𝑢(𝑥2) = min
𝑥∈Ω

𝑢(𝑥), então 𝑢 é constante sobre Ω.

REFERÊNCIA. Evans [18].
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A.8 Resultados de Regularidade

Teorema A.13. (Desigualdade de Caldéron-Zygmund) Seja 𝐿 um operador diferencial elíp-
tico de segunda ordem da forma

𝐿𝑢 = ⊗
𝑁
∑︁

𝑗=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

+
𝑁
∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

+ 𝑐𝑢

com coeĄcientes 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖 contínuos. Suponhamos que 𝑢 ∈ 𝑊
2,𝑝
𝑙𝑜𝑐 (Ω) satisfaz 𝐿𝑢 = 𝑓 em Ω com

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω), com 1 < 𝑝 < +∞. Então para qualquer Ω′ ⊆⊆ Ω temos

♣♣𝑢♣♣𝑊 2,𝑝(Ω′)⊘ 𝐶
(︁

♣♣𝑢♣♣𝐿𝑝(Ω)+♣♣𝑓 ♣♣𝐿𝑝(Ω)

)︁

.

Se além disso Ω é de classe 𝐶1,1 e se existe uma função 𝑢0 ∈ 𝑊 2,𝑝(Ω) tal que 𝑢 ⊗ 𝑢0 ∈ 𝑊 1,𝑝(Ω),
então

♣♣𝑢♣♣𝑊 2,𝑝(Ω)⊘ 𝐶
(︁

♣♣𝑢♣♣𝐿𝑝(Ω)+♣♣𝑓 ♣♣𝐿𝑝(Ω)+♣♣𝑢0♣♣𝑊 2,𝑝(Ω)

)︁

.

A constante 𝐶 pode depender de 𝐿, Ω, 𝑁 , 𝑝 e, no primeiro caso, de Ω′.

REFERÊNCIA. Gilbarg e Trudinger [21].

Lema A.13. (Lema de Brezis-Kato) Seja Ω um dominio em IR𝑁 e seja 𝑔 : Ω × IR ⊃ IR uma
função Carathéodory tal que para quase todo 𝑥 ∈ Ω vale

♣𝑔(𝑥, 𝑢)♣ ⊘ 𝑎(𝑥) (1 + ♣𝑢♣)

com a função 𝑎 ∈ 𝐿
𝑁/2
𝑙𝑜𝑐 (Ω). Suponhamos que 𝑢 ∈ 𝐻

1,2
𝑙𝑜𝑐 (Ω) seja uma solução fraca da equação

⊗Δ𝑢 = 𝑔(., 𝑢) em Ω.

Então 𝑢 ∈ 𝐿
𝑞
𝑙𝑜𝑐(Ω) para qualquer 𝑞 < +∞. Se 𝑢 ∈ 𝐻

1,2
0 (Ω) e 𝑎 ∈ 𝐿𝑁/2(Ω), então 𝑢 ∈ 𝐿𝑞(Ω) para

qualquer 𝑞 < +∞.

REFERÊNCIA. Brezis e Kato [15].

A.9 Teorema do Valor Intermediário

Teorema A.14. (Teorema do Valor Intermediário) Seja 𝑓 : [𝑎, 𝑏] ⊃ IR uma função contínua
com 𝑓(𝑎) ̸= 𝑓(𝑏). Então para todo 𝑐 entre 𝑓(𝑎) e 𝑓(𝑏), existe 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) tal que 𝑓(𝑥0) = 𝑐.

REFERÊNCIA. Lima [27].
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A.10 Teorema do Passo da Montanha

Teorema A.15. (Teorema do Passo da Montanha sem condição Palais-Smale) Sejam 𝐸

um espaço de Banach e 𝐼 ∈ 𝐶1(𝐸, IR) com 𝐼(0) = 0. Suponhamos que

(i) Existem Ö, 𝜌 > 0 tais que

𝐼(𝑢) ⊙ Ö , ∀𝑢 ∈ 𝐸 , ♣♣𝑢♣♣= 𝜌;

(ii) Existe 𝑒 ∈ 𝐸 tal que ♣♣𝑒♣♣> 𝜌 e 𝐼(𝑒) < 0.

Então existe uma sequência (𝑢𝑛) em 𝐸 tal que

𝐼(𝑢𝑛) ⊃ 𝑐 e 𝐼 ′(𝑢𝑛) ⊃ 0 quando 𝑛 ⊃ ∞,

com

0 < 𝑐 = inf
Ò∈Γ

max
𝑡∈[0,1]

𝐼(Ò(𝑡))

e

Γ = ¶Ò ∈ 𝐶([0, 1], 𝐸) ; Ò(0) = 0 e Ò(1) = 𝑒♢ .

REFERÊNCIA. Willem [35].

A.11 Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

Teorema A.16. Sejam 𝐸 um espaço de Banach, 𝜙 ∈ 𝐶1(𝐸, IR) e

𝐾 = ¶æ ∈ 𝐸 ; 𝜙(æ) = 0♢ .

Suponhamos que 𝜙′(æ) ̸= 0 para todo æ ∈ 𝐾. Se 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐸, IR) e existe 𝑢 ∈ 𝐾 tal que

𝑓(𝑢) = inf
æ∈𝐾

𝑓(æ),

então existe 𝜃 ∈ IR tal que 𝑓 ′(𝑢) = 𝜃𝜙′(𝑢).

REFERÊNCIA. Kesavan [24].

A.12 Princípio de Criticalidade Simétrica de Palais

Teorema A.17. Sejam 𝐻 um espaço de Hilbert e 𝐺 um grupo topológico. Suponhamos que uma
ação de 𝐺 sobre o espaço 𝐻 seja isométrica e que 𝐼 ∈ 𝐶1(𝐻, IR) é invariante pela ação. Se 𝑢 é
ponto crítico de 𝐼 restrito ao conjunto Fix(𝐺), que é deĄnido por

Fix(𝐺) := ¶𝑢 ∈ 𝐻 : 𝑔𝑢 = 𝑢 , ∀𝑔 ∈ 𝐺♢,

então 𝑢 é ponto crítico de 𝐼 em 𝐻.

REFERÊNCIA. Palais [31]
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