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Abstract

In this work, we deal with existence of ground state solutions for some classes of elliptic problems
on Euclidean spaces or on exterior domains. In cases where we consider an exterior domain, we
consider the Dirichlet boundary condition or the Neumann boundary condition.

Elliptic problems involving unbounded domains naturally have some difficulties, por example,
the lack of compactness. When it occurs, in general, the Palais-Smale condition is not valid.
To overcome this difficulty and others, we use the Mountain Pass Theorem without Palais-Smale
condition, results due to Lions and the Vitali’s Theorem.

In our study, we use variational methods exploring techniques to obtain critical points of
functionals related to each problem. Nonzero critical points of each functional are solutions of its
respective problem.

Keywords: elliptic differential equations, variational principles, critical Sobolev exponent.

Resumo

Neste trabalho, tratamos de resultados de existéncia de solucdes ground state para algumas
classes de problemas elipticos sobre espacos euclidianos ou sobre dominios exteriores. Nos casos
em que consideramos um dominio exterior, consideramos a condi¢ao de fronteira de Dirichlet ou
de Neumann.

O fato de se considerar dominios nao limitados naturalmente implica em algumas dificuldades
como, por exemplo, a falta de compacidade. Quando isso ocorre, em geral, a condigao Palais-Smale
nao é valida. Para contornar esta e outras dificuldades, usamos o Teorema do Passo da Montanha
sem condicao Palais-Smale, Lema de Lions e Teorema de Vitali.

Em nosso estudo, utilizamos métodos variacionais explorando diversas técnicas para a obtencao
de pontos criticos de funcionais associados a cada problema. Pontos criticos ndo nulos de cada
funcional sdo solucoes de seu respectivo problema.

Palavras-chave: equacoes diferenciais elipticas, principios variacionais, expoente critico de
Sobolev.
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Notacoes

Neste texto usamos as seguintes notacoes:

N

RY: Espaco Euclidiano N-dimensional munido da norma |z|= ( A x?) ,x € RY.
Z: Conjunto dos niimeros inteiros.

0D, D: Fronteira e fecho do conjunto D, respectivamente.

|D|: Medida de Lebesgue do conjunto D.

Br(z): Bola aberta de centro em z e raio R.

fla: Restrigao da funcao f ao conjunto £.

ou  Ou ou )

Vu: Gradiente da funcao u, isto é, Vu = (aTsl’ Bagr ) o

suppu: Suporte da funcao wu.

q.t.p.: Quase todo ponto, isto é, a menos de um conjunto de medida nula.

Jo f: Integral de Lebesgue da funcao f, isto é, [, fdz.

C(€): Espaco das fungoes continuas definidas em (2.

Ck(Q): Espaco das funcoes definidas em € que possuem todas as derivadas de ordem menor ou
igual a k continuas.

C2(€2): Conjunto de todas as fungdes u € C(2) tais que suppu estd contido compactamente em
Q.

C(]0,1], X): Espago das curvas no espago de Banach X, ou seja, espago das fungdes continuas
v:[0,1] — X.

LP(Q): Espaco das fungoes mensurdveis u : Q — R tais que [,|u|P< 400, 1 < p < 400.

LY (Q): Espago das fungdes mensuraveis u : Q — IR tais que [ |u|P< 400, para todo conjunto
compacto K C Q, 1 < p < +o0.

L>(€2): Espago das fungdes mensuraveis u : € — IR tais que existe C' > 0 satisfazendo |u(x)|< C
q.t.p. em €.

WkP(Q): Espaco de Sobolev das funcdes em LP(Q) que possuem derivadas fracas de ordem menor
ou igual a k pertencentes a LP((2).

WEP(Q): Fecho de C°(Q) em WH2(Q).

H'(Q): Espago de Sobolev W2(Q).

H! ,(Q): Espago das fungoes radiais de H'(Q).

H(Q): Fecho de C§°(Q2) em H'(Q).

DY2(Q): Espago de Sobolev das fungdes em L? () que possuem derivadas fracas de primeira
ordem pertencentes a L?(2).

D;2(9): Espaco das funcoes mensuraveis « : Q — IR tais que u|x€ D"?(K), para todo conjunto

compacto K C €.
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|u|,: Norma em LP dada por (fQ\u]p)%

|u]oo: Norma em L>®(Q2), ou seja, |u|o=inf{C : |u(z)|< C q.t.p. em Q}.

||]|: Norma no espago H'(Q), H}(Q2) ou D"?(Q2), dependendo de em qual espago procuramos
solucao.

X — Y: Imersao continua de X em Y, isto é, X C Y e a inclusao i : X — Y é um operador
continuo.

X CcC Y: Imersao compacta de X em Y, isto ¢, X C Y e a inclusao 72 : X — Y é um operador
compacto.

—, —: Convergéncia forte e convergéncia fraca, respectivamente.

on(1): Sequéncia de niimeros reais convergindo para 0 quando n — oo.

fT: Parte positiva da funcdo f, isto é, fT = max{f,0}.

f~: Parte negativa da funcao f, isto é, f~ = max{—f,0}.

C1, Cy, C5: Constantes reais positivas possivelmente diferentes.
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Introducao

Neste trabalho, tratamos de resultados de existéncia de solucoes ground state para algumas
equacoes elipticas da forma

(P) { —Au = h(z,u) em U,

com U C IRY denotando um espaco euclidiano ou um dominio exterior, N > 2 e A denotando o
operador Laplaciano, ou seja,

0%u

€T

N
Au = div(Vu) =)
i=1

Q
o

~

Em cada capitulo deste trabalho estudamos algumas variantes do problema (P), onde é assumido
um conjunto especifico de hipéteses sobre h e U. Nos casos em que U é um dominio exterior,
consideramos a condicao de fronteira de Dirichlet ou de Neumann.

O problema (P) naturalmente apresenta algumas dificuldades como, por exemplo, a falta de
compacidade devido o fato de estarmos considerando um dominio U nao limitado. Quando isso
ocorre, em geral, a condi¢ao Palais-Smale nao é valida. Para contornar esta e outras dificuldades,
usamos o Teorema do Passo da Montanha sem condi¢cao Palais-Smale, Lema de Lions e Teorema
de Vitali.

Uma soluc¢ao do problema (P) com condigao de fronteira de Dirichlet é, por defini¢do, uma
fungao u € H}(U)\{0} que satisfaz

/U VuVo = /U h(z,u)o , Yo e HYU). (0.0.1)

Se consideramos (P) com condicdo de fronteira de Neumann ou se U = RY, solucdes de (P) sio
fungoes u € H*(U)\{0} que verificam (0.0.1) no referido espago.

Em nosso estudo, utilizamos métodos variacionais explorando diversas técnicas para a obtencao
de pontos criticos do funcional energia I associado a (P) e definido por

1w =5 [ Vb= [ Hiz,w),

com H(z,s) = [5 h(z,7)dr. Pontos criticos ndo nulos do funcional I sdo solugoes do problema
(P).



INTRODUCAO

Uma solucao u de (P) é dita ground state, ou de menor energia, se

I(u) = inf{I(w) : w é solugao de (P)}.

Uma condigao necessaria para u ser ponto critico de I é que I'(u)u = 0. Esta condi¢ao define a
variedade de Nehari

N:={w : I'(ww=0, w#0}
E claro que se u é solucao de (P) e
I(u) = inf I(w),

entdao u ¢ ground state. Se o funcional I satisfaz a geometria do Passo da Montanha e se

h(z,s)

S

S

é uma fungao crescente em |s| para todo x € U, temos que

inf I(w) = inf max I(tw) = ¢,
weN w#0 t>0

com ¢ denotando o nivel minimax do Passo da Montanha do funcional I. Portanto, neste caso, se
u é solugdo de (P) satisfazendo
I(u) =c,

entao u é ground state.

Nos dois primeiros capitulos, estudamos problemas auténomos onde os seus respectivos termos
nao lineares possuem crescimento critico.

No Capitulo 1, estudamos (P) com N > 3 e U sendo o exterior de uma bola de centro em 0 e
raio R. Além disso, consideramos

h(x,u) = |u|*u + [u]* 2u — u,
com
2N
g — 2
N -2

e 2 < g < 2*. Nosso objetivo é provar existéncia de solugao ground state radialmente simétrica
para o problema

—Au+u = |u[??u + [ul* 2u em RY\Bg(0),
(P1) g:; =0 sobre 0Bg(0).



Em [10], Benci e Cerami estudaram o problema (P) considerando N > 3, h(z,u) = |u|"'u—u,
N2

l<n< y5elU= IR¥\Q, com Q ndo vazio e limitado. Eles mostraram que (P), com condicao
de fronteira de Dirichlet, ndo tem soluc¢ao ground state. Contudo, Esteban em [17] provou que o
mesmo problema, com condi¢ao de fronteira de Neumann, tem solugao ground state.

Em [4], Alves, Carrido e Medeiros provaram que o resultado obtido em [17] também vale para
o operador p-Laplaciano.

Em [3], Alves considerou o problema (P) com U = IR*\Q,  nio vazio e limitado, condicdo de
fronteira de Neumann e h(x,u) = f(u) — u, com f tendo crescimento exponencialmente critico.
Ele provou a existéncia de solugdo ground state para (P).

Em [5], Alves, Montenegro e Souto estudaram o problema (P) considerando U =RY, N > 3 e
h(z,u) = f(u) —u, f com crescimento critico. Eles provaram que (P) possui uma solu¢ao ground
state.

Motivados pelos trabalhos [3] e [4] e seus argumentos, complementamos o estudo feito em [5]
e em [17] no sentido de que consideramos o exterior de uma bola e uma nao linearidade com
crescimento critico. O fato de se considerar um dominio exterior e um termo nao linear com
crescimento critico implicam que algumas estimativas e argumentos explorados em [5] e em [17]
nao podem ser usados.

O principal resultado do Capitulo 1 é o seguinte:

Teorema 1: Suponhamos que N >4 e2<q<2* ou N =3 ed<q<6. Entdo, existe Ry >0
tal que, para todo R > Ry, o problema (Py) tem solug¢do ground state radialmente simétrica.

Nosso principal argumento para provar o Teorema 1 é o Teorema do Passo da Montanha sem
condicao Palais-Smale.

Ressaltamos que a restricao sobre ¢ no caso N = 3, no enunciado do Teorema 1, é somente
devido ao uso de um resultado provado em [29] para obtermos uma importante estimativa envol-
vendo o nivel do Passo da Montanha. Em [29], Miyagaki usou tal restrigdo para provar o resultado
em questao.

No Capitulo 2, estudamos o problema (P) com U = RY, N > 3. Além disso, consideramos

ha,u) = g(u),

com g : IR — IR denotando uma funcao continua e impar que satisfaz as seguintes hipoteses:

_g(s)
(gl) £1_I>n0 52*71 = 07
. g(s)]
(8-2) SETOO s =1
e

(g.3) Existe ¢ > 0 tal que g(s) > 0 para 0 < s < ( e g(s) <0 para s > (.

Neste capitulo, mostramos existéncia de solu¢ao gound state positiva e radialmente simétrica para
o problema

—Au=g(u) em RY,
(P2) { we D(RY) N C2(IRY).

Além disso, provamos uma caracterizacao do tipo Passo da Montanha para tais solugoes.



4 INTRODUCAO

E importante ressaltar que, para esta classe de problemas, a condi¢do ¢ (0) < 0 é "quase
necessaria'no sentido de que se ¢’(0) > 0, entao (FP) nao tem solugao radialmente simétrica. Mas
note que, contudo, ¢’(0) > 0 nao é exatamente a negagdo de ¢’(0) < 0. O tnico caso restante,
essencialmente, é o caso limite com ¢'(0) = 0 conhecido como o caso de "massa zero". Note que ao
estudarmos (P,) com a hipétese (g.1), incluimos a situagao em que ¢'(0) = 0.

Em [13], Berestycki e Lions provaram a existéncia de solugdo ground state para (P,) através

do problema de minimizagao
min{/ Vul? / G(u) = 1},
RY RY

com G(s) = [5 g(T)dT e g : R— IR satisfazendo

(B.L.1) —o0 < liminfM < lim sup 9(s) =-v<0
s=0 s 5—0 S

(BL2) lim 2 g

5—00 |$ 2*—1

Além disso, também em [13], os autores resolveram o mesmo problema de minimizac¢ao supondo
que a funcao g satisfaz

(BL) tim 28 gy 95

s—0 82*—1 S—00 82*—1

Em [22], Jeanjean e Tanaka estabeleceram uma caracterizagao do tipo Passo da Montanha para
as solugoes ground state de (P») considerando as hipéteses (B.L.1) e (B.L.2). Os autores nada
mencionaram a respeito desta caracterizagao para as solugoes ground state de (P,) sob a hipétese
(B.L.).

Em [36], Zhang e Zou estudaram a existéncia de solugao ground state para (P,) supondo que o
termo nao linear g satisfaz as hipéteses (B.L.1) e (g.2). Além disso, os autores também provaram
uma caracterizacao do tipo Passo da Montanha para tais solucoes.

Pesquisado na literatura o que j& havia sido provado com relagdo ao problema (P,), comple-
mentamos os estudos feitos em [13] e [36] no sentido de que consideramos o caso de "massa zero'e
o termo nao linear com crescimento critico, ou seja, supomos que a funcao ¢ satisfaz as hipoteses
(g1) e (g.2).

Um dos principais resultados do Capitulo 2 é o seguinte:

Teorema 2: Seja g : R — R uma fungio continua e impar que satisfaz (9.1)-(g9.3). Entao,
o problema (P) tem uma solucio u € DY(IRY) N C*(RY) ground state positiva, radialmente
simétrica e descrescente com relagdo ao raio.

Para demonstrar o Teorema 2, seguimos ideias parecidas as usadas em [13]; porém, enfatizamos
que se consideramos um termo nao linear com crescimento critico, nado podemos fazer uso de Lema
de Compacidade de Strauss como no referido trabalho.

Note que, neste capitulo, ndo supomos que

9(s)

§ ==
S



¢ uma funcdo crescente em [s|. Isto motiva a investigar se, neste caso, a energia das solugdes
ground state de (P,) coincide com o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha. Motivados
por esta questao, no Capitulo 2 deste trabalho também estabelecemos o seguinte resultado:
Teorema 3: Sejam g : R — R uma fungio continua e impar que satisfaz (g.1)-(g.3), I :
D2 (RY) = IR o funcional energia associado a (Py) e

I'= {y € C([0,1), D'*(RY)) : 71(0) = 0, I(5(1)) < 0}.
Entao,

'1yI€11f“ tem[g% I(y(t)) = inf{I(u) : u € uma solugao de (Py)}.

Ressaltamos que a demonstracao do Teorema 3 segue de argumentos parecidos aos encontrados
em [22].
No Capitulo 3, estudamos o problema (P) com U = IR e

h,u) = K(2)f(w) - u,
com K : IR* — IR denotando uma funcéo continua que satisfaz

(K1) Existe kg > 0 tal que K(z) > ko para todo z € IR?;
(K2) Existe uma funcio continua periédica positiva Kp : IR? — IR tal que

|K(z) — Kp(z)] - 0 quando |z|— +o0;
(K3) Para todo = € IR temos K (z) > Kp(x).
Com relacao a funcao continua f : IR — IR, supomos que satisfaz as seguintes hipoteses:

(f1) Existe 8 > 1 tal que f(s) = o(s”) quando s — 0;
(f2) Existe ag € (0,47) tal que

lim f(s) {0 , se a > qg,

| 4o, se a< ag;

s§—400 ea~52
(f3) Existem 6 > 2 e C' > 0 tais que

0<0F(s) <sf(s), Vs € R\{0},

F(s)>Cls|, Vs € R,

com F(s) =[5 f(r)dr;
(f1) A funcao
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é crescente em |s|;
(f5) Existem constantes ¢ > 2 e X\ > 0 tais que

f(s) =A™, Vs>0,

com
(g —2)] " o
q(0 —2) M
sendo
M = min K >0
miy Kp()
e

3
L[ (val+a?) |
C,:= inf ﬂ"@( ) .
u€H' (IR*)\{0} a
Ul
IR2

Quando a hipétese (fy) é assumida, dizemos que o termo nao linear f tem crescimento exponen-
cialmente critico.
Neste capitulo, provamos existéncia de solugao ground state para o problema

—Au+tu=K(z)f(u) em IR
( 3) { = Hl(]RZ).

Em [12], Berestycki, Gallouét e Kavian consideraram o problema (Ps) com a fungdo K =1 e a
fungao f com crescimento exponencialmente subcritico e satisfazendo f(s) = o(s) quando s — 0.
Eles usaram o método de minimizacao restrita a uma variedade para obter a existéncia de solugao
ground state.

Em [16], Cao estudou (Ps). Ele considerou a funcdo K satisfazendo K(zr) — K, quando
|xr|— 400, para algum K., € IR, e f com crescimento exponencialmente critico e satisfazendo
f(s) = o(s) quando s — 0.

Em [6], Alves, Montenegro e Souto mostraram a existéncia de solu¢do ground state para a
equacao

{ —Au=K(z)f(u) em RY
u € DY4(IRY),

com N > 3 e f: R — IR continua com crescimento critico e "massa zero"', quando a fungao
K : RY — TR é continua, ndo negativa e assintéticamente periédica e também quando K €
L=(IRY) N L' (IRY), para algum r > 1, é positiva quase sempre em IR".

Motivados pelo trabalho [6] e seus argumentos, provamos no Capitulo 3 o seguinte resultado:
Teorema 4: Sejam K : IR? — R uma fungio continua que satisfaz (K1)-(K3) e f: R— R uma
fungao continua que satisfaz (f1)-(fs). Entao, o problema (P3) tem solugio ground state.



Ressaltamos que apos termos concluido a demonstragdo deste teorema, encontramos em uma
de nossas pesquisas o artigo [7], onde os autores ja haviam provado o mesmo resultado. Contudo,
no Capitulo 4, seguimos na mesma classe de problemas abordada no terceiro capitulo com uma
classe de funcdo K diferente e uma singularidade. Estudamos o problema (P) com U = IR® ou
U= ]RQ\Q, com 2 denotando um conjunto nao vazio conexo e limitado com fronteira suave, e

com

0< <1
> a 9

e as fungoes K e f satisfazendo as hipoteses que listamos a seguir. Provamos existéncia de solugao
ground state para o problema

f(u)

—Au+u= K(x) mE

u € Hy(U).

(Py) m U,
Diferente do terceiro capitulo, neste supomos que a fungao K : U — IRU {—o00, 400} satisfaz
(K1) K é positiva quase sempre em U, ou seja
HzxeU : K(z) <0} =0;
(Ks) K € L*(U).
Para a funcao f : R— IR continua, supomos que

(f1) Existe 8 > 1 tal que f(s) = o(s”) quando s — 0;
(f2) Para todo « > 0, vale

(f3) Existe 8 > 2 tal que
0<0F(s) <sf(s) , VseR\{0},
com F(s) =[5 f(r)dr.

Motivados pelas ideias do artigo [6], provamos no Capitulo 4 o seguinte resultado:
Teorema 5: Sejam [ uma fungao continua que satisfaz (f1) — (fs) e

2—a

1—2a

g >

Suponhamos que a funcio K satisfaz (K1) — (K3) e
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4o
o(l—2a)+a—2

(K3) K € L"(U) , para algum r >

Entao, o problema (Py) tem solugao. Além disso, se

(f1) s — @ ¢ uma fungao crescente em |s|,
entao (Py) tem solugao ground state.

Para provar o Teorema 5, fazemos uso do Teorema do Passo da Montanha sem condigao Palais-
Smale, desigualdade do tipo Trudinger-Moser e Teorema de Vitali.

Para a facilidade de leitura deste trabalho, repetimos em seus respectivos capitulos os enuncia-
dos dos teoremas desta introdugao, bem como os artigos da bibliografia os quais complementamos.
Além disso, para dar completude a este trabalho, enunciamos no Apéndice A os resultados usados
nesta tese, indicando as referéncias bibliograficas onde as demonstracoes podem ser encontradas.



Capitulo 1

Problema critico em um exterior de uma
bola e com condicao de fronteira de
Neumann

Neste capitulo, estamos interessados em mostrar existéncia de solucao ground state radialmente
simétrica para a seguinte equacao eliptica nao linear:

—Au+u = |u[??u + [u[* 2u em RY\Bg(0),
(P1) gz =0 sobre 0Bg(0),

com N >3, Bg(0) € IR denotando uma bola de centro em 0 e raio R, 2* denotando o expoente

critico de Sobolev, ou seja,
2N

YN 2
e2<qg<2n.

Motivados pelos trabalhos [3] e [4] e seus argumentos, neste capitulo complementamos o estudo
feito em [5] e em [17] no sentido de que consideramos o exterior de uma bola e uma nao linearidade
com crescimento critico. O fato de se considerar um dominio exterior e um termo nao linear com
crescimento critico implicam que algumas estimativas e argumentos explorados em [5] e em [17]
nao podem ser usados.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:
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Teorema 1.1. : Suponhamos que N > 4 e2 < qg< 2" ou N =3 ed < q < 6. Entdo, existe
Ry > 0 tal que, para todo R > Ry, o problema (Py) tem solugio ground state radialmente simétrica.

Ressaltamos que a restricao sobre ¢ no caso N = 3, no enunciado do Teorema 1.1, é somente
devido ao uso de um resultado provado em [29] para obter uma importante estimativa envolvendo
o nivel do Passo da Montanha. Em [29], Miyagaki usou tal restrigdo para provar o resultado em
questao.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: na secao 1.1 introduzimos alguns resultados
preliminares e a formulagao variacional do problema e mostramos que o funcional energia conside-
rado satisfaz a geometria do Passo da Montanha. Na secao 1.2, introduzimos um problema auxiliar
e alguns resultados relacionados ao mesmo. Na secao 1.3, provamos uma desigualdade importante
envolvendo os niveis do Passo da Montanha dos funcionais energias associados ao problema (P;)
e ao problema auxiliar e também estabelecemos um resultado de compacidade para o problema
(P). Na se¢ao 1.4, demonstramos o Teorema 1.1.

1.1 Preliminares

Nesta se¢ao, introduzimos algumas notagoes, defini¢oes, a formulacao variacional do problema
(P;) e mostramos que o funcional energia considerado satisfaz a geometria do Passo da Montanha.
Uma solucéo do problema (P;) é uma funcio u € H'(IRV\ B(0))\{0} que satisfaz

UVU +uv) = ul*uv + ul*~ uv,
vuV q—2 2% -2

/IRN\BR(0> RM\Bg(0) R¥\Bg(0)

para todo v € H*(IRV\ Bg(0)).
Neste capitulo, denotamos a norma do espaco de Hilbert H'(IRY\ Bg(0)) por

= UIRN\BR(O)(NUPHUP)]2 . u € H (IR\BR(0)). (1.1.1)

e por J : HY(IRV\ BR(0)) — Rdenotamos o funcional energia associado ao problema (P;) e definido
por

1 1 1 . N
J(u) = = 2—7/ ‘I——/ ¥ we HY(RM\Bg(0)). 1.1.2
() 2IIU|I . ]RN\WIUI o RN\M|“| u (R™\Br(0)) (1.1.2)

Notemos que as imersdes continuas H'(IRV\Bg(0)) — LP(IRY\Bg(0)), com p € [2,2*], garantem
que o funcional J esta bem definido. Além disso, usando argumentos classicos encontrados no
Apéndice B de [33], justificamos que o funcional J : H'(IR¥\ Bg(0)) — IR.é de classe C' e que

J (u)v = / (VuVo 4+ uv) — / || 2w — lu|® ~2uw,
R¥\Br(0) R¥\Br(0) R¥\Br(0)

para todos u,v € H'(IR¥\Bg(0)). Portanto, pontos criticos niao nulos de .J sdo solucoes do
problema (P;).
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Consideremos agora o espaco de Hilbert X ¢ H'(IRV\ Bz(0)) definido por

X = H,,y(IR"\Br(0)),

r

munido da norma induzida de H*(IRV\ Bg(0)) definida em (1.1.1), e definamos
1= Jlx,

ou seja, I € a restricao do funcional J ao espago X. Neste capitulo, essencialmente mostramos a
existéncia de uma fun¢ao nao nula u € X que é ponto critico de I e ressaltamos que isto é suficiente
pois, devido o Principio de Criticalidade Simétrica de Palais (ver Apéndice, Teorema A.17), segue
que u é ponto critico nao nulo do funcional J.

O primeiro resultado desta secao esta relacionado a geometria do funcional I.

Lema 1.1. : O funcional I : X — IR satisfaz as sequintes afirmagcoes:
(i) Ezistem constantes (3,p > 0 tais que
I(w)> 8, Yue X, [lu|l=p;
(ii) Eziste e € X tal que
lle||>p e I(e) <O.

Demonstracao:
Afim de mostrarmos a afirmacao (i), notemos que, dado arbitrariamente ¢ > 0, existe uma
constante Cy = C(¢) tal que

1 1 . .
*|S|q+§|s T <els|P+0 s, Vse R
q
Portanto,
1 .
1) 2 Sl = [ ___Jul~Cy uf . VueX.
2 R¥\B(0) R¥\BR(0)

Usando imersdes continuas H'(IRY\ Bg(0)) < LP(IRV\Bg(0)), com p € [2,2*], existem constantes
positivas Cs e (3 tais que

1 .
1) 2 (5 - 2C) IWlP=Gillull* , Vue X.
Como 2 < 2* temos que, para
1
< -
° S a0y

existem constantes positivas py e [ tais que, se 0 < p < py entao

I(u) >8>0, YueX,|ul[=p.
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Agora, afim de mostrarmos a afirmagao (ii), notemos que
1 ]. * ]. *
—|s]%+=|s]*" > —|s]* , Vse R (1.1.3)
q 2% 2%
Fixando uma fungao nao nula u € X, obtemos usando (1.1.3) que

() < & ul? tz*/ ___Ju*, VteR
U —|ul|"——=— ul”
-2 2* JRN\BR(0)

Sendo 2 < 2%, concluimos que
I(tu) - —oco0 quando t — +oc.

Portanto, basta tomar e = tu, com t > 0 suficientemente grande, para concluir a demonstracao.
]
Aplicando uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem condi¢do Palais-Smale (ver
Apéndice, Teorema A.15), temos que existe uma sequéncia (u,) em X satisfazendo

I(u,) = ¢ e I'(u,) =0, (1.1.4)
com
c= ’lerllf“tenl[aa}lc] I(y(t)) >0 (1.1.5)
e

['i={y€C([0,1], X) : 7(0) =0e I(y(1)) <0}.
O préximo resultado esté relacionado a sequéncia Palais-Smale.
Lema 1.2. : Seja (u,) uma sequéncia em X satisfazendo (1.1.4). Entdo (u,) € limitada em X.

Demonstracgao:
Suponhamos por contradi¢ao que (u,) nao seja limitada em X, ou seja, suponhamos que, a
menos de subsequéncia,

||t || = +o0.
Do fato de que (u,) satisfaz (1.1.4) temos
|1 (uy,)|< supll(u,)|< +oo , Vn € IN
nelN

Além disso, considerando € = ¢, existe ng € IN tal que

1 1 1 1
_gll(un)un < §|],<un)un|§ §||],(un)||||un||< 6(]““”“ , Vn > ny.
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Portanto,
1 !
I(up) — =1'(up)u, < sup|l(uy)|+||un|| , Y > ng. (1.1.6)
q nelN

Por outro lado,

11 , (11 -
=\5 = nll - — = / _ _|Un
(2 q)uu ! (q 2*) [l

1 1
> (2 — q) l|un|]? , Vn € IN. (1.1.7)

Entao, de (1.1.6) e (1.1.7), temos

1 1

<2 — ) [|un |2 < sup| I (u,) | +||unl] , ¥n > np.
q nelN

Dai, para n suficientemente grande, obtemos

(1 1) _supepdle)] |1

2 ¢ [lun [ [|unl[?

e fazendo n — o0, segue que

o que é um absurdo. Portanto, (u,) é uma sequéncia limitada em X.
[ |
Sendo (u,) uma sequéncia limitada em X, temos que existem u € X e uma subsequéncia de
(u,), a qual ainda denotamos por (u,), tais que

u, ~u em X.
Além disso, usando Teorema de Rellich-Kondrachov, obtemos que
u, —u em L (RVM\Bg(0)), para ¢ € [1,2"),

€ consequentemente,

un(2) = u(z) q.t.p. em RV\Bg(0).
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1.2 O problema auxiliar

Nesta secao, introduzimos um problema auxiliar e estabelecemos alguns resultados relacionados
a0 mesmo.
Para estudar o problema (P), precisamos de alguns resultados relacionados ao problema

—Au+u=|ul"%u+ [u* 2u em RY,
(Py) u>0 em IRV,
u € H'(IRY).

Denotamos por I, : H'(IRY) — IRo funcional energia associado ao problema auxiliar (Ps,) definido
por

1 2 2 1 . 2 1/TRN
Lo(u) = 5/]RN (IVuf*+uf?) - q/]RN|u| _E/]RN“” L ue H'(RY). (1.2.1)
Temos que I, estd bem definido, é de classe C' e

/ o . q—2 o
Il (u)v = /]RN (VuVv + uv) /IRN|u’ uv /IRN|u

=2

para todos u,v € H'(IRY). Portanto, pontos criticos nio nulos de I, sdo solucdes de (Ps).
Usando argumentos andlogos aos usados na demonstracao do Lema 1.1, podemos provar o
seguinte resultado:

Lema 1.3. : O funcional I : Hl(IRN) — IR definido em (1.2.1) satisfaz as sequintes afirmagoes:
(1) Ezistem constantes (,p > 0 tais que
Io(u) 2B, Yue X, [lull=p;
(ii) Eziste e € H'(RY) tal que
llel|>p e Ix(e) <O.
Isto implica que o seguinte valor esta bem definido:

~ = inf To((t 0, 1.2.2
oo = inf max Lo(3(1)) > (1.2.2)

com I'y, := {7y € C([0,1], H'(IRY)) : 4(0) =0, I(y(1)) < 0}.
Agora estamos interessados em obter um resultado de existéncia de solugao para (P,). Para
nao sobrecarregar o texto, definimos

f(s):=s|"2s+s]* %5 , s€R (1.2.3)

Temos que
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(f1) lim f(5) = 0;

s—0 s

(f2) lim =% =
(£3) 2F(s) < f(s)s para todo s > 0, com F(s) = [; f(7)dr.

No que segue, denotamos por S a melhor constante da imersio D*(IRY) < L*(IRY) e, para
p € [2,2*], denotamos por C, a melhor constante da imersio H'(IRY) < L?(IRY), ou seja,

' /]RN\Vu|2
S= inf IR (1.2.4)

ueDL2(RN) -\ 7
u#0 ’u
RN

o /]RN (IVul>+]uf?)
p = 1mn .

(] |u|p)‘2°
RN

Notemos que a fungao f definida em (1.2.3) também satisfaz a seguinte propriedade:

(f.4) Existem p € (2,2*) e A = A(p) > 0 tais que

f(s) > XsP™t | Vs >0, (1.2.5)

(r—2)

(N—2) 2 bp_z
@N) N 2N 2 p—2] 2
2 N | ——= 7. 1.2.
A> [2 s (N—2) ] [ ] Ci (1.2.6)

De fato, definindo g, : IR— IR por
gp(8) i= 8177 5777,
temos que (1.2.5) equivale a
gp(s) > A, Vs> 0.

Considerando p € (g, 2*), obtemos

lim [g,(s)] = lm [g,(s)] = 400,

s—0+ S——+00

e sendo ¢, continua, concluimos que ossui um ponto de minimo positivo. Como
p ’ p

g(s)=(q—p)s V4 (2n = p)s® PV | Vs >0,
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temos que

1

; :<p—q><2*‘”
p 2*_p

¢ ponto critico de g, e portanto

2*—p

. p—q]* [p—q]™
rgggp(s) = gp(sp) = [2*—?] + lz* —p] > 0. (1.2.7)
Dali, considerando
A(P) = gp(sp), (1.2.8)

temos
9p(8) > Ap) , Vs >0,

e consequentemente, (1.2.5) ocorre.
Agora, afim de mostrarmos (1.2.6), recorremos a um resultado provado por Agueh. Em [2],
Agueh mostrou que a func¢ao

1 2

Voo () 1= (2%)]0—2 [cosh (p ; 2\:c|)
o= (Lo o (5200 1 129

é solucao do problema de minimizagao

min {E(u) - /]RN (IVuP+uf?) : ue H(RY) |u|p:1},

, xe]RN,

com

ou seja, E(vy) = C,. Portanto,
= [, (Vo +owl)
= (B ) L ()] e (25 2)]
+ (;)’”22 /IRN {cosh <p;2.|x|)]”42. (1.2.10)

Notemos que

t
%Scoshtget CVE>0,
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e consequentemente,

-9 P —p.|z|
e Plel < {cosh <p 5 |:E])] < 67 , Vo e RY (1.2.11)
2P—2
e
p—2 mr e 2l N
el < {cosh (2|x|)] <—, VzeR". (1.2.12)
2P—2
Além disso,
el
senht 5 , VteRR,
e dai,
-2) .
[senh ( ]a:|)] T Ve eR". (1.2.13)

Logo, usando as estimativas (1.2.11), (1.2.12) e (1.2.13) em (1.2.10),

2 2
c, < (L) ) 1 2/ o P lel o(p=2) Iz
IRN

2
=2 4 1 +o00
+ p) 2.2pf2.a(sN—1).f/ et N1, (1.2.14)
0

—_

Notemos agora que de (1.2.9) e (1.2.11),

= (Z) /IRN G_WIPQ - (g) {U(SN_I)}% (;vy; /O+OO e‘t.tN—ldtr7

e portanto,

|
VA
VN
)
~_—
Q
—
n
b
—
,
(V)
.o“
i
=]
2
s
=
| p— |
S—
D
L
~
b
—
QL
ILI

Entao de (1.2.14),
+oo -1 21 2 1 +oo
t.tNldt] (p) ZortEg (SN —/ —t N1y
/0 ‘ 5) 12770 Daw ), €
-1 +00 -1 1 “+o0
+ [U(SNfl)} pV [/ et.tNldt} 2174720(SN’1)—/ e LNt
0 2N Jo
2

N /DP\"1 _ 2 1 4 1
- DY 9t 257,

P <2> 1w TP 2 gy

. 2°\% 1 22 . a1 .
< (@)W <2> 22 (@) 2T s = C(Ng) , W€ (4,2). (1.2.15)

Cp < [O,(SNfl)}_le
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De (1.2.7) e (1.2.8),

lim A(p) = lim, gp(sp) = +oo.

Portanto, usando (1.2.15), concluimos que para p € (g, 2*) suficientemente préximo de 2*,

X
_ Negq 22 2% —2

2—-N N 2N = ° 2% — 2 2 2%
A 272 S 2.N.[—— N,q)=
) > |25 N () 2 e
_ - p=2 p—2
> 22¥V5’5N<2N )N ==
= AN =2 2p P

ou seja, (1.2.6) ocorre.

Visto que a func¢ao f : R — R definida em (1.2.3) satisfaz (f.1), (f.2), (f.3) e (f.4), segue de um
resultado provado em [5] que o problema auxiliar (P.,) tem uma solugdo ground state positiva e
radialmente simétrica.

Sobre o comportamento das soluges de (P,,), enunciamos o seguinte resultado que pode ser
encontrado em [26].

Lema 1.4. : Toda solucio positiva w € H'(IRY) do problema (Ps) tem o sequinte comportamento
assintotico:

lim u(z) =0,
|z| =00

Cre ol < u(z) < Coe 1l em RV,

com C1,Cs > 0 denotando constantes positivas e 0 < b < 1 < a. Além disso, dado 6 > 0 pequeno,
os numeros a e b podem ser escolhidos na formaa=1+06 eb=1—9.

Um fato importante, que pode ser encontrado em [29], é a existéncia de uma funcdo vy €
HY(IRY), vy # 0, tal que

I~
ngox Io(tvg) < NS2 ,
com S definido em (1.2.4). Sendo
s+ |8|972 5| 2
uma funcao crescente em |s|, temos
Coo = Inf  max I (tu),
ueHY(RN) t>0
u#0
e portanto,
I~
Coo < —S% (1.2.16)
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1.3 Compacidade

Nesta secao, apresentamos alguns resultados importantes que sao uteis para mostrar que o
limite fraco da sequéncia (u,) que satisfaz (1.1.4) é ndo nulo. O primeiro deles é uma estimativa
envolvendo os niveis do Passo da Montanha dos funcionais associados ao problema (P;) e (Px) €
sua demonstracao usa argumentos parecidos aos encontrados em [3] e [4].

Proposicao 1.1. : Sejam ¢ definido em (1.1.5) e co definido em (1.2.2). Entao,

0<c< ey
Demonstracao:
Seja @ uma solucao ground state positiva e radialmente simétrica de (Ps,). Definamos u,(z) :=
u(x + x,), com x, := (0,0,...,0,n), e seja 4, = un|1RN\K(0)' Sendo = positiva, temos que ,, é

positiva para todo n € IN. Como

s |s]9724]s]? 2

é uma fungao crescente em |s|, temos que

¢ = inf max I (tu)
weX >0
u#0

e portanto,

¢ <maxI(ti,) , VnelN
>0

Pela geometria do funcional I temos que, para cada n € IN, I(0.4,) = 0, I(t@,) > 0 parat > 0
suficientemente pequeno e I(ti,) < 0 para t > 0 suficientemente grande; logo, existe 7, > 0 tal
que

I(yntn,) = max I(tdy,).

Dali,

c < I('Ynﬁn)

1 .12 .12
= 3 I nvun + | Ynln
3 oy (0l + Ptn”)

o dalt = [ il
- nUn AL nUn
q JRN\BR(0) K 2* JRM\BR(0) K

_ " 2 2
= To(Vnun) <|Vun| + [t )

1 1 .
+- |'Ynun|q + 7/ |V ~. (1.3.1)
2* JBr(0)
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Notemos que I(V,t,) = max;>o I(tt,) se, e somente se,

Viin|” + ||’ :/ 2|0, |7 4+ 42 2 )P )
Sy (il lil?) = [ (387 il 7 )

Usando a definicao de u,, a igualdade acima equivale a

12 — 2 —2 |— *_9 2%
/]RN (Ival® + [al*) xpv oy = /]RN (v [l + 72 2 [ ) xpor B (1.3.2)

Suponhamos por absurdo que a sequéncia (1, ) nao é limitada. Entao ela possui uma subsequén-
cia, a qual ainda denotamos por (7, ), tal que 7, — 4+o00. Dai, usando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue e o Lema de Fatou, obtemos

/]RN (vaP +@?) = lim [ (V] + 1) xgo 50

n—oo JIRN
n—oo

L -2 | 2% -2 |7 2"
= lim - (7,% [l 4+, [l )XIIRN\ME 00,

o que é um absurdo. Com isto, concluimos que a sequéncia (,) ¢é limitada e, portanto, tem uma
subsequéncia, a qual ainda denotamos por (v,), tal que 7,, — 7o, para algum v, € IR. Pelo Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue de (1.3.2) que

o (Val @) = [ (87 " 453 2 af”)

Por outro lado, sendo @ solugao de (P), vale

[ (9 + ) = [, 1+ o).

Logo,

/IRN [(73_2 B 1) al* + (73*_2 - 1) [ 2*] =0

e sendo u nao nula, devemos necessariamente ter vy = 1. Entao, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue,

: 2 2 . ) )
T [ (Yl + al?) = i (1 Val + )
_ 12 —12
- /]RN (|Vu + |u ),
Jm [l =l [l = [l
e
. 2% 2%
di [ Pl = i [l = [
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Portanto,

Jim. I (Vi) = Io(). (1.3.3)
Notemos agora que, dado arbitrariamente € > 0, existe C' = C'(¢) > 0 tal que

Y <els]PHCIs)F , VseR

1 1
_ q
sl gls

Portanto, existem constantes C,Cy > 0 tais que

1/ q 1 o 2 2%
I nun +7/ nun < 8/7 nun +O nun
q JBgr(0) e 2* JBg(0) [ Br(0) e Br(0) i
2 2
< O [ (IVual + ual)
Br(0)
+02/ | (1.3.4)
Br(0)

Entao, denotando

e g7 )

Sy 1= Cg/ |un|2 ,
Br(0)

segue de (1.3.1), (1.3.3) e (1.3.4) que

2
c<I(um)—t, (2" — 601> + Sp,.

Notemos que, de

2
-+ — — quando n — 00,
2 2

temos

2

Tn

<
2

| =

para n suficientemente grande. Portanto,
_ 1
c<I.(u)—t, (4 — 5Cl> + Sp.
Logo, considerando ¢ > 0 tal que

1
€C1 < 1,
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temos
¢ < Io(u) — Cstp + sp,

com

1
03:<4—601)>0

Agora notemos que

j—n — 0 quando n — oo. (1.3.5)

De fato, pelo Lema 1.4 temos que, para 0 > 0 pequeno, existem constantes Cy, C5 > 0 tais que

o= [ (1Vual + ual’) 2 / Jun|” > Cpe20+0m
Br(0)

e
sn:C’g/ \un\ < Cse 2 (=0,
Br(0)
Portanto,
o O5 p0140)-21-0)n,
t, — Cy
Entao, escolhendo § satisfazendo
0<g< =2
2%+ 2’

concluimos que (1.3.5) ocorre. Com isto, concluimos que
¢ < Io(U) = Coo.

O proximo resultado fornece uma desigualdade de imersao com uma constante que depende do
raio da bola Bg(0).

Lema 1.5. : Para cada R > 0, eziste uma constante C(R) > 0 tal que

2%
) <C(Rr
-
para todo u € X. Além disso, lim C(R) =0 e lim C(R) = +oc.
R—+o0 R—0

Demonstracao:
Por um lema radial (ver Apéndice, Lema A.11), obtemos a existéncia de uma constante positiva
C, que s6 depende de N, tal que
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para todo u € X. Consideremos

C(R) = C </ |x|“‘_%N> .
R\ Br(0)

Temos que

(A-N)N To0 5 on N -2
N— d — SNil/ N*Zd — SNil RQ*N
Jog 71 T =0 (V) [ dr = S So(SY R,

e dai,

Portanto, limg .o C(R) = +00 e limg 1o C(R) = 0.
[ |
Notemos que, com o Lema 1.5, obtemos a existéncia de Ry > 0 tal que, para todo R > Ry,
temos C'(R)™2 > S, com S definido em (1.2.4), e consequentemente,

|[ul[*> C(R)™? (/ W") > S (/ |u|2*>  Yu € X. (1.3.6)
RN\ BR(0) RN\ BR(0)

O proximo resultado da o comportamento das sequéncias Palais-Smale e sua demonstragao foi
motivada por argumentos usados para demonstrar o Lema 4 em [8] (ver também o Lema 2.3 de
[19]).

Proposicao 1.2. (Lema de Compacidade) : Seja (u,) uma sequéncia satisfazendo (1.1.4) tal
que u, — 0 em X. Entao a sequéncia (u,) satisfaz uma das sequintes afirmagoes:

(a) u, — 0 em X;

(b) Existem p,n > 0 e uma sequéncia (y,) em RY tais que

lim inf lun|*> 7,
n—reo Up’yn

com

Upyn = Bp(yn) N (R\Bg(0)).

Demonstracao:
Suponhamos que a afirmagao (b) ndo é satisfeita. Entao, existe p > 0 tal que

lim sup/ lun|* | = 0.
oo yeRN Upy

Do Lema de Lions (ver Apéndice, Lema A.7),

lim lun|7= 0, Vg € (2,2%). (1.3.7)

n—oo IRN\BR(O)
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Entao, usando o fato de que (u,) satisfaz (1.1.4), obtemos

[la|[*= 0a(1) + [

/]RN\BR(O)

(1.3.8)

Notemos que (1.3.8) implica que u,, — 0 em X. De fato, pelo Lema 1.2 a sequéncia (u,) é

limitada em X e dai, a menos de subsequéncia,
|| [ 1.
Entao, supondo por absurdo que u,, /4 0, temos
|| [*— 1 > 0.

Como (u,,) satisfaz (1.1.4), segue de (1.3.7) e (1.3.8) que

1 1
n1 = 1 n) — S ||Un 2_7/
ctoull) = T = SlhulP— [

’un’T"‘On(l)
1 1

=l Pl 40, (1)
1

e portanto,

Por outro lado, de (1.3.6), temos

V)
*"\3

[+0,(1) = [lu]*>C(R)? </IR )|un|2*>

N\ Bg(0

S<Awme%f)w::SUWWaWADV

= SIF +0,(1)

v

e consequentemente,

Entao, de (1.3.9), segue que

e isto é um absurdo, pois da Proposi¢ao 1.1 e de (1.2.16) temos

1 .~
o < =57
c<c <N 2

(1.3.9)



1.4. EXISTENCIA DE SOLUCAO GROUND STATE RADIALMENTE SIMETRICA 25

1.4 Existéncia de solucao ground state radialmente simé-
trica

Mostramos agora a existéncia de solugao ground state radialmente simétrica para o problema
(F1).
Demonstragiao do Teorema 1.1:

Comegamos mostrando que o limite fraco u da sequéncia (u,) satisfazendo (1.1.4) é ponto
critico do funcional J definido em (1.1.2). De fato, sendo u,, — u em X temos

/ (Vu,Vw + u,w) — (VuVw + ww) quando n — oo, (1.4.1)
RY\BR(0) RY\BR(0)
para cada w € X. Além disso, pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Apéndice, Lema A.5),
/ |t |9 20 — lu|* 2uw quando n — oo (1.4.2)
RY\Br(0) RY\BR(0)
e
/ | |* 2 upw — |u|* uw quando n — oo, (1.4.3)
RN\ Br(0) RV\ Bg(0)

para cada w € X. Portanto, de (1.1.4), (1.4.1), (1.4.2) e (1.4.3), para cada w € X, temos
on(1) = I'(uy)w

= / (Vu,Vw 4+ u,w) — / |t |7 2 upw
RN\ BR(0) RN\ BR(0)

— |un|2*_2unw

RY\Br(0)

= / (VuVw + uw) — / |9 uw
RV\BR(0) RV\Bg(0)

— - (0)\u]2*’2uw + o,(1)
R

= I'(u)w+ 0,(1).
Concluimos entao que, I'(u)w = 0 para todo w € X, ou seja, u é ponto critico de I. Dai, pelo

Principio de Criticalidade Simétrica de Palais (ver Apéndice, Teorema A.17), u é ponto critico de
J.

Agora, vamos mostrar que u ¢ nao nulo; para isto, suponhamos por contradi¢do que u = 0, ou
seja,
U, — 0.

Notemos que
Un # 0.

De fato, pois caso contrario, se u,, — 0, sendo I um funcional de classe C*, seguiria que I(u,) — 0
e isto é um absurdo, pois I(u,) — ¢ e ¢ > 0. Portanto, pela Proposi¢do 1.2, existem p,n > 0 e
{yn}nelN C IRN tais que
lim inf lun|*>n > 0.
U,

n— oo
PyYn
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Notemos agora que a sequéncia (y,) é nao limitada. De fato, pois caso contrério, se (y,) fosse
limitada, entao (y,) teria uma subsequéncia, a qual ainda denotamos por (y,), tal que y, — y em
RY, para algum y € R". Portanto, existiria R > 0 suficientemente grande tal que B,(y,) C Bgr(y)
para n € IN suficientemente grande. Dali,

/ !unlzz/ |un|?>n >0, (1.4.4)
Ury Up.yn

para n € INsuficientemente grande. Mas isto ndo pode ocorrer, pois supondo u,, — 0 em X, segue
por imersao compacta que u, — 0 em L*(Ug,) e isto contradiz (1.4.4). Com isto, concluimos que,
passando a uma subsequéncia se necessario, temos

|Yn|— +00.
Seja E : X — H'(IRY) o operador extensio satisfazendo
E @)y < Ellull - Vu e X.
Para cada n € IN, definamos
w,(2) := Buy)(x +y,) , v € RY.

Pela definigao da sequéncia (w,,),

/ |wn|2:/ |E(un)|2:/ lu,*>>n >0, VnelN (1.4.5)
Up,o Up,yn Pyyn
Por outro lado,

wnll g wvy= |1 E (un)|| 1 iy < €llunl| -, Vno€ I,

e portanto, a sequéncia (w,) ¢é limitada em H'(IRY). Logo, existem uma subsequéncia de (w,), a
qual ainda denotamos por (w,), e w € H'(IRY) tais que w, — w.

Notemos que w é nao nulo. De fato, pois caso contrario, se w, — 0, seguiria por imersao
compacta que w, — 0 em L?(U, ) e isto contradiria (1.4.5).

Afirmamos que
I’ (w)w = 0.

De fato, temos que

on(1) = TI'(uy)uy,

_ /N (17 [+ ) —/N 7\un\q—/N C Jun
RY\Br(0) RY\Br(0) RY\Br(0)

= froimmemy (Vo) = [ ol = ol
RY\BRr(—yn) RY\BRr(~yn) RY\BRr(—yn)

Como |y,|— +00, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

2%

2%

Vw,[*+ n2—>/ Vw[*+|w|?) quando n — oo;
/?'RN\BR(—yn)O wnl*+fual?) ]RN(I w|?+|w[?) quando n
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|wy,|T— |w|? quando n — oo
]RN\BR(*yn) RY

/ [, |* — / lw[* quando n — oo.
IRN\BR(_yn) RY
Portanto,

ou(1) = Iy (w)w + 04(1)

e, consequentemente, I/ (w)w = 0.
Sendo

s [s|972 45> 2

uma funcao crescente em |s|, temos que
Coo = inf {Io(w) : w e H'(RV\{0} , I (w)w =0}

Portanto,

Coo < Io(w) = Io(w) — =1 (w)w

1 1 1 1
— (s-- /|mu(—)/|w
2 q)J/wry 2 2] IRV
Usando Lema de Fatou,

. 1 1 1 1
Coo < liminf | = — - / |w,, |7+ ( — ) / |wh,
n—00 2 q RN\Br(—yn) 2 2% RN\Bgr(—yn)

1
= liminf {I(un) — 2](un)un}

= liﬁg}fl(un) =c

2%

e isto contradiz a Proposicao 1.1. Como esta contradi¢ao foi obtida supondo u = 0, concluimos
que u é nao nulo.
Finalmente, mostramos que u é ground state. Sendo u ponto de critico de J,

J(u) = ﬂm—;fmm

1 1 1 1
(32 o G2 o
2  q/) JRM\Bgr(0) 2 2¢)JmrV

Como u ¢ limite fraco de uma sequéncia (u,,) satisfazendo (1.1.4), obtemos usando Lema de Fatou

que,
1 1 1 1 .
J(u) < liminf || = — - / |Un|q+<—>/ _un)?
n—00 2 q) JRM\BR(0) 2 2*/) JRM\Bg(0)

- 1
= liminf {I(un) - 2[’(un)un}

= liérll)icgff(un) =c.

2%
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Por outro lado, temos que
c=inf{l(w) : we X\{0}, I'(w)w =0}

e portanto,
c < I(u) = J(u).

Concluimos entdao que J(u) = ¢, ou seja, u é ground state.



Capitulo 2

Problema critico com massa zero

Para o estudo do segundo problema deste trabalho, consideramos o espago de Sobolev

DM (RY) = {u e L¥(RY) . gg e L) (RY),i=1,... ,N}

munido da norma

lull= ([ Ival)" . we DwY)

Para o leitor interessado em saber um pouco mais a respeito do espago DLQ(]RN ), recomendamos
a referéncia [11].
Neste capitulo, estamos interessados em estudar a seguinte equacio eliptica néo linear em RRY:

(Py) { —Au=g(u) em RY,

u € DY2(IRY),
com N > 3 e g:IR— IRdenotando uma funcao continua e impar que satisfaz
L og(s)
(gl) £1_r>% 52*71 - 07
_g(s)l
(8:2) sggloo s 71 = |
e

(g.3) Existe ¢ > 0 tal que g(s) > 0 para 0 < s < (e g(s) <0 para s > (.

Observacgao 2.1. : Um exemplo de uma fung¢io continua e impar que verifica as hipdteses (g.1)-
(9.3) € a funcio g : IR— R definida por

() :{ G(s) , ses >0,

—g(—s), ses <0,
com § : [0,4+00) — IR definida por

171 se 0< 5 <4,
§971 4 (20)% 1 .
g(s) =4 — +(($ ) ]S+25q_1+(25)2 1 sed <5< 26,

—s¥1  se 20 < s,

29



30 CAPITULO 2. PROBLEMA CRITICO COM MASSA ZERO

para 6 > 0 fizado e q > 2*.

Nossos principais propdsitos sao estabelecer existéncia de solugdo ground state para (P) e
também estabelecer uma caracterizacao do tipo Passo da Montanha para tais solu¢oes. Lembramos
que uma solugao w de (P,) é, por defini¢ao, ground state se

I(w) =m,
com
m = inf{I(u) ; u é solugao de (P)}. (2.0.1)

Aqui, estamos denotando por I : DM*(IRY) — IR o funcional energia associado a (P) e definido
por

I(u) = ; L Ivul= [ Gl . ue DR, (2.0.2)

com G(s) :/ g(T)dr.
0
Motivados pelo trabalho [13], complementamos o estudo feito no referido trabalho no sentido

de que consideramos o caso de "massa zero'e o termo nao linear com crescimento critico.
Um dos principais resultados deste capitulo é o seguinte:

Teorema 2.1. : Seja g : R— R uma fungao continua e impar que satisfaz (9.1) - (9.3). Entdo,
o problema (Py) tem uma solugao ground state positiva, radialmente simétrica e decrescente com
relagcdo ao raio.

Para demonstrar o Teorema 2.1, seguimos ideias parecidas as usadas em [13]; porém, enfatiza-
mos que se consideramos o termo nao linear com crescimento critico, ndo podemos fazer uso de
Lema de Compacidade de Strauss como no referido trabalho.

Note que, neste capitulo, nao estamos supondo que

g(s)

S

¢ uma funcdo crescente em |s|. Isto motiva a investigar se, neste caso, a energia das solugoes
ground state de (P,) coincide com nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha. Motivados
por esta questao, neste capitulo também estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. : Sejam g : IR — R uma fungdo continua e impar que satisfaz (9.1)-(9.3), I :
DY(IRY) — IR o funcional energia definido em (2.0.2), m o valor definido em (2.0.1) e

D= {y € C([0, 1), D**(RY)) : 4(0) = 0, I(7(1)) < 0},
Entao,

= inf max I(y(t)).
m = inf max I{y(t))
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Ressaltamos que a demonstragao do Teorema 2.2 segue de argumentos parecidos aos encontra-
dos em [22].

Este capitulo estda organizado da seguinte maneira: na se¢do 2.1, mostramos existéncia de
solugdo ground state positiva e radialmente simétrica para (P,). Na secao 2.2, mostramos que o
funcional energia associado a (P;) satisfaz a geometria do Passo da Montanha e que o minimo das
energias das solugdes de (P) coincide com o nivel do Passo da Montanha.

2.1 Existéncia de solucao ground state positiva e radial-
mente simétrica

Nesta secao, mostramos existéncia de solucao ground state positiva e radialmente simétrica
para (P,); mais especificamente, demonstramos o Teorema 2.1.

Esta secdo estd organizada da seguinte forma: na primeira subsegao, mostramos existéncia
de uma solugao de (P,) que é nao negativa, radialmente simétrica e ndo crescente com relagao
ao raio. Na subsecao 2.1.2, mostramos a regularidade da solucao obtida na subsecao 2.1.1. Na
subsecao 2.1.3, mostramos algumas propriedades desta solu¢ao. Na subsecao 2.1.4, concluimos a
demonstracao do Teorema 2.1.

2.1.1 Existéncia de solucao

Nesta subse¢ao, demonstramos um resultado de existéncia de soluc¢do para (FP,). Fazemos isto
seguindo ideias parecidas as encontradas em [13], usando simetrizacdo de Schwarz, lemas radiais,
argumentos de mudanca de varidvel e Teorema dos Multiplicadores de Lagrange. Ressaltamos que,
devido estarmos considerando um termo nao linear com crescimento critico, ndo podemos fazer
uso de Lema de Compacidade de Strauss como feito em [13].

Proposicao 2.1. : Seja g : R— IR uma fungdo continua e impar que satisfaz (g.1)-(g.3). Entdo, o
problema (Py) tem uma solugdo u € DLQ(]RN) que € nao negativa ¢.t.p. RY, radialmente simétrica
e nao crescente com relagdo ao raio.

Demonstracao:
Denotamos por V : D»?(IRV) — IR o funcional definido por

V(w) = /IRN Gw) , we DY(RY),
e por S a variedade

S = {w € DW*(RY) : V(w) = 1}. (2.1.1)
Primeiramente, mostramos que S # (). Para R > 0, definamos

¢, se|z|< R,
wnle) = { C(R+1—Ja) , se |ale [R,R+1],
0, selz|>R+1.
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Temos que wg € DV?(IRY) e

V(WR> - /BR+1(0) G(wR) - /BR(O) G(WR) * /BRJrl(O)\BR(O) G(WR)

> GQBaO) = [ [Ger)
> G(C)B(0)] — muax [G(s)] [ Br(0\Br(0)]

De (g.3) temos que G({) > 0; portanto, existem constantes positivas C; e Cy tais que
V(wg) > C1RN — C4RN 1.

Entao, para R > 0 suficientemente grande, segue da desigualdade acima que V(wg) > 0. Logo,
introduzindo sobre wr uma mudanca de variavel, a saber,

WRo(T) = wr (x) , com o > 0,
o

2=

temos que V(wg,) = oV¥V(wg). Entdo, considerando oy = [V(wg)]”
V(wr,e,) = 1. Com isto, concluimos que S é nao vazio.

Notemos agora que V'(w) # 0 para todo w € S. De fato, V'(w) = 0 significa que V'(w)v =0
para todo v € DV?(IRY), o que implica que g(w) = 0 q.t.p. em IRY. Mas isto ndo pode ocorrer,
pois sendo w € S, ndo podemos ter w = 0 q.t.p. em IRY porque V(w) = 1. Além disso, sendo
w € DY(RY), temos que o conjunto N := {z € R" ; |w(z)|< ¢} tem medida de Lebesgue positiva
e, da condigao (g.3) e do fato de g ser impar, temos g(w(x)) # 0 para z € N.

Denotamos por T : DV?(IRY) — IR o funcional definido por

> 0, obtemos que

1
T(w) = 5/w|w|2 . we DY (RY).

Afim de encontrarmos solu¢ao de (P,), mostramos agora existéncia de solu¢do para o seguinte
problema de minimizacao:

min {7 (w) : we S}t. (2.1.2)
Notemos que T'(w) > 0 para todo w € S; logo, existe
M :=inf{T(w) : weS}

e 0 < M < +o0.
Seja (u,) uma sequéncia em DH2(IRY) tal que

T(u,) - M e V(u,) = 1.
Por resultados de espacos de Sobolev, (Ju,|) é uma sequéncia em D“?(IRY) e

T(lun)) = M e V(|ug|) = 1. (2.1.3)
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Usando simetrizacao de Schwarz (ver Apéndice, Teoremas A.9 e A.10) , podemos supor que (|u,]|)
é radialmente simétrica e nao crescente com relacao ao raio.

De (2.1.3), temos que (|u,|) é limitada em DV?(IRY). Além disso, por imersdo continua, temos
que (|uy,]) é limitada em L?" (IRY).

Sendo (|u,|) limitada em D%2(IRY), ela tem uma subsequéncia, a qual ainda denotamos por
(|un]), tal que |u,|— @ em DY(IRY) e |u,|— @ q.t.p. em IRY. Notemos que esta tltima convergén-
cia implica que % é ndo negativa q.t.p. em IRY, radialmente simétrica e nio crescente com relacao
ao raio.

Seja G1(s) == [5 ¢g7(7)dr, com gt denotando a parte positiva da fungao g, ou seja, g*(s) =
max{g(s),0}. Notemos que (g.3) implica que

sup g’ (s) < +o0.

s>0
Além disso, temos que G1(0) = 0 e, sendo g continua, também temos que G; € C'(IR). Entao,
usando resultados de espacos de Sobolev, temos que (G (|u,|)) é uma sequéncia em DV?(IRY) com
derivadas fracas

9 [G1(Jun)] _ o+ Iuy, .
T_g (Jun) o, ,i=1,...,N.
Como
) 0G1 (Jun))|” 0G (|un)) |
L R R

< su +s/ Vua)?,
< szgg()]RN! |tn|

temos que (G (|uy])) é limitada em DM2(IRY). Logo Gi(|un|) — G1(1) em D 2(IRY) e daf segue
que

lim Gy, :/ Gy (), 2.1.4
By 1([unl) ) 1(u) (2.1.4)
para qualquer R > 0 fixado.
Notemos agora que
lim G1(|un]) = 0, uniformemente em n. (2.1.5)

R—+o0 JRN\ BR(0)

De fato, da condicao (g.1), temos que dado arbitrariamente € > 0, existe § > 0 tal que
Gi(s) < —|s]* . Vs|< 6. (2.1.6)

Usando Lema Radial (ver Apéndice, Lema A.10), obtemos a existéncia de uma fungao : R— IR
que satisfaz as seguintes hipoteses:

lim B(R)=0

R—+o00
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lun(2)|< B(R) , V|z|> R e uniformemente em n.
Entao, para R > 0 suficientemente grande, temos
|un(2)|< B(R) <9 , V|z|> R e uniformemente em n.

Usando (2.1.6),

Y<eC

Gilfua) < 5

RY\BR(0)

Up,
/IRN\BR(O) |

uniformemente em n para alguma constante C' > 0, mostrando (2.1.5).
De (2.1.4) e (2.1.5), concluimos que

lim [ Gi(ful) = /]RN G (@),

n—oo JIR!

Denotando por g~ a parte negativa de g, ou seja, g~ (s) := max{—g, 0}, temos g = g* — g~ e dai
G = Gy — Go, com Go(s) := [5 g~ (7)dr. Entao de (2.1.3),

L [ Gallual) = [ Gl

Usando Lema de Fatou,

1+ /]RN Gy (i1) < /]RN G (1),
ou seja,
1 < V(). (2.1.7)
Sendo a norma uma fung¢do semicontinua inferiormente, o fato de que |u,|— @ implica que

T(@) < lim T(juy|) = M.

n—-+00
Queremos mostrar que V(uz) = 1. Suponhamos por contradigao que V' (u) > 1. Definindo

X

U, () == T () , com ap = [V(a)]"V,

00

z|=

temos que V(i) = oo™V (a) = 1, com 0 < g¢ < 1. Além disso, T (i,,) = oo™ 2T (u) < oo™ 2M.
Mas pela definigdo de M temos que M < T'(u,,); logo, necessariamente devemos ter M = 0 e dai
T(u) = 0, que implica que u = 0 e isto contradiz (2.1.7). Com isto, concluimos que V(u) = 1 e
T(u) = M, ou seja, u é solu¢ao do problema de minimizacao (2.1.2).
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Sendo V e T funcionais de classe C! sobre DLQ(]RN ), segue do Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange (ver Apéndice, Teorema A.16) que existe um multiplicador de Lagrange 6 tal que
T'(u) = 0V'(u), ou seja,

/ Vavw = T'(@)w = 0V (@)w = § / g(@w , Yw e DY (RY).
RN RN

Notemos que 6 > 0. De fato, se § = 0 entao

/RN|Va|2: 0. /]RN g(w)u =0,

que por sua vez implica que u = 0 e isto é impossivel, pois V(1) = 1. Suponhamos por contradigao
que 6 < 0. Como V'(w) # 0 para todo w € S e @ € S, temos que existe w € DY*(IRY) tal que
V'(u)w > 0. Sendo

V'(u)w = lim Vig+ew) - V(w)

e—0 €

para € > 0 suficientemente pequeno vale
0<V(u+ ew)—V(u)
e consequentemente,
V(u) < V(u+ ew). (2.1.8)
Por outro lado,

lim T(u+ ew) —T(u)

e—0 €

=T'(w)w=0.V'(u)w < 0.

Entao, para € > 0 suficientemente pequeno, vale
T(u+ ew)—T(u) <0
e portanto,
T(u+ ew) < T(u). (2.1.9)

Dai, considerando v = @ + ew com € > 0 suficientemente pequeno, segue de (2.1.8) e (2.1.9) que

1=V(u) <V(v)eT(v) <T(u)= M. Definindo

temos 0 < o < 1, V(v,) =1 e T(v,) = N "2T(v) < M, o que é um absurdo pela defini¢io de M.
Com isto concluimos que 6 > 0.
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O que provamos até agora foi a existéncia de uma funcao u € DLQ(IRN ) e de um numero real
0 > 0 tais que

— = _ 1= _ — 1,2 N
/]RN VuVw = T'(w)w = 0V (u)w = Q/IRN g(ww , Ywe DV(IRY). (2.1.10)
Vamos mostrar a partir disto que existe u € DV?(IRY) solugao de (P), ou seja,
_ 1,2(TRN
/]RN VuVw = /IRN gww , Ywe D(IRY).

De fato, considerando a mudanca de variavel

temos o1 > 0 e

| sl @)w@)de = o [ g(a@)w(ao)ds.
Sendo w € DY?(IRY), segue de (2.1.10) que

Of_N/ Vi, (2)Vw(z)dr = 901_N/ (g, (x))w(x)dz,
RY RY
ou seja,

| Vi@ Vuldr = 5 [ gl @)w@dr = [ gl @)l

o3 Jmry

e portanto iy, € DV*(IRY) é solugdo de (P).

2.1.2 Regularidade da solucao

Nesta subsecao, mostramos que a solucao obtida pela Proposicao 2.1 é classica e para isto
fazemos uso de um resultado devido a Brezis e Kato provado em [15]. Notemos que a condigao
(g.3) ndo é usada na demonstracao deste fato.

Proposicao 2.2. : Seja g : IR — IR uma fung¢io continua e impar que satisfaz (g.1)-(g.2). Se
u € DY2(RY) é uma solugio de (Py) radialmente simétrica, entio u € C*(IRY).
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Demonstracao:
Se g : R — IR é uma fungao continua e impar que satisfaz (g.1)-(g.2), segue que existe uma
constante C' > 0 tal que

g(s)| < C(1+]s"7") , VseR (2.1.11)
Sendo u solugao de (P,), temos que u é solugdo da equagao
~Au=a(r) (1 +Jul) em RY,
com

o) o 9()

Lt fu(@)]

Notemos que, usando (2.1.11),

lg(u)] 1 >~ a4
e < < 1 N—2 ),
lal _01+WN1+WI_O(+W|>

Como u € DY?(IRY), temos que u € L¥"(IRY); entao, notando que

4 N
N -—-2927

2*

obtemos que a € LN/Q(]RN). Além disso, sendo u € D“?(IRY), também temos que u € H} (IRY);

loc
portanto, usando um resultado devido a Brezis e Kato (ver Apéndice, Lema A.13), obtemos que

uw € LP (IRY) para qualquer 1 < p < +oco. Em vista de (2.1.11), temos entdo que —Au =

loc

g(u) € LP_(IRY) para qualquer 1 < p < +00; assim, pela Desigualdade de Caldéron-Zygmund (ver

loc

Apéndice, Teorema A.13), u € W2P(IRY) para qualquer 1 < p < 400 e entdo, usando Teorema de

Imersdo de Sobolev (ver Apéndice, Lema A.9), obtemos u € C};*(IRY) para qualquer a € (0, 1).
Como u é radial e solucao forte de (P,), temos que u satisfaz a equagao

N -1
r

(1) — ( >ur(7“) — g(u(r)) , € (0,+00), (2.1.12)

e disto segue que u,, é continua em (0, +00). Afim de mostrarmos que u,, também é continua em
r = 0, definamos w(r) := g(u(r)). Temos que w é continua em [0, +00). Reescrevendo (2.1.12)
como

e integrando de 0 a r, obtemos
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Fazendo mudanca de varidvel s = rt, segue que

ur(r) _/1 N w(rt)dt.

r 0

Notemos que

0)
tim [ tw(rtdt = [ w(0)dr = 20
lim | ¢ w(rt) T w(0) T
portanto, existe u,.(0) e
s - Wy 0 . r O
urr(())zlimu(r) u (0) = lim = r) :_w( )
r—0 r r—=0 N

Além disso, da equacao (2.1.12),

limu,.(r) = (1-N)lim u(r) — lim w(r)

= w0 - P w0
_ v
N Y

ou seja, conclufmos a continuidade de u,.,. em [0, +00). Logo u € C?(IRY).

2.1.3 Propriedades da solucao

Nesta subsecao, mostramos algumas propriedades da solucao obtida na subsecao 2.1.1. Come-
camos mostrando que esta solucio é positiva em todo IRV e descrescente com relacio ao raio e
para isto fazemos uso de principios de méaximos.

Proposicao 2.3. : Se u € DY(IRY) N C*(RY) ¢ uma solugio de (Py) dada pela Proposicio 2.1,
entao u(z) > 0 para todo x € RY. Além disso, u € decrescente com relagio ao raio r, ou seja,
u'(r) < 0 para todo r > 0.

Demonstracgao:
Sendo u € D“2(IRY) N C%(IRY) solugao de (P,) dada pela Proposicio 2.1, u é ndo negativa em
IRY, radialmente simétrica e nio crescente com relacio ao raio e portanto
0 < u(x) <u(0) , VrelRY.

Notemos que

u(0) > 0. (2.1.13)
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De fato, pois caso contrario, se u(0) = 0, terfamos u(z) = 0 para todo = € R" e isto contradiz o
fato de a solucao dada pela Proposicao 2.1 ser nao trivial.
Suponhamos por contradigdo que u(0) > ¢, com ¢ dado pela condigao (g.3), e definamos

A::{xGIRN ; u(m)>§}.

Sendo u € DM*(IRY) N C?(IRY), temos que A é aberto e limitado. Além disso, da condicao (g.3),
—Au=g(u) <0 em A;

portanto, pelo Principio do Maximo Fraco (ver Apéndice, Teorema A.11),

u(r) < maxu(r) = maxu(z) =¢ , Vo€ A,
xrEA z€0A

o que é um absurdo pela prépria definicao do conjunto A. Com isto, concluimos que
0<u(z) <u(0)<(¢ , VzelRY,
e, novamente pela condi¢ao (g.3), obtemos
~Au=g(u) >0 em R (2.1.14)

Agora, suponhamos por contradicio que existe o € IRY | com |zo|> 0, tal que u(zy) = 0. Como
u é ndo negativa em IRY, radialmente simétrica e ndo crescente com relacio ao raio, segue que
u(z) = u(zg) = 0, para todo z € RY satisfazendo |z|> |zo|. Entdo, para R > |zg|, segue de
(2.1.14) que

—Au=g(u) >0 em Bg(0),
u =0 sobre 9Bg(0),

e u(rg) = 0 para o € Bg(0). Logo, pelo Principio de Méaximo Forte (ver Apéndice, Teorema
A.12), obtemos que u(z) = 0 para todo x € Bg(0) e isto contradiz (2.1.13). Com isto, concluimos
que u(x) > 0 para todo z € IRY.

Agora, seja r > 0 arbitrario e definamos

v(x) =u(x) — a:é%i}(l())u(x) , € B.(0).

De (2.1.14), temos que
—Av=—-Au=g(u) >0 em B,(0).
Além disso,

v(z) = u(x) — zglgir(lo)u(x) >0 , Vxe B.(0).
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Notemos que, pelo Principio do Méximo Fraco, para zy € 0B,(0) temos

v(xg) = u(xg) — xé%ir(lo)u(x) = 0.

Segue entao do Lema de Hopf (ver Apéndice, Lema A.12) que

ou ov
877(950) = 8777(%) <0,

com 7 denotando a normal unitaria exterior. Sendo u radialmente simétrica, temos

Como r > 0 foi considerado arbitrariamente, concluimos que «'(r) < 0 para todo r > 0.
[

O préximo resultado mostra que solugoes de (P») satisfazem uma identidade provada por Poho-
zaev em [32]. Esta identidade é de fundamental importéncia para mostrar que, entre outras coisas,
solugoes de (P,) dadas pela Proposicao 2.1 sdo ground state.

A demonstracao da dita identidade é feita em [13] e a repetimos aqui para dar completude
ao trabalho. Para demonstra-la, fazemos uso de féormula de integracao por partes e formula de
coordenadas polares. Além disso, ressaltamos que a condi¢do (g.3) nao é usada na demonstragao
deste resultado.

Proposigao 2.4. (Identidade de Pohozaev) : Seja g : R — R uma fungio continua e impar
que satisfaz (9.1)-(g.2). Se u € DY2(IRY) N C?*(IRY) € solugio de (Py), entdo u satisfaz

2N
/]RNWU\?: 5 L G, (2.1.15)

Demonstracao:
Multiplicando a equacao

—Au=g(u) em RY

por x.Vu e integrando sobre Bg(0), com R > 0 arbitrario, obtemos

/BR(O) (—Au) (z.Vu)de = /BR(O) g(u) (z.Vu)dz. (2.1.16)

Temos que
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Usando integracao por partes e denotando por nn = (n,...,ny) a normal exterior unitaria, segue
que

/BR(O) (—Au) (z.Vu) dz

N [ ou ou  Ou 0*u ou Ou
N /BR(O) ; 2 <8xl % ox; * c‘%'xj'ascjaxi) de = /BBR(O) %%ds(x)

Vul? dul?
- | de—R il B
/BRw)[ +Z ( e 9B R(0) | O (@)
B N ) Vul?
= (1— 2)/ |Vul dx—l—/aBR(O) 5 (n.x) ds(x)
8u
“R / 50| ds@)
= (== dz + = d
(5 >/BR<0> Vul o+ /aBR(O) IVl ds(x)
oul’
—R/ 15| dsto) (2.1.17)
Por outro lado,
N9
/BR(O)g(u) (x.Vu)dx = /BR(O) ; oz, (G(u)) z;dx
Usando integragao por partes,
/ g(u) (x.Vu)de = —N G(u)dx + G(u) (nz)ds(z)
Br(0) Br(0) O0Bg(0)
= —N G(u)dr + R G(u)ds(x). (2.1.18)
Br(0) O0BR(0)
Entao, de (2.1.16), (2.1.17) e (2.1.18), obtemos
29— N )
d N d 2.1.1
(55 >/BR<0> Vul? do + /BR@ G (u)da (2.1.19)
ou’ R
= R —| ds(z) — = Vul*d R G(u)ds(z).
/BBR(O) on s(z) 2 BBR(O)’ ul” ds(z) + 9B (0) (u)ds(z)

Vamos agora mostrar que o lado direito da igualdade em (2.1.19) converge para 0 para pelo
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menos uma sequéncia adequada (R,) em R tal que R,, — 4+00. Temos que

oul? R )
|R/‘93R(0) an =y OBR(0) [Vul ds(z) + R OB1(0) Clujds(z)
< 2R [/BBR(O) (|VU|2 + |G(u)|> ds(x)] . (2.1.20)

As condigbes (g.1) e (g.2) implicam que existe uma constante C; > 0 tal que
g < Cilsl” ™ VseR

e dai, obtemos a existéncia de uma constante Cy > 0 tal que
IG(s)] < Cy|s]” , VseR

Portanto,

/]RN (IVuf* +G(w)]) dx < +oo.

Usando coordenadas polares (ver Apéndice, Teorema A.2),

/o+0o MBR(O) (IVul® + |G ()] ds(x)] dR

_ /]RN (IVul® + G (u)]) dz < +oc. (2.1.21)
Notemos que (2.1.21) implica
. 2 _
lim inf [R/é)BR(O) (IVul* + |G (u)) ds(x)] —0. (2.1.22)

De fato, pois caso contrario, se

R—+00

1"fR/ Vul? + |G(u)]) ds(z)| = a > 0,
im in [ o0 (| ul” + | (u)]) s(m)] a
terfamos a existéncia de um ntmero Ry > 0 tal que
e’
R Vul? + |G(u)|) ds(z) > S | VR > Ry,
sy [V G @) dsz) > 3 )

e dai,

[ (v + oy asio) ar= & [ Lar =+
0 |Josaw) \ WS =9 R T

contradizendo (2.1.21).
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De (2.1.22), temos que existe uma sequéncia (R,) em R tal que R, — +oo e
R, / (Ve +16(w)) ds(z) 0.

Entao, da desigualdade (2.1.20), temos que o lado direito da equacao (2.1.19) converge para 0 se
escolhemos R = R,, e consideramos o limite de n — oo. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue,

lim |Vu|2dx:/ \Vul|? d
e

lim G(u)dx:/ G(u)dz.

n—0o0 BRn(O) IRN

Entao, segue de (2.1.19), escolhendo R = R,, e passando ao limite de n — oo, que
2, 2N
[ ]

Uma consequéncia interessante da Proposicao 2.4 é que podemos caracterizar a energia das
solugoes de (P,) em termos de sua norma em D“?(IRY). Mais especificamente,

Corolario 2.1. : Sejam g : R — R uma fungio continua e impar que satisfaz (9.1)-(g9.2) e
I: DY (RY) = R o funcional definido em (2.0.2). Se u € DY*(RN) N C%(RY) ¢ solugio de (P,),

entao
1
= — Vul?.
u) N /]RN Vel
Demonstracgao:

O funcional energia I : D“?(IRY) — IR associado ao problema (P;) é definido por
_1 2 12N
u)—§/]RN|Vu| —/IRNG(U) . ue DY2(RY).
Usando a identidade de Pohozaev (2.1.15), obtemos

B N — 29 , [ N=2 ,
I(u) = 2/ 9N /]waul_z{l N ]/IRN|VU|

= [P

[ ]

De posse de tal caracterizagao das energias das solugoes de (P,) em termos de suas normas,

somos capazes agora de mostrar que as solugoes de (P») dadas pela Proposi¢ao 2.1 sdo ground
state.
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Proposicao 2.5. : Seja I : DY*(IRY) — IR o funcional definido em (2.0.2). Se u é uma solugdo
de (P,) obtida pela Proposi¢io 2.1, entao para qualquer solugio v de (Py) temos

0< I(u) <I(v).

Demonstracgao:
Se u é uma solugao de (P,) obtido pela Proposigao 2.1, entao

u(z) =1u <$1> , Vz e RY,

02
com # > 0 denotando um multiplicador de Lagrange e u denotando uma soluc¢ao do problema de
minimizacao (2.1.2), ou seja, © € DV?(IRY) satisfaz
/ Val*=2M e / G(a) = 1.
RN RN

Com as relagoes de mudanca de varidavel entre u e u obtemos

| vup=6" [ v
RY RY

|z

/]RN Glu) = 6% /]RN G(@) =0

Logo, da identidade de Pohozaev (2.1.15), segue

N—2 19 9 2N / 2N N
2 — — — 7.02
b /RN‘vul /]RN|VU| N =2 Jry Glu) N =2

e portanto,

N -2 o
0= "5 Jl V"

1
I(u) = N ]RN\Vu\Z.

Pelo Corolario 2.1, temos

Dali,

Nz;fz) 2 URN’W’Q} : (2.1.23)
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Agora, seja v uma solugao arbitraria de (P,). Pela identidade de Pohozaev (2.1.15) temos

/]RN!WP: NQ_NQ/]RN G(v). (2.1.24)

Notemos que

|, 6t = NQJ_VQ [ Voo

Definindo

temos o > 0, v, € DY(IRY) e

ou seja, v, € S com S definido em (2.1.1).
Queremos agora expressar I(v) em termos de [pv|Vv,|%. Usando a definigdo de o e (2.1.24)
obtemos

2=
=

UZ[N—Q}_

v e (2.1.25)

Por outro lado, pelas relagbes de mudanga de variavel entre v e v,,

/ |va|2:aN_2/ V2.
RN RN

Entéao, usando (2.1.25), segue que

N 9 *(N1\72> _(N]\—IQ)
2 B 2 2
ot = P ] e
(N-2) 2

e portanto,

N 2157
o [N=2
/]RN|W| { IN }

1
I(v) = N /]RN IVol® .

Do Corolario 2.1,

Dali,

(N-2)
1 1 [N-2 2 2
10 = 5 fulVoP=5 5] T L] (21.26)
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Sendo « solugao do problema de minimizagao (2.1.2) e v, € S, temos que

0</ yva|2§/ Vo, |
RN RN

e dai, usando as expressoes (2.1.23) e (2.1.26), concluimos que
0< I(u) <I(v).

[
A Proposicao 2.5 d4 uma conclusao tao importante que a colocamos em formato de observacgao
para da-la maior destaque em meio ao texto.

Observagao 2.2. : Pela Proposi¢io 2.5, concluimos que m definido em (2.0.1) estd bem definido.
Além disso, se u é uma solugio de (P) dada pela Proposigao 2.1, seque da Proposicao 2.5 que

I(u) =m,

ou seja, u € ground State.

2.1.4 Conclusao dos resultados

Nesta subsec¢ao, concluimos a demonstracao do Teorema 2.1.
Demonstracao do Teorema 2.1:

Pela Proposicio 2.1, temos que existe uma solucdo u € D*(IRY) de (P) que é nio negativa,
q.t.p. em IRV, radialmente simétrica e ndo crescente com relacio ao raio. Da Proposicio 2.2, segue
que u € DV2(IRY) N C?*(IRY). A Proposicio 2.3 implica que u é positiva e decrescente com relacio
ao raio. Pela Proposicao 2.5, concluimos que u é ground state.

[

2.2 Caracterizacao do tipo Passo da Montanha para solu-
coes ground state

Nesta secio, mostramos que o funcional I : D“?(RV) — IR definido em (2.0.2) satisfaz a
geometria do Passo da Montanha. Isto significa que o nivel minimax do Teorema do Passo da
Montanha estd bem definido. Além disso, mostramos também que este valor coincide com o
minimo das energias das solugoes de (FP,); mais especificamente, demonstramos o Teorema 2.2.

Nesta secao, fazemos uso de ideias parecidas as encontradas em [22].

O primeiro resultado desta secao esta relacionado a geometria do funcional I e diz basicamente
que 0 € DY2(IRY) é ponto de minimo local estrito de 1.

Lema 2.1. : O funcional I : DLQ(IRN) — IR definido em (2.0.2) satisfaz as sequintes afirmagoes:
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(M.1) I(0) =0
e
(M.2) Ezistem (3, p; > 0 tais que

I(w)= 5, Yue D*(RY), |lull=p

I(w) >0 , Yue D*(RY), 0 < ||ul|< p1.

Demonstracgao:
(M.1) é imediato pela defini¢do do funcional I em (2.0.2).
As condigoes (g.1) e (g.2) implicam que existe uma constante C; > 0 tal que

g(s)| < Cils ™", VseR
e dai, obtemos a existéncia de uma constante Cy > 0 tal que
Gs) <Cals”  VseR

Portanto,

1 1 "
I(w) = SllulP= [ G(w) = SllulP=Cofulf: , Vue D'2(RY)

Usando a imersao continua D“?(IRY) < L' (IR"), temos que existe uma constante C > 0 tal que

1 *
I(u) > §\|uH2—C’3Hu ¥ Yue Dl’Q(]RN).

Sendo 2 < 2%, existem p; > 0 suficientemente pequeno e 5 > 0 tais que

I(u)>B>0 , YueD*(RY), |jul|l=pi,

I(u)>0 , YueDYIRY), 0<|ul|<p.

[ |
Vamos agora introduzir o funcional de Pohozaev e mostrar que 0 € D1’2(IRN ) também é um
ponto de minimo local estrito dele.

Lema 2.2. : Seja v : DY(IRY) = IR o funcional de Pohozaev definido por
N

() =

-2
—lulP=N /IRN G(u) , ue DY2(RV). (2.2.1)

Existe uma constante ps > 0 tal que

Y(u) >0 , Yue DY*RY), 0<|u||< po.
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Demonstracao:
Existe C7 > 0 tal que

G(s)| < Cyls]* , VseR

Logo,

N —2 N —2
blw) = =Nl PN [ G) = =l P~ NCiu
RN 2

2., Yue DM(RY).

Usando imersao continua DV2(IRY) «— L*"(IR"), obtemos a existéncia de uma constante Cy > 0

tal que

N —2
2

P(u) = [[ul P~ Callul*, Vu e D**(IRY).

Como 2 < 2%, existe uma constante py > 0 suficientemente pequena tal que

Y(u) >0 , Yue DY}RY), 0< ||ul|< ps.

No que segue nesta se¢ao, denotamos por I' o conjunto
[:={y € C([0,1], D**(RY)) : 7(0) =0, I(v(1)) < 0}. (2.2.2)

No proximo resultado, mostramos que I' definido desta forma é nao vazio. Além disso, o pro-
ximo resultado também permite estabelecer uma relacao entre m e o nivel minimax do Passo da
Montanha.

Lema 2.3. : Sejam m definido em (2.0.1), T definido em (2.2.2) e I : DY*(IRY) — TR o funcional
definido em (2.0.2). Existe vy € I' satisfazendo m = tm[g% I(v(t)).
€10,

Demonstracao:
Seja u uma solugao ground state de (P) e definamos « : [0, +00) — DY?(IRY) por

() (z) = { u<f) se t>0,
0 se t=0.
Como
lla(@®)|]*= t"?||ul]*~ 0 quando ¢ — 0,
temos que a € C([0, +o0), DV2(IRY)). Além disso, usando relacoes de mudanca de variavel,
1
Ia®) = Lla@IE- [ Glaw)

tN_2 ) N
= -t /]RNG(U) . V>0,
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e portanto, I(«(t)) — —oo quando t — +o00. Logo, existe L > 0 suficientemente grande tal que
I(a(L)) < 0.
Notemos agora que
dl(a(t)) N -2
dt 2
Usando a identidade de Pohozaev (2.1.15),

t”ﬂmW—NW”/ G(u).
IRN

dI(a(t)) N -2 N -2

_ N-3 2 N-1 2
Logo,
dl
M >0 se t<1
dt
e
dl (ot
M <0 se t>1.
dt
Portanto,

ter[g{z}r%o) I{a(t)) = I(a(l)) = I(u) =m.

Definindo 7 : [0, 1] — D"?(IR") por
70(t> = Oé(tL) , te [07 1]7

segue o resultado.
|
Agora estamos em condigdes de mostrar a existéncia de um elemento em D'?(IRY) que esté
suficientemente afastado da origem e tem energia negativa. Mais especificamente,

Lema 2.4. : Seja I : DY?(RY) — IR o funcional definido em (2.0.2) e py > 0 dado no Lema 2.1.
Eziste e € DY(IRY) tal que

lle||> p1 e I(e) <O.

Demonstracgao:
Definamos

e = ’)/0(1),

com v € C([0,1], DV*(IRY)) denotando a curva encontrada no Lema 2.3. Temos que

I(e) = I(70(1)) = I(a(L)) <0.
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Além disso, pelo Lema 2.1, necessariamente devemos ter
[lel[> p1.

n
Notemos que o Lema 2.1 e o 2.4 juntos dizem que o funcional I : D"?(IRY) — IR definido em
(2.0.2) de fato satisfaz a geometria do Passo da Montanha e portanto estda bem definido o valor

b := inf max I(v(t)), (2.2.3)

~v€I' t€[0,1]

com I definido em (2.2.2).
Definidos m e b, mostramos no préximo resultado uma desigualdade envolvendo esses dois
valores.

Corolario 2.2. : Sejam m o valor definido em (2.0.1) e b o valor definido em (2.2.3). Temos que
b<m.

Demonstracgao:
Pelo Lema 2.3, existe vy € I satisfazendo

m = max I(70(1))-

Entao, usando a prépria definicao de b, concluimos que

b = inf max I(v(t)) < m.
Inf max I(v(t)) <
]
Agora estamos interessados em mostrar a desigualdade contraria para concluirmos assim a
igualdade. Comegamos denotando por @ a variedade de Pohozaev, ou seja,

o= {u e DV (IRV)\{0} ; N2_2 /RN]Vu]2—N /]RN Glu) = o} | (2.2.4)

Temos que @ é ndo vazio, pois a Proposigao 2.4 implica que solugdes de (P,) dadas pela Proposigao
2.1 pertencem a .

O proximo resultado estabelece uma caracterizacao de m como infimo de I sobre a variedade
de Pohozaev.

Lema 2.5. : Sejam m o valor definido em (2.0.1), o a variedade de Pohozaev definida em (2.2.4)
e I: DY(IRY) = R o funcional definido em (2.0.2). Temos que

m = inf I(u).

ucp
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Demonstracao:
Sejam S a variedade definida em (2.1.1) e ® : S — p a funcao definida por

D(u)(x) = u () ,cmntu—(ﬁgyﬁzumy

u

Notemos que a funcao T : p — S definida por

ﬂ@@%:u@ﬁ),cm1%:<N_2wa,

é a inversa de @ e portanto ® é bijetora. Dai,

inf I'(u) = inf I(®(u)).

UEP uesS

Para u € S, temos

16w) = Slle@lP- [ G

1 N-2 2 N
= S [ G

N-—2
1 /N=2\"7 | &
- % ()

Logo,

1

inf 7(u) :<

N—2
N — 2) 2
ucp N

. N
o ) bl

Seja up uma solugdo de (P;) dada pela Proposigdo 2.1. Na demonstracdo da Proposigao 2.5
verificamos que

1 (N—2\"=7
Hw) =+ (S) Nl
com u denotando uma solu¢do do problema de minimizacao (2.1.2). Com isto, obtemos que

1

i 100 = (

N -2

N-2
)l = Iuo)

Entao, como as solugoes de (P,) dadas pela Proposigao 2.1 sd@o ground state, concluimos que

inf I(u) = m.

ucp

Vamos agora mostrar que a varidade de Pohozaev é interceptada por todas as curvas de I'.
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Lema 2.6. : Sejam I' o conjunto definido em (2.2.2) e ¢ a variedade de Pohozaev definida em
(2.2.4). Para todo v € T tem-se y([0,1]) N g # 0.

Demonstracgao:
Notemos que o funcional de Pohozaev definido em (2.2.1) satisfaz

1
o) = N (GllulP- [ Gw) - lul?
= N.I(u)—||ull* , Yue DY(RY).
Entao, dado arbitrariamente v € I', temos
¥(7(1)) = NI(y(1)) = [y (DIP< N.I((1)) < 0.
Por outro lado, temos que
l[v(#)]|— 0 quando t — 0.
Logo, para t > 0 suficientemente pequeno,
[y (@I< P2,
com py dado pelo Lema 2.2. Dali,

P(y(t)) >0

para t > 0 suficientemente pequeno. Portanto, pelo Teorema do Valor Intermediario (ver Apéndice,
Teorema A.14), existe t, € [0, 1] tal que

ou seja, Y(t,) € p e o resultado estd provado.

Agora estamos em condigoes de estabelecer uma outra desigualdade entre m e b.

Corolario 2.3. : Sejam m o valor definido em (2.0.1) e b o valor definido em (2.2.3). Temos que
b>m.

Demonstracgao:
Seja I' definido em (2.2.2). Pelo Lema 2.6 temos que, dado arbitrariamente v € T, existe
t, €10, 1] tal que v(¢,) € p. Portanto,
inf I(u) < I(vy(ty)) < max I(y(1)).

u€p t€[0,1]

Usando o Lema 2.5,
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Como v € T foi dado arbitrariamente, concluimos que

< inf max [ = b.
m < inf max I(+(t)) = b

Demonstracao do Teorema 2.2:
Do Corolario 2.2 e do Corolario 2.3, concluimos que

m = b,

com m definido em (2.0.1) e b definido em (2.2.3).

93
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Capitulo 3

Problema exponencialmente critico com
nao linearidade assintoticamente
periddica em dimensao 2

Neste capitulo, estamos interessados em mostrar existéncia de solugao ground state para a
seguinte equagao eliptica nao linear:

~Au+u=K(z)f(u) em IR,
(Ps) { u € H'(IR?),

com K : IR* — IR denotando uma funcdo continua que verifica as seguintes hipéteses:

(K1) Existe kg > 0 tal que K (z) > ko para todo z € IR?;
(K2) Existe uma funcio continua periédica positiva Kp : IR* — IR tal que

|K(x) — Kp(z)] - 0 quando |z|— +oc;
(K3) Para todo = € IR? temos K (z) > Kp(x).
Com relagao a funcao f : IR — IR, supomos as seguintes hipdteses:

(f1) Existe 3 > 1 tal que f(s) = o(s”) quando s — 0;
(f2) Existe ag € (0,47) tal que

lim f(s):{O , se a > qg,

s—+o0 ea-s? +o0o , se o < Qp;

(f3) Existem 0 > 2 e C' > 0 tais que

0<0F(s) <sf(s), Vs e R\{0},

F(s)>Cls|”, Vs e R,

95
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com F(s) = [y f(r)dr;
(f1) A funcao

é crescente em |s|;
(f5) Existem constantes ¢ > 2 e A > 0 tais que

f(s) > AsTt | Vs >0,

com
0g—2)]"7 Co
q(0 —2) M
sendo
M := min Kp(z) >0
z€IR?
e
(L (val+a?)}
Cy = inf L -

ue H' (IR?)\{0} a7
[ Jule
RQ

Observacgao 3.1. : Um ezemplo tipico de uma fungao que satisfaz as hipéteses (f1)-(fs) € a fungdo
f :R— IR definida por

F(s) = (qlsl*%s + 200|s[*s) e | s € R,
comqg>p+1el<ay<dr.
Motivados pelo trabalho [6] e seus argumentos, provamos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. : Sejam K : IR — IR uma fungio continua que satisfaz (K1)-(K3) e f : IR — R
uma fungao continua que satisfaz (f1)-(fs). Entao, o problema (Ps) tem solu¢do ground state.

Ressaltamos que, apés termos concluido a demonstracao deste teorema, encontramos em uma
de nossas pesquisas o artigo [7], onde os autores ja haviam provado o mesmo resultado.

Para provar o Teorema 3.1, primeiramente, na secao 3.1, estudamos um problema periédico; a
saber, mostramos que o problema correspondente tem solucao ground state. Entao, de posse desse
resultado, na secao 3.2, obtemos uma estimativa importante envolvendo niveis minimax do Passo
da Montanha e isto permite mostrar que limites fracos de sequéncias Palais-Smale do funcional
energia associado ao problema (Ps) sdo nao nulos.
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3.1 O problema periédico
Nesta secao, mostramos a existéncia de solucao ground state para o seguinte problema:

—Au+u=Kp(x)f(u) em IR
(PP) { = HI(IRQ),

supondo que Kp : IR? — IR é uma funcio continua positiva que satisfaz
(K4) Kp(z +y) = Kp(z) para todo = € IR? e para todo y € Z2.
Sendo Kp : IR? — IR uma funcéo continua positiva e periddica em IR?, existe k1 > 0 tal que
(K5) Kp(z) >k, , para todo = € IR’
Nesta secao, estamos interessados em mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.2. : Sejam Kp : IR? — R wma fungio continua positiva que satisfaz (K4)-(K5) e
f IR — R uma fun¢io continua que satisfaz (f1)-(fs). Entao, o problema (PP) tem solugdo
ground state.

Esta secao estd organizada da seguinte forma: Na primeira subsecao, introduzimos alguns re-
sultados preliminares e a formulagdo variacional do problema (PP). Além disso, verificamos que
o funcional energia associado ao problema periddico satisfaz a geometria do Passo da Montanha e
mostramos uma importante estimativa envolvendo seu nivel minimax. Na subsecao 3.1.2, mostra-
mos algumas propriedades da sequéncia Palais-Smale obtida do Teorema do Passo da Montanha.
Na subsec¢ao 3.1.3, demonstramos o Teorema 3.2.

3.1.1 Preliminares

No espaco de Sobolev H 1(]R2), consideramos a norma dada por

ull=[ [, (va + )] . we )
e denotamos por Ip : H'(IR?) — IR o funcional energia associado ao problema (PP) definido por
]ﬂ@zé%W—éﬂ@@W@),ueHmﬁy (3.1.1)
Pelas condigoes (f1) e (f2) temos que, dado € > 0, existe uma constante C' = C(¢) > 0 tal que
) Sels|+C (e 1) , VseR

para cada o > g, com «q dado pela condigao (fs), e consequentemente,

15
B+1

IF(s)| < s Cls| (e —1) , VseR
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Notemos que existem constantes positivas oy e C] tais que

£
p+1

|s|”T + C' ] (ea52 - 1) < (e‘“s2 — 1) , VselR
Dali,
[ Kp @) F )] < Gl [ (e 1), Vue HY(IR)
R? R?

Assim, a desigualdade de Trudinger-Moser (ver Apéndice, Lema A.1) garante que o funcional Ip
estd bem definido.

Um fato importante, que pode ser encontrado em [30], é que para qualquer sequéncia (u,,) em
H'(IR?) fortemente convergente, existem uma subsequéncia (u,,) e uma fungio h € H'(IR?) tais
que

|tn, (7)|< h(z) qt.p. em IR

Com esta informagdo podemos adaptar as idéias encontradas no Apéndice B de [33] (ver também
o apéndice de [13]) ao caso exponencial e assim justificar que o funcional energia Ip é de classe C*
e que

Io(u)o = /m (VuVo + uv) — /}RQ Kp(2)f(u)o , Yu,0 € H(R).

Consequentemente, pontos criticos nao nulos de Ip sao solugoes do problema (PP).
O primeiro resultado deste capitulo é uma consequéncia da desigualdade de Trudinger-Moser
e é util para mostrarmos que o funcional Ip satisfaz a geometria do Passo da Montanha.

Lema 3.1. : Seja ag dado pela condigio (fs). Entdo, existem constantes o > ag, t >1 e C >0
tais que

sup /1R2 (eCWQ — 1>t <C.

|lul[<1

Demonstracao:
Seja a € IR satisfazendo

Com esta escolha de o temos

Sejam t e  nimeros reais satisfazendo

4
1<t<6<—7r.
(0]
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Pelo Lema A.2 no Apéndice, temos que existe uma constante C; > 0, independente de u, tal que

/}RQ (e —1) <y /IR (1), Vue H'(R).

A escolha de § implica que fa < 47; portanto, da desigualdade de Trudinger-Moser, existe Cy > 0
tal que

sup /IR2 (ea“2 — 1>t < (4 sup (eﬁa“2 — 1) < (Ch.

llull<1 Jul| <1 /TR
]
Uma consequéncia interessante do Lema 3.1 é o seguinte colorario:
Corolario 3.1. : Seja (u,) uma sequéncia satisfazendo
lim sup||u,||*< 1.
n—oo
Entao, existem a > g, t > 1 e C' > 0, independente de n, tais que
o2 1\!
/1R2<€ 1) <C , Vn>nyg,
para algum ng suficientemente grande.
Demonstracgao:
Se
lim sup| |u,||*< 1,
n—oo
entao existe ng € IN tal que
llun||< 1, ¥n > ny.
Dai, pelo Lema 3.1, existe C' > 0 tal que
t 2 t
en 1 §sup/ e —1) <C , ¥n>nyg.
fulert 1) < s [ (e )
|

No proximo resultado, mostramos que o funcional Ip verifica a geometria do Passo da Monta-
nha.

Lema 3.2. : O funcional Ip : H'(IR?) — R definido em (3.1.1) verifica as sequintes propriedades:

(1) Ezistem constantes B,p > 0 tais que
Ip(u) = B, Yue H'(R) , |lull=p;
(ii) Existe e € H'(IR?) tal que

llel|>p e Ip(e) <O.
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Demonstracao:
As condigoes (f1) e (f2) implicam que, dado arbitrariamente ¢ > 0, existe C; = Cy(g) > 0 tal
que,

P(s)] < lsP+Cilsl(e 1), VseR

para cada o > ap, com o dado pela condig¢ao (f2). Portanto,

1 2 € 2 au?
In(w) = SlullP=3 [ Kp@)ul=Cy [ | [Kp@)ul (e - 1))
1 2 € 2 au? 1102
Z§W“7W“N@W“CMQRAJM@ ~1)] | Vue H'(R).
Pelo Lema 3.1, existem ¢ > 1, suficientemente proximo de 1, e C' > 0 tais que
/ (1) <C | Vue H'(R), ||ull< L.
RQ

Entao, usando desigualdade de Holder com expoentes t e seu conjugado t' e usando imersao de
Sobolev

HY (R — LY(R?) , 2 <t < oo,

obtemos constantes positivas Cy, C3 e Cy tais que

1 g 2 ¢ au? t %
Ie(w) = (5= 5C) lallP=Calall”| [ | (e = 1)']

1 =« /
> (5= 5C) lulP=Cillall” . vae H'R) | flull< 1.

Como t' > 2, temos que, para € > 0 suficientemente pequeno, existem p, satisfazendo 0 < pg < 1
e 5> 0 tais que, se 0 < p < po, entao

Ip(u) >8>0, Yue H'(R), [jull=p,

mostrando assim o ftem (i).
Agora, afim de mostrarmos o ftem (ii), fixemos v € H'(IR?). Pela condicio (f3), temos que

t2

In(tw) = SlulP= [ Ke(@)F(tu)
Cl—ci [, Kotw)ul

IN

Sendo # > 2, concluimos entao que
Ip(tu) — —oo quando t — +oo.

Portanto, ¢é suficiente fixar e = tu, com ¢ > 0 suficientemente grande, para concluir a demonstracao.
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n
Aplicando uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem condi¢do Palais-Smale (ver
Apéndice, Teorema A.15), obtemos a existéncia de uma sequéncia (u,) em H'(IR?) satisfazendo

Ip(u,) = cp e Ip(u,) — 0, (3.1.2)
com cp denotando o nivel minimax do Passo da Montanha, ou seja,
cp = a,lélrfo gélﬁ}f] Ip(v(t)), (3.1.3)

com
Lo = {y € C([0,1], H'(IR%)) ; 7(0) =0 e Ip(v(1)) < 0} .
O proéximo resultado fornece uma importante desigualdade.

Lema 3.3. : Sejam cp o valor definido em (3.1.3) e 6 dado pela condi¢io (f3). Temos que

(¢ -2
20

O<ep <

Demonstracgao:

Pelo Teorema do Passo da Montanha temos cp > 0. Desta forma, é suficiente demonstrar a
segunda desigualdade.

Seja 1, € H'(IR?) uma funcio radial positiva tal que

) {L (|wq|2+!¢q\2)}é.
Ve )

Ressaltamos que a existéncia de tal ¢, foi provada por Agueh em [2].
Da condicao (f4) temos

cp = ue[{lrll{ﬂ?) I?ZaOX [p (tU)

Usando (f5) e a definicao de M,

2q
t? t4 g—2\ C;°

< 7 2 Z q — q
= I?gd‘)({2”¢q” AMq /]P@%} ( 2q >[M)\]432

g—2\ (a0-2\CI"  (9-2)
- <2q )(9(61—2))@12‘12_ 20

como queriamos demonstrar.
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3.1.2 Propriedades da sequéncia Palais-Smale

Nesta secao, provamos algumas propriedades da sequéncia Palais-Smale.

Lema 3.4. : Seja (u,) uma sequéncia em H'(IR?) satisfazendo (3.1.2). Entdo, (u,) ¢ limitada
em H'(IR?).

Demonstracao:
Suponhamos por absurdo que a sequéncia (u,) nao seja limitada, ou seja, suponhamos que, a
menos de subsequéncia,
||un||— +o0.

Como (u,) satisfaz (3.1.2), temos que

|]P(un)| S sup |IP(un)| < 400, Vn € IN
nelN

Além disso, considerando € = 6, § dado pela condigao (f3), existe ng € IN tal que

1 1 1 1
)ty € o) < Sl < 58l 1= [l >
Portanto,
1
Ip(uy,) — afﬁ(un)un < sup [Ip(un)| + ||un]| , ¥n > ny. (3.1.4)
nelN

Por outro lado, temos que

1

Ip(un) — gjg(un)un

1 1 1
= Slhult= [ Ke(@)F) = SllwlP+5 [ Ke()f ),

= (5 ) i+ [ [0 (570w ~ Fn)].

e da condicio (f3),

1 1 1
Tp(un) = 5Tt (2 _ 9) lunll? , Vn € N (3.1.5)
Entéo, de (3.1.4) e (3.1.5), temos
11 )
(5 5) lenll*< supl (o) funll , V> .
nelN

Dai, para n suficientemente grande, segue que

1 1 sup,enl{ (un)| 1
z-3) >
[[n]| 1

2 9
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e fazendo n — oo, obtemos

1 1
LA
z-3)=0
o que é um absurdo. Portanto, (u,) é limitada em H'(IR?).
m

Sendo (u,) uma sequéncia limitada em H'(IR?), temos a existéncia de uma funcio u € H'(IR?)
e uma subsequéncia de (u,), a qual ainda denotamos por (u,,), satisfazendo

u, —u em H'(IR?).
Além disso, usando Teorema de Rellich-Kondrachov, obtemos que
u, —u em L} (IR?), para q > 1,
e consequentemente,

Un (1) — u(z) q.t.p. em IR

Lema 3.5. : Seja (u,) C HY(IR?) uma sequéncia satisfazendo (3.1.2) e u € H'(IR?) seu limite
fraco. Entao,

/R2 Kp(z)f(un)p — /]R2 Kp(z)f(u)e quando n — oo,

para cada @ € C(IR?).

Demonstracao:
Seja o > 1. Do fato de que (u,,) satisfaz (3.1.2), temos

Iy (1)t — 0 Tttt = 00 (1),

ou seja,

(1= o)l (0 = 1) [ | Kp(e) f(un)u, = 0u(1).
Portanto,

(0 —1) /IR2 Kp()f (un)tn = 0n(1) + (0 = 1) ||un||*
e sendo (u,) uma sequéncia limitada em H'(IR?), temos que existe uma constante C' > 0 tal que

/]Rz Kp(@) f(un)un < C , ¥n € IN. (3.1.6)
Observemos que
f(@)

A iy =0
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Assim, dado € > 0 arbitrario, existe R, > 0 tal que
lfW)|<ef(t)t, Vi > R..

Deste forma, denotando [u,, > R := {x c R ; uy,(z) > Rg}, segue usando (3.1.6) e o fato de que

Kp é positiva em IR? que

/[Un>R5] KP($)|f(Un)|§ E/ Kp(aj)f(un)un < eC.

[’U/n >Re]

Da mesma forma, denotando [u > R, := {x ceR; u(x) > Rﬁ}, podemos provar que

[ Er@lfls e[ Kplw) s e

[u>R]

Dado arbitrariamente ¢ € C§°(IR?), temos que
[ Kr@I ) = Sl < [ Kol - 1wl

/[} Kp(@)|f(w)llel+ [ Kp(@)|f()llel

[un>Re]

Logo, denotando B := suppy e usando o fato de que Kp, ¢ € L®(IR?), obtemos

K n) — < K 0 [e%s) n)
[ Kr@l i) = S < Kelelole | 1)~ )
+ 260+ |Kplwlol [ 1F(0),

com S, = [u < RN [u, > R]N B. Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue
que

I W) — fw)|=0

Jim. [UHSRe}mBIf (un) = f(w)]
e

Jm [ fwl=0.

Portanto,

lim | Kp(x)|f(un) = f(u)lle]=0

n—oo IR2

e consequentemente,
i [ Kp(@)fu)e = [ Kp(@)f()e.
[

O seguinte resultado é muito util para mostrar que limite fraco de sequéncias Palais-Smale sao
nao nulos.
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Lema 3.6. : Seja (uy,) uma sequéncia limitada em H*(IR?). Entdo, uma das sequintes afirmagoes
¢ satisfeita:

(i) Existem R,n >0 e {y,} C Z? tais que / lun|*> 1n;
B

r(yn)

(17) /2]un]t—> 0, para todo t > 2.
%

Demonstracao:
Suponhamos que a afirmagao (i) nao é satisfeita. Entao, para uma subsequéncia de (u,,) a qual
ainda denotamos por (u,), temos

lim <Sup/ |un|2> = 0.
oo yEIR2 Br(y)

Dai, pelo Lema de Lions (ver Apéndice, Lema A.6), obtemos

/]R2|un|t—> 0,

para todo t > 2.

3.1.3 Existéncia de solugao ground state

Agora temos os resultados necessarios para provar existéncia de solug¢do ground state para o
problema periédico (PP).
Demonstracao do Teorema 3.2:

Na primeira parte da demonstracido, mostramos a existéncia de uma outra sequéncia satisfa-
zendo (3.1.2) e que tem limite fraco nao nulo. Se (u,) satisfaz (3.1.2), entdo

ligLSolip { @ — ;) ||un||*+ e {KP(JU) (;f(un)un - F(un>>”

, 1 .

0
Dai, usando a condigao (f3), segue que
0 —
o sl
Logo, do Lema 3.3, concluimos que
. 9 20
lim sup||u,|[*< | ——= | ep < 1 (3.1.7)

e portanto, do Corolario 3.1, existem a > g, t > 1 e C' > 0 tais que a sequéncia
au2 t
/IR2 (e — 1) <C , VYn>nyg, (3.1.8)

para algum ng € IN suficientemente grande. Sendo (u,) limitada em H'(IR?), segue do Lema 3.6
que uma das seguintes afirmacoes ¢ satisfeita:
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(i) Existem R,n > 0 e {y,} C Z? tais que / [un 2> n;

R\Yn

(ii) /2|un|t—> 0, para todo t > 2.
R

Afirmamos que (ii) ndo ¢é satisfeita. De fato, usando as condigdes (f1) e (f2) temos que, dado
arbitrariamente £ > 0, existe uma constante positiva C' = C(e) tal que

[F(s)|<

g \s|5+1+0|sy(as ~1) , ¥s€R

para cada a > «ap, com «ay dado pela condigao (f). Entao, sendo a funcdo Kp limitada em R?
segue

Joo 1Kr @)l < 2 [ Rp (@) a0 [ o) ] (e = 1)

< Kplo [ Junl " +CLlKpl [ Jual (e = 1)
< el fo lunl TG |l )

Usando desigualdade de Holder com expoentes ¢ e seu conjugado t’,

S V(@) £ )

3 % 2 t ti/
< K oo/ nﬁ—H CaK oo{/ nt} {/ i —1 }
S Gl [l A CAR Rl [ tul 7 [ (7 = 1)

Sendo (u,) uma sequéncia limitada em H'(IR?), temos por imersdo continua que existe C' > 0 tal
que

/R2|un\5+1§ O, VneNN

Entao, usando também (3.1.8),

/]Rz K p(2) f (tn)in| < &|Kp|anC + Col| Kp|aoC {/W\un\t}t Vn > .

Supondo por absurdo que a afirmagao (ii) é satisfeita, segue que

lim sup - |Kp(z) f(un)u,| < e|KplooC

n—oo

com € > 0 dado arbitrariamente. Portanto,

timsup [ [Kp(r) f(tn)itn] = 0
IR?

n—oo

e consequentemente,

lim Kp(x) f(up)u, = 0. (3.1.9)

n—oo IR2
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Sendo (u,) uma sequéncia satisfazendo (3.1.2), temos que Ip(uy,)u, = 0,(1). Logo,

0u(1) = Lp(uwn)un = llunl P+ [ Kpa) f(un)ien = [un[*+0,(1)
e portanto,
l|un||— 0 quando n — oo.
Sendo Ip : H'(IR?) — IR um funcional de classe C, temos
Ip(u,) — 0 quando n — oo.

Mas isto ¢ um absurdo, pois Ip(u,) = c¢p e cp > 0. Como o absurdo ¢é obtido supondo que (ii) é
satisfeita, segue do Lema 3.6 que a afirmagdo (i) ¢ satisfeita.
Para {y,} C Z* dado pela afirmacao (i), definamos para cada n € IN

() = un(z +y,) , z€R
Temos que
In(i) = Sl [ Ke()F(a)
= Sl [ Fole — ) ()
e, para cada v € H'(IR?),

Ip(a)o = [
- /IR2(

Logo, usando a condigao (K4),

Vi Vo + o) + /]Rz Kp(2) f(in)v

Vu,v + u,v) + /]R2 Kp(x — yn) f(un)v.

Ip(fbn) = ]p(un)

I (iin)v = Ip(u,)v , para cada v € H'(IR?).
Como (u,) satisfaz (3.1.2), concluimos que
[p(ﬁ,n) — Cp € I;;(ﬂn) — 0.

Entéo, pelo Lema 3.4, a sequéncia (@,) é limitada em H'(IR?) e portanto, existem @& € H'(IR?)
e uma subsequéncia de (,), a qual ainda denotamos por (i,), tais que @, — @ em H'(IR*). A
afirmagao (i) dé a existéncia de R,n > 0 tais que

Lol = =
Br(0) Br(yn)
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Sendo a imersao H'(Bg(0)) CC L?(Br(0)) compacta, temos que, a menos de subsequéncia, i, — @
em L*(Bg(0)) e portanto

[P zn>o,
Br(0)

ou seja, 4 ¢ nao nulo.
Vamos agora mostrar que @ € H'(IR*) é ponto critico de Ip. De fato, sendo @,, — @ em H*(IR?),
temos

/]R2 (Vi Vo + fpw) — /}RQ (VaVw + aw) quando n — oo, (3.1.10)
para cada w € H'(IR?). Além disso, pelo Lema 3.5,
/]R2 Kp(x)f(t,)p — o Kp(z)f(a)e quando n — oo, (3.1.11)
para cada o € C°(IR?). Portanto, de (3.1.10) e (3.1.11), para cada ¢ € C5°(IR?), temos
0(1) = Ip(in)o= [ (VituVip+itng) + [ Ke(w) (i)
= [ (VaVe o)+ [ (Ke(@)f (@) + 0a(1)

= HD(TL)‘:@ + On(l)a

ou seja, Ih()p = 0 para cada ¢ € C°(IR?). Pela densidade de C5°(IR?) em H'(IR?), concluimos
que I (@)w = 0, para todo w € H'(IR?), ou seja, @ é ponto critico de Ip.
Agora, para concluir a demonstracao do Teorema 3.2, vamos mostrar que @ é ground state, ou

seja, vamos mostrar que a energia de @ coincide com o nivel do Passo da Montanha definido em
(3.1.3). Temos que
2cp = lminf2/p(a,) = liminf (27p(i,) — Ip(tn) i)

n—oo

= liminf | Kp(w) [f (i) iin — 2F (in)]

n—oo

Usando Lema de Fatou,

Como
2p(i) = 20p(i) = Ip(@)i = [  Kp(a) [f(@)a— F(2)],
concluimos que Ip(@) < cp. Por outro lado, a condigao (f4) implica que
cp = inf {Ip(u) : u€ H'(R)\{0} e Ij,(u)u =0},

de onde segue que c¢p < Ip(a). Portanto, Ip(i) = cp.
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3.2 O problema assintoticamente periédico

Nesta se¢do, mostramos que (P3) tem solugao ground state. Daqui até o final deste capitulo,
supomos que as condigoes (K1)-(K3) e (f1)-(f5) valem para K e f, respectivamente.

Esta secao estd organizada de maneira analoga a se¢ao 3.1; a saber, na subsecao 3.2.1 introdu-
zimos a formulagao variacional do problema (P3) e mostramos que o funcional energia associado
satisfaz a geometria do Passo da Montanha. Além disso, mostramos uma importante estimativa
que permite mostrar que limite fraco de sequéncias Palais-Smale é nao nulo. Na subsecao 3.2.2, ci-
tamos algumas propriedades da sequéncia Palais-Smale obtida do Teorema do Passo da Montanha.
Na subsecao 3.2.3, demonstramos o Teorema 3.1.

3.2.1 Preliminares

Nesta subsecao, introduzimos a formulagao variacional do problema (Ps) e alguns resultados
preliminares envolvendo o funcional energia associado; porém, por sua analogia com o caso perio-
dico, fazemos a demonstracao apenas dos resultados que julgamos necessarios.

Denotamos por I : H'(IR*) — IR o funcional energia associado ao problema (Ps) definido por

I(w) = ;HuHZ—/]RZ K@) F(u) , ue H(R). (3.2.1)

Como no caso peridédico, a desigualdade de Trudinger-Moser garante que o funcional I esta
bem definido. Além disso, temos que I é de classe C! e

I'(u)o = /m (VuVo + uv) — /}RQ K@) f(u)v , Yu,ve H(R).

Portanto, pontos criticos nao nulos de I sao solugoes de (Ps).
Assim como argumentado no Lema 3.2, podemos provar o seguinte resultado:

Lema 3.7. : O funcional I : H(IR®) — R definido em (3.2.1) verifica as sequintes propriedades:
(1) Ezistem constantes B,p > 0 tais que
I(u)>p , Yue H(R), [Jull=p;
(ii) Existe e € H'(IR?) tal que
lle||>p e I(e) <O0.

Pelo Teorema do Passo da Montanha sem condicao Palais-Smale, temos a existéncia de uma
sequéncia (v,) em H'(IR?) tal que

I(v)) = ¢ e I'(vy) = 0, (3.2.2)
com

= inf 1 2.
¢ = Inf max I(y(t)) (3.2.3)
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I:={yeC([0,1], H'(IR)) : 7(0)=0¢ I(y(1)) <0}.
O proximo resultado estabelece uma relagao entre os niveis minimax cp e c.

Lema 3.8. : Sejam cp o valor definido em (3.1.8) e ¢ o valor definido em (3.2.8). Temos que
vale a sequinte desigualdade:

c < cp.

Demonstracao:
Seja @ € H'(IR?) uma solucdo ground state do problema periédico (PP). A condicido (f4)
implica que

c= inf maxI(tu).
weHL(R2) t>0
uF#0

Portanto,

¢ < max I (tu).
>0

Pela geometria do funcional I, temos que 1(0.a) = 0, I(t.a) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno
e I(t.u) < 0 para t > 0 suficientemente grande. Logo, existe ¢, > 0 tal que

I(tyu) = max I(tw).

Entao, usando a condigao (K3),

c < I(tou) < Ip(tyn) < max Ip(ta).

Sendo @ € H'(IR?) uma solucdo ground state do problema (PP), temos que

max Ip(ta) = Ip(u) = cp.

Portanto,

c < cCp.
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3.2.2 Propriedades da sequéncia Palais-Smale

Nesta subsecao, falamos a respeito de algumas propriedades da sequéncia Palais-Smale do
funcional energia associado ao problema (Ps). Dada a sua analogia com o caso periédico estudado
na se¢ao 3.1, ndo fazemos a demonstracao destes resultados.

O seguinte resultado pode ser provado usando argumentos analogos aos usados na demonstracao
do Lema 3.4.

Lema 3.9. : Seja (v,) uma sequéncia em H'(IR?) satisfazendo (3.2.2). Entdo, sequéncia (v,) €
limitada em H'(IR?).

Temos entdo a existéncia de uma funcio v € H'(IR?) e uma subsequéncia de (v,,), a qual ainda,
denotamos por (v,), satisfazendo

v, = v em H'(IR?).
Usando o Teorema de Rellich-Kondrachov,

v, —v em L{ (IR*), quando q > 1,

loc

e consequentemente,
vp(x) = v(z) q.t.p. em IR
O seguinte resultado pode ser provado seguindo argumentos analogos ao usados no Lema 3.5.

Lema 3.10. : Seja (v,) uma sequéncia em H'(IR®) satisfazendo (3.2.2) e v € H'(IR?) seu limite
fraco. Entao,

/IR2 K(x)f(vn)e — - K(z)f(v)e quando n — oo,

para cada @ € C(IR?).

3.2.3 Existéncia de solugao ground state

Vamos agora demonstrar a existéncia de solugao ground state para o problema (P3).
Demonstragiao do Teorema 3.1:

Notemos que v € H'(IR?) é ponto critico de I. De fato, sendo v limite fraco de uma sequéncia,
(v,) satisfazendo (3.2.2), usando o Lema 3.10, obtemos que, para cada ¢ € C5°(IR?),

onll) = I'w)p= [ (VeVet+vp)+ [ K@)f)e
= | (VoVe+vp)+ [ (K(@)f@)e) +on(])
= ]/(U)SD + On(l)v

ou seja, I'(v)p = 0 para cada ¢ € C°(IR?). Pela densidade de C§°(IR*) em H'(IR?), concluimos
que I'(v)w = 0, para todo w € H*(IR?), ou seja, v é ponto critico de 1.
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Vamos agora mostrar que v é nao nulo. Suponhamos por contradicdo que v = 0. Das condigoes
(f1) e (f2) temos que, dado £ > 0, existe uma constante positiva C' = C(e) tal que

FE)IS 570

para cada o > g, com g dado em (fy). Portanto,

/BR(m |K (@) = Kp(@)[ |F'(v,)]

5|77 4+Cls| (e = 1), Vs e TR, (3.2.4)

15
< K(z) - K N
S 331 BR(O)\ (x) — Kp(2)] v
(J/ K(z)— K (e — 1
o) @) = Kp(@) ol (e =1)
19 1
< sup z)— Kp(x / Up, A+
5+1IGBR()I (z) — Kp(z)| |vn]
+ O sup |K(zx) - Kp(x y/ o] (e — 1) (3.2.5)
x€BR(0)

Sendo (v,) uma sequéncia em H'(IR?) satisfazendo (3.2.2), usando argumentos andlogos ao que
fizemos para mostrar (3.1.7), obtemos

20
li W< | —
meuwlnls (5%)

lim sup||v,|[*< 1.
n—oo

e usando os lemas 3.8 e 3.3,

Entao, pelo Corolario 3.1, existem a > ag, t > 1 e C' > 0, independente de n, tais que

/]R2 (e‘w’% — 1)t <C , Vn>nyg.

para algum ny € INsuficientemente grande. Usando desigualdade de Holder com expoentes ¢ e seu
conjugado t', existe C; > 0 tal que

C sup |K(z)— Kp(x ]/ |vn| —1)

z€BR(0)

<C sup |K(x)— Kp(x / vnt/}t {/ e"“’%—lt}
xeBlgo)’ (z) = K )’{ ey BR<0>( )

<a s K@ - K@ { [l vz
0) Br(0)

I’EBR(

1
t

Estamos supondo que v, — 0. Entdo, usando a imersdao compacta H'(Bg(0)) cC L' (Bg(0)),
concluimos que

1
7

)
Br(0)
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e portanto,

C sup |K(z)— Kp(x ]/ \vn\ 1>:0n(1). (3.2.6)

z€BR(0)

Além disso, usando imersdo compacta de H'(Br(0)) cC L+ (Bg(0)), temos que

g
B+ 1 aepao) | K (x) — Kp(z)| /B 0) [0 = 0a(1). (3.2.7)
rEDR R

Entéao, usando (3.2.6) e (3.2.7), segue de (3.2.5) que

lim |K(z) — Kp(x)| |F(v,)] = 0. (3.2.8)

"0 JBRr(0)
Por outro lado, de (K2), temos que dado € > 0, existe R > 0 tal que
|K(z) — Kp(x)| <e , Vz|> R.
Dai,

Joovp K@ = Kp@I P << [ R <e [ RG]

Entao, usando (3.2.4),

/]RQ\BR(O)\K(QC)— p(@)]|F(va)] < ﬁ+1/ ‘vn’ﬁ+1+€c/ ol (%~ 1).

Usando desigualdade de Holder com expoentes t e seu conjugado t' e o Corolario 3.1, temos que
existe Cy > 0 tal que

/IRQ\BR(O) |K(l‘) o KP(x)' |F(Un)|

2 1
19 AR
< B+1 / t > )
<3 1/2\vn\ +€C’2{ 2|vn\ } . Vn > ng

Usando as imersoes continuas H'(IR?) < L*+Y(IR?) e H'(IR?) — L*(IR?), sendo (v,,) limitada em
H'(IR?), temos que existem constantes positivas Cy e Cy tais que

/]R2\BR(0) [K () = Kp(2)|[F(va)]| < e2C5+eCy , Yn>ny.
Portanto,

lim sup |K(z) — Kp(2)| |F(v,)| < £2Cy + £Cy,

n—oo  JIR?\Bg(0)
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com ¢ > 0 arbitrario. Logo,

lim K (2) — Kp(2)| |[F(v,)] = 0. (3.2.9)

n—o0 IRZ \BR (0)

De (3.2.8) e (3.2.9) concluimos entao que

lim |I(v,) — Ip(v,)| = lim |K(z) — Kp(x)| |F(v,)| = 0.

n—o0 n—oo ]R?

Analogamente mostra-se que

lim |I'(v,)v, — Ip(vp)v,] = lim |K(z) — Kp(x)]|f(vn)va] = 0.

n=r00 n=s00 JRe
Consequentemente,
Ip(v,) = I(v,) + Ip(vy) — I(v,) = ¢+ 0,(1) (3.2.10)
e
Ip(vp)vn = I'(vp)vn + Ip(vy) v, — I'(0y) 0, = 0,(1). (3.2.11)

Pela geometria do funcional Ip, temos que, para cada n € IN, Ip(0.v,) = 0, Ip(tv,) > 0 para
t > 0 suficientemente pequeno e Ip(tv,) < 0 para ¢t > 0 suficientemente grande. Entao, para cada
n € N, existe s,, > 0 tal que

Ip(syv,) = max Ip(tvy,), (3.2.12)
e dali,
I5(sp00)v, = 0. (3.2.13)

Afirmamos que a sequéncia (s,) obtida satisfaz

limsups, < 1. (3.2.14)

n—oo

De fato, suponhamos por absurdo que existe uma subsequéncia de (s,), a qual ainda denotamos
por (s,), tal que s, > 14 ¢ para todo n € INe para algum § > 0. De (3.2.11) temos

lell?= |, Kew)(a)en + 0 (1).

Por outro lado, de (3.2.13),

Portanto,
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Pela condicao (K5), temos que

k1/2 lf(snvn) f(”’”‘)]vg

SnUn Un

<)
</,

Kp(2) [ﬂsnvn) ) f(’vn)] ,

SnUn Un

Logo,

SnUn, vy, | "

/IR2 lf(S"”") - f(vn)] 02 = o, (1). (3.2.15)

Pelo Lema 3.6, temos que vale uma das seguintes afirmacoes é satisfeita:

(i) Existem R,n > 0 e {y,} C Z? tais que / )|vn\22 n;
B

R(yn

(ii) /2]vnlq—> 0, para todo ¢ > 2 .
R

Se a afirmacao (ii) é satisfeita, argumentando analogamente ao que foi feito para provar (3.1.9),
obtemos que

lim K(x)f(vn)v, = 0.

n—oo IRQ

Dai, sendo (v,,) uma sequéncia verificando (3.2.2),
0u(1) = I(v)u, = [lvnll*= [, K(@)f(@n)vn = llenl*+o,(1)

e consequentemente, ||v,||— 0. Como I é um funcional de classe C, segue entao que I(v,) — 0 e
isto ¢ um absurdo, pois I(v,) — ¢ e ¢ > 0. Com isto, concluimos que a afirmagcao (i) ¢é satisfeita.
Para {y,} C Z* dado pela afirmacao (i), definamos

On () = v (T + Yn)-

Temos que

~ |12 2
Up|“= U2 1 > 0. 3.2.16
/BR@' | /BR(yn)r 2> (3.2.16)
Como
[CH [T

temos que a sequéncia (7,) é limitada em H'(IR?) e portanto existe o € H'(IR?) tal que, a menos
de subequéncia, ¥, — ¥ em H'(IR*). Usando a imersdo compacta H'(Bg(0)) CC L*(Bg(0)), segue
que ¥, — ¥ em L*(Bg(0)) e, de (3.2.16),

/ |5*>n > 0,
Br(0)

que por sua vez implica que ¥ é nao nulo.
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Pela condicao (fy), temos que

[ lf((l +0)0) f@)} <

(1+0)d, B = Jre

[f(snffn) - f@] 2 VneNlN

S Un o, | "

Entao, usando Lema de Fatou, a equagao (3.2.15) e também a condicao (fy), segue que

YN P

o que é um absurdo. Com isto, concluimos que (3.2.14) de fato ocorre.

Sendo s, > 0 para todo n € IN, concluimos entao que (s,) é limitada e portanto possui uma
subsequéncia, a qual ainda denotamos por (s,), tal que nh—>I£10 Sp = Sp, para algum sqg € [0,1]. Se
so € (0,1), temos que s, < 1 para n suficientemente grande; portanto, temos de (3.2.15) e da
condicao (f4) que

/1R2 [f@n) - f<$n6")1 7 = on(1) (3.2.17)

Up, SpUn "
e do Lema de Fatou e da condigao (f;) novamente, segue que

f(0) — f(s00)

0< [ s <0,
R? v S
o que é um absurdo. Se sy = 0, temos que $,0,(z) — 0 q.t.p. em IR? e da condicao (f;),
f(800n(2))

— —0 , qt.p. em IR
SpUp ()

Dai, usando o Lema de Fatou e (3.2.17), temos que

0< /]Rz f@®)o = @@2 <0,

R U

o que também é um absurdo. Concluimos entdo com isto que a sequéncia (s,) é convergente e

lim s, = 1.
n—oo
Consequentemente,
/ Kp(2)F(sp0,) — / Kp(2)F(v,) = on(1). (3.2.18)
R? R?

Além disso, sendo a sequéncia (v,) limitada, temos também que

(55 = Dllval[*= 0a(1). (3.2.19)
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Portanto, de (3.2.18) e de (3.2.19), temos que

IP(Sn'Un) Ip(vy,)
= (2= Dy lloalP+ [ Ko@) [Fon) = Flsnon)]
= o,(1). (3.2.20)
Da condicao (fy) segue que

cp = inf maxIp(tu
P uweHL(R2) t>0 P< )
u#0

Entéo, de (3.2.12),
cp < Ip(syv,) , VnelN
e usando (3.2.20),
cp < Ip(vy) + 0,(1).
Logo, de (3.2.10),
cp < c+oy(1).

Entao, fazendo n — oo, concluimos que cp < ¢ e isto contradiz o Lema 3.8. Como obtemos esta
contradicao supondo v = 0, concluimos que v € H'(IR?) é nao nulo.

Agora, para concluir a demonstracao do Teorema 3.1, vamos mostrar que v é ground state, ou
seja, vamos mostrar que a energia de v coincide com o nivel minimax do Teorema do Passo da
Montanha definido em (3.2.3). Temos que

2¢c = liminf2/(v,) = liminf (2/(v,) — I'(vy)vp)
= hm mf/ f(vp)vn — 2F (v,)]
Usando Lema de Fatou,
/]R2 K(x)[f(v)v —2F(v)] < 2e¢.
Sendo v ponto critico de I,
E— ! J—
21(v) = 20(v) = I'(v) = [ K@) [f0)v = F(v)
e portanto, I(v) < ¢. Por outro lado, a condigdo (f4) implica que
c=inf {I(u) : ue H'(R)\{0} e I'(u)u =0},

de onde segue que ¢ < I(v). Logo, I(v) =
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CAPITULO 3. PROBLEMA EXPONENCIALMENTE CRITICO



Capitulo 4

Problema exponencialmente subcritico
singular em dimensao dois com falta de
compacidade

Neste capitulo, seguimos na mesma classe de problemas abordada no Capitulo 3, porém, com
uma classe de funcdo K diferente e uma singularidade. O resultado deste capitulo estabelece
existéncia de solucao ground state para a seguinte equagao eliptica nao linear:

= K(z M em
(Py) { mAutu= KT em U
u € Hy(U),

com U = IR ou U = IR\, © C IR denotando um conjunto nio vazio conexo e limitado com
fronteira suave, e

O§a<;. (4.0.1)
Com relagao a fun¢ao K : U — IRU {—o00, +0o0}, supomos que satifaz as seguintes hipdteses:
(K1) K é positiva quase sempre em U, ou seja,
HzxeU : K(z) <0} =0;
(Ks) K € L*(U).
Para a funcao f : IR— IR continua, supomos que

(f1) Existe 3 > 1 tal que f(s) = o(s”) quando s — 0;
(f2) Para todo a > 0, vale
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(f3) Existe 6 > 2 tal que
0<0F(s) <sf(s) , Vse R\{0},
com F(s) =[5 f(T)dr.
Motivados pelas ideias do artigo [6], provamos neste capitulo o seguinte resultado:

Teorema 4.1. : Sejam [ uma func¢io continua que satisfaz (f1) — (f3) e

2—a

> .
771 94

(4.0.2)

Suponhamos que a funcio K satisfaz (K1) — (K3) e

4o

Ks;) Kel" l .
(K3) K € (U),pamagumr>a(1_2a)+a_2

Entdo, o problema (Py) tem solug¢do. Além disso, se

(f1) s — @ ¢ uma fungao crescente em |s|,
entao (Py) tem solugao ground state.

Observagao 4.1. : Um exemplo tipico de uma funcao que satisfaz as hipéteses (f1) — (f1) € a
funcio f: IR— IR definida por

fls)=1s]""s . seR
comq >+ 1.

Com o proposito de demonstrar o Teorema 4.1, fazemos uso do Teorema do Passo da Montanha
sem condicao Palais-Smale, de uma versao da Desigualdade de Trudinger-Moser que pode ser
encontrada em [1] e do Teorema de Vitali.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: Na primeira se¢do introduzimos alguns resul-
tados preliminares e a formulacao variacional do problema. Além disso, verificamos que o funcional
energia associado ao problema (Py) satisfaz a geometria do Passo da Montanha. Na se¢do 4.2, mos-
tramos algumas propriedades da sequéncia Palais-Smale obtida do Teorema do Passo da Montanha
sem condicao Palais-Smale. Por fim, na secao 4.3, demonstramos o Teorema 4.1.

4.1 Preliminares

No espago de Sobolev H}(U) consideramos a norma dada por

lull=[ [ (4] . e H@).
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e denotamos por I : H}(U) — IR o funcional energia definido por

F(u)

2 u € Hy(U). (4.1.1)

1
1) = Slull*= [ K()
U
Das condigoes (f1) e (f2), temos que para cada € > 0 e cada a > 0, existe C' = C(g, ) > 0 tal que

|F(s) |s|ﬁ+1—|—C|s|3(eo‘52 — 1) , Vs e R

|§L
b+1

Existem constantes positivas o e C; tais que

€ B+1 3( as? ars?
m’fﬂ +C‘S| (6 1) S Cl (e 1) 3 VS c ]R,
Dali,
P et 1
/ K () F §C’1|K|OO/ (e -1) . Vu e HYU).
u || vz

Assim, a desigualdade de Trudinger-Moser (ver Apéndice, Lema A.1) garante que o funcional /
estd bem definido.

Um fato importante, que pode ser encontrado em [30], é que para qualquer sequéncia (u,) con-
vergente em H(U), existem uma subsequéncia (u,, ) de (u,) e uma fun¢ao v € Hj(U) verificando

|tn, ()| < v(x) q.t.p. em U.

Com esta informagao, podemos adaptar as ideias encontradas no apéndice B de [33] (ver também
o apéndice de [13]) ao caso exponencial e assim justificar que o funcional I ¢ de classe C! e que

f(w)v

]

I/(u)U:/U(VuVU—i—uv)—/UK(x) , Yu,v € Hy(U).

Consequentemente, pontos criticos nao nulos de I sdo solucgoes do problema (Py).
O primeiro lema ¢ uma consequéncia da desigualdade de Trudinger-Moser e ¢ de fundamental
importancia para mostrarmos algumas convergéncias envolvendo sequéncias Palais-Smale.

Lema 4.1. : Sejam 6 o valor dado pela condigio (f3) e (u,) uma sequéncia satisfazendo

20
. 2< v
sl (5775

para algum ¢ > 0. Entdo, existem o > 0,t > 1 e C > 0, independentes de n, tais que

au% _ t
/ cr=- 1 <C
v\ |z[ B

para n suficientemente grande.
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Demonstracgao:
Consideremos

a:ff<1_g)<9%2>i, (4.1.2)

com a satisfazendo (4.0.1) e o satisfazendo (4.0.2). Temos que o > 0. Além disso, consideremos

__1<1+ 2 ) 20
m—2 0'.2_a 0—9 C.
2\, _

70_2 C m

l[un||*< m , Yn > ne.

Temos entao que

e dai, existe ny € IN tal que

Como a satisfaz (4.0.1) e o satisfaz (4.0.2), temos que

4o -
2—a+20+20a 3

S

Seja t € IR tal que

4 4o
—<t< . 4.1.3
3 2—a+20+20a ( )
Para t escolhido desta forma, vale
4<t<(1 M>@7
3 2)2—a+20

Seja B € R tal que

at 4o at\ 4w
t<f<|(l——=)————=(1-=)—
8 ( 2>2—a—|—20 < 2>am

Pelo Lema A.2 do Apéndice, existe C' = C() > 0 tal que

/( ) cof (mtitin) )

|x|at

para cada n > ng. Pela escolha de 8 temos que

t
Bam < (1 — C;) 4r.
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Entao, pela desigualdade de Trudinger-Moser, existe uma constante C' > 0, independente de n, tal
que

@ 5‘“’"52)2—1)
/U< 1 C’/< " <C, Vn>ny,

‘x|at

como queriamos demonstrar.
]
O préximo resultado é ttil para mostrar que o funcional I satisfaz a geometria do Passo da
Montanha.

Lema 4.2. : Existem > 0,1t >1 e C > 0, independente de u, tais que

eau’ — !
sup / <a> <.
lujji<1/u \ |7

Demonstracgao:
Seja a € IR satisfazendo
4m(2 —
0<a< 77“ 2 ,
2
com a satisfazendo (4.0.1). Com esta escolha de o temos
8
— > 1.
200 + 4am
Desta forma, seja t € IR satisfazendo
8
Il<t<——.
2a0 4 dam
Temos entao que
‘< < . at) AT
2/) a

Seja [ € IR satisfazendo

Pelo Lema A.2 do Apéndice, existe uma constante C' = C'(f) > 0, independente de u, tal que

2 Bau
e’ _ ] ePor” —
- 7)< L.
/(J( o ) C/ |x|at . Yue HYU)

Concluimos entao da desigualdade de Trudinger-Moser que existe uma constante C; > 0 tal que
t
e’ — 1
sup / () < (.
(ST AN
|

No préximo lema, mostramos que o funcional [ satisfaz a geometria do Passo da Montanha.
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Lema 4.3. : O funcional I definido em (4.1.1) verifica as sequintes propriedades:
(i) Existem n,p > 0 tais que

I(u) > n , Yue Hy(U) , |lull= p;
(ii) Existe e € HY(U) tal que ||e||> p e I(e) < 0.

Demonstracgao:
Por (f1) e (f2), temos que dado € > 0, existe C'= C(e) > 0 tal que, para todo o > 0,

|F(s)] < §|3|2—|—C|s|3(60‘52 ~1) . VseR

Se u € H}(U), entao

L, o € |ul? “ﬂg(eauQ_'l)
I(w) > Gllul’~ | K() C/UK("”)ISEI“

2 Ju E
2
| ’ [uf? [uf? (e — 1)
> = Q—fKOO/ —CKOO/—.
> Il =G [ e = Ol [ =

Se u € B1(0) C Hy(U), segue do Lema 4.2 que existe ¢ > 1, suficientemente proximo de 1, tal que

2
e —1

e L'U)

]

e existe C' > 0 tal que

2 t
au® _q
/ ¢ < C, Yu € Bi(0).
v\ |z

Entao, usando desigualdade de Holder com expoentes t e seu conjugado t' e usando imersao de
Sobolev

HYU) — LY (U) , 2<t < +o0,

obtemos constante positivas Cs, C3 e Cy tais que

1 € e — 1\
2 2 t/
~|Ju|[>~=C" —C / -

1 ,
> (5 5Ca) lllP=Callull” , Vu € By0)

o+

1(u)

v

Como t' > 2, temos que, para € > 0 suficientemente pequeno, existem 5 > 0e 0 < py < 1 tais que
se 0 < p < pp, entao

I{u) =2 B >0, para |[ul|=p,
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mostrando o item (i).
Afim de mostrarmos o item (ii), notemos que, por (f3), existem constantes positivas C' e D
verificando

F(s)>C|s|°~D , Vs € R (4.1.4)
Fixando uma funcao nao negativa ¢ € C§°(U) e usando (4.1.4), encontramos
t2 F(ty)
Ite) = “lgl*— / K
() 5 el = | K(z) 2l

1
2|

< Dgtp—ci’ [ k@21 b [ K@)
-2 B || B
com B := suppp. Como 6 > 2, concluimos que I(ty) - —oco quando t — +o00. Assim, é suficiente
fixar e = ty, com t > 0 suficientemente grande, para concluir a demonstragao.
[
Aplicando uma versao do Teorema do Passo Montanha sem condigao Palais-Smale (ver Apén-
dice, Teorema A.15), temos que existe uma sequéncia (u,) C H}(U) satisfazendo

I(u,) = ¢ e I'(u,) — 0, (4.1.5)
com
= inf 1
¢ = Inf max I(y(t)) > 0
€

I ={yeC([0,1,HyU)) : 7(0)=0eI(y(1)) <0}

4.2 Propriedades da sequéncia Palais-Smale

Nesta se¢ao, mostramos algumas propriedades da sequéncia Palais-Smale. Como a demonstra-
¢ao da primeira delas segue dos argumentos usados para demonstrar o Lema 1.2 no Capitulo 1 e
o Lema 3.4 no Capitulo 3, aqui a omitimos.

Lema 4.4. : Seja (u,) uma sequéncia satisfazendo (4.1.5). Entdo (uy) € limitada em Hy(U).

Sendo (u,) limitada em H}(U), segue que existem v € Hj(U) e uma subsequéncia de (u,), o
qual ainda denotamos por (u,), tais que

u, —u em Hy(U).
Usando o Teorema de Rellich-Kondrachov, obtemos
u, = u em L} (U), para q>1,

e consequentemente,

un(z) = u(z) q.t.p. em U.
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Lema 4.5. : Sejam (u,) uma sequéncia em Hy(U) satisfazendo (4.1.5) e u € Hy(U) seu limite
fraco. Entao,

/K | | /K quando mn — 00,
x(l (L

para cada ¢ € Cg°(U).

Demonstracao:
Seja ¢ > 1. Do fato de que (u,) satisfaz (4.1.5), temos que

(1= Ol (= 1) [ K o, )

[

e portanto,

¢ 1) [ K W = 0(1) + (¢ — 1) ua P

Sendo (u,) uma sequéncia limitada em H}(U), temos que existe uma constante C' > 0 tal que

/[]K(x)f(“"l“” <C,VneN (4.2.1)

|z
Observemos que

)
iy =0

Assim, dado € > 0 arbitrario, existe R, > 0 tal que
lf()|< ef(t)t, ¥t > R..

Deste modo, denotando [u, > R| :={x € U ; u,(x) > R.}, segue usando (K;) e (4.2.1) que

/ K($)|f(un)| < E/ K(x)f(un)un <.
[un>Re] || [un>Re] 2]
Da mesma forma, denotando [u > R := {x € U ; u(z) > R.}, podemos provar que

|/ (w)] f(w)u
/[U>RE] K(z) EiE SE/[WRJK(@ 2] <eC.

Dado arbitrariamente ¢ € C§°(U), temos que

]

|f ()] | (w)
/[WRE]K@) e el /[WRC] K(a) ol
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Logo, denotando B := suppy e usando o fato de que K, ¢ € L>*(U), obtemos

|f (un) = f(w)] |f (un) — f(u)]
[ K@= S el < | Kslel | :
U || [un<R.]NB ||
20+ Kkl [ 70,
S, x|
com S, := [u < RJ]N[u, > RJ]N B. Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue seguem

os seguintes limites:

. f ) = f@)]
n—00 Jiu, <R]NB ||
e
A AL
n—00 S, |x|a
Portanto,
|fun) = flu)],
nhalgo UK(:E) |l’|a |90|_0

e com isso concluimos que

lim K(x)f(un>s0=/UK<$)f(U)‘P

[

4.3 Existéncia de solugcao ground state

Estamos agora em condi¢oes de demonstrar a existéncia de solugao ground state para o pro-
blema (Py).
Demonstragao do Teorema 4.1:

Comegamos mostrando que o limite fraco u da sequéncia (u,) satisfazendo (4.1.5) é ponto
critico do funcional I. De fato, sendo u,, — u em H}(U) temos

/ (Vu,Vw + u,w) — / (VuVw + vw) quando n — oo, (4.3.1)
U U

para cada w € H(U). Além disso, pelo Lema 4.5, temos para cada ¢ € C§°(U) que

/UK(x)f(un)go %/(]K(x)f(u)gp quando n — 00. (4.3.2)

] ]
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Portanto, como (u,,) satisfaz (4.1.5), segue de (4.3.1) e (4.3.2) que,

f(un)p

]

on(1) = I'(un)p = /U (Ve Ve + ) — /U K(z)

_ /U (VuVp + up) — /U (K(:c)f &F) +on(1)

= I/(U)QD + 071(1)’

ou seja, I'(u)p = 0. Pela densidade de C5°(U) em H}(U), obtemos que I'(u)v = 0 para todo

v € H}(U), ou seja, u é ponto critico de 1.

Vamos agora mostrar que u é nao nulo. Para isto, vamos usar o Teorema de Vitali (ver

Apéndice, Teorema A.6) e desigualdade de Trudinger-Moser para mostrar que

lim K(x)f(un)un :/UK(:v)f(u)u

=y ] ]

(4.3.3)

De (f1) e (f2) temos que, para todo € > 0 e todo a > 0, existem § = d(e,a) > 0e K = K(¢,a) >0

tais que

|f(s)|<els|?, V[s|<d
1f(s)|< e|sfe>” | ¥ |s|> K.
Dai, existe C' > 0 tal que

< B+1 4 as?
S(s)s] < elslPelslien” + . 1£(5)s
< B+1 3( as?
< ¢gls|PT+eCls| (e 1) +6£1|52%§K]f(5)s| , Vs e R

Se A C U é um conjunto mensuravel arbitrario, temos

- mi
[l o /U‘un‘g(e )

|| ]

+ max [f(s)s||A].

5<|s|<K

]

Podemos considerar a > 0 dado em (4.1.2) e o Lema 4.1 implica que existe t > 1 tal que, passando

a uma subsequéncia se necessario,

e existe C' > 0 tal que
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Aplicando desigualdade de Holder com expoentes ¢ e seu conjugado t’ e usando imersao continua,
temos que existem constantes positivas C e Cy tais que

/K |fun n|<801+502+ maX |f()’|A|

|x| <|s|<K

Entéo, se |A|< e, obtemos que

/K lf U <eCy+eCy+e. snax |f(s)s|. (4.3.4)

|| |s|<K
Por outro lado, para todo € > 0 e todo a > 0, existe C' = C(e,«) > 0 tal que
£(s)s| < els]" 1 +Cs]* (e = 1) , Vs e R

Entao, para R > 0 tal que Q C Bg(0), temos

B+1
[ k@l g T
U\Br(0) |z|@ U\Br(0) |x|®

et 1
+C K(x)| n|3(>.

u
U\BR(0) ||

Considerando o > 0 dado em (4.1.2) e aplicando desigualdade de Holder com expoentes r, com r
dado em (K3), t, com t dado em (4.1.3), e 4 tais que

1+1+1
r t 4 ’

e usando imersao continua, temos que existem constantes positivas C3 e Cy tais que

()] _ N
~A&@M) || 5@+@<A%®M@>'

De (K3) temos que
/ K(xz)" — 0 quando R — +oc.
U\BR(0)
Entao, para R > 0 suficientemente grande,

[kl g, s
U\BRr(0) ¢

]

Notemos que (4.3.4) e (4.3.5) significam que a sequéncia
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é equi-integravel. Portanto, como

K(z )!f(un( ))un ()] L K yf (@) u(z)]

] ||

q.t.p. em U,

o Teorema de Vitali implica (4.3.3).
Sendo (u,) uma sequéncia satisfazendo (4.1.5), temos

onl1) = Kt = P~ [ 1 (o) P

Usando (4.3.3),

Tim [fus|*= hoo/ K ()L L)t /K

el |~"U|“ '
Como u é ponto critico de I, concluimos que
. f(uw)u
lim ||u, 2:/ K(x = [|ul|?. 4.3.6
i o = [ K ()2 = (4.3.6)

Suponhamos por absurdo que u = 0. Entao, segue de (4.3.6) que
Timn [ | ?= 0
e consequentemente,
u, — 0 em H}(U).
Sendo I um funcional de classe C', obtemos entdao que
I(u,) — 0,

o que é um absurdo, pois I(u,) — ¢ e ¢ > 0. Com isto, concluimos que u é nao nulo.

Agora, vamos mostrar que u é ground state, ou seja, vamos mostrar que a energia de u coincide
com o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha. Sendo (u,) uma sequéncia satisfazendo
(4.1.5), temos que

2¢c = liminf2/(u,) = lim inf (21 (u,) — I'(uy)uy,)
= liminf | K(z) (f (tnJin = 2F(u"))

n—o00 U |x|fl

Usando Lema de Fatou,
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Sendo u ponto critico de I,

w)u — 2F(u))
x|

2 (u) = 20 (u) — I'(w)u = /U K ()

Portanto, I(u) < ¢. Por outro lado, a condigao (f;) implica que
c=inf {I(w) : we Hy(U)\{0} e I'(w)w =0},

de onde segue que ¢ < I(u). Logo, I(u) = c.
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Apéndice A

Resultados Gerais

A.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Lema A.1. (Desigualdade de Trudinger-Moser para IR*) Dado qualquer u € H'(IR?), temos
que

/ (=)
]R,Q

||
para cada o >0 e 0 < a < 2. Além disso, se a < (1 - %) 47, entdo

au?
sup /IR2 (670 < 0.

lJul|<1 |z[®

REFERENCIA. Adimurthi [1].

A.2 Fatos de Calculo

Teorema A.1. (Férrgula de integracado por partes) Sejam 2 C RY wm dominio limitado de
classe C' e u,v € C*(Q). Entdo

Qg;i.vdm:—/Qu.g;dx%—/muvmds(m) (it=1,...,N),

comn = (n,...,nn) denotando o campo vetorial normal exterior unitdrio.
REFERENCIA. Evans [18].
Teorema A.2. (Coordenadas polares) Seja f € L'(IRY). Entdo

/]RN fdv = /0'+°° < /aBT@o) fds(x)> dr

para cada ponto o € RY.

93
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REFERENCIA. Evans [18].
Teorema A.3. Seja f wma funcio mensurdvel sobre RY, ndo negativa ou integrdvel, tal que

f(z) = g(|z|) para alguma funcio g : (0,4+00) — IR. Entao

1 too -1
[ F@)de = o(s¥) [T gryrar,

com o(SN-1) denotando a medida N — 1 dimensional da esfera SN=' = {z €¢ RY : |z|=1}.
REFERENCIA. Folland [20].
Teorema A.4. (Desigualdade de Holder) Sejam Q C RY e fi, fo, ..., fix fungdes tais que
LEelP(Q) , i=1,2,... .k

com

1 1 1
—+ — 4+ ...+ —=1.
D1 D2 Dk

Entdo o produto f = fifs... fr pertence a L'(Q) e
e < I fillzev @l fol ez @) - - - | il ee
REFERENCIA. Brezis [14].

Lema A.2. Sejam o > 0 e ¢ > 1. Entao, para cada w > q, existe uma constante C' = C'(w) > 0
tal que

Demonstracgao:
Observe que

[e%¢) akSZk o] a/kSZ(kfl) q
(Z ]{f' )q 82q (Z k,] )

(6a52 — 1) _ k=1 _ k=1
(e =) W) g fwa) 'S
S
= k! = k!
de onde deduzimos que
2
as® _ 1)¢
T Clat) Y
|s|=0 (ewas® — 1)
Além disso,
s ¢ eq0152 <1 _ 1 >q
T oD LR T ) g
lsl5Foo (€992 — 1) |s|5Fo0 _was? 1N 7
(1= )

provando o lema.
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A.3 Resultados de Convergéncia

Lema A.3. (Lema de Fatou) Sejam Q C RY e (f,) uma sequéncia de fungées mensurdveis de
RY em IRU [—o0, +oq] tal que

falz) >0 qtp. em Q , para cadan € IN.

Entao,

/Q (h%gggf fn> dr < lim nf /Q fuda.
REFERENCIA. Bartle [9].

Teorema A.5. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma sequén-
cia de fungoes em L'(Q). Suponhamos que

(a) folz) = f(2) g-t.p. em €
(b) Erziste g € L'(Q) tal que | f,(z)|< g(x) g.t.p. em Q para todo n € IN.

Entao, f € L'(Q) e

/ Fudz — / fda.
Q Q
REFERENCIA. Bartle [9].

Lema A.4. Sejam (f,) uma sequéncia de funcoes em LP(Q) e f € LP(Q) tais que f, — f em
LP(Q2). Entao, existe uma subsequéncia (fy;) de (fn) tal que

(a) fn;(x) = f(x) g.t.p. em Q;
(b) Existe h € LP(Q) tal que |fn,(z)|< h(x) ¢.t.p. em Q para todo j € IN.

REFERENCIA. Brezis [14].

Lema A.5. (Lema de Brezis-Lieb) Sejam Q um subconjunto aberto de RY, (f,) C LP(Q) e
feLr(Q) coml<p<oo. Suponhamos que f,(x) — f(x) ¢.t.p. em Q e que exista C > 0 tal que

/Q|fn\p§0, Vn e IN

Entao,
| fue— [ 1o, voe 1),
Q Q
com
1 1
I
p g

REFERENCIA. Kavian [23].
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Teorema A.6. (Teorema de Vitali) Seja (f,) uma sequéncia de fungdes em L' () que converge
q.t.p. em Q para uma funcao mensurdvel f. Entdo, f, — f em L'(Q) se, e somente se, (f,) é
equi-integrdvel.

REFERENCIA. Kavian [23].

Teorema A.7. Seja E um espago de Banach reflexivo. Se (u,) € uma sequéncia limitada em E,
entdo existem v € E e uma subsequéncia (uy,,) de (u,) tais que u,, — u.

REFERENCIA. Kreyszig [25].

Lema A.6. (Lema de Lions) Seja (u,) wma sequéncia limitada em H(IR®). Suponhamos que
exista R > 0 tal que

lim <sup/ |un\2dx> =0.
n—0o0 yEIR2 BR(y)
Entdo, u, — 0 em L'(IR?), para todo 2 < t < 4o0.

REFERENCIA. Lions [28].

Lema A.7. (Lema de Lions) Sejam N > 3 e (u,) uma sequéncia limitada em H'(IRY). Supo-
nhamos que exista R > 0 tal que

lim [ sup / lu, |*dx | = 0.
n=00 \ Ty JBaty)
Entdo, u, — 0 em LY(RY), para todo 2 < t < 2.

REFERENCIA. Lions [28].

A.4 Resultados de Imersao
Lema A.8. Seja N > 3. Entio D“?(R") — L* (R").
REFERENCIA. Struwe [34].

Lema A.9. Sejam Q C IRY um dominio suave, ndo necessariamente limitado, k € Ne 1 < p <
+00. Entao valem as sequintes afirmagoes:

se kp < N, entdo W*P(Q) — L4(Q) para qualquer q € {p, NJXZP};

se kp= N, entao WHP(Q)) — L4(Q) para qualquer q € [p, +0);
se N < kp, entao WHP(Q) — L>(Q).

Além disso, se m € inteiro e tal que 0 < m < k — Y < m + 1, entio WHP(Q) — C™*(Q) para
P

qualquer()gagk—m—%.
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REFERENCIA. Brezis [14].

Teorema A.8. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Suponhamos Q C RY wm dominio limitado
de classe C'. Entdo valem as sequintes afirmagoes:

se p < N, entao W'P(Q) CC LY(Q) para qualquer q € [1,p*);
se p= N, entdo W'P(Q) CC L1(Q) para qualquer q € [1,+00);
se p < N, entao WHP(Q) cC C(Q).

REFERENCIA. Brezis [14].

A.5 Lemas Radiais
Lema A.10. Seja N > 3. Toda funcao radial u € DLQ(]RN) ¢ igual ¢.t.p. em RY @ wma funcio
U, continua para x # 0, tal que
U @) < Cn |22 [ullprageyy » lel> 1,
com Cy denotando uma constante que depende somente de N.
REFERENCIA. Berestycki e Lions [13].

Lema A.11. Sejam N > 2 ¢ R > 0. Toda funcio radial uw € H'(IR¥\Bg(0)) € igual q.t.p. em
IR¥\ Bg(0) a uma funcio U, continua para x # 0, tal que

1-N)/2
U ()] < Cw |27 |l i v B

com Cy denotando uma constante que depende somente de N.

REFERENCIA. Kavian [23].

A.6 Resultados sobre Simetrizacao de Schwarz

Teorema A.9. Seja f € L'(IRY). Eziste uma funcio f* € L*(IRY), denominada de fungio
simetrizada de Schwarz de f, que € radial e ndo crescente em relagdo ao raio e satisfaz

Hx cRY; f*(2) > a}’ = Hx cRY; |f(z)|> oz}‘ , Ya>0.
Além disso, para toda F € C(IR, IR),
/RN F(f)de = /]RN F(f)dz.
REFERENCIA. Kavian [23].
Teorema A.10. Sejam N >3 e u € DY*(IRY). Entdo u* € DY*(IRY) e temos

/]RN |Vu*|? dz < /]RN V| d.

REFERENCIA. Kavian [23].
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A.7 Principios de Maximo

Teorema A.11. (Principio de Maximo Fraco) Seja Q2 C RY wm conjunto aberto e limitado,
u e C*Q)NC(Q) e L um operador diferencial eliptico de sequnda ordem da forma

82 N
i
ZZ a2

com coeficientes a;j,b; continuos. Valem as sequintes afirmagoes:

(i) se Lu <0 em (), entdo max u(x) = maxu(x) ;

er €N
(it) se Lu > 0 em 2, entdo minu(x) = min u(z).
z€Q €

REFERENCIA. Evans [18].

Lema A.12. (Lema de Hopf) Sejam Q C RY um conjunto aberto, u € C*(Q) e c € L®(Q).
Suponhamos que

—Au+cu>0 em §,
u>0 em (,

com u nao identicamente nula. Se para algum xy € IS temos u(xg) = 0 e Q satisfaz a condig¢do
da bola interior em xq, entdo

com n denotando a normal unitdria exterior.
REFERENCIA. Evans [18]

Teorema A.12. (Pringipio de Méaximo Forte) Seja ) C RY um conjunto aberto, limitado e
conexo, u € C*(Q)NC(Q) e L um operador diferencial eliptico de sequnda ordem da forma

82 N
i
ZZ g S

com coeficientes a;j,b; continuos. Valem as sequintes afirmacoes:

(1) se Lu <0 em Q e eziste 1 € ) tal que u(xy) = maxu(z), entdo u é constante sobre §) ;
z€eQ)

(17) se Lu >0 em Q) e existe xo € Q tal que u(zy) = minu(x), entdo u é constante sobre €).
z€eQ

REFERENCIA. Evans [18].
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A.8 Resultados de Regularidade

Teorema A.13. (Desigualdade de Caldéron-Zygmund) Seja L um operador diferencial elip-
tico de sequnda ordem da forma

NN 0%u N ou
Lu = —ZZGUM—FZZ)Z%—FCU

j=1i=1 i=1 (

com coeficientes ay,b; continuos. Suponhamos que u € WiP(Q) satisfaz Lu = f em Q com
feLr(Q), coml<p<+oo. Entio para qualquer ' CC Q temos

[ullwze@n < C (Ilull @+ £l o ) -

Se além disso Q € de classe CV! e se ewiste uma fungdo ug € WP(Q) tal que u — ug € W1P(Q),
entao

[[ullw2@ < C ([lull o)+ Il +[uollw2rw)) -
A constante C' pode depender de L, 2, N, p e, no primeiro caso, de .
REFERENCIA. Gilbarg e Trudinger [21].

Lema A.13. (Lema de Brezis-Kato) Seja Q um dominio em RY e seja g : Q x R — R uma
fungao Carathéodory tal que para quase todo x € €2 vale

lg(z,u)| < a(x) (14 [u])

com a fungdo a € L;ZZQ(Q) Suponhamos que u € H2(Q) seja uma solugio fraca da equagio

—Au=g(.,u) em S

Entio u € LL (Q) para qualquer ¢ < +00. Se u € Hy*(Q) e a € LN?(Q), entio u € LI(Q) para

loc

qualquer q < +00.

REFERENCIA. Brezis e Kato [15].

A.9 Teorema do Valor Intermediario

Teorema A.14. (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,b] — IR uma fung¢io continua
com f(a) # f(b). Entao para todo c entre f(a) e f(b), existe xo € (a,b) tal que f(zo) = c.

REFERENCIA. Lima [27].
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A.10 Teorema do Passo da Montanha

Teorema A.15. (Teorema do Passo da Montanha sem condicdo Palais-Smale) Sejam E
um espago de Banach e I € C'(E,R) com I(0) = 0. Suponhamos que

(i) Existem n,p > 0 tais que
Iu)=zn , YueE, |ull=p;

(ii) Existe e € E tal que ||e||> p e I(e) < 0.
Entao existe uma sequéncia (u,) em E tal que

I(u,) = ¢ e I'(uy) = 0 quando n — oo,
com

0 < c=inf max I(v(1))
I'={yeC(0,1,E); v(0) =0 e~(1) =e}.
REFERENCIA. Willem [35].

A.11 Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

Teorema A.16. Sejam E um espaco de Banach, ¢ € C1(E,IR) e
K={wekl; pw)=0}.
Suponhamos que ' (w) # 0 para todo w € K. Se f € CH(E,R) e existe u € K tal que
flu) = inf F),
entao existe 6 € R tal que f'(u) = 0¢'(u).
REFERENCIA. Kesavan [24].

A.12 Principio de Criticalidade Simétrica de Palais

Teorema A.17. Sejam H um espaco de Hilbert e G um grupo topologico. Suponhamos que uma
agdo de G sobre o espago H seja isométrica e que I € C*(H,IR) é invariante pela agio. Se u é
ponto critico de I restrito ao conjunto Fiz(G), que € definido por

Fir(G) ={ue H : gu=u, Vg€ G},
entao w € ponto critico de I em H.

REFERENCIA. Palais [31]
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