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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos a Teoria de Morse
para funcdes de baixa diferenciabilidade (de classe C'), com se-
gunda derivada nos pontos criticos isolados ¢, possivelmente de-
generados.

Aplicamos os resultados obtidos ao problema de
geodésicas fechadas de uma métrica de Finsler, o8 quais permi-
tem usar os argumentos originais do Teorema de Gromoll-Meyer
para demonstrar a existéncia de infinitas geodésicas fechadas
nfio constantes, geometricamente distintas, em variedades Finsle-
rianas compactas, cuja cohomologia (real) nfio seja uma algebra

gerada por um so elemento.
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INTRODUCAO

Um  famoso '£é0rema de Cromel l~Mever parante &
existéncia de ianfinlitas geodésicas  fechadas, geometricamente
distintas e nio constantes, em uma variedads Riemanniana tgmyactg
cuia cohomologia {reall n¥o seja uma &lgebra em uvm gerador {isto &,
a cohomologia nZo seja isomorfa &4 cohomologia de uma esfera U um
gspago projetivo complexo, gquaterniSnico ou de Cayley). A existéncia
ou ndo, de infinitas gzeodésicas fechadas sa&bre wma varisdade
Eiemanniana com & cohomologia gerada por um 30 slemento, & asinda uwm
problema em abarto,

Em 1973 Katock construiu ax&mpiqs de mElricas
Finglerianas sobre g eslera ?3?2, arbitrariamente proximas da  mdirica
Riemanniana candnics, gue asdmiien somente duss peodésican fechadas.
Posteriormente Ziller construin esemplos de metricas Finslerianas
nos espaces projetivos complexocs, quatarnidnico e de Cayley com  um
pumere finito de geodésicas fechadas.

E portanto uma guestiio bastante inferessante entender
5E O taarema de Gromoll-Meyer vale parsa mdiricas Finsierianas. De
fato isto & o caso, e a primeira demonstragfo & devida a Mathias., A
demonstiragEo de Mathias & baseada sdbre uma teoria de Taproximagiio
de dimeasio finita” da teoria de Morse para © problema d4as

geadésicas fechadas, feoria inspirads ne tratamento de Milnor do



problema das geodésicas ligando dois pontos. Esse tipo de argumentio,
extremamente elegante ¢ e¢ficaz nos vcascs avima, usa de maneira
esgencial a geometria da m&trica e pos parece nio ser adeguado ao
getude de ouiroes problemas variacionsils lwdimﬁngian&iﬁ meis  gerais.
& finalidade deste trabalho & estender dlguns resultadeos da teoria
dos pontos crificos que permitem usar of argumentos originais de
Gromol i~Meyer para demonstrar 4 existéncia de infinitas geodésicas
fechadas em variedades Finslerianas compactags ouia cohomologia n¥o &
gerada por um s& elemento. Ums das dificuldades principais & devida
aoc fato gue a energia Finsleriana nfo € um funcional de colasse c*
{na variedade das curvas Techadas de classe Hl},

Isto & uma peculiaridade das métricas Finslerianas
pois & energia & Cz se, e somente sg, & métrica for Riemanniana.

‘Porém, a energia Finsleriana & duas vezes diferen-
ciavel nos pontoeg criticos e para este tipo de fungEo demonstraremos
um "Lema de Morse” em wm  contexte bastants geral, gque além  de
permitic adaptar os argumentos de Gromolli-Maver ao ﬁQSSQ caso, tera
provavelmente ntilidade no tratamento de problemas variacionais mais
gerais., O trabalho & organizado da seguinte forma:

o— No 1% Capi tulo recordaremos o8 fatos basicons da
teoria dos pontos ¢riticos, tendo am vista o problema das geodésicas
peritdicas  dando uma idéia da demenstragdo do Teorema de
Gromoll~Moayver e pondo em evidéncia os resultados a serem dempnstra—

dog para utilizia-los no casco Finsleriano.,



w— MO 22 Cap{tuloe demonstraremeos o Lema de  Morse
generalizado para fungfes nfo necessariamente 52,

— No 32 Capitulo provaremos alguns resultados sobre
diferenciabilidade da ensrgisa Finslerizna, mestfanda gque verifica as
hipdieses do Lema de Morsze demonstrado no Capltulo anterior.

w— NG 47 Capltulo demonstraremoss um teorema do  fndice
para geaodésicas fechadas em variedades de Finsier gque permite
copncluir, juntamente com os resuyltados anteriores, a existédncia de
infinitas geodésicas fechadas n¥o triviais em variedades de Finsler

compactas, cuja cohomologia nic & gerada por um Unico elemento.

Fausteo Margal de Souza



. CAPITULO I:

Teoria dos pontos criticos

¢ o probliema das geodésicas fechadas

Por teeria dos pontos c¢riticos entende-se um conjunto
éde resultados que relacionam a topologia de uma variedade
fé diferencifvel M com a "estrutura” do conjunto dos pontos critices de
_; uma funcfo diferencidvel f : M — K,

A idéia geral atras destes resultados € estudar como
EE varia a topologia do espago M = {x € M : flx) % a} ao variar a € R.
Obviamente ¢ tipo de informac8c depende das varias

hipbteses feitas sdbre Ff e/oun M. Antes de discutir os principais

. resultados vamos fixar algumas hipOteses sObre f e M gque assumiremos

constantemente ac longo deste trabalho. Essas 58¢c hipGleses

gessencialmente comuns a todos os resultados deste tipo.

ﬁ} -~ M serd sempre variedade Riemanniana completa modelada sbbre um

espaco de Hifbert e de Classe C‘k, k2 2.

" . 1 N
ﬁé - & func8g f serd sempre de classe pelo menos ©, limitada
inferiormente.

Assumiremos, por simplicidade, gue o gradiente de f,

¥f, seja localmente Lipschifziano.

Hé - A funclo f verifica a seguinte condic8o de "Compacidade™:

{C} Seja & < H tal gque f & limitada sdbre § e

infiivA{x)] + x e 8} = 0. EntiHo existe x € § tal que (Vi {x} = 0.



ObgervaC8o: A condigdo de Compacidade {C) compensa, noe caso de
variedade de dimens8o infinita, a falta de compacidade.

Voltando &8s idéias basicas da teoria, o primeiro
resulitado gue se demonstra € o s=seguinte:

i.1. Teorema: {lLema de deformacaol:

8¢ {x € ¥ : a = f{x) £ b} n8o contem pontos criticos
de £, entio ¥ e Mp s8o homeomorfos e M € um retrato por deformacio

forte de kf.

As mesmas idéias usadas na demonstracBo do lems de
deformaCc8o, isto € deformar MP sbbre M ao iongo das linhas
integrais do campo -9f, permitem demonstrar a seguinte generaliza-

cEa.

1.2. Teorema:

Seja ¢ € R um wvalor critico isclado, K;:{x € M:f{zx)l=c,
(¥ {x) = 0} ¢ U uma vizinhanca de K_.
Existe entlo um € > 0 e uma deformacio forte de &f*g—ﬁ

sobre ME.

O Teorema 2 leva naturalmente ac principico do minimax

para localiza¢8o dos valores criticos:



1.3. Teorema (Principio do minimax):

Seja ¢ uma familia de subconjuntos de

M invariantes

por isctopias (familia a l-par8metro de difeomorfismos), iste €&, se

A€ ® e @ : M x {(~£,g) — M & uma isotopia, entfo @(4,t} € ¢,

Ve € (~€,€).
Entdc

c{Py = inf sup f(x) -
Ac  xEA

& um valor critico de F.

Aplicandoe o teorema 3 a familias

subconiyntos obtemos o seguinte resultado:

1.4, Teorema [Lusternik ~ Schnirelmann)}:

5

Suponhamos gue £ verifique H i = 1,2,5.

cportunas de

EntHo existem pelo menos catr{M} pontos criticos de F,

;i onde car{¥) € a categoria de ¥,

~—

? éGbservagaa: A categoria de um espaCe topolfgico X €& o

lé K, eventualmente infinito, tal gue X pode ser coberto

cada um contratil em X.

A,Ij £+ o3 Akg

Trata-se de um Invariante topoldgico

: Etermss da 4dlgebra de cohomologia de X.

menar inteiro

com K abertos

estimdvel]l em



Todos os resultados acima s83o bem conhecidos e uma
ftima referéncia @ o 32 capituelo do [P.T.]

Antes de prosseguir com esta "panor@mica” sbbre teoria
dos pontos ecriticos vamos anali%ar um exemplo motivador do nosso

trabalho.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa, €

. : . N ,
que suporemos isométricamente mergulhada em B e sejam p, g € M.

Lembremos gue uma fun¢do ¢ : [0,14 -~ ®Y & gde classe

Hj se £ for continua, derivivel guase sempre, ¢ tal que

5 1 .
el = [ et f® + fete)fPrae < =,
4]

¢ espato das funcies de classe 7 é entfo um espaco de

Hilberr H‘i{{{),llg ﬁy} em relac8o ao produto escalar
1 L] L]
(c,ad) = [ {< e(t), d(t) >+ < 2(1), dt) >}dt.
0

O conjunto

Q(p,q,4) = {ce g({0,1], B

y 1 e(0) = p, (1} = g,
e(t) € M, ¥Yr € [0,1]}
?é & uma subvariedade de Ef({O,l}, QN) e claramente fTechada e portantio

- : uma variedade completa,

Temos uma fun¢So natural F : O{p,g. M} ~—> R, a ac3o ou

© energia Riemanniana, definida por

Be) = | Jete))? at



g € bem conhecido gue:

at QUp,qg,. 4} e E verificam 3&, H,, Hé {e claramente E 2 0],

b} Os poptos criticos de E sBo as geodésicas de M gue unem p e 4.
Portantoe estamos nas hipOteses do Teorema 4. Além

disso € também conhecido gue a categoria de Q{p,g,¥) €& infinito e

portanto obtemos:

1.5, Teorema: -

Para cada variedade Riesmanniana compacta e conexa M,

existem infinitas geodésicas em & gue unem dois pontos fixados.

Para uma demonstra¢8o de a} e b)) indicamos ainda
{p.T.1.

Dutros problemas variacionais mais gerals podem ser
atacados com a mesma teécnica.

Por exemplo, se F 1 TH — B & uma méirica Finsleriana
{veias defini¢8c 3.8.}, F induz uma aC8o on energia, gue denotaremos

ainda por F : QMp,g, M} - R
.
Blc) = »--§—j FPie(t)) dt
Q

¢ F & ainda uma funcBo que verifica Hé} e ,Hé}. Uma demonstrac8o
destas propriedades acha-se em [M.] onde € também observado que as
condigdes valem para uma classe mais ampla de problemas variacionais
gue permite a presenga de uma energia potencial, ou seja de uma
funclce g @ M B, ¢ o problema variacional € o problema de "energia

total minima", isto &, de achar os pontos criticos do funcional



4 1
() = mé— J Fle(t)dt - f u(c(t))de,
0 14}

Observacao: Os problemas variacionais do tipo Fimsler s8o interes-—

santes por v8rios motivos entre 08 gquais o usc em Fisica.

Por exemplo: Dado um corpe & s R® com indice de
refragB8o », as trajetOrias dos raios de luz em Q sfo, pelo principic
de Fermat, as geodésicas da méirica vdsz, onde dsz & a meirica
euclidiana. -
Se v depende somente do ponto (meics isotrbpicos) a
métrica Ddsz & uma méirica riemanniana. 8Se v depende também da
dire¢lo {(meios anisotrdpicos), entio vdsz & uma métrica Finsleriana.

Qutras razdes para o interesse destas métricas serfo
deseritos mais adiante.

Uma variac8c do problema anterior € o problema das
gecdésicas fechadas.

Dada, como anteriormente, uma variedade riemannians
compacta M procuramos as geodésicas periddicas em M.

Este probiema pode ser tratado com a mesma estratégia
do anterior: Consideramos o circeunle unitario Simwgwx{2E$:Z&emut,
t € {0,111} e o espaco HJ{SQ, RN} das curvas fechadas em RY de cliasse

. 0 subcenjunto

]

A= {ce (s, RY) : c(t) e m, ¥te s}

& uma subvariedade fechada de HJ(Si, ‘RN} portantc uma variedade

complieta na metrica induzida e os pontos c¢riticos da energis

1

Elc) = m%m I Eé(t}ﬂz dt s8n as geodésicas peri®dicas de M.
o



As condicles do Teorema 4 s8o satisfeitas ¢ portanto
temos a menos de uma demonstracdo qgue cafh = ®, neste casoc mais

complexa:

Pseudo Teorema: Em cadas variedade riemanniana compacta existem

infinitas geodésicas peritdicas.

O resultade enunciado acima € um pseudc feorems por
trés razfes: .
1}V B clare gue todas as curvas constantes sHo geodésicar periddicas

{e sdo infinitsas?]

2} 8e o{¢t) & uma geodésica periddica entdo ¢l =+ tﬁ), pATA 20 fixo,
2 tambeém uma geodésica periddica. Geometricamente i8s80
corresponde a uma "rota¢Ho" da geodésica periddica.
8¢ o{#} € uma zeodégica periddica a curva c{n}(i} = g{nt) &

tambem uma geodésica periddica. Geometricamente issc corresponde

a percorrer ¢, n vezes.

Os problemas 1) e 2) podem ser ainda resclvidos no
8mbito da Teoria de Lusternik - Schnirelmann. Para evitar as
curvas constantes se considera a Teoria "relativa", isto &, uma
variagfo da teoria gque relaciona os pontos criticos de F na
variedade M., fora da subvariedade Aﬁ = E?Q{O), com a cohomologia
relativa H*(A,ﬁa). Para evitar as translag¢fes do pardmetro +,
consédera—se o guociente de A pela ag#o natural de Sl sobre A.

E & Si—invariante e portanto induz uma fung8o no
guogciente. Este quociente nfo € na realidade uma variedade pois a

atc8o de s' nic 6 "hoa', mas ainda, a menos de dificuldades

19



técnicas, @ possivel mostrar um tecrema de <tipo Lusternik -
Schnirelmann para esta situag8o,

¢ problema 3 n8o pode, porém, ser resolvido a nivel da
teoria de Lusternik - Schnire}ﬁann e reguer, para ser iratado,
uma tepria mais fina, a teoria de Morse.

A teoria de Morse "clissica” preocups de estabelecer
relacles entre a topologia de ¥ ¢ a "estrutura" do conjunto de
pontos criticos de f guando estes s8o nHo~degenerados. Lembremos
algumas definicles: seja @ € H um aberto de um espaco de Hilbert
H e £ : 0 — R uma func8c diferenciavel. Seja ¥ & @ um ponto
critico de f e suponhamos f duas vezes diferencifvel em x.

A diferencial segunda em x & entfio uma aplicacio
hilinear sim@trica (dzf){E} : Hx H - R ou equivalentemente uma
aplicac8o linear simétrica (d°f)(x) : H — H = H,

?E Qefiniggesz

Chama-se¢ indice do ponto critico x, X7, x), a dimensio
{possivelmente infinita) de um subespac¢o maximal de H sdbre o gual
(Ff1(X) é definida negativa.

b} Chama—-se nulidade do ponte critico x, v{f,x)}, a
dimensHo do espaco Ker{dzf)(E) = {X & ﬁ:{dzf}(§}(X;Y} = O, ¥Y¥ & H}.

¢} O ponto eritico x € dito um ponto critico n#Ho

degenerado se {(d°f)(%X) & inversivel (com inversa continua).

11



o~

EE Observagao:

1) Os pontos criticos n8o degenerados s#o isoclados,
é';pois {df} :+ H — H* = H tem derivada inversivel nas pontos criticos
;g nAan &egenéradas.

2} no caso gue dim H < », X € n#o degenerado se, e
§E somente se, w{f,x} = 0.

A estruturs local de f em uma vizinhanca de um ponto

EE critice n8o degenerado é descrita pelo Lema de Merse:

© 1 1.6. Teorema:

Seja f de classe & e 0 Qe B oum ponto criticgo ndo
?édegﬁﬁerada de ipndice h = A{F,0). Existe ent8c uma vizinhanga ¥ de
;;0 € @, uma de composiclo ortegonal H = H o H+,e um difeomorfismo
é_é@ B U ocom {0} = 0 e dp(0} = Iy tal gue

flo(xy) = r(o) - fp_xf* + |7 x}* onde P : B — M

*
E} s#o as proje¢les, e dimH_ = &,
Para uma func8o com um ponto critice isclado 0,
ié f{0) = 0, define-se os grupos de Morse do ponto

B (0) = H (8] ¥ - {0}

;é onde £ & uma vizinhanca de 0,

?Eu" = {X~€ o f(xy 5 D}, e Eﬂ{X,Y} ¢ a homologia singular com
f; coeficientes em um corpo Tixado F, Também, o0s nimeros de Betti do
Ef ponto critico s#Ho definidos por

b (0) = dimg H (0).

12



0 lema de deformacde {(Teoremas 1 e 2} e argumentos

padrles de topologia algébrica garantem:

1.7. Teporema:

Se¢ M e f verificarem as condicgSes EG, Hé,

H e c€ K é
3
um valor c¢ritico isolado de f, com pontos criticos isolados

Pi, F., ..., P, existe € » {3 tal gue -

2 k
H;{MF+E, Mpwﬁ)_x i% H;(EH}“

1

No caso particular gque a funcdoe seja, a menos de um

homeomorfismo, da forma dada pelo teorema 6, um cficulo explicito

fornece
{ 0, =se 1 #£ X
B{G) = &, =
! i3 1, Be i = %
{em particular bjiﬁ} = 0, ¥i, se A = o}, Isto permite concluir:

1.8. Teorema:

Seja F : A - R uma func¢Ho o gue verifica #,, H

% 2’ ﬁé‘

supondo gue os pontos criticos sejam ndo degenerados e denotando por

o o niimero de pontos criticos de Indice A de f. Entdo ékﬂﬁ} p=

dimg H,(8) S G

13



No espirito da discuss8o anterior gueremes observar
gue o Teorema & €& "mais Tfine" gque o teorema 4 {Lusternik -
Schnirelmann}, nfo somente porgue a soma dos nUmeros de Ber#i de A,
bk{ﬁ}, & maior ou ignal a categoria de A, wmas também porgus
relacionam pontos criticos de um dado indice X, com os nimeross de
Betti em dimens8oc K. Na realidade existem versBes mais finas ainda
do Teorema B e ainda [P.T.)] € uma Otima referéncia.

Voltando ao caso do Tuncional energia de uma variedade
Tiemanniana

Ee) = — [ Je(ol® at
5!
observamos que n8o podemos utilizar o tecrema 8 na forma acima pois
certamente as geodésicas fechadas n8c s8oc pontos c¢ritices ndo

degenerados. De fato, se ¢ : R - M €& uma geodésica fechads,

cz{t} = c{f + fn) €, aoc wvariar ta € R, uma subvariedade de A

formada por pontos criticos. Esta cohservacfo conduz a considerar

Variedades Criticas., isto €, subvariedades conexas de uma variedade

de Hilbert formada por pontos critices.

zé Definig;c: Dizemos gue uma variedade critica § & A & nBc degenerada
s& para cada x € §, (dzf)(x} [ (T;S)l' & 1inversivel {com inversa
coptinuoa}. Neste caso, definimos o indice de f ao longo de § como
sendo o Indice de {dzf}(x) ] (?;S)l, se for constante {(gque & sempre
2? o caso se f Tor C°).

No caso do problema das geodésicas fechadas as
subvariedades c¢riticas s8o0: a subvariedade das curvas constantes
{difeomorfa a M) e as orbitas, pela a¢8o do circulo, de geopdésicas

. peribddicas, e estas sHo naturalimente difeomorfas a circuios.

14



Como no caso de pontos criticos iscolados podemos

introduzir os grupos de Morse e os nimeros de Betti de uma subvarie-

dade critica {conexa} K tal gue f{(K} = ¢
H (K} := H;(H: U o~ K, b (K) = dimp (H (K))
onde i & uma vizinhanca de K e ¥ = {x € ¥ : f(x) 5 ¢}.

No caso de subvariedade criticas nHo degeneradas,
pedemos demonstrar usando ainda argumentos padrdes de Topologia

algébrica o seguinte resultado:

1.9. Teorema:

Hi(‘u”, 6 - Ky = H (K}

i-A

onde d & o indice de F em K.

Observacan: Se ¥ & uwm ponto o Tecrema 9 se reduz ao Teorema 7.

Neste trabalho desenvolveremos a teoria dos pontos
criticos de Morse em um espaco de Hilbert para funcles de baixza
diferenciabilidade, cujos pontos c¢riticos (isclados) podem ser
degenerados, e nesta teoria provamos o Lema de Morse Generalizado.

O Lema de Morse classico para fungles com pontos
criticssmnﬁo~d&generades foi extendido por Palais {Pa.} para espagos
de Hilbert.

Devido a perda de duas ordens de diferenciabilidade, o

método usado por Palais € apliclvel somente para fungOes de classe

o

I3



tlsando ¢ método de Liapunov-Schimidt ¢ a abordagem de
Palais, D. Gromell e W. Meyer [(¢G.M.1] provaram o Lema de Morse
Generalizado para o caso de pontos criticos, possivelmente degenera-
dos, guando a segunda derivada da fTun¢Bo & uma perturba¢8o compacta
da identidade.

Por cutro lado Kuiper [Kui.l e Cambini {Ca.l1, indepen-
dentemente, provaram o Lema de Morse para um ponio critico n8o dege-
nerado de uma fancdo de classe ¢’. Este resultade foi extendido para
g casC degenerado por Hofer {Ho.l guande a segunda derivada £ uma
perturbacio compacta da identidade.

J. Mawhin e M. Willem {Ma., Will.l provaram o Lema de
Morse Generalizado para funcBes de classe £? com pontos criticos
{isolados) peossivelmente degenerados e cuja segunda derivada € um
operador de Fredholm.

F. Mercuri e &. Palmieri [Mer., Pa., 31 provaram ©
Lema de Morse para funcOes com baixzxa diferenciabilidade, isto €&, de
classe C?, com segunda derivada nos pontos criticos n§d~degeneradas.

Neste trabalho provamos o Lema de Morse Generalizado
para funcdes de baixa diferenciabilidade, isto €, funcles de classe
Cl com pontos criticos isolados possivelmente degenerados, € cuja
segunda derivada em cada ponto critico & um operador de Fredholm, €

o campo gradiente Vf € fortemente diferencidvel nos pontos criticos,

1.10. Teorema: Lema de Morse Generalizado:
Seja H um espaco de Hilbert, @ « H ums wizinhanca
gherta de 0 € H o £ : ¢ — B uma funclo de classe Cjﬁ {0y = 0,

satisfazendo:
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a) (VAY(0) = 0 e (¥F({x} # 0, ¥Yx € @ - {0} {isto &, ©
& um ponto eritico isclado);

b} Vf € fortemente diferencidvel em 0 e sua diferen-
cial d(VA{0) 1= 4 : H—H & um operader de Fredhbolim.

Ent8c existem uma vizinhancs aberta V ¢ H de zero, uma
vigzinhanCa aberta em W = Ker 4, B < N de zero, um homeomorfismo

£ Vs U= A(U) ¢ B

EE % abertos; A{0) = 0 e uma funcHo continua g : B — E = N° = ImA, tais
és gue:
1Yy PIVFAl{egly), ¥) = ¢, onde P : H - E & a projeqio
é; griogonal e H = E & W;

ii}y g0) = 0, {dg){0}) = 0 e g €& fortemente diferen-

. giével em 0;

1i0) flu) = fA(0) = 4= < Ax, x > + f(y + &(y),

Ef onpde x = Pu, v = u - Pu, < , » € o produto escalar de H;

iv) A @ diferencifivel em 0 ¢ (dR)(0)} = Iy

Para uma fung8o [ com um ponto critice isclado O,

F{0) = 0, os grupos de Morse do ponto s8p definidos peor

H(0) = H(f, 0) := H([Un {(Ff<0}] v {0}, Un (f<0))
?é onde ﬁ%(X, ¥} significa grupos de hcmgiogia singulay relativa com
é; coeficientes em um corpo fixado ¥, U uma vizinhanga aberta de 0, tal
;i que, O €& o Unico ponte critico de f em U e por notagHo

{(f < g) = {ueQ : Flu) < a}.
Utilizande argumentos padr8es de topolegia algébrica

5% os grupos de Morse do ponto critico isolado ¢ podem ser escritos na

forma
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B (0) = H(f, 0) = H((f<0)nt% [{fsS0)- {0}]n%.

De acordo com a propriedade de excisfc dos grupos de
homologia singular relativa, os grupos de Morse est8o bem definidos,
isto &, @les nHo dependem da escolha especial da vizinhanca .

Do Lema de Morse Generalizado e usando propriedades da
topologia algébricas obtemos como consegiéncia o c8lecule dos grupos
de Morse de um ponto critice isolado, possivelmente degenerado da
seguinte maneira: -

Denotemos por o4 = X + ¥ = X; + x 4+ y um ponip de
H = E§ & H_ & N decomposig8o ortogonal de H em subespagos invarian-
tes por 4 = J{VFI{0}, 4 definida positiva em H+, A definida negativa
em H , N = Ker 4, e seja Be uma bola aberta de centro ¢ e raio €»0,
suficientemente pegueno, tal gue B% c U,

SejaD::D§@DM$BOCBEC1}{$§‘Z+$§§_&3Nasoma
direta de 3 discos abertos:

p* [t Bé o M+, D« Eé N ﬁ_ EL < E% n N,
onde D tem centro 0+, D tem centro U_ e DO tem centro 04}3 com
0 = {G*ﬁ G, QM}'

Ao ponto critico 0 asspciamos o invariante caracteris-~

tico
H(0) = H(£,0) = B (D, n (f<0)]u {0}, D n (f<0)) =

= Hk(flzza, Op) = H AL, Oy)

onde f; = f]Dﬁ, f;{y} Ay + giy)) ¢ § = &(Dﬁ} é uma subvariedade
topoldgica de H para f em 0, denominada subvariedade caracteristica.
Agora vamos enunciar o teorema gug reduz os grupos de

Morse de um ponto critice isolado, possivelmente degenerado, para 03
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grupos de Morse da Tunc8o F restrita 3 subvariedade caracteristica

& = é‘i{f)@)*

1.11. Teorema:
HA(f,0) = H ,(£0}, k=0, 1, 2,
(Hk w (3 para k < 0}, onde 2 = dim D & o indice de Morse do ponto

critica 0 € @ e 08 grupos H#(f,G) s8o finitamente gerados e se

anvlam para « suficientemente grande. -

Invariantes homoldgicos associados a uma subvariedade
critica K de £ :+ M — R, possivelmente degenerada:

Suponhamos gue F 1 ¥ — R & upma funcfo definida em uma
variedade de Hilbert M e K < M €& uma subvariedade critica, conexa,
possivelmente degenerada, satisfazendo as hipdteses H&, H,, Hy» ia
enunciadas no inicio deste capitulo e com as condicgles:

{1} K € subvariedade critica isclada;

{2} f admite segunda derivada dzf(x) para todo x € K
gque depende continuamenie de x e o pperader anto-adjiunto AK associa~
do & segunda derivada & um operador de Fredholm

{3} na decomposi¢8o ortogonal de Hiix) = (Tx!{}"’“sz(x)ﬁ
& Héix} e H(x), onde Ak e cﬁf(x} & gdefinida positiva em H (x),
definida negativa em Hi{x), H{(x) = K‘fez*{Ax]H;l(x}}j e Hix), H{x),
H{x) méﬁtem preservadas as dimensdes guando x varia em X.

{4} o gradiente de f, gradf{x}, € fortemente diferen-

cidvel nos pontos x € K.
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Pela condiC8o (3) temos a decomposicgio de fibrados
HAK) = H(K) ® HA(KY & (K}
onde

Higy = U B(x)y, #(xy = U B(x), 855y = U B(x)
xER &k xEk

g o indice de X € a dimens8o da fibra H {x) ¢ a oulidade de X é a
dimensfo da fibra H {x).

sendo K subvariedade compacta de M, podemos contornar
K por u@a vizinhanga tubular, suficientemente ;equena$ da seguinte
maneira:

seja D (x) = Di(x) ® Di(x}) ® DQ(x) € H(x) = (TK)" =
= Hixi @ B (x) ® A (x), a soma direta de 3 discos abertos de raios
iguais a € » 0, suficientemente pegquenc, onds
Di(x) = D(x) 0 H (x), D{x) = D{x} n H(x), DJ{x) = D {x) n H{x)
e tal que f = f]ﬂa{x} satisfay o Lema de Morse Generalizado

Flw = (£, » &)(u) = == < 4v, v > + f(w+ glu)

onde A - LE{X} < H&{X) — ﬁ{ﬂ%(x)} < ﬁg(x} & homeomorfismo, ﬁﬁﬁiix),
v & EE{X} @ I%{x} c Hi(x) © H{x) = (Hﬁ(x))x, o= v W,

Denctemos por EE = L@ B L% @ EQ a vizinhanca tubular

]

de X, onde D] = U Dl(x), 0L = U Dl(x), D) = U Dl(x).
HEE REY xEk

Destas construcdes, & subvariedade eritica K de
f : ¥ — R associamos o invariante homoldgico
HE(K} = Hg{szﬂ cz Hg([ﬁk n(f < 0}1 v {k}, D.n (f < 0})
e o invariante homoldgico
L - L] -
Hp(K) = Hp(f, K) := Hp(IDY o (f < 0)1 v (K}, D} n (f < 0))

onde }(a} = }g(u} para u € Da(x)°
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Agora enunciamos © teorema dgue Tteduz o0s grupos de
Morse de uma subvariedade critica isolada, possivelmente degenerada,

para o0& grupos de Morse da funcdo f restrita ao fibrado Li,

1.12. Teorema:
Hp(f, K) = Hp ,(f, )
onde % &€ o indice da subvariedade critica X.
Neste trabalho pretendemos demonstrar o Teorema de

Gromoll-Meyer para o funcioenal energia de Finsler

E: AM — R, E{e) “Is Fle(e)) de
g

onde F : TM — R’ é uma métrica de Finsler,

A = {c € H3{51’ Rg) : el{ty € M, Vi € Sj} é uma variedade de Hilbert

com o produto escalar

| 1

<& omo> = | < &), o) »dE+ [ < E(r), V() > dt

o Y o o

onde ¥ €& a derivada covariante em T¥. obtida da conexfe de
Levi~{evita da variedade Riemanniana compacta {MP, -
Mostraremos gue ¢ funcional "energia™

E(e} = j‘ f(zc(z)}dz
8

possui varias propriedades gue s8o necessérias para o desenvolvimen-
to da teoria dos pontos criticos (tipo de Morse}.

As propriedades a demonstrar s8o as seguintes:
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1.13. Teorema:
O funcional energia F : AM —» B & de classe ¢ e a

derivada € localmente Lipschitziana.

1.14. Teorema:

O funcional £ : AY¥ — R satisfaz a condiglo {C) de
comvacidade de Palaiz-Smale:

"seja (cn}, ¢ € AM, uma seqifncia de curvas tais que:

{a} E(cn} 2 K, limitadag

(b} |?E(ﬁjiz — 0, onde VE denota o gradiente de E.
Entio {an) admite um ponto de acumula¢8o, gue €, porianto um ponto

eritico de E.

1.15. Teorema:

O funcional energia de Finsler E : AM - R possue

segunda derivada nos pontos €riticos e nas curvas regulares,

1.16. Teorema:

A derivada da funcHo snergia de Finsler E : AM — R &
fortemente diferencidvel nas curvas regulares e em particular nas

geodésicas fechadas.

1.17. Teorema:
Seja ¢ um ponto critico da func8o energia F @ AM — R,

1
Elg) = I szb{t)}dt, ¢ # Const. Ent8c ¢ operador auto-adjunto
o

ﬁc s T;ﬁMlmﬁ T;ﬁM assceiado 2 segunda derivada
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&Ele) (X,7) = < AX, Y> =< X, AV >
[ 1 [ %

¢ da forma 4 = id + K, onde K_ : (T AM, |°|1} — (T MM, l«1.) &

1
um operader compacto com relatlo a norma |‘>[‘1 onde

3 1
_[ < X, X »dt + V[ < ¥ X, V. X » dt,
o o o a4

Zw

Px]]

e portanto A & um operador de Fredhoiw,

Obgservemos gue s pontos ¢ritices do funcional energia

de Finsler E : M — R, FE{c¢c)} = j . fz(b{t}}dt s8g as geodésicas
3

fechadas, gue podem ser degenerados, e de modo andlego ao do funcio-
nal energia de uma métrica Kiemanniana., &8s geodésicas fechadas de
uma métrica de Finsler F : THM — R’ est8c distribuidas em subvarieda
des criticas a saber: a subvariedade das curvas constantes {difeomor
fa a M}, ¢ as 6rbitas criticas
st e = {z.c : {z.e}{t) = ec{t+ry, z = ettt ¢ Si, 0 < r s 1}
pela ac8o do clirculo Si, formada por geodésicas periddicas. As
orpkitas criticas Sl.c s80 difeomorfas a circulos ¢ deixa & energia
invariante: Fic] = E{z.c}.

Usaremos os resultados anteriores para obter informa~

¢Oes sobre invariantes homolbgicos de Orbitas criticas {isoladas) do
funcional energia de Finsler
E : AM— R, Ele) = J , Fle(n))dt
8
&studanéc a energia F em uma vizinhanga tubular D = D(Sg.c} de uma
orbita critica Sz.c, gue € um fibrado de discos nermais tal que a
acio de S1 nesse fibrado transforma fibra, de modo eguivariante, em

gutra fibra.
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3 espaco normal em ¢ de Sx.ﬁ €& 0 espago tangenie da
E;fibra D em ce z.D =D _, para z € st
Para obtermos os invariantes homoidgicos de &Grbitas
Eécriticas isoladas necessitamos de alguns conceitos preleminares:
Se ¢ 1+ R —> M € uma geodésica fechada, c{t+1) = c{f),
5 éa mésima iterada ¢ 8e ¢ € definida por cm(t} = c{mtt, t € R, mz=1
;gnaturaiJ
Seja ¢ € AM uma F-geodésica fechada de multiplicidade
E ;m z 1 {igto &, ¢ : [0,1] — M & percorvida m vezes).

Denotemes por 7: AM = o subespaco do espaCo tangente
EEAMQ de codimensBic 1, que € ortogonal a o.

Da decomposic8o ortogonal do espaCeo tangente

TAM = TAM® TAM ® TAM

nos subespatos gerados pelos autovetores de A = dzE{c} associados

ans autovalores < 0, » 0, e = 0, respectivamente, temos gue
TAM = TAM® TAM @ T °AHM
o 3 [+ o
onde
:?’:{’AM = TzfsM A T'AM consiste dos campos de Jacobi peritdicos ao

longo de ¢ gue s8o ortogonais a &.

0 indice de ¢ e a nulidade de ¢ sfo dim YZ&M’ e
dim TQQAM, respectivamente, € a geodésica fechada ¢ pode ser

P cL . 1 ;
degenerada. A Orbita c¢critica & .¢ pode ser também degenerada.

Consideremos o {fibrado normal de s*. ¢ s6bre Sa,

¥ = ﬂ{Si.C) i N — Sl, induzido pelo mergulho

1fm
Z

z € 5 - Lc € AM

1

f i/
27" () = 257

- i
Loe{EY = et + - 1,
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ognde m e a mualtiplicidade de ¢, e 0 = r £ 1,
Seja u = u @ u © ¥ a decomposiclio do fibrade
normal, determinado pela decomposig8o na fibra
T'AM = TAM® TAM & T°°an.
[+ [ [ [
Considerande em ¥ uma métrica Riemannianag <,», temos

gue o fibrado tangente

Ty = AT = U 2T
cEAM
tem de modo natural uma estrutura Riemanniana dada por
< X, ¥ >1 = < X, F‘>ﬂ + < ?&X; ?&y }o

onde < X, Y‘>O = f . < Xtey, v(#) >Cdt, para X, ¥ € ?;AM.
g

Utilizande a aplicac83o exponencial da mé€trica <,»,
podemos identificar o espaGo total D = D{Sisc} de um fibrado de
discos suficientemente pequencs e npormais a st e {que € uma
vizinhan¢a tubular de Slﬂc) com uma vizinhanCa tubular da segBo sero
5 N

Mo caso gue a Fegeodésica fechads ¢ tem muliiplicidade

m, definimos em D a seguinte méirica Riemanniana

< X, ¥‘>m = ma <« X, Y > + < ¥

§Xs ¥ >, X, ¥ E TAM,

No espato tangente a cada X € D, a nova métrica R e
eguivalente & métrica <5 P3 onde o Iindice e a nulidade de ¢ n¥o s8p
modificados por esta troca de métrica.

Para cada z € Sja denotemos por Eg a fibra de Du sébre

z & por E; a restiriofo da energia de Finsler £ a Dz : B% = E|D;.

Com estas construcles, obtemos entlio:
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1.18., Teorema {(Lema de Morse generalizado para }FJz = E[Dz}:
"Seja ¢ uma geodésica fechada de uma wmetrica de
Finsier F . TM — R*, de nulidade £ 2 ¢ e multiplicidade m =z 1.
Seja w = u ® u @ u° a decomposiclo do Tfibrado
normal, determinade pela decomposig8o na fibra EEAM:
TAM = TAM® TAM e T °AN.
o4 “ T (e
A dimensfo da fibra de u ¢ £,
¥ - * . - * Lo}
Denotemos u @ ¥ por u , isto €, # = 4 & u , e deno~
£a

~ . ¥ -
temos poT ﬂ+, 0, 00 e O* as se¢Ces nulas dos fibrados wu , uw , v e

U, respectivamente,
Entfo, existe um homeomorfismo local ¥ de D e uma

seclo Z € Si'ﬂﬁ E; € L(uﬁ, u*} sendo E; a projec8o orteogonal

P+ Xe D &D - PXE D

Z - - A +
tal que para {X, ¥V} € n e LL onde D, = la 8@ n,

2 2
E(X, v} = (B, » (X V=P (0] - W1~ + E(a(y), ¥)
onde g z; — B €& uma Tunc8¢ fortemente diferencivel em Gz € ﬂ;,
dg{Gz) = 0, g{Gz} = O ¢ ¢ homeomorfismo
i

¥[p : D - ¥(D) < D}{?|BO)(Y} = g{y) + Y, d{?!po}(oo}wzn, N=17 "AM,
define unma subvariedade topoldgica W{Lg) ¢ B, denominada subvarieda~

de caracteristica em £.

1.19. Invariantes homolégicos de uma F-geodésica fechada iterada ¢ :
Denctamos por EzLX, ¥} a representacgHo local de
E =E{D_ dada pelo Lema de Morse Generalizado:

E (ﬁz{Sl.cm), oz(si.c““); — (R, K )

Hl]

EAx.Y) = (B ©)(xY) = [ (x )y )I2 - HI=-P)(O0 + Etely), 1
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. . i m PR | m
e por E;}z a funcHo dada por E%)z.{£L,Z£S .Coy, 09,3‘3 . )}%{R,K;),

E (v} = E(s(¥), ), onde K = E(") = m'E(c), 0_(5'.c") denota a

origem da fibra EL{Si.cm), Oo zislecm} e a origem de D ?{S}.am).
Gs grupos de homologia definidos por
m m " Al
H(E, ¢) := H{IB, (") n (B, < K)1u {0}, B () n(E <K))
0 . ) 10 N 0
HAE, ") 1= H (D] (") a (B, < Kjlu {0}, (") n (B <K))

s#c os Invariantes homolfgicos associados &8 F-geodésica fechada
. i1 E+ my . . P . W .
iterada -¢ e Hi(E, £ 7 & o inovariante cavacteristico, Bz {(c) & um
"r
disco aberto de centro na ovigem da fibra D, e raio £ » O, suficien-
[+ m P -
temente pequene, € L; E(c } & um pequeno disco aberte em (Dﬂ)z de
»
mesmo ceniro gue {zg)z.
. m . Hil »
0s nlmeros bi(c y o= dim ‘Hi(E, ¢ ) sHo denominados
. - A O ek . E+d i N . .
nimeros tipicos, e bi{c) = dim H;(E, ¢} s#c os nimeros tipicos
. z - i En
singulares da F-geodésica fechada ¢ . Como todas as construgfes s#o
. . . 3 1 )
feitas de modo equivariante pela ac8o de § em DS .c ) os grupos de

homologia e os numeros tipicos de & s#o independentes da escolha de

1
EE & .

1.20. Invariantes homoldgicos de uma orbita critica Si.c gdo funcio-—
nal energia de Finsler E : AM — R
Para definirmos o8 invariantes homologicos de uma
brbita critica S .c do funcional energia de Finsler E : AM — R, nés
fixamaos Wum certo m 2 1, e escrevemos ¢, no Ilugar de cz onde
e%:{%,il —3 M €& uma F-gepdésica fechada percorrida uma s0 vez. Seja
u{S.¢} o fibrado normal sdbre s induzido pelo mergulho

1 1/
7€ 8§ — {z . ce}m = z m,cg € AN
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e seis
u(s.ey = v . e) e u (st ey e (S . ¢
a decomposiclo ortogonal de acordo com o sinal dos auntovalores,
introduzidos anteriormente.
O0s invariantes homolOgicos de uma Srbita critica st e

1
LOY om

s definidos por H&(E, S
= Hi{{ﬁggs*.c) A (E(S . e) < K)Y] u O(& . e), Ba(s’.c) a (E(S.e) < K))

onde Bg{Sx.c} = UiBz €(z,f:) & yma vizinhanga tabular, dgue €& um
€S ’

fibrado de discos normais, Q(SI.C) denota a seQ8o zero, Elcy = K.
O nimereo tipico da Grbita s*. ¢ é o ntmero
b (§'.c) = dim H(E, 5'.c).
O invariante caracteristica ﬁf{E,c) de uma F-geodésicsa
fechada ¢ juntamente c¢om ¢ Iindice % = dim ZZAﬁi de ¢, determina

H&{EQC} completamente pelo teorema do deslocamento
H A {E,c) = H(E ¢).

0 nimere tipico bi(sivc) da érbita critica S.c e o
nimere itipico singular b?{c} = dim H?{E,c) de ¢ estBo relacionados
pela desiguaidade:

1 #* o
b (§.c) = 21b ,(c) + b, ()]
que € obtida fazendo uso da teoria homolégica da aC8c de grupos
finitos e todos os invariantes homolégicos sdo tomados num corpo de

garacteristica zero.

1.21. Lema:
Sejam M compacta, € b o inico valor critice da energia

de Finsler E : AM — R’ no intervalo [b-8, b+5] para algum 8 » 0.
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-1

Supondo gue o© nivel [ (k) contém somenie um nidmero

1

finito de Orbitas criticos isolados Si.ci, 5 .c < S"i,cr da ac&o

25
1 1, .1
do grupo 5 em AM = H {5 ,M}.
Enti3o

H(E<b+8, Es b-8)= b H(E §.c).
*® i=1 * i

1.22. Desigualdades de Morse:

Sejam 2 < b valores regulares para-a func8o energia de
1 ' R
Finsler E(¢g) = I Ezfé{t}d: tal gque o conjunto critico em F "{a,bl
0

consiste de  um  nimers finito de Orbitas criticas isoladas

Si.c}, ., Sxﬂcr, entBo valem as desigualdades de Morse em ifermos
dos nimeros tipicos bk(si‘ci), i= 1, 2, ..., r, das Orbitas criti—
cas:
I & - 1
B (AT, AT} s L b (5 .c),
iwml

ande

b (A", A®) = dim H (A", A7),

AP = {e € AM : Ele) 5 b}, A* = {e € AM + E{e) s a}.

Os nimeros tipicos de uma F-geodésica periddica satis-

fazem as seguintes propriedades:

1.23. Teorema:

Seja ¢ uma F-geodésica fechada em AM tal que a Orbita
Szicm & uma subvariedade critica isolada e que anul{¢) = na}{cw} para
algum inteire positive m, onde nuei{c} = nulidade de c¢. Ent8o

b:{c}xb:(cm), para todo X.



1.24. Coroléario

Seja ¢ uma F-geodeésica fechads em AM, ¢ suponhamos gqgue
todas as Orbitas criticas §.c" s#o isoladas.

Entde b:{c@} & uniformemente limitada, own seia,
b:(cm} % B para quaisquer K, m e para uma certa constante H.

Aléem disso, existe um nimero Ké tal gque ii{cm} = 0
para todo X » Eb e todo m. Em particular as nulidades de ¢, mz 1,

possuem somente um nlmerc finito de valores. -

Com estas propriedades dos numeros tipicos de uma
F-gendésica fechada ¢, estamos em condi¢des de enunciar o lema que
sera de fundamental import&ncia para provarmos o teorems de
Gromoll-Meyer para ums métrica de Finsier F : TH — R*, onde M &
uma variedade diferenciavel compacta de dimens8o n e simplesmente
conexa, pois neste caso og nimeros de Befty bk(AM) = dim iﬁ(ﬁﬁé s8o
finitos, onde os coeficientes de homologia sfo tomadas num corpo de

garaciteristica zero.

1.25. Lema:

Seja ¢ uma F-geodésica fechada em AM 2 suponhamos gue
todas as iteradas ¢, m= 1, 2, 3, ..., d%o origem a Orbitas criti-
cas iscladas st

“ Sejam B e K, as constantes chtidas no corolério

anterior de modo que Ei{cm) £ B para guaisgner K, m e éi{cm) = 0

para K > Kh, e m= 1, 2, 3, ...
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Ent&o o©s nimeres tipicos bk(si~cm} sHo uniformemente
fimitados por 4BE.

Além disso, dada X > E, 0+ 1, o ntimero de Grbitas
criticas Si.cm tais que bk(Sj.cm} # 0 € limitado por uma constante O

gue nHo depende de X, [ver capitulp IV].

1.26. Teorema de Gromoll-Meyer

Seja (M, F) variedade de Fipnsier compacta, n 2 2,
simplesménte CcOnexa. -
Supfde gue a segiéncia {bkﬁM) dos numeros Befti da

variedade AM = Hi(sl,M}, cujos coeficientes de homologia s8e tomados

num corpa de caracterisgtica zero, possui uma subsegiéncecia Z& AM - o,
k13

K 2 ®,
43

Ent8o M admite, infinitas geodésicas fechadas nBo-cons
tantes {geometricamente distintas]).

PROVA:

Suponhamos gue existe um nlmere finito de geodesicas
fechadas nZc constantes e geometricamente distintas.
Entéc podemos escolher um nimero finito de geodésicas

c

fechadas: ¢ cres € de modo gque qualguer outra geodésica

1’ z*
fechada ndc constante em AYM pertence a alguma Orbita critica 51.3;
i= 1, 2, ..., ry m= 131, 2, 3, ..

Para facilitar a visualizsa¢8o do problema desenhamos o
seguinte guadro eﬂde o retdngulo represenia o espago AM e dentro do
retdngulo dispomos em r colunas as &Grbitas Sl.cT das geodeésicas
iteradas c? para i = 1, 2, ..., r e cada coluna denominamos torre da

gendésica c. .
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1 m T m 1 m AM
S .c S .c S
1 2 T
1 1 2 Tz
s . S5 .c S .¢
1 2 r
1 1 1
S.c S .e S .c
1 r
. . P i m . -
Como as Orbitas criticas § SC3 1= 1 2y ...y T3
; b - .
m=1, 2, 3, .... s88c isoladas, A = {c € AM : i} s b} contém

somente um nmero finito dessas O6rtivas para gualquer b.

1

. N . " . . .
Sendo os nimeros tipicos bk(s 'Ci) uniformente limita-

dos para cada { fixado, 1 2 § £ r: & guaisguer X, m, K=1.,2,3, ...,:

Sejam K. e ( duas cnnstantes paturais tais gue para
gualquer K » ﬁ; + 1, € €& um limite superior para o nimerc de Orbitas
1 . 1
5 QcT satisfazendo B {§ yc?} £ 0,

Seiam a < b wvalores regulares do funcional energia

3
Z, . . , c L ~1
E : Ay — R, E(c) = I FrLe{t))dt cunjo conjunto critice em FE "{a, b}
143
. p .. . g w s s 1 i
consiste de um plmero finito de Orbitas criticas & - Oy 5 PCys ey

apOs uma reordenacfo dos indices ({inferiores e superiores

Entfic pelas desigualdades de Morse em termos dos

1
P Y -

. ., . . P L 1
nimeres -tipicos das Orbitas e¢riticas & <€y s

5
b & 1
bW A7) 5 T b (e

onde E}k{fsb, A®Y = dim Hk{!'sb, Ry, bk{% , e} = dim H_(E, § .¢.),

A* = E o, el.
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Para X > K; + I temos gue

5
z;kmb, A%y s T b (s.c) < B.C
i=i

Seja € » 0, suficientemente pequeno, tal que a varieda
de das curvas pontuais M = Efi(G) seja um retrato por deformacic de
Ed{Gga}. Para istc, basta comsiderar £ > 0§ de modo gue o conjunto
34[0?52 n8o possua nenhuma F-geodésica fechada nHo-constante.

Para 0 < a < &€ vale qgue

b =1

b (A7, A%) = b (A", A°), onde A" = ¥ = ET'(0).
Sendo M de dimensfo finita n, vm argumento na segiién-
cia exata de homologis do par (Ab, A°Y mostra gue
bkfﬁh, A°) = bk(ﬂb}, VK » n + 1
pois
— 0 = A (A°) — Hk(fsb) . Hk{fsb, £°) H_(A°) = 0 —
quando K > 0 + 1.

Agora escolhemos b valor regular, suficientemsnte
grande, de modo que tcdaé as Orbifas criticas S}¢CT com bk(S&.CT}¢O,
K » Ké + 1, estejam contidas em AP, Seja d valor rvegular, d 2 b, das
desigualdades de Morse bk(Ad, A"y s § bkisl.c?) para subvariedade
criticas cuja energia b < E{Si.c?) < ¢ segue enilpo gue bk(ﬁsdﬂ ﬁb):e,
K> K + 1, para todos os valores regulares d 2 b, e além disso
b, (A, A% =0, &> K+ 1.

Portanio bk{ﬁ} = E&{Ab), K = X; + 1, e para isto usar

a seqiénecia exata de homologia do par (A, Ab):

b b b o
> 0 = H (A7) — H (A" — HAN) — H(AA) =0~ H (A7) —
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Combinando estas conclusdes com aguelas das desigualda
: }des de Morse, obtemos para guase todo K (K » maX{K; + 1, n + 1}: a

§3suficientemente peaguenc, b suficientemente grande, a < & valores

C o regulares gue

- b . b — b a8
b (AM) = b (A"} = b (A", M) = b (A", A7) s B.C

- pontradic8o com a hipdtese do Teorema.

Para encerrar &ste capitulo, observemos gue até a
éépresente data era duvidosa a possibilidade de extensfo da Teoria dos
é épantms criticos (tipo de Morse; em dimensdo infinita, para ser
'giaplicada ao funcional energia de Finsler

L 1

E}E s AM s BT, E{eg) = j fz(b{t))dt, conforme comentarios de
' o

é;w, Kilingemberg no livro: "Lectures on Closed CGeodesies, Springer-
é?—Vérlag Berlin Heidelberg N. Y. (1978). Porém, esta dificuldade foi
éécantornada com a demonsiraC8o do Lema de Morse Generslizade para

- fupgOes de baixa diferenciabilidade, o gque permitiu provar o Teorema

} ide GromolI-Meyer para uma variedade de Finsler compacta (¥, F}.
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CAPITULO 11

2.1, Lema de Morse generalizado para pontos criticos isclades

Seja H um espace de Hilbert, € « H uma vizinhanca

ééaberta de 0 € H e £ ¢+ 8 — R uma f{ungdo de classe Cj, {6y = 0.

§§Quaremos estudar a sstrutuara de F perto de 0 € Q sob as seguintes

E; condicSes: .

FY {90y = 0 e (¥F){x) £ 0, ¥Yx € & - {0}, {isto €&, 0 € um ponto
critico isoladol.

ii} VF € fortemenie diferencifvel em 0 e sua diferencial

d(Vfi{0}:= 4 : H—H

& um operador de Fredholm.

;é Observacgao:

a} Se g : H - H é continua ¢ fortemente diferenciavel

5f em 0 € H e se {dgy{0) & inversivel, g € localmente inversivel, com

inversa local ({continua) ¢ fortemente diferencidvel em g{0} ({ver
apBnidice i Este € o Umico fato gue usaremos sbbre funcdes
fortemente diferencidveis.

b)Y Se f ¢ ¢® em uma vizinhanca de 0, entfo ¥YF &
fortemente diferencifvel em zero.

Comecemps com &lgumas considera¢les:

1
Seja N = Kerd e E =N = Im4 (4 & simétrica).
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O operador 4 induz um isomorfisme AE : E — E e éste
éﬁéet&rmina uma decomposigBo ortogenal E e E+ am  SUbespacos
éééwihvariantes tals gue AIE; ¢ definido negativo e A}£+ ¢ definido
E;pmsitivn‘

Em [E definimos a forma  bilinear simétrica
éf €., B ExE — K

K,y =~ A, ¥y + <Ax+, },?i}

" onde x = X +x e y=y Y s3o as decomposicBes induzidas pela
;é decomposiglo £ = £ e E;, g { .,. > é& o produts escalar de H e cuja
Eg norma indicamos por |.|.

. 2.2. Lema:

A forma bilinear « .,. » & um produto escalar em E,
equivalente a < ... > (e denctemos por |.| 2 norma de « .,. » em ED.

'I}emnﬂtrag;m Claramente « .,. » ¢ um produlo escalar

em . Em particular

i i
2 2
€ 9 »] 2 €xe »°7 wCy,y w7

Agora, pela continuidade de 4, « x,x »< |4] {x,%.
Queremos uma estimativa oposta,
Observamos que a decomposigfio E = E @ §E+ ¢ oriogonal

em relac3o a2 « .,. » Seja x & EE+. Temos

3 i
[Ax| = sup|< A,y > = sup|«x,y » < supl« x,x » %« vy B ’2] <
lvl=t lvi=t ly|=t
t 1 1 4 1
£ sup E«:x, x » ]A[’2<y, y)"z}z |4] Z «x,x o E
lv] =1
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Sendo A!!E um homeomerfisme, [4Z) 2 C{[Z", > 0,

i £ 5
Coxyxe > P g M ax) 2 4] TP x, x » 7P

Analogamente para x < 1E». A conclusBe segue antio
-%;fac:iimente. No caso de decomposigso oriogonal H = E e Fﬁ* & N,
E-i,emas o produto escalar

W,y » = = ﬁxw,’y# » o+ { Ax*,& >+ X xﬂ,ya »>, onde
Ex = X 4; x, + xc y =9 v, + ya, cuja n;::r*ma indicamos por
SRR N N SR
Vamos agora provar o resulitade principal deste

capitulo:

&.3. Teorema (lema de Morse General{zadod:

Has hipdleses acima {3 & (i3 existem uma vizinhanca
aberta ¥V « H de zero, uma vizinhanga aberta em M, B « N de zero, um
tho&eammrfisma

s ¥V o— U= RY) o

U aberto, e uma fungio continua g @+ B -+ £, tais que:

i3 P{V}f}ig{y}, vi =0, onde P: H — E & a projeclo ortogonal.

i) 0D = 0, (dgXD) =0 e g & fortemente diferenciivel em O.

D) fCRCWD = _%- ¢ Ax,x > + fCyrglyd), onde x = Pu, ¥ = u - Pu.
) h & diferencidvel em 0 e CRICOY = ]

H
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. Demonstracao:

& parte I} €& conseqi€éncia do Teorema da funcip
éé implicita, que vale para o nosso caso ja gue temos a diferenciabili-
é? dade forte de ¥f em 0.

Seje p + EelN — Ee N, plx,3) = (PVf}(x,y), ¥}.

Fnt3c ¢ €& fortemente diferenciévei em {0,0) e
(dpy{0,0) = (A]E, Tne) -

Portanto $ & localmente inversivel perteo de {0,0) e
: ;$(0,ﬂ} = (0,0}, e ©® & um homeomorfismo de um aberto 1% contendo
E;{O,Q} sO0bre um aberto ¥ = w(ﬁl) contendo {0,031, & o homeomorfismo
ééinverso @'1 : W3 ﬁa é.fortemente diferencifvel em {0,0}. Assim a
é; restrigio de w"i a0 conjunte Fn N define uma funcHo

é {@"liW'n N wynl-— ﬁ1 gune € fortemente diferenciével em y = 0.

A eqguagio
60,5 = (gly), ) & PEH(gly), ¥) =0
define mma funclo g : B c N — E, g(y) = P(¢ ' (0,5)), onde B & um
éi aberto em N contendo 0 e N, {0} = 0 € E, g fortemente diferencidvel
é; em O € N
(0,%) = 997 (0,3 = (PEA (B (0,5}, ¥) = (PVOH(R(0,5)),y) =

it

(P{VFy{gly), ¥); ¥}; portanto P(¥f)(g(y), ¥} = 0,
é;perm de ¥ = 0. Além disso, e(gly}, ¥} = (PIVF)(gly), ¥}, ¥} = (0,¥}.
| Derivando ¢{g{¥}, ¥y} = {(0,¥} no pontec ¥y = O temos

él OR %N) = dp(0,0) = (dg(0), Iy) e sendo {dp) (0,0} inversivel entHo

Eﬂ {dg}{g) = 0. E para r. » {, suficientemente pequenos, podemos

1

" escolher ® = B_(0)oM, onde B _(0) = {{x,y) ¢ Eo N: fxf%s |y %< r.}.
F 1 ‘i
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Isto prova i} e 1i}.
Vamos demonstrar I1f71).
Definimos hi : E9 B3~ E o N, hi{x,y} = {x + g(yi,»y).

ﬁz & fortemente diferencidvel em {(0,0) e dbi(0,0)xI .

Pelp Teorema da fung8c inversa para fungfes fortemente diferencisa-

vels, hi ¢ um homeomorfismo local de am aberto %2 da origem

(0,0) e Eo N, V., c Ex B sObre o aberto W, = h (V).

E ainda para r, * 0, suficientements peguenco, podemos

escolher V& = %ra{O) tal gue ﬁl : %ri(O) — hi{%rz(O}) € um homeomor

fismo.

Agora vamos provary a existéncia de r, 0 < r = r,oe de

um homeomorfismo hg’ A %r{O} c E &N -~ hz(%r(O)} c E 8N tal que

h{0} = 0 e f{hh{u)} = «%ﬁ <Ax x> + Fly + g{y)}, v = {x,y} € EeN,

2

Procuramos hz da forma:

h{x,y) = (1 + Mx,y))x + (1 - Mxy,»))x_+ y =
= x + Mx,¥yj{x_- x ) + yonde A : Eo N — { Z%W, w%m] c R.
Seja agora
Y(u) = i < ax, x > + flgly), ¥ ¢(u) = ¥(u) - £(x + g(z), »).

2

Afirmacao: f(hi° bz(u}} = ¥{u} se, e somente se, vale:
o Maxl® + 2Ux 8 - 1P = ox + Az, - x), ¥,

onde a notaclo Exﬂ & para a norma em K induzida por « .,. »,
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éi Demonstracao:

De fato:

flh, o b {u}) = flx+ 2x - x )+ &5y, y) =

Y(x + Mx ~ x ), ¥y} - ®lx+Mx - x), ¥y} =

i
2

fleglyls y) - #{x + Mx_~ x ), y} =

it

< A{x + h{x+ -~ X}, X X{x¥ - X} >+

.

I N P SR T B IR P L -%i SEX RN Pl )

E; - ®x Mz - x ), V).

Agora procuramos A : E & N - {waw, w%~} tal gue @
E% seja satisfeita.

E claro que se x = 0, ¢{0,¥v) = 0 ¢ portanto x{0,y} = 0
Eg & soluglic de ©.

Se x # 0, » & solugdo de ® se, e somente se, A 2 ponto

E5 fixo da funcdo I'(s, x,¥} + B — R dada por
-2 2% 2 A
POy = I etx + alx, = 2y ) - e AN BP

. 1 .z
Chservemos gque ' & uma funclo ( da varigdgvel X e

- queremps estimar

o
&t

&firmag;o: se |r] = m%- e fxl| & suficientemente

d 1
"&;‘XI‘(%,X,}’)! = 5"

éé peguenc, entdo
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. Observagao: lim

Demongtiragan:

Observemos que 1) e 7} implicam:
a) Pg@)(x,y)=V ¢y, y}=Ax - Wf{x + g(y), ¥} = 4x - 9 flx + gy}, »)
em particular:
PV {0, ¥] = 0, d{P{Y®})(0,0} = 0.
Pela diferenciabilidade forte de V¢ em {0,0}, dado
£ > (0 existe & » 0 tal gue se
fuf < & tem-se [rve(x,v)| = [me(x,y) - (0,31} s effx].

Paortanto

gi P{d,x,¥5} {ﬂxﬂ [¢{x + Mx - x ), v} - M%E(ﬂxéﬁz - ﬂx;ﬂa)}} =
= fxf [ﬂ Wolx + Mx, - x ), ¥}, (x, -~ x ) >~ h(ﬂx+ﬁ2 - Ex;ﬁz)}

e pelo lema

E“w Tid,x, 7} & {3l + lxé - x | . Qxﬂ_z . PR (x + AMx, - x), ¥} =
s [a} o+ Eﬂxﬂ_zﬂx ~x b fx o My, - x0f s
< ] s el L el . 2hed = ]+ e
onde fxf = fx_ - x [ = §x + x|
Quando se tem (x| < w%m e £ > 0 € suficientemente

peguenc, entio [Eg F(ljx,y}i S-—%*.

P x, vi
o Jxf

2 (0, Isto decorre dos seguintes fatos:

$(x,7) = —— < dx, x> + £y + gly)) - flx+ v+ gly),

5; ¢ de classe C na variavel x, ¥{0,¥) = 0,

PV} (0,5} = (¥ ¢}(0,y) = 0, d{(P(V9)){(0,0) = d{V ¢)(0,0) = 0.
E? e pela disigualdade do valor medio
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i

supid o(tx, )} s |9 ¢Cex, » . Jx]

Cetnn] = [6n ) - (0,5 [sfxl
: g5 t51

<V o tx,y), x>

i

. onde dxzfa(sx,y); = <A{tx) -~ V fltx + y+ gly)), x>

Pela diferenciabilidade {forte de Vx¢ em (0,0}, dado

E'quaiquer € >» (0 existe § » 0 tal que se ﬁ{x,y}ﬂ < & temos

v etee, ) = v otex,5) - Vo0, 0] s efex|f s ef«f.

assim, [8(x,3)] s elxl?® e portanto  1im LX) .
- x0  fxf

Seja agora x 2 0 e {{x,¥)| suficientemente pegueno de

ol ml | 5 o 1.
EXE?. - 8 '

§;tal modo gue

Temos entfo que I'(d,x, ¥} € uma funclo que vale g&éL%l
= (B
em % = 0 e gque tem modulo da derivada £ w—%—»- em [ .Tl»é;-—, "-%-__1’ e
éépmrtanto vale a desigualdade

1 i i
ir{}“ﬁx‘)y} - I\(}\*iaxsy}] S Til - }'113 [?\’! s Ts 17"1' s T'

Fazendo ll = 0 temos

|¢(X;Y3ii5 ; ]

E EEF{1$X,y} _ ¢(X,§3[5 ; i} e portanto||{T(x,x,5)}|~ P
l¢éié§3‘ - = s PO ] s I¢;§ﬁ§}'i + =5

ez | temos O s [T(x,x,» | 5 29,

Tomando |A] 5 2 -
§l

portanto I'(.,x,¥)}), x # ¢, aplica o intervalio [-2mn, 2n]

Cosm osi mesmoe e € uma conftrac8e.
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Segue ent8o que I'{.,x,vi, x # 0, tem um Unico ponto

fizxo XA em [~2n, 2mi,

. Observacao:

?; a) A construcHo de X = R{ix,¥} mostra qgue X €& limitada em uma
vizinhanga de {0.,0).

Além disso, ela ¢ continua nesta vizinhanga, excepto
nos pontos {0,¥})., pois podemos aplicar & I'(.,x.¥y} a mesma

demonstracio do Teorema da contrag8o nniforme,

«2l¢(x,y:i, 2!@(}5,5?}]}
jxj? §xf?

Também & € [

o gue implica gue » € continua em {0,0).
5? b} © fato que » €& limitada perto de {(0,0) garante gue, mesmo nio

sendo continua nos pontos {{(0,y), ¥ # 0}, hz & continua nestes

pontos e portanto em toda uma vizinhanca de (0,0}, pois
1

Y

3 ) 2 T2
b, (x, ) -h 0,500 s == (Ux P+l 1%+ 15,1} = -—%—-llix,ywyc)li‘
A aplicacHop hi & claramente diferenciavel em zero e
{ﬁhiJ(G,O) = IM‘

Vamos mosiyar asora gue ¢ mesmo acontece com hz‘ De

Foin
i

e
3

i (x,7) - (x+ 1 = M=ix, - x0f = otfx + 5.

Em geral, porém, hz n8c & Tortemente diferenciavel em

{0,0) e pertante nBe podemos garantiy a sua inversibilidade local

via o teprema da func8o inversa.



Para mostrar a inversibilidade Iocal de ﬁz VAmoSs
construir explicitamente uma inverssa.
Procurames uma inversa de hz da forma
htw,z) = [1 + k{w,z}}"irfg + [1 - k(%z}}“iwﬂ + Z.

onde ¥ & uvma funclo a ser determinada.

aAfirmacao: f{hl(v)) = ?(hg(v}} s€, € somente se, vale:

. i 4 .
kﬁwﬂz 2 (k- mg?}(ﬂafﬁz - Ewlﬁz} + {1 ~ )% 9w, z)  (%%)

+

}f onde v = {w,z} € E @ N,

-

;i Demonstragao: f{hifv}) = ¥tb3{V)) & flw+ z+ glz)) =

e caten T, ¢ -0 ], (00w, ¢ (-8 e e I zeg(2)) =

ﬂf = *%w{1+k}"2< An;,w; > +-m%m{1—k}"2 < Aw , w_ > + flz+glz}}.

Assim temos gue

21 - E)Vif(wizeg(2)) = (1-8 bw ) - (140w | +
+ 201-k9°%r( 2 +gl2)

2(1-8%) f(wrezrg(2)) = fw 17 - Dw l® - 2kfwf® +

B ® - e d® + 20-85) 7 rlarel2))

okt = e U B - B )+ (K o (zra(2)) - flwezeg(2))].
Somandoe e subtraindo -w%m(l - ka}a(ﬂu;§2 - En;ﬂz} e
Ei levando em conta que ®{w,z) = —%- “RAw,w> + flzeg{z)) - Fflwrzrg{z)) =

é; = ”%”{ﬁﬁlﬁz - fw §*)y + f(z+g(z)) ~ f{wkz+glz)) obtemos

..: . 4
T e S M R SR s
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Agora procurames k£ ¢ E & N o~ [:%m1 m%*} tal que {#%%}
seja satisfeita,

Do fato gue w = 0, 9{0,2z) = 0 temos que E{(0,z) = 0 &
soluc8o de (#*%),

Se w ¥ 0, kK €& solugfo de (%%} se, e somente se, k &
= ponto fixo da funclo G(.,w,z) : R — K dada por
Glk,w,z) = ﬂwﬂmz[mé-{S&Z - kg)(Eﬂ;ﬁz - ﬁwlﬁz} + (1 - BYF @(W,z}].

& & uma funclo Cﬁ da wvariadvel &k e queremos estimar

'5:;2 Gf.kﬁwaz}

»

afirmacgac: se [k| = 5% e fwl ¢ suficientemente

D d 1
{; peguenc, entlo lﬁg Gik,w, 2} .S 5

. Demonstracsao:

Devivando & em relacBo a Lk temos

2é"§§ G{k,w,z} = ﬂwﬁ”z[(3k - 2&3}{ﬂu;ﬂz - ﬂw;ﬁz) - 4&(1_g3)¢(w,g)],
D EEW Ez
L Glrwz) = (5k - 2k3)[1 - m—-‘-lgw:[ v (465 - 4 BlZ)
il Fwi
suponde | kj 5._%m e usando que lim ﬁLEigl = 0,
wo o fw]
temos:
d 3 20w _1° 3 l&{w, z) |
e kW, 2)] 8 lﬁk - 2k ll - m—— | l4k - 4k| . <
dk HWHE BWBB
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s |3k - 26%1.3 + |4id - ak] . Blwall

Il

s 61kl + olk] + (4]k|® + ajx]y L22)]

z
ffw
3, ) 21 s 1
s-mg-I&] + 91kl + slkle = g"lk] t-5E € o e
e 0 < 5¢ <« 1 - 21}k] onde St < k < ui
= 23 21°
Tomando el 3 2 k= - temos 0 < £-< L
' 22 22 1107
Seija agora w # O, I{Wgz}l gsuficientements pequeno de
tal medo gue iﬁLﬁlgll = @ < 7%5“
§ ol
Ent8o Giik,w,z) € uma fungdoc gue vale Qigggl em kK = {
W

gé & gue tem médule da derivada = —%m em {%%3 5%] e portanto vale a

f; desigualdade {Glk,w,z) - G(ki,wgz}] £ -%—]k - kil.

Fazendo kﬂ = 0 temos

[k, w,z) ~ ¢;WE§3[ < é lk] e portanto
4
ot o] - AR < -1,
W
"*’é:é,j:’” - Lkl 5 otk w o) s l*;zégﬂ -y

Tomando k| £ 2 liéggglL

. temos

0% |o(k,w,2}]| 5 29,
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Portanto G{.,w,z}, w# 0, aplica o intervalo [-2«, 2]
cem 81 mesmo e € uma contragBo. Entde G{.,w.,z} tem um Unico ponto

f§ fixe & em [-2«, 2al, gque depende continuvamente de {(w,z}, w # 0, para

3

E:E tode {w,z} € ﬁr {0y, w# 0, r, » 0, onde ﬁr {0} denota uma bola
3 3

-21e(w, z) ] azlqb(w,z}*l] ?
fwh® §f”

i% aberta de centro 0 e raio r, > 0. Também k € [
o que implica gue k & continua em (0,0).

Afirmacgao: hs € continua em ﬁrs(ﬁ}re {d h3}{0,0) = Iy

 onde

5; ho{w,z) = (1 + k(w“c:})”1 w, + {1 - Kw,z}) " w o+ z e k{(0,z) = 0.

5; Lemonstragao: hB : $r {0) ¢ B — hg(%r {(03}) ¢ H & continus nas
3 3

. pontos {w,z} € %r {0}, w# 0. pois k¥ = k{w, 2} & continua nesses

o 3
ff pontos, & 1 + k{w,z}) #08, 1 ~ Klw,z) # 0 onde {&(w,z)]| = 5% .

1

Usando o fato que [k| < ~5— temos
2 s w, z
Ebgfwaz} - bs(o,zn}ﬁ = Hl TR ) + T O + oz~ oz §° =
2 2
w1 oI 2
= s+ =+ fz - z " =
II + k(“’r;z}I I]- - k(W‘Jz)l

1A

4&;;;52 + 4§w_ﬂ2 + 4]z - zﬁlz - 45{%2_%}“2

portanto Ja (w.z) - 800, 20} = 2w, z-2. | e B, &

. centinua nos pontos (0, z,) € %r {0},
3
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Vamos mostrar agora que {d bg}{D:O) = Iy

De fato:

Eh {w,z}) - {w+ g}ﬂz = Jf M - W+ 7 - Hz =
a+ e T8 4 k(w, z) + 1T~ kiw, z} . -
(k(w, 2 2 Qw 12 (kw20 2w f°

= + =

(1 + k(w,2))° (1 - k(w,2))°
< 4(k{wgz}}zﬁz@‘@ﬂz + 4(k(W32)}zﬂW_,[iz =
= 4Ck(w, 2)) 2 Pwl? s 4tklw, 2) 2w + 2. )
ﬂhg(w,z} - {w+ z){
Entdo iim = 0,
(w,z32(0,0} hw + 2|
Afirmacag: hS & a funclo inversa (lccal) de hzo
;i DemonstTacan:
Para provarmoes gque b3 & seguramente a func¢8oc inversa
f; {local) de h2= basta provarmos gue A{x,¥) = k{w,z}), pois

w, W
{ﬁz “ 1?3}{"932} = hE[I + k{WsZ} * i - k(W,Z) * z} )

(L +2xyy) o (L =2, 3)) o,

1 e k{W52} ¥ 1 . k’{ﬁ-’,z) " z = W+ & Ww 4+ z

« kx,y) = k{w, x5},

Analogamente, {ﬁ3°hz}(x+y} = x4+ y &= Mx,¥) = Elw, z).

Para facilitar os cdleulos, usamos a notac8o x=i{x,y)

e k= kKlw,z).
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Tomemos as equacles gque delinem zs contracBes (-, x, v}

Gl woz), X # 0, w# 0O:

2 [l 0% - 1177
Aom o~ +
; BEE } HE

1 2 4 Iw ﬁz B EW*RE 2,2 ¢{w, z)
c = (3K - k) | {1 - KT BRI = Glkw, 2)
fwf® Il

$lx + Mz - x_ )+ y) = T(x,x,¥5)

. 0% alstemas que definem hs e h

2
'3 W.}. ¢
X ST & ¥, (1+A}X+
W-—.
ﬁ3< X = TR }?24 w_o= {1 -”3.)}:_
| ¥y =z | z= ¥

Observemps gque x # 0 & w# 0,

i

w+ ozo= ox v Mx - ox )+, ﬁxﬁz = ﬂn’fﬂz + Hxﬁﬂz

tw, 1 fw 1°
= 5 +
(1 + Xk} {1 - Kk

5

Suponhamos que W = W+ W F 0.
No casc w= 0 temos x = 0 e A{0,y) =%k {D,2) = 0.

Da eguac¢fio » = M'(h,x,¥), x # 0, temos

&
S A Uw 4”7 - (1 + 0 v | , (=B (k) "o (w, 2)
2 Clw 2 + 1+ FIw ] -0 P00 P e P
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e (1~ 0w I® + a1+ 0w l? =

= - 12[(1 ~ 0w - (14 k)zuw;ﬁi] + 201+ B2 - ©%(w s 2)
Az e - D a2 - 0 B R = 201 - ) %(w 2)
dividindo os dois membros por Jw|® # 0

1

Il

[k{2+l)(1~k)2ﬂﬁlﬂz + h{(2 -~ A){1 + k}zﬂutﬂz} = 2(1 - )% &lwz)

Il
e usando a equacio k = G(k,w,z) obtemos

Az o+ M- 0w e a2 - s e ) -

= 2kfwl® + (=367 + [ w1 - §w }°]

[R(243) (1-&) 24365 K" -2 fw P+ [0 (2-2) (140 %385 1 -26] ) w )% = o

D P0wke2y Ol fw 1P ¢ (ko 0P (-k22) ek fw | = 0
ORI 0wk w1+ G 0P R T P = o,

Usando que [A] = -—%—- e [kl = -é-%m temos que a

EEE}{?I‘&SSQG entre colchetes € estritamente positiva e portanto

s AMa,y) = k(w,z} = k, e 5, € realmente a inversa local de .

Para egncerrar a demonstrac8o Vamos mostrar 3

:- - existéncia de r, O<r<r tal gue hz.-%r{{}) o EFalN o hz(ﬁr(O)} ¢ Eeld &

1‘]

. um homeomorfismo. Sendo b, e * = A{x,y) continuas em {0,0), com
N B,(0,0} = 0, M0,0) = 0 e fn(x.3] =< —%—-Ex,y}ﬂ, podemos escolher

Ty

o 0 = ?2 < s tal qgue
1
BB _(0)) ¢ B_{0) e [Mxy)| s - para (x,5) € F_(0).
z 1 z

Coma antes, }13 e k = k{w,z) s8o continuas em (0,0},

com h3{{}30) = 02 k{GgO} - Q e Ilha(W,Z)ll = 2“(;{7;2’)“’ Podemgs
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r

2
gncontrar r F < r_ < 5 tal gue

2’ 3
1
B A% _{0)) ¢ B _(0) e {k(w,z)] < 35 -
3 z
sendo [k{w,z}] = 5% para (w,z) € 3 (0) e I (x, ) |s %
- 3
- para {x,y} € }zS{%rB(OEL entéo A, : ﬁrs{f}) — :’33($f3{0}} £ um homeo-
- morfismo de %r {0} sdébre o aberto ha(%r {6},
3 3
Agocra podemos escolher r, 0 < r < T, tal que
fg B (0} < bg(ﬁrs(ﬁ))e e temos gque A, : %T(O} — hziﬁr(ﬁ}} & um homeo-
 morfismo de B _(0) sdbre o aberto h (% (0)) © B_ (0).
1
B

f; 2.4, Céleule dos grupos de Morse de um  ponto critico isclado,

possivelmente degenerado:

Seja 2 < H um conjunto aberto, a origem 0 € & e

f oo 8 — B, (O} = 0, ¥(Q) = 0, e ¥f(x) # 0, Vx € & - {0}, uma

5: funcio satisfazendo as hipoteses do Lema de Morse generalizado,

. ent8o existem uma vizinhanca aberta Vv ¢ H de zero, uma vizinhanga

f; aberta em W = Ker A4, B < N de zero, um homeomorfismo

h: U= BV cH

é{ e uma funcio continuva g : B -2 E, tals que:

i) P9y (g(¥y, ¥} 5 0, onde P : H —» E = @L = fm A & a projecdoe
ariogonal.

iiy gl0) = 0, {dgi(0} = 0 ¢ g & fortemente diferencidvel em O,

51



iii} }(u} = fith{u)) = —fg“ < Ax,x > + fly + g{y¥)}, onde x = Pu,

¥ = 4 - Pu.

§

ivi h €& diferencidvel em 0 e (db){0) EH‘

Denctemos por X, + ¥ + ¥y um ponto de H = E+ & E_ e N,
onde x = x + x € K = ﬁ+ + E e y € N, Beja B, a bola aberta de
centro 0, de raio £ » 0, suficientemente pequeno, tal que %5 < V.

Seja D = D & D & Eh < %E c H = Eé @ E o N a soma
direta de 3 discos abertos: -

ﬁa < ﬁs f1 E+, o < %e n 1% < %E n N,
onde D+ tem centro 0+, D tem centro 0_ e E% tem centro OM’ com
0= (0,0, 00) €cE ®E_ oW,

Com estas notacBes e usande argumentos padrles de
topologia algébrica valem os seguintes resultados:

i) O par de espagos topolégicos
([(p.® D) n(f<0]v{o}, (IeD)n (£<0))
& um retrato por deformac8o do par
([pa (f <0}l v {0}, Dn (f<0))
onde {} < a}y + = {p € D : }(p} < a}l
i5) o par ([D_e D) n (r<0)]u {0}, (D_e D) o (f<0)) ¢ homo-
logicamente eguivalente zo produto -
(D_n (f<0), Do (£<0)) x ([D, o (£<0)] u {0}, D, n (£<0))
i7i7}] Sendo { o fnieco ponto critico de f em 8, e como 08 grupas de

homologia s#p invariantes por homeomorfismos, ent8oc wvalem os

isomorfismos ﬁg(ﬂ) = ﬁa(fso} 1= ﬁi(f £ E, f<S -g} =

n

H([h{Dy n (£ <031 v {0}, B(D) n (f <9)) =

1

H LD n (;“< 031 v {0}, Dn {} < G}) =
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= H ([0, 0 (f<0)]w{0), o, n (f<0))
onde » = dim D = X{f,0} e sendo o espago Z% limitado e contido
ne espaCo vetorial de dimens8o {finita N = Ker A4 o8 grupos
f&«k{[ﬁb n {f < D)) wu {ON}, L% n {f < 0)) s8p finitamente

gerados e se anulam para k suficientemente grande.

f;GbservagaD 1}: No caso gue o ponto critico 0 € @ & nfo degenerado,

éivaie o resultade acima, pois Eb = {ON} e E% ) (} < 0} = ¢ {vazio} ou
ﬁéﬁeja

B (0) = H(£,0):=H (f <€, f%€)=H([D0 (£<0)]1 u {0}, Dn (£<0)) =
?Q: H 5101, @) = 8 ,({0.1) = 80 = { g,

Eiande G é& o grupo dos ceoeficientes da teoria de homologia.

;;ﬁbaerva§ac 2): Em virtude da férmula acima 5§(0} = Hk{fgo) =
?fﬁg(f £ g, £ 2 -g) = { para gualguer k& inteiroc, & & {Z,a+i. .., T

;:QQ@& L= dim P e u = dim Eh < .,
Ao ponto critico 0 associamos o invarianie homoldgico
CH(0) = H(£,0) = B(IDyn (£ <0)1u {03, Do (f<0))=

) = H(£,0,) ende f(y) = fly + g(y)), e H(0) &

= B AL, 0

' I denominado invariante caracteristico.

No caso gue os coeficientes de homologia singular sZo
iftomadgs num corpo F, temos o nimero de Berti bk{ﬁ) = dimg fﬁ(O} e
S L

y B {0} := dimg ﬁz(O} e vale que

o} .
bk+1{ﬁ} = bk(O} onde X = dim D = M {,0}.



De RBID,:D. — B(D,)CD, h(yi=y+e(y) e d(B| D) (0,) = I,
8 = h{ﬁb) € uma subvariedade topologica de H para f em 0 denominada

subvariedade caracteristica,

2.5, Desigualdades de Morse:

Sejam €, ¢ vy @y Os valores criticos {isclados)

2'!

de £ em [a,b] onde a ¢ b 880 valores regulares de f, entfo valem as

desigualdades de Morse

A

hnbl%wﬁ,jmid,,“,N

k
Z (“i)kwiblg(f s B, £5 a) = E
£=0 c 4L=0

3
b{f<b, f%a)s Efﬁwﬁﬁjxiﬁ,.”,ﬁ
“
onde bk(f.s b, f = a} = di@F ﬁk{f < b, £ % a) e bk(cj} =

= dimﬁﬁ%{f % cj + €, F = cj - E}, para € » 0, suficientemente

peguenc, tal qgue cj & g Unico valor critico em [cj - E, cj + E}.

2.6, Bubvariedades criticas possivelmente degeneradas de  uma

variedade de Hilbert

Dizemos gue uma subvariedade conexa K de uma variedade
de Hilbert M € critica para uma funvfo f : M — R de classe C1 se

df{x) = 0 , Yy € ¥ . Se f satisfaz a condicHo de compacidade {C) de

. Palais-Smale, entfio K & compacta.

(¢ espato tangente g Mem ¥ € ¥ admite uma decomposicBo

artegonal:
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A
Y;M = ?;K & ﬁ%{g) ., onde ﬂé(X) = {T;K) € o complemento ortogonal de

T K.
X

Supondo f{ duas vezes diferencilve] nos pontos de K,

i

colocamos para todo x € K, Ax dzf(x) onde

& fx) (X, ¥) = <A X, ¥> = <x, 4_¥>.

M

Como A s T M — T;M’ ¢ um operador auto-adjunto,

entlo Ax(Hg(x)}Cﬁaix)»
Pela definigl8o de subvariedade critiica temos gue
T K< Ker A
X =
Para verificarmos que T;K ¢ Ker Ax , suponhamos que a
subvariedade critica X € modelada a um espaco de Hilbert Y , entdo

para cada x € K existe uma vizinhan¢a aberta ¥V de 0 € ¥ , € uma

vizinhanta aberta W de x em M e um difecmorfismo ¢ ¢+ ¥ ¢ ¥V — W ¥

2 ¢ espato tangente de K em X escreve

K= {d@(@”i(x)}v v € Y},

Para cada y € V< ¥ temos df(®{(y)) = 0,

Entico,

AHB (7 )dP(y) vy = O , pora todo Y€ ¥ e v € Y.

Fm particular, dzf{x)d¢(¢_1(x}}v = 0 para teodo v € ¥,
entdo T K € Ker 4 .
X x

Definic8o: Dizemos que X & uma subvariedade criticsa

ndn-degunerada se Ax[Hg{X) & um isomorfismo paras todo x € K.

No caso contraric dizemos que a subvariedade K @

critica degenerads.,
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Suponhanos para o restante deste paragrafo, qus
Ff: ¥ — R & ge classe CJ, duas vezes diferencifivel aoc longo de uma
subvariedade c¢ritica possivelmente degenerada £, tal que A & um
operador de Fredholm que depende continuamente de x em K , e f
satisfaz a condicHo ().

Com estas hipdteses sobre f temos gque uma subvariedade
critica KoM para f ¢+ M — R satisfaz dim K = dim Y;K s dim Ker ﬁx<®,

Se a subvariedade critica KoM € ndo-degenerada entdo
?;K = Ker A_, para todo ¥ € K, e a nulidade de cada x € K € igual a
dimensdo de XK, e sendo Ax um operador de Fredholm, o Teorema
Espectral implica que Hé(z) = (T;K}l admite uma decomposicHo
griogonal em soma direta H&(xj = Hi{x) @ ﬁ#{x}, tal gue H {x} e
H&{X} 80 subespagos invariantes por Ax s Ax definida negativa em
H{x) A definida positiva em H{x) , e a decomposiclo depende
contiknamente de x € K.

0 indigce de Morse de uma subvariedade critica
ndo~degenerada X © M ¢ definido como sendo © indice de Morse de
dzf(x}g x € K.

O indice de Morse de um ponito critico x € K & o
supremo das dimens®es dos subespaCos vetoriais de Ia(x} oS guais
dzf(x} & definida negativa., Por continuidade este nimero &
independente de x, pois K € conexa, portanto H {(x} tem dimensfo
ccnstange.

No caso de uma subvariedade c¢ritica K < ¥
possivelmente degenerada, © subespaGo H&(x} admite uma decomposicio

ortogonal em soma direta
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Hx) = BH(x) ®H(x) e H(x)

f:tai gue ﬁ#{x) e .Hﬂ(z) s8p subespacos invariantes por A, Ax &
Ejdefinida positiva em H (x) , H{x) = KEr(Ax!Hi{x)) e quandc x varia
Eiem K pode acontecer gue as dimensOes de H (x} e Hﬁ(x)zﬁer{Ax]ﬁgix}}
E_nﬁm sejam preservadas ao longo de K.

A aplicagio Ag = dzf{x} define uma aplicacio
4 : Hl(f{) = U H,l(x} —3 HQ{K) = U H,i{x}.
*€K xEK

Suponhamos dagui para frente quew f : ¥ — R & uma

E funcldo definida em uma variedade de Hilbert ¥ e X < ¥ € uma

zzsubvariedade critica, conexa, possivelmente degeneradsa, satisfazendo

as seguintes hipdteses:

3.{1} f & de classe C° , e F= 0 em K.

5;{2} E ¢ uma subvariedade critica isolada.

::{3} f admite segunda derivada dzf(x} para todo x € K aque depende

continuamente de x & o operador auto-adjunto AS associado a

segunda derivads € um operador de Frecdholm.

| {4} Na decomposicHo ortogonal de fg(x) = { Y;K}i = ﬁ’(x}&ﬁ*(x)eﬁﬂix)
os subespaCos H (x) , H{(x) |, Hn{x) mantém preservadas as
dimensBes guando x varia em K, isto €, H {z) isomorfo a (¥ ,
¥y , v€ K, onde % = « , 4+ , 0 |

{5} f satisfaz a condic8o (C} de compacidade de Palais-Smale.

{RY O gradiente de f, gradfi{x) , ¢ fortemente diferencifvel nos

pontos X € K.
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Observacao 1): Pela condicgfo (4) temos a decomposiC8o0 de fibrados

H(K) = H(K) ® H(K) & BER)
onde

HF(K) = v 5 {x) , (&) =uv H(x), (&) = v B°x).
xEK XEXK xC ¥

Neste casoe o Indice de Morse de K &€ a dimensio da

fibra H {x) e a nulidade de K € a dimensfioc da fibra ﬁp(x}.

Observacao 2): Como o conjunto Fred{F) dos operadores de Fredholm de

um espaco de Hilbert H é um conjuntc aberto no espago dos operadores
lineares continuosﬁf{ﬂ', HY , na topologia uniforme, e o indice i{(4}
dado por
i{A} = dim Ker A - dim Coker A

é constante nas componentes conexas, temos gue

i{A )Y = dim Ker A~ dim Coker A

X x X

¢ constante guando x varia na subvariedade critica K , possivelmente

degenerada.

2.7. Invariantes homoldgicos associados a uma subvariedade critica

Kde f: M— R , possivelmente degenerada.

Seja f : M —> R uma funclo satisfazendo as hipGteses
{1y, {2y, (3), {(4), {(5) e (6) enunciadas anteriormente. Passaremos
agora a descrever a maneira como determinar O0s invariantes

homoldgicos da subvariedade critica X.
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Sendo K subvariedade compacta de M, podemos contornar
K por uma vizinhan¢a tubular, suficientemente pequena. Para obtermos
cssa vizinhanca ceonsideramos o fibrado vetorial ® : E — K, onde

E = EQ(K) = v g (x} fibrado normal de K em M, e em seguida uma
€K

vizinhanga Vg da secllo zero em H (X}.

Come K € compacta, podemos escolher & » 0 suficiente~
mente pegueno, tal gue, a aplicacHo exponencial d& um difeomorfismo
exp: Vfi —3 J = &xp (Vﬁ) > K, para istc, ver [La.zg, Lang, 5.3
Bifferential Manifolds.

Agora passamos a  fTazer uso desta identificacHo,
gzerevendo £ no lugar de feexp
b%

centro x € K e raio & » 0 bb =y VS(X) ) b%(x} < Bﬁ(x} , € tomemos
ZEK

escreve como uma unifio de discos abertos E%CX) de

§ suficientemente pegueno tal que f satisfaz o Ilema de Morse

generalizado em i%(x) , ¥x & K.

. L gt -, 0 ~

Seja Zg(x} = I%{x) D I%gx} @ E%{x} < VS{X) = H&(x} =

= F{x) & kf(x) & Hﬂ{x) , & soma direta de 3 discos abertos de raios
igunais a £, 0 <& <& , onde

pi(x) = Dix) n & (x), D{x) = D(x) n H (%), Do(x) = Dlx) n B (x).

. 0
Denotemes por Fo o subfibrado de Vv, , D = U EP(X},
£ 5 £ €
rEK
cujas fTibras s8io de dimensfio v = u{(X) = nulidade de K, e denotemos

por LE o subfibrado de L%,ﬁg =y ﬁE(X), cujas fibras sfc de dimensSo
x €K

A = AK) = indice de K.
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A funcio f = f|Vs(x) , Vg(x)  H(x), é de classe C
g duas vezes diferencisvel em 0§ € H}(x) (que corresponde a x € K,
pela identificacBo feita anteriormente}, e que tem 0 como ponto
critico de indice X e nulidade uw e fx satisfaz o lema de Morse
Generalizade e seja

Flu) = (£ on)(u) = 3<4av , v> + £(w + 2(w))

onde A De: c Hl(x} sy i}(DE} C Hl(x} ¢ homeomorfismo, wE€ DE(X),
v € Dz(x) ® D_(x) © Hix) ® B (x) = (HD{X))-L. -

Da prova da propriedade b} gue determina os grupos de
Marse, para uma fung8o f : M — R de classe Ci, duas vezes
diferencigvel em 0, sendo 0 um ponto critico de indice * e nulidade
u, ¢ f{Q0)} = 0 , nds obtemos um retrato por deformac¢io Rx dpo par

([D,(x)n( £, <0)Ju{0} . B_(x)n(f <0))
sebre o par
([(0i(x) @ D2(x))n(r,<0)Ju{o} , (D[(0) @ pl(x))n(£ <0)) .

Estas retragles determinam um retratoc por deformacio

do  par
([on(r <0)1o{&} . Dn(r <0))

sobre o par

([(5, © P)n(r<0)Jo{k} , (D] @ D)n(1<0)) ,

sende D= u D{x), D = wu D{x) e DO = U Dg(x} .
[ € € f> E £
nEX »eK xEK

Sendo este Ultimo par homologicamente equivalente ao

produto

(5, n (£<0) , (o0 (£<0))x([D0n(£<0)Tu{x} , Din(£<0)).
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Ent8o temos o isomorfismo dos grupos de homologia:
: y g g 0 .- o s
H{[(pn(r<0}Ju{x} , pn(7<0}) »~ Hp ([Dn{r<0}]o{k} , D)n(r<0)}) ,

onde A = dim EE(X) , U = dim Lﬁ(x} < ®

A subvariedade critica K de f : M — R , K
possivelmente degenerada, associamos o invariante homolégico

m(£.5) = B[ (pn(£<0)Tu{k} , pn(£<0))

e o invafiante homolégico
B 8) = a([En(<0)I{&} , Din(7<0))
¢ pela fOrmuia acima vale

Hp(£,K) = Hp ,(£.K) .
Comp a subvariedade critica K € compacta temos gque o

fibrado Dg = i Dg(xj & limitado pois u = dim E@(x) < @
XEK

Enté&o Ht(f,ﬁ} & finitamente gerado e se anula para !/
suficientemente grande.

Em particular Hﬁ(f,K) = 0 para £ € {», a+1, ..., a+u}.

Denotemos por be(K) e por b%(K) , bp{K) = dim Hy(1,K),
bz(K) = dim Hﬁ(f,K}, também denominados nimerocs tipicos e nimeros
tipicos singulares, associados & subvariedade critica K, respectiva~

mente,
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2.8. Desigualdades de Morse em termos dos nimeros tipicos bt(K) e
em termos dos nimeros tipicos singulares bz(K) associados is
subvariedades criticas {isoladas):

Sejam Cp s €5 0 ...y € OS valores criticos {isolados}
de f em [a " b] , onde a e b sfHo valores regulares de f, entdo temos

as desigualdades de Morse:

Para todo inteiro g z 0

9T : g
§ (-0, (sp, msa) s T P (-1 Cp{c) L 5= 1,2, oo N
Fa (o2 £a0 3

b{fsp , fsay s 3 b{c), j=1, 2, ..., N
4 ( it
o}
b
onde bq(cj) = dim E;(fﬁcj%s , fﬁcjwe} , para £ > 0 suficientemente
pegueno, tal gue cj ¢ o Uniceo valor critico em [cj—a . cj+e] ;
As desigualdades de Morse podem ser escritas em termos
de niimeros tipicos bq{f(} 3

(-0t L £za) < T £§0{m1)‘!‘%£(x)

=( Reds

be(fsb , fsa) = T B{(X) ,
gkeo L

R \ A o

onde ¢ = conjunto das subvariedades criticas de fem f |a&a , Bb].
Pelo teorema do deslocamentoe que relaciona os nlmeros

tipicos singulares de cada subvariedade critica, juntamente com o

seu indice, as desigualdades de Morse escrevem-se:

L C0Tysse a5 T T 1 (0

ke L=0
bp(fsb , fsa) & ¥ b (%)
£ weo g-h{K}

onde 2{E} € o indice de f ao longo de X.
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CAPITULG 111

3.1, A wvariedade das curvas fechadas

Seja M uma variedade riemamnniana e 5 = R/Z o circulo
anitério parametrizado em [0,1]). Consideremos
A = {c 1 § — M : ¢ & continuma, c(t) existe para g.t. t € §,
fete)f e 2°(s™)} -

Nesta se¢8c vamos desenvolver uma estrutura de
variedade riemanniana (modelada em um espaco de Hilbert) para AM,

Antes de descrever os detalhes vamos dar a idé€ia da

construg8o: se ¢ 1 § — M € uma curva fechada Cm e X(t} um campo
"pegueno” ao longo de £, & gurvs cx(t) = expc“JXTt} & proxima a c,
também toda curva prodxima de ¢ € obtida desta maneira pois exp €
localmente inversivel. Assim as curvas perte de ¢ sHo descritas por
campos "pequencs” ao longo de ¢ gue constituem um aberto em um
espago de Hilbert oportuno. Pela densidade de CS(S,M} em C(8,M),
temos um atlas em AM.

Seja ¢ £ C?(S,M) e consideremos o diagrama "pull back”

k4

* C?E
c T ———3 T}

n:i 1ﬁ

S s M

A mé@trica riemanniana & a conexfo de Levi Cevita de M
. . N x
induzem uma meéirica e uma conexfo em ¢ TH gue denotaremos por < , »
g . ¢ ; . d s
e V, regpectivamente, e para g usamos & notagio classzca-g; X=X .
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Seja E(n:) o espato vetorial das segles de %: {nfo
i;necessariamente continuas).

Definimos os subespagos
) = 50y = {x e D))« Jx(e)] € 2°(8)}/n

- onde ~ & a relac#o que declara equivalentes duas secles que

. ¢coincidem em quase todos os pontes de S.

Hi(n:) = {x e E(ﬂ:} : X{t}) existe g.s5. e
fx (o e 2%(s1 -
0, =% - * . .
C xnc} = {X € L(ﬁc) : X € continucl.
lf{n*), i = 0,1, s8c espagos de Hilbert em relaCdo zos
L

. produtos internos

< XY > = j < X(ty, ¥(¢) »dt
5
< X, ¥ > < XV :>D ¢ < X3 >0
@ Cg(ﬂz} e nm espago de Banack em relagfo a NoOrma

ixi, = sup{ix(e)f + t & s}.

o seguinte fato & bem conhecido:

3.2. Proposigao:

| X D * *®

(a) B'(x) & (=) s B (x))

) bl s b basv2 10,

{c} A inclusfo }f{n:} Lor—d c@(ﬂ:) ¢ compacta {isto e,
conjuntos limitados em Hj(ﬂ:} s#o relativamente compactes em
iy *®
Sty

Seja exp : TM —> M a aplicag8o exponencial e

Exp : T — M x M, Exp(v) = (n{v), exp v}.
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£ bem conhecido gue Exp ¢ um difeomorfismo de uma
;&izinhanca U da secBe nula de TM sobre uma vizinhanta da diagonal
;Q S M x M

Seja U_ = {c;}wiﬂ. Ent8o U ¢ uma vizinhanca aberta da
é;secﬁo nula em ﬁz. Consideremos |

bﬁ(ﬁa} = {xe B (x)) @ X(¢t) e U, vt e s}

E ent8o claro gque Hj(%c) & um aberto do espaCo de

. Hilbert Hj(ﬁ:) e definimos a aplicacHo -

Favs

Jgﬂ : Hj(ﬂé) s AM, ¢C(X7{t} = exp{c;X(t}).

Sendo Exp 1inversivel em YU segue facilmente gue gg &
1-1. Além disso, pela densidade de CP(S,M) em Cg(S,MJ o conjunto
_ (o (@) + ce P(s,m)
; & uma cobertura de AM(c Cﬁ{S,M)}.
| Temos assim um atias para AM e temos gue analizar as
é;mudaﬁﬁas de cartas

19 Qe (L) — H(Y ).
1 i

Para tanto vamos mostrar um resultado de caracter mais
| ‘geral que utilizaremos tamb®m mais adiante. Sejam £, F fibrados
é.F:a'netc}:fiazis sobre 8§, A ¢ E uma vizinhanga da seCdo nula e ¢ : 4 — F
E:fuma func8Bo diferenciivel que preserva fibras, isto €, para V¢t € 85,
i f¢]ﬂi ¢ diferenciavel e &(4, ) © F_ = % '(t), onde 45 A0 P # 0,

p: E-> § & a projeclio do fibrado E, W : F —» § &€ a projeclo do

fibrado F.

¢ + A — F induz uma aplicac8oc ¢ entre as segles de F
fatd
{com valores em A) e as secles de F, ¢(X) (¢t} = o{X(1)).

Seja agora K : TE — E uma conex8o.
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Ent8o K determina uma decomposiclBo 7TE = Yhff @ TE

; sendo

' (T"E), = Ker(XK|T _E); (T'E)_ = Ker(dp), .

4 aplicacso {d&)x : T E— ?b{x}F decomple~se entHo
() = (d@), + (d,0)

g nas partes horizontal e vertical, respectivamente, dé& € portanto de

E'ﬁma vizinhanga da secfo nula de T FE em TF. Indutivamente podemos

égtensiderar a derivada vertical r-ésima de ¢, que vamos indicar por

;ké¢ e denotamos por (2%&} a aplicac¢8o induzida por d;@ a nivel de

i Secﬁes.

Consideremos agoras metricas em F & F e assim podemos

; ﬁefinir Hj(ﬁ), Eﬁ{E}, HJ{F} em analogia com o que foi feito acima.

. 3.3. Proposicao:

Se ¢ € de classe C%, kz 1, entfo
Favy

SEN (W) £ H(F) e & : H (U — H(F),

g(x}(z) = ¢(x(t)), € de classe C° e dr; = (Egzb).

-

. Demonstracac:

Seja U uma vizinhanca da seqgdo nula de E., Mostremos
?3primeiramente que gﬂz Ef(ﬁ}‘w@ Eﬁ(ﬁ? & continua e gue ff(ﬁ} 2 aberto
: ‘de H'(E).

“ Seja Cﬁ(ﬂ) o conjunto das sec¢tes continuas X do
;;fibrado p: E~— 8§, com X{(t) € ﬁ:'

B Entdo existe p > § tal que X € cp(u),

ye &(Ey, fx - Vi, <2 = ¥(t)eu, vtes.

EntSc C (U} & um aberto de ¢ (E).
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Hj(ﬁ) ¢ a imagem inversa de CP{%) pela inclus8o

- . 1 )
{ ‘continua H (F) < CQ{E) e portanto HJ(H) & aberto.
Para mestrar que ¢ & continua notemos que v -~ xf,

;;pequenog implica ffv - x§_ e fov - ?Xﬂo também pequenas.

= De ﬂg(Y) —‘g{x)ﬁc £ Hg(Y} - ;ijﬂw temos gue, quando
f fy - xl, — 0, também ||g(1f) - g(xyuc -~ 0.

Seja agora Y'(t) = Y*{t)h + }"’(r)v a decomposicBoc nas
;jpartes horigzontal e vertical, respectivamente. -

Y’(t)v € cononicamente identificado com V¥{¢t}. Se

?-f{d@} = (d&@) + (d;&} denota a decomposic8o segundo &s

Yt} ¥it) ¥t}

ézrestricﬁes de d¢ aos subespagos horizontal e vertical, respectivamen

. - te, temos

VEY)(t) - VO(X)(£) = VB(V(£)) - VH(X(£)) =

= (d,9),, (TPO-9X(e))+((d8), - (d,8) . ,).9x(1),

Y(i.)( ¥t} z2{t3}

; - {médulo termos gque tendem a zero quando Jv¥ - X1®-% ), o gue mostra
g que quando ¥ - x|, — 0 também HV$k¥7 - ﬁg(x}ﬂo —t (.

: Assim temos mostrado que X ~ ¥f -+ 0 implica
; zﬁgfyj - g{xvﬂl ——r (8 pcrtanto‘; : B (U) —> H(F) é continua.

1 . ,
Mostremos agora que ¢ ﬂj(ﬂ) — H {F) & continuamente

™

E{difer&nciévei com derivada dada por dé = (d¢) e obsevemos que a

“diferenciabilidade para ordens superiores € provada da mesma

; maneira, comecando com a aplicacio diferencidvel que preserva fibras
dg : U - L(E,F).
Pelos chlcules acima temos gue Q: & continua. Pela
;{ fOrmula de Taylor

Ce(r(e))=0(X(£)) - (@), (¥(£)-x(£)) = r(x(t),¥(e)). (¥(t) - X(£)),

x®( 3
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1

ande r{H(L), Hl1)) = fg () Corvsxiar-vien S — (48 (yr 0<s<I,

;é uma aplicag8io que preserva fibras de algum U’ x %' ¢ yx H#, U°
éabertu, convexo, no fibrado L{p,m} : L{E,F) — §.
| Considerando a aplicag83c continna associada
. H (U x #') — F(LIEF)) e dg = (rt;sz) : HY(W) — H(L(E,F))
Ctemos [#(1) - (%) - (a,8) (v - 0], = Jrxn.(r - 9],
ﬁ constﬂ?(}(, v, v - x0,.

: Py r -
- Como r{X,X)=0 temos fr (X, ¥} - 0 quando HX%Yﬁi — 0,
é.isto é, f§2¢} € Hiii(Hl(E}; Hl(F)}} tem a propriedade de uma
édiferencial, ég = (Eg@)‘

Fa s i~
Da mesma maneira pode-se mostrar que d ¢ = {d; ¢} .

; 3.4. Corolédrio:

As mudanCas de coordenadas

™. ~ 1 1
¢ e 9 O F(U) -~ H(UL )
01 4 L4 {:1

ifsﬁo de classe C.

- ™

?fﬁemanstragaa: ¢;1 ¢ ¢ & induzida pela aplicacHo

1

mt)mééi Yy exp”t  lexp % x{t)).

5 c{t} cit)
0 Corolario acima garante enitdo gue
{((H(U), ¢ ) 1 ce C(5.m)

& um atlas diferenciavel (CW) para AM e isso determina uma topologisa

e uma estrutura de variedade diferenciavel em AM.
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. 3.5. Espaco Tangente a AM.

Para [ = 0, 1 definimos:
Had TH) = UE (%)) e c<€ AN
p, : H(AM' TH) — AM, pi{c_‘; X) = ¢
;jOQde pi(q; Xy{t) = w{X{c{t}) = c(t}, tem uma estrutura de fibrado

. . . 1 .

- vetorial (Hilberi}) sobre AM e p, H‘{AM* M) — AM é isomorfo aTAM.
Produziremos uma estrutura local para

éfff(ﬂM* TMY, i = 0,1. Para x € 7™, J = 1,2 definimos

M- T M por

¥y exp)(xd = Ty exp{ x)

(v, exp)(x).y = (d exp)(x).(an | " 1) .y
(v, exp)(x).y = (d exp){x).k(x} .¥
: ‘onde k{x) Yi T™M - ?%(X)AE & a identificacBo candnica. Temos a

3iseguinte interpretacido geométrica de Vj exp, J = 1, 2:
51{?1 expl{x).¥ € o transportc paralelo de y, de p até expx ao longo
;?de ¥{t) = exp tx e

}:(Vz expi{x}.¥ €& o valor em expx do Unico campo de Jacobi ao longo

Eiée ¥ty = exp fx, gue se anula em ¢ = 0 & cuja derivada em ¢t = (O é
&
Para x € UCTH, (V, exp)(x} e (9, exp){x) s3o isomorfis
; mos; € as aplicacles onde 7 = §, 1:

o A x B@) — B W

 dadas por

Ni i *

¢ (X, ¥)(t) = (9, expi{c X{(t)).{c ¥{t)}
; "d8p a estrutura sclicitada.
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2?3.6. Proposicac:

0 campo tangente 8e{t}) = £{t} so longe de uma curva

3_& £ AM, & ums se¢8e diferencidvel no fibrade Py ¢ Hﬁ(AM* TM} — AM.

§:Na representacfio local Hz(GG) X Hp(ﬁa) de p, sobre U = exp;} Hl{og)’

c £ 5»{S,M), a parte principal de ac : Hi(oﬁ] —d hg(ﬁ:} ¢ dada por

BCX(f) o Xty + Gcint)}

Vers)
5: ~ % wl * Hc} *
“ande SQ(X){t} = (Cﬁ) ° G(CR X{tyy.oc{t), X« (ﬁc}

e 6(x) = [V, exp(x)) T o [V, exp(x)], x <€ TH.

. Demonstracao:

seja e(t) = exp(c, X(t)), Be(t) = &(t) =

= dexplc, X(£)}).(c) X' (£)) = d exp(cy X(t)).(cy X (), + X () )

! ‘onde temos a decomposicHo nas componentes horizontal e vertical.

De dp,.c, X' (t), = 8c(¢)
K. o x(8), = Vg, x(t))
i;obtemos
de(t) = Vv explc, X(t)).8c(t) + ¥, exp(c, X(t)).Vic, X(t)) =

i

vzexp<c;xm)[v(c;x<r}} + vzexp(c;mt))”‘.viexp(c;;x(m‘az:m] =

"

* x o~
Vzexp(cﬁx(t) ° &y [%éxtt} + BC(X(t})]

| - que d3 a expressio para 8¢X(t3'

Enunciamos agora o seguinte teorema gue descreve uma

§: estrutura Riemanniana canopnica em p, : H (oM T™H) ~> AM, 1 = Q, 1.
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- .3.7. Teorema:

O fibrado p, : H (AM TM) — AM, i = 0, 1, admite uma
{Unica} mé€trica Riemanniana caracterizada pela seguinte propriedade:
. (13 . \ -1 i, * .
. ‘Para ¢ € C (S, M) a metrica enm p, {c) = ff{ncj ¢ dada pelo produto
escalar = , > i = 0, 1 onde

<KX Y > m.ir < X{t}, v{t) »dt,
s

< X, Y }1 = < X, Y‘>G + < Véxg véy >G'

Em particular, TAM = }f(ﬁﬁ* TMY admite uma estrutura

" "Riemanniana que ainda denoctamos por < , >,

553.8. Métrica de Finsler

;}Definig;Q:

Uma variedade de Fingler {M,F) &€ um par constituido de
uma variedade diferenciavel M de dimens8o n, juntamente com uma
i:funcﬁo continua F : TM -~ R tal gue:

é..I) Flx, ¥ =20 e Flx,3) =0 & kX = 0;
2:_2} Flx,tk) = tF(x,%X), para todo ¢t 2 0;

553} F & de classe O em TM - Sﬂ(TM),-Gnde Sﬁ(TM) € a sec¢8o nula de

: T™.
s n 2 .
4} df Aivi(r,vy = ¥ é 97 (x.%) y, ¥, ¢ uma forma gquadrética
_ i,i=1 8x. 3Bx. 3
_ i i
nfc degenerada & definida positiva, onde ¥V, ¥V & ?;M, V# O, e

d? denota a segunda derivada na direc8o da fibra.

& fungBo Fz & de classe C' em TM {e naturalmente de

| classe O fora de SD(TM)).
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Se a funcHo FE ¢ de classe cg no Tfibrado tangente

inteire T, ent8c por um resultado ja& conhecido, a métrica de

. Finsler F satisfaz EE{W} = « W,W > para uma métrica Riemanniana

e, > oe gualguer W em 7. A funcdo Fz ¢ tambeém chamada de energia.

3.9, Integral da energia de Finsler

Seja M uma variedade Riemanniana compacta =

I4 : ™ — R’ a energia de uma métrica de Finsler F. A funcio

t-..‘
i

F induz uma aplicacBio £ : AM ~> R

I
{3

E(c) = | L(&(t))de
5

} - chamada integral da energia ou simplesmente energia.
O funcional! energia possue varias propriedades gue s8¢
. necessarias para o desenvolvimento da teoria dos pontos criticos

E'f(t:ipcl de Morse). As propriedades do funcional E : AM — R sHo as

.. seguintes:

(1) ¢ funcional E : AM -» R & de classe e a

derivada & localmente Lipschitziana;

{2) ¢ funcional E : AM —» R satisfaz a condic8c () de

. Compacidade de Palais~Smale:

"Seja (gﬂ, c € AM, uma seqgliénecia de curvas tais que:

{a} E{Cn} £ K, limitada;
(b) ﬁVE(ggﬂj - 0, onde YVE denota o gradiente de E.
 Entfo {c ) admite um ponto de acumulacfio, gue &, naturalmente, um

~ponte critice de E".



{3} O funcional EF : AM — R possue segunda derivada
;dos pontos criticos € a sua derivada {ou o gradiente VE} ¢ fortemen-
gﬁe diferencidvel nos pontos criticos.
: Em pfimeira iugar descrevemos as provas das proprieda-
;des {1} e (2}, conforme estd no trabalho {Mer.l e depois damos a

éprova da propriedade {3}.

;3‘IG~ Teorema: -

. 1 \ i
E: AM — R & de classe £ ¢ a derivada ¢ localmente

éLipschitziana. {(ver,[#Mer.])

Prova:

Seja © & CF(S,M) e (¢c, Ha{D;)) um sistema de
;éoerdenadas ac redor de ¢ e E = E o ¢, onde U = (c;)“lU, vooeé
; aberto contendo a seg¢fo zero de TM.

Entdo E; € a composta das seguintes aplicacdes:

I x 3 . )\
#(v) —— 5 () x (" ) —== L'(5) —> R

: bnde a ultima aplicac8s € a integracdo e lc € induzida pela
aplicagfo L

A chc* ™™ — § x R,

X (x,y) = (x:,X, t((v, exp)(c; x) . c; ¥)), sendo L = F,

Entfc € suficiente provar que kc 2 de classe e com
-;derivada iocaimente Lipschitziana,
Notemos que kc estd bem definido em todo

B (U )«H (c*7H). De fato, para(X,v) € B'(0) x H(c*1H)
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J (L{vzexp({:; X(f})_c; y(z)))dt $ KJ ﬂvz exp c:; X(t)ﬁa ﬂy(t)uzdt
o g

que € limitada j& que fx(e)f, € pequeno e ¥(1) € HQ(C*TM)z LZ(C*TM}.

Para todo ¢t € §, consideremos a restrigdc de kc =1
. fibra
r: (0}, ofc M), — R,
(x,) = 2 (x.¥}
é iande ¥ e ¥ denotam a varivel no primeire e no segundo fator,
:respectivamente.

Neste caso temos o seguinte:

ar
1) kt e 5}3 s8o positivamente homogeneas de grau 2
: Cem v
Bli
2} 57 £ positivamente homogenea de grau 1 em v.

Provemos o seguinte lema para funcles homogeneas.

0 3.11. Lema:

Seja f: R® — R" continua, e de classe & em R” - {0},

. e positivamente homogenea de grau «.

Entdoc para qﬁaisquer x, y € R":

;Z}{a) Se « = 1, ent8o existe uma constante K > { tal gue

Irixy - Al = &z - 7.

2 (b} Se « = 2, ent8o existem constantes N, > 0 e N, > 0 tais que

ey = £l s vl - 915+ mde - 51 o v I

" i{c) Se =0, f & limitada.
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Prova:

“{a) De fato, se tx + (1 - £)y # 0, para todo ¢t € [0,1}, entdo pelo
Teorema da desigualdade do valor médio temos

F£(xy - £l s sup f20tx + (1 - )] . §x - »].

st
. Sendo «=1, temos gue f(sx)=sfix), implica P {sx}=f" (x} ,
f._x;éﬁ, s> 0.
| " Ent8o ' ¢ limitada, para ver igfo restringir ?
g & esfera unitaria 7, pois f’ngg) = £'{z)}, z # 0. Logo
g?ﬂf’(z}ﬂ s K,, para todo z € R - {0} e portanto Ef(x)mf(y)ﬂsﬁaﬂx—yﬂ.

Se x # 0, ¥y # 0, com ¥y = tx, ¢t < 0 temos
fx - i = iix - txb = (1 - o) fxl = §xb ~ thx] = §xf + |7f
breo - rl = M A - bl AT =
s fxi] f(wirf;f;[)ﬁ + §¥ f(m)il = KUl - Bel) = ke - 5
;?Oiﬁ sendo f continua, fI S]n"‘l e limitada por uma constante Kz > Q.
S¢e x = yv = 0, femos f{0} = 0 e & designaldade passa a
izser uma igualdade,
Se x# 0 e v = 0, entdo
£ - fnl = Freob = I bt = = = g)x - sl
Assim, para todo x,y € R",  basta considerar
K= max{K ,K,} e portanto frixy - finl < xlx - 5§
'E(b} No caseo « = 2, temos que f' €& homogenea de grau 1. Sendo f de
classe ¢ em R® - {0} entHo f’|§“i ¢ limitada, isto €, existe

ﬁg»ﬂ tal que (23] = M , para todo z & §°°.
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Ent8o para todo z # 0, M 2 ﬁf‘(gﬁg)ﬂ = W%gﬂf’{z)u,
portanto | F'{z}§ < M&ﬂzﬂ, z # 0.

Se¢ tx + {1 - )y # 0, para todo t € {0,1}, entdo pelc

 Teorema da desigualdade do valor médio temos

Wrixy - £l = sup [ tex+ (1 - )il . fx - 5} =

s st
= sup Uy + (x - )] e sy (x - el L fx - s s
ax =1
s (rh + dx - vb . dx = vl = mlx - 515+ wlx - ¥ . Ish

Se x # 0, ¥y # 0, com y = tx, t < (0, temos

fx - yi® = §x - ex? = (1 - £)%hxl® = FxiZ,

fx - #8 . dod = Jx - tx} . Qexd = (2 - ty(-e3)xf® =
= Ahal? - efxf® = Jl? - ehxl® implica que f¥|* s fx - # . Ho).
Assim, se x # 0, ¥y # 0, com y = tx, t < §,
170 - £l = Had® (&P - I® (5Pl <
s o, [la0® « Bo07] < m, Dz - 7 + Bx - 50 150D,
. pois f]8"' & Jimitada por uma constante M, > 0.
Se x = ¥ = (3, a desigualdade torna uma igualdade.
Se x # 0 e y =0 temos |fix) - £ = rix)f =
= Bxf? gf(ﬁﬂ)g < ufxl® = mlhx - 2% ¢ x - 2) . J5B1-
- Fnt8c o caso geral est8@ resolvido, e podemos
?: considerar a existéncia de constantes N, >0 e N, > 0 tais que

e - o) s mie - #5 s Mlx - sf - Iyl auvaisquer x, y e RV

{C} 8e « = 0, ent8o flz} = f(ﬁéﬁ)’ z# 0.
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Loge §riz)f = “ffwgﬂ)ﬂ $ M,, para todo z € R” - {0} e

é :ﬂf{z)u s M, ¥z = R“, onde M = maX{Mla Eftﬂ)ﬂ}-

ﬁ;&bservagaa:

Ohservemos qgue neste lema estamos trabalbhando com

n

. ~ m . . a
. fungbes Ff : R —-= R continuas, positivamente homogeneas pars

? :quaisquer re R ¢ t » 0 de grauw «, fltx) = tm f{xy, e de classe oil
em B - {0}, }
No case « = 1, se tivermos f : R" — R® de classe ¢
em todo R, Ff(tx) = rf{x), qualquer t € R, entfio f necessariamente
| :seré uma transformagB8o linear. Neste caso ' (fx)x = f{(x}, gQue para
t = 0 da f{x} = F7{0}.x.
No caso « = 2, se f : R — B & de classe ¢ em todo
5' R“, flrxy = tzf(x), gqualguer ¢ € R, entdo f é uma aplicaclo
fé quadrética, iste €, existe B : R » R — R" bilinear tal gue
flx) = B{x,x), para todo x € R". Neste caso, derivando Flex)=t°f(x)
duas vezes com relag8o a t, temos

f*{tx}x = 2tf(x},

Ut (x,x) = 2£(x),
e fazendo t = 0,
£0) (x,%) = 2f(x)
f(x) = =~ £7(0)(x,%).

Por exemplo, a func8o f ; R — R fix, 33 = ng + y4 ,
satisfaz fltx,tyv) = tzfﬁx,y}, mas ndo €& quadratica, pois f ndo @

seguer diferenciavel na origem.
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;_12) Afirmacia: kc & diferencivel e

(ax 3{x,v)(t) = (4, 2 )(x(0), v(&))},
onde df denota derivada na fibra.
De fato, seja (X},P}) € ﬁj{Uc) x H{c*TM)} pequeno.

E-Entﬁo para algom s € {0,117,

f ﬂ?:c[X"I— X, Y+ Y} - iﬁ{x,}f) - (dflc)(}{(r), Y(t))(}{l(t),}’i(r)}ﬂ L F
Lo - - 1

- J‘ -ﬂ[(dflc)(x(t}} + osx (t), x(t) + syi(t})

s

- (g ) (x(ey, vy} (x(6), I’.*(f))]ll dt

¢ an ax

s Hé’}}; (x(6) + sx (t), ¥(t) + sy, (£)) - a—j(x(t), v(e)) . fx (o) fa
‘g

S -2 an,

4 ligg;* {x(t) + 5X (t), Y(e) + sv,(t}) - ~»a—y—(x(t}, }’(t})ll.ﬁ}’i{t}ﬁdt
Jg .

_' e, 3,

s x| ol (Ko + sx (2), ¥(0) + sY (0)) - 57 (x(1), ¥(e))]de

) Yy

: SEE ax 1

- fllgli{,[ by (xCty + sx, (6), ¥Y(e)+sv (D)) - a7 (x(t), i’(t))uzdtJ /2

" pelo lema para funcles homogeneas
i IS

s fx,lg 2[ J k fx (e)far + J kzﬁyimﬂ[ﬁyimﬂ + liy(t}ﬂ] a“r} +

s =

1
+ ﬂyzﬂg{ f K lx, (e))%at + j kéuy,l(r}ﬁzdt} /z -

s 5
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N g . \ a . .
Entéo lc 2 deferencivel e nossa 1~ afirmac8o esta
~ ‘provada.

Observaclo: Begue agora a seguinte férmula

:'(d};“)(x}.(y) = J (dic)(x(t}, 8 x(e)}. (v(t),(v v}(e) + (déc}(}{}(}’))dt.

8

3§2i) Afirmacao: dka € localmente Lipschitziana.

i
se X, X, € H(U) e se ¥, v, € £{c"m sto

. ‘proximos, entHo:

far (x,.7) - o (x,,7)f =

: sup {R(dig(%*yx) - d;‘c()"zﬂyz)){g’W}llLi c femli = 1} 2

H =xH
= sap{J ﬂ{dit(xl,yi) - dlut(XZ,}’z))(Z,W)ﬂ dt : 1z, m} = 1} <
' S glxn"
U st ()5 7, (6)) a5, (), 7,(0)) 1. D A
. 8 sup a—{X {t), Y {t})-=—(X (t), ¥ (¢ Aziar
ﬁ?Z,W?“ R ] Bx ‘%1 1 Ox ‘7z 2
H xH
&, an,
+ J gw(xi(t},Yi(t})mgjlm(xgtt),Yz{t))ﬂ.ﬂwﬂdt} 5
3
< sup ﬂlem{(kaﬂXQ—Xzﬂ dt)-}«kzl‘ﬂYi—YzH[ﬁY]*Yaﬁ + “}riﬁ]dtl
ke, =1 o ! )
H x%
él {{‘ 2 { 2 1/2
I+ sup i} wil jk lx-x} dt+kj|§Y—Y|| dr} <
? ? E(Z,W)B .= 5 )] 31y 2 4 1 ‘2
) B xH

_ 2 :
= Azﬂkl - XEEG + Azﬂyé - Yﬁ"a + Aaﬁyi - Yénv +
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Antes de provarmos a condicHo (£) para a funcHo

C O Er AM —— K, E{¢) = J fz(é} dt, veremos a seguinte propasicio:
_ g

553.12 ~ Proposicaa:

A func8o E;AM — R & proépria com respeito a topologia
':da converglnecia uniforme em AM, isto €, se c_ € AM e E(cn) = S,
(limitada), ent8o {cn} admite uma subseqiidncia uniformemente

convergente no espaGo (MM, dy), onde do(c, e} = sup dyfclt}), el(f)),
LeT

E-;_.::,f: € AM e dM.denata a funGlo dist8ncia na variedade Riemanniana

T IR

"Prova:

Sendoc a variedade Riemanniana {M ,<.>} compacta estHo

?.Ea fibrado tangente unitério
T, M={{p,v) € TM: peEMN e vE T M, <v,v>pm1}

© & também compacto, e portanto existem constantes K& > 0 e X% > 0
i tais que

Kisf‘z(-g—:;ﬂ—)us,

; ‘qualgquer we€ TM, w# 0, onde Ewﬂa = <W, W,

Assim, K%Ewﬂz < F(w) =5 Kéﬂwﬂz, qualquer w € TH.
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. converge uniformemente para ¢

Tomando ¢ = w e integrando de O a3 1:
3

1 1
X, J fel?at s B(c) = J F(eyde = KZJ jelar.

& G O

Sendo dM a funcdo distancia em (ﬁf, <,>), temos

t 2
1
ale,(5), e, (e,))" 5 H ﬂéw““} SRS INCTREE
__ ¢, s
! 5
s jt,-t] M}E;J F(eydt s -gff fe,-t, -
o

Entéo {cn} & uma sSegii®ncia eguicontinua e sendo
- {#",<.») compacta, o conjunto {cn(t) s n = 1,2,3,...} ¢ M, ¥t €
é}{o,i}g & relativamente compacto em (&f,dM), e a proposivic segue

" ‘pelo Teorema de Arzela-Ascoli.

5;3.13 - Tearema:

Q0 funcional integral da Energia E : AM ~— R,

; .E{c}:j fz(é)dt satisfaz a condic8c () de Palajis-Smale.{ver,[Mer.}}.
: s

. Prova:
Pela proposicfioc anterior nés podemos assumir que {Cn}

e (s, M.

D

g1



C s =

. o ) _
Seja ¢ € C{& M uniformemente préximo de o

. podemos supor gue todo ¢~ pertence a uma vizinhanga coordenada

6 (H(a)).

. -1
Seja X = ¢c (cn).
£ suficiente provar que

2 2 - o 2 2
HX:} - Xmﬂ‘l = “Xn - Xmﬂﬁ + Bsc(Xn) , ec(xm}"{) * uaan - acXm“{}

;_tende a zero. guando n, m - O,
Mas, ﬁﬁ; - 3%"@ —> 0 implica que
fx - x 12+ o (x) - 6 (x)I° — o
| Ent8o € suficiente provar que ﬂanx;—aax;ni ~ 0. Além
?;disSﬁ, gacx;uﬁ = kE (X ) s ks, entfio 8 X~ 8 x|, & limitado. Agora

(¢ EMx )z - &) - (¢ EX(x)x - x) =

.

= (axr)(x, 9 x)(0, 8x -2X)

n

- (CE XC)(XB'I! SCXH!)(G? aCXm B acXm)

+ 1 {dic)(xnﬁacxn)(xn—»xm, éc(xm) - 5G(xn) + (d@c)(xn)(xnmxm))
- @) (xx, 6.(x) - 6,(5) + (#)(5)(x,-x))

CGlhando para a expressfo de dlc vemos que as duas

a

- tltimas integrais tendem a zero juntamente com ﬁx; - zgﬂw e
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Ezseguﬂda integral pode ser aproximada, a menos de termos que tendem a

;;zero, com "X;—K;“m, por j (dla)(xn,acxm)(ﬂ,acxnwacxm), Alem disso,
g

5 J (dlc)(ngacxn)(ﬂ’acxn - acxm} - J (dxﬁ)(xn,acxm)(a,acxn -9X ) =
dg s

o
= J [G5) (%, (), 8. X ()8, X (1) - 8 .X (1))

¥
s
o, ]
-5y (%00, 8 X ())}{d x (t) - 8 x (¢)}]de.

A menos de uma aproximag8o uniforme nds podemos supor
t, s € [G,1]
s 3ﬂ3;(t} + (lws)acx;{t} # 0.

Ent#o pelo Teorema do valor medio, a ultima diferenca

i fica sendo

azmt
J 2(Xn(z},sacxn(t}+(1—s)a¢.¥m(r)).

Say

- (63Xn( t)macXm( ts)(aaxn{t)”acxm( t)}

: J\ cﬂaan{t) - amxm{t)az = Cnac}(n - acXmﬂz
s

aonde a ultima desigualdade é conseqiténcia da condiClc  de

| " regularidade sobre L = sz
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a fuanclo E: AM — R induz am campo localmente

Lipschitzianoe, o campo gradiente gradE em AM, dado por

< gradE{c}, n >, dE(e).n para c € AM, n € ?;AM.
NGs estamos interessados nos pontos criticos de

é .E: AM - R, A condic8Bo {C} & necessaria para estabelecermos um

iflimite infericor para o nUmero de pontos criticos de F em termos de

cimvariantes topoldgicos de AM.

Como - gradf € localmente LipschitZiano, -gradF & inte

3_gréve1 localmente e por cada ponte passa uma fnica curva integral.

Seia @t(c) uma curva integral de —-gradf inciando em

¢ € AM para ¢t = 0 e [0,B] denotando o inervalo maximal no qual P,

iFesté definido. EntHo valem as seguintes propriedades:
1) 52 By (c)) = ~Jerade(e (c})}? < 0
dt t L '

. 2) Be dh denota a Tuncdo disténcia em AM, entdo

ACHTR p,,(c))* s Ble)lt, - 2]

il
2

._3) $t{c} esta definida para todo ¢ > 0., isto &, B ,

: ;4) Se K = {c € AM : -gradE{(c) = 0}, entHo para a 2 @

X = Ko E'[0,a]l & campacto.

K‘nE‘i(a} existe

|

'5) Para a =2 0 e U uma vizinhanca aberta de K{c)
e = efa, i} » 0 e & = &(¢g} > 0 tal que para ¢ € E’Q{a—s, at+enl’
nds temos

“—gradE{c}“ = &,

fif6) 3¢ a 2 0 e K(a}) = ¢ ent8o existe € > 0 e ty > 0 tal que para

tkta,
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@t(ﬁ"z{ﬁ,a + £1) < E’j({o, a -~ £1}).

7Y Considerando o campo gradiente "normalizado”

vid) .
éj(c} = - gradfic) , €l AM - K. Seja ?{(c) a curva integral
lgrade(c)§ '

maximal de 53 iniciando em ¢, EntHo ?t(c} esta definida em {o,8)

com § s Fic). Se [a,b] ndo contem valores criticos de E, entio

?t induz uma isotopia de E_i[o,b} en Efl[o,a].

53.14. Segunda derivada da energia integral em uma subvariedade

critica

Seja M uma variedade compacta Riemanniana e
+
L= F . ™M-— R
- a energia de uma métrica de Finster regular: ent3o L = Fﬁ induz uma

:funcéo E: AM — R

E{c) = JF r{e{t))dr

8

- denominada energia integral.

Seja c € C@(SgM) e (¢c,'£ﬁ(bl}) um sistema de coordena

nadas emc e E = E . ¢_.

Entéo E_ € 5 composta das seguintes fungles:

3 Ix ac 1 * lc i “rs
F(u) —— B (v) x B () —=— L'(§) —— R

. . onde x_ € induzida pela funcéio a_;
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IS Uceac"mmw»s;cn‘«:

r (X, 1) = [n: x, L{{v, exp)(c; X . c; )}

E suficiente mostrar gque lﬂ admite segunda derivada.
‘Notemos que X estd bem definida em EJ(L;} x #(c*TH). De fato, para

(}{ vy e #{0) x (™ M)

* *® ES 2 2

J (L(v, exp(c x(t)) . c, v(£)dt S k, J 19, exp ¢, x(}]"[¥( )] at
ot - ! -
o _ 2
@ limitada, pois ﬂx(t)ﬂm & pequeno e Y(r} € Hg(c* ™) = L (C* TH) .
Para todo ¢ € &, consideremos a restric3c de kc na
é fibra:
: w®

r (), e (¢& ™), — R
Denotemos por x, ¥ a primeira € segunda variavel,
é;respectivamente, temos gque:

6kt
1} 1{1 — s8o positivamente homogéneas de grau 2 em Y.

Ix

an 8% A, 3% X,
Z2) 57 * 3x By ’ 3y B¥ s830 positivamente homogéneas de

. grau 1 em Y.

a‘

3} & positivamente homogénea de grauv 0 em Y.

8_}!2

Ja foi provado em {Mer.] que

- 8x In
t i
[ar (xnI(x,,7) = d 2 (X, X, 7] = 57 (5 NX + 55750 .7,
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- 3.15, Teorema:

A fTuncHo energia de Finsler

E:AM — R, E(c) = [ F(e)dr
S

.+ & duas vezes diferencifvel nas curvas regulares, em particular nas

i zeodésicas Techadas.

Frova:

Provemos agora gue!

4
- a°a
2 X
[d A (X, Y)](Xi,Yi)(Xz,Yz) = . (X, V)X X, +
azxt azxt aaxt
* 5555 (X, )Y X, + 9% (X, V)X, ¥, + - (X,¥) 7,7,

5? onde (X,Y,), {x,,7,) € HJ(LQ) x Hlc* 1), peguenos.

Para algum s € {8,1] temos:

fax {(xx, . vy, ) (X, v, )-d2_(x, 1} {Xx,7,)

~ [dzlc(xky7](x1’}%)(xé’Yé)“ 5+

¥

- J’ﬂd?'xﬂ(x + 5X,, YV + SYE)(XE‘}Y,;)(XE*YQ) -

2
- d (X, v{x,, v (%, v, ) dt =



a%a &
1 . 1

= j“ 3 (% + X, ¥ + sY,)X X, + 3555 (X + sX,, ¥ + sV, )}V X+
- a8t a%x
4 mt (X 4 sX,,V 4+ SV )X X, 4+ —— (X + sX ,V 4+ sY )Y, V., +
ot dydx 2! 277172 ayz - 24712

8%, aa, 8%, 3%,
- . (x, V)X, %, ~ W(X’ v}Y,X, - W(X’Y)Xi Y, - ayz(X’ vy v, fdt =

; Cra® 2
Lo t
= f[[ S (X + sX,, ¥ + SV )X X, - (x.v)x x| +

. ax” 8x°
.raE)‘.t Szht -
555y (x + sx,,7 + syz)yixz - 35y (v, v}y x| +
LS r
raz}‘t azkt 3
3555 (x + sx,,Y + sY, )X ¥, - 5555 (x.v)x, v,| +
% A
(3%, 9%, )
= (x + sx,,7 + SYz)Y‘;Yzmaz (x, 7))y, v, | fder <
o¥ ¥ 2
. i az)"t az}tt
s | {xtosx,, Y+ sY,) - (. o} dx, (ol Ix e fde +
' J  dx 3x
R a%a

ESl gx-@«;:; (x + sx,,v + s¥,) - axa; (.G, (o) Bx, (o) fae +

Y a‘x

; et ﬂ §}§§ (X'+ sgé,Y'+ S?é) - §§5§ (X}F}ﬂ~ﬂXiit}ﬂ.ﬂE;{t)ﬂdr +

o 3% 3%
E_ . L 3
SR ayzt (x+ sx,,v + sv,) - —= (5,0} Ir, (o] I (e)fae s

. fazendo uso agora de



(@) Jxol s 1z,

;;{h)fhf.gdtﬁ(«l‘bfzdf‘Jbgzdt)wz

@ a a

e = s, v o= [ v ofPa drd, = (B o) ant?
. 1 1
s s

2

8, 97, . , /2
< ﬂX?II@ {Haxz (x + sx,,¥+ sY,) - " (x,¥)| ?t.J‘ﬂXZ(t)ﬂ drb o+

Z

X a kt - - 172
+U;ijgaﬁ3(x+s o ¥+ sY) wgﬁgu;ﬂgdajﬁg(mﬁdr +

3 A’ 3l ) IR EYE
+fx § J{l W(X + SX,, Y + sY,} - %(X, v df-jﬂi’ziﬂﬂ dt +

+ M {Uiz/ () dt} Uuych}ﬂzdt]}m <

< fx . ixd, {H

Z

37

x4 SX,, ¥ + sY,) -

{x, y)][zd:}m +

¥ szﬂmﬂyiﬂc I Bxdy (¥ + SXpa U4 SYZ) aXa.Y (%, Y)E at *
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a%x, 8%, , Y1z
fx d vk, JH 539% (x + sX,,V + 5Y,) - 375 % {x,7}} dt} +

e

* W v, - drd, =
8%x, a%x, “x,
= gxiﬂmﬂ}:zﬂo Jll (XX, , Vo8V, ) - 5 {x, YrsY,) + —=(x, Y+sY,) -
8x dx Bx
agxt » 172
- — (X, v} dt +
: dx ) B
} 8%, 3%, “,
* FA NN jﬂg;g};(«’f*st?Y**SYz) - W(X» Yesy, ) + W(Xa ¥+sY,} -
8zkt 5 172
5537 (x, V| at +
| 3%, ax, 8",
+ Jx v, Jﬂaan(X+SXz=Y*SYz) - 6y6x(}{’ Y+sY,} + m(;{, Y+s¥,} -
azxt 5 172
;* 3V (Xg Y)" dt +
CR EA M PA

Aplicando desigualdade trianguilar e o lema de funcOes

. ‘homogéneas:

s fx 1. 10, {Hﬁiﬂxzmﬂdr + KA (o (v, (o] + EY<'t3n)]8dt}m +

+ [xl, 10, {J(KSEXE(Z)Ildt + K4§Y2(r)g)2 dt}“z +

20



;+ ix s 1v,0, U(Ksﬂxz(tzildf s K fv, (6)])? dt}m .

EntHo kc & duas vezes diferencidvel nas

- regulares.

3,16 -~ Teorema:

A derivada da funcgHo energia de Finsler

B: AM — R, Elc) xj (e ) dt
8

curvas

. 8 fortemente diferencifvel nas curvas regulares e em particular nas

é@gaadésicas fechadas.

L i Prova:

. 8°x, ax,
é.[dzxcm,s)](xj,yi)(){z,yz) = o (4, BIX, X, + 337 (4,B)Y, X, +
azxt 3% ,

t gEr (ABXY, + v (4,8)Y. Y, = 4 (4, B)(X, ¥} (X,,7%)
;uzzz(x_w, v-21f, = Hdpr (., n1{x,,v) - [dp (&, D }(x,,7v)) -

1

§'~[d§x¢(a,5}](x—m wa}(Xi,yz)E]Liw
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i

baa_(xrs(x-W), v+s(¥-2)) (x-W, -2 (X, ¥,) -

2

Lok

3%
- df}“c(‘q‘B)(X_W’ Y”Z}(Xﬁya)uz. = ﬂa zt (X-i—s{X--W),Y-i«S(Y”Z})(XwW)Xj +
1 X
LS a%a,
-!— Eye: g (X'%S{X”W),Y-?S(Y—Z))(I’—Z} Yl + I58% (X-FS(X*W),Y“*S{Y—E))(X*W)Yj-f
8%, 3%, a%x,
A X (X)), (-2 HV-2) ¥, - —5 (A BHX-WX ~ g75:(4B(-2)7,-
dy dx v
3%, 3%,
- s (A B(EWY, - = (a,B)(v-2yy, §, s
¥ !
= r Szlt 2 .
- f—= (s(x-m, v+s(v-2)) - —— (8. lxewf. v | dr +
o dx dx
b
1 8n ax,
;.+ gawypmﬁx4m wSan)—gﬁ?(mBmwrﬁﬁﬂﬂﬂdt+
s -\..S
SR azxt 8%,
oy né‘y@x (x+s{x-w), vs(y-2)) - 358% (AsB)il‘"Y‘W“'ﬂYiﬂ dt +
hs :
o 8% afx,
4 f—— (X+s(X-W), Yers(y-2)) - (mBWJyﬁmﬁgﬂdts
J ay” ay
8
- ey a%n, . T , )z
s vl y | B xes(xew, vrs(¥-2)) - —5— (4,8 Pde. | W Tdey 4
dg dx dx Y
= - azxt ézl\.t o " - 172
I PN ﬂﬁaﬂxmewhym(%zﬂ -§§§(&BN de.} fy-z]°de +
4 g “s
» Y a*a, . T L Yz
o+ s H&EﬁXprwhvm{wzn —aﬁx(AJﬂudn fx-widey +

) Y8

g2



. Y
- {J uy;znddr} TAT

=
;- Bzht azxt 2 172
% ﬁl!X*Wl-"Yi“m J f—(x+s(x-w), v#s(v-2)) - —(4, B} dt +
. s 8% ox
= azxt Szkt . lz/z
i;+H%Zh.h}hJﬁ%ﬁﬁﬂHMX4ﬂﬁwﬂ%Zﬂ-*mgﬁﬂﬁﬂldf +
- < ’ ) J
- " 5%, 8%, R EVE
2=y I HW(X+S(X—W},Y+S(Y~Z)} - Fragl4 By dt +
- S )
RS0 O PE¥ P
» a 8%,
s Ay L Hew v-2) Xts(X-W), Yes(¥-2)) -
<AL " jsnaxg (x5 s(5-2))
N 1/2
e (4, BY Pt +
. dx

. . . 5%*, '
ot E}’lﬂm-ﬂ(x‘ws Y"Z}uHiXHQ{JS“m}(X+S(X—W),Y+S(Y«~Z}) -

- azkt_ - 12
- W(A;B}“ dt +

2

¥ 3%

- R ox ) ) ]
+ ﬁﬂ?iﬂ?.ﬂ(x W, ¥ z)ﬁgixf{jsﬂaﬁx(ﬂsix W), Y+s(¥-2))
;; azkt z . (V2

" W}E(A’B)u dt + M“YTBQ,H(X—W, Y-Z)EHxXHD .
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A prova de qgue a derivada da funcCfo energia de Finsler

. EtAM — R, E(c) = J Fo(&)dt, @ fortemente diferenciével nas curvas
s

§_ regulares e em particular nas geodésicas fechadas, estard conclulda

. se mostrarmos gue as expressOes

. azk 82)‘
J | —5 (xes(x-W), ¥s(v-2)) -~ —5 (4, B)}°dt e
' ax" B8x
8
n azlt | a**y 2
;3{ ﬂaﬁy(msmwm,quhm)—gggimﬁﬂtﬂ
s

i: tem limite igual! a zero quando (X,¥Y) — (A,B) e (W,Z) —— [(A4,B].

Por um lado

2 &

Do 2

P o t aZ*t z

= f (X+s(X~-W), Yes{V-2Z})} - {4, B} °de <
Do Ix dx

Z 2

L 32lt a2h
?55J I (x45(x-W), v¥s(¥-2)) - (xrs(x-m, B)} +
oo o Ax 3x

TH-TIN a%x, i
o+ et {xes{x-w), B} - 5 (4,8 dfﬂj

. {KJ(FB}+5{%ZW2+
gx 3x

3

2 r
Kﬂ(%&+ﬂ%&ﬂ.%%ﬁﬂt&ﬂ+ﬁ&Wﬁ}dtSJ P?Ewﬁpﬂ%ﬂn%
. 3

k8. (fv-B] + M&ﬂD-FKJBKAﬂ+|M?W)] dt
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Por putro lado

j 3% 3%

| ooy (Xes(x-m), ves(¥-2)) - 5504, 8) [ dt

b

. 8", 8%,
J [ﬂ % (X+S(X“W}s Vi s5¢( Y“Z)} - W (X-i-s{XmW), B)II +

: 82}\.1— - azk’t ° -
sy (estem, B - a4 B gt s

-

: . 2
s k,0(r-8) + s(r-2)f + K J(x-2) + s{XwW}ﬂ} dt s

‘JS "

< (-8l + Jv-z[} + K (Jx-af +ﬂx—w1})J dt .
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3 ' CAPITULO 1V

4.1, Teoria do Indice

Para desenvolvermes a teoria do Indice associado a uma
: . N - - . . +* L
gecdésica fechads de uma métrica de Finsler Fi:TM —— R, onde M &
uma variedade diferencidvel de dimensfo n, M compacta, £ necessario

- descrever a not8o de Derivada Absoluta tipo Cartan e o Lema de

. P Ricei.

Relembremos gue uma Variedade de Finsler (M, F) € um

igar constituidec de uma Variedade diferencifvel ¥ juntamente com uma

* funcBo continua F:TM —— R’ tal que:

4

1) F(x,%) 20 e F(x,%) = 0 & % = 0,

2} F{x,tx)} = t F(x,%x), para todo ¢t 2 O,

?5 3) Fe de ¢classe CQ em TM—SG{TM}, ande SO(TM) & a segdo nula de THM.
§ oo B2F (%, %)

Ge1 % 83 ax.
i 3

4 FRMILY =
: i

Y.y, € uma forma guadridtica nio

degenerada e definida positiva, onde V¥, V€ T;M, ¥V # 0, onde d?
denota a segunda derivada na direclic da fibra.

A funcio FZ & de classe 01 em T (e naturalmentte de

classe & fora de SO(TM)]‘
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: ;Definigéo:

Seja F: ITM - R" uma métrica de Finsler. Para

V. X, ¥, € ?;M com ¥V # 0, onde ?;M dencta o sspaCo ftangente a M em p,
;definimos
| <X, P = _;_ Y. (v = w%w dF (V) (X, T},
gande X,V s8o campos locais extensOes de X e ¥, respectivamente.
Z.FZ ¢ a derivada usual de Lie de Fz sobre o espaco
" tangente.
Das propriedades da métrica de Finsler segue que <, >

;é uma forma bilinear nio-degenerada e sim@trica; em outras palavras
i; a cada direclie V£ 0, V& T}M‘é associade um produto escalar.

No caso Riemanrniano naturalmente <, >, = <, > para

tedo V# 0.

" Definigaoc:

Para cada regifo G ¢ M, WG indica o espaco dos campos
;vetcriais diferencisveis sobre G, WG ¢ W0 indica o subespago dos
| campos vetoriais diferentes de zerc em todos os pontos de @, assim
;denomingdos campos vetoriais direcionais.
Nos definimos ainda as formas multilineares:
1

<X, 1ai.s Xp,= = XX, 0% F(V), K23,

X, 5..-s X € WG, Ve wa'
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No caso K & 3 estas formas multilineares nBo sip
- necessariamente simétricas, a nfo ser no caso em que F € a norma de

‘uma métrica Riemanniana (Ver o proximo lema).

_4.2, Lema:

Seja F a norma de uma wmetrica Riemanniana, isto £,

: - F = ¢¥< , », assim <ﬁﬁ s ue s X%>V =  para toddvﬁa s e e Xg e WG,

vews , K= 3.

“Prova:
No caso Riemanniano temos

5‘ z} Z (v = V(X K,_,) = <X

x-1""x k.1 X > p ® constante para todo
v # 0.
Entdo <X, wees 3;, = 3% e 3; invﬂ = 0, para
Kz3
-

"4.3. Derivada Absoluta (fipo Cartan)

; éDefinicﬁo:

Seja {M,F} uma Variedade de Finsler, < , >y © produto
3 ?escalar definido acima.
A derivada Abscluta (fipo Cartan) DZY em & € M € uma

“aplicagfo:
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D W6 X WG x WG —— WG

- ‘com as propriedades:

: ;1) Para cada Ve WGé,_DV € uma conex8o afim em WG, isto €,
' v v v v v v
Qﬂﬁ*‘%)”ﬂf%+f&%’ D&ﬂgy“2ay+2gn

e para cada fung8o f: WG — R diferenciavel

¥

Dy

. v v _ N v
¥ o= fJDXY 5 DX(fY) = X{(YY + fDXY
i2} pYy - Y% - [x,¥] = 0 (Torsfo livre)

| Y o ,

v, Z» = V<X, Z»

v + XY, Z» - Z<X, V>

v
E3) 2ap v

X ¥ vt

+ <[ZSX35 Y= -

+ {{Xs?]=Z>V + <{Z, 7], X> v

1%

v v : v
~ 29Y,Z, DyVr, = 25X, Z, DyVe o+ 2<X,¥, D, V>

A unicidade desta derivada resulta para cada V € WG
; ;gomo no caso Riemanniana, e para sua existéncia ver [Ru.j.

Pelo lema visto acima a definic8co da derivada Absocluta
- de Cartan no caso Riemanniano se rteduz 2 definicfo da conexfio de

. Levi-Cevita. Para estes fatos ver [Mat.].

i 54.4. Lema de Ricci:

¥ vV v
X< ¥VZse> = <« DXY, Z >V'+ < Y, DXZ >yt 2< Y,z,_DXV =

v [

. Prova:

A dupla adicBo de 3) resulta o lema:
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< piy,z s

I V:}< ‘X’Z}V* X< Y,2>V—24X,Y>?+
< XY, 2 4 < {2, Y], 2> 4 < Lz, X1, Y >,
v v v
: : - 2{ Y; Z,DXV bv i 2< ‘Y, ZgDYV >V + ?-(‘q X: Y'}DZV >§_v
¥
B ? = i -
L < DXZ,Y >V Z < X,¥ >V.+ X< 7,7 >V Y< X, Z }V +
+ < {ALZ],Y:»V%— < [V, Z1,% >t < (¥, X1.7 >y
. 2% Z, VDWW s - 2< X, Y, DV >, + 2< X, Z, D0 »
D Gl e AR 74 et AR
- »
4.5. Lema:
Para campos vetoriais V.,V € we' com Vipl) = V{p} e

. campos vetorials X,Y € WG vale (D;Y)(p) = (Q§ ¥}(p). Isto &, a
" derivada de Cartan depende em p € M, apenas do vetor direcional

i; vip}, mas nHo da extensHo. Para prova ver [Ru.].

;4.6. Lemsa;

Para X ,X, ., Ve T4, V06 e a0,
172 P
X, K, F(V) = XX, F(aV), isto & < XX, >, = < X,X, >,
. ou seja o produto escalar < , >V,depende somente da direcBo V, e ndo

" do seu comprimento,

. Prova:

X, F(av) = i;;% Qwaz(av r X)) = «g-—; t=ﬂ:??z(a(v + é x,)) =
- X .
;; = %? tzgaEPZ(V +‘§ %) = {EE) . &F(V) = a X, - Fo(vy.
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1 2 2"
= 2% 2 = a7 2 Ty L
= aX, & F{v e tx) = aX, .o Fr+ —2) =
=90 g=l
_ X o o
o= 335,(E~).52(V} = Xé,gk.fz(v) = X&.XE.PZ(V} onde s = at.
=
4.7, Lema:
< X’J’XZ’V >V: < X*I’V’XZ >V = < V’X‘l’Xz >V: 0
?; Prova:
i: fla}y = EQ.EE.Pz{aV} ¢ constante pelo lema anterior para a»@, estio
;: f'{ay = O para a » 0.
Por outro lado para a = ¢t + 1
- I ¥ 3 - £ ¥ T -
0 = £{1) = X, X, F (av) = = X X, F (Ve ty) =
a=1 t=0
- v ¥ q_ = = _ —
=%,.%, . & o v+ tv) = X.X,.V.F (V) = 4 < XK,V >
if e por isso
. X% V.M = X .V.X . F (V) = VX §.F(V) = 0.
n

?5 Observac8o:

8¢ a funcide V¥V — fz(v} & de classe Cg noe fibrado

- tangente inteiro TH, entZo vale o lema anterior também para a = 0, e

& constante, isto &, < , » nio
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édepe&de de ¥V e portanto a metrica de Finsler F satisfaz

: fz(w) = <W, W para uma méirica Riemanniana < , > e qualguer ¥ em TH.

. Definic8o:

. " - . - 4 .
Uma geodésica de uma m@tirica de Fipnsier Fi: TM — R &
: 1 ... ,
. uma curva c:{a,b}] -~ M de classe ¢ gue minimiza o funcional

: b
gj‘ Fz(x?i)dt, isto &, c:{a,b] ~— M & solucBo da equaclo de Euler
: a

. 3 ,
gt 3 fZ(X;X) - Fz(x,x) L k= 1,2,...,n
ag X
X k
K
Na  proéxima se¢io  veremos, usande  © calculo

" variacional, que uma curva c:la,b] =~ M €& uma F -~ geodésica se., e

88 se, para toda variagdo propria de ¢, tem-se gg E{0} = 0 onde E &
L b b
. o funcional E{¢} = J‘ FZ(X,i)dt e E(s)xf FE(X{t,S)}dt para gqualquer
: a a

variacHo prépria de ¢

vila,b] x (~€,€) — M, V(a,s) = c(a), V(b,s) = c(b), V(t,0) = c(¢t),
copde X{t,s) = g? vir,s).

E neste caso temos que c¢:la, bl —— M ¢ uma F-geodésica

: ése, e 58 e, e o= 0, onde D €& a derivada absocluta de Cartan
(’: .
. e " . , * c . . s
- associada & métrica de Finsler FiTM ~—s R , e D7 & = 0 €& a equaglo

¢

= de Euler de c.
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4.8, As férmulas da primeira ¢ segunda Variacoes da Energia Finsle~

riana

ié Definigéo;:
Seja c¢:{0,1] —— M uma curva diferencidvel por partes

g em uma Variedade Finsleriana {M,F}. Uma variagc8o de ¢ €& uma
?é aplicac8c continua V: [0,1] x (~€,€) s M taquue:

Ay W(£,0) = cl2), te (0,11,

? ) Existe uma subdivis8o de [§.,1] por pontos Omto ¢ t1 €, . .% 2&+1“1’
tal que a restricg8o de V a cada [ti’ﬂ+a] x {(~,€}, {1 = 0,1,...,%
e diferencifvel.

Uma variag8o diz-se prlpria se
W0, s8] = ¢(Q) e V{l,8) = ¢(1},
aé para todo s€(~€,€). Se V €& diferenciavel, a variaC8o diz-sze
| diferenciavel.

Para cada t fixado, a curva parametrizada

;' diferenciavel ﬁ;(—€,€) —y M €& gchamada uma curva transversal da

- variagBo.

G vetor velocidade de uma curva transversal em s = 0,
if ou seia, Y{t} = %g {r,0] & um campo vetorial {diferencidvel por

'; partes) ao longo de c(t) e € chamado campo variacional de V.

163



: ' 4.9. Formula da primeira Variac8c da Energia Finsleriana de uma

curva.

Sejam c:{0,1]1 — M wuma curva diferencidvel por
iipartes e V:{0,11 x (-€,€}) —— ¥ uma variacfo de c¢. Seia
0 = to < ti < tz < .. < tk+1 = 1

‘a2 subdivisSio de [0,1] tal que a restricdic de V a cada

;éiti’ﬂ+z}x(—€’€} seja diferenciével, e F(¢{t)} # 0 para bt <t

e Fle () 20, Fe(e)) #0, onde F(e()) = lim F(e(t)) e
- £t
= Lo
P 4
- Ae(e])) = 1im Fle (1))
L * Lot
tei

3

Seja E:(-€,€) — R a energia Finsleriana de V, isto &,

. 1
éz&:(s)=f{} ~21- Fix{t,s)1dt onde X(t,s)= %V{t,s}=lf*(g—£), X(t,0)=¢ (£},

Assim ¥(t,s) = goW(t,s) = V,(52), e ¥(£,0) = ¥(¢) o
E}campo variacional ao longo de c{t}.

Derivando em s

- 1 !
§E{s}=J _ém F{x(t,s)}dt = w%»j <X(t,s},X(t,5)>,dt =

G G
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L . £,
L 1 k el k i+l ¥ X
=3 ; <X, X> dt = ; <DYX, Xy + <X, X, DyX> ldt =
oo i= i=ir
. t L.
1 3
k ?1+‘1 ¥ -
= 'Z J <Dy¥, X»y di,
i=G ¢
i
pois DX - DAy = [x,7]1 =0 e <XEDPL, = 0.
: {
Lo k i+d
e - g - X - 4 :
}3 {s) _EOJ ;:dt <Y, X <Y, D X> 2 <Y,X,D§X>X dt
£y
k t;+1 b X
L E (s} = Z<Y,X’>X| .- <Y, DX> dt
f =0 fi o
N - 1
P % P41 x
E’(S) ':'E <Y(f;5)aX{tsS}""X lt* . J <Y{t,s),ﬂXX(t,s}>th
i=t i 9
Fazendo s = 0 temos Y{f) = ¥{t,0) e X(t,0) = ¢&{¢t},
¥ ti&i 1 .
LET(0) = ) o<¥(t), &({t)> l . —J <«¥{ty,D" ¢ {&£}» dt
L i=0 & t o ¢ ¢
B0 = -f <¥(£),0° & (t)> dt =L <¥(e), & (t]) - & (£])>
Lo & & i=1 &
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 Observacfio 1):

Quando a curva ¢:[{0¢,1! «~ M & regular e a variac8o V¥

e propria, isto &, V{0,s)=c(D), V(1,s}=c(1) entlp Y(118)=§§V(1,S}:0,

Y(Q:,S} = "g*"g V(O,S} = f} e

7 . f~ 1

E’(ﬁ} = = .:Y(t?‘s}‘} DXX(t1S}>X gt e para § = G
MG B

- L1

CE(0) =~ | <¥(t,0),0% & » dt

P g ¢ &

 Observacifio 2):
S5¢ a curva c¢:{0,1] ~~+ M & regular, fechada e

- e(0y=¢ (1),e a variaCHo ¥V € constituida de curvas fechadas, isto &,

1

" x
V(0,5 = V{1,8), entlo E'is} = ~ I <¥{(t,s8}, P .X(t,8})» dt & pare s=0
B s o ’ gXLE s>y
1
ET{0} = - [ <y{t,0), D & » dr.
Yyg & o

. Conseqgiiéncias:

é éi} 8eja c:10,1} - ¥ uma curva diferencidvel por partes e regular
{iste €, em todos os pontos do intervalo [0,11 onde & existe, ¢ &
difarénte de zero), entlo para toda variac8o prépria VvV de c,
temos E*{0} = 0 se, & somente se, D? ¢ =0 (istc €, ¢ € uma
geodésica). -
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. Prova:

co ) C
Suponhamos gue 7 £=0. Mostremos primeiramente gue ¢

C
Lo . . &
& regular. Seja X(t,s9) = 57 ¥i{is, £}
pe &~ Flx(t)) = 9 <X{t,s), X(t,8)>. = 2<X,I°X% _ para
at¢ gt i T ’ X - ’ XX X
1‘14 ¢ f.‘i”? o= 0,1, JE
Para s = § temos
S Ps)] =2<e .05 » =0, t <t <t ., i=0,1,...k.
fenn & & i i+1
rortanto  F{X(t,0)} = F{¢}) = constante # 0 em cada

‘intervalo (ti’t 1)‘ 8endo ¢ continua, F{&¢} # 0 em [0,1]. Logo ¢ ¢
; gregu}ar.
Portanto se & variagdo V ¢é prépria, ¥{Q,s8}=0,

é V{l,s)=0 ¢ todos os termos de

1
. f.8
ET{0) = - J <¥(ty, ¥ ¢ gt - ¥ <¥{t ), ¢ (tj) - & (t])>
& & P=l I~
o

- Y(O), ¢ {G} El Y(i)a & (1} >

o nulos.,

s34

3 %5
Reciprocamente, suponhamos que E {0} = 0, para toda
;é variac¢8o prépria de c.

Seja ¥(t) = g(t) p° & (t) onde g:10,1] —> R & uma

f=1
Co &
- func8o diferencidvel por partes com g(t) » 0 se t # r e g(fi) = 0,
i=0, 1, ..., K+ 1, onde 0 = t, < t, <...< tﬁ*i = 1., {onstruindo



;uma varia¢8o V de ¢ tendo ¥(¢) como campo variacional {tal variacfo

;sempre gxiste, por exemplo, tomar V{t,s] = expc(t)(sY)), temos
1
N & o, & .
0 = E'(0) = ~ J glt} <= D" ¢, D7 ¢ > dt.
: & & &
o
;iLoga e o= 0, para cada intervalo {timig ri),
L &

Para ver o gue acontece nos pontod ti, consideremos
;um sutro campo variacional ?{t) tal que“?{e)m"?(l}= e ¥ty = 0
E'Epara t € (ti, to,a)s @ ?Tti) = & (t;) ~e{t},i#0 e i#k+1.
Entéc

k
0 = EY{0) m-v-z{é(f:)_é{t;}a é(t:)"é(t;} >(.! =
121

%

4 2
= ~‘;1 é{t;) - é(t;}

. ou seja, ¢ & de classe C em cada ;. Logo o e(t) = o.
: :' é

Obs: P & = 0 € a eguacio de Euler para geodésicas,

5;2} Seja ¢:[{0,1} - M uma curva fechada diferenciavel por partes e
regular {isto €&, em todos os pontos do intervalo [0,1] onde ¢

exigte, & € diferente de zero), entfioc para toda variagio ¥V de ¢

»

por curvas fechadas temos E'{(0) = 0 se, e somente se, £ e =0,

¢

. Prova: A prova € analoga ao casao anterior.
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;;4.10. Segunda VariaC8o da Epnergia Finsleriana

Calculemos a segunda Variacg8o da Energia Finsleriana.

?gAdotemos a seguinte nota¢fo, enguanto nfo existe confuséo, DX = D,

L X = x(t,s), ¥= v(t,s).

1
[ 4

¢
i1
"E'(s) = < Dix, x>, dt = <« D%%, x »_ dt.
[RRECE D] L -2
0 ¢
i

Derivando em § temos:

1
E¥{s} = ‘{ ¥=< D‘;(X, X ;'X dre

G

by
e Y
14}
1
[ e o

t‘ i
1 [ P g < Ty 2<n o o
k ti*i-?.
= EGJ [ < DYDYX’X Sl DX Do X >%} dt =

k ti+1
=£:J < DDV X >+ < DX, DX >0 dt

U S S
- pois Qxy DYX = [X, Y]

1i

6 e < DYX’ X, DYX >y = g,
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Usando gue

X< DY, K >y

it

< DXDYY,X‘> + < DyY,DXX >X 4+ 2< DYY,X, D,Y >

X ¥t T x
. x I tie»‘i

PEM S oo = Y v - -

() EOJ < D DY ~ DDV, X >y 4 X DY, X > = < DY, DX >

t

i

- 2% DV, X, DX > 4 < DX, DyX > | dt.

£ 3
P k i+
55 (s%:§B<ﬂYY,X>X . +f {QDYY,DXYBXr<DyY,DXX>Xw<DXDFY—DyDXY,X>%]dt
i 0
by L - .
_.onde DFY(ti} = lim D, ¥(t) z)YY(tm) = lim ’ D, rit).
: >t 1t
i i+l

Analogamente ao caso Riemanniano definimos ¢ tensor de

curvatura tipo Rund para o campo variacional V, por

Y we x WE x WG e WO
(v) WV, VoYY
K (X,¥)Z = DYDyZ = DIDYZ = Dy 12

© guco depende, ac contrario do casc Rriemanniano, ainda de V.

Ent8o vale:

.

1

F ¥ i+1

S i ! X, X X, X A X)

L E {s;-)u-g <D},}?X>Xi p +J {{IJXY, D> 2Dy ¥, &> (= <K (X, ¥V Y, X 1 dt
i 1]

awy

Seja ¢:{0,1} —> M uma F-geodésica (fechada ou n#o).
5:§Ng casa de termos um segmento de geodésica as variacBes Vit,s)
;écgnsideradaﬁ s8o as préprias, e no caso em gue c:{0,1} ~> M & uma
;Egeodésica fechada as variacles V{t,s) s8o constituidas por curvas

;;fechadasﬁ Ent8o temos:
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& C

3
{¥

: . _
L E(0) mJ [w‘ ve), o° w(e)> o+ <k (v(e),e (e))rie),e {t}>:’ de +
' o

< DS ¥it)y, é(¢) >
v X
o < +

4
# Do

i

. 1

EY(0) = f {<D° vie), 0t viey> o+ <l (v(ey,e (D))v(ey,e (6)> }d: +
' & & & &

43

C k .

C C . Y -

L s DL Ve, e (1)) - e (E])>
o i=D &

L B
CE(0) = J {<9° rie), 0% viey> 4 <k (v(o),e (0))vin,e (o) }dt'
: ) - - (.:

c C c
O

No caso em gue a curva ¢:{0,1}] — M & uma F-geodé-~
- sica {(fechada ou nHo} € conveniente escrever a expressfo de E"(0) gda
. maneira seguinte:

Como, em cada intervalo onde V € diferenciavel, temos

.

< v(t),0% v(t) » = < ¥1),05 D (o) >+ <D v(e), ot v(e) >

& & &

13

*

c o

)
e
e

13

Y(t)> +<p: Y(£), 05 ¥iE)»

w2 e), 0% v(6), 0% ¢ (6> =<¥(£),0° D
L 5 : : ¢ & C c C

™ C £ C

N+

Tomando a F-geodésica ¢:{0,1] —— M e a particio

o
3
[N
A
[
Fat
A
ap
A
far
H1

o 4 .. . - 1, podemos escrever:
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1

[ (e)z (¢) . . _
- (t), (o] ¥(1r) + K {v(ty,e(t)) e(t)> dt =
¢

= &
O

i+l d & tii—! & .
J — < ¥{tr}, D~ ¥{t}>» dt - J <D Y(t},DC Yiey» +
o ; ¢ ‘ & fod ¢

e

4~

¢
- k . i 1l
<K(C}(Y{t},é(t})Yit},f’:(tb H dt = ¥ <y{t),D° v(t)>
& i=0 & <
zr:j
i
»}- < p° v(ey, D ¥(t) > + < K(C)(Y(t), é{t))Y(t)gé(t) > ]dt =
o & & & &
% 1
= - ¥ < v(t ), 0% v(t) - ° or(tT) > ~J [«' o° viey, D° v(e) » o+
i=0 ' & & e o & & &
<« k88 vy, e () ¥y, () ] de.
& .
Agora E"{({}) € dada por
: 1
. ) © (&)
S EV(0) = —J <¥{ £}, (ﬂ"] vit) + K7 {y(t)y,e (&)} v(ey> dt +
: & &
O

o : : .
=% < ¥y, D vl - D" vt )> +

v <wn, of A1) - o< v, B )
L : ¢ ¢ c

o [
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iéande 0 = t, <t < ... <<z =1 sdo os pontos de descontinuida

?édes de D° Y(t}.
: &

;4.11 ~ Forma do Indice de uma geodésica fechada de uma Variedade

de Finsler (M ,F) onde M & uma Variedade Diferencidvel

compacta de dimensao n.

Seja (M, < , }p) uma Variedade Riemanniana compacta de
i;dimenséo né 8= R/ o cireculo parametrizado entre § e 1.
Denotemos por AM = Hi{S,M) o espa¢o de curvas fechadas

¢:§ — M, absolutamente contipnuas na metrica < , >p e tais gue

j<e(t;,e{z)>dt<w,

AM admite neste g¢aso uma estrutura de variedade
i;diferenciével modelada a um espaco de Hilberf, e gue estd8 associada

?éde modo natural 2 métrica Riemanniana de M,

Denotemos por ?;AM 0 espago tangente & Variedade de

‘Hilbert AM. ?;EM e constituido dos campos X, peritGdicos,

. iabsolutamente continuos na méirica < , >p, ao longo de ¢, tais gue a

1
‘derivada covariante V X existe em guase toda parte e Jt v x}%de<o.
. & o &

T;AM’é um espa¢o de Hilbert com respeitco ao produto

. interno
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1 1
< X,Y‘>1 = J < X,V » dt +I <V X,V X > dt
a 0 ¢ &

e denotemos por | a respectiva norma.

s
Consideremos agors o© funcional E: A _— R,

1
i Elc} = j Fz[é) dt, onde F:TM — R’ & uma métrica de Finsler em M
f o

;?e c: 8 — M & uma F-geodésica fechada nHo-~constante.
A forma do indice de ¢ € definida por

I TLﬂM'X T;AM-MMM R

i

XY = EPE(eNE, V) = J < x, 0 o+ <«lClxe e | oar =
& & @ &
a

- o 2 , K \ .
= - J <[D°) w8 x e Yo v aesl <O x(e]) - 0% x{(¢]),v(¢ )> de +

o & £ i=1 ¢ o &
o+ <D x(1%), v(1)> - <p® x{(07), v(0)>
| & & ¢ &
Conde < X,v > = & dF(e)(X, V),
- s T2

.59 € a derivada absoluta de Cartan e K{é) € o tensor de curvatura
;étipa Rund.

. T &€ uma forma bilinear simétrica.

Se o campo X € ?kAM & diferencigvel e diferenciavel~
: émente fechado, ent8o a forma do indice escreve:

1

. 2 .
HX, V) = dB(e)(X,¥) = - J < [p‘: Y] x+ &% (x,8)e . v ar.
. & &
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Seja ¢ um ponto critico ({geodésica fechada) nfo

' ‘constante da funcCHo energisa

1
E: AM ——— R, E{c) =J F(eYde.
o

Da forma do indice dzE(c} nés obtemos um operador

3§autgﬂadjunto A T;AM-wmma TLAM dado pela identidade:

< AX,Y > = < X,AY > = I{X,¥) = dEc){X 1),
' 1,¢ 1,¢
;Eande <, » denota o produto interno
o 1 1
. P C &L
< X,V » = < X,V > di + J <D" X, DY >  dit
1,8 J & & ¢ &

‘o o

s 4] . . -
Seja ¢ € € {8,M) uma curva regular, isto €, & {t} # 0,
iévr ¢ {0,131, e consideremos o diagrama

*
C

-t oy

<]

§ sy

-1 T M

(r}y = T Mé a fibra em t € § e ¢ IM = T4 % R

E.EGHde (ﬂﬁ) el Gsysz

Seja.), (ﬁ:) o conjunto de todas as se¢Bes do Tfibrado

PRI .
DT e consideremos
R

115



(" m = 1P{c*m) = {XE XCWE j < X, v > dt< m}

a =

: éﬁB(CxTM) = ?;ﬂM = {x ¢« Cﬁ(ni): X & absolutamente continua na méirica

:. o~ 1
gde Finsler F, D°X existe em quase toda parte g J

<p" X,0% x> dt<w}.
& o & & e

C

Ko caso de uma F-geodésica fechada c: 8 — M,

?.jc # constante, temos 08 respectivos produtes intermos:

3

< A Y > = j < X, Y » dt, para X, Y € HD(C*TWQ,
a,d o &
! ¢ &
« XV > = j < X, Y= dt+ < D X, D ¥> dt, para
1,8 0 & ¢ & o

xve B(TH) = TAH

; ée denotemos por l . ’ a norma supremo em CP(C*TM):
H ‘:D’{‘:‘

o lxl = sup |xt)]
: ®», & tES &

; ; 1/z 1 1/2

" onde |X(t)] = < X,X>» = [5 d;‘: F"(e}(x,x)]

: 5: é é

i §4Q12. variedade de Finsler completa e aplicagao exponencial

Seja (Mp,fj uma Variedade de Finsler e consideremos as

: éequacaes de Euler das geodésicas
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E% g;u -l 0, I =1,2,...,n
.éonde L = Fz.
| As equaCles de Fuler determinam um Campo de Vetores ,
;éno fibrado tangente T {Campo de Euler) aque gera um semi-grupo local
¥§a i-pardmetro de difeomorfismos {@t}tan gque induz um fluxo
;é”crientado” em TM. )
. Em particular para s z (3, iemos 1m$t{sY) = ?h@st(Y),
Efa:n:m’v&a %y TM——— M é a projec8io canfnica,
. NOs dizemos que a Variedade de Finsler & completa
:équando o Campo de Euler Hl € um Campo de Vetores Completo.
. Se v &€ T™ {e ¥ "pegueno” se (#,F) n8o € completa) nls
'gdefinimas a aplicag¢8o exponencial:
. exp_ ¢ TH > M, expp(Y) = no®1(Y}
éépara todo p€ M, ¢ no casc em que (M, F} ndc & completa definimos
: exp_: {v e TpM:L(Y)*J&"}—-—"W*M
expp(Y) = ﬂofﬂx()f‘)

gtai gue as imagens dos Taios em Z;M s8o as zeodesicas para L = FZ.

Alem disso exp € de classe ¢ e & fora da seC83c0 nula;

ie usamos a identificacHo Y;(?;M) = T M (dEpr)(e) = Id}né

Para ums curva diferencivel por partes c:{a,b] — ¥

- definimos as funcles:
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F{e(ey) de

i
e

Li(c)
L(e) = j F(e(t)) dt.
Analogamente ao caso Riemannianoe vale a seguinte

 4.13. Proposicio:

Para p € M existem uma vizinhanCa aberta L; e €>0 tal
gque dois pontos guaisguer {em uma dada ordem) em D; s8c0 unidos por
iéuma Unica geodésica ¥ tal que
. b
L{y}) = I FZ(?(t)) dt < €, y:[a,bl] ~—— M.

o
Alem disso, esta geodésica depende Céwdiferencialmente

Lol +1]
. . dos pontos extremos g de modo ¢ guando estes pontos s8o distintos.

4,14, "Fungfo distdncia" d : M X M —— R.

NOs definimos agora a "funclo disténcia” d:M X M — R,

= b

- por dlp,gq) = inf j- Fle{t))dey onde © Ppercorre as Ccurvas
: 2

;é diferenciéveis por partes unindo pe g, com cl{a) = p e c{b} = q.
. As seguintes propriedades s8o imediatas

{a} d{p,g) 20 e d{p,g} = 0 se, e 80 se, p = g.

(b} dip,q) + dig, 1} * d{p, 1)

{c)} d & continua,
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Observemos gue o € simétrica se (M, F) € uma Variedade
E'érle Finsler 8imetrica e neste casco d define uma métrica em ¥ gue di a
étapologia original.

DefinigBo: Seja (Mﬂ,ﬁﬁ uma Variedade de Finpsler. A
édisténcia dHp,gq); p,g € ¥ €& definida por di{p,g) = infime dos
écomprimentas de todas as curvas ¥y diferenciiveis por partes contidas
;éem M e unindo p e g, e sendo gue Y pode ser de ponto inicial p e
{?finai g, ou que ¥ pode ser de inicial g e final p.

Observemns gue ¢om esta definiclo a funcHo distincia &
?ésimétrica.

Agora passaremos a constroir om importanie exemplo de
éespaco métrice, gue serd Uti! na demonstracHo do préxime lema. Esse
iétai espago serd {c*Tm, d).

: Para construirmos a distfncia dem ¢ TM = eggﬁz?;(i)M’
éconstruiremos em primeiro lugar uma métrica de Finsler em <M.

Seia {p,v) = (c(tﬂ),v) um ponto de C*TM e consideremos
322 curvas diferencisveis por {p.,v) contidas em o T
s — {c{x(s)}, v(s) e s ——=(c{B{s}), w{s))

?éﬁnde « e B s83o fungSes diferenciaveis, «, f: [-€,€] — {0,111, com
w0} = £, = B(O).
B Consideremos os vetores tangentes em {(p,v)=(c(t_},v}:
v = {& (=(0))="(0), v'(0))
w= (¢ (B(0))B’(0), w (0)).

E definimos ¢ seguinte produio internc
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L. 4 .
<<V W =€t (0)B7(0) < (¢),6 (¢)s +<0°© v(0),0 & wio)>
o, a o & x' e Bre .

&
Para uma curva diferencifvel

y:[a,b}] — & TM,
¥{s} = {c{x(s)},

vis) temos ¥’ (s} = (&’ {s)c {x{5)), v’ (s))
v ()% = < (s) 2 eta(s)) |2 + |05 ¢ wia)]?
& xt g

b
0 comprimento de y € dado por L(?}:J fv* (s}l ds.
2

A func8o disténcia d

* P
em c TM = 659%1Zﬁt)M € agora
 definida por

d({ep, v}, (p,,v,}) = inf L (3},

onde ¥ percorre todas as curvas diferencidveis por partes

ligando
{pz,v}} e (pz,trz), e guer seja Y com ponto inicial em (pj,vg) e

final em (P,,v,), quer seja ¥ com ponto inicial (p,,v,) e final em
(epyvi)s

324'15. Lems:

Seja ¢ uma F~geodésica

fechada nHo
Clei[0,1] — M.

constante,

As seguintes inclusles s8o continuas
B{c ™) — ) s B (" TH)
. ‘e a primeira inclus8Bo € compacta,

isto €, a imagem de uma segiéncia
: .. 1
limitada de 7 {c"rH)

tem f&cho compacto em ¢ {c” TH).
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;éga) se X e "(c*TMy, entiio |x] < {x] ,

o, @, &
(b} Se x € #{c*TH), entdo |X] s v2 | x}
o ®, 8 1,8&
ééPrcva:
::: : 1 1 1
- 2 2 2 2
a) x| = J <x{t) . X(¢t)> dt= J | X1 dtﬂj maxiX(t}|® dt=|x]|

f: E{b} Escolha ¢, de modo que fxte)l = ]X(t;)l » para todo t. Entdo
o C &

c
ti
P d 2
[ x| = tx(e)yl® + J T fx(t)| dt =
®, & & ¢
t
1
= Jx(t)]® + 2 J < x(ty, DY Xx(t) > dt s
& & &
0
1
< ix(nl® + 2 j jx{ey| (p%  x(eyl dt =
& ¢ & ¢
&
s < X, X » + < X, X » T X, Dé X > 2 2| x|
0.8 o, C It & o, & 1,8
pois =% (x()|® = =F <x(0),x00)> = 2<0° X0+ <X, X000 &> =
& & & & ¢ &
=2 <x,0° X e D° ¢ =0, 2abs a’ + b
= s e .

A compacidade da inclusfio H (c*TM) < {c*TH) segue
ffdo Teporema de Arzel8-asceli, pois: Dada uma seqiiéncia {z;} C

é_éHi(cﬁiwﬂ, Iz;[ < K, K> 0, temos pelo item b) gue ]A;I < V2K,

19&‘ . mﬂ‘é

;;n=1,2,3,...‘
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Entfco para cada t € [0,1] o conjunto
Al t) = {Xn(t): n=1,2,3,...}
;é relativamente campacto, como subconjunto da hola fechada de raio
ﬁ K do espaco tangene T (M com norma [
i &
A segiiéncia {Xn} [od Hﬁ(c*TM) & equicontinua pois: a
) . _ . . . % T
_;Curva 1(t) = {clt), Xn\f}) que esta contida em ¢ (TN} = [ U T ¥
e une os pontos (c(ta), Xn(fo}) e {c{t), x (t}}) seatisfaz
e 1 !
L T R O e
R é * 2

D & 1,4
S o o ¢ 2 €

<« Ble) + K5, e

. t §
Flen),x (), (e(t )5 (1)) s (z)* = [J‘t fycerd dt} 5

v O

(et x), Cele))x,(e)) < (5o + )77 e - o]
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; %«16. Teorema:

Seja ¢ um ponto critico da funclo energia E: AM — R,
Lo 1
- E{c) = j F(¢ )dt e ¢ # const.
- o

O operador agto-—adjunto Ac: Y;AM e T;AM associado 2

forma do indice

d°E(c) (X, ¥) = <A X, V> = <X, A_v>
1,8 i,8&
= A 2y -1 -
- & da forma A = id+ k_, onde k = - [id - [Dc] ] o (K + 7id) é um
< [ C é [+

ééaperadar compacto caraciterizado pela identidade

= - -
< kX, v = - I < (K + id)x,¥ > dt = <-(K+id)x, ¥ >

2

1,8 0 & 0,¢

S x e)e

;gande %;(X){t}

4 1 N M
< X, ¥ > wJ<X,Yb dt+_f<:1;r‘3x,pcy> dt,
i, o & o 2 ¢ &
kg ([ ) —— (s |1 )
5 1,8 1, ¢

;éProva:
E suficiente considerar campos diferencifveis AET;ﬁM,
E Epﬂis gases elementos sfo densos em TQAM.
1

. . i Wy 2
Temos que J' <p* x,0° v» dt = - f <[DC) X, > dt
0 & Tod . » ¢
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. Ly & . . . .
4 oy = <(DC) vy + <05 %0 v» o+ 20" x,v.0° & > =
& & & & & & & & & &

8) 2 : :
= <[DCJ x,v> + <% x,0° v

[ |4 4 [ 3
Para campos diferenciaveis X,V € TGAM

: 1 & . 1 -
<X, ¥ = j < x,0° » o+ j <X,¥> dt =
P 1,6 o & & & 0 ¢
o 1 N 2 1
= - f <(Dc} X, ¥>  dt + J <X, ¥>  dt =
:E; :' O & & O &
1 2 2 2
L I <{1d - (Dcl ) X, ¥ dr m{(;{d -««[D) } X ¥> e portanto vale
o & > & 0,d

2 A5 2

x| < |1d - [Dc] x| e x| s const |x|
1,8 & g,é 0,é 1,8 g8

Por continuidade, esta relagio vale para tado TCAM.

é:Entﬁo para X, Y € ch'&M

o 1 P . 1 s
gy = FEenx =] <0f 0% »oae] «(xe)e, v»oar
S a ) * o -

|

& & ¢ &
e e ! o)
<0tx, 0% v» dt + J <X, V> dt - J‘ <«k‘S(x,e)e +x, > dr =
o & & & 0 & o &
_ ke (&)
= <X, V> - <[id - [p“} } o [KC {x,& }& + fd]{;g), > =
1,€ & 1,8

It

< (id + k)X, Vv >
1,¢
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; { oy 2y -1 -
;gonde kC{X} = - [id - [D ) } o [ K + id ] e
| & ¢

- k X, Y > = - < (K_+ id)X, Y=
: ) 1,8 G,C
4 prova de que kc & compacto € a seguinte:

Consideremons a identidade

< kX, kX > =~ < K + id)X, kX »
i o - [ =3 & *
1,& 0,6
agentﬁo
lx x1® s {x + id] . jx x| . 1] <
1,8 ¢, o, a,d
s |k + id] .k x| . [ < cons |k_X| .1 xi
@,ﬁ: N ®, & o, 1,8 o,d
Logo |k X] % const]X| . Pelo lema anferior temos
¢ 4,8 0,¢
;éque: se {X } € uma seqli@ncia limitada em (T AN, { .1 } ent8o {X }
Lo 1;{:
étem um ponto de acumulaC8o em (HQ{C*TM}, !.[ ¥,
f o,¢
Usando o fato que Ikcx;l < const ]X;[ , temos que
1,8 a,é

éé{ch;} tem umponto de acumulacBo em T AM = H' {c*T%) munido da norma
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E-%.i?. Coroldrio:

O operador auto-adjunto A, tem somente um nimero
?inite de autovalores incluindo 1, ou os autovalores formam um
i ?onjunta infinito discreto tendo I como ponto de acumvlagHo.
. Seja ?;ﬂM = TEAM + YzﬁM + ?iAM s decomposicio
% fwortogonal do espago tangente TgAM nes subespafos gerados pelos

{ ﬁntavetoées de A associados aos autovaiorees < G, > 6, e = 0,

érespeciivamente. Entdoe dim TZAM e dim TiAM s83o finitos,

. N6s chamamos dim TZAM e dim TiAM;l de indice e
E'grml:‘tdade de ¢, respectivamente.

. Notacio: indh(c) = indice de ¢, nuIA(c) = nufidade de

350 no espago AM.

. 4.18. Definigdo:

Seja c¢:{0,1] —~——— M uma F-gecdésica fechada de ¥. Um
i?campo de vetores X ao longo de ¢ €& um campo de Jacobi se satisfaz a

Eeguacﬁo diferencial

s . . .
[pc] ¥+ £9(x,8)e = 0 com x(0) = (1) e p? X(0) = Df x{(1}.

& & el

0s campos de Jacobi X so longo de uma F-geodésica
;ffechada c: (0,11 —=M sB0 0s elementos de 2iﬁM‘= Eer A -
Na definic8o de nulidade de uma F-geodésica fechada c

~ tomamos nul{c)=dim TQAM -1, porque ¢ & um campo de Jacobi e éE?iAM-
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;%.19. indice de geodésica fechada iterada

Agora veremos uma importante generalizac8o do indice
5 ﬁe uma F-geodésica fechada ¢ € AM, c ¥ const. Seja p&€ €, lp| = 1.
i;ﬁ = ELAM o espago de Hilbert dos " Campos de

: £ £
3 ?etores X(t} complexos ao longo de ¢, satisfazendo X{(1) = pXx{(0), com

 Denotemos por

o produto escalar:

1 1 . .
4X,”i">1é=J<X,"?>d:+j<pcx,z>°y>dt
? 0 ¢ o c - ¢ &
No espago pZ;A obtemos a forma do p-indice
PE X,V = < x,¥> - < {k + id}x, T »
p R I ,
i,€ G,

;Eunde < X, ¥ » = I < X, ¥ » dt.

De maneira andlioga a da forma
dE(c): TAM x TAM — R,
?énés obtemos 15} operador suto-~adjunto pAc associado a

é-éfarma dzﬁb{c}:‘pfkh X Tkh s B, aue & da forma id + k;, com

- o
E Ekc um operador compacto. Em particular, a dimepsfo do autoespacCo
?énegativo de pAc ¢ a dimensfo do nlcleo de pA¢ sdo finitas. Estas
| ;dimeﬂsﬁes sfp denominadas de p -~ indice de c, e p - nulidade de c¢.
Aquil assuminos p # 1: Para ¢ = 1, nods definimos a
;Ep - pulidade de ¢, como sendo a dimesZo do nliclec de A_ menos um.

Seja ¢" a iterada de uma F-geodésica fechada ¢, isto

&, ¢ (t) = cimt).
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§§*20, Proposicao:
Seja £ uma m-<sima raiz primitiva da unidade. Sejs
} b{t}, 0 § t £ 1, uma F-geodésica Tfechada. Ent8o existe um

* isonorfismo linear

ir T A —— @ LT A
<™ 16b<m P ©

1 - E{1-4) o4 4 o~ 1
P N )

A aplicacHo inversa € a composicHo @ j£ das aplica-

ET A w—as T A
I cm

ai{’ :
Xfi(t} e X’E(mt}

ééPrﬁva: Facilmente verificamos que X, € ﬁCTcA. A aplicac8p | €

linear. A inversa €& dada por

(x,(t) ,...s X (£)) — £§1 Xplmt).

FI e -

- Necessariamente,

m -
L1 ot k(g1 = x(),
£=1  4=1

:5 . w Le1-h 0, se 4 # 1, m»>»1
| ; J& que ,ﬁ;.} o - m, se ﬂ‘ = 1.
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4.21. Teorema:

S8eja ¢ uma F-geodésica fechada e c¢” a sua iterada.
Entdo fndh(cm} = T p-indice (c) e nufh(cm) = mx p-nulidade (c).
£ =1 p=

Prova:

Escrevemos X{t}) = ) X (mt) e v(t) = ¥y Yplme}, com p
" £
raiz m—ésima primitiva da unidade, conforme a proposic8o anterior.

Ent8o:

1/m
dzg(cm){xgﬁﬁz 2{[ t{ﬂékl(mt),ﬁéxﬁfmt}> »<K;(X¥(mz}),¥£(mt}> Jdt X
X, (® ¢ & ¢

c
4]

ox [i o0t L p{m'ﬁ)(K_ﬁ}] = L FE(<")(, %, 4,7).
H i
Ent8o d°E(c") é soma direta das restricdes

dzE(cm)ljk(pk?;A) de dzE(cm)

;. &8s parcelas da soma direta de Z’mA conforme a proposiclc anterior,

c
N
§f§4.22. Indice de uma F-geodésica iterada.
Seja c¢: R — M uma F-geodésica tal que c_ = cf{{0,1]
& uma F-geodésica fechada, isto &, &(0) = &(1) # ©.
Seja 0 = ty, < t} <. tk = 1 wuma parti¢io do

© lintervalo [0,1], suficientemente fina, de modo gue ndo exista pares

1.

iide pantons conjugados em c{[ri,ti+1
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Denoctemos por J ¢ espaco vetorial dos Campos Continuos

ier F Kl & um Campo de Jacobi

féX‘ao longo de ¢ tails gque Xl[ti + K, t
;éﬂftﬁgﬂﬂal a ¢ para todo 7 e todo K€ Z.
Denotemos por Js a complexificacdio de J, isto &,

;;Jt = JelC = J@& iJ. Para g€ N e =z €€ definimos:

J[q,z] 3 {XEE J{E M X(f-{-—q) = 7 “,'{( t), Vi R},

Temos gne J[ @ um subespago de JQ, de dimensdo

g,zl
- finita.

Para g € B definimeos a forma bilinear simetrica

G

H (X, Y) =J [496 x, o » +< Sx )y, e ]dt.
4 0 ¢ e 2 &

Extendemos < , >. a uma forma Hermitiana e K(C) a um
&

EEtensor linearcomplexo de T & €,

Isto extende H; a2 uma forma Hermitiana em Jg que

iétambém denctemos por H;.

E c¢larc que o indice e a nulidade de cz s8oiguais ao

;éindice e a nulidade de

. HQ restrita a {X e J : x(t) = X(¢t + g}, ¥t € R}.

0 Indice e a nulidade de uma forma bilinear sim@trica
igem um esﬁa@o vetorial real nBo se alteram sob a extens8o Hermitiana
;;da forma ao espaCo vetorial complexo.

Além disso, ind(cj) e nul(cg} sfio iguais ao indice e

. nulidade de H em J .
C g {q)11
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- CBed .
Notemos gue .}'“*ﬂ J’{q‘” para umag-esima raiz 2z da

ffunidade.
E facil ver gue a aplicac#o candnica

sy
2924 J{i,zl _ JUL3]

© @ injetiva, e como estes #spaCos tem 2 mesma dimensHo entlo

& F = J . =
5 g f1,21 fg,11
= 1=
Se X J[i)z13 . Jlﬁ,zzl , onde

3521 e z, s#o raizes g-ésimas da unidade. entio

— -1
H (XY} = {1+ z,z, +...+ (z&za)q ) B(x, 7} =

172
_ 0 . se 2, # z,
g H,_{{X, Yoo se  z, = Z,.
Entfo a soma direta zq?1 Jﬂhz} = thl] ¢ ortogonal

. ‘com respeito a forma H

Denctemos Ppor .H; a restrigio de ,31 a .ﬂi 23 isto €

H =H | 7

z 1 x

{1,213 jti,zl
: ge definimos I{z} = ind H , Nz} = dim Ker H, e IO(Z) = I{z) + N(z).

Notemos que {1}

tt

ind(c )

nu

N(1} nui(co)

I (1) = indo(co}‘
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A derivada P da aplicacBo & de Poincaré de e € um

:Eautomorfismo linear de F @ E, onde E € o complemento F-ortogonal de

;5& {(0) em T M

o c{o} °
Denotemes a complexificacio de E por E¢ e extendemos P a

f;um automorfismo linear complexo de Et @ E%,

554.23. Teorema {Bott):

iy indcl) = L Iz} e nui{el) = T N(z)
g

=3

Z°=1 Z

iiy N{z) = dim Ker{FP-z.id)

' iii} I & constante nos pontos em que N{z} = 0, lim I(zeie} 2 7{z) e
' L e

03 salios

Si(z) = Jim I(zeie) - I{2Z)
e>ED

de I em 2z s8¢0 nBo-negativas e limitadas por N{z).

iv) {z) = I{z) e N(z) = N(z).

; 54‘24. Corplario:

Seja ¢ uma F-geopdésica fechada e hiperbdlica (isto

- i é,a aplicacg8c de Poincaré associada nHo possue autovalores de

.é mbdulos 1), entfo ind (cg) = g fnd(ca).

. Prova do Teorema

O caso {1I) segue imediatamente do fato gue a soma

J = @ J ¢ prtogoenal com relaglo a forma H .
fg.13 . _— £i,2] z
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(17} Be X, ¥ € Jf1 entfio pela férmula da segunda

z3’
- variaCHo

HiX,¥) = L < ot x(t)) - D° w(el), v{e 3> o+
=% ¢ ¢ &

+ < 0% x(17), zv(o) > - < p® x(0*), ¥v(0) > =
c ¢ ¢ &
kot & - & +
= L <Dp”x(e) - 00 x(el)-> , v(e ) > o+
i=1 & & ¢ &
+ <z 0% x(17) - b x(0¥), v(o) > .
¢ ¢ &
Se X € Ker H_ nés podemes escolher ¥ € J“z1 de modo
;éque H;(X,Y) # 0 se X nHo €& diferenciavel.
. Se X ¢ diferenci@vel e
(x(1)y, 0° x(1)) = z{x(0), D% x(0))
c &
iéque significa
{(x(0), D x(0}) € Ker{p-z.id}}.
&
Reciprocamente, se (X ,X') € Kfr(P ~ z. id), entdo o

féCampo de Jacobi X com X(0) = X , o~ X{0) = %”, pertence a Ker H .
D &

(fii)y X & J[lz} ¢ determinado de maneira Unica e pode

f{éser identificado com X{0)} ,..., X(tk_}).

. ﬁg ¢ uma familia de formas hermitianas que varia
;Zécmntinuamente em um espaco fixado.

Entdo os autovalores variam continuamente com respeito

- a um produto interno.
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Por {1i} o nimerc de auvtovalores negativos € constante
E:§08 intervalos gue n¥o contem um autovalor de P, e gue d8oc um
é&alta em um ponto z no mAximo igual a multiplicidade de ¢ come
; %ut0$alor de H;$ isto €, por AN{z}.

{iv) & eclaro, ja que B;(E??} = H (X, Y}.
z

554*25. Lema;

Seja M uvma Variedade Riemanniana modelada a um espaco
;éde Hilbert H real e separivel e F:M — R uma funcio satisfazendos
i-'éas hipbteses {13, (2}, (3), (4} do lema de Morse generalizado, e
iéseja p um ponto critico {isolado) dé f. 8eja & € M uma subvariedade

iéfechada de Hilbert de M tal gque o espago tangente T;M contém o

{éespaco nuloc do Hessianc A{p)., isto €, Kermel A(p) ¢ T .M onde

A fp)(u,v) = <A(p)u,v> = <u, A(p)v>.
Suponhamos gue grad f(q)_E T&% para todo g € %«
Se N C % € uma subvariedade suficientemente pequena e
;écaracteristica, para } = fL% em p, entdo N € também subvariedade

- caracteristica para f, €

H(f,p) = (£ p).

134



. Prova:
Felo iema de Morse generailizado existe m

: &omeamorfirmc local ¢ de M definido em uma vizinhaCa aberta

s L

;QB @ pM = E‘ ® T N ao redor da origem, ® {0} = p, ¢ (B n T;N}

ES
s

BCTM=E @ TpN—iw ¢{ B} ¢ 4L R,

(fo®}0rp) = I2xf® - J(1 - P)xl® « 1, (5.

Nés podemos assumir, que o fibrado normal ﬁ(%) de M em
;éﬁ'restrito a ¢ {%] & trivial.
. Usando a aplicac8o exponencial de M em v(%}, podemos
; éxtender & a um homeomorfismo ¥ de uma vizinhanga de N em M definido
;éem alguma vizinhanga aberta
' B T M= Tpgf X (Tp;d’)"",
;éonde

" BeBxUc T M= T M x (TPM)‘”L@(B) < exppﬁchymf__}_m

(¢, expp).

: Considerande a decomposicio ELM = E @ Q;N, temos que
;gf o ¥ | E® {0} admite 0 = (0,0} como ponto critice nfo degenerado.
;éﬁntﬁo pelo lema de Morse generalizado, existe um homeomorfismo local
5;@ de f;M; #(0) = 0, tal que

" (fo¥od) (x,3) = §Px)® - Jr-PIxI® + 1 (5.
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Utilizando o© Teorema de Bott obteremos alguns lemas
f @ue fornecem estimativas para ¢ Indice e a nulidade de uma
f ?~geodésica fechada iterada.

| Denotemos por P a derivada da aplicac8o ¥ de Poincaré
; %ssociada a uma F-geodésica fechada c. Os autovalores de P de médulo
i ﬁ s80 denominados pontos de Poincaré. A aplicac8c P &  um
: %utomorfisme linear de F @ F, onde £ € o complemento F-ortogonal
: é:’:(O} em T M

| Denotemos a complexificaclo de F por Eﬁ: e gxtendemos P
;_5 um auvtomorfismo linear complexo de Eﬁ <3 E&.

. Entdo P Eﬁ? @ EQ: s E€ & Eﬂ: € obtido da seguinte
}émaneira: Para »u ® v € ‘gﬁ & .qg, seja ¥ o Unice Campo de Jacobi
i.;amplexo satisfazendo

¥(0) = v e D ¥(0) = v, entSo P(u® v) = ¥(1) & ¥' (1)
c

?{}nde ¥V{sy = o© ¥{t).
L &

Pelo Teorema de Bott, parte (ii) temos

N{z}) = dz’mﬁ: Ker{P -~ z.1id).
f ﬁntﬁo para um nimerc complexo z € st o« C, temos N{z) = 0, exceto
igpara cs pentos de Poincare, gue s80 no miximo 2n pontos onde
dim M= el

Agora- nbs escrevemos os autovalores de P na forma

_ 2Ri A -2mia,
(2jazj} = (e ) y € . }a
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£ i 5 £ - = 5 5, =
i 3 i, onde a_ 0 a, < a, <., .= 2o 4 = ap

Pl

Aqui nGs n8o excluimos a possibilidade de gque £~1 = 0,
- isto @, gue P nHo possue autovalor de modulo 1 (P hiperbolica).

Pelo Teorema de Bott, parte {(i:ii). temos gque o indice

g . . 1 .
- I{z) de ¢, considerade como fungcBio em S, @ constanie nas
- 1 - .
. componentes conexas de S - {zj, z3 15 s & - 1},
: 2 a
Denotemos por Ic‘g ¢ valor de Ic{z) para z = @ s
N hY
: @j , “e<aa , 1% is4& -1 e definimos
£ £
o=z 2 1 ey - a ), Bo=2 X I ;>
j=1 i=1
ﬁ bs nimercs aj, - ajg 15 3 s4£ -1 s denominados expoentes de
" Poincaré.
Destas consideracfes nds obtemos & seguinte estimativa
iépara o indice de uma F-geodesica fechada iterada ¢, m=1,2,...,de c.
224‘26. Lema
Seja ¢ uma F-geodésica fechada. Entfio o indice ind(c")

;fsatisfaz
' me_ - B . S indlc”) s ms_+ B, ou ind(c M =0

<

- para todo m.
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. Prova:

Pelo item {(ii7} do Teorema de Boit I{z) €& constante

Lo R il -
‘nos pontos em que N{z) = 0 e lim I{ze )} 2 I{z), logo I{z ) s I(z),
D ot !

- para z suficientemente proximo de z, onde (Zj,;j) s80 os autovalores

: de P, de médulo 1.

Pelo item {i) do Teorema de Bott,

ind(c™) = § 1{z).

Z =1

Seja K . o nlmero das m-€simas
LI

raizes da unidade
»
£
m

- satisfazendo a. <

< a,..
-1 i

ent8o vale a seguinte estimativa:
¥ [m(aj - aj_i) -1} =k = [m(ajwaj_i) + 1].

. EntZo
- £
sk

j=1 Tes - [m{a; - a; ) - 1] = ok 1z} = ind(c"}) <

=1

£
£ 2 3 I i - [m(aj -~ aj»i) + 1] 5 m=_ + B_
j:'}. *

Aqui wusamos o fato gue se I(zj) s I ;ocerre  em

i Z H{zy, 25 =1, isto €, Z?= 1, entdo K = [m(aj - aj_l}].

 4.27. Lema:

Seja C uma F-geodésica Techada e suponhames gue

igiﬁd(cm} > 0 para algum m 2 1.
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Ent8o existem constantes « > 0 e f 2 0 tais que para

guaisquer inteivos m,, m 2 1

i+, m
ind{c } 2 ind{c 7} + max - B.
i

éProva:
Da hipbtese segue gue © nlumeroc " definidoe por
£
« = Z‘Z Ic}j°(ajmaj—1) & >0,
i=1 -

: @ois ne caso contrario [ ;= 0, para todo j, e entdo I{z} = 0, para
g todo 2z, |z| = 1.
f@ Aplicando o lema anterior, temos
i, + 1,
?; (g% + ”ﬁ) « - Sn < 1nd(c } = (H%+m1)mc + ﬁc
:: m{}
m{}(ﬁc h f3«:: = lﬂd(c ) * mﬂmc + 8«:,
5; Somande membro a membro as desigualdades abaixo:
s m_o+m
_ , G 1
- - =
= (my, + m)s_~ 8 < ind(c
7
um’(c } = m, &, Bc
fé Temos gue
P m, Mo+,
- m& + ms_ - B+ ind{c ")} s ind{c }o+om=_ + B
in B+
- , 0 , o 1
. me_ - 2 B+ ind(c "} = ind(c ).
mg+m1 mﬂ
= Logo ind{c }zmx -~ B+ ind{c ") para «= <« e
B =28
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: #.28, Lema:

_ Seja ¢ uma F-geodésica fechada percorrida uma sb vez.
ié{a) nul{c”) = 0 para todo m se, e s6 se, todos os expoentes de
| Poincaré sHo irracionais.
%é(b} Fxiste uma seqgiidncia de inteiros positivos

Mys My ~ow, M5 COM S = 2“, dim M= n+ 1,
g para cada inteiro j com 1 = j S s existe uma seqliéncia
estritamente crescente {qji, i = 1,2,...} de inteiros positivos

tal gue ©s conjuntos A% ) {mj q; i=1,2,...} formam uma

moq,. : m,
partigdo de N = N - {0} e nul{c ® 'Y = pul{e ?), 1 5§ 5 5.

m.q. .
Os pontos de Poincaré contidos em {z : z ' ' =1} sdo

c Hig
. extamente os pontos de Poincaré contidos em {z : z b= 1}.
éPrava:
(a) Segue do fato gque nul {") = mZ N(z)
=1

TR/ e 2 0,1,2,...,m e do fatc que: N(z) = 0 para todo

Conde z =
- 1 .y X .
iz € § , exceto no maximo nos 2p pontos de Polncare.

Para o casce {b}). relembremos gue

nul{c™) = mz N(z)

Z o=t

Eée gue N{z) = dimensdo do autoespato da derivada P da aplicacg8o

. ‘de Poincaré, associade a ¢, para o autovalor z, isto &,
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Nz} = dim@(? - z.id).

. . 2Wia —_ ~ZfK1a
Consideremos aguelas raizes z = g , Z = & gque

.fsﬁo agtovalores de P, 0 < a = %, onde a = g é racional, com p e g
' %rimes entre si.

Denotemos por P {(gque pode ser vazioe} o conjunto dos
: ﬁenominadores destes a’s,

| Para cada subconjunte E < D, seja m{E} o minimo
{émﬁitiplehcomum de todos os elementos em E. i

: No caso em gue F = ¢, colocamos m{$¢) = 1.

Seja {mi, M, s ..y ms} o conjunto dos npimeros

iédistintas tais gue

{mg, Mys s ng} = {m(E) : E< D} v {1}.

Claramente, s < 2". Nos podemos assumir gue m, = i.

Para cada je{1,2, ..., s}, noés escolhemos a
f_subseqﬁéncia maximal {qji. : i = 1,2, ...} de inteiros positivos

?Esatisfazendo a ijqji, para k # j
m.og ™,

Entfio nul{c ' ')} = nul {c ).

Além disso, todo inteiro positivo m pode ser escrito

igcomﬁ m = mg, com q inteiro positivo, onde j € determinado pela

j?écondicﬁo de que m, € o maior divisor de m entre os elementos

f?m , m

AR P
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Ees

- Observagac: Uma conseqiéncia da parte {(a) deste lema €& que
" . . .

Cnuil{c) = 0, quando os autovalores da aplicacfio de Poincaré 7
- associada & geodésica fechada ¢, n8o s8o ralzes da unidade. Uma

ffconseqﬁéncia da parte (b} deste mesmo lema € gue as nulidades de ¢",

j{fm 2 1, possuem somente um nimero finito de valores.

o £ £
. :4.29, Comportamento das curvas curtas em A = A'M po casp de uma

métrica de Finsler F: TM — R,

Seja E: AM ——— R o funcional energia associado a uma
- ‘métrica de Finsler

1
F: TM — R, onde E{c)} = J F‘z(é)dr,
o

'igM Variedade Riemanniana compacta de dimens8c n com metrica < , >, e
E;EAM = HJ(Sl,M} & o conjunto das curvas Techadas absolutamente
continuas c: §° = [0,11/{0,1} ——— M tais que |[e&{r)]} E. Lz(sx).

Seja AM com a métrica Riemanniana < , )1 dada por

1 1

<X, Y>1= J <X, Y>dt + J <VI,Vy>di,

4] o

3? X, ve f;AM e V & a conexBlc Riemanniana associada 38 métrica < , 2.
{(AM, < , >1) & uma Variedade Hiemanniana de dimens#o

-~ infinita (Variedade de Hilbert).
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Consideremos agora o funcional energia
&
& AM s R

1
&{c) = J < &, & >dt
0

;Eassociado & métrica Riemanniana < , >,

Agora eNnuUNnCcClaremos & demostrarenos nm teorema
3Eimpﬁrtan£e gue descreve o comportamento das curvés curtas no caso da
émétrica Riemannizna < , ». Este tecorema esta provado noc livro

f;”Leatures on Closed Geodesics", W.Klingemberg, ver [K.1, e gue diz o

. seguinte:

354.38. Teorema:

12} seja grad 8(c) o campo gradiente do funcional

'ég(‘:} = j < &, & >dt dado por
- .

< grad 8&{c}, X’>1 = d &{c).X, ¥X € T;ﬁM.

Entfc existem € » 0 ¢ « = « (g€} » 0 tais gue
| grad & (c)!f z« . %(c),
{fpara todo

c € 3“1{0.,5] = {c € AM 1 &{c) s E} = {& 5 £).
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2%} EBxiste € > 0, suficientemente pequeno, tal que
. para tode ¢ € € 0.e] = (8 2 £), a trajetdria ¢ ¢ do campo -gradh

: ﬁom ponto inicial! em ¢, tem um Unico ponto limite que pertence a

-1

féM'z & {0} = conjunte das curvas constantes. As trajetdrias de

-1

: }gradﬁ sfc de comprimento finitos, e M = & (0} €& um retrato por

deformacBo de €'[0,6] = (8 < ¢).

. Prova:

1
1) De B(c} = J £ &, & >dt e ulc) = VgradE(c) - &
o
;-ﬁemcs
: : l
if]gradﬁ(c)[f = d&(c).{gradé{c}} = J < Vgradé(c), & >dt =
= £ Vgrad &{c), ¢& >e =% a{c) + &, & >c =
= £ &, & 2, * <ufe), &> = E{c} + < u{e), & >y-
- Agora obteremos a seguinte estimativa:
() [< &, u{o) >,1 =B VElcT|grad B(c) |,

ﬁﬁpara algum B <« 4 e para %8(c) suficientemene pegueno,.
Para provarmos (%) nés assumimos primeiramente gue M

D admite coordenadas Enclidianas em uma vizinhang¢a de ¢{0)} = c(1}.
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De Vu{c) = grad 8{c) obtemos

£
uf ey = u(0) + J grad & o ci{s)ds.
o

t

Sejam grad & o c{s} = yi(s}, [ y(s}ds = z{(r).

o
De (2], = max {z(t)}] 5 max {y(t}] = [7l, = 2{ri,
05151 0SS
; % do fato que c{1) = c{(0}, ohtemos:
: 1 1
<&, w | = | J <e(ty, u(0)>dt +J L&{t), z{t)>dt] =
0 o

1

x! } <ﬁ(t)g z{ f))dtl s yEic) [Z‘m = Y‘g{c}lgrad E(c),,i

o

f ﬁsto &, (*) vale para § = 1.

Ne caso geral, em que as coordenadas Euclidianas podem
f hﬁe existirem localmenie, observamos que, para &{c}) suficientemente
;-ﬁequena, a curva ¢ pertence & uma vizinhancCa suficientimente peqguena
iéda origem c{0) em M o comprimento

1

1
Lic) = J <&, &> % de = /E(CT.

O

Por isso, as coordenadas normails em uma vizinhanca de
© {0} diferem muito pouco das coordenadas Euclidianas quando ¥(c) é
. gscolhido arbitrariamente pequeno. Isto € uniformemente verdadeiro

;E?al”a tode ¢ j& gue M & compacta.
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Entfio temos provado a estimativa {¥).

2

Usando a desigualdade Zab £ a2 + bz obtemos gue

Yé{c). lgrad 3{c}|1 < {grad E(c}[? + Eic)
Agora fazendo uso da desigualdade |a + B} 2 [al - |b]

. temos:

| grad %{c}lf < &(c) - [, ulc)> | 2 B(c) - BE{c)|grad 8(c)|, 2

> B(c) - B [Igrad gc)|? ¢ 2 C)FJ

4
Logo
(1 + 8).lared z(c)if 2 ( 1 - g ] g{c)
B
i - =
| grad 3{c}|f 2 [ T ; ] . &{c),

ﬁ ﬁue € resultado desejado.

23) Escolhemos € > ¢, suficientemente pegueno, de
Eiacordo com o item 12) e de modo gue nfo existem pontos criticos de &
;éem € '(p,e] - M. Esta ultima condi¢Bo estars satisfeita para todo
f %>0 suficientemente pegueno visto que ${(c) = € implica que

T 1 1

;éL{c) = J <&, &> /% dt s YEICY s /€, e nfo existem geodésicas

G

; fechadas. da variedade compacta (¥, < , >} de comprimentos

ffazbitrariamente pequenas, ver [G.K.M. 1.
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Para ¢ € 3"1{0,5} temos:

. ® ®
?E£(¢$c) = -Eg ¢_c 3 ds = J |grand 8(c}| ds =
o ‘o o
o ©
= | grad E(c}lgj. [ grad E(c)]i ds =
‘o
“’00
- {grad 8(cy| " . {- S*SE (c:»sc)J ds <
Yo
g
s« VE J 2% gr = " /B(CY,  j4 que B{é )= 0.

Deste Uitimo resultado temos gque o conjunte de todos
iéos pontos limites da irajetoria ésc estd contido em M = 8'1(0}.

Tal conjunto limite € constituido de um Unico ponto de
223"1{03, pois se a trajetbria ¢Sc possuisse 2 ponios limites em
EEE"Z(G} o comprimento de ¢ c,

e

L{¢ c} = J

Q

d
e ¢i$c

éésa tornatia infinito, contradizendo o resultado anterior.

M = ‘6”1(0) & retrato por deformacHo de 3_1{(},8} ¢ para
;éisto hasta tomar a seguinte deformacHo;

£: €%0,e1 x [0,1] —— T 0,¢]

?Edada POYF
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$${t}{C}, se ¢ € %_1{8,81 - 3”1(0} onde

s{t) = tg(%-g}, 0 ¢t =< 1

se ¢ € 3"1(0}‘

fle,t) =
Ca

: é f depende continuamente de c e &, ver [K].

A = A% o=

= E’}{O,E] relativas a uma métrica de Fipsler Fi:TM — R+,

#l

Para descrevermos ¢ comportamento das curvas curtas em

nds consideramos a variedade Riemanniana compacta de diemensio

1
; KMP, < . >) munida de um atlas 4 finito de classe .
. 4= {(1, 0): €= 1,2,...,0}
;ée o correspondente atias
¥ 'mm{{m{, dbe} : £ = 1,2,...,p}
;gpara o fibrado tangente TM,
- As representacGes locais de F e de uma curva

:fdifereﬁciével. ity € ﬁ{ na carta local (ﬂz, ¢£) s8o dada por

F,{i(x, X} = F

4

(d ¢} (= %), £=1,2,..

s P
X(t)«”:@?’go}' ] 4&5 1329' » 3 P
{x(6), x(t)) = (d &) 1, £=1,2,....p

A funcio fz &

de classe 01 em TH e de
§3fda secio nula Sb(TM).

L5
classe € fora

o8 de classe C? se, e s0 se, F € a norma de uma
métrica Riemanniana.
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Agora no préximo teorema obteremos wuma estimativa
- entre og funcionais:
1 1

Elc) = J Fleydt e Ble) :J < &, & »dt.

G &

f54‘31. Teorema:

féa) Dada uma carta (&51 ¢£) de 4 ¢ correspondente carta (?ﬁﬁ’ d¢£) de
T4, consideremos nessas cartas as coordenadas locals (xzﬁ.,.ﬁxn)

de M e (Xi,‘,.,xn,k ..,X#) de ™M e £ = 1,2,...,p.

1°°

EntZio a {funcg8o FE:TM‘—ﬂm@ ®* nessas coordenadas locais

© vem dada por

85 Folx, k)
Pi(x ¥y = ¥ % £ X, ¥, 1% 7, j£on
13 & 8% ox 3
féande
: 2
£ 1 9 Fp (X2 %)
g, {x, X} = 3
3ki 3&3

;gséc os coeficientes da métrica de Finsler F: T — R™.
Cb) KW, W> S F(W) S KXW, W, YWETH e
K&(c) € E(c) s KBc), ¥ € AN = H (8,4}, para duas

convenientes constantes Rﬁ » 0 e Ké » .,

-ffc} Para Ye » {0, temos gue

o, K,e] < £ [0,e]
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onde K& ¢ a constante do item b).

: ﬁ) Existe € » {0, suficientemente pequeno tal gue 8'1{0) = M = 571{0)

& um retrato por deformacio de E [0,€].
: Prova:

; é} ﬁi{x,k) & positivamente homogénea de grau 2 com relacfio a %, isto

€, f%kx,tk) = tzfz(xgk), t > 0.

Derivando tzfz(x,k} = Eﬁ(x,tk) duas vezes em relacio a
;:f, temos.
" 8 Fplx,z) 9z
2t Fp(x;x) =§ 5z, Y
;éonde
X = (Xx"“’xn)’ ¥ = (.3:1,...,5{“), z, = tx, 15 15
2
a3 3
2 FZ{X X} = 3 ° Fi{XaZ} i it 1 5 i, 75 n
F ARG =~  Jz 38z, g - oar 7 ’
ij i i
;ée fazendo £ = 1
1 azé(x’m .
EE(X,X} = 3 ¥ .x
13 8% 3%, )
i 3
fgb) Os coeficientes
' 2 .
’{?’ . . I 8 F,Zf'{xax}
g,  (x.,%) = =
! 8%, a:xfj
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. s%o positivamente homogéneos de grau zero com relacfio a %, isto @,

gfj(x,tk) = gfj(x,k) para t > 0.

Para X # 0 temos que

gf’ (x,ﬁ) = gﬁ (x,%), onde |xI% =< x,%>.
'y

Sendo M compacta, o fibrado tangente unitario

TM = {(x, k) e TH : < k,k>=1}
iéda Variedade Riemanniama (#, < . >} €& também compacto, e o0s
iécaeficientes gfj(x,k} sHo limitados e portanto atingem um maximo e
iéum minimo em T M.

Como a forma quadritica

azf@x,s:}

bl et

P e
LE
®

i3 3y Bk,
i J

ﬁéé definida positiva para

(x.x} € TH - S, (TH] e WE€E TH,

M= {{x,%) € TM : < X, x> = i}

.y . £ . . .
- @ compacto e us coeficientes gij{X,X} sdo limitados, ent3o existem
Eicanstantes Kﬁ =0 e Ké > g, tais gue
. 14 w
- <
K, S a0 (g i) 5 K,

. 2
K w® s Yog, (1) ww, S KAw®, £ = 1,2,...,p
ij
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: S ww .

a f. n a
. ‘onde W o= z wog e { wi
Do =1 X

i
Sejam hij, 1S isn e 1t s4£=xp os coeficientes da
- métrica Riemanniana < , > de M na Carta (%, ¢£), e pela

* ‘desiguaidade acima obtemos

1) = & Lo T A
_Isllxl = K, lzj hij(x}xixj < FE(X:X} = gj gij{x X)xixj <
£ A - .

s K, %i B (x)k X, = LBIX! . L= 1,....p.

Logo

K< W W> 5 F (W S K< WW>, Ve TH

Tomando ¢ € AM & &= W, e integrando ambos os membros
- ‘da desigualdade anterior obtemos

1 3 1

K 8(c) = K, j Le,e>dt € Ele) = j Fleydt s xzj <o, e>dt
&) 4] Q

i

K,8(c)

1§c) Mostremos agora que Efi[o,xﬁﬁ] c €[0,e], Ye > Q.
seja ¢ € E'[0, k), entdo E(c) s K.

Logo 8(¢) < ﬁ%ﬁi % g,
1

Portante ¢ € 2"1{0,5}.
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féd) Beja & » 0, suficientemente pequeno, de modo que ¥ = 8*1(0} sela
| um retrato por deformacio de 2 'r0,87.
Pelo item ¢} temos gue:
#e o,k 8] ¢ 10,8].
Logo M e tambem um retrato por deformacio de

Er1{0$£}, onde E = 5%5.

f{4,321 Seja {M', £ ., >} uma Variedade Riemanniana Compacta de

dimensdo n e F:TM ——> R" uma métrica de Finsler.

No espago tangente ELAM a4 Variedade das curvas fechadas
Do 1 . o

- de classe H , onde ¢ € AM & uma F-geodésica fechada nfo-constante,
©temos o8 seguintes produtes intermos associados &8s métricas

" ‘Riemanniana e Fipsleriana, €< . » e F, respectivamente:

N | 1
< X¥> = (X,F)dr+J < VX, V.Y >dt,
“o o
AN 1
< XY >, = < X, v >dt,
Yo
K 1 1
< x57Y> = <X,Y}dt+J < otx, p%v > ar,
I . . & & &
L1
<X5LY> < X, v > de,
AR B &




V € a conexdo Riemanpiana associada a < . >, e D €& a
L . . . +

- derivada absoluta tipo Cartan associada a F: T —— R,

Em ?;AM Consideramos as sezguintes normas:

2_

%1% = |x|Z+ |v, X2

1

P

1 X7 = J %1% dt, onde |x|° =< X, x>

G
. 0 i
gl = sep Jx(D)]
: 5151
151% = %7+ 2% x|?
i, ¢ 0,¢ & G,¢
é ! 1 1/2
xl® =j {x{® dt,  ond {x| = [g dffzié)(x,X)]
E o, ¢ o & &
?le =

sup | x{¢t)]
as+s1 ¢

S C

¥X e T;AM satisfag:
ey Pxt, = 12, < y2lx}, e

(2 xl = lxl s /7]
1

0,8 @, & LG

?f4,33‘ Teorema:

8eja (Mn, < . }) uma Variedade Riemanniapa compactfa & ¢

: uma F-geodésica fechada nlo-constante.

Entdo das normas consideradas em ?;AM:



}iemos que:
sHo normas equivalentes em T AM;
o

iy fl, e 1]
@ 0,8
iy 1.0, e 1.4 sfo normas equivalentes em T AM;
w, &
iif) . f, e || sdo normas equivalentes em T AM.
1,8

© Provas

Na prova do item b)) do Teorema aniterior temos gue exisfem
. constantes K >0 e K, >0 tais que
K< W, W > sy gfj{x,k)wiwj £ K< Ww >

ij

Tomando ﬁ?xkit}GTlAM¢ yze{t}, ¥=&{f) nesta desigualdade

" e integrando:

1

"

it ; 1

'; fc}J <Ky H1)>aes 2gfj{c(r},mr})xi(wxj(r)sxzj <x(),X(£)>dt,
x ]

] o
z2 2 &

g,

(3) YK, |zl s x5 YR, x|
4]

r

3¢ ainda mna desigualdade zcima tomarmos W = X{(t} € Z;AM,
f%x = ¢c{t}, ¥ = ©{f} e o supremo guando 0 S ¢ £ 1 obtemos
(4) Y, x|y < xl o =YK X,

@, &

sendo M variedade compacta com as métricas Riemanniana e

. Fipnslerjana, < , > & < , » , rtespectivamente, podemos definir as

angente TH da seguinte maneira:

. seguintes métricas no fibrado t
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. Sejam t —> {p{t), ¥{f)), s~(g{s)y, wis)) curvas diferen~
-?éiéveis em THM com p{0)=¢g(0)l=p v{O0)=w(0)=v e Ve {p? (0}, v{0)),
W= (a°(0), w(0)).

Definimos os produtos internos em Tn>v>TM poTr

2

£ V,W’>>{hv) =L vi0g}, w{Q)} >p + £ VP,V(O}, VP,W{O} }p
{{__ng >>{p,v} = & ?<G}a W(O) )‘ps'f‘ < ngV(Q_}a Dp’W{O} >p,

tonde V¥V € 4 conex8o Riemanniana ¢ D € a derivada absoluta de Cartan,

As normas induzidas sfo dadas, Tespectivamente, por:

hvi ?

H

[v(o)} %+ |9 w0} *

2 =

2
vl = [v(0)] + [B,v(0)]

Escrevemos y{t) = {(p{t}, vi{t)) € TH,
Farl
7(0) = (p{B), v(0)) onde [v(O)| = r, {v(0)] = s,
féem viQ} £ 0, temos pela compacidade de M gue existem constantes

N >0, M>0, tais que

Moyl s [vio)] s mvio)]” e v L5
seja «(2) = (p(r), 2y e e w(0) = (p0), Ty e 1y

- fibrado unitario tangente da métrica < , », o qual € compacto, pois

" é compacta.

assim < (0)=(p" (0), T4 yer (o L& T (rm)

XL ﬂd,(olﬁ H

Fats Eavs

i da métrica < , > , onde T, {(T,M) é também compacto.

Logo existem constantes K&>O e K.>0, ﬁa < %ﬁQ&Ql%v -4 gé.
«*(0)
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e 17 (0)f° = fv(o)[* + |v,, w(0)|® = £+ v, v(0)]® =

= A<t (0) %, temos §y*(0)] = rf=t(0)].

Eatd Fa¥s

Analogamente, Jv’ (03] = sf=*(0)]

i
*(0)
—Hhy (o) sk o

T ro
—5 v oy -

Assim, K& <

a
Ty {0}l

Nk fr (0] SﬁwW0w=5MKJ¥WOWN«

. No caso que ¥{0) = {p(0}, ¥(0}) = {(p{0},0), ¥(0) =
ffm (p?{0), v'(0)) temos

B ()] = 0 + [, 9(0)] = |+ (0)]

v F =0+ [p.v0)] = v

A% = ¢’ :':. .
ﬁiande p,v(ﬁ) v {0} E;,V(G) € ?;M

Portanto NH?’(OHIN < vl s MﬂY’(G)ﬂN-

. Tomandoe X = min{N, NK&} e L = max{M, MKz} obtemos que:

5 EKﬂ?’(O}Eﬁ’ < [ = 1l (@] , assim as normas |} e [.J  sdo
iéequivaientes.

. Fazendo p{t)} = c{t) e v{t) = X{¢t) € I;AM, onde ¢ = c{t) £
| éuma F~geodésica féchada ndo constante e integrando os membros da

;gdesigualdade
Z p
Flhoal = Iy (ol® s 2y oo
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cobtemos
- . 2

1 ~ 1 " 1 o
1 ol ars [ lr@Pas 2 [ o) g e
g G O

< 5Lx> s{x,x>1sz,2< XX >
1,¢ 1,2

Uma consegiiénecia deste Teorema € o seguinte

24.34, Corolario:

Seja ¢ um ponto critice da funcHo energia E:AM — RY,

1
E{c} = j F{e)dt e ¢ # const.
o

Ent8o o operader auto-adiunto AC:T;AM w—— Z;AM associado
& forma do indice

FE(cI(ET) =< AKX, ¥> =<X AY>

E % da forma A_ = id + k_, onde Kk : (T;AM, boi,) - [Z;AM, 5‘11) & um
- operador compacto com relatfoc a norma |.|. onde

1 1

|X|2:J < X, X >4t + [ <V X,V X >dt.

1
o JQ & &
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4.35. Existéncia de uma Subvariedade Caracteristica associada a uma

geodésica fechada ¢ de uma métrica de Finsler F:TM — R

Antes veremosS aliguns conceitos preliminares.
Seja ¢ uma geodésica fechada de multiplicidade mz 1, de
E ﬁma métrica de Fipsler F:TM*~—%R¥, onde M € uma variedade
E ﬁiferenciével compacta, n-dimensional. -
. Denctamos por ?ZAM = o subespato de E;ﬂM de codimensio 1
;éque € ortogonal a & € T;AM.
. Da decomposic8o ortogonal do esspado tangente
| TAM = TAM & Tohu © T5AM
g;nos subespaces gerados pelos autovetores de A associados aos
?fautcvalares < 0, » 0, & = 0, respectivamente, onde
< AX, ¥ > =< X, AY > = dE(c)(X. V),
5€temos gue:

TAM = TAM S TAM ® T°°AM
L+ G o o]

;gcnﬁe ZZGAM = TiAM n T AM consiste dos Campos de Jacobi periddicos ao
fglongo de ¢ aue sHo ortogonais a &.

0 indice de ¢ e a nulidade de ¢ s8o dim TZAM e dim TZ°&M,
éérespectivamente‘

Nip assumimos agui que a nulidade de ¢ € zero, isto €, ¢
ggpode ser degenerada. A 6tbita S .c pode ser também uma
ggsubvariedade critica degenerada; pois neste pardgrafo faremos

aplicac8o da Teoria de Morse de funcBes com pouca diferenciabilidade
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;ém Variedade de Hilbert que tem somente pontos eriticos isoclados,
;éas gque podem ser degenerados.

. Usaremos o5 resultados dessa teoris para obter
;iﬁformacﬁes sobre invariantes homoldgicos de Grbitas criticas

-ﬁisoladas da fun¢8o energia de Finsler

E:AM —— R, F(ec) = J Pz(é}dt¢ AM = H1(S,M)

S‘l

. e vamos estudar a energis F em uma vizinhanga tubular de uma Orbita
: L 1 1

S ocritica 8 .c, pela agldo de 5.

| . 1 1 :

Seja u = u{§ .c}: N —— 5 o fibrado normal de c sobre

1/m

. 1 . . 1
5551¢ induzido pelo mergulho z € § ——3 Z . € AM,

2Pty = & oty = et + -5}),

f;onde mé a multiplicidade de c, ¢ 0 £ r 5 1.

Seja 7 = u @ 4" ® u° a decomposicfo do fibrade normal.
igdeterminada pela decomposic8o na fibra

. T!AM = TAM ® TAK ® T by

Considerando em M ums metrica Riemanniana < , », temos
é;que o fibrado tangente

oy e B (A™M) = B B ()
?5tem de modo natural uma estrutura Riemanniana dada por
-- XY Z =< 5y 2, + <L V'EQ V‘Y‘>ﬁ

c [

; onde < X,Y > = } < x{ty, ¥(¢) > _dt, para X, Y & TAM.

5,1
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Utilizandoe a aplicagBg exponencial da métrica < , >,
iﬁademos identificar o espaco total D = D(S1.c} de um fibrado de
g?iscos suficientemente pequencs e normais a Si‘c {gque & uma
f %izinhanCa tubvlar de Sﬁ.c} com uma vizinhan¢a tubular aberta da
?%ecﬁo Zero sg o N,

NGs usamos a aplicac8o exponencial da métrica < , >, para
i&efinirmbs a métrica de Finsler Fe a enerzia F, induzidas em D.
Para z € Si, denotamos por D a fibra de D sobre 7 &
gébservemos gue =z aglio de s’ em AM transforma as fibras Dz de modo
igéquivariante em outra fibra, istoc &, o € Si, Q.Dz = Ek‘z.
. A restricdo EIDI da energia de Finsler a Dz denotamos por
f Ez e o campo gradiente de E_ com respeito & me€trica Riemanniana

ﬂ-{ N >1 de TAM denctamos por gradﬁ;:

< gradﬁ;(c}, ?‘)1 = df;(c)Y, Ve Y&AM.

Para ©os nossos propédsitos € conveniente definir uma nova
é ﬁétrica Riemanniana em D. Seja m a muitiplicidade da geodésica
?fechada c da métrica de Finsler F:TM — R,

. Definimos em D a seguinte modificac8oc da métrica

é Riemanniana < , >, de TAM:

< xY> =g 25,v> + <% ¥ys  x.ve ray
m 4] & & 4] [}

No espaco tangente s cada X € D, a nova métrica < , }m é

iéquivaiante a4 métrica < , >1-

O indice € a nulidade de ¢ n8o sHo modificados por esta
. troca de métrica, ver([K.}].
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Denotamos por gradez o campo gradiente da enerzia de

: ?ins]er E;:Dz-——wﬂ B com respeito a < , >m.

< gradm EZ, X>m = dﬁ;(o}.X} Y¥X € ?%AM

Para X € N, onde N ¢ o fibrado normal sobre Sj, induzido

: 17
- pelo mergulho z € st —s 2V ¢ e AM,denotamos por T:N « TN o

ziéubespacg do espaCo tangente, gue € tangente & fébra.

| Utitlizande os conceitos dados anteriormente, podemos
E %ntﬁo enunciar a seguinte proposicido gue garante a existéncia de uma
E %ubvariedade caracteristica W;a associada a uma geodésica fechada ¢

? Ba métrica de Finsler F:TM ~——> R+, e de multiplicidade m2 1.

; 4.36, Proposigio (Lema de Morse Generalizado para EzzElDz)

Seja ¢ uma geodésica fechada de uma metrica de Finsler
E?F:TM-WW—A R, de nulidade £ 2 0 ¢ multiplicidade m= 1.
Seja u = u @ u ® v a decomposiclio do fibrado normal,
ffdeterminado pela decomposic8o da fibra TgAM:
TAM = T AM & T AM o 7' AM.
C o o o
A dimensBo da fibra de u” & £.
+ - & . ‘. x &
Denotemos v @ u por u , isto € u = u @ p , e denctemos
D ipor O*{ 0, 0 e 0O, as secBes nulas dos fibrados u', u , u e
* M
i, respectivamente.
Entdec, existe um homeomorfismoe iocal v de D e uma setHo
- 1 x * .
-z €S — P € {d, v} sendo P, a projeclio ortogonal
P:r Xe D & 0 m»— PXEPD
+ - 2 +

=
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fﬁal due para

(X, Y} €D @ D onde D = p & D,
* el * ¥ -

()1 = de(0)7 - M1 - PYXNE + £ (e(v), V)

; bnde g D -~— D € uma fun¢do fortemente diferenciavel! em e, & D

Ee dg(Oz} = 0, e o homeomorfismo ‘?‘iDO:DG v E?(DG) < D, (‘P|D0}(Y} =

N = ?ZQ&M, define uma subvariedade topo

=8V & ¥, YD) (0) = I,

“logica ?(ﬁh) < D, denominada subvariedade caracieritica em c.

S Prova:
A prova desta proposic8o & conseqgiiéneia imediata do Lema

Egde Morse generalizado:

2

(£, 9)(x,v) = dE(0)(X,X) + E(8(V),7) =
=< A,{0,0)%, X> + E{g(¥}, ¥}, onde (X,¥) € O, ® D,
€£Onde AZ(O,O) ¢ o operador autc-adjiunio representando diEz(Oz),
?Ereiativamente ao produto interno < . )m.
_ Escrevendo X = (X', X ) € D_® D_, temos que
< A0, 0)(x" + x7), ¥+ X> =< 4(0,0)8,% > +< A{0,0)X,X>
Usando agora a norma dada por

gxu = < 4 (0.0)X,% > - < 40,005, >
' “obtemos que
z 2

(e,.0)(x,v) = fp(0f, - ¥z - Y] + E(a(r), ¥)

+

. _ ) v
onde P2 D & D-— D, Pé(X) = E;{X’ + X} = X
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§§,37, Coroldrio:

Consideremos a8 hiplGteses da proposig8o anterior e
: suponhamos ainda que S,.c ¢ um conjunto isclado de pontes criticos.
Entdo E, = E{D, :+ D, — R tem O € D como ponto

cgritico isclade

fé.38. Invariantes homollgicos de Orbitas criticas iscladas da fungio

energia de Finsler

1
E:AM = H {8 ,M) —— R, onde E(c) = J FE{&)dt,
o

Utilizaremos nesta sec¢lo os resultados da Teoria de Morse
ééara fun¢les com pouca diferenciabilidade em Variedades de Hilbert
;éu& tém somente pontos coritices isolados, mas gue podem ser
g&egenerados.
| Estes resultados s8o para obter informagdes sobre
%invariantes homoldgicos de Orbitas c¢riticas iscladas da funcie
'zénergia de Finsler E em AM = H'(S', M).
. Consideremos em AM a acHo do érupo Si,

§'~ 0 (2) & 0(2) = 0(2) v 0 (2),

;igrupe ortogonal O(2}), mesmo gue a métrica de Finsler F:TM -~ Rr*
%éeja simétrica {(reversivel) ou nHo:
. §' & TAM ———> TAM

{z, X(t)} — (2.X)(t} = X(t+r), z = e°F, 05 r % 1.
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Seia ¢ = c{ft}) uma F-geodésica fechada de multiplicidade
%# z ] e denotemoes poT TZAM o subespaco de T;AM de codimensfo 1 gue &
fﬂortogonal a ¢ & TAM.

| Seja & decomposit8oc ortogonal dc espaco tangente
;?;hM‘ = ?ZhM B ?ZAM & ?iAM nos subespaGos gerados pelos autovetores
E-%errespondentes aos autovalores < 0, >0 e = 0, associados a0
;bperador"autoﬂadjunto A{c) onde

FE(cI X, Y = < Alc)X, ¥Y> =< X, Ale)Y > , X, Y€ TAM,
& & h

- respectivamente.

Da decomposi¢Ho acima obtemos a seguinte decomposigHo
TAM = TAM® TAM © T°°AM

.- o < < o

- bnde 7;°AM = ?iAM 3! ?ZAM consiste dos F-Campos de Jacobi ac longo de

Eé gue s8o F-ortogonais a C.

Relembremos que indl(c) = dim TiﬁM e nul{c) = dim?zQAM, e

2Qu& nfo assumiremos nul{c) = 0, isto €, ¢ pode ser degenerada.

Szja u = u(si.c):N s §' o fibrado normal de ¢ sobre

1 . . 1 1/m

0§, induzido pelo mergulho 2 € § — 2 c € AM,

17

_ ZRiT/
z " c(t) g= T

c{t} = c(t + i);

;bnde m €& a multiplicidade de ¢, e 0 € r 5 1 e observemos que a

S . - 1
" subvariedade critica § .c pode ser degenerada.

Seja v = u © g © u° a decomposicio do fibrado normal,

j determindo pela decomposigBo na fibra:

TAM = TAM® TAM @ T' AN,
o & o o
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fé usando aplicat8p exponencial podemos identificar o espaCo total
_ib = D(Sl.c) de um fibrado de discos pequencs com uma vizinhanga
_%&berta de S' ¢ N.

Seia ¢ uma F-geodésica fechada percorrida uma s6 vez ¢

i

géssumimos que para todo m= 1,2,3,..., as Orbitas criticas Si,c 580
'ééanjuntos isoladas de pontos criticos em AM,
' seja E(c") = o E{c) = K_. -
Para um m fTixado, seja n = u(Si.cm) o fibrado normal
?éobre s' induzido por
. z € S1 —_— zllm.cm € AM
:é% seja u(s§.c") = u'(si‘cm) e o' (5.°) @ ao(sj.cm) a decomposicHo

tde acordo com o sinal dos autovalores introduzides anteriormente.
1 . o
Para z € §, consideremos a fungdo
4 m 1 m -
E:(p {s.c"), ofs.c")) — (R, K},

- R © . . 1 ®m
: pode E e a restrigfo de F a fibra DZ(S .c ).

i m . 2 - . .
Em DZ(S .c } consideramos a métrica Riemanmiana < >

£ X, ¥> = m€ X, Y> +< VX V¥, X YE TAM
m G & P O o
Pelo Lema de Morse generalizado para E; o EIDZ, temos que
: hxiste um homeomorfismo local ¥ de D e uma seCBo
ze s — p e L{u", u)
igsendo P a projeclde ortogonal f;: X‘ED+ & D — P;(X} € D+ tal aue
gépara (X, V) & D, @ EL onde b .= D ® D,
: 2 2
| (g, e w)(x,1) = bp (0l - (7 - YO + E(e(1), 7)
f@onde gD - D =D & & uma func8p fortemente diferencidvel em

0, ep, e de{o) =0, g0) = 0.
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Denotemos, por Eh , @ funcdoe dada por

Eb’z:(fk’z{sz.cm), 0, {8".¢")) — (R, &)
E, () = E{a(1}, 7).

Come todas as construgles s8o feitas de modo equivariante
f%om respeito a aclBo de 5 em D{Si,cm), 0os grupos de homolozia e os
:?éﬁmeros tipicos sfdo independentes da escolha de z €5, e depotemos
_é?or bi(cm} e b?(cm} os nlmeros tipicos e os ndmeros tipicos
féinguiares da F-geodésica fechada e,

| Denotemos por E;(X,Y} a representatioc local de Eé :E{Dz
; ﬁada pelo Lema de Morse generalizado, isto €,

B = (B %) (1) = 1201 - 17 - P 0lE + B (5(1), 7).

Usando esta notac8o temos:

oM

)

dim H}([Bzgs(cm) n (g, < k)1 v {0}, Bzys(cm) n (B; < Kg)),

It

dim B ([0} (") n{E < k)] v {0}, D] (") n (5 < K)},

: onde Bzejcm) € uma bola aberta de centro na origem da fibra D, e
L . . i ,’ .
~raic & > 0 suficientemente pequenc e D z(c } @ um pegueno disco

;faberto contido em (EL)Z de mesmo centro que {Lg)z'

. 4.39, Invariantes homologicos de uma Orbita critica s'.e

_ Para determinarmos os invariantes homelégicos Hj(E,Sl.c)z
D 1 1 1

= ﬁ;([ss{si.c} n (E(s .c) < k)] v o5 .c}, BAs .c}n (B(s*.c) < £))
ifde uma 6rbits critica isolada S'.c¢ da energia de Finsler FE:AyM — R$,

féfazemms uso dos resultados da Teoria homolbgica da ac8o de grupos
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;finitos. Agora todos os invariantes homolidgicoes s8o tomados num

;éorps de caracteristica zero.

¥ O principal teorema que utilizaremos aqui € ¢ seguinte:
"Seja K um G-complexe simplicial regular com grupe &

;finita. Seja I « K um sub-complexo invariante pela ac8o de . Se 4 &

?ém corpo de caracteristica zero, ent8o os seguintes grupos:

HAK,L; )% e H(K/G, L/G; 4)

Eéﬁs isomorfos, onde f%(KgL; A)G ¢ constituido pelos elementos de

fﬂ;(KgL; A} que sfo fixados pela ac8o induzida por ¢ em homoldgia”.
Este teorema pode ser encontrado em Bredon: Introduction
‘to transformation groups, Teorema 2.4, pagina 120, ver[Br.].

Consideremos agora o invariante homoldgico
#{E. s .c)=m (1B (5. c)n(B(s".c)<K)Juo(s".c), B (5. c)n{E(s". c)<K)]
féassaciado a4 6rbita critica S'.c¢, e o invariante homoldgico
H{E, z.c} = H([B. (z.c)n(E <k}]ulz.c}, B (z.c)n(E <K})
Eéonde E;{z.c} = Ky z € 51, e

5: {(D(5".c), 0,5 .¢)) — (R, K)

1 . . . . .
Em DZ{S .c} consideremos a métrica Riemanniana < , >

& &
CXV> =a 5,v> +<v° x, vy >, X Ye TAM
5 O 8] 33
& &
‘se a multiplicidade de ¢ for m. Logo pelo Lema de Morse generalizado
;para ﬁ;, temos gue existe um homeomorfismo ¥ de D & uma secio
fz € §' — E; £ L{u*, u*), sendo }; a projeclo ortogonal
P:r Xep @ p w——> P{x) €D
z + - z +
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‘tal que para (X,¥) € D, @ D onde D_= D, @ D,

(B w}(x,v) = [p (0] - {1 - PYE + E(a(v), ¥)

H

Egnﬁe g:D —— D =D @ D é& uma funclo fortemente diferencidvel em

ii

?Qz £ D@ & dg(oz) 0, g(OZ) = . AgOTra passamos & escrever E; no
;{ugar de E_.w.
. Denotemos por ¥ e Ei os conjuntos

W= [Ba(c} n(E < K)] v {c} W = B.(cT o (E < K)
Eénde E{c) = K e por We W os conjuntos Si.ﬂ; e Sz.wz, respectiva-—
Ergézente,
_: Agora podemos esScrever o par
(w, W)= (s xw, s x #)p= ({5 = w)p . (s ~#)/p), ondeT
ééenota. o grupo de isotropia, gque atua mno {ibrado Si x H; par
g%ransfermacﬁes de recobrimento.
| Entdo A (W, %) = H{(s' = w )/, (5 » #)/.) ¢ isomorfo a
; é‘:’J_E(S’j x W, .51 x iﬁ)f, gue € constituido pelos elementos de
?{i(sixw{:, s“xw;) que s3o fixados pela ac¢8e induzida de [ em
'éﬁemciégia.
. Como T' atua trivialmente em H;(Si} nés obtemos
#(E, s'.c) = (W W) = H (5 = Wl (s« w)/p) =

1

. . 1 -~T
=H(s' xw, s« W) =8(s)en(w, ¥) c v (s) e u(Ec).

. . 1 P . . .
O invariante H (E, 5§ .c) & do tipe finito, assim como

iéﬁkiﬂjc}, isto €, B 2 de dimensHo finita e fﬁ = 0 para guase todo 4.
EEO nimero bi(Sl‘c} = dim H;(E,Si.c) ¢ chamado n@Gmero tipicoc da oOrbita
A

i@S .C.
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Agora o invariante caracteristico H?{E,c} juntamente com
iag indice X de ¢ determina H, complietamente pelo teorema do
E@eslocamento Iﬂ§k{E,c) = ﬁf(g,c).

. Este ultimo fato e a relacfo

| Hi{E,Si.c) = Hl(s‘) e Hi[WC, ﬁi)r c Hi(Si) ® H (E,c),
iﬁmfnece gue
: . ﬁi(E’Si'c) « vﬁ ® Vi * QE = ﬁimk{E’C} @ B?—lmi(ﬁ’c)
Eé portante o ndmero tipico bi(Sﬁ.c) da Grbita critica S.c e o
;ﬁﬁmerc tipico singular b?(c} = dim HT(E,C} de ¢ satisfazem a
éaesiguaidade

p.(s7.c) = 2[5 4 (c) + b7, ()],

}%,40‘ Lema:

Sejam M compacta, € b o Unice valor critico da energia de
.f?'}.'nsier: E:AM s RY no intervale [b - 8, b + 81 para algum & > 0.

: . -1 )
Suponde que ¢ nrivel £ (b} contem sgomente um numero
Fa . - . 1 1 3

cfinito de orbitas criticas i1soladas § -G 5 .CZ,P‘Q,S -C. da ac¢fo
: 1 1 1 e

~do grupo § em AM = H (S ,M). Entdo

r
H{E< b+ 8, Esb-8&) =‘§g H(E, s .c)
HE

‘Prova:
AM ¢ completo e a condic8o () de campacidade vale para a
ffungﬁo energia F pela compacidade de M. Definimos W por

, 1 - - 1 'S
W= §.W onde W = [B (c) n (E < K}J u ic}, e w = 5§ W
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%{énde Ez = EE{C} n (E < XY com ﬁ; e Wi contides na fibra D_ no ponto
f&ritica isclado ¢, e E{c) = K.

| A seguir tomamos uma vizinhant¢a tubular, suficientemente
féequeﬁa, da secBo zero no fibrade normal K da érbita Si.c,
Eﬁetermiﬂada pela decompoesicHo na f{ibra:

o TIAM = T AM ® T AN ® T AM

ié essa vizinhanGa tubular € levada difeomorficamente em alguma
;%izinhanca v de S'.c em AM, pela aplicacHo exponencial Exp de AM,

jﬁsandc para isto a exponencial de ¥. A eguac8o

r
H(Es b+8, Esb~-8 =% H(E s.c)
sl

_ié agora obtida pelas mesmas tecnicas usadas para a obtenc8o dos
. grupos criticos

r
H{fs d+ 8, fsd~58}y=% B P},
i=1

‘para uma funcfo f com pouca diferenciabilidade, satisfazendo as
‘hip6teses (1),(2),(3),(4) do Lema de Morse generalizado, onde d & o
éﬁnico valor critico em [d - &, d + &1 e P, P,, ..., P sHo os

;bontas criticos de f no nivel £ *{d).
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24ﬂ41. Desigualdades de Morse

Sejam & < b valores regulares para a func8o energia de

ﬁﬁfnsfer Elc) = j Fz(é)dt tal que o0 conjunte critico em E’iia,b}
o o

;éonsiste" de um aimero finito de érbitas* criticas isoladas
£$1*01$---351~Cr3 entfdo nGs obtemos as desigualdades de Morse em
gfermcs dos nlumeros tipicos bk(sﬁuﬁ), i = i,2,.... r, das Orbitas
;ériticas:

T
b, (A%, &) =% 5 (s'.c), onde
i=1

b (A7 A = dimH (A7 A7),

A" = {e € AM : E(e} £ b}, A" = {e € AW + Ele) 5 ay}.

A prova das desigualdades de Morse em termos dos nilmeros
Eiipicos bk(si.ci), segue as mesmas [inhas da prova das desigualdades
5 ﬁe Morse feitas para funcBes com pouca diferenciabilidade com pontos
;briticas isolados.

se E{c,) = E(c ) para 1 s i $ r, entfo vale a igualdade

i T

bk(Ab,Aa}z X bk(sg‘cj) pois E&(Ab,ha}z Y. H%(E,Si.ci).

Para © caso geral, sejam a, < a4, € ... < a_  o0s valores
5Ecriticcs da energia F em [a,bl.
. Sejam a = a e & = b, & escolhemogs € > 0 tal qgue

a4l

, I = 1,2, ...y 8 + 1,
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Ent8oc temos uma segliéneia crescente de subespacos em

a & +E a +& a

jﬁ = AM: Ateh Y .. .eh T oep 2P
alw aO aj-&&: a}-—ﬁ
Claramente, E&{ﬁ , A Y = ﬁ%[ﬁ , A }
314-8 -‘1+€ ai+£ &, =&
H{A , A ) = H{A , A ),
para i = 1,2, , 5, €

& +£ 8 +&
5

=3
Hk(A , A Y} = 0.
Todos estes espagos vetoriais s8c de dimens8o finita,

;pais vale a relacHo

&i+€ ai-E 1
Hk(A , A } = '%' %k(}s, S ,c:j)

1 o ©
blse) = 2Lb ey le) + bine y-1tey)]
k{cj) = indice (C;)* E(Cj) = a, 1= 1,2,...,8,

Como bk & funcloe gsub-aditiva ent8o0 valem as desigualdades

- de Morse.
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;4L¢z. Nimeros fipicos de uma F-geodésica periédica.

Fara teodo inteiro m »>» 0 introduzimos a aplicacio
‘iteraGBo mAM — AM, gque serd uma ferramenta importante para a

‘Teoria de Morse em AM. Um ponto ¢ em AM pode ser considerado como a

‘restriclo de uma curva periddica ¢ : R —— M com c(k + t) = c{t)
féara ke Ze te [0,1]. -
AT Y M LY
As iteradas ¢ de ¢, ¢ {t} = ci{mt),determinam pontos

: s
Pom
¢ = ¢ [{0,1] em AM.
s " - - T . . .
Nbés também referimos a ¢ come a m-ésima iterada de ¢,

R

c:. (ty = c{mt).

Agora a aplicacBo iteracdo

m 2 AM — AM & definida por m{c) = cm,
onde ¢ ¢ [0,1] — M, c"(t) = c{mt).

A aplicacBo energia de Finsler

1
EiAM ~— R, E{c} = J Fz(é)dt, satisfTaz
G

o 1 i 1
-;e*{c’“) = [ (&) at = j F(m o(s)) %9 = J F(m o(s)) ds = oPE(c),
- o o °
;isto &, a aplicac8o m € eqguivariante a mencs do fator constante "

. Além disso, m & um mergulho de Variedades de Hilbert.

: Mostremos agora qgue a derivada de m em ¢, € dada por
igdm{c}.Y{t} = ¥{mt}, para todo Y € T AM.
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Sejam ¢ € AM e VYV € ?;AM. Consideremos uma variac8g

E?:{ﬁgl} x {-g£,8} —— M, da curva c, satisfazendo V{t,0} = c(t},
: 38 vite,
Vig,s}) = Wi,s} , """””“"'é_:,;“'"s_}"z y<t35} » Y(f,O) = Y(¢t}.

Derivando m{V(t,s)) com relacsio a s temos

é'gimiv(t,s})) = é% Vimt,s) = dm{v{t,s)}. %ﬂ

fé para s = 0

. “ dm(ec}.¥{(t} = v{mt}.
Consideremos agora a variedade M com uma méirica
é ﬁiemanniana <, >,

Em AM temos a considerar as seguintes metricas

- Riemannianas < , > e < , > , onde

1

< XY > = J [{ XY > + &V A ¥ Y){:)dt
& &
o

1

< X, ¥ > nj [m?( XY > + <V XV Y)G}dt
& &
G

;fa ¥ & g conexHo Riemanniana associada 8 meirica < , >.
. Observemos que a aplicaCl8c iteragio
m (A, <, > ) —— (An, <, > )
ééé gma aplicac8e conforme, pois,
| m: AYM — m{AM)} < KM, g ~———> ¢ e para
X, ve ?;AM‘ temos que dm{c).X{t) = X(mt}, dm{c}.¥(t} = ¥{mt},

< dm{c).X{t), dm(c).Y(t) >m = < X(mt), Y{mt)} >m =
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:«. [m2< X(mt), ¥{mt} > + <7 Xmt), V Y{mt) > }df =
- Jg c” & (¢} &M f) 4

o (< xis). Y(s) >, L+ <Y xs), © ¥(s) > ) gs .
oy, ( cls) me{ §) me{s) cls) "

)

- J [mﬁ{ X(sy, ¥(s) >c{s} + g v X(s}), - Y{s) >C(S;)d8

. &{s} &{s)

jgz m < X(t), Y(t) > %

Denotemos por grad E{c) e grade{c) os gradientes da
‘energia Finsleriana
1

E(c) = J F(e)dt

&)

> de MM,
i

féom relacgBop &5 metricas Riemannianas < , >1 e <,

‘fespectivamente.

grad F(c").

i

Observemos que gradﬂE(cm)

i

A mrova de gque gra@mﬁ(cm} grad E(c"} & a seguinte:
.ji} < grad B{cm}, Y{mt) >, = df{cm).Y(mf} =

= < grad;E(cm), yimt) > = ﬂf<grad#E(c), ¥(t)>,, em virtude de #.

2y dE(c™).Vimt) = mt.dE(c).¥{t), pois:

de E(cm) £ mZE{c) temos E o m= T o E pelo diagrama comutativo

AM s AM g ey
E i | E E ] \ E
R i R E{c) s E{cm) = m?E(c)
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: Derivando ambos os membros de E o« m = To E, temos
d{Eem)(c).Y = dE(m(c)).dmic).¥ = dE(c™). ¥(mt)
;é(Tb EY(c).V = dT{E(e)).dE(c). ¥ = TodE{c).Y = m°.dE{c).¥

Logo dE{c"). ¥{mt) = m . dE{(c) . Y.

De 1} e 2) temos:

PR grad E(c), v(t) > =< grade(cm): Y(mt) > =

i

dE(c”).¥(mt) = m dE(c).¥ = m'< gradi(c), y(t) > =

ii

< gradi(c"}), Y(at) >

Logo gradmﬁ(cm} = gradfi{c").

Dos resultados obtidos anteriormente temos o seguinte

S lema:

? 4.43. Lema:
. gradE e tangente a m(AM) < AM e

gradm(E(cm)) = dmic).gradE(c) = gradiE{(c").

0s nimeros tipicos bk(si.c} da orbita S .c podem ser
?gchamados_de nimeros tipicos da correspondente geodésica fechada.

Seja ¢ uma F~geodésica fechada em AM, o fato principal
Eque consideraremos agora € o estudo da segléncia bk(Sl.cm) dos
;nﬁmeres tipicos assoclados as jiteradas ¢ de ¢, com a hipdtese de
?que todas as oOrbitas § .c sBo subvariedades criticas isoladas pela

: 1
- ac80 do grupo 5.
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fo oo - . k1] s . N
Como as seqiiéncias ind{c”) dos indices das iteradas ¢
;ga foram estudadas, agora passaremos a considerar as seqiHéncias
0 m n T N - . - . W
;ék{c } dos ntmeros tipicos singulares associados #&s iteradas ¢,

f@ara obtermos estimativas de bk(sl.cm).

4.44. Teorema:

Seja ¢ uma F-geodeésica fechada em AM tal que a Orbita

I w . . PR 4
‘critica S5 .¢ & wma subvariedade critica isolada € gue

fhuf(c} = nu}(cm} para algum inieiro poslitive m.

Entio bz{c} = bz(cm) para todo k.

. Prova:

: , . 1 i
Consideremos uma vizinhan¢a tubular 9:5?.%C da Orbits
f?Si.c, gue € um fibrade de discos normais, de modo gue a a¢8o de st

fgem AM transforma cada fibra de modo equivariante em outra fibra.

1 ) ,
O espato normal Xc de S .c € o espaGoe tangente a fibra

. 1 1 . .
FB em c e .3 = D o Para «© € §. Como § atua por isometrias,
- ‘ent#o podemos tomar P como a imagem difeormorfa de uma vizinhanCa
Pty

Eftubular, suficientemente pequena, da se¢do nula no fibrado normal &

ffde st ¢ pela aplicacBo exponencial em AM.

A fibra de ¥ em «. ¢ &

5

» - - 5 @
?&.cﬁM = T&.CAM'Q T&tCAM'@ 7&,chM

o]

conde T3° AM = Tg AM O Tp AM . e T, AM & o subespaco de T, AM

+ - -

f de codimensdo 1 gque & ortogonal a o, ¢ €T, CAM e Q;°CAM é

-+

S constituido pelos Campos de Jacobi ao longo de «.¢c e ortogonais a

'{m.c~
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Consideremos agora o fibrado normal ¥ de »n% em AM com
respeito a métrica < , )%.

A aplicacido exponencial exp de AM com respeito a AM,
leva uma vizinhanga da seCHo zeroc em ¥ difeormorficamente em uma
vizinhanca de m® em AM.

A imagem pela exponencial exp de uma conveniente
vizinhanca da sec8o zero em ﬂﬂm@c sera um disco ﬁcm contendo m@ﬂ
como uma subvariedade.

Para isto observemos também que a aplicac8o iteracgiio

m: (AM, < >1) —s {AM, < , )’m)

€ uma aplicac8o conforme.

Se B n tem side escolhido pegueno, ﬂm = 5.2 . & um

o C

. . v . . i " .
fitrade diferencifvel de discos normais sobre S .c¢ com respeito a

. métrica < , > e <com respeito a métrica < , > e além disso

m 13

o en = 5.9 .
.

A diferencial dm{c)} transforma © espaco nulo Kernei
A, onde CE(X,¥) =< 4 .X,¥ > = < X,A.Y > e E = E|T,
R L c 1 o 1 o o
i Cinjetivamente e pela nossa hipOtese sobre as nulidades, isomorfica-
.Efmente sobre o espa¢o nulo Kernel 4 , onde
FE (X, ¥)=€A X, V> =<X, A V> .

m hic} 1 133 1

c ¢ C
Atém disso, ¢° um ponto critico isolado de £ (m®

2§pois S'.c e §.c” s¥o orbitas criticas isolados.
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Agora a energia E em D L e a subvariedade ﬁ@c <P

m kit
Do [ fod I
;éatisfazem as hipdteses do lema 4.33, entdc obtemos gue
g(g ")y = #(g {m_, c"}.
B m <
¢ ¢
Por outre lado HD(EEmimﬁc,cm) = H”(E]@c,c), pois
{@:%C -~ m B, & um difeormorfismo e E(c™) = w°E(X) para todo c. E o
fieorama estd demonstrado.
[

. 4.45. Corolério:

S5¢ja ¢ uma F-geodeésica fechada em AM, e suponhamos gue

' ‘todas as &rbitas criticas § .¢° sfo isoladas. Entlo bz{cm) &

~uniformente limitada, ou seja, b:{cm) < B para todo k, m e para uma
certa constante B.
Além disso, existe um nimero ko tal gque b:(cm) = 0

ifpara tede kK » kb e todo m.

" Prova:

Sendo ¢ uma F-geodésica fechada em AM, entHo existe

Ti

' uma seqiiéncia de inteiros positivos Mgy My ..y M, COW 8 = 2,

i dim M= n + 1, e para cada inteirc 1 £ j £ s existe uma seqiiéncia

festritamente crescente {qji, I = 1,2,...} de inteiros positivoes tal
;que os coniuntos Nj = {quji, I = 1,2,‘..} formam uma partic8o de
: m q. . m.

W =N~ {0} e nui{c ) = nui{c '}, 1 2 j 5 5 e portanto os

-: " T - . .
nilidades de ¢, m 2z 1, possuem somente um nimero finito de valores,.
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Segue do Teorema anterior que o0s nlmeros tipicos
. ar M9 or M
‘singulares b {c } e bk(c } s#o igvais para cada j, 1 £ i s s,

1w,
Agora tomemos B = max{b:(c N, 155 2 s},

Portanto b:(cm) s B, para todo k, m.

asgora nds podemos provar o lema gue serd de
f:fundamentai importidncia e decisivo para provarmos o Teoarema de
f ?romoffwMeyer para uma métrica de Finsler F:TM —— R ,onde M ¢ uma
f.%ariedade diferenciavel compacta de dimens8c n e simplesmente

. ‘conexa.

ﬁf4.46. Lema:

Seja ¢ uma F-geodesica fechada em AM e suponhamos gue
;Etodas as iteradas <, m = 1,2,..., d¥%0 origem a Orbitas criticas
; Eisoladas Si.cm. Sejam B e ko as constantes obtidas no c¢orolario
fzganterior de modo que bz{cm) £ B para guaisquer k,m e b:(cm} = {} para
| ;k » ko e m= 1,2,3,... .

Entfc os nimeros tipicos bk(Sl.cm} sH0 uniformemente
limitados por 4B. Além dissc, dado k » k, + 1, o nimero de orbitas
criticas S .c¢" tais que bk(si.um} # 0 & limitado por uma constante C

gue ndo depende de k.



i+

b {s'. ™Y = 2£b° RO (™)

N
. J £ 4B,
k-nic) x-A{c )-1

Em primeiro lugar suponhamos gue a segiénecia dos
gindices das iteradas A"} = ind{c™) = 0 para m = 1,2,3,... . Entédo
géela desigualdade que velaciona o8 nimercs tipicos e os tipicos
;%ingularés )

b (s.¢") = 2[5 , (") + B, ()],

; énde » = 2(c"), temos aue:
| b (s'.c") = 0, para k > k_+ 1.
Suponhamos agora que o indice de alguma iterada de ¢
;£seja diferente de zerc & seja m >0 o menor inteirc tal gue
5£In&(cm°) > 0.
. Ent8o nds podemos obter uma estimativa paré o nlmero
;;ﬁe arbitas criticas §°.¢™ satisfazendo

b° (") + ° (c™ 2 0.

k-ind{c") k-ind(e™)-1
agora b, (c”) = 0 quando k > k_ ou k < 0.
A estimativa gue estamos procurandoc € eguivalente a
.f estimar o nlmero de orbitas criticas S .c” gque satisfazem a
: desigualdade:
0 <k -1~k % ind(c") <k, istoé,

k - ind{c") < ke k- ind(c”} - 1 % k_.

Ent3c existem constantes « > 0 ¢ B 2 0, tais gue,

+ B T
Y 2 ind{c %) + sx - B.
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Para s > g temos:
f; I H%+S i
k-1 - ka < indc 0) + s& - B s ind{c } = k= kc + ind{c 4’) + 1
ke + 1 + B

Logo o < 8 < s

. e e 1 ,
Portanto o nimero de érbitas § .c¢", satisfazendo
. " k_+1+B
0 <k -1~k £ ind(c") £k & limitado pels comstante ¢ = ——— + 1,
=
Obs. 1) Uma outra maneira para encontrar esta

Eéstimativa para ¢ numero de Orbitas s'.c" satisfazendo

. k + B+ 1
O <k -1~k =< ind(c") < k, é tomar s > *3M~E-m—w
fﬁntﬁo temos gue a desigualdade

m +s m
ind{c Y 2 ind(c 7} + s« - B,
g.passa a ser

m ks m m
ind{c Yz oind{c 7y + 8% - B> fndlc T} + k¥ 1.

De 0 <k~ 1~k = ind{c") £ k¥ temos

m +3 I
k - ind{c ® )} <& - indlc ®) - kK~ 120,
Logo
° m°+s ° m0+8
b m+s (e )= b m*s (c ) = 0.
k-ind(c ¢ ) k—ind{c 3
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Fortanto

, M8 kc + B + 1
bk(s .C Y = 0, para 8§ B e

o
: Entdo © nimero de Orbitas criticas S .e” satisfazen~
do bk(si.cm) # 0 € limitado por

ka + 1 + B

¢ =~ + 1.

Cbs. 2} Se no lema saniterior assumirmos que todas as
.: 53 - . . .
fe me= 1,2,3,..., s8¢0 nBo-~degeneradas, ent8o este lema ¢ trivial, e

Cdisto é conseqléncia da férmula:

m +s m
ind{c ° Yy 2 ind(c °) + s« - B, onde « > 0 e g 20,

;fquando ind(c<™) » 0 para algum m, 2 1, & neste caso b:(cm) = 0, para
;?todo me k » 0, onde

. b:(cm) = dim H:(E o e")

Neste ponto agora n8o ha mais dificuidade para
§?obtermos o Teorema de Gromoll-~Meyer.

Para formularmos o Teorema de Gromoli-Meyer nés
f.{denatamos por hipétese GM a seguinte propriedade na segiéncia {bkﬁM}
; Edos nimeros de Betti da Variedade AM = Hi(Si, M) cujos coeficiesntes
; de homoleogia s8oc tomados num corpo de caracteristica zero, e

h bkhM = gim H%{AM):

Hipbtese GM: 'Se {bkAN} dencta o k~ésimo nimero de

Betti de AM, ent8o existe uma seqgiiéncia kn'ﬂﬂ e tal gue bKAM - @,
n
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_Mi4?. Teorema de Gromoll-Meyer:

Seja (M ,F) uma Variedade de Finsler compacta
féimplesmente conexa € suponhamos que a hipSiese GM € satisfeita.
{Entﬁe M admite infinitas geodésicas fechadas nfoc-constantes

- {geometricamente distintas).

S Prova:
Suponhamos due exista um nimero finito de geodésicas
i fechadas nHo-constantes e geometricamente distintas. Ent3eo nds

o

3 3
1 Z

j podemos escolher geodésicas fechadas ¢ chen € de modo gue
5jqua1quer geodésica fechada ndo-constante em AM pertence a alguma
. L 1 m .

©brbita critica § ey 1= 1,2, ..o., T.

. . . ;o 1 m .

Comeo as Orbitas, criticas § LCa 1o 1,2y ..., r sHo
L t 3 . e s

- isoladas, A contem somente um nimero finito dessas oOrbitas para
. - gqualquer b, onde

1
A = {c e AM : E(c) 8 b} e E(c) = J Fz(é)dt.

O
) .. 1 . .
Sendo os nimeros tipicos bk(S .c?) uniformente limita-
. ~ 1 m
dos pars cada i = 1,2, ..., r, tomamos B = max bx(S ,ci)‘

P,k,m

Para cada geodésica Techada c, s escoihemos constantes
k; e Ci, de modo que 08 nimerns tipicos singulares bz(c?) gatisfacam

Ei(c?} = 0 para kK > k; e m= 1,2,3, ... e gue o nlmero de Orbitas
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criticas s".c’;‘ (i fixado) tais que bk(s"‘.cf) # 0 & limitado por C

‘guando k > ki + 1.

Bt . b T
Sejam k = max k. e C=Y% O .
o O io1 i

Agora para gqualguer k » ka + 1, a constante £ € um
giimite superior para o nimero de O6rbitas criticas Si.cT satisfazendo
;: :. 1 m
E ¢k{s 'Li)"¢ 0, -
Sejam & < b valores regulares do funcional energia

1
E:AM —~——> R, E(c) x{ F{e)de
J
]

. . . -1 : . .
“ e cujo conjunto critico em E [a,b] consiste de um nlUmerc finito de

S . L. 1 1 1 .
©arbitas criticas S -Cys ) 2C s s T apOs uma reordena¢ic dos

é}indices. EFnt8o 1nods temos as desigualdades de Merse, em termos dos

I .. PR P 1 .
i nUmeros tipicos das Orbitas criticas £ sC., 1% 1,2, +.., 58I

£
b 1
b, (A ,A%) gi;i b(s.c) . ssr

onde b (87.4%) = dim H_(A°,A%) e b(s.c)=dimnH(ES .c)

Para k > ko + 1, temos gue.

5 ~ »
b (84"} =T b (s .c) s c.B
i=1 :
Considerando em AM = HJ(Si, M} os funcionais

1
E{c) mJ F(e)dt e B(c) :j L &8 >dt

¢ g
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:§§ée < + > ¢ a metrica Kiemanianna de M, temos qgue existe uma
;pbnstante K» 0 tal gque El(c) 2 K&{c).

. Seja & » 0, suficientemente pequenc, de modo que
Eﬁ = %“1(0} seja um retrato por deformacdo de %"1£0,6]. Usando a
;éesiguaidade E{c} 2 K&{¢), temos gue

¥ Mec Eo,k87 ¢ € 0,8

;é pertanto M @ um retrato por deformaglo de Bﬁ1{0,ﬁ5}.

: Zeja  a »0, suficientemente pegueno, satisfazendo
.j:EQ < g < miin{E(ci)} u {&&}.

Logo b {A",A%) = b (A", M).
Sendo M de dimens8o finita =z, um argumento na
égseqﬁéncia exata de homolozia do par (A°,A°) mostra que bk(ﬂb,M} =
;E%ﬂﬁb} para quase todo k., Para ver isto, basta tomar k¥ > n + 1 na
;;Seqﬁéncia exata
' o B (%) > A (%) s B (A7) s B () ——

Agora escolhemos b suficientemente grande de modo que
Eftodas as geodésicas ¢ com

1

b (s.c") 20 e

L . - =
Cestejam contidas em AT,

Entio bk(ﬁ‘i,A") =0 e bk”(Ad,Ah) = 0 para todos os

" valores regulares d = b, e além disso bk(ﬁaﬁb) =0e b, (8A) =0,

k41

e para isto usar a segiéncia exata de homologia do terno de espacgos
4 b

(A, A7, A7)

d d ,b b d d b
— B (KA = H (AT AT = B (AA) — B (AAY) — B (8087
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)
Portanto bk(A}z bk(A 3, onde A = AM, o que se
fobtem da seqiuéneia exata do par (A,Ab):
- b b b
> H AT H?(A ) > H (A) - H (A AT} —
Combinando astas conclusfes com aguela das

‘desigualdades de Morse obtemos b {A} £ C.B, para quase tode k, o que

‘contradiz a hipStese do Teorema.

-

beservagao: Ver no préxime parfgrafo 4.48 gue os nimeros de Betti
?Z%{A) 8o finitos gquande o corpo de coeficientes de homologia & de
?ﬁcaracteristica zerc e M & compacta, simplesmente conexa, de dimensdo

cn 2z 2 e sem bordo.

;?4,48. Agora passamos a descrever algumas propriedades referentes
aos nimeros de  Betfs bk(A) e condi¢Bes topoldgicas para gue
verifigue a hipdétese (GM) do Teorema de Gramoll-Mever, onde
A= AM = Ha{sj,M}g conforme estsd em [G.M.21.

12} Seja (M, <,>} uma Variedade Riemanniana

5f simplesmente conexa, compacta, de dimensB8o p 2 2 e sem borde. Entéo

o espaco AM € conexo e o tipo de homotopia de A = AM depende
somente do tipo de homotopia de M,

De fato, a inclusfo de A = AM no espacgo Co(si, M) de
tadas as aplicacdes continuas L M, com a topologia
compacto-aberta € uma equivaléncia homotSpica. 0s nlmeros de Bettf
bk(ﬁ) gd0 finitos guande o corpo dos coeficientes de homologia € de
caragteristica zero. {ver por exemplo [%;J.E-])f
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2%} Suponhamos sempre gue O corpo dos coeficientes de
ﬁémologia 2 de caracteristica zero. Observemos gue & propriedade da
sgqﬁéncia do nudmercs de Bettl bk(A} ser limitada ou ndo, ¢ um
i@variante homotopico de M. Exemplos:

_ : i}y Seja G um grupo de Lie simpiesmente conexo e
;gmmpacto entdo A = G x Qe Hi(AYy = H(G) © fﬁ(ﬁﬂ), onde @ & o
Eéspaco dg laCos de M com ponio base fixado. )
K Como Hﬁ(Q*) é uma Aalgebra polinomial com nimero de
;éeradares igual a posto{d), temos gue bk{A} e ilimitade se, e s6 se,
5§ssto (Gy 2 2, isto &, G # Sp(l} = 5.

'. Quando M tem o tipo de homotopia de um tal grupo &G, a
Eﬁipétese (GM) é valida.

5; i7) Para a esfera § a cohomologia de A = AM & dada
f écr Fiamy = £(sN) e H*(Q*), ¥ =5, se né impar.

5 O anel Hﬂ(ﬁx) €& bem conhecido:

dim ﬁﬁ{ﬁx} = 1, para k =0 {(mod{a~1}} e

;5ﬁ#(9*) = 0, ne caso contrario.
{ b (A)
b (#)

- de Betti bk(A) ¢ satisfeita qguando uma das seguintes propriedades @

No caso de esferas de dimens8c par tem~se

H

(AY = b (A} = 1, para i =2 1

b (2i-13{n-1i%1

(2i-13{n~1}

3, no caso contrario.

i1

i1i} De um modo geral, a hipdOtese {GM) para os numeros

- satisfeifa:
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&) O menor inteiro ke > 0 com
bk (M} # O & impar e bk (#) =2 2.
@ <5

b} EE(M} & um produto tensorial de pelc menos duas
Algebras polinomiais truncadas e possivelmente Algebras exteriores,

Casos especiais de a}l e b) 58 as variedades com a
cohomologia de um produto de esferas ou espagoes projetivos,

ivy Alguns exemplos de Varieda&és M simplesmente
conexas e compactas, cuja segUénciag Jde nlmercs de Beiti bk(A) é
limitads s8oc as gue tem o tipe de homotopia de um espacge simétrico
é?de posto 1 {em particular as esferas), e portante nflc se aplica o
é éTeorema de Gromoli-Meyer.
Denotemos por ((Hﬂw a hipGtese (GM} no casc em gue o©
;Ecorpo de caracteristica zero dos coeficientes de homologia € o corpo
Eg@ dos nifimeros racionais.
Sullivap e Vigué [V.S85.,] d8o uma completa caracteri-
%izacﬁb das variedades M para as qguais a hipftese {GM}m & satisfeita:
"Seja M variedade diferencidvel compacta, simplesmente
%;00nexa de dimens8o n. A hipOtese (GM) estd satisfeita se, e =88 se,
5;@ anel! de cohomologia raciconal H*{M}Q} n&c é um anel polinomial

- truncado.
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APENDICE

FUNGCOES FORTEMENTE DIFERENCIAVE (S

Sejam £, I espacos de Banach, 3 < E um aberto e

F:r— F.
P -
Definigan: f & fortemente diferenciivel enm X, € & se §
. & diferenciivel em X, €& fungso ?(%,y) = fix) - Fly) - f’fxa}{xﬂy}

satisfaz:

;(ﬁ,y} = 0

Lim ]{f_”ﬂ[

Wy o X
S

Em outras palavras, f & fortemente diferenciivel em x
o

se, e sh se, ela & diferencifvel em XD e para ¥ > 0, existe & > O

tal que ri{x} = F{x} - f{xg} - f’(xﬂ)(x - xﬂ) & lipschitziana com

constanie & npuma bola aberta ﬁé(x } de centro x[ & raio &, Em
] 3

particular, f & lipschitziana com constante uf’{xa}ﬂ + £ em ﬁé(xgi,

Observemos gue se § & diferencisvel em todo um aberto
.. 0 que contem MQ, entFo F & fortemente diferenciivel no ponto xa se,

¢ somente se, a aplicagio derivada

Flro D el - FE, F)
Ei & gontinua em X .
P o

: PR __— . . .
sssim, ge §f & O em uma vizinhanga de x&, ent¥o f &

fartemente diferencidvel em xﬂ
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0 conceito de diferenciabilidade forte & mais fraco
gque o conceito de fumgio de classe ﬁi, mas suficiente para
dempnstrar o Teorema da fungdio inversa.

Fung@ies Tortemente diferencidvels. em um ponto com
derivada inversivel no popnto, sio localmente inversiveis. Neste caso
a diferenciabilidade forte £ exigida somente em un ponto.

Demonstremos por complete este fato seguindo fiteraimente a

demonstrag®o clissica do Teorema da fung@o inversa.

Teorema {da fuhggm inversal.

Seja F 1 {1~ [F continua ¢ fortemente diferenciidvel em
x& & 3. Se f’(xa} & um isomorfismo existe uma vizinhanga aberta
RE < (1 de xa tal que f & homeowmorfismo de % s&bre fFUU) = ¢, ¥V aberto
em [F, P e W & fortemente diferencidvel em f(xhj e

U7 ) = 1

Demonstiracacs: Podemos obviamente supor xﬂ = 0, fF{0) = 0, E = [ &,

gompundo § com {j”(ﬁ)]ﬁi? supor f{0) = fﬁs

Seja & » 0 suficientementie pegqueno de tal wodo gue

4
=
e’
i

. A 1
flx} - x seja lipschitziana com constante & < — em ﬁé(O}‘

Seja vy & ﬁé {0} fixado e definimos ¢ : ﬁmﬁ{a} —s £,

S i k:

i

wo- r{x).
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Y

._2}

4}

6}

7}

- e . ) 2
{i}(b‘fﬁgé{ﬁ)) ol Lzéiﬁ). De fato, se “ml[ € e &5,

3
GO < o + frea] £ 2=+ e 2= 5 < - 5.

P . , g e S : g
¢; ; ,,3255 {Q)}) o %ﬁ {0} & uma cmxtrw:,,%aa De fato,
3

[$G) - pa)] = [rto) - rla)] £ = [x - =|.

FUB_((0)) o B (0).
3 3
De fato, dado y com Jyf = m%m & por 2} existe (um ¢nice)
X & B (0] tal que Plxy = ¥, isto &, f(x) = y.
3

G - ] = 170 -9y #7000 - vyl =

B =y o+ el - oleN)) 2 Qe - u] - frix) - ()]

- vl

P

ponde U = & ,(0) f"‘{:gé(m), V = &,(0) temos ent¥o aue fiU — V

&

3 3 3

& um homeomorfismo,

De 4) temos uf“i(y) -yl % 2y - fO)] = ey ] £ 26y} pertanto

j'”i & diferencidvel em 0 e (F7hoyy = 1

E

, e N L ¥
Temos entZTo §F 1 ) o :82{5(6} — ﬁé(f}} e §F 3{3{0) iy fﬁzé(f})‘

P ———

5 B ] 3
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Escrevemos

4 o o -3 A - -
slwy = F {w) - w. Queremos mostirar “a(ua} b(wi}“ b 2bﬂwi wzn,
S&i% = B {0}, { = 1,2, Temos entZo:

3

P W)Y = FT 0 - fﬂiha} = w ~ [w + slw)] = -s{w),

&
fst)-stu | $ et @) = r U E el ) ) | $

4 Ewﬂwi - wzﬂ (v&?& 41).

RO . .
Portanto § & fortemenie diferenciivel em 0.
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