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INTRODUÇ1l.O 

O conceito de tipo de holomorfia e entre dois espaços de 

Banach complexos E e F e a topologia localmente convexa natural 

bw& no espaço ;f(8 (U,F) de aplieaç5es holomorfas de tipo e de um 

aberto UC: E em F foram. i:J.troduzidos e estudados inicialmente por 

Leopoldo Nachbin em 11Topology on Spaces of Holomorphic Mapping" 

[ 7 J .Trabalhos recentes de Gupta [ 2] e lfachbin & Gupta [ 3 J 

têm mostrado interesse no estudo de funções de tipo de holomor

fia em questões relativas a Convolução, Operadores Diferenciais 

Parciais, Transformadas de Fourier,. Transformadas de Borel ·e 

Distribuiçcres em dllnensão infinita. 

Motivado por tais trabalhos Dineen [ 4] descreveu e estudou 

vários espaços vetoriais topológicos de funções holomórficas • 

Introduziu os particulares o(-tipo, cC-(3-·tipo e o(-"(j- '{-tipo 

de holomorfia G com a finalidade de a·bter proprietlades em um es

paço Hs_e (E) de funções em E. 

Matos & Nachbin [ 6 J tratando de funções Sil va-holomorfas 

entre ~~paços localmente convexos complexos definiram tipo de 

Silva-holomorfia e e obtiveram resultados a respeito de Trans

formadas de Borel e Teorema9 de Ualgrange para Operadores de 
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convolução, 

O objetivo deste trabalho é obter resultados análogos aos 

obtidos por Dineen em f 4 J usando resul tad.os eii'I: ( 6 J para funções 

Sil va-holoraorfas em U:..."'l espaço localmente convexo complexo E. 

No capítulo I são estabelecidos os preliminares, ·introdu-

zindo-se as notações e" recordando os conceitos de tipo. de Silva-

holomorfia e em E e. funç<les definidas 8'11 E com tipo de Silva-ho-

lo rfia e em um ponto ~de E. 

!!o capítulo II é introduzido um novo tipo de Silva-holomor-

fia e que é chamado de o( -tipo, O espaço Hse (E) e a topologia 

. 
Tse são definidos", a família de seminorr..'las _que define tal topo-

logia ~ caracterizada e most·rado' que o espaço (H88 (E),T
86

) é 

completo. 

No capítulo III é estudada a topologia bornolóeica associa-

da à topologia Tse. :€ feito 'aillda o estudo de como se compara:;n 

os espaços (H38 (E),T86 ) e (~ 39 (E), ~ 6 ) , no caso geral e no 

caso particular do tipo corrente • 

No cap~tulo IV é definido cC- (3 -tipo de Silva-hol.omorfia e 

e caracterizado o espaç9 dual do espaço (Hse (E), T38 ) com o uso 

da Transformada de Borel. 

No capítulo V trata-se de Operadores Diferenciais Parciais 
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no espaço de Séries de· Potênici.as Formais. Mostra-8e que o espaç.o 

de tais operadores na realidade é um espaço de polinômios homo

gêneos de tipo limitado em E*. Mostra-se ainda que as soluções 

para tais operadores podem ser aproxiMadas por soluções es9eci-

ais. 
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~smro 

Seja E um_ espaço localmente convexo complexo. Em um subes

paço H89 (E) do espaço das fih~ç~es em E que s~o Silva-holomorfas 

e de tipo de Silva-hoiomorfia e em E foram obtidos alg~s resul

tados relativos a Transformadas de Borel e Operadores Diferenci

ais Parciais, quando se considera condições mais restritivas no 

conceito de tipo de Silva-holomorfia. 
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C!lP1TULO I 

PRELIMINARES 

No que se segue, lN denota o conjunto dos números inteiros 

não negativos, ~o conjunto dos números complexos e E um espace 

localmente convexo complexo separado. Usando a terminologia e .as 

notaçi'l'es introduzidas em[. 6 ]e [ 91, (5\ denota a coleção de to-

dos os subconjuntos de E que são limitados, fechados, convexos e 

equilibrados. Para cada BE.G3E , E:s- denota o subespaço de E ge-

rado por B" e no:rmado pelo funcional de Hinkowski dete:rrninado por 

B. Assim, se xEoEB, llxlln=inf(f>o; xEfB\. Para cada mé IN, 

()> b (mE) indica o espaço vetorial de todo E> os polindml.os m-ho-

mogêneós de E emctque são limitados sobre os subconjuntos lirli-

tados de E. Em 6\(mE) consideramos a topologia localmente con-

vexa definida pelas seminormae: 

1\Plln,= sup(jP(x)\; xecB\, para cada Br;_CS)E 

G?b(E) indica a soma diret~ dos espaços C?b(mE) 

• 

com mG:.:IN. 

ófs(E) indica o espaço vetorial de to.das as aplicaçf5es de E .em 

Q. que são Silva-holomorfas e:n todos os pontos de E. Pera cada 

fES(8 (E), e 's~E, a série. de Taylor de f ao redor de ~ é 

f(x) = LJJ mf( ~ )(x- ~) , 

m=o 



-2-

para todo xE E e o correspondente dfferencial de ordeni. mt.]T é 

fmf( ~)e.G\<mE). Usaremos tmnbé;n, como em[l] ef8J, as nota

çffes: (?(mE) com mETI!, (?(E) e J{(E) para os espaços vetori-

ais 1 !'espectivamente, dos polinômios m-homogêneos con·tínuos de 

E em ([ , dos polin6mios contínuous de E em <[ e das funçi'Ses ho-

• lomorfas de E e.m <l. • E denota o espaço dos funcionais lineares 

continuas de E ~m· ([ e E*= CYbC1 E). Estaremos chamando de com

pacto estrito .aos subconjuntos X de E tais que existe B E. G3E e 

"' K 4 comj>acto em EB • Denotaremos por jo{~(E) o conjunto o.e tod0s 

os compactos estritos de E que são convexos e equilibrados e por 

c; o conjunto de todas as sequê.ncias de números reais ctue con-

vcrgern para zero no infinito. 

(l.Ol) Definição : Um tipo de S-holomorfia e de E em ([ é,, 

ver [ 6 ] , uma sequência de espaços localmente convexos complexos 

(j)b9 (mE) mellf, a topologia de cada iS)b9 (mE) definida por uma 

:fa'llilia de seminormas P---> 1\l'lle,B , com B E. GJE , denotada ·por 

re,~ . Esta seQuência deve satisfazer es condições seguintes; 

l) Para cada m E. IN, G\e (mE) C. IS\ (mE) como espaço vetorial. 

2) G\e (0 E), \S\ (0 E): C[ como. espaço vetorial topolóc;J.co. 

3) Existe <56~ 1, tal que para cada BeG)~ , PE(í) be(mE), 
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,..n {.) n 
xE EB, n(;:JN com n<:-m temos cl P(x)EI:l-be< E) e 

~ [JPJie,D • 

(1.02) ~emplos : Podemos verificar, a partir das defini-
' 
' 

ções dadaS em[ 6 ] que as seguintes sequências de espaços cons-

tituem exemplos de tipos de S-holomorfia. 

a) Para cada m (;: JN, G\e<mE) = 6\<mE). Este tipo é chamado 

tipo corrente. 

b) Para cada m E.lN, G\0 <mE) = Qbe(mE)-. Este tipo é chama

do tipo compacto. 

r.> m n rn c) Para cada m "- J:{, '-Ybe< E)= \.YbN( E). J~ste tipo é chama-

do tipo nuclear. 

(1.03) Pro:eosiç1!9. : A aplicação inclus~.o @bEJ(mE)--3-G\<mE) 

para cada mE )}f , é contínua e IJPIJB ,; (J~JJrfi 8 ,B para todo 

Be:@E e ·pE(y~ 0 (mE). 

Demonstração : ( ver [ 6] ) • 
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(1.04) Definição : Uma função f E ;t{J3 (E) diz-se de tipo de 

S-holomorfia e em X G. E . se . . 
1) ~m Q m ó f(x) G be< E), para todo mE. ]f. 

2) Para cada BE.<S:\p, existem constantes "1 >,. o e c 2 )-o 

tais que 

11
1 r mf(xlll ,:; m todo mE IN. 

. m 6,B c1c2 • para 

Uma função. f diz-se de tipo de S-holomorfia 9 em E se f 

~ de tipo de S-ho1omorfia 9 em todo ponto XEE. }( 89 (E) deno-

-
ta o conjunto de todas tais funções. 

(lo05) Dt~:finiç~ f Sejam K C E um compacto estrito e 

B E.. ED:s com ~ compacto em·~· Uma seminorma p em 1-{ 39 .(1~) diz-

se portada por K e B se para todo é'JO existe c( f.)) o 

p(f) ~c( E.) r_f.rn~~K li ~,J'"r(x)\[e,B para toda 

m-=o 

fcô-{ 88 (E). bwe denota a topologia locnl«cente convexa em 

1-{
6 

(E) gerada por tais seminormas. Quundo e é o tlpo co:r·rcn-~ 

te de· S-holornorfia denotamos bwe por bws. (ver [ 6] ), 
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CAP:fTULO li 

oC-TIFO 1lli §-HOLOMO!l~'~ !( Q. ]i§D\ÇO (H38 (E), T88 ) 

Nêste capítulo é introduzido um novo tipo de S-holorr,orfia 

e que é chamado de cC-tipo. O espaço H56!E) e a topologia T58 

são definidas e estudadas suas propriedades. Caracteriza-se a 

família de eemiilórmaa que define a topologia r
39 

e_mostra-se 

que (H39 (E),T58 ) é completo. 

(2.01) ~niçã!?_ : Um cC-tipo de S-holon10.rfia é um tipo 

de S-holomorfia que satisfaz as condições: 

1) ( <S\e<mE). re,0) e Ge só depend8m da estrutura de 

espaço vetorial topológico de E e portanto nilo dependem da par

ticular familia de -seminormas que _define a topologia dé E. 

2) Se ~ e B2 E G) E e se c > O são tais que c~ c B2 , 

então cmi/Pile,Bl ~ jjPIIe,B
2 

para todo PEQbG(mE) e p!;J.ra 

todo mE. lN. 

(2.02) ]0:e!)1J2loa : :tl: fácil ve-rificar (v,, r [ 6] ) que os exem

plos citados em a), b)ec) de (1.02) são exemplos de· o('-·oipo de 



S-holomorfia. 

(2.02) Defin~Q~O : Seja e um cC-tipo de S-holomorfia. 

H39 (E) é o conjunto de tôd&s as funções em E q_ue satisfazem as 

seguintes condições: 

1 l f E. ó{3CEl 

2) Para todo m E. lN, J mf(o) <:;: CYw (mE} 

~ 

3) Para todo K E. I{ 
8

(E) e todo B G~E com K compacto em 

EB existe E.-, O tal q_ue 

f ~~~~Jmf(o)ll 
m= o 

eK c.B <m • , + c 

A seguir damos d~s outras condiç~ea e~uivalente à condi-

ção 3) da definição anterior. 

(2.04) Pr'2J'ps;.ção : Seja e um c(-tipo de S-holo:oorfia. 

,...,..m í.l m d f(o) E. \J bG ( E) para todo mE JYT. Então 

são equivalentes-l 

~ 

2) Para todo K E k e (E), todo B E \'bE tal q_ue K é compacto 

em EB e ta da ( c;: 11 )~ G. c; temos: 

-6-. 
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~ 

3) Para todo K~ ):,(
9

(E), todo B<=Q3E tal que K é compacto 

em ErJ e ( o('n)~ E. C ,i temo e: 

. ~·~1 "'" m ,I rl/m 
m::~ iii; 6 f(o1 e,K+ c{mB (O, 

A 

l?§.monstraçi'to : Sejam KE. j,(
8

(E), B<O(BE com K compacto em 

<ro· 

para um certo E.> o. Seja n
0 

EC JliT tru que c(ni, E. se n).., n
0

• 

Temos que K + o('nB C K + é B para n ~ n0 e portanto 

+ f' ~~~!Jnf(o)Jie,K-1-o(nB ~ 
n=n

0 

n -1 A· 

~nf;.oll~\dnf(o)//e,K+c(nB + 



+ < co , 

o que prova que 1) implica 2). Para provar que 2) acarreta 3), 

"' tomemos KE j,(e(E), BE ('j)E com K compacto em EB, (o(nl;;"E c-r e 
o 

-para n E. n; (3n=cn com C) O, Temos que cKE. F\e·(E) e 

c+ 
E. o Seja B <:\)')E tal que cK é compacto em EB • 

. Por 2) 

f_~~~\~ nf(o) Jf e,cKT(3~/no(nB < _00 • 

n=o 

-8-

Como 9 é um o{'-tipo e como ( (Jnll/n[K+ o(,_B J = cK+(3~/no('nB temos 

rt·JJ~\ Jnf(o) /l9,K+ «nB =JI~! S n:f(o) lle,cK+ (3~/n oCnB • Logo 

Então 

isto é~ 

C pnJJg\gnf(o)Jie,K+d'nB <co 
U=O , 

ll.m aup 
U-700 

lim sup ~~~! fnf(o) JW~+cCnB ~l/c , com c arbi-
n---> co 

trário,. -como K é compacto em EB fica demonstrada a condição 3) .. 

A demonstração de que 3) implica 1) é feita por absu1:doo Supon_,_"la'TIOS 



-" 
que existam K.;)p(

6
(E) e BE:Ci)E com K compacto em EB etais que 

para todo E.> O 

t_ /[~~6nf(o) lle,K+i'-B = oo. 
n= o 

Então limsup ~~~~ gnf(o) ~~~~~ + 
n~oo · ' 

B }1 .e podemos _esconher n
1 
~ IN 

' 

11
1 -" 111/n1 

tal que ii 1 <Í "':Lf(o) e K.+ B 
1· , 

ij 1/2 • Como também 

limsup [j~ .. Jn:f(o)[[~:~ + (l/Z)B ij 1, escolhemos n 2 E lN tal que 
n_,oo 

e 
11

1 "n lll/n2 
n

2
( Ó 2f(o) e,K+(1/2)B ~ l/2. Por ·indução tome-

mos tal que 
1\

l "'n 111/nk 
~~ J k:f(o) 9, K + (1/k)B (l/2 • 

Definimos, para. n E:. IN", c(n_ ~ 
f 1 para n " "J. 

L 1/k para nk_1 <. n "'nk 

Temos que (o(; ) 00 E c+ e limsup 11 1 , ~nf(o) 1[ 1 /n >, l/2. 
no o n-~oo n. 9,K+ o{, B 

n 

Logo a condição 3) não está satisfeita. Assim fica provado que 

3) implica 1). 

(2.05) ~~finiç~ ' Uma seminorma p em n89 (E) é se-portad~ · 
.A 

por KE K 0 (E) e n.:o<BE com K compacto em gB' se para cada cÍ>O, 

existe c( J)) O tal que 

P( f) So_ c(Ó) r lln!! '(nf(O) li . (' f<'fT (P) . o e, K + o B , ç ·se ~ • 
n::.o 

-9-
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(2,06) Definição : A topologia T58 em H58 (E) é aquela ge

se· 
rada por todas as seminormas ,,portadas por algum elemento de 

-. 
j,{ e (E) e outro de C5) E' 

Se e é o tipo de S-holo:r:',orf'ia corrente, denotamos por 

Hs(E) e por b o.u se , respectivamente o espaço Hse (B) e a topo

logia T89 • Esta ·topologia foi introduzida em [ 9} , 

(2.07) Proposição : Se :{E H58 (E), então a série de Taylor 

de f no ponto o converge para :f em ( H88 (E),T38 ), . 

~ 

Demonstração : Seja p uma seminorma se-portada por KE. Ke (E) 

e B E 6:) E .Então, para cada E:) o, existe c( E.) > O tal C[Ue 

p( f - f= 
U= O 

l A . . OJ 11 1 ~ . 11 n' J nf(o) ) ~c( é) L , n' Ó nf(o) e K<- <_ B' 
· --n~J+l · ' 

Como f E H88 (E), o segundo membro da desigualdade tende a zero 

com j tendendo a zero, portanto também o primeiro :nembro , o 

QUe demonstra a proposição~ 

A proposiçtto seguinte caracteriza a topologia T
39 

~ 

(2.08) Proposição : A topologia T88 em H58 (E) é gerQda por 

tôdas as seminormas da forma : 
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00 

~~~!Jnf(o) l\e,K+~B p(f) - L: 
l1 = o 

" onde K E j\e(E)' BE:G)E com K compacto emEBe(OÇ)~E c+ o· 

A 
Demonetraç1!9. : Pela proposição (2,04) para cada KE P( 6 (E), 

< oo , qualquer f E H30 (E). 

Que p asSim definida é ·wna seminorma é fácil verificar; provare~ __ 

.mos que esta é contínua em (H39 (E),T89 ). Dado E.> O, seja n
0

c; JJIT 

tal que 

seja f >,-1 tal que d,l .f-1 " E. e tomemos J = f -1 • Temos 

Ó (K+ c("nB),. cÍK+ o(, f-1 1JC K+EB • Logo para n = O,l, ... ,n
0

-1 

temos K + c('nB c c)-1 (K+ f. B) e 

11 ;, Jnf(o) lle K+c/B 
. ' n 

• 

Tomando c( E.) = sup { Ó-i; i= 0,1, ••• ,n
0
-1 } 'temos 

p(:f)::: r 11!! z~(o) lle,K+ o',B {,c( E) r~~~\ Jnf(o) lle,K+EB 
n::o n::::o 

Logo p é 89-portada por K e B. 

Para te:rm.inal" a demonstração mostraremos que télda seminorma 

contínua em (H39 (E);T39 ) é majorada por uma seminorma do tipo 
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dado no enunciado. Seja p1 uma aeminorma em H38 (E), que é se-· 

portada por K e B e para um E. > O seja c ( E.. ) > O tal que 

00 

I: E.B 
n== o 

seja k,n (E_) o menos inteiro positivo tal que 

Como a sequ~ncia (k,n( E..))~ é limitada, temos que 

. limsup km (E. ) 1/n ~. 1 • Seja n1 inteiro positivo tal que 
n __,. oo 

kn(l )1 /n. ~ 2 t d P · d ~ J h t 1 ~ para o o n >, n
1

'"" o r ~n uçuo eaco . emos n
8 

a que 

n
8 

"7 n
9

_ 1 e 1tn(l/s)1 in ~ 2 para. todo n >,. n
5

• Definimos, para ca-

da n G. Til, 1 para n <. n
2 

ol'n - e 

1/a para 

Então ( o(n) 00
0 

E. 0
0
+ e kn( ~"'n)l/n !.. 2 ara n > n Ass1· <.,.;<.,_y ~ p / 1. . :u 

En·tão 

pl(f)~Pl< E 
n= o 

• 

00 

c I::: 
n= o 
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~ 

para tOda fE.H39 (E),com 2KEO f\. 8 (E), 2B G CS)E ,2K compacto em 

E2B e ( o('n)~ G ct, ·o que termina a demonstração. 

Dada uma se'<J.uência (Pm )~ com Pm E. <:S\e (mE), obtemos 

00 
algumas .condições equivalentes para que L Pm seja a série 

de Taylor,ao redor da origem 9 de uma função em H
86

(E). Para is-

. to estudaremos inicialmente o caso corrente. 

(2,09) Proposiçüo : Seja PmE G\e<mE) para todo mE JN. As 

seguintes condições 
00 

são equivalentes: 

1) l pm é a série de Taylor na origem de uma fE 1-fs(E) 
n= o 

A 

2) Para cada K E \\,(E), cada B E: G3 E com K compacto em EB e 

~ 

3) Para cada KE l\
8 

(E), cada B G <SjE com K compacto em EB e 

(-r)OOr c+ '-"( n o. c o 

00 

temos L //Pmlf K+ c/: B (oo • 
n: o Dl: 

/' 

4) Para cada KG'p(e(E), cada BE.Gj E com K compacto em l<iB 
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existe E. > O tal que 

00 

L J/Pm // K+ E.B < 00 • 

m::o 

Demonstração ! Como o tipo corrente é um o( -tipo de S-holo-

morfia, vê se pela proposição (2.04), que 2),3)e4) são equiva-

lentes; restando. provar que 1) e 4) são equivalentes. Sejam 

KE: \{,(E), B E G:>E com K compacto· em EB e ( o('n):;o E C~. Suponha

ao 
mos que L Pm . é a série de Taylor no zero de uma f E}f3 (E). 

m:::.o 

.A 

com f > O arbitraria. Temos que f' K E K e (E) e f' B E (b E com 

f K compacto em E J'JJ' Seja V uma vizinha:1ça de f K em E j'B onde 

f é limitada. Escolhendo m0 E IN tal que j'K+f""n/l C V param >,-m0 

t.omos /IPm 11 KT a<mB ~ :m sup{ lt(x)l; xE. j'K+ .foimB] para 

limsup JJ P Jr l/m _ ~ ( 1 Como J' >O é e<rbitr<Írio, . m/K+'-"B'f'' . 
m --'>'OO m · 

temos limsup 
m--.oo 

//Pmll?/!'ot:B '='O, o que prova que l) implica 4). 
m . 
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Seja, agora, B E (i) E. e para cada XE EB tomemos 

..-'.. -'\ 

[x}E }\e(E),a envoltoria convexa equilibrada do conjunto{x}. 

Temos que Kx é compacto em EB e por 4-) existe <C> O tal que 

K + E.B <CO • Logo 
X 

l e então, 

co 
ver r 61 ' L pm é a expansão em série de Taylor na origem de 

m=o 

uma função fB ~EB---> ~ que é holomorfa, no sentido da topolo-

gia de E
13 

, no interior de Kx+ é..B e portanto em x. Como 

. Co:oo E= U /EB ;_ B E G3 B l , pela unicidade da série de Taylor 

co 
pod·emos garantir que "L_ Pm é a série de Taylor,na origem, de 

m==o 

uma fWlção f:E--;. <C tal q_ue f/EB E if<En) para todo B E G3 E 

isto é, de uma fEJf8 CE). 

(2.11) Corolário : H8 (E) 

todo tipo de S-holom.orfia. Por outro lado, como o ti-po corrente 

é um o( -tipo , se :f E 'te s (E) temos q_ue 
00 l " L n; d nf(o) é a série 

r:t = o 

de Taylor de t ao redor do zero e portanto~ pela proposição 
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~ 

anterior, dados K E ){ e (E) e B E <3 E com K compacto em EB' exi-

te €. > O tal que 

f. I\~! ~m:f(o) \\K+ t:B L. 00 • 

m-=..o 

(2,11) Corolário : Seja PmE:(S) be(mE) param E Yi. Ent1lo as 

seguintes condiçcres são equivalentes: 

co 
1) Lpm é a série de Taylor de um elemento f E Hse(E). 

m:::o 

A 

2) Para cada K E J:\e (E) , cada BE:I\) E com K compacto em EB 

e (a(: ) 00 Ec+ temos __ lim IIP 11~/~+ -rn= O 
n o o m-;:.oo m. v,.1-'" .....,m 

/\ 

3) Para cada Ke P(e(E) , d B'o " · t -, ca a ~""' E com " compac o em "B 

CC r= < co • 
m=o 

A 

4) Para· cada KE f< 8 (E) , cada BE (2,E com K compacto em EB 

00 
existe E_ > O tal q_ue y- IIP 11 < oo L__ m g ,K+ E. B ' 

m=o 

Demonstração : Para cada cf-tipo de S-holomorfia 9, existe 

<r e '?-1 tal que , para cada mE JN, li Pm li B ~ ()~ li Pm li e,B • 
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Suponhruuos ~ue 2) seja verdadeira. Dados com 

~ 

K compacto em EB, e (o(n)~ E C~ ternos ~ue if
9

Ke: 'r\ 8 (E), 69BEG3E 

com cs-
6

K compacto em E B' Temos por 2) ~ue 
lle 

<oo. 

Então 

m :::-o in=:. o 

Logo a condição 2) da proposição (2.09) está satisfeita e portan-

to a condição 1) da mesma proposição está Gatisfeita. Assim 

' 00 L Pm é a série de Taylor no zero de um elemento f de 1f;J(E). 

m=o 

A definição (2.03) e a proposição (2.04) completam a demonstração. 

(2,12) Proposição H88 (E) com a topolo5ia T88 é completo. 

Demonstração: Seja (fee )o('E:A uma rede de Cauchy em 

(1189 (E);T39 ). Para cada mE IN, a aplicação 

Hse(E) --~ 9be<mE) 

f bmf(o) 

~ 

é linear e contínua. Então ( Ómf.,(o))o(EA é uma rede de Cao.chy no 
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espaço completo ( G\e<mE); re.~). Para cada mE: lll, denotaremos 

-por Pm o Hmi te de ( Ó m~o) )oCEA. Seja B E. G3, com K 
~ 

compacto em EB e ( oCn)~ E. C;j. Dado E> O escolhemos (3o E. A tal que 

se temos 

Logo 

M 

C li ! p -m• m • 
~ E. • 

m= o 

Em particular 

M 

~I: 
m.::.o 

li 1 -"m li . E. < 
iii•. Ó f(3o (o) e,K+~B + ' 

< Q) 

Logo 

(oo, 

Pela proposição (2 .04) temos que 
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ro 
f= r 

m=o 

Por outro lado, como 

M 

L: 
m=o 

para todo M e ll e todo" (3 2 ~ po temos que 

1 -" 1"1· - iii• d mf(o) G K+ c,CB 
. ' m 

para (3 2 ~{)o" Logo a rede (f~ )~EA converge para f na topo

logia TSG • 
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CAPITULO III 

A TOPOLOGIA BORNOLClGICA Ml§OCIADA! (H39 (E),T38 ) 

Dois problemas são tratados neste capítulo. O primeiro é 

o estudo da topologia bornol6gica t
59 

associe"da ao espaço 

(H
58 

(E) ,T59 ). Caracteriza-se a família de seminormas q_ue define' 

esta topologia e da-se condição para q_ue o espaço (u88 (E),t80 ) 

seja completo. O segundo problema é a relação entre os espaços 

(H88 CE),T58 ) e <'&í89 (E);l:,w
8
). No caso geral de um «-tipo de 

S-holomorfia, mostra-se que o primeiro espaço está contido con-

tin118l11ente no segundo. No caso particular do tipo corrente de 

., - - .. 
S-holomorfia,.demonstra-se que aqueles espaços sao algebrica e 

topologicamente iguais. 

(3.01) Definiç!lo : tse é a mais fina topologia localmente 

convexa em H
38

(E) que possue os mesmos conjuntos limitado que 

(3.02) Proposição : Se f E H58 (E), ent1io a sério de Taylor 

de f no ponto zero converge para f em (H30 (E),t89 ). 

,A 

Demonstração : Seja"ll KE r{
9

(E)t BE. ~E com K compacto em 
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00 
1\ 1 ~m j[ p(f)= L iiit Ó f(o) G,K;-o(mB 

m=o 

Para o< E.. < 1/2 podernos escolhe:c rn.
0

G: n.r tal que para m .?- m
0 

k ro 111 ~ Ir ' jn_ro_l't:::=kll·m],! í_mf(oll[_n,K,,...mB p(2 L Di! 6 mf(o) I e,K+ c<í),B ) ., 2K o ~ r""" 
m=c k 

<D L E.m -
m=k 

• Esta última quontida-

de tende a zero com k tenden(lo ao infinito. Logo a sequência 

uma seminorma q em -1130 (E) que é t 89-contínua, existe r.T > O 

tal que 

q(2k f= ~~ g"'.f(o)) ~ M 

m= k 

para todo k E JN. Logo 

( k ,f?- 1 ( m_, ( ) ) q_ 2 L_ ÍÜl d .L o 
m= k 

converge para zero com k convergindo pc:,rH inf:Ln:i. to. Como 

-k-1 /\ ro ,... 
''\" :l: f mf(o)+ \"! d '":r(o) L-- m' o L- mt . 
m:=o' m=k· 

f= 

temos que 
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k-1 ~ 

q( f - r~\ Jmf(o)) 
m:::o 

converge para zero com k convergindo para infinito. Isto conclui 

a demonstração. 

(3.03) Proposição _:Seja p uma seminor.na contínua em 

= o para toda função 

Re;nonst_Fação. : Sejam c> O e f E H30 (E). Para todo mE TI!, 

· mA n ...... 
temos que ;., ,\mf(o) E \Y'be(mE) • Seja KE )\e(E), B E (DE com 

• 

K compacto em EB e (d'"'):;' E c;. Pela proposição(2,04) temos q_ue 

ll cm~m .\11/m 
lim m• d "f(o) 0 K+ot' B 

m-co · ' m 

Então ( p( é una sequência limitado. ecr IR. 

Seja M '·O tal q_ue P ( l 'i mf(o)) <. M para. todo 
m1 ° -..; m · . c 

rn E. nr. 

Logo lim sup(l, z-mf(o))l/m ~)o. Como c> O é arbit1',1rio 
m--Pro m, c 

temos que lim p(!, b mf(o))l/m o= o. 
m-voo m. 
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(3.04) Color~rio : Sejam p uma seminorma continua em 

00 A 

(H39 (E),t39 J e f= L i~ Ómf(o) E H39 (E). Então 
m.=. o 

00 
1 

A L p( iü! Ó mf(o)) < oo. 
m= o 

(3.05) Proposição : A topologia em G?ba(mE) induzida por 

T39 coincide com a topologia gerada por r e,~ em (?be (mE). 

Demonstraç!tQ. : Para cada B<õG)E , a aplicação 

A 

em lR que associa a cada função f o real \\ ~~ 6 :nf(o) I[ e,B é 

uma seminorma continua em (H38 (E),T38 ). Logo T39 induz em 

(y\e<niE) uma topologia mais fina que a topologia definida 

por í'e, G3 , Por outro lado, dados K ~ {o i , ( <>t,;l;;' definida 

por oC "'1 e o( = O para. todo n * m, temos que m n 

Logo Tse induz em Qb9(mE) uma topologia menos fina que a topo-

logia definida por í'e Gl • 
' . 

(3.06) Corol~rio : A topologia t 39 Induz em G=i,0 (mE) uma 
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topologia mais fina ou igual a topologia definida por r e, G'l • 

(,,07) PI'Op~s~1~ : Seja p uma seminorma em H39 (E) com ae 

seguintes propriedades: 

1) Para cada m E Jll!, p restrita a G\9 (mE) . é contínua para 

a topologia induzida por t
39 

em G(be(mE), 

2) Se f= f à\ bmf(o) E H39 (E), então 
. m '=o 

00 A 

L p(~\ J mf(o)) < 00 • 

m::.o 

Então 
-- 00 1-"'m 

Pl(f)=J:P<in~Ó f(o)) def'j.ne _uma seminorma contínua 

m== o 

Demonstração : Como t
38 

é uma topologia bornológica, pa-

ra provar que p
1 

é seminonna contínua é suficien-te mostrar que 

para_cada conjunto limitado JE. em (1Is9 (E),t39 ) temas que 

sup \ p~ (f) ; f<: X j < oo • Pela condição 1) da hipótese, para 

cada me IN, 

Suponhamos que sup i pl (f) ; f' E- 'X\ ;;: co. Entr!o, para. cada m.OE. rn 
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sup fC p(~~ Õ m:r(o)) ; f E X 'l~m 
m= m

0 

rcscolhemos :r1 E JE: e m1 Eõ. lN tais que 

e 

Por indução tomemos :fk<õ JE: e "'k <; nr t<>is que 

1 

Definimos 

para mlc-l ( m ~~ 

~ 

A sequência (~Sm)~ é limitada em (H86 (E),T59 ). Sejam KE ).( 8 (E), 

" <D 
com K compacto em EB' ( o(n)o E C~ e c> O. Temos qne 

A 

cK E \<e (E), cK compacto em EB • Ent\'!.o 

"' sup{L ;nEnr}<ro 
m= o 

Como e é um eC-tipo temos 

sup{ r= O c"' li ª\~mgn(o) lle,K+o(mB; nEclill \ ( oo 

Em particular 
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;mE:IN\ <ro 

Logo 

: o • 

(2.11) temos que 

ro "' 
g = L~~ Õm~>m(o) E HseCE) • 

ffi=O 

Pela definição de 1>m temos que 

. 
co· l ""'m 

P1 (g)= L P<ro., b gm(o)) = oo 
m= o · 

. 
Este fato contradiz a condição 2). Logo sup \ p

1 
(f) ; f E:)()(oo 

e p1 é seminorma contínua em (R59 (E),t59 ). 

(3.08) Proposi:;ão. : A topologia t 36 em Hse (E) é gera-

da por tôdas as semi normas p em Hse (E) c_tue satisfazem as seguin-

tes .condições: 

1) 
00 1 "m 

p(f)=L.::P<m~Ó f(o)) parat<lda feHse(E). 
m:.::: o 

'-' m 2) Para cada mcJN, p restrita a. V'be( E) é contínua para 
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Demonstração ' Pela proposição(3.07) tOdas tais seminormas 

são contínuas para a topologia tse· Seja q uma seminorma em 

H89 (E) que é t 38-eontínua. Pelo corolário (3.04) temos que, 

00 1 ..... m L q(iii~ Íl f(o)) <.co para tOda f E H88 (E). 

m-:: o 

Como q é t 88-co.ntínua, q restrita em G\e (mE) é contínua em 

( i'Çi,9 <mE),t89 ) •. Logo as condições 1) e 2) da proposição (3.07) 

estão verificadas e 

pl (f):= r q(~ 1 Ómf(o)) , f E. HSEl(E) 
m~o 

define =a seminorma contínua em .. <Hse (E), t 8e). Pela proposição 

(2 .07) a série de Taylor no ponto zero de uma função f<; H39 (E) 

converge para f na topologia Tse • Logo q(f) ~ p1 (f). Assim,. 

t6da seminorma contínua em (H38 (E),t38 ) é dominada por uma 

seminorma que satisfaz as condições l) e 2). 

induzem a mesma topologia em todos os conjuntos limitados àe 
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Demonstração ' Como t 36 m mais fina que T36 , é suficiente 

mostrar que se (f.,c ) .l.'GA é uma rede em H86 (E) que é T86-limi-

tada e T
39

-convergente para zero, então é uma rede t
39

-conver-

gente para zero. Suponhamos que isto não ocorra. Sejam p uma 

seminorma da forma descri ta na proposição (3.08), (f., )o( E A, uma 

subrede cofin.al e. E >- O tai" que 

para o<'EA' • 

Coma lim f<><'= o em (H36 (E),T36 ), para cada m E. lli, 
o(' E A' 

l ~ m 
lim p(- 1 ó fct:' (o))= o. 
~'EA' m. -~ 

Para cada k €. ·!.m , encolhemos 

tais que 

Definimos 

Então 

e 
-

(ii) L p(~, ~ mfk(o)) >/ E;2 
mk-l(m~ mk· 

co 
g, L ~! Jm~(o) .E- H88 (E) e 

m=o 

(k ~2) 
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00 · 1 _.,..m 
p(g): L p(iii: <Í ;;,Co))= oo 

m := o 

o ~ue é uma contradição. 

(3.10) Corolário : (H30 (E),t39 ) e (H39 (E),T80 ) têm os mes-

moa conjunto compactos. 

Demonstras-~ ~ Como t 59 .é mais fina que T39 , os conjuntos 

t 39-compactos s!:to também Tsg-compactos. Seja 
> 

K C H59 (E) um con-

junto compacto pela topologia T30 • Como K é limi.tado, pela pro-

-
posição anterior os espaços (K,t59 ) e (K,T88 ) são topologicamen-

-te isomorfos.Concluimos que K é ts 9 -compacto~ 

·!;êm os mesmos compactos estritos pois possuem o~ mesmos conjun-

tos limitadas. 

(3,12) Proposição : Seja 0 um o( -tl.po de S-holomorfia. Se 

Pm E 8,6 (mE) para todo mE m e se para cada serü:1oma p em H89 (E) 

00 
que é t 88-contínua temos L p(Pm) < _ oo , então 

m::: o 

00 

L ''m 01se (~) • 
m .:= o 
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pemonstraç1!o : Pela proposição (2.08) a topologia T89 em 

H
39 

(E) é gerada pelas seminormas da forma 

00 

11 1 "n /I p{f) =L ii~ ó f(o) e,K+ «nB 
n=o 

~ 

onde K E ),{e (E) , B ( ~ com K compacto em EB e ( dn);;" E C~, 

Como t
36 

é uma topologia mais fina <J.lle T38 , uma tal seminorma é 

contínua para t 38 • Temos então q_ue 

ro 
Lp(Pm) < oo • 

m:::: o 

Porém , para cada m E nr, 

Logo 00 

L IIPm/le,K+ot,;;_B < 00 

m:::o 

e pelo corolário (2,11) temos 

00 L Pm E llse (E) • 
m=. o 

(3.13) PE?pos.i_çfto : o. espaço (H86 (E),t56 ) é completo se, e 

somente se, para cada m GTII, ( (Yb8 ( E),tSG). é comp1E;to. 

I 
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seja ( f.,.)"' E A uma rede de Cauchy em (H se (E), t 39 ). Para cada 
r . 

m c:;Tif, (Ómf.,.(o)).CEA ~uma rede de Cauchy em (l$)b8 (mE)·0t 89 ). 

1m Seja Pm = lim o f o~: (o) • Dado t )0, seja a.-;; E A tal que 
«.EA 

se <=><1 , o(2 ?cç{, então 

Em particular 

para cada k <S TI'!. Tomando o limite desta soma finita para 

o( 
1 

E A, com c(
1 

;>,- <::{ 
0 

e mantendo cf
2 

fixado. temos 

Então 

00 r 
) p(lómf0(

0
(o))+E..<.oo. m: 

Pela proposiç1lo (3.12) temos 

Como 



temos que 

para oe
2 ):; e('0 • En tê!o 

.00 

L p(!, ~ mf(o) 
m:::-o • 

lim fot: ~ f 
dE. A 

em 

Reciprocamente, snponhamos que (H88 (E),t88 ) seja com::_:>leto. 

Sendo CVwCmE),t89 ) , para cada m E:frr, um subespaço fechado de 

um espaço completo, é completo. 
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(3.14) Proposiç1);Q. ; O espaço (Hse/1;:), t 88 ) é ctuasi-completo. 

limitado, Sejam fE. 

Tgg-convergente parrt f. Pela proposição (3.09), (f"" ~cA é 

t 36-convergente para f. Loeo ~ é 1'
39

-fecha.do no e::rpaço co~-

pleto (H~ 9 (E),T 89 ). Assim X é •r39-completo e nova-:Jente pela 

proposição (3.09) concluímos QUe X ó t 89-completo. 



(3.16) Proposição : A topologia tse induz em G\8 (mE) , 

para cada m E. m, ~~_,_topologia borD;ológica associada à topologia 

usual em Wbe (mE). 

Demon~1tração : Seja ba topologia bornológica associada a 

·topologia usual em GJb9 (mE). se- Pm é U.'Tla seminorma G-eontínua 

em ~e (mE), p(f) = Pm (~, 'â mf'(o)) define uma sm:ünorma em 

Hse (E) q_ue é linii tada nos limitados de (Hse (E) ,.r39 ). Assim, se 

X é um _subconjunto limitado de (H89 (B),T39 ), temos q_ue 

{~ 1 d mf(o);f(j(1é limitado em <tYte(mE), q,,i\:;,) e, portanto, 

Pm é limitada neste conjunto. Logo p é t 38-contínua em H89 (E) 

e Prn é contínua pela topologia induz:l.cla por t 89 em H8G(E). Por 

outro lado se q é semino rma t 39 -contínua em HS@ On, en-tf.!o q é 

limitada sobre os limitados ãe ~ 6 (m1!;). Logo q restrita ao es

lJaço ~e (mE) é b -con:t:rnua. Isto conclui a demonstraçê.o .. 
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(3&17) Q.bs0.rvrrçtio ; Bxistem espaços mctrlzáveis que não s~~-o 

distingtlidos (ver[ 5 ]p.435). bln wn tL'.l cspa,~o Ql..UJ ... ndo 

' munitlo da topologta (3(E ,E) não é bornológ:ico _;-.r;.as é CO!i1_,tüeto~ 

Temos pois um exemplo em que ~( 1 -E) con a torologia u:sual não é 

bornológico. Concluimos, com a pro :0osição a't Lerj.o r, ou<2 existem 

espaços onde t 36 n?io induz 8m ~-8 (mE) a topologia uDun.l. 
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(3.18) J:rovosiç§!:o : · Seja 9 um d'-tipo de S-holomorfia. 

Então (H39 (E),T39 )C (1{ 39 (E),l;,_,
9 

) continuamente. 

Demonstração : Como H39 (E) C 1{'
3

(E), para provar que 

H39 (E) C 1-{39 (E) é suficiente provar CiUe toda fE. H39 (E) é de 

tipo de S-holomorfia 9 em todo ponto x E E. 

Sejam x E. E, E.> O e E E. \SJE • Denotemos por X E. a enYol tó-

ria convexa fechada do conjunto (1+ t.) <SiJx • Seja B
0

E G3E 'tal 

que B
0 

:JB e B
0 

:J X .• Tomemos f> O tal que 

00 

r 
m= o 

JJ~, ~ mf(o) 11 e x -t . . ~ < w. 

lim sup 1\~, g'"f(o) 
ill-9-aJ . --

{,1 

e então existe c> O tal que 

para .todo me.. JN. Hotem.os que para todo k,m G JJJ~ com k ~!TI, temos 

k! f=[~ \l~:~mf(o) 
m:::k 



pois como (l+ E.) GêxGo Xf.+ f B0 temos llx llx +I'J' .{,1/(Hé) (f6 • 
' E. o 

Agora, como 

Portanto 

co 

L 
m=:k 

l'B C X c.+ _flB0 , temos o. 

- k f: 
-? m= k /I 

/' k l "' m 11· · Ó <;;;\ b f(o)Xx) e,Bo <"' 

Logo 

"' L 
m:::k 

11 
Ak 1 -"m I/ 6 <;n\ 6 f(o))(x) e,Bo 1.. 00 

Como B é arbitrário temos que a série 

f_ ~k<l, gmf(o)Xx) 
m=k · 

-35-
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converge absolutamente em ~e (kE). Como este espaço é completo 

o seu limite existe. Por outro lado, (ver [ 6} ), pontualmente 

Logo 

dkf(o)(t)= f:~k(~!Óill.t(o))(x)(t) para tE. E. 

m=k 

~k n k cÍ f(x) ~ \Y"be ( E). 

Além disso, pelos resultados acima, temos 

00 
~ (1/ ?k) L ()~ c(l+ Ej2)m(l/(1+ E.) \Jàlm-k = 

m~ k 

=2 c (1-'TE.)(J.+ E/2)k d IN E.. para to o k E. • 

Portanto f é de tipo e em x. 

Para provar que a inclus3.o é. contínua é suficiente mostrar 

~ 

q_ue toda seminorma em ((Í-(8", b ) portada por KE. V (E) e 
\:1 v.)e '\e 

BE. 8E também é Se-portada. Dados p seminorma em lr~ se, porta-
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~ 

da por K.; \.(
9

(E) e B E.03E com K compacto em EB e E. ':>0, seja 

c ( E. ) > O tal que 

oo m 
p(:f) ~c( E)) E. 

m~o 

f =:sup(llx 11 2K+ 2 é.B ; x.;.K\. Com estas notaç5es temos que se 

x~K, x G.l/2(2K+ 2 E_B) e assim 5' 41/2. V8.1!1os provar que 

para toda :f~ H39 (E). Se 

então está demonstrado. Suponhamos que este não é o cs.sog Temos 

(ver [ 6 ] ) 

OJ 

II ;J.K _,. k 
Ó f(x>lle,2K+ 2 u ~ m~o<T~~~~! !mf(ol//e,2K+2 t:BIIxff2i{~2f:B ~ 

OJ ~ 

f: L //!! ómt(o) J/ e, v ~m-k • 
m"::.. o 

Logo 

00 11 A 'I ,.--- E:.m sup f;, Ó rnf(x) /e B 
L__ x~K · ' m: o = · 



~ 

~ 

-

Como 

temos 

lle,2E.B 

00 

sup 1\~. zmf(o) lre,2K+ 2 o r= (l/2)m 
XE K • m: o 

f. (1/d f_ ~~~~ ~mf(o) [I m-k 
e, v f 

k" o m= k 
<~ 

t //~! ~mf(o) 1\e,v m 
? 

m:::- o 

oo (1/2)m -2l'm+1//1 L 1: - 2 r iii! 
m::::o 

-- ~-

2 ym+l 
c · sup { (1/2)m -

I • 2-> , 

m 

L <112r >k 
k= o 

mf(o) \\e, v 

mE.nr\<oo, 

p(f) ~c( U c C ~~~! 6mf(o) 1\G,V 
m=o . 

o que completa a demonstração. 

~ 

--

no caso do· tipo corrente podemos :fornecer um resultado· 

melhor. 

(3.19) Prono.sição : 

algébrica e topológi.ca:nente. 

-38-
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Demonstração ' Pelo corolário (2.11) temos que 

H3(E)C 1{3(E). Pela proposição anterior temos que 

(1{3 (E), bwS ) continuamente. Resta provar 

que toda seminorma CJ.Ue .! b'"ee -contfnua é também 6"'3 -cont!nua. 

~ 

Sejam K<: ~(E), BE<:i'\E com.K compacto em EB e ( <:<n)~E. c;. 
Def!nimos 

p(f)c: E_ ~~~! ~mf(o) /JK+ 
m= o 

para toda fE 1f3 (E). Seja V uma vizinhança de K em EB e eeco-

lhemo e E. >O tal CJ.Ue 

1 
)K+ zE.BC v. 

Se escolhel"Dlos ainda m
0 

E. JN 

teremos Então, para f>O e 

m ~ m
0 

temos 

- sup \ 1 J f(>- x) 
2TTi Àm+l 

1~\:f 

supt !r<xl/; xE 
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Escolhendo .PO tal que temos; 

1 ). Para m '~"mo, 

sup j lr(x) I ;x EV \ 

2) Para m-:=;O,l, •.• ,m
0
-l, 

onde 91 é escolhido tal que ~l (K+ o(mB) C V para 

Logo , tomando c_ ( V ) 
OJ L g-i temos 

i=m - o 

p(f) = f_ 11~~ 
m= cf 

para toda f€ 1fs (E). 
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CAPITULO IV 

o[_ (3- TIPOS DE S-HOLOMORFIA E TRANSFORMADAS DE BOREL 

Neste capitulo é estudada a transformada de Borel de ele-

mentes do dual de (H89 (E), t 59 ). Para êste fim é introduzido um 

novo tipó de S-holomorfia que é chamado de um o('_ (3-tipo. O 

resultado principal do capítulo é a caracterização do espaço 

' (H
59

(E),T
59

) com o uso de transformada de Borel. 

(4.01) Definiç1!2_ 1 Um c(-tipo de S-holomorfia e _é dito ser 

um o<- (3-tipo de S-holomorfia se satisfaz as seguintes condições: 

1) Para todo mEIN, (S)b9 (mE) .. =:JQb-N(mE) e para todo BE.QE 

[[Pm [le,B ~ [IPm li N,B . qualquer que seja Pm QbN(mE) • 

2) Para todo m E lN, Qbf(mE) é denso em ( \S)b9 (mE), ~,&>). 

Observação: Pela condição 1) da definição anterior conclui-

mos que (H
8
N(E), TsNl C (H89 (E), T59 ) continuamente qualquer que 

seja o c(- (3-tipo de S-holomor:fia e. 

(4.02) De:finição :Uma :fUnção f:E-----'><1:. é dita ser uma função 

s-exponencial se existe '{ EE*· tal que f(x)::: exp(~(x)) para todo 

x em E. 



Denotando por W o espaço vetorial complexo gerado por to-

das as funções S-exponenciais observamos que 

para todo c/ -(3-tipo de S-holomorfia e. 

(4.03) Lema : Se e é um o(_ ~-tipo de S-holomorfia, então 

a aderência de ·w em (H39 (E),t89 ) é H39 (E) ( logo a aderencia . . . 

- . 
Demonstraç:ão : Pelas proposições (2.07) e (3.02) a série 

de Taylor de f no ponto O converge para f respectivamente nas 

topoloefi_as T39 e t 39 de H39 (E) •• Pela condição 1) da defini-

ção (4.01), como Óm [exp( ~l}(o) = ~m, para tdda 'e <:E* e 

todo m E IN, o lema fica demonstrado se provamos g_ue ·~mE wt89• 

Provaremos êste fato por indução em m E lli. 

Seja puma seminorma em (H39 (E),t39 l da fonna 

. Q) 1 /." 
p(f) =L p(iii, Ó mf(o) ) • 

• 
m-::::: o 

Se ).E ([, com).~ O temos 

e então 

00 

exp(X~) = l +À~+ L 
m::2 

-42--
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e 

exp(:X 'f) - 1 
;>. 
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p( exp(:>-~0-1 -~) = t_ j:Xjm-lp(~: ~m)~ />-/f />-/m-2p(~! ~m) , 
m=2 m=2 

Como exp( ~)E Hse(E) temos 

p(exp(\f)) <co • 

Logo p( exp(\~ )-l - ~ )---?0 com >.-->0, e assim ~ E iso. 

Suponhamos que '-t·E. w tso para n ~ k. 

Logo 

exp( À \f) -

p 

k 
;---- ~. 
L l., 

i= o 

-\li k+l 

L \n k+ 1 -tso 
ogo \ E. W o que completa a demonstração. 

(4.04) Lema : A aplicação 



definida por <(3(T))Çlfl=T('fm) para tllda 'eEE*, estabelece 

um isomorfismo vetorial entre os espaços e 

sup l 
para todo · B E. <BE· , 

Demonstração : ( ver [ 6 ] ) • 

Denotaremos .; respectivamente, por // (3T 11 B e 1/TIIN,B os 

_dois supremos que aparecem no úl timp lema. 

Se e é um o(-(3-tipo de S-holomorfia, então, pela condi-

ção 1) da definição (4,01) temos que 

( CYbN(mE), rN,G\ >':::) ( G\e<mE), íà,~S >: 
para todo m G.lN. Pelo lema (4.04) podemos pensar 

( G\e<mE), re.ISI) I como sub conjunto de (?(mE*). Definimos, 

para cada m E. IN, 

A :( G\e<m.E), re.~ >' - W(lllE") 

pondo T(~ ) = ~ 1 T( ~m) para ta da -~E E
4

, 

• 

Denotamos por G\e·<mE*) a imagem em CS\mE*) de (?be<mE) 

pela aplicação ~ • 

-44-
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( {9 b6(mE)' re.~ 
) . definimos, para cada BE {)3E • 

IJ Tm JJ e• ,B =Sup t /Tm(PmlJ 

I[Pm 11 e,B 
• JlPm 1/e,B= o 1· • 

6?be*(mE*) definimos 
* 

Em /IT 11
9 

,B = i:JJTJJ e',B • 

(4.05) Definição : Uma transformada de Borel de um elemen-

• • 
to T de ( Hs9 (El,tse> ~ uma aplicação A * T: E --+ ([ definida por 

" T( ~) = T(exp( '{)) • 

A topologia . tse em Hse (E) induz em E\\9 (mE) uma topolo-

gia mais fina ou igual à topologia natural de ~be(mE), como 

vimos no corolário (3.06). Assim se TE.( CS:\0 (mE), • re ,<:$?, ) ' 

temos que iCl m • TE ( \Y'be< El,tse> e portanto podemos estendê-lo a 

um funcional linear continuo. T* em ( Hse(E), ts9 ), pondo 

para til da f E Hse (E). 

Como, para todo m €. l!l e todo ~ E. E* gm ( exp(~)) (o)=\f_m, 

• Concluimos que a aplicação em (Hse<E),tsel que associa a cada 
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funcional T a transformada de Borel de T, quando restrita ao 

espaço ( ~\e<IilE), í'e,&» ) ', coincide com a aplicação anterior-

mente definida em ( • re,S). Daí o uso do mesmo s:!mbo-

lo para as duas aplicações. 

(4.06) Definição : Uma função fe1{S(E) diz-se uma função 

S-holomorfa nuclear de tipo limitado se: 

~m "' m l) Para todo me, lN, Ó f(o) <= ""'bN( E). 

2) Para todo ) l/m _ 
0 B - • , " 

Oespaço vetorial de tais funções será denotado por 1fsNb(E). 

------

(Para maiores detalhes ver [ 6 ] )" •• 

(4.07) Definição : Eln 1{ SNb(E) consideramos a seguinte 

familia de seminormaá: 

para todo j')O e todo B€ ~ • 

A topologia em 1{ SNb (E) definida por estas seminormas será 

denotada por " 1; SNb • ( ver [ 6] ) • 
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tinuamente. 

Demonstração : Que 1esNb(E) C HsN(E) é evidente pelas 

definições, Seja p uma seminorma em H8N(E) que é T8N-continua, 

Então, para toda f E H8N(E), 

" onde Ka \.Je(E), BÉo/Q com K compacto em 1<'- e (o(' ) 00 E c* ~ Y\ '-UJ5 -;; n o - o' 

Como KC EB , existe (()O tal que K C Y B. Como lim =m-= O , exis
ID->OC 

te ,h o tal que <X m" d para todo m E lN , Logo se J' =o+ rÍ temos 

K+ o(mBC f B, e para todo m E IN, 

o que completa a demonstração. 

(4.09) Proposição : Seja e um oC- (j-tipo de S-holomorfia, 

Então <]'{ SNb(E), (;8Nb) C (H86 (E), T88 ) continua.11ente. 

Demonotração : Pela condição 1) da definição (4 .01), para· 
. 

todo mE lN • Cí)bN(mE) C (?be(mE) continuamente. Logo 
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completa a demonstração. 

(4.10) Definição : Uma função ft,1{{E*) diz-se de tipo 

exponencial se existem c > O e B E eí]E tais que 

Jt< 'e ) I ~ c exp{ lf ~ IIBJ para t6da 'e E*. 

Denotaremos por Exp(E*j a algebra das funções de tipo ex-

ponencial relativamente às operações usuais de espaço vetorial e 

multiplicação pontual. 

! 
' 

(4.11) Proposição : A aplicação 

tal que A * T('{) = T(exp{'f )), para toda '€EE, é um isomorfismo 

de algebra entre êstes espaços. 

Demonstração : (ver [6} ) . 

(4.12) Proposição : Seja 8 um c<-(3-tipo de S-holomorfia. 
I f\ . 

Se T E (H38 (E), T38 J , então T E Exp(E*) e, para. todo m E. lN, 

:ÇmT(o) E (i)be*(mE*). 

Demonstração : A primeira a~irmaç~o da tese é uma canse-
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" •u * quência da proposição anterior. Como T E 6" (E ) , temos que 

6 mT(o)E: Q(mE*). Se denotarmos por Tm a restrição de T ao 

espaço \5) bS(mE), temos, pela proposição (3.05) , 

(4.13) Definição :Seja FE1{(E*) tal que para cada m E IN, 

existe B €. G3E com K coJl-

pacto em EB e tal que para todo E. > O 

lim sup( li Fm 119 * ,K+ E.B)l/m ~ 1,_ 
m_..cn -

dizemos que F é de t.ipo * G _-exponencial compacto em E. 

(4.14) Proposição : Existe uma correspondência biunívoca 

entre os elementos de tipo e*~exponencial compactos em E e os 

• elementos de (H39 (E),T89 ) • 

• Demonstração : Sejam TE (H88 (E),T39 ) e p uma seminorma. 

em H89 (E) que é se-portada "' por KE: K (E) e BE \SJE e tal que e. 

IT(f) I ~ p(f) para tOda f E H39 (E). Então, para todo E.> O, 

existe c( E ) ) O tal que 
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IT(f)j!;p(fl!,c(é.) f ~~~!~mf(olj/ e,K+ E. B 
m :::o 

para te da f G H39 (E). ·Para cada m E JN, seja Tm a restrição de 

Seja 

Logo 

00 r= 

~c( E.). 

" F = T. Ent1lo 1m -_~mA Fm = o F(o) 0 T(o) = (m ~) 

lim sup( 
m__,. oo 

= lim sup( 
m_,.oo 

- ---

JJFm jje*,K+ E. B)l/m =lim sup( m! J-f T JjS",K+é:B )1/m 
m--.. m 

·-

~: li Tm lls' ,K+ E.. B )1/m ~ i:"'. ;;,up c( E.)l/m = 1. 

Logo F é de tipo e*-exponencial compacto em E. 

Reciprocamente, suponhamos que F .;1-{(E*),com 

-"' 
exista . K E \>< e (E) e BG 63E com 

com K compacto em ~- e tal que para todo E > O temos 

lm':~up( IIFm 11 e*,K+ E. B)l/m ~ 1. Definimos T:Hse<E) 

pondo T(f):: f i: Tm(;! b ruf(o)), onde TmEIS=be<mE) é tal que 

m~o 



A 
T :: F • Dado E:;. O, escolhemos c( E ) > O tal g_ue 

m m 

* . 
1/Fm /J e ,K+ E B ~ 2m c( t_) para todo m E lN • Temos g_ue 

. 

I I ao /l l ~m I T(f) ~L iii\ Tm( m•. ó f(o)) 
m= o 

m= o 

4 c( é) C ~~~~ â mf(o) /le,2K+ 2E.B 
m=o 

" Logo TE (H39 (E),T89 )• • 

A 00 
Agora T('\')== T(exp(~))=: L 

- m= o 

ao 1 " = J - 1 F ( ~) = F(~ ) • Logo T:: F •. 
. -m. m 

m= o 

E.B 

• 

(4.15) Exemplo O tipo de S-holomorfia nuclear é um 

c<- (3 -tipo de S-holomorfia. Logo f e 1-{(E") é. de tipo 

A 

exponéncial compa0to se e somente se existir K e 'c\ e (E), 

B E <8E com K compacto em EB tais c:tue para todo E.> O, 

" N -

-51~ 
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CAPITUW V -
d- (3- 0: -TIPOS M S-HOLOMOJLWIA E 

OPFdlADORES DI.FERENCIAIS PARCIAIS 

Um tipo de S-holomorfia ainda mais restritivo é introduzido 

com a ~inalidade de de~inir Operadores Diferenciais Parciais no 

espaço das Séries de Potências Formais. ~ demonstrado que o es-

paço de operadores se aplica por uma bijeção e isomorfismo al-

gébrico s~bre um espaço de polinômios homogêneos de tipo limi-

t d E*. a o em Mostra-se ainda, neste capítulo, que as soluç5es 

para tais operadores podem ser aproximad~por soluç3es especi-

ais chamadas de as-exponencial polinomial. 

(5.01) Definiçã~ : Para cada 
• r l e,tú 

e 

~(Tm)(Pn): E ([ 

por õ'<Tm)(Pn)(x)= Tm [~! Óm( "LxPn)(o)) onde 

(5.02) Observação : Na realidade podemos verificar que 
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a função t<Tm)(Pn) é run polinOmio (n-m)-homog~neo de tipo li-

mitado em E se n :;>/ m e \O\ se n < m. 

(5.03)Defini_çã2_ : Um o(-(3- '{í-tipo de S-holomor:fia 9 é um 

cf-(3-tipo que satisfaz as seguintes condições: 

l) Se PE E?be"(. E") , '\:EE" e kEIN, então 

âkP(lz) E (})be*(kE*) 

2) Se Tm E: (~e (mE), \'e,~ ) ', então a aplicação 

~(Tm) aplica G?be(nE) em (;)b9(n-mE).continuamente. 

(5,04) Exemolo : r . ).OJ 
N,<S3 m=o é um 

oC(3- i' -tipo de S-holomorfia. 

(5.05) Definição : Seja 9 Úm o( -r- o-tipo de S-holomor

fia. (S= (?b9 (E) = n f8,9 (mE) é chamado de conjunto de todas ·as 
. m:o 

séries de potências Se-formais em E, Definimos multiplicação es-

calar e adição e consideramos a topologia produto \í emCS:(Çf,8 (E). 

Podemos identificar H38 (E) com elementos deGt?b9 (E) tomando, pa

ra cada f~ H36 (E), a série de Ta~lor ao redor do zero. 



(5.06) Definiç!'lo : Para cada meiN, "., é um operador s\lli-

rencial parcial ~-homog~neo em G~ 9 (E) se satisfaz: 

1) ".,: G(?b9 (E)--<> G GJbe (E) é um operador linear contínuo. 

2) Para cada \EE e cada Pe: (S)b9 (E), 'lu,((;_\ P); (Ç_\".,(P). 

3) Para cada nE TI!, Q,.( G=\,9 (nE)) C \?be(n-mE). 

Para cada m ~1N denotaremos por PD38 (Em) o conjunto dos 

operadores diferenciais parciais m-homogêneos em tY<9s
8

CE). 

(5.07) Dwfiniç!'lo : Q é um 2l'erador diferencial !!arei~ se 

é ~~a soma finita de operadores diferenciais parciais homogêneos. 

Denotamos por PDse(E) o conjunto de todos os operadores diferen

ciais parciais em CFG§9 (E). 

(5,08) Definição : Para cada Q E PDbe (E), definimos à 

função 0 (Q): C?be (E) -----> ([ pondo (3CQ)(P)= Q(P)(o) , 

para todo P E GGe(E). 

(5.09) Propos1çl!2. : Para cada Q E PDb8 (F'm) tecws 

(3CQ)E ( G=Jbe(E), Tse>'. 



Demonstraçã9 Como Q é um operador então (3CCl) é linear. 

Seja QEPDbe(E,n) e P=t.Pi com P1E (?b9 (
1

E) i=O,l, ... ,n • 
. i= o 

-55-

(S(Q)(P)::: Q(P
0

)(o)-l- ••• +Q(Pm_1 )(o) + Q(Pm)(o)+ Q(Pm;-l)(o)t•••+ 

+Q(Pn)(o) '- Q(Pm)(o) = Q(;,;~dmP)(o), 

Seja (Po().cE'AcC?be(E) ·co::~ lim P..,-= o em (H89 (E),T88 ). Com<Y 
. o(EA 

Como Q é linear contínuo, existe B E @E e existe c >/ O tais que 

/(3CQ)(Pc('l/ "'JQ(~~ Jmp« )(o)/ (.c JJ~~ ~mp« (o) l/e,B 
lim (3CQ){Poc)= o. Logo (2>CQ) E ( G:66 (E),T817 ) '· 

o(eA 

-

• Logo 

(5.10) ProQosição : A aplicação Q E PDb (E,n) ->(3(Q)E G='00•(mE*) 

é linear e bijetiva. 

~e!!'onstraçªq_ : Pela pro_posição anterior, (3CQ) está bem 
.-A. 

definida, ('l(Q)( ~) =: (3 (Q) ( exp ~) =: Q(~! {) m(exp ~ )) (o) == 

= Q(~,.~m) = ;,;~ Q( ~m) para todo 'e E E* , 

........ 
Se ). E: C, (3(Q)(). 'e>== 11 Q(() ~)m) = 

. m. 
/'. 

Logo (3< Q) é uma :função m-homog<'lnea e 

/\ 
temos que (3CQ)E G?w•<E"). 



A -"" 
Se Ql'Q2 E PDse(E) com (3CQ1 ) = (3CQ2 ), temos que 

{3CQ
1

J = (3CQ2 ) pois a aplicação "' é injetiva • Para todo 

PEG\8 (E) e todo XEE temos (3CQ1 )(1;;_?l= (3CQ2 )(6_xP), 
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provando que a aplicação é injetiva. Resta provar que a aplica-

A 
tal que Em = Pm • Como e é um 

o(_ (3-lí -tipo de S-holomorfia, l{ (\.) aplica ~e (nE) continua-

mente em Gi,e<n-mE), Logo )íC\.) tem uma ex!ensão natural entl·e 

GG?,
9 

(E) e si mesmo. Ma..'!ltendo a mesma notação para a extensão 

vamos mostrar que oCI). l' <J=IYbe (El-->GCi\s CEJ é um operador 

diferencial m-homogêneo, Sejam x,y E E e Pt E?b9 (E). Temos 

(~-x [~(\.)(PJ] (y)= o(l),)(P)(y + X)=l), [!! 6_x(dmP(o)J(y)= 

=\. uq gmq;_,t)(o)] (y) = 'ó"(ll,.)( b_xP)(y), O que prova a con-

dição 2) da.definição (5.06). As condições l) e 3) aão evidentes. 

Temos então que ()(R,.) E 1':~\e (E). Agora, 
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demonstração. 

(5.11) Corolário : Existe uma correspondência biunívoca en

tre os elementos de PDb9 (E) e os elementos de 6?be*(E*) dada 

por 

em PDbe (E). 

Demonstração : ~ suficiente mo3trar no caso de operadores 

diferenciais parciais homogêneos. Sejam Q E PD (R ) e 
. 1 te -m1 

Q2 EoPDbe<\,
2
). A condição 1) da definição (5.06) é evidente. 
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Agora, como 

Então Q1 • Q2 é operador diferncial parcial (m1+ m2)-homogêneo. 

(5.14) Proposição : Seja 9 um ct- (3- 't--tipo de S-holomorfia. · 

Então: 

1). ~ 9 •(E*) é uma álgebra comutativa sob a operação de 

mul tiplisação ponto a po1ito. 

2) PDb8 (E) é uma álgebra multiplicativa ·sob a operação de 

convolução, 

·.-.. 
3) A aplicação Q E PDb6 (E)..:.....,(3(Q) E %s*<E*) é uma 

bijeção linear e u~ isomorfismo algébrico. 

Demonstração : Completaremos a demonstração de 3). Para 

cada x E E e 'f e E* temos para todo y E E, ( b"_xexp ~) (y) = 

Se Q1 ,Q2 E PDbe(E), temos Q2(exp'f)(x)-= Q2 ( 6_xoxpl.e)(o)= 

= Q/exp '1: (x)exp ~)(o) =: exp ~(x)Q 2 (exp ~)(o)= exp l\i.(x)(\~ 2 ) ( \;:). 

Agora,[~(~)== ((3CQ1 • Q2) ]Cexp'O= (Q1 • (!)2)(exp'f.Xo) 



_,...__ 
[Q 1 (Q 2 (exp~ ll](o)= [Q 1 (exp~(·l(3CQ 2 )(~)) ]<o)= 

/'-. r: J /'.., -"'. 
= (3<Q2) <\> l LCll (exp I(' l (o l =r<Cl2l < ~) (3<Ql H~). 

---------... /'.. /'... 
Logo (O<Cll* Q2) ~ r(Ql) p<q2) • 

Demonstração : Como P1 , P2 E G\e•(E*) C !YcE*) e 

P3E 1-C,cE*) .·com P
3 
=f g\ 2;mP

3
(o) , temos que 

m= o 
- ----

dição 1) de definição (5,06) é suficiente mostrar que para 

algum ~~E* e todo l'll E lN temos Ó mP
3

( ~)E G;lb8 ·•(E":) 

Seja \E E* tal que P2( ~) '1'o O, Então 

P3(\)= Pl(\)/PzC\l"~e•(E*), 

Para i= 1,2,3. P1(x):t. !!JjP 1 (~)(x-}l· 
j:o 

Por hipdteee Ó j P i ( ~ ) dY be *C j E*) , j E JN , i = 1, 2. 

á jP
3

( ~)E: W (jE•), j EJN, 

-59-
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Como hipótese de indução, suponhamos que 

_l_ 1(j -tl)p ( t) = 
(j +1)! (.) 3 'l 

'[ (k+l -i)p ( ~) 
- i) o 3 j 

e como (?be*<E*) é uma álgebra obtemos á'(k+l)P
3

( \) perten~ 

cendo a (;JbG * (k-1-lE*). Logo para todo mE- lN , temos que 

(5.16) pefirtição : Uma flmç!!o :f:E___,. <I: diz-se 88-exnonen

cial polinomial se existe 'eEE* , P€ \'Yb~(E) tal que 

:f( x) = P(x)exp ~ (x) para todo x ~ E. 

(5.17) Proposição : Seja 8 um c{ -\-l- 'Q'"-tipo de S-holomor

fia e seja Q E PDb9 (E). Então toda solução de Q(f) =O pode ser 

·aproximada em· 1S= ~be (E) por uma solução se-exponencial polinomi-

al. 

Demonstração : Se Q = 0 9 como a série de Taylor de qualquer 

função em E converge em ~6?b 9 (E), temos que 

P·exp~ ; PE- Gi,9 (E), '\'.,E*) é denso em ÇS:: <?be(E)=uúcleo de Q 



Suponhamos que Q *o. Seja VE G&be(E)' tal que se 

Q(P exp(lf)l =O ent!lo v(P exp(~)): o. Como 

r.. 
(3(Q) de manei-

ra única, um opet•ador \DQ = Q/!L, (E) em (HSN(E),TSN)' Por 
"N 

outro lado, como vE.tS0?b9 (:B;J' temos que ~EG?, 9 •(E') C 

C:CfbN•(E*l e podemos associar, de maneira única, um funcional 

linear contínuo vN - v; 
- • HSN(E) 

em (Hsn(E), TsNl. Assim, se 
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l9Q(P exp(~)):= o, então· vN(P exp(~ll= o. Temos por um resul-

tado em L 6} , que 
I' 1'. 
v- v - N e 

A • 

vemos que v;í_'J-?Q) E-u_(E'). Pelo lema(5.15) 

temos 
I' 

que v;(ô~l C ~be•<E*), Pelo corolário (5,11), existem 

,......_ . A ./"- ~ /'-«v E p~ 6 (E) tais q_ue (3C<ly) =v e (3CQ1 l= I 0 (Q)' 

./'- ./"-. /'. 
Logo p<<lyl =(2lCQ1 )0"(Q) de onde concluL-nos q_ue Qv:Q1 • Q. 

Agora, se hEõGG5'9 (E), com Q(h) = o, temos q_ue 

v(h) == ["vChl]Col=(Q1 • Q)(h)(o)= Q1 [Q(h)J (o)= O. 

Consideremos cfo subespaço gerado por 

l P exp ~; PE. (?b9 0:), ~~E1' e. Q(P exp ~)::o\ • 

Ficou provado q_ue todo funcional linear contínuo v em\)= Glw (E) 
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~ue se anula em õ( anula~ae também em todo elemento do núcleo de 

Q. Por urna aplicação do teorema de Hahn-Banach temos que ofé 

denso neste núcleo. 

(5.18) Proposição : Seja e urnoC-[3- '((-tipo de S-holo:nor:fia 

e seja Q E PDbe (E). Então, se Q f. O temos c;.ue tQ é biunivoco e 

L~(tQ) é :fechado na topologia :fraca em 6=6?b
0

(E)' definida por 

G=\?be (E)· 

Demonstração : Inicialmente mostraremos que Im(tQ) = 

- ---
t ,.,-""" • . • 

é linear temos que Qnnrb8 (E) ---?>6=\S\e(E) é definida por 

tQ(w)::v tal que v(:f)~w(Q)(f) para toda fE(i='(S'b8 (E) e todo 

wEG"iS>b8(E)'. Se h: \:fEGIS>bO(E); Q(:f) = o\ c 6="(\j,8 (E), 

v(h)=: tQ(w(h))= w(Q(h)) ~ w(o) = o. Logo v se amua nos ele-

mentes ·do núcleo de Q. Logo 
.!.. 

v€ {núcleo de Q] .. Reciprocamente, 

.!.. n • 
seja v E [núcleo de Q] C G IYbe (E) • Temos v(P exp ~) = O sBm.f)re 

que Q(Pexp~)= o. Pela demonstração da ·proposição (5.17) existem 
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tQ (3CQ
1

)(f)= (3CQ 1 )(Q(f))~ Q 1 [Q(f)](o)= [Q1 • Q](f)(o) = 

=Q,(f)(o)= 0(Q,)(f) = y(f), Logo v= tQ [3CQ1 ) e então 

v E Im(tQ), Temos 

Im(tQ) = Í VE (}(yb9 (E) '; v( f)= O se Q(:f) =0 J =: 

(1 tVf <S=(?bo(E)' l v(:f) co O j · 
Q(f)= o 

Então Im(tQ) ~ a intersecção de conjuntos que são fracamente 

fechados e, portanto, é fracamente fechado. Suponhamos que 

tQ(v)= O. Seja Q, E PDb9 (E) tal que (JCQv) = v. Para cada 

xE E e P E (Si,9 (E) temos que 
-- --

[Q,* Q J (P)(x)= [<~<,* Q)('(;_xP) ]CoJ=[Q,(Q((;;_xP) J] (o)= 

=(3CQ,) [QC G_~l) c= v[QC b_xP)] =o. Loeo 'lv" Q == O e então 

-"' -" /'... A 
WQv) (3CQ) =O. Como Q :f=. O e {:>CQ,), (3CQ) E 1:(, (E*) temos que 

..-"'-. A t 
(3CQ,) = v :::O. Assim Q é biunívoca. 

(5.19) Corolário : Se E nossui uma base enumerável de ele~ . . 

mentes de G).E para seus limitados e Q e PDbe(E) com Q cf o, 

então Q aplica ~\S\ 9 <;;) .flm ~I mesmo. 

Demonstraç1to: Nas condiçêles do emmciado IS'é:?be (E) é tun espaço 
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de Fréchet. Pelo. teorei:Ia de Dieudonne··Schwartz, para mostrar 

que uma Q tO é sobrejetora é ~uficiente provar que Im(tQ) é 

• fechado pela topologia fraca em ~G?b 0 (E) dada por ~~ 9 (E) e 

este fato ficou provado na proposição .. 

' 
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