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INTR0DUCAO

0 conceito de tiﬁo de holomorfia © entre dois espagos de
Banach compléxos F e F e a topologia localmente convexa natural
.gLue_no espago S{G(U,F) de_aplitaqﬁes holomorfas de tipo.e de um
aberto UCZE em ¥ foram introduzidos e estudados inicialmente por
ILeopoldo Naehéin em-"Topology on. Spaces of HOlomorpﬁic.Mapping"
['?].Trabalhos recéntes de Gupta, [2 ] e TNachbin & Gupta '[3 ]
tém mostrado interesse no estudo de fungSes de tipo de holomor-
fia em questles relativas a Convolu¢Ho, Operadoreé Diferenciais
Parciais,.Transfonnadaslde Fourier,,T:gpsformadas de Borel -e
Digtribuigfes em dimensZo infinita. 1

Motivado por téis trabalhos Dineeﬁ[tl] descreveu é estudou
- védrios espagos vetoriais ﬁopoldéicos de fungdes hologdrficas .
Introduziu os particuiarés oC=tipo, oL~(I-tipo e o{-[3- Y -tipo
de holomorfia @ com a finalidade.de obter propriedades em ﬁm‘ea-
pégo Hsé(ﬁ) de fungaeé.em E.

Matoa & Nachbin.[S]'ltratando de‘fun@ﬁes.Silva—holomorfaé
entre_ggpa;og localmeﬁte coﬁvexos complexos definiram tipo de
Silva-holomorfia 6 e_oﬁti&eram resultados a respeito de Trang-

formadas de Borel e Teoremas de VNalgrange para Operadores de
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convolugo.,

0 objetivo deste trabalho é obter resultados sndlogos aos
obtidos por Dineen cml'4].usando resultados eml:G:]para fungles
Silva-holomorfas em um espago localmente convexo complexo .

No capftulo I s¥o estabelscidos os preliminares, introdu-
zindo-se as nptagﬁes e recordando os conceitos de tipo de Silva-
holomorfia @ em E e fungdes definidas em E com tipo ée Silva-ho-
lorfia 6 em ﬁm ponfo Edﬁ Ee

No capftulo IT & introdﬁzido um novo tipo de Silva-holomor-_
fia 6 que 4 chamado de oC—fipo. 0 espégo HSG(E) e a topolpgia

T 1

50 s@o definidos, a familia de_seﬁiﬂonmas_que define tal topo~

iogia & caracterizada e mostrado que o espago (HSG(E)’TSG) &
completo.

No capitulo III & estudada a ﬁopolagia bornoldgiéa asgocia-
da & topologia Toge E féito'aindg o egtudo de-como se comparas
os espagos (Hgn(E),Tgy) e (E?SQ(E},‘Eie) s DO Cago geral e no
case particular do tipo corrente .

| No capitulo IV & definido ©(- (3 -tipo de Silva-holomorfia €
¢ caracterizado o espaco dyal do espago (HSG(E),TSG) com o uso
da Transformada de Borel.

No capitulo V trata-se de Operadores Diferenciais Parciais



no espago de Séries de- Potérncias Formais. Mostrémse que O espago
de tais operadores na realidade é um espago de polinémios homo-
géneos de tipo limitedo em E . Mostra-se ainda que as solagﬁes

para tais operadores podem ser aproximadas por solugles especi-

ailas,
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RESUMO

. Seja E um_espago localmente convexo complexo. Em um subes-
paqo'HSe(E} do espago das funcdes em E que sfio Silya—holomorfas

e de tipo de Silva-holomorfia & em E foram obtidos alguns resul-

tados relativos a Transformadas de-Borel e Operadores Diferenci-

alis Parciais, guando se considera condi¢les mais restritivas no

concelto de tipo de Silva~holomorfia.'
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CAPTTULO I

PRELIMINARES

No que se segue, IV denota o conjunto dos mimeros inteiros

n¥o negativos, @ o conjunto dos nimeros complexos e E um espaco

localmente convexo complexo separado. Usando a terminologia e .as

notagles introduzidas em[ 6 Je 1:9_1, ®E denota a colecBo de to-

dos os subconjuntos de E que sio limitados, fechados, convexos e

egquilibrados, Para cada BE@E ’ EB denota o subespago de E ge-

rado por B e normado pelo funcional de Minkowski determinado por

B. Assim, se xCI}B y lxllg= 1nf{f>0- x¢e ¢Bl. Para cada me I ,

@b(mE) indica o espago vetorial de todos os polinfmiocs m—-no~

nogénecs de E em que sio 1_imitados. sobre ¢0s subconjuntos limi-
tados de B. Em @b(mE) consideramos a topologia loealmente con-
vexa definida pelas sézr_xinormas:

HP[IB?:: sup | |PCx) ] ; xeBS, para cada B@_(BE o
. . ‘ . pe1 )

@b(E) indica a soma direta dos espagos G)b( E) com me IV .
‘(‘;—ES(E) ‘indica o espaco vetorial de todas as aplicagBes de E en
€ que s¥o Silva-holomorfas em todos os pontos de E. Para cada

fegfs(E), e "geE, a série de Taylor de f ao redor de \'5 &

£2(x) = i?ﬁl_(fmf(ﬁ ) (x= &)

m=o
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‘para todo x¢ E e o corresﬁonden’ce diferencial de ordem meI &

g‘mf( E)e @b(mﬁ). Usaremos também, como en 1] el B8], as nota-
cBes: @(mE) com nmeld, @(E) e f{(E) -para 08 espagos vetori-
ais, respectivamente, dos polindmios m-homogéneos co.n'tinuos de
Eemn @&, dos polinémids continmwous de B em € e das fung¥es ho-
lomorfas de E em € . B der;ota‘o .eSpalt(}O dog funcionais 1ineafes
contfnuos de B em € e E= @b(lE). Estaremos chamando de com=~
pacto éstri'ho 'ac:s sut-nconjlmtos K de B tais que existe BE(BE e

K € compacto enm EBI . Ije;n'otaremos por ;(\e:(E) o conjunto de todos

os compactos estritos .de‘E que s#o convexos e equilibrados e por
Cg o conjunto de *toda;s as seciuéacias de mi_fl_eros reals que con-

vergem para Zero no infinito.

(1.01)‘ DefinicHo : Un tipo-‘de S-holomorfia & de B em @ é_,.
ver| 6 ], uma, sequénéia de €8pagos nl-ocalmehta convexos complexos
. @be(mE) "meW, a topologia de céda @bg(mE) definida por -~ uma

_fa_fni:_t.ia de seminormas P-«aN?HG?B ; com Be@_g ; denotada - pox
r‘e?@ . Esta sequénci-a. dex}e satisfazer as condigfes seguintes:

1) Para cada me IN, @ﬁe(mE) - @b(mE) como espago vetorial.

2) @be(oE)z@b(oE): «C como_espago'vetorial topoldygico.

3) Existe Gy >'1, %al que para cada Be(Bﬁ s Pe(y be(mE)’



. .
X & EB s, e W com n & m temos énP(x)e@be(nE) e

I %‘ggn?(}‘)”e,}a“‘- o IHlo, glHIE™

4) se ¥e GPpe(™s), B e De@Gy com BC D, ent By 5 <

sy 5 o

(1.02) Exemplos : Podemos verificar, a partir das defini-
Qﬁ’.es éadaé em[G ]qﬁe as segﬁin’ces sequénecias de espagos consg-
- tituem exemplos de tipos de S-holomorfia. | |
a) Para cada m ¢ W, @be(mE):@b(mE). Este tipo € chamado
R ‘tipo corrente, | _ o

b) Para. cada m em, @b@ () = @-D;sz)h.. Essfe tipo & chama~
do tipc; compacto. | |

¢) Para cada m e I, @be(mi‘):@bm(mﬂ). Bste tipo ¢ chana-

do tipo nuclear,.

(1.03) ProposicHo ¢ A aplicagdo inclusao_@oe(mﬁj)—ﬁ@b(mE)

para cada m €IV , & contfnua e [Pl ¢ GelPllg 5 Para todo
: 9

B&@E e PE@bG(mE)a

DemonstracBo ¢+ ( ver[ 6] ).
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1=y

(1.04) DefinigBo : Uma fungfio fe }PS(E) diz-se de tipo de
S-holomorfia 9. em x & E  se

13 gmf(x) € @be(mE)' para todo me I,

2) Para cada Be Z existem constantes ¢; %0 e ¢,%0

tais que

- _”%g\mf(x)”e'}}é clcﬂz1 , para todo m € IN,

Uma fungfo f diz-se de tipo de S-holomorfia ©® em E se f
é de tipo de S-holomorfia 8 em todc ponto xe€E, HSG(E) deno-

ta o co.z—'ljunto de todas tailis fun¢les.

5

(1.05) Dafinicfo ¢ _Séjzam X E un compactc estrito e

Be 635 com K compacto em ‘Bg. Unma seminorma p em HSG(E) dig-

se portada por K e B se para tods £70 - existe (£ )70

E. | 1 <
tal que p(f) Lec(E) ) g sup H-m.-’ (S‘ f(X)HG g para toda
' — " xecK . '

m=o

fG‘S’ﬁSQ(E)~ '_Cf)wg deriota a topologia localmente convexa em
MG(E) gerada por %ais seminormas. Quando 8 ¢ o tipo corren--

te de S-holomorfia denotamos ng por %UJS' {ver [6] )‘a



CAPYTULO II

O(-TIPO DE S-HOLOMORFIA E O ESPAGO (Hyy(E),Tgq)

Néste capitulo € introduzido um novo tipo de S;llol-on*korfia
©® gque é chamado de o(-tipo. O espago Hoo) e a topologia Tgg
s#o definidgs e estudadas suas ‘proprii_edades, Cafac“teriza-se é.
familia de seminérmas que define a topologisa Tgq © mostra-se

que (HSB(E)',TSS)' ¢ completo.

(2.01) Definic¥o : Um o{~tipo de S-holomorfia & um tipo
de S-holomorfia que satisfaz as condigﬁea:

1) «( @be(mE)’_ ]"9’@) e Q”“é sd dependem da esi:ru'ture_i de
espago vetorial topoldgico de E e portanto n3o dependem da par-
ticular familia de seminormas que define a topologia dg E,

2) S¢ By e Bye @D e se ¢ » 0 sl¥o tais que c¢BC 325

entdo cm“?“GuBl < ”?H 0,5, para todo }?e@bg(mﬁ) @ para

todo me I,

(2.02) Exemplos : B fdhecil verificar (ver[ﬁl) gue 08 exen-

- plos citados em a),blec) de (1.02) sio exenplos de  of-tipo de.



S-holomorfia.

(2.02) Definigﬁ_g_- : Seja 6 um ={~tipo de S-holomorfia.

HSB(E) é o cdnjunto de t8dss as fungdes em E que satisfazem as

gseguintes condigﬁes:
1) fe § (B)
2) Para todo m e I, -gmf(o)(_: P )
3) Paré. todo iie }:& e(F}) e todo Be;@'E com X compacto em

En exizste €70 tHal que

fi }-Iflfl'.gmf(").” o, k+ £8 <@

n=—2<a

A seguir damos duss outras condic®es equivalents & condi-

. ¢Ho 3) da definig¢Ho anterior.

(2.04) ProposicBo : Seja ® um o{-~%ipo de S-holomorfia.

a = s GO gle 1.0 : pars odo meE * 40
Se f (B) n 4 Mecoye oo(mm tod N, Fobd

s#o equivalentes:

1) fe HSQ(E)
s
2) Para todo Ke}{-e(E), todo BE@E tal que ¥ & compacto

em B, e t6da ( c(‘n)_goe _Cg temncs:



.Eﬂ ‘ 7}1., 3%(0)“ _9'K+°(m5 W

-y

3) Para todo Ke X ,(E), todo Be (3 tal que K é compacto

em By e ( oGl)go ¢ C“‘ temos:

1

Clim iz mf( )”e K+.c(;',8 4 0.

IHOO

e .
Demonstragfo : . Sejam K¢ KG(E), BE@E com K compacto em

B, e (_o(n)“’ @_ Cr. Por 1) temos
7_” ‘5 f(‘””e Kvgp <O

para um certo E)IO. seja 'no ¢ I tal que%-o(n‘g?_ 5€ 11 > 1.

Temos que X+ B C K+ & B para n > n, e portanto

00, 2

S H'lﬁu 9 P£(0) ”‘e,m GB T
n=ao

: nc;-ul N

= | ‘}31 7260 g LB T
=0 - .

2 é*“"torffle e

[‘js

o
Il
o

[

/AN

"ili f(")“e}ucca -+

ii
l-.l




+ ﬁ “%i § Pe(o) IIQ,K+EB <@,

::.1'10
0 que prova que 1) implica 2). Para provar que 2) acarreita 3),

P

tomemos K& ﬂe(E)? B¢ @y com K compacto em Hy, I(a(n)go@_ Co e
para n e Il 'Qn:cn com ¢ 0. Temos gue cK< \P'(e'(E) e
l/n G. 'C+. . .
((3a 79 Seja BQG—},E tal gque cK &€ compacto em EB .

Por 2)

nﬁ “g ¢ P£(0) ”e,cm@i/no(nia (@

Como © é un o('- tipo e como ((3, )l’n[K-\-o(B] = cK+(31/n o B temos

@'H%aénﬂ") lo,x+ B =113, gn“"“’) He ok x ﬁfz/nc(nB - Togo

?n-.||%gAnf(°)He K+ ol,B <.°F’

ljm sup ety .
N _
. , 1/n : .
Cisto &8, linm sup rgnf(o) “ (1/c com ¢ arbi-
§ n w© Hni G,K-t-c(z‘lB S 4

_—

tydrio. Como X é compacto em By fica demonstrada a condic#o 3).

A demonstragBo de que 3) im_pllica 1) é feita por absurdo. Suponhamos



-~ .
que existam Ke&(e(E) e B&BE com K compacto enm EB etais que

para todo g SO

® /\'
L |‘—}1~6 £(0)

n=2o

'e,m&s = ®.

Entdo limsup Hl § (o) H%,/l% + B 71 e podemos esconher n,g WV
it

n—,w
tal que Il é“},f(g) HG K+ B »1/2 « Como -também
. . n -
h IV tal
il.ll_:f;zgélp “ é f(O)”g,K + (1/2)B 2 1, escolhemos nze ta._. que

H

n2§ € Hn‘ cS 2f(0)| 8 3\4_(1/2)]3 » 1/2., Por -inducido tome-

1/n ¢ '
1 K
‘“ﬂkl & k(o) “e (/e S1/2

" mos nk7rik-l' tal que

1l para n & ny
Definimos, para n & Ilfy o/ =

l/k para nk 14n .{\_zik

Temos que (o()me C*‘ & 11msup Hl 5111(0) “1/11 oy /2.
_ n—r00 8,X+ o(nB _

Logo a condigHo 3) nio estd satisfeiba. Assim fica vrovado que

%) implica i)._

*

(2.05) DefinicBo : Uma seminorma-p enm HSG(E) € Be-portada. -

e
por K& R;Q(E) e BEGBE com K compactg em E‘B, se para cada >0,
existe c(J))O tal que

p(2) ¢ ¢ L 1, 80200) [lgxr &5, TEHE «

=0
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(2.06) Definicsio : A topologia TSB em HSO(E) & aquela ge- .

se-
rada por todas as seminormas Aporta.da.s por algum elemento de

QB(E) e outro de @E.

Se @ é o tipo de S-holcrorfia corrente, denotamos por

HS(E) e DOI‘G sresvectivanente o espago HS(—)(E) e o topo-

wae

logia Ty . Esta topologia foi introduzida em [ 9] .

“{2.,07) Proposicio : Se £¢ HSG(E), entdio & série de Taylor

)

de f no ponto O converge para £ em ( HSG-(E),‘}.‘SG ).

_ . o N
Demoustracfo : Seja p una seminorma S88-portada por K& }:QE(E)
e Be @:‘E .Bntdo, para cadae >0, exisie c(E,) > O tal que

J
p( £ - T n\g f(o)) ecer -4 Ilrmile v e 5

n-o - n= 34:-

Como f & HSE}(E)' 0 segundo merbro da desigualdade tende a zero

com Jj tendendo a zero, portanto também o primeiro mewmbro , 0

que demonstra a proposicén,

A proposicBo seguinie caracteriza a topologia TSG a

(2.08) ProposicHo : A topologia Tg, em Hoo (E) & gernda por

t6das as senminormas da forma :
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o0 = ) H §20)

|691{+ o(;lB
n=o .

. .
onde Ke \§:~<e(E), 35631.3 com X compacto em Ej e (0(;1)206 C;.

. _ “

Demonstracioc : Pela proposicBo (2.04) para cada K& ¥ e(E)’

- ' ] o +
B¢ CBE com X compacto em By e  (ofy)) € G, temos
e i
p(f;’)::):: In“s £(o) ”9 K + of)B {00, gualquer fe HSQ(E)
n= o

Que p assim definida € una seminorma € fdeil verificar; provare-.
. mos gque esta & cont{nua em (HSQ(E),TSQ). Dado £ > 0, seja nOC—:‘IN

tal que <. 4 E para todo n » no.,'}?ara '-n:O,l?...,no-l .

=

seja 5’ >»1 tal que Sy f"l' e ‘tomemos § = 5’"1, Temos

§(k+ of,B) = K+ oG f'Jﬁcm-eB . Logo para n = 0,1,s.,n,-1

temos K+ ol}B C S (x+ £B) e

%.g §1eco) ”9,1{+ £ -

S—n

b/

3720 o
H ?i'n,Cs £{o) 0, K+ o} B
Tomando ¢{& ) = sup{ -cﬁ"i; i= O,l,“‘,n -1} ,'temosﬁ

p(L) = ):: \ §el(e) LHnt Csnt(()) ”9 :{-"EB.

n=o N O
Logo p € 80-portada por K e B._

Para terminar a demonstraglc mostraremos que t8da seminorma

continua em (HSGCE‘);TSG) ¢ majorada por wra seminorma do tipo -
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dado no enunciado. Seja p, uma seminorma em _Hse(E)’ que € S6- -

portada por X e B e para un £ > 0 seja c(£) > 0 tal que

Py (£) ¢ e(E) ﬁ “%u § nf(")”e,m £ B
. 1= ¢

qualquer fe& Hgo(E). Se Py& ®be(mE) , ent8o temos
pl(}?m) £ e(&) ”Pm “_G‘,.K-'*cc.Bl' Para cadame N e cada_ £ >0, .
seja km(E) o menos inteiro positivo tal que
pl(I?m) $ km( £) “Pm HG,K-'.— £ para todo P;!'lg @bg(mE) :
Como & sequéncia (x (& ))go é limitada; temos que
| 1limsup km( g)l/n ~$ 1 - Seja ny inteiro positivo tal que
n — 00 : L :

kn(l)l/nsa‘ pare todo n > Ny . Por inducio escolhemos ng tal que

Na7ng 4 © Icn(l/s)l/n £2 p'a,ra_‘ todo ny g Definimos, para ca-

da n ¢ INH, _ _1 para " n <N,
Ofn = . e .
1/a para 1 ¢ n <ng

Ent&o (o(n)go = C; e 'kn( 061)1/1’1 £ 2 para n)ny. Assin
lcn( o(*n) < 2B para 1ny Ny Logo existe c¢>0 tal que
k,( o(n) < ¢2™ para todo n.€ W .,

Entdo

Qo A 08] L
p{£)=py( ] %ién;f(o))s e r);o 2" “%téﬂf(o)ue,}no(nls‘



‘I;Ogo
00 A
p(f) <)~ ”%v,énf.(o) lo,2x + 200,
n=ao .

oy

para téda feHSQ(E),com 2K & HQ(E), 2B € (BE 22K compacto em

™ 0 +
Byp e (eqy)y & o, 0 que termina a demonstracio.

Dada uma se'q?u\éncia (Pm)g0 ~com P € ®bs(mE)' obtemos

o :
algumas condi¢fes equivalentes para que P seja a série
m

de Taylor,ao redor da O-rigem, de uma func#o en HSG(E)' Para ig-

_to estudaremos iniciaslmente o caso corrente.

(2.09) ProposicHio Seja P& @bé(m}’ﬂ) para todo m € IN, As

seguintes condigfes 53.0 equlvalentes-

Qo
Z m & a sér:r.e de Taylor na origfmm de uma fc "ﬁ{b(E)

- _
2) Para cada Xe ¥<e(E), cada Be@E com X compacto em By e

(gPecy temos 1im||B, ¥R, =o.

A _
3) Para cada Ke %ﬂ(e(E), cada Be@g com X compacto em By e
o0
(o(’n)g‘_’e; Cg temos Z.”Pm”K-k-q/‘B 400
: n=o0 m

/\ - .
4) Para cada K@HG(E‘.), cada BC—_G} g com ¥ compacto em EB
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existe £ » 0 tal que

IEO:”PI&“Kf&B - Koo

Demonstracio : Como o tipo corrente ¢ um o{~tipo de S-holo-

morfia, v& ge pela ﬁro_p;osigéo (2.04), que 2),3)e4) sHo equiva-
lentes; restarido‘ provar que 1) e 4) sHo eguivalentes. Sejam

LN .
Ke };(B(E), B G@)E coir K compacto em EB e (o(n)so c G;. Suponha-

o
mos que E P, - ¢ a série de Taylor no zero de uma £ e Ll (B,
m=0 D '

Como ”Pm ]'K+o<‘nB = supjf le(x){; XQK""c{"mBl =

2714

= 'sup{ 1 inmk_}_xid} s xe Xo Q@B} para todo- £>0, (ver[6j ),
x=p |
temos que ]F’m “ Z4 o(;ﬂ’B < -4“’—2‘—%? g)-];'-nﬂsup{ !f(:{)[ ;xefK-&—fo(’mB!\

™

com P> 0 arbi'brarib., Temos gue § K¢ }3{ e(E) e PBe & B con
fI{ compacto em E [ Sleja. V una viginhanga de PK em R 3 onde

T € limitada. Escolhendo m & IN tal gue §X+ 9BV paramym,

temos HPm H T4 ofBé—;L-i sup.{ [f(x)]; XE 3?K+§’Q(;ﬂB) \{%ﬁ para
m

2 1 ]/m ;}‘.." LI .
m 3 D Logo g;l_n:goup “Pm”K+ ome_ 4 7 Como P)Q é arbitrario,

1/m

temos limsup f{me[K_+Q/,
m

g = 0, 0 que prova que 1) dimplica 4).
X —» Q0o ‘ .



~15-

Seja, agora, BE& CBE e para cada x¢ EB tomemos

-~ -\
¥ =

e = {x}e )ﬂ’(e(E),a envoltoria convexa equilibrada do conjuntoix}.

‘Temos que Kx é compacto eui EB e por 4) existe £> 0 tal gue

T (1Bl K, + cp<® - Togo isztcnt.}p HPm I ¥ ren € 1 e entdo,
n=ao L
ver [5:[ , fi?m é a expanafio em série de Teylor na origem de
mn=o

uma fungo fp tEg— € que & holomorfa, no seutido da toyglo—

gia de By » no interior de X+ £ B e portanto em X. Como

. Como E:UZ'EB ;_Bc—z@ B} » pela unicidade da série de Taylor

Co

podemos garantir gue j P é a série de Paylor,na origem,de

m=aq

uma fungfo f:1E——C tal que. f/EBG?H?(EB) para todo B @3 B

isto €, de uma fEﬁS(E);

(2.11) Coroldrioc : HL(B) = {4 (B).

Defrongtraciio s HS(E) C?{S(E) poisg HSQ('.E) _C‘IHS(E) para

todo tipo de S-holomorfia. Por outro lado, como o tilpo corrente

2] : UO' 1 ’:‘2’1 2 .
¢ um K -tipo , se i‘_e?k,s(lﬂ') temos que ): ﬁ:a f{o) 8 a série
n= o

de Taylor de f ao redor do zero e portanto, pela propoziglo
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. _ _
anterior, dados K& K e(E) e Be @ g com K compacto em E;, exi-

te £ > 0 tal que

i{l%lgmf(o)lli{+ ¢ B £ 0o,
=0

Logo feHg(E).

(2.11) Coroldrio : Seja Pme@be(mE) para me . Entdo as

geguintes condi-gﬁ'es s8io equivalentes:

© _ ,
1) _ZPm é a série de Taylor de um elemento fe HS{-)(E)'

.- A _
2) Para cada X¢& )"(e(E) cada ':8663.13 com K compacto em By
1/m

Ie (d“n)goecg temos linm ”P |6 X+ a(‘B: 0 .

S m—>oo
N\
'3) Para cada Ke » _(B) ,

e cada BE@ g com K compacto em EB

e (o )P Gt temos Y- |
| nlo € Oy temos ) “Pm ”8,K+ o B <.
m=o

. FaN
4) Para cada K& ¥ e(E) , cada BE BE com ¥ compacito em EB

existe € » 0 tal q_ue-)% “Pm Hg,m cp < 0.

m=— o

Demonstrac8o : Para cada o('-*i;ipo‘ de S-holomorfia 9, existe

Go»1 tal que , para cadame W, [|B |4 {».ﬂ 1%l e,s .
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Suponhamos que 2) seja verdadeira. Dados X & }‘(e(E), Be @E com
. el
K compacto em En, e (o(n)g)(_:-C; temos gque QS*BKE Ke(E), GéBeGBE

com Q_e?: compacto en E . Temos por 2) que

GoB

co . ! : .
m);o 12 s, GoF +olr G52 “o .
Futdo |

E H?mHKﬁ—o(mB £ fi o ”Pm’

¢

I

8,k+(,B e
m=-0 .

Logo a condicBo 2) da proposicio (2.09) estd satisfeita e portan-

to a condigHo 1) da mesma proposicHo estd satisfeita. Assim

co

) B, ¢ a série de Taylor no zero de um elemento f de S’ts'_(E).,

n—0o

A definigHo (2.03) e a proposiglo (2.04) completan s demonstracfo.

(2,12) PronosicHo K HSQ(E) com a topologia Tg, & completo.

Demonstragfo: Seja (f. )‘,geA una rede de Cauchy ea

'{.HSGCE);TSG). Para cada me IV, a apliéa(;ﬁo |
g (B) ————> (e ("B)
£ s T e (o)

€ linear e continua. Entlo (émf&(o))xef& § uma rede de Cauchy no
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espago completo ( @b8<mE); ]"e GB)'.‘ Para cada m¢ I, denotaremos
¥

s <m X , N
por P o limite de (& %SO))oceA‘ Seja Ke Ke(}’u)? B e @E com K

. i 0 + =+
compacto em EB e (O(n)q Eco" Pado £ > 0 escolhemos @OeA tal que

e (31, @gzpo' tenos

R py " T “e;1<+9(m3g< &

"Logo, para todo M& W e (:}1,'- (52 ;;,(50 temos

" g,

Logp - _—

In particular

i M
;oi m! émfﬁg(o)”%K-&-e{”B""E‘ 4
- [$3) 1 ./\m
) 5:1120 “-51'. ‘§ f(so{o) fe Kol B E < @
Logo
R . ‘
E r.ifﬁ‘.Pm HO,K+ c,(mja L 00 .
m =0 : |

Pela proposigso (2.04) temos que



1

o

a

1

a

Por outro lado, como

M -~
mzro H%“‘Pm - %‘11 3 @2(0)

para todo M & ]?I e 'tqdo' (32 2 po temos que

ot - 10T ||k 2, - 3,8 @ [
(52 “n'g’o mm om ] 0,K+ o/ B

0,K ¥ B &

&
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para @2 5 (50. Logo_ a rede (£, )Q(EA converge para £ na topo-

.logia TS@ v
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CAPITUiO IIT

A TOPOLOGIA BORNOLUGICA ASSOCIADA A (HSG(E)’TSB)

Tois problemas sHo tratados neste capitudo. O px;imeirco é
o estudo da topologia bornoldgica -tS@ agsscciada 80 espago
(HSS(E),TSG). 'Cgraeteriza-—se a :fé.milia de seminormas que define:
esta tovologia e da-se condicBo para que ¢ €8pags (_HSS(E),tSQ)
seja coﬁpletd._otseguﬁdo problema € a relagBo entre o8 espagos
.(HSG(E),TSB) e (‘sté(E)_';Z)we). Yo c;a.so geral de um ol=tipo de
S-holomorfia, ﬁostra*se_ que o primeiro sepaco estd contido con-
tinuamente no segundo. Ho caso particular 6,0_ ﬁipo corrente de
S-holonmorfia,  demonstra-se _.que aqxiéleé es5panos SHo algé'brica. e

topologicanente iguaié .

(3.01) Definiclo : tgy & a mais fina topologia localmente
eonvexs em '_*'HSS(E)__ que possue 08 mesmos conjunios limiltado que

(Hgq(B),Tgg).

(3.02) Proposigio : Se f¢Hg,(E), entfio a sérle de Taylor

de £ no ponto zero converge para £ em (HSG(E),tS@)e

-~ .
Demonstracfo : Sejam K¢ ‘p{e(E)., Be QE com X compacto  em
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Eg e (o(n)gog CS‘. Consideremos a semninoima

Y o )
p(e)= ) |&, $"£o) ”e,x«:ﬂ-&gm}s , qualquer £ e Heg (1)
m=0 )

Para 0<¢ & <1/2 podemos escolber m & I¥ tal que param2zn

0
H%'.-é Be(o )“ Q,K*Q(;ﬂB S 5ma Para todo k > o, tgmos
p(2" ) “n“lz‘s H) loyrregn ) € 2 ) im0 f(")”pgx%g-
m= Kk . =k
zk : : 1 -£ — 1 - - Esta ﬁltlma quantlda.:

de tende a zero com k tendends zo infinito. Loge a sequéncia

):I% f(o))?:__o g€ limitada en {HSS_(E)’TSE})" Assim dada

uma seminorme ¢ em Hg,(E) que & tHgg-continua, existe M > 0
s [

tal que ' _
Tl .
L § T E(0)) 4 M

K2

i 8

3

. ?,i"‘
IS
i}
w =10 S

para todo k € W, Tego

- a(2" ’j; & $72¢0))

converge DATA Zerg com X cmwergindo vara infinito. Como

X-1
£= 7 L Sumeors fﬁlér‘?(o)
m=9 s X

temos que
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k-1

a( £ - b

m= o

Emeoyy

.HH'-'

converge para zero com k convergindo para infinite. Isto conelui

a demonstracfo.

(3.03) ProposicHo zSeja p una seminorta continua en

('HSG(E),tSG). Entdo 1im p( 3 1 5mf( ))l/m = 0 para toda fungio
m-—500 |

£ em HSG(E)‘ '

Demonstraciio : Sejam ¢c>0 & f¢ HS@(E). Para todo me I,

m

temos que -I%- émf(o) &€ @be(mE) ., Seja Xe R@(E), Be @E com

X compacto em Ej e (o(‘m)go e G-:;. Pela ﬁroposigﬁo(&oﬂr) temos que

im 0200 [, o pam 13,3700 [ p™

' m o~ ' .
Logo a sequéncis ( fi?" émﬂo))-lio ¢ limitada em- (HSQ(}’;}?TS‘S).

Entdo ( p( ;’1 ‘mf(o)))m o ¢ una sequéncia limitade em IR.

Seja M > 0 tal gque p( %‘gmf(o)) % gm‘ vara htodo nm ¢ IN,
. H o

1

Logo lim sdp(-—- (g'mf(o))l/m &% o Como ¢ » 0 & arbitrdrio

m—»>

e

temos que  lim p(1 (Smf(o))l/m =0,
m— GO
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(3.04) Colordrio Sejam P uma seminorma continua en

B

_ 00
(HSG(E),tSG) e f= :

m=0

y Emeo) e HSG(E). Ent#o

00
Z é f{o)) < 0.

H= O

(3.05) Proposic%o : A topologia em @be E) induz:l.da por

TSG ecoincide com a.'topolog:}.a. gerada. por PG,@ en @be(mE).

Demonstracio : Para cada BeCBE »a aplicagBio de Hg (E)

,

em IR que associa a cada fungHo £ o real H%l émf(o)x[e 5 6
. ]

uma seminorma continua em (HSG(E),TSS)“:“Logo Tse induwz em

@b.e(mE) uma topologia mais fina que a topologia definida .

- por \"9,8 « Por outro lado, dados X= {oh , (g(;l)? definida

por °Cm::l e o.fn = 0 para todo n ¥ m, LHemos que

I:umHGK-i-afm H IGB .

Logo Tsg induz en @be( E) uma fopologia menos fina que a topo—

logie definida por r‘e @ o
F

{(3.06) Coroldrio 3 A tepologia tgg 1nduz em @Qe(mE) una
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topologia mais fina ou igual a topologia definida por Pe, Q ¢

(3.07) ProposicZo : Seja p uma seminorma em Hse(E) com as
seguintes propriedades:
1) Para cada me€ IV, p restrita a @be(mE) & continua para

a topologia induzida por tgg oM @ba(mE)‘

B 2+ B N
2) Se £= ) % §™2(0) € Hgy(R), entfo

.m=0

00

J_»C

m=a

$mo)) < .

Sl

Ery:té‘.o pl('i‘) = j p( %1 §Bro)) define . una seminorma continua
oot _ _

em '(HSG(E)g‘bSQ) .

DemonstracZo : Como tgg ¢ uma topologia bornoldgica, pa~

ra provar que p, é seminorma contIinua ¢ suficiente mostrar que

para cada conjunto limitado 3¢ em (HSQ(E),tSQ) temos que

sup {pi(f) : Te 3€} { . Pela condi¢#o 1) da hipdtese, para

A
cada m € T, sup | p( 1%1 §Mi0)) 5 fe XV L w .

Suporthamos gue sup i pl(f) 3 fe)ﬁ‘l = 00« EntHo, para cada m, & i)



sw-_lpifi pk, §™2(0)) 5 ze X ew
m=-m,

KEgcolhemos :EJ_GJE e € ™ tais que

o0 -~ ml o~ .
i P(“%l (Smfl(o)) > 2 e ’ P(%\ 'cg_mf'l(o)) 7 1.
m=0 ' m=a : .

Por indugdo tomemos ka—: *x e . € IN tsis que

m -
0 o~ ) k . -~
Y PG 3"E Ny 2 e ) pG, §P5(00) 7 1
m=m, 41 o _Im:- my_q*1
Definimos

: fl pa:;'a 0¢m¢my
£y =
£ Para. My 4 (MW, (kx> 2)

. " * A
. w e e . < :
A sequéncia (g;)7 & limitada em (Hge(E),Tgy). Sejam K€ K (B,
. ) . \ - m + , :
Be@E_ com XK compacto em E’B" (Ofn)o e CO e ¢>»0. Temos que
A : ' o
eK € Ke(E), c_K compacto am Eg » Ent3o
1 m T
su = s e £
PJ{Z Hm‘_é gy(0) l|9,0K+ colB P BE I }< o
m=Q _ .
Como € & unm J-‘cipo temos
oo

sup{y "m-”%iigmgn“) He?mo(mn fnem§ 4w
- M= 0 . _ :

Em particular



Logo
1/m

l ~m
1lim {|= {o0) H . =0 .
Como, para cada m ¢ N, émgm(o)é @be(m}?.), pelo coroldrio

(2.11) '{,emos que

~

.
):ﬁ 5™ gm(o) € Ho(B)

Pela definigéo de &, temos que

2 m

% é gm(o))z o

ﬁa..

m=

Este fato contradiz a condicio 2). Logo si_lp } pl(f) 3 TeX)cm

e Py & seminorma contfnua em (HSG(E),'ESG).

(3.08) Propogicdo : A topologia g9 O HSB(E) é gera-

da por t6das as seminormas p em I-ISQ(E) gue satisfazem as seguin-
tes condigHes:
]t) (£f) = = (}- 8”1;6(0))- para t6da £ € H (E)
pif)=) oG, ks solB).
n= o

2) Para cada n¢lN, p restrita a. @be(mE) ¢ coniinua para

a topologia induzida por ty, em @b{a(mﬂ).
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Demonstracso 3 Pela proposigﬁo(?.o?) +t8das tals seminormas

sHo continuas para a topologia tse. Seja g uma seminorma em

Hon(E) que € tgg-continua. Pelo coroldrio (3.04) temos que,
D 1 om

‘)::q(ﬁl & £(0)) < w para +t8da f€ HSG(E)'

m=o0 |

Come q € tgg-continua, g restrita em pre(mE) é continua em
((g%e(?E).tse)._Logo‘as condi¢Bes 1) e 2) da proposicio (3.07)

est¥o verificadas e

Pl(f):z q_(f}i, émf(ﬂ)) ) f e HSQ(E)
m= 0

define uma seminorma continua em‘ﬁHSé(Ej;téé). Pela proposicHo
{(2.07) a série de Téylor no ponto zero de uma funcgHo feaHse(E)

converge vara f na topologia Tgg » Logo q(f) £ pl(f); Assim,.

toda seminorma contfnua em (HSG(E),tse) ¢ cominada pOr uma

seminoyma que satisfaé as condicBes 1) e 2).

{3.09) Provosiciio : Os espagos (HSQ(E),tse} e (HSG<E}’T56)

induzem a mesma topologia em todos 08 conjuntos limitados de

(HSG(E)’TSO)°
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Demonstragfo : Como tgg é mais fina que Tag o ¢ suficiente

mostrar que se (£, )£eA € uma rede enm HSQ(E) que & Tse—iimi-

tada e Tse~convergente para zero, entfo & uma rede 'tse-conver-
gente para zero. Suponhamos que isto n8o ocorra., Sejam p uma
seminorma da forma descrita na proposicfo(3.08), (£, )c{GA. una

subrede cofinal e. £ > O tais que
oo
Y pG, ’gmfoc.(on;e, para €A,

m=9

Como 1lim f£..'= 0 em (HSG(E)’TSG)’ para cada m € IN,
K'e AT -

/\m -

Para cada k ¢'IN , escolhemos f, ¢ { Te' 3 Dent)e m, € IV

tais que i
W mok e ) ) _»d P00 % &2
: mk l&mc k ‘
Definimos
N
fl para O&n le
&y = (
fk paTAa mkml‘ﬁm ém}c (> 2)
Ent#Ho

E= % m

L 3T (0) € Hgg(E) e

8

m=9
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00 . —
p(g)= ] PG, $"gy0))=
m= O .

o que € uma contradigHo.

(3.10) Coroldrio : (HSB(E)’tSG) e (HSQ(E)’TSG) tém o9 mes-

moa conjunto compactos.

- Demonstrac8o : Como %

se'é mais fina que Tags qs conju@tos
tgg-compactos sfo tambdm ng«compactosf'Seja K'C.ﬁsg(E) um con-
Jjunto conpacto pela topologia Tgge Como K é.limitado, pela pro-
posicBo anterior os espagos (K,tse)“e_(K,Tse) sfo topologicamen-

te isomorfos.Concluimos que X & %Se—compactoo

(3,11) Observacio : Os ‘espagps'(HSé(E),tse) e (Hgyo (B),Tqq)

tém os mesmos compactos estriics pois possuen o8 mesmos conjun-

teg limitados.

(3.12) ProposicBo : Seja OIum L -tipo de S-holemorfia. Se

m o -
Pmé@be( B) para todo m&€ TN e se para cada seninormap enm qu(b)

(W)

, 00
p(Rm) {.o0 , entlo I:: %ﬁézﬂse(h).
G m=4a

que é tag-continua temos

N

14

i
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Demonstrac8o 3 Pela proposicBo (2.08) a topologia T5g om

HSQ(E) € gerada pelas seminormas da forma

p(f) = )%_” %‘. ’gnf(o)ug!K"'.o(nB
n=0

- _
onde K¢ Re(E) s BE 633 com X compacto em By e (o(n)goe C;’.

Como tsa ¢ uma topologia mais fina que TS@’ uma tal seminorma é

continua pé,ra tgg . Temos entfo que
o)
Ep(l’m) 4 00
M= 0
Pordm , para cada m € IN,

oo EOO 1 {n ” = | |
S o n=0 o

Logo 00 P
| E"|]Pmi|9,1{+o(ﬁn}3 < 00
m=0

e pelo coroldric (2.11) temos

. o0 )
Z Pm EHSB(E) L]

m=0

P

{3.13) ProposicEo : 0. espago (HSG(E},ﬁse) ¢ completo s8, e

somnente se, pare cade nc N, (G)be( E),‘%:S@) & completo.

DemonstracHe : Suponhamos gque (@b@(mE)ﬁsse) & completo e




seja (fu)ye , Wna rede de Cauchy en (HSG(E),tSGJ.'Para cada
1m ’ m
mecIN, (& fw(o)).,ce;x € uma rede de Gauchy en (@be( E)'Etse)“

Seja P = 1lim émfoc (o) . Dado €70, seja o[ & A tal que
A€A

8e o7, D<2 N entio

@ ~ A -
J__.. p%g 3"f o(’_]_(o) - %3 $he cof0))& &,
n=2:o

Em particular
):p( 802 apy o) - 2 81 o, 00)) $E

m‘-‘g

n%gl_'

para cada k € 1IN, Tomandb o limite desta soma finita para

o4 €Ay con G 7 Q('O- e mantendo ::[2 fixado temos
1l Tm,. ;- < £
):p(m, - L P €

para ol Y,

Ent¥o

€ A 1
) oz B S LP‘I‘F £ (0T E Loo
m=ao

Cono

-3]-
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temos que

Koo
p(F = £orp)= L p(E §™E(0) - L 5T (o))
_ m=o0 - “

para o&, 2«7 . Bntlo oélein; fro=f en (HSQ(E)_,tSQ).
Reciprocamente, suponhamos que (HSG(E),tS@) seja completo.

Sendo ((;%Q(mg),tse) s bpara cada m € ll, un subespago fechado de

un espago completo, é completo.

(3.14) Pronogiciio ¢ O espaco (HSQ(E)’tSQ) é quasi-completo.

Demonstracfo Seja:%}::Hse(E)‘qg? é tgg-Ffechado e TS@—‘

_ —p o
limitado, Sejan fe :Else e (f) uma rede em D€ que &

LEA
Too-convergente para £. Pela proposigfio (3.09), (£, Y é
tsenconvergente para L. Logo > & Tse—fechado no espago com-
pleto (HSQ(E)’TS@)' Assim € € ng-completo e novamente pela

proposiciio (3.09) concluimos que 34 th—GOmpleto.

(3.15) Coroldrio: O espago (Hgy(¥),tg,) tonelado.

‘Demonstracio (Hq@(m),tse)-é bornoldgico e quasi-completo.
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(3.16) ProposicHo ¢ A topologia to, induz em be(mE) ,

para cada m.eIN; a-topologia bormoldgica associada & topologila

usual em G;%e(mﬂ).

Demonstracfo : Seja Ga bopologia bornoldgica associada a

fopologia usual en @bg(m}a). Se p, ¢ uma seminorma Gecontinua
em G;%e(mE), p(f)::pm(%l:gmf(o)) define uma semin§rma emn
HSG(E) que é limitada nos limitados de (HSQ(E),'I‘SQJ. Asgim, se
X & un subconjunto limitado de (Hgy(R),Tg,), temos que

1 4 - i

{E‘fg r) Tﬂf(o);fe}( lé l:l.m'.l._tado en (@bg(mm}, PG,‘S‘}) e, portanto,
Py é ],J,mltadg neste conjunto. Logo p & ?S@ continua en HS@(E)
e D, & continua pela topologia induzida por tSG em HS@(E). Por
outro lado se q ¢ seminorma tgg-continua em Hy (B), entlo q 4

limitada sobre os limitades de 6%6( 5). Logo g restrita ao es-

BAGO Q}e(mE) & Ewcoﬁtinua. Iato conclui a demoanstragHo.

{(%3,17) Qbservaclio : ilxistem espagos metrizdvels que nfo sHo

H

> . -4 i ol oy | . .1 * -1
distinguidos (ver[ﬁ]p.fl:)b). Fm um tal espage B, E - E gquando
]
munido da topologia{B(E ;B) ndo é bornoldgico mas € completo.
H i z . ) 1 3 1 r
Temes pois um exemplo em gue @D( E) con a topologia uzual nifo &

bornoldgice. Concluimos, com a proposigio wnterior,que existenm

PO 1. o .
espagos onde tS@ nio induz em b@" 'B) a topologia usual.
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(3.18) ProposicBo :- Seja © um o{-tipo de S-holomorfia.

Ent 3o (HSQ(E),TSG)C(HSG(E),:;UQ ) contirmamente.

Demonstracfo ¢ Como HSG(E)C‘S{S(E), para provar que’
.HSG(E) C‘HSS(E). é gsuficiente provar que toda f_e_Hse(E) ¢ de
tipo de S—holbmorfia © em todo ponto x & E.

sejan x € K, £5>0 ¢ Be (‘Bm + Denotemos por KAQ a envolid-
ria convexa fechada do conjumbo (L+ E_) ng . Seja BE (BE. tal |
que BO-DB._e Ba_ D X . Tomv:;:mos ¢ 20 tal que

niO:o ll%igmf(o)lle,xa+ 9 B?_ IR

I.ogo

1lim sun
- 0

41
S;“Bo ' .

e ¢ntédo exigte ¢S 0 tz2l que

I|%1‘ § mf(D)

o1 opg & oy &)t
’egggﬁ pr, Lo ¥
para 1odo m € W. Notemos gue para todo k,m & IN, com k & m, temos

T

m= lc,

-

”kil $™r¢0)) (e

898, €

fos)
Kl ): G—SH S Br(o)
=k

ova o, RIS
Xt §B; Xy 0 B

I
“w




. |
' £ k.
S kl")r;;-k @c<1+__ /2)%1 |~ ||§a+ 0B, =

S m-k )
= klc{‘): M | ](1+ 5/2)]5 Lo,
S mzk (ve)? _

pois como (1+ €) Géxe;Y + § B, temos “x ”X'+9E
Agors, como 9BOF: XEﬁ*.PBQ? temos

] k(miémf(o))(x) “0 o5, .

iﬁs

—

Portanto

)O.Oi JAk(lié £o )z )“e ¢B, =

111:: k
“ ék(x:zlu §™ 20000 _“é,-Bo <o

Logo

0

o 2k, fme; ' ‘
L 856 8o [[op o
m=k
Como B € arbitrdrio temos que a série
o)

) 85, 5mf<o»<x>

m=k

L1/(1+e) %

“ék(l S m‘f(o.)_(x) ”9’?‘5.* S’B;, 4o .
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. % @ k '
converge absolutamente em be( E)t Como este espago é completp

o sew limite existe. Por outro lado, (ver [5.]), pontualmente
_ akf(o)(t‘\—* ):gk(m‘ém‘f(o))(x)(t) para t e E.

Logo _
dFr(x)e g (Fm).

Aléum disso,pelos resultados acima, temos

I3, 8% o, € s g5 3, 3R o, g5 ¢

N

o/ $of b 190,8%000 Lo, g,

-

00 | T
VALY ‘)_—_KQ-I; oL+ &25701/(x &) G =

3

(c/ 9k)<1+ &/2)1“c (k=

—

=2 ¢ (1~ E,)(_;L_*‘TE_@)}" para ‘fodo ke IN,

Portanto £ & de tipo © em x.

Para provar que z inclusifo € contfnua & suticlente mostrar

-
que toda Seminorma em (X’[’SQ, g“Je) rortada por K& &(e(E) e

BQ@E também € S6-portada. Dados P seminorma enm M%Q L porta-
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da por K¢ KE(E) e BC—.@E com X compacto em Eg e £ 70, seja
c(E€)>0 tal que

m=90

p(f) $ (&) T‘ g_ xsup “W <Smf(x)“ 6,B

para toda f&Hgg(BYC Hgy(B). Sejam V= 2 GgK+2 G EB e
§ :-..sup{”x I|2K+2 £ 3 ,x(—:KS « Com estas notagBes temos que se

x ek, xc1/2(2K+2EB) e assim _? 1/2. Vamos provar que

(9?, 2Ky 263

p(£) & e(E) )f_ 12, 3"

n=o

para toda f € Hqy(E). Se

il $"£(0) ”e 2K+2&B— X

entBo estd demonstrade. Suponhamos que este n¥o ¢ o caso, Temos

(ver [ 6])

”1 é f(x)“e 2K+ 2 £B _“‘mzoqtél”nu émf(")”e 21\-»253”}‘['%2&3 &

—_

8.9)

. € 7 r

n=o0

1 émf(o) ” 0,7 Q-

Logo

cgmf(x) ”

oD
"
xe X

M0



® | ~ _
< Lo xe X I, 37260 lloypen
< Im: (1/2)" .sup H 6mf(o)- ” <
S e K 9,2K+2£~_B_x.

= /2% ‘ ™2 (o) [
< 5;: 5:: lmi § tlo 8,V %

k=o

N
E

“%"u $£(0) “e,v e ki(l/af)k =

n=o9

Y

. h 1
. )LE (1{23“‘.2}2 p™ ¥ ”%11 Me(o)

i

L

=

=9

Como e
m+l -
‘F Cs mza]HS <o ,

c gsup{ g

(1/?)

temos

p(2) ¢ o(E) o J |1 8"e0) g y

m=9 ..

0 que completa a demonstracéo.

No easo do tipo corrente podemos fornecer um resul tado

melhor.

‘ (3-19) 'PI'OUOS:E_Q?ZO : (HS(E), Z'\.Use) = (:}:{S(E)y Zu‘kg)

algébrica e topoldgicamente.
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Demonstrac3o : Pelo coroldrio (2.11) temos que

Ho (E)C 'S{S(E). Pela proposicfio anterior temos que

(Hg(E), & CH5¢

\UBB

E), &g ) continusmente. Resta provar

qure toda seminorma qué égwse—continua é tambdm 6'“03 -continua.

Sejam Xe 5(8(}3), Be @E com. X compacto em Ep e (c/n)goe C;.

Definimos

p(f)

para toda fe ‘S’fs(E).

lhemos £ >0 tal que

1+&

L
1+?E

(
Se escolhermos ainds

teremos K+ o3 B C (

m % m, temos

_"Il

il
e
w3

2)2.:- “%l_.gmf(O) “K+ B
m=0

?

Seja v uma #izinhanqa de K éem EB e e8co-

1+

K + Jéch ( 1o - )X% £8C V.
1+ 38
m, & it _ tal que g/‘m,s_%ﬁ para my M,

1+ &,

lE. YK+ O(I‘RBC_ V. Ent?io,‘para P70 e
*+32 ' :

§"1(0) ”K+ olyB

f(O)x‘ xeK+ o;BY} =

A )
Tx) ax ;5 xeEy o8 )&

n=g
If(x)l 3 x€ PR+ PolyB )
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. +&
Escolhendo  £,0 tal que 14§ ¢ 1EE  temos:

1
1+ 2&

1) Para mynm,

“ "Smf(c’) “K'\‘o/‘B E,?n sup { lf(x)l ;xev |

2) Para m:O,l,...,mo—l,

{11 ¢ : 1 _ _
Hﬁi;‘ 6 mf(O) “K'&' o(‘mB < :s;"m sup “f(X) [;X@ flK'*- Pla{]"lBl
~ onde ?1 é escolhido tal qué‘ ?1(1{-\- o(B) € V para

m 2 0,1,-00,1}10-‘1.
: ,mo—l

; _ 0
Logo, tomando c( V) .___j_, gi‘ ): i temos
' i=o i=m : .

p(£)= ): 1 é £(0) ”K+ 0(‘}3 (c(V) sup { ]f(x)l xe V)

para toda fe‘&t’é(E) .
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CAPITULO IV

ol (3- TIPOS DE S-HOLOMORFIA E TRANSFORMADAS DE BOREL
. { -

Neste capitulo & estudada a transformada de Borel ~de ele-
mentos do dual de (H‘SS(E), tse). Para &ste fim € introduzido um
novo tipé de S-holomorfia que € chamado de um (- (3-tipo. ©
resultado principal do capituio .é a caracterizacfio do espago

(HSG(E),TSQ)" com o uso de transformada de Boi'el.

- -
“

(4.01) Definigao : Um o{-tipo de S—holomorfia 8 é dito ser
“um cx"- (3 tlpo de S- holomorf:.a se satisfaz as seguintes condigfes:
1) Para ﬁodo n e, @be( E). DG)‘ON( E) e para tode Be ®E
_ | i
”Pm ” o,B & “Pm ”N,B , quai_l.q_uegr que seja P @bH( B).

, o n .
2) Para todo m € W, @bf( E) € denso em .( @be(' E), Pe'a).

Observac8Bio: Pela condi¢Bo 1) da definig¢H%o anterior conclui-

mos que (HSN(E), Ty C (Hgg (B, TSG) continuamente qualquer que

seja o o ~ (Sﬂ’cipo de S-holomorfia €.

(4.02) Definiclo :Uma func#o £:E—> € & dita ser uma fungfio
S-exponencial se existe \{{GE*' tal que £(x) = exp(V(x)) para todo

X em B.



Denotando por W o espago veborial complexo gerado por to-

das as funq¢les S-exponenciai_s observamos que
W C Hyy(E) C Hgg(E)

para todo o('-@—tipo de S-holomorfia ©.

(4.03) Lema : Se 0 & um X~ @-tipo de S-holomorfia, ento

a aderencia de 'Xf'n"em (HSQ(E),"!JSG) ] HSG(E) ( logo a aderencia

de W em (Hgg(E);Tgy) também & Hgn(E) ).

Demonstrac3o : Pelas proposigdes (2.07) e (3.02) a série

de Taylor de f no pont'_o 0 converge para I respectivamente nas

topo-logii.-as i de HSG(E)' Pela;"'éondit;ao 1) da defini-

so © tse

c%o (4_.01), como 3“‘ [exp(_-kﬁ\)_](o)= W™, para t6da YeEB” e
—t

todo m € IN, o lena fica demonstrado se provarmos que @™ ew’ 58,

Provaremos éste fato I'por. indugdo emn m < IN.

Seja p unma seminorma em (HSS(E),tSG) da forma
p(L)= ): p(l §m2(0) ).

Se x¢c €, com X # O temos

_ ' 00
exp()xk{):.-1+)d{+z "1-}11 )\‘lem

m= 2 *

e ent3o o S | | : .



2¢) - 1 S|
MR -ve)a

e

m=2

como exp(¥) & Heo (E) temos

8

] pG, €™ = plexp(9)) <oo .

m=2o

—t
Togo p( exp();:Q) -1 -\f)—-=>0 com )\——>0, e assim LE‘ EW SO
_ _ 4 _
Suponhamos que \Qn é W

S0 para n & k.

k

: 1 i... 1 k+l k4l
exp()\kq) - 5 T >\ LQ —e ‘Q +

i=o (k+1)

Logo

k
exp(AQ) - ): %’; ,\i \Qi
= J

'>\k+l

+ =1 -
Logo \Qk Lew™so , que completa a demonstraco.

(4.04) Lema : A aplicagBo

-43-

. o Q0
p( SOl _yy =y amlpd W ) " RedE, )
m=2



Bt 1e( Bu®m, Ty g)—Bme O

definida por ((3(1‘))(_‘?)_—-‘-— 7(Y™) para téda \QGE*, estabelece

un isomorfismo vetorial entre os espagos e

IEN w,

~44-

sup { ([3(T)).(LQ) : H\?“Bq‘:o}r sup {[TI(P)I B: HP“N,B¢ OIS

ki3

para todo Be Rp .

Demonstrac8o : ( ver[6] ).

Denotaremos ; respectivamente, pof “(31‘ ” B € ”T”N,B 0s

dois supremos que aparecem no Ultimo lema.

Se 0 & wn o(‘-@-tipo fie S-holomorfia, entfo, pela condi-
¢Ho 1). da definic8o (4.01). ‘b‘lémoa que
( Q™) Tyg ) >« @be(mmf e )
para todo m em. Pelo lema (.4,(54) podemos pensar
(@be(l‘nEj, PG,@ )' como sub conjunto de @(mE*.).' Definimos,
paré. cada m & IN,. ' |
A Qpetm, [ o) — Q@r)
pondo ﬁ(\Q ) = %1 ?(Q™) para t8da .\Qe o

Denotamos por @be*(mE*) a imagem ém @(mE*) de G?be(mE)'

pela apliéaqélo N o



. ,
Bn  ( @be(mE), PG,QB ) definimos, para cada Be 63]3 ,

. ) |
“Tm”e',B:sup { |”P P“ L,B 3 “Pm ”9,5= 0 ]

En G)be*(mE*) definimos HT “9 B = %“THB ,B *

(4.05) Définiga.o : Umé transformada de Borel de um elemen-
_ . . ~
to T de ( HSG(E),tse)' € uma aplicagio T:E— ¢ definida por

T(R) = Tlexp(€)) .

A topologia tSG emn HSG(E) induz em @be(mE) uma topolo-

gia mais fina ou igual 3 t0polog-ia natural de @bg(mE), como

- . N ) __.'_ ] m e
vimos no coroldrio (3.06). Ass_mi se T€( @00( E), P@,GE, )
" temos que Te&( @be(mE)_,tSG)' e portanto podemos estendé-lo a
un funcional linear contfnuo T* em { HSS(E.)' tse), pondo

. ) : A

1*(2) = 7( 3, § "£(0) )
para t6da fe ?HSG(E),_
Como, para todo m € N e todo ¢ e B" @m [exp(\f\»“)] (0)="¢",

L .

temos que T*(‘Q) = T*(exp(@)) = 7( %1 \Qm) = T(\).

Concluimos que a aplicac#o em (HSG(E),tse)' que associa a cada
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Y

funcicnal T a transfomadé. de Borel de T, quando restrita ao

m +
espago ( @be( B), PO S } , coincide com 8 aplicac¥Bo  anterior-
, :
mente definida em ( @be(mE), P@,B)" Dafl o uso do mesmo simbo-

lo para as duas aplicacBes.

(4.06) DefinicHo : Uma funcZo fe'&(s(E) diz-ge uma funcgo
S~-holomorfa nuciear de tipo limitado se: ‘
1) Para todo me I, § "£(0)e @, "E).
- Py . 1 |?nm ' 1/m
2) Para todo BGGBE., %nz—%og F ”6 £{0) “H 9B)_/ - 0.

Oespago vetorial de tais fungles sgré denctado por ‘S{SM(E). '

(Para maiores detalhes ver [6] Yo

(4.07) Definiclo : Em \S{ SNb(E) consideramos a seguinte

familia de seminormas:

Hf ”N',B i ; ” 2(0) “N B

para todo p>0 e todo Be

A topologia em “S’(.SNb(.E) definida por estas seminormas serd

denotada por TLgy « ¢ ver[ 6J Y.

{(4.08) Proposicfio : (HNBb(E), ESNb) _ (HSN(_‘E).’ Tgy) con-



tinuamente.

Demonstracio : Que RSNb(E)C HSN(E> é evidente pelas

defini¢Bes, Seja p uma seminorma em HSN.(E) que & TSN—continua.

EntHo, para t8da f & HSN(E)’

D)= ):Q'i %3 “gmf((_’) ”N,Kﬁ-o(mB ’

m= 0

"

- __ 00 +
onde Xe RS(E), BC@E com K compacto em Bp & (oc’;l)o € Cye

Como XC E. , existe¥)0 tal.que XC ¥ B. Como lim ©/=0 , exis-
B _ m~>00 T

teé)O tal que es{msé para tocdo m & IN . Logo Se §=Y%+ 51:emos

K+ o(BC % "B, e para todo m ¢ 1IN, .
o0

P(f)"‘d"i I-lﬁ‘ “é‘mf(O) HN,?B - I: —{;—Illl “ gtmf(()) “N,B

m=9 ' - - Iﬁ:O

0 que completa a demonstragfo.

(4.09) Proposicfio : Seja € um <L - @-tipo de S-holomorfia,

Entio (KSN‘b(E)’zSNb) - (HSS(E)’ TSE}) continuamente.

Demongtragfio : Pela condigHo 1) da definiglo (4.01), para-
todo me W , 6DbN(mE)I - @be(mE) contimiamente. Logo

(HSN(E)’TSN)C (HSQ(E}),TSGJ continuamente. A proposicfo (4.08)



completa a demonstrac#io.

(4.10) DefinigZo : Uma funcHo feH(E*) diz-se de tipo
exponencial se existem ¢>0 ¢ BESE tais que

lf(‘ﬁ ).l & e exp(l|Qlly) para toda Vv E*,

Denotaremos por Exp(E*) a algebra das funcgles de tipo ex-~
ponencial relativa:;iente 3s operacdes usuais de espago vetorial e

nultiplicagdo pontual.

(4.113 ProposicBio ¢+ A aplicaco
A 3(‘%(4 Sﬁb(E)’ Esm) f——> EXP(E*)L T

tal qué %(\Q) = T(exp('¢)), para t8da (Qe E', € un isomorfismo

de algebra entre &stes espagos.

Demonstrac¥o : (ver [6] ).

{4.12) Proposicio P Seja & um cﬁ»(&-tipo de S-holomorfia.

A ' ' o
Se T & (Hgg(E), Tse)' , ent8o T &€ Exp(E") e, para todo m ¢ N,

N
50000y & Qg @),

Demonstracfo ¢ A primeira afimacfo da tese é uma conse-



) N
quéncia da proposig#o anterior. Como T GK(E*), temos que

ng(o)E @(mE*). Se denotarmos por T a restrigdo de T ao
' @ m : .
espago bG'( E), temos, pela proposic8io (3.05) ,
) m ' m l’
€ Qpe®mr59) @ (&2 6"m), T )

A o I ¢ . Cm _ B m %
Logo T, €\¥e*( B DC @( BY). Assim § Tp(ol=ml T € Upa*(TE ),

(4.13) DefinicZo sSeja Ee‘%(_E*) tal que para cada m e IN,

P = § (o) e @be*(mE*). Se existe KeKe(E), .BeGBE com K cox-

pacto em Ey e tal que para todo £>0

-0 ' -

dizemos que F € de” t.ipo' Qf—exponencial compacto en E.

(4.14) ProposicHo : Existe uma correspondéncia biunivoca

. # - g
entre o8 elementos de tipo © =exponencial compacios em E e og

!
e}ementos de (HSG(E)’TSG) .

- - ]
Demonstracdo : Sejam T &€ (Hgo(E),Tgg) e p uma seminorma.

-

em HSG(E) que & Se-portada por K€ Re(_E) e BE@E e tal que

|T(£)| & p(f) para ¥8da f£e Hg(E). Entio, para todo £>0,

existe c¢c(&) 0 tal 'qg.e
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nee)| < o) ¢ ole) T |2 gmf(oj“ | -
(£)| € p(f) & o @ 8,k+ £B
para tfda £ G,HSG(E)."Para cada m &« IV, seja Tm a restrigio de

T ao @be(mE); Ehtﬁo, se Pme @be(mE)

7 (P, )l | & .0( E)' f ”'IJ?-N. ngmfo) ” 8,K+ ¢ B

m=o

ree )| =

=c(€.) H 1 “_6',1(*- €3 Logo

(F,
el e = o T, e e o) €

)

7 o) = @1 T, .

. A : o~
Seja F =T. Ent3o F = émF(o) =
Logo

=1im sup( m !
m-—> ®

1im sup(

m—s 0o ”Fm ”9 K 8'3)1/&11

- »
”T”e JK+EB _)1/:11
= lim sup( Z m P )1“/1‘1 & lim sup c(E_):"“/""l =1.
m-— 6o H m“@ K+ £ B m—y o .
Logo F & de tipo © -exponencia.l compaeto em E.
Reciprocamente, suponhamos que F & ¥{((EX),com

oy

F o= L)€ Co*u(@z*) o que exista Ke W _(E) e Be 63E con-

com X compacto em Ey e tal que para todo £ >0 ‘temos

»* . .
lim sup( ” “9 K+ EByl/m ¢ 1. Definimos T: H«G(E)—-—mb C
it =500 o
pondo T(f) = Z xlﬂ\Tm(g.la %uf(O)), onde @ Me) & tal que

me~o
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T =F . Dado £>0,escolhenos c(£)> 0 tal que

”Fm HS*’K+ £ B £ 2m.c( £ ) ps;ra todo m €« IN , Temos que

locey | ¢ - 1 (1 3meco)) $
m:olm\' mt mh ’

S ___500 “ Tn “e' K+ £ B ”m' 1(0) HG,K-\-{-: B =
m=0

- “Fm “e.*'m &P “r':?tl gmﬂ")“e,m £B &
m=0 | 3

"

$ (&) E “

" e .

. e |
Agora ()= Tlexp({))= ] Tm(gi“{’ )= [m;r ()=
. . m=0 m= 0
00 ,'\ N
1 -
Zﬁ‘Fm Y= F(Y ). Logo T=F..
m=0 i .
(4.15) Exemplo 0 tipo de S-holomorfia nuclear ¢ um

oL~ @ftipo de S-holomorfia. Logo fGH(E*) g de tipo ,’&*-
‘ N
exponencial compacto se e sdmente se existir Ke ¥ o (B

B& GBE corni X compacto em EB tals gque para todo £ 0,

Yin sup( | 5mf(o)HN I EByL/m gy
n—» 00
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CAPITULO ¥

ol - (A~ X' -TIP0S DE S-HOLOMORFIA E

OPFRRADORES NIFERENCIAIS PARCIAIS

Um, tipp de S-holomorfia ainda mais restritivo € introduzido
com a finalidade de definir Operadores Diferenciais Parciais no
esﬁaqo dag Séries de Poténciaé Formais. E demonstrado que o es-
pago de operadores se aplica por uma b;jegao e lsomorfisme al-
‘gébrico sbbre -um espago de polinbmios homogd@neos de tipo limi-
tado em E®. Kostra-se ainda, neste_quitulo, que as solucgdes

para tais operadores podem ser aproximadaspor Sclugles especi-

ais chamadas de BS-éxponenc'ial polinomial.

(5.01) DefinigHo : Para cada 'I‘mc_:_( @be(_mE)’ %,Q, } e

cada P, & @be(n}é}), definimos a fung?io
\G(Tm)(Pn): B~y ([

por K(Tm)(Pn)(X): T [%1 %m{ E-xPn)(b)} onde

(C.yPy) = P {a+x) para fodo a € E.

(5.02) Observaglio : Na realidade podemos verificar que
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a func#o K(Tm)(]?n) é um polindbmio (n—m)-homo;;éneo de tipo 1i-

mitado em Es¢ n2m e {0} se n ¢ m.

(5.03)Definiglo : Um o(-(3- ¥-tipo de S-holomorfia € &€ um
o('—-@-tipo gue satisfaz as seguintes condicdes:

1) Se. P Wg*¢ ), XeEB" e kcIN, entlo
SEpcgre §tx")
2) Se TmE(@,e'(mE), Pe,@: )', entfo a aplicago

‘G’(Tm) aplica @be(r_lE) em @bg(n-mm\ continuamente.

(5.00) Bxemplo : (§™m), Ty g )T, €um

o(*[3-‘6-1;ip0 de S-holomorfia,

(5.05) DefinigBo : Seja 6 um o{-(3- F-tipo de S-holomor-

- .
fia. @bG(E)_:m @OQ(EE) é chamado de conjunto de todas as

séries de poténcias S@-fomais em B. Definimos multinlicaco es;- _
calar e adi¢fo e consideramos a topologia produto 11 emG‘G%Q(E)'-

Podemos identificar HSG(E) com elementos de@@be(‘z}) tomando, pa-

ra cada f e HSS(E)’ a série de Taylor ao redor do zero.
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(5.06) DefinicHo : Para cada mell¥, Q ¢ um operador dife-

rencial parcial m-homogéneo em G:G%Q(E) se satinsfaz:
1) Q: @@be(E)-—vG@be(E) & um operador linear contimio.
2) Para cada %eE e cada Pe (P (m), Qm(g_\% P)= C_,%Qm(P)_.

3) Para cada ne M, Q. ( (")) C (PP E).

Para cada m € IN denotaremcs por PDSQ(Em) o conjunte dos

operadores diferenciais parciais m-homegéneos em G%a(E).

(5.07) Definic%o ¢+ Q ¢ um operador diferencial parcial se
é uma soma finita de opersdores diferenciais parcials homogéneos,
Denotamos nor PDSB(E) o conjunto de todos os operadores diferen-

ciais parciais em G—(‘%S(E).

(5.08) De_fi.nir‘:ﬁo + Para cada Q& PD,OQ(E), definimos a

funggo (3(Q):  (Ppg(E)——— € pondo B3{Q)(P)=Q(2)(0) ,

para todo P e @b@(E)'

{5.09) ProposicHo : Para cada Q& ?Dbe(Em) temos

Be ( Fpm, 199"



DemonatracBo : Como Q@ ¢ um operador entfo (S(Q) & linear.

_ -
Seja QePDbB(Em) e P:LPi gom Pie @be(iE) 1=0,1;..a,0.

Q@) = QP J(0)+ ...+Q(P _12C0) + QB (o) + QR 4)(0)4...

QB (0) = QB (e) = QE, T P (o).

Seja (Po()chC@be(E) con lim B.= 0 em (Hgy(E), Tbe). Cono

¢ A

Como Q é linear cont’inuo, existe Be @ e exigte ¢ 5 @ tais que

!@(Q)(?cc)' = lQ( mP ) (o) i Hm' 6m? (o) !G,B . Logo

1 Liz (3(Q)(Pec)= 0. Togo (3(Q) € (Ggs(m Tog) -
) €

=55~

(5.10) ProgosigHo : A aplicaglo Q & FD,(E )—s(3(Q)e GL™E")

€ linear e bijetiva. -

Demonstracio Pela proposiglo anterior, (3(Q) psté bem

detinida, Q) = B(Q)(exp ') = AL, § ™ exp Y Do) =
:Q(E’.\_Qm): ?}EL Q(LQ ) para todo "{‘GE* .

SexeC, B@O'OI=E a0 W= AL o= X ED).

Logo (3(62) uma, fung:ao M- homogénea e como @(Q)E(@bet) il

N\ .
temos que @(Q)ﬁ @ba*(}g*).

¥
89) 9
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A~ AN
Se Q)sQp € PDgy(B) com (3(Q1) = (3(@2), temos que

@(Ql) = @(Qg) pois a aplicagllo N € injetiva . Para todo

Pe @be(E) e todo xe€ B temos (QI(T_P)= (3(QQ)(T_.F

logo Q{P)(x)= Qu(P)(x), logo Q) (P) = Q,(P), e assim Q= Q,,
provando que a aplicag#io € injetiva. Resta provar que a aplica-
¢80 ¢ sobrejetiva. Seja Pme@be*(mE*) . Entdo existe

m ' ' AT -
R, € ( G)be( E),.PQ,%) tal que R, =P . Como © é un
o("-(:’;-— ¥~tipo de S-holomorfisa, I{(Rm) apiica @be(nE) continua-

mente em @be(mmE). Logo ‘S(Rm) tem uma extensfo natural eri_trg
.GG?DQ(E) e 51 nesmo. Mantendo a mesma notagBo para a extenso
._vamo;s mostrar que K(I’?m): G@bé(f{f})*-——-—-?(‘;@be(m ¢ um operador
.diferencial m-homo'généo.' Sejam X,y €« E e Pc @be(ia‘), Temos
(C_y [X(Rm)(?J] (y)= YRO@P)(y + x) =R [%! wa(ng(cj](-y)=
=R, [%Eg_]m(z_x‘f)(o) ](y): K(Bm)(g_x?)(y)- 0 que prova a CQn-:

dicBo 2) da definicHo (5.06). As condic¢les 1) e 3) sfo evidentes.

e
Temos entfo que Y(R,) € ¥D ,(E). Agora, @[B’(Rm)] (L)=

:(:BEB’CRmJJ (exp\P)= YR (exp\P)(0)= B (X, T (exp'PI(0))=
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Rm(%;, @™y = :ln'.Rm,( ) = fi\m(ke): P, (¢). 0 que termina a

demonstragdio.

(5.11) Coroldric : Existe uma correspondéncia biunfvoca en-

tre os elementos de PDy (E) e os elementos de @bQ*(E*) dada

| LA ;
por Q€ PDg(B) ——— 3 e Fpgx(a").

(5.12) Definiglio : Se Q , Q & PD,(B) definimos

convolug®o de @y por Q, ,» Qy* Q, ¢ CF@;G(E)'-—'**G:@}:Q(E) ’

" pondo (Ql* Qg)(f): Ql(Qa(f))p para__tcida f@.GG)bQ(E).

(5.1 3) 131«0;,;0Siwo..-‘.= Se Q)9 € PD, (B), entfio Q;* Q, estd

em PDbe(E) .

Demonstracfio : ¥ suficiente mostrar no caso de operadores

diferenciais parciais hohlogéneos. Sejam Q€ PDbe(Em ) e
. ' . 1

QeePDbe(Emg) » A condicg¥o 1) da definig¥o (5.06) & evidente.

Se xX&E e Pe G%B(HE)" temos G _(Qx Q)(PN)=

=T (0700 (P)) = 0y (T (05 (P)) = Q QT P)= Q% Qu(Z _.P).



n-m, '
Agora, como Qg(.@be(nl‘?)) - @De( °E), temos que

n-m

NN ., 0
2 " 1gy,

Ent3o Ql* Qs ¢ operador diferncial parcial (_m1+ m2}-h6mogeneo.

(5.14) ProvosicHo : Seja 6 um of-@-‘g'-—tipo de S-~holomorfia.

Entdos

i) G)be'*(E*) é uma dlgebra comutativa sob a operagHo de
multiplisacio ponto a I_jézito.

2) PDES(E) é uma 4lgebra multiplicativa sob a operagho de

convolugo.,

\ S
3) A aplicagBic Qe PD (E)—/3(Q) e G g*(E") & uma

bijeggo' linear e um isomoffisiﬁo algdbrico.

Demonstracdio ¢ Completaremos a demonstragZo de 3). Para

cada x€E e WeE" temos para todo y € E, (Z&xexpke)(y)ﬁ
_-:e.xp\Q(y+ x):exp@(x).expte(y). logo Z-xe@\f: "f(x)exp\Q .

Se Q;,Q € FDg(B), temos Q,{expR)(x) = Qu( Tox@x0\R)(0) =
:Qg(éxpk?(x)éxp LQ)(Ct)-:::' exp \Q(x)Qe(exp\f)(o): e:{p%(x)@?@})(‘{).

Agora, [m(%): [(3(@1* Q2) ] (exp\{):'(Ql* QQD(GXPLQ}(O )



| N |
[ (pCexp @ ) J (o) = [a) (exp@ (+)B(Q) (') J(o) =

N N N
=30 (0 [y (exp o) 1€0) =300 (1 (3¢a; ) CYg)

Logo @mg) = _(3@) p@)-

(5.15) Lema : Se .’Pl e P2€.- G%G*(E ), P2¢ 0 e

P3‘-;PI=/P2€\S'€(E*). entfo P3e_ be*(E*)-

Demonstracfdo : Como Pl, P e @be*(E*)C@(E*) e

Q0 o~
. 36 H(E ) com P3 I: émP3(o) , temos que

21’3-Z: P, émP (o) P; -e entHo ?36@(13}*). Pela con-

digéo 1) de definicflo (5.06) € .sufic_ién'te mostrar que para
algum EEE* e todo E.IEI ' tel.nosf @m?S(‘g,)e @be*(E*\) _
_Seja‘EEE* tal que P,y(%)# 0. Entao

| 93(‘3)?1’1(%’/?Zt‘ga_e@ge*(ﬂf).'
Para 1=1,2,3. P(x)=) - %3 (5(x-%).

J=o

Por hipdtese éjPi( E)é@be*(jE*) e JEemW, 1i=1,2.

53P3<§,>€@<3E*>, jel .
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Como hipdtese de indug#o, suponhamos gue

3‘11?3(%.)6: @bg*(E*) para j ¢ k. Como Gl-r'—l).' g(j+l)P3(l§)=

k+] A 1 A(kﬁ-‘rl 3 ‘
g(k+1);‘?1(§) - igl ;.{'. 51?2(5’ JE&FIT T O )P3( 3)

N , P, (%)

ral
€ como @b@,ﬁ(E*) & uma 4lgebra obtemos é(k+_1)}?' (l%) perten=

’cendo 8 @be (k“'lE*) Loge para todo m &€ IN-, temos que

[ (E)C@be*( E). | S - ’

(5.16) Def:migfio : Una funr;ao f E~—e><[ diz-ze SQ-exnonen-

cial Eolinomial se existe lﬁEE ' PE@G(E) tal que

t(x)= P(x)exple(x) -para todo x € E.

(5.17) PropogicBio : Seja & um J—@—X-tipo de S-holomor—
fia e seja Q& PDbB(E)‘ Ent¥%o toda solﬁqao de Q(£)=0 pode ser
"aproximada em G:GD (E} por uma solugfio S8-exponencial polinomi-

al. -

Demonstraclo : Se Q= 0, como a sdrie de Taylor de gualquer

fungo em E converge em G@be(E), temos que

P'exp\Q ; Pé @bQ(E), ‘Qe»E*} € denso em@@oe(ﬂ)::"nﬁclleo de Q‘_
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-

Suponhamos que Q¥ O. Seja ve& @@DG(E)’ tal que ge
QP exp(€)) = 0 entlo v(P exp(ke)) = 0, Como
@(Q) € @De*(E*) CG%N*(E*), podemos asgociar & (3(Q) de manei-

. , Q '
ra nica, um operador \DQ — /HSN(E) en (HSN_(E)'TSN)' | Por

| A
outro lado, como VEG@bG(E) temos que VE be*(E*) C
C@bN*(E*) e podémos agsociar, de maneira Unica, um funcional

linear continuo. VN_ = ?’/HSN(E) e (HSN(E)’TSN)' Assim, se.

@Q(P exp(_L_Q)): 0, enf&o- VN(I’ exp(\Q)): 0. ’J.‘_emos por um resul-

tsto an (], me WG € MG om0 G2y

N Py : A N
(3C0g) = (3(Q)  vemos que ?/@”(\Q) (2", Pelo lema(5.15)
_ N _
temos que fv/@?Q) & b'g*(E*)'-. Pelo corolirio (5,11), existem

. . P PN A
G e qve:PDbe(E) tais que @(Qv)z 7 e@(Ql)= "/(3,’;5).

—_ N

'Logo @{Ev) :@(Ql)ﬁ(Q) de onde concluimos que Q,=Q;* Q .
Agora, oe hc-.@(\fe(E)_, com Q(h)= 0, temos que
v(n) = [Q () ](0) = (g x h)(o)= @ [aw) ] (o) = 0.
Consic_ieremos EED subéspar;o gerado por

| P exp \{ ; e Cra(®), Wer® e Q@ exp\g ) =0 ]5 .

Ficou provado que tode funcional linear continuo v em @@DQ(E)
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que se anula em c_( anula-se também em todo elemento do micleo de
Q. Por uma aplicac¢cBo do teorema de Hahn-Banach temos que Cfé

denso neste micleo.

(5.18) Proposiclio : Seja © umo(-[a— X—tipo de S-holomorfia

e gseja QGPDhg(E). EntZo, se. Q # 0 temos gue tQ é biunfvoco e
I.:n(tQ) ¢ fechado na topologia fraca em (F@bo(l*})' definida por

Ry (-

Denonstracsio : Inicialmente mostraremos que Im(tQ) =

12e G & g(8) ; Q)= OS_L . Como _Q;_G@bg(E)—_‘"G‘G%G(E)

é linear temos que tQ:G@be(E).———-& G@be(E)' € definida por

tQ(w)z‘ff tal que v(f);.-w(Q)(f) para toda _feG'@be(E) g todo

we@@be(E)'. Se h= {£e GQ,(B); Q) = olc FRy(® ,

tengs Q(h) = 0. Se v g Im(tQ)CG: @bQ(E)‘ teLms"que

v(h)= tQ(w(h))é w{Q(h)) = w(o)= 0. ZTogo v se amala nos8 ele-

. L
mentos -do micleo de Q. Iogo ve ]:micleo de Q] « Reciprocamente,

L : .
seja vé& fmicleo de Q] < @@bQ(E)' . Temos v(P exp\W)= 0 gempre

que Q(PexpY¥)= Q. Pela demonstirac¥o da proposicio (5.17) existem

Q.9 € PDbe'(E) tais que Q* Q= Q, € (BCQV) = v. Temos ainda



=63~

b (3@ (0 = B REND= g [e®G)= [* a®)(0) =
2Q,(£)(0)= (3(QI(E) = v(£). Togo v = tq 3(Q) e entlo |
v e (%), ’T'emqs |

Wm(*Q) = {ve C®, M s v(£)=0 se Q£)=0:] =

Q(f) . {veG&, (B) s v(£) =01} .

Fntio Im(tQ) é a_'intersecg;g.o de conjuntos que sfHo fracamente

fechados e, portanto, & fracamente fechado. Suponhamos que
tQ(v)-’-‘ 0. Beja Q& PDbe(E) tal que @(Qv) = v. Para cada

. xX€E e Pc @:JG(E) temos que. el

[o* 0 [ = [_-(Qv* (G B J(a)—-[q‘,(mz ) 3](0)-
_Q(Qv) I_Q(E xP)]-:- v[_Q(Q I’)] = 0. Logo QV* = 0 e entHo

(j(qv) (S(Q) = 0. Como Q#O e @(Qv), @(Q){‘(L(E*) temos que

’\ A ) )
@(QVJ‘: v = 0., Assim tQ ¢ biuwnivoca.

(5.19) Corolirio : Se B possul uma base enumerdvel de elew

nentos de (BE para Seus limitados ¢ Q € PD'bG(E) com Q # O,

entZo Q aplica @-@be(.ﬁ:‘) Om §i MEBWO.

Demonstrac8c: Nas condic¢8es do emmciado@@b@(E) é um espago




64~

de Fréchet, Pelo. teorema de Dieudonne-Schwartz, para mostrar

que uma Q F£ 0 & sobrejetora & suficiente provar que Im(tQ) é

fechado pela topologia fraca em GR§%O(E)' dada por CFG%Q(E) e

este fato ficou provado na'proposigﬁo.
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