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Resumo

Os principais tópicos aqui considerados são do tipo aritmético. Introduzimos e es-

tudamos semigrupos que generalizam os chamados semigrupos de Arf. Além de seu

interesse particular, eles podem ser usados para esclarecer a estrutura de anéis de

semigrupos no sentido de Lipman. Também calculamos os valores exatos dos pesos

de semigrupos usando o número de lacunas pares. Isto está relacionado ao recobri-

mento duplo de curvas e tem interesse no estudo de moduli e constelação de curvas.

Palavras-chave: semigrupos numéricos, semigrupos de Arf, semigrupos fraca-

mente de Arf, semigrupos acute, semigrupos fracamente acute, pesos de semigrupos,

pesos de Weierstrass, recobrimentos duplos de curvas.
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Abstract

The main topics considered here are of arithmetical type. We introduce and study

semigroups that generalize the so-called Arf semigroups. Apart from being interest-

ing by their own, they may be used to clarify the structure of semigroup rings in the

sense of Lipman. We also compute the true value of the weights of semigroups by

using the number of even gaps. This is related to double covering of curves and is

useful to the study of moduli and constellation of curves.

Key-words: numerical semigroups, Arf semigroups, near-Arf semigroups, acute

semigroups, near acute semigroups, weights of semigroups, Weierstrass weights,

double coverings of curves.
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Introdução

Seja N0 o conjunto de inteiros não negativos. Neste trabalho, estudamos pro-

priedades de semigrupos

H = {0 = m0 < m1 < m2 < · · · }

de (N0, +) cujo complemento em N0 é finito, motivados pela Teoria de Anéis Locais

(Seções 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4), Códigos Corretores de Erros (Seção 2.5) e a Teoria de

Pontos de Weierstrass (Capítulo 3).

O número g := #(N0 \H) é chamado gênero de H. Se γ é o número de elementos

pares do complemento de H em N0, dizemos que H é um semigrupo γ-hiperelíptico.

O Capítulo 1 é dedicado a uma revisão sobre a teoria dos semigrupos, onde

aproveitamos para lembrar uma fórmula para o cálculo do gênero de um semigrupo.

Em particular, mostramos algumas propriedades dos semigrupos γ-hiperelípticos que

serão chaves para o estudo dos capítulos seguintes.

Seja

A = k[[H]] := k[[{Xm : m ∈ H}]]

o anel local de semigrupo sobre k, um corpo algebricamente fechado de característica

zero. Tudo indica que Apéry [1] foi o pioneiro em estudar singularidades de A

via semigrupos. Arf [3] introduz anéis de semigrupos A (aos quais se refere como

canônicos) e os estuda por meio da propriedade

mi + mj − mk ∈ H para todo i ≥ j ≥ k ≥ 0 . (∗)

x
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Atualmente os semigrupos satisfazendo (∗) são chamados de Arf. Lipman [24] genera-

liza os anéis A estudados por Arf para anéis locais Cohen-Macaulay de dimensão um.

O conceito Cohen-Macaulay sobre anéis pode ser visto e.g. [9], [23]. Se A = k[[H]]

é um anel de semigrupo que é de Arf (na definição de Lipman) então A tem pro-

priedades que dependem da aritmética de H, tais como: ideais, ideais próprios e do

tipo de H [4].

No Capítulo 2, introduzimos e estudamos a aritmética de semigrupos que gene-

ralizam os semigrupos de Arf no seguinte sentido:

mi − mi−1 ≥ 2 para i = 1, . . . , c − g ,

onde c é o mínimo inteiro tal que c − 1 6∈ H e c + n ∈ H para todo n ∈ N0: um

semigrupo com esta propriedade será chamado fracamente de Arf. Estes semigrupos

contêm propriamente a família de semigrupos de Arf e portanto o respectivo anel

A = k[[H]] não é de Arf. Propriedades dos semigrupos fracamente de Arf são

fortemente influenciadas pela paridade do número de Frobenius ℓg. Para um inteiro

k ≥ 1, definamos a família

Hk := {H : H é um semigrupo fracamente de Arf de gênero g e ℓg = 2g − 2k} .

Para cada H ∈ Hk mostramos que g(H) ≤ min{7k − 4, 6k + 3} (Seção 2.3). Isto

implica que Hk é finito. Na Seção 2.4 consideramos ℓg = 2g − (2γ + 1) com γ ≥ 0

um inteiro e suporemos g suficientemente grande respeito de γ. Nestas condições

mostramos que todo semigrupo fracamente de Arf é γ-hiperelíptico. Em particular,

para γ = 0, 1, 2 os conceitos de semigrupos de Arf e fracamente de Arf coincidem;

isto não é o caso para γ ≥ 3.

A teoria de códigos corretores de erros teve um ponto de inflexão após a constru-

ção de Goppa de códigos sobre curvas definidas sobre corpos finitos [15], [16], [32].

Nos referimos a estes códigos como códigos de Goppa geométricos (CGG). A dimen-

são e distância mínima destes estão relacionadas com o Teorema de Riemann-Roch,

portanto faz-se necessário o cálculo do gênero de curvas e isto poderia ser difícil para

os não especialistas.

Em 1998, Høholdt, van Lint e Pellikaan [17] introduziram uma construção

“elementar” de CGG que usa essencialmente Álgebra Linear e Teoria de Semigrupos.

Porém, Matsumoto [26] observou que esta construção é equivalente ao estudo de

códigos pontuais definidas a seguir.
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Seja X uma curva (projetiva, não singular e geometricamente irredutível) de

gênero g sobre Fq, o corpo finito com q elementos. Seja {Q, P1, . . . , Pn} o conjunto

de pontos Fq-racionais de X . Seja H(Q) = {0 < m1 < m2 < · · · } o semigrupo de

Weierstrass em Q. Se G = miQ e D = P1 + · · · + Pn obtemos o código Ci = E⊥
i ,

dual de

Ei := {((f(P1), . . . , f(Pn)) : f ∈ L(miQ)} ⊆ F
n
q

onde L(miQ) denota o espaço de Riemann-Roch associado ao divisor miQ. Temos

duas cotas inferiores para a distância mínima exata d(Ci) de Ci a saber: a de Goppa,

dG(Ci) = mi− (2g−2) e a cota de ordem (ou a cota de Feng-Rao) dORD(Ci) definida

na Seção 2.5. Além disso, é conhecido que

d(Ci) ≥ dORD(Ci) ≥ dG(Ci)

(ver [12]). Para terminar o Capítulo 2, na Seção 2.5 calculamos a cota de ordem

para certos semigrupos fracamente de Arf, completando assim cálculos feitos em [5]

e [27].

Seja X uma curva definida sobre um corpo algebricamente fechado de gênero g.

Sejam P um ponto de X e H(P ) o semigrupo de Weierstrass em P . O Teorema

de Riemann-Roch assegura que este semigrupo tem complemento finito em N0 (veja

por exemplo [11]). Seja γ o número de elementos pares deste complemento. Gene-

ralizando o caso de curvas hiperelípticas, as propriedades aritméticas do semigrupo

H(P ) caracterizam a existência de curvas X de gênero γ recobertas por X por um

morfismo de grau dois sempre que g seja suficientemente grande com respeito a γ

[34]. Este resultado pode ser formulado utilizando um invariante que aparentemente

é mais simples do que a estrutura de H(P ) dada na Proposição 1.2.7. Consideremos

o peso de um semigrupo arbitrário H de gênero g, a saber

w(H) :=
1

2
(3g2 + g) −

g∑

i=1

mi .

Portanto, (
g − 2γ

2

)
≤ w(H) ≤

(
g − 2γ

2

)
+ 2γ2

(ver Corolário 3.1.7) e assim, obtém-se a existência de curvas X de gênero γ du-

plamente recobertas por X sempre que g for maior que uma cota quadrática em γ
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(ver [36]). Em [34], estas questões são formuladas sobre um contexto que depende

somente da estrutura aritmética de semigrupos. No Capítulo 3 estamos interessados

nos valores exatos de w(H). Nas seções 3.1 e 3.2, obtemos valores exatos de pesos

para certos tipos de semigrupos γ-hiperelípticos e, em alguns casos, uma classifi-

cação deles. Na Seção 3.3, estudamos os pesos dos semigrupos com multiplicidade

m1 = 4 e gênero suficientemente grande respeito do seu número de lacunas pares.

Como uma consequência disto, obtemos uma classificação de todos esses semigru-

pos. Finalizamos o Capítulo 3, com uma apresentação de fórmulas para o cálculo

de pesos de semigrupos de multiplicidade m1 = 6 e resolvemos o PROBLEMA 3.1.8

(formulado na Seção 3.1) no caso em que γ = 3; no caso, γ = 4 somente obtemos

uma resposta parcial. Estes resultados são úteis no estudo de moduli de curvas via

pesos de semigrupos [2] e constelação de pontos de Weierstrass [30], [33].

Campinas, 15 de dezembro de 2008.



Notações e Terminologia Básica

Salvo menção contrária, ao longo deste trabalho, usaremos as seguintes notações e

definições básicas:

Seja Z o conjunto dos inteiros.

Seja N o conjunto dos inteiros positivos.

Seja N0 o conjunto dos inteiros não negativos.

Seja F um corpo algebricamente fechado de característica p ≥ 0 (char p ≥ 0).

Um subconjunto H ⊆ N0 é chamado um semigrupo numérico quando 0 ∈ H,

H é fechado com respeito à adição e L(H) := N0 \ H é finito.

O inteiro g = g(H) := #L(H) é chamado gênero de H.

Estudaremos semigrupos numéricos tais que 1 /∈ H e omitiremos o adjetivo

numérico; isto é, semigrupos com gênero g > 0.

Os elementos do conjunto L(H) = {1 = ℓ1 < · · · < ℓg} são chamados lacunas

de H. O número ℓg é chamado o número de Frobenius de H. Denotaremos

ℓ0 := −1.

Os elementos 0 = m0 < m1 < · · · de H são chamados não lacunas de H.

O número m1 é chamado multiplicidade de H.

xiv
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Dizemos que H é hiperelíptico se m1 = 2, caso contrário é chamado não hi-

perelíptico. Esta definição é motivada pelas chamadas curvas hiperelípticas, a

saber as curvas que são recobrimento duplo da reta projetiva P
1. De fato, uma

curva X é hiperelíptica se, e somente se, existe P ∈ X tal que 2 é um elemento

do semigrupo de Weierstrass H(P ) em P .

Para um semigrupo H = {0 = m0 < m1 < · · · } de gênero g existe um único

elemento c = c(H) ∈ H, chamado o conductor de H, tal que c − 1 /∈ H e

c + n ∈ H para todo n ∈ N0. Claramente, c = mc−g.

Dizemos que um semigrupo H de gênero g é simétrico se ℓg = 2g − 1. A

propriedade de simetria pode ser substituída pelo seguinte: para cada inteiro

n, temos

n ∈ H se, e somente se, ℓg − n /∈ H .

Se n0, . . . , nr são elementos de N tais que MDC(n0, . . . , nr) = 1, então o con-

junto

H = 〈n0, . . . , nr〉 := {a0n0 + · · · + arnr : a0, . . . , ar ∈ N0}

é um semigrupo de N0, chamado o semigrupo gerado por n0, . . . , nr. Os ele-

mentos n0, . . . , nr são chamados os geradores de H.

Para H ⊆ N0 e a ∈ N0, aH := {ah : h ∈ H}.

Para um número real x, ⌊x⌋ denota o maior inteiro menor ou igual a x.

Sejam a e b inteiros com a ≤ b. Se a = b, [a, b] := {a} e se a < b [a, b] :=

{a, a + 1, . . . , b}.



CAPÍTULO 1

Preliminares sobre Semigrupos

Neste capítulo, consideramos resultados necessários para o desenvolvimento desta

tese. Por conveniência do leitor, escreveremos as demonstrações respectivas (salvo a

Proposição 1.2.3).

1.1 Conjunto de Apéry

Definição 1.1.1. Sejam H um semigrupo e m ∈ H \ {0}. Definimos o conjunto de

Apéry de H, com respeito a m, como sendo

Ap(H, m) := {h ∈ H : h − m /∈ H} .

Para cada i = 0, . . . , m − 1, seja

si = si(H, m) := min{h ∈ H : h ≡ i (mod m)} .

É claro que si ∈ Ap(H, m) para todo i = 0, . . . ,m − 1. Dado h ∈ Ap(H, m), existe

i ∈ {0, . . . , m − 1} tal que h ≡ i (mod m), e portanto h ≥ si. Pela propriedade de

semigrupo e do fato que h − m /∈ H segue que h = si. Logo,

Ap(H, m) = {s0, . . . , sm−1} .

Da definição acima, temos as seguintes propriedades:

1
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• si 6≡ sj (mod m), para todo i, j ∈ N0 com 0 ≤ i < j ≤ m − 1.

• H = 〈m, s1, . . . , sm−1〉.

No caso m = m1, o conjunto de Apéry de H com respeito a m1 é simplesmente

chamado conjunto de Apéry de H.

Defina ei = ei(H, m) pela equação

si = eim + i .

Seja

Li(H) := {ℓ ∈ L(H) : ℓ ≡ i (mod m)} .

Dado ℓ ∈ Li(H), pela propriedade de semigrupo segue que ℓ = jm + i para algum

j = 0, . . . , ei − 1. Por outro lado, pela minimalidade de si temos que jm+ i ∈ Li(H)

para j = 0, . . . , ei − 1. Logo,

Li(H) = {jm + i : j = 0, . . . , ei − 1}

e assim ei = #Li(H). Como L(H) é a união disjunta dos Li(H)’s, segue que o gênero

g de H satisfaz

g =
m−1∑

i=1

ei . (1.1)

Também são satisfeitas as relações:




ei + ej ≥ ei+j, se i + j < m ;

ei + ej ≥ ei+j−m − 1, se i + j > m .

Reciprocamente, números m, e1, . . . , em−1 que satisfazem as relações acima determi-

nam um semigrupo de gênero g = e1 + · · · + em−1.

1.2 Semigrupos γ-hiperelípticos

Os resultados desta seção estão motivados pelo estudo de semigrupos de Weierstrass

em pontos ramificados de recobrimentos duplos de curvas [36], [34].

Definição 1.2.1. Seja γ um inteiro não negativo. Um semigrupo H é chamado

γ-hiperelíptico se possui exatamente γ lacunas pares.

Observe que os semigrupos 0-hiperelípticos são os semigrupos hiperelípticos.
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Seja

0 = m̃0 < m̃1 < m̃2 < · · ·

a sequência crescente de não lacunas pares de H.

Lema 1.2.2. ([36, Lema 2.6]) Seja H um semigrupo γ-hiperelíptico. Então m̃γ+i =

4γ + 2i para todo i ∈ N0. Em particular, o conjunto

H := {0} ∪
{

m̃1

2
, . . . ,

m̃γ

2

}
∪ {2γ + i : i ∈ N}

é um semigrupo de gênero γ.

Demonstração. Se γ = 0 o resultado é claro. Sejam então γ > 0 e ℓ uma lacuna par

de H.

Afirmação: ℓ < m̃γ.

Prova da Afirmação: Suponhamos que exista uma lacuna par ℓ tal que ℓ > m̃γ.

Então teríamos as seguintes γ + 1 lacunas pares:

ℓ − m̃γ < · · · < ℓ − m̃1 < ℓ .

uma contradição. Isto termina a prova da afirmação.

Pela afirmação anterior temos que o número de lacunas pares de H é γ = m̃γ/2−γ.

Isto é, m̃γ = 4γ. Logo, m̃γ+i = 4γ + 2i para todo i ∈ N0. ¤

Proposição 1.2.3. Seja H um semigrupo numérico de gênero g. Então:

(1) H é hiperelíptico se, e somente se,

mi = 2i para i = 1, . . . , g .

(2) H é não hiperelíptico se, e somente se,

mi ≥ 2i + 1 para i = 1, . . . , g − 2, mg−1 ≥ 2g − 2 e mg = 2g .

Demonstração. Ver [6], [29, Teorema 1.1]. ¤

Observação 1.2.4. Seja γ > 0 um inteiro. Um semigrupo H γ-hiperelíptico de

gênero g tem g − γ lacunas ímpares em [1, 2g − 1], logo H possui γ não lacunas

ímpares em [1, 2g − 1]. Doravante a sequência decrescente de tais não lacunas será

denotada por

uγ < · · · < u1 , (1.2)

onde ui := ui(H) para i = 1, . . . , γ.
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Na Seção 2.4 veremos que um semigrupo fracamente de Arf de gênero g suficien-

temente grande e número de Frobenius ímpar satisfaz:

Proposição 1.2.5. Sejam γ ≥ 0 um inteiro e H um semigrupo de gênero g. Então

as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) H é γ-hiperelíptico;

(2) existe um único semigrupo H de gênero γ, existem γ inteiros ímpares, digamos

uγ < · · · < u1 com u1 ≤ 2g − 1 tais que

H = 2H ∪ {uγ, . . . , u1} ∪ {n ∈ N : n ≥ 2g} .

Demonstração. O caso γ = 0 é claro. Seja agora γ > 0 e suponhamos que H é um

semigrupo γ-hiperelíptico. Consideremos os ui’s como em (1.2). Pelo Lema 1.2.2,

tem-se m̃γ+i = 4γ + 2i para todo i ∈ N0; além disso, o conjunto

H := {0} ∪
{

m̃1

2
, . . . ,

m̃γ

2

}
∪ {2γ + i : i ∈ N}

é um semigrupo de gênero γ.

A recíproca segue do fato que H possui g − γ lacunas ímpares. ¤

Esta proposição motiva a seguinte definição.

Definição 1.2.6. Seja H um semigrupo de gênero g. Dizemos que H é um reco-

brimento duplo de um semigrupo H de gênero γ ∈ N0 se existem inteiros ímpares

uγ < · · · < u1 com u1 ≤ 2g − 1 tais que

H = 2H ∪ {uγ, . . . , u1} ∪ {n ∈ N : n ≥ 2g} .

Proposição 1.2.7. ([34, Lema 0.2], [34, Teorema 2.1]) Sejam H um semigrupo e

γ ∈ N0. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) H é γ-hiperelíptico.

(2) m̃2γ+1 = 6γ + 2.

(3) m̃2γ+1 ≤ 6γ + 2 < m̃2γ+2.

(4) No intervalo [2, 4γ], o semigrupo H possui exatamente γ não lacunas pares e

4γ + 2 ∈ H.
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Demonstração. Provaremos (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (1). O Caso γ = 0 é claro.

Assim, suponhamos que γ > 0.

(1) ⇒ (2) : Pelo Lema 1.2.2, temos que m̃γ+(γ+1) = 6γ + 2.

(2) ⇒ (3) : É claro.

(3) ⇒ (4) : Como m̃2γ+1 ≤ 6γ + 2 < m̃2γ+2, segue que no intervalo [2, 6γ + 2] o

semigrupo H tem γ = (3γ +1)−(2γ +1) lacunas pares. Usando o mesmo argumento

da demonstração do Lema 1.2.2, obtemos que tais lacunas pares estão contidas em

[2, m̃γ] e que m̃γ = 4γ. Tendo em vista que no intervalo [m̃γ, m̃2γ+1] temos γ +2 não

lacunas pares e m̃2γ+1 ≤ 6γ+2, concluímos que m̃γ+i = 4γ+2i para i = 0, 1, . . . , γ+1

(pois existem γ + 2 números pares em [4γ, 6γ + 2]).

(4) ⇒ (1) : Provaremos que G := {4γ + 2i : i ∈ N} ⊆ H o qual implicará que γ é o

número de lacunas pares de H. Suponhamos que G * H; então existe i ∈ N tal que

ℓ := 4γ+2i ∈ G\H. Seja i o menor elemento com esta propriedade. Pela propriedade

de semigrupo temos que 4γ + 2i − m̃k são lacunas de H, para k = 1, . . . , γ. Pela

escolha de i temos que 4γ + 2i − m̃1 ≤ 4γ. Por outro lado, temos que m̃γ ≤ 4γ e

4γ + 2 ∈ H; logo 4γ + 2i − m̃γ ≥ 2i com i ≥ 2. Assim, temos a sequência

4 ≤ 4γ + 2i − m̃γ < · · · < 4γ + 2i − m̃1 ≤ 4γ .

Como existem γ lacunas pares em [2, 4γ], segue que 2 ∈ H e portanto γ = 0, uma

contradição. ¤

Lema 1.2.8. ([35, Lema 2.1], [34, Lema 3.1]) Seja H um semigrupo γ-hiperelíptico

de gênero g. Então

(1) Se m̃1 = 4, então m̃i = 4i para i = 1, . . . , γ.

(2) Se m̃1 ≥ 6, então m̃i ≥ 4i + 2 para i = 1, . . . , γ − 2, m̃γ−1 ≥ 4γ − 4, m̃γ = 4γ.

(3) m̃i ≤ 2γ + 2i para cada i.

(4) Se h ∈ H é ímpar, então h ≥ max{3, 2g − 4γ + 1}.

(5) 2g − 4i + 1 ≤ ui ≤ 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , γ.

(6) Se g ≥ 4γ, então mi = m̃i para i = 1, . . . , γ.
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Demonstração. Pelo Lema 1.2.2, temos que o conjunto

H := {0} ∪
{

m̃1

2
, . . . ,

m̃γ

2

}
∪ {2γ + i : i ∈ N}

é um semigrupo de gênero γ. Agora provemos o resultado.

(1) Se m̃1 = 4, segue que H é hiperelíptico e portanto m̃i = 4i para i = 1, . . . , γ.

(2) Se m̃1 ≥ 6, pela Proposição 1.2.3 (2) temos que as primeiras não lacunas positivas

de H satisfazem as seguintes desigualdades:

m̃i

2
≥ 2i + 1 para i = 1, . . . , γ − 2,

m̃γ−1

2
≥ 2γ − 2,

m̃γ

2
= 2γ .

(3) Provemos que m̃i ≤ 2γ +2i para i = 1, . . . , γ. Temos que m̃γ = 4γ. Suponhamos

que exista um inteiro i tal que 1 ≤ i < γ e m̃i ≥ 2γ + 2i + 2. Como no intervalo

[2γ + 2i + 2, 4γ] existem γ − i números pares, então tal i não pode existir.

(4) Como h ∈ H é ímpar, temos h ≥ 3 e a seguinte sequência de γ + 1 não lacunas

ímpares

h < h + m̃1 < · · · < h + m̃γ .

Então, pela Observação 1.2.4 segue h + m̃γ ≥ 2g + 1. O resultado agora segue do

Lema 1.2.2.

(5) Já vimos que u1 ≤ 2g − 1. Assim, procedendo indutivamente temos que ui ≤
2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , γ. Provemos a cota inferior dos ui’s, por indução sobre

i. Pelo item (4) temos que uγ ≥ 2g − 4γ + 1. Seja i um inteiro tal que 1 < i ≤ γ e

ui ≥ 2g − 4i + 1. Procedendo por contradição, suponhamos que

ui−1 < 2g − 4(i − 1) + 1 = 2g − 4i + 5 .

Então ui = 2g − 4i + 1 e ui−1 = 2g − 4i + 3. Como existem 2i − 2 números ímpares

em [2g−4i+5, 2g−1], existe uma lacuna ímpar ℓ de H tal que ℓ > ui−1. Sem perda

de generalidade, podemos supor que ℓ− ui−1 = 2, pois γ > 0. Como ℓ = 2g − 4i + 5

segue que I := [ℓ − ui−1, ℓ − uγ] ⊆ [2, 4γ − 2]. Seja t o número de não lacunas pares

de H pertencentes a I. Pela escolha de ℓ temos que ℓ − ui−1 < m̃1. Por outro lado,

como ℓ − uj ∈ I para j = i − 1, . . . , γ temos que

ℓ − uγ − (ℓ − ui−1)

2
≥ t + [γ − (i − 1) + 1] .

Assim, uγ ≤ 2g−2γ−2i−2t+1. Agora, como m̃t+1 /∈ I segue que m̃t+1 +uγ ≥ ℓ+2.

Pelo item (3), tem-se m̃t+i−1 ≤ 2γ+2t+2i−2 e assim m̃t+i−1+uγ ≤ 2g−1. Portanto,
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temos as não lacunas ímpares m̃t+1+uγ, . . . , m̃t+i−1+uγ pertencentes a [ℓ+2, 2g−1].

Como ui−1 = ℓ− 2, teríamos que H possui (γ − i + 2) + (i− 1) = γ + 1 não lacunas

ímpares no intervalo [2, 2g − 1], uma contradição.

(6) Se h é uma não lacuna ímpar de H, então por (4) temos que h ≥ 4γ + 1. O

resultado agora segue do Lema 1.2.2 e a Proposição 1.2.7 (4). ¤

Lema 1.2.9. ([34, Corolário 2.4]) Sejam H um semigrupo de gênero g e i ∈ N. Se

di := MDC(m1, . . . , mi) = 1 e i ≤ g + 1 ,

então

2mi ≥ m3i−1 .

Demonstração. Seja Ki := {0 = m0,m1, . . . , mi}. Pela Proposição 1.2.3 (2) temos

mi ≥ 2i − 1 = i + 1 + (i − 2) para i = 1, . . . , g + 1 .

Por outro lado, como MDC(m1, . . . , mi) = 1, segue

#(Ki + Ki) ≥ 2i + 2 + (i − 2) = 3i

(ver [13, Teorema 1.10]), onde Ki + Ki := {mr + ms : 0 ≤ r ≤ s ≤ i}. Como

Ki + Ki ⊆ H e 0 ≤ mr + ms ≤ 2mi para todo 0 ≤ r ≤ s ≤ i, concluímos que

2mi ≥ m3i−1. ¤

O resultado chave na Seção 2.4 é o seguinte.

Proposição 1.2.10. ([34, Teorema 2.1]) Sejam γ ≥ 0 um inteiro e H um semigrupo

de gênero g ≥ 6γ + 4. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) m2γ+1 = 6γ + 2;

(2) H é γ-hiperelíptico.

Demonstração. O caso γ = 0 é claro. Assumamos agora que γ ≥ 1. Seja

d := MDC(m1, . . . , m2γ+1) .
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Afirmação: d = 2.

Prova da Afirmação: Suponhamos inicialmente que d ≥ 3. Então

mi+1 ≥ m1 + 3i para i = 1, . . . , 2γ .

Sendo, m2γ+1 = 6γ + 2,

6γ + 2 = m2γ+1 ≥ m1 + 6γ

e assim m1 ≤ 2, uma contradição pois γ > 0. Então d ≤ 2. Agora suponhamos que

d = 1. O Lema 1.2.9 implica

2(6γ + 2) = 2m2γ+1 ≥ m3(2γ+1)−1 = m6γ+2 .

Como 6γ+2 ≤ g−2, temos m6γ+2 ≥ 2(6γ+2)+1 (veja Proposição 1.2.3); e portanto

da desigualdade anterior concluímos

2(6γ + 2) = m6γ+2 ≥ 2(6γ + 2) + 1 ,

uma contradição. Isto mostra que d = 2.

Pela afirmação anterior temos que os mi’s são pares para i = 1, . . . , 2γ + 1. Em

particular, m̃2γ+1 = m2γ+1 = 6γ + 2. Assim, pela Proposição 1.2.7 segue que H é

γ-hiperelíptico.

Reciprocamente, se H é um semigrupo γ-hiperelíptico, pela Proposição 1.2.7

m̃2γ+1 = 6γ + 2. Como o gênero de H é g ≥ 6γ + 4 > 4γ, o Lema 1.2.8 (6) implica

m2γ+1 = 6γ + 2. ¤

Generalizamos a proposição anterior como segue.

Proposição 1.2.11. ([34, Observação 2.7]) Sejam γ ≥ 0 um inteiro e H um semi-

grupo de gênero g ≥ 6γ + 4. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) m2γ+1 ≤ 6γ + 2;

(2) H é t-hiperelíptico para algum t ∈ {0, . . . , γ}.

Demonstração. O caso γ = 0 é claro. Assumamos agora que γ ≥ 1. Analogamente

à prova da Proposição 1.2.10 temos que m̃i = mi ≤ 6γ + 2 para i = 1, . . . , 2γ + 1.

Em particular, m̃2γ+1 = m2γ+1 ≤ 6γ + 2. Logo, se t é o número de lacunas pares de

H em [1, 6γ + 2] segue que t ∈ {0, . . . , γ}. Seja ℓ uma lacuna par de H.
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Afirmação: ℓ ≤ 6γ + 2.

Prova da Afirmação: Suponhamos que exista uma lacuna par ℓ > 6γ + 2. Seja

ℓ o mínimo com tal propriedade. Então teríamos as seguintes 2γ + 1 lacunas pares:

ℓ − m̃2γ+1 < · · · < ℓ − m̃1 .

em [1, 6γ + 2], uma contradição. Isto termina a prova da afirmação.

Pela afirmação anterior temos que H é t-hiperelíptico.

Reciprocamente, suponhamos que H seja um semigrupo t-hiperelíptico para al-

gum t ∈ {0, . . . , γ} de gênero g ≥ 6γ + 4 (em particular, g > 4t). Pelo Lema

1.2.2 e Lema 1.2.8 (6) segue que mt+i = 4t + 2i para todo i ∈ N0. Em particular,

m2γ+1 = 4t + 2(2γ + 1 − t) ≤ 6γ + 2. ¤



CAPÍTULO 2

Semigrupos fracamente de Arf

Seja H um semigrupo de gênero g. Sejam

0 = m0 < m1 < · · · e 1 = ℓ1 < · · · < ℓg ,

respectivamente, as sequências crescentes de não lacunas e lacunas de H. Sejam

c = mc−g o condutor de H e ℓ0 := −1. Neste capítulo, introduzimos a propriedade

fracamente de Arf sobre semigrupos que generaliza a bem conhecida propriedade de

Arf.

2.1 Semigrupos de Arf

Definição 2.1.1. Um semigrupo H é chamado de Arf se,

mi + mj − mk ∈ H ,

para todo i, j, k ∈ N0 com i ≥ j ≥ k.

Observação 2.1.2. Seja c o conductor de H. Se mi ≥ c, então para cada j, k com

i ≥ j ≥ k, temos mi + mj − mk ∈ H. Assim, para verificar que um semigrupo é de

Arf é suficiente considerar o caso k ≤ j ≤ i < c − g.

Uma caracterização da propriedade de Arf é dada na seguinte proposição.

10
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Proposição 2.1.3. ([7, Proposição 1]) Para um semigrupo H, as seguintes afir-

mações são equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) para todo inteiro i ≥ j ≥ 0, 2mi − mj ∈ H.

Demonstração. Claramente todo semigrupo de Arf satisfaz (2). Reciprocamente,

assumamos (2) e sejam i, j, k ∈ N0 tais que k ≤ j ≤ i ≤ c− g− 1. Temos que provar

que m = mi + mj − mk ∈ H. Isto é claro, se i = j ou j = k. Em outro caso, se

k < j < i, sejam i0 := i, j0 := j, k0 := k e escrevamos

m := mi0 + mj0 − mk0
= (2mj0 − mk0

) + mi0 − mj0 .

Notemos que 2mj0 − mk0
∈ H e 2mj0 − mk0

= mj0 + (mj0 − mk0
) > mj0 . Sejam

i1, j1, k1 definidos por

mi1 = max{2mj0 − mk0
,mi0}

mj1 = min{2mj0 − mk0
,mi0} > mj0

mk1
= mj0 .

Assim, temos mi1 ≥ mj1 > mk1
e mi1 ,mj1 ,mk1

∈ H. Além disso, m = mi1 + mj1 −
mk1

, com i1 ≥ j1 > k1 = j0 e i1 ≥ i0, j1 > j0 e k1 > k0. Se i1 = j1 então a condição

(2) implica que m ∈ H. Em outro caso, repetindo o mesmo raciocínio obtemos três

sequências de inteiros (it)t∈N, (jt)t∈N, (kt)t∈N tais que

m = mit + mjt
− mkt

com it ≥ jt > kt. Existem duas possibilidades: se existe um índice h tal que ih = jh,

então m ∈ H. Em outro caso, se it > jt > kt para todo t ∈ N, então por construção a

sequência (jt)t∈N é estritamente crescente. Logo, existe um índice h tal que jh ≥ c−g,

ou seja, mjh
≥ c. Como mih > mjh

≥ c temos que m = mih + mjh
− mkh

∈ H. ¤

Corolário 2.1.4. Se H é um semigrupo de Arf de gênero g, então

mi − mi−1 ≥ 2 para i = 1, . . . , c − g , (2.1)

onde c é o condutor de H.
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Demonstração. Se c = g + 1 o resultado é claro. Seja agora c ≥ g + 2 e suponhamos

que existe i ∈ {1, . . . , c − g − 1} tal que mi − mi−1 < 2. Então mi = mi−1 + 1.

Escolhamos i o maior com esta propriedade; portanto, mi + 1 é uma lacuna de

H. Logo, pela Proposição 2.1.3 temos 2mi − mi−1 = mi + 1 ∈ H, o qual é uma

contradição. ¤

O Corolário 2.1.4 é o ponto de partida para a definição dos semigrupos deste

capítulo.

Observação 2.1.5. Seja H um semigrupo de gênero g e condutor c. Então, H

satisfaz a Equação 2.1 se, e somente se,

ℓi − ℓi−1 ≤ 2 para i = 1, . . . , g . (2.2)

De fato, suponhamos que H satisfaz a Equação 2.1 e que existe i ∈ {1, . . . , g} tal

que ℓi− ℓi−1 > 2; logo i ≥ 2. Então ℓi−2 e ℓi−1 são não lacunas de H, isto é, existe

um inteiro k ∈ {2, . . . , c − g} tal que mk = ℓi − 1 e mk−1 = ℓi − 2, uma contradição

com (2.1). A recíproca é análoga.

Existem outras caracterizações da propriedade de Arf. Por exemplo, Barucci

et al. estabelecem quinze equivalências de tal propriedade [4, Teorema I.3.4]. Mais

adiante (Proposição 2.1.9) provaremos que a propriedade de Arf é equivalente ao item

(xv) do [4, Teorema I.3.4] (esta prova pode ser bem conhecida pelos especialistas; cf.

[31]).

Inicialmente, vejamos algumas definições e resultados descritos em [4].

Dados dois conjuntos E e F contidos em Z e um elemento z ∈ Z, denotamos

E + F := {e + f : e ∈ E, f ∈ F} e E + z := {e + z : e ∈ E} .

Definição 2.1.6. Seja H um semigrupo.

(a) Um ideal relativo de H é um subconjunto não vazio E ⊆ Z tal que E +H ⊆ E

e E + h ⊆ H para algum h ∈ H.

(b) Um ideal relativo de H que está contido em H é simplesmente chamado um

ideal de H.

(c) Um ideal próprio de H é um ideal de H diferente de H, isto é, um ideal relativo

que não contém o zero.
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(d) Um ideal relativo E de um semigrupo H é chamado principal se existe z ∈ Z

tal que E = H + z; neste caso dizemos que E é um ideal relativo principal de

H gerado por z.

Para cada i ∈ N, defina

H(mi) := {h ∈ H : h ≥ mi} .

É fácil verificar que este conjunto é um ideal próprio de H.

Se E e F são ideais relativos de H, então

E − F := {z ∈ Z : F + z ⊆ E}

é também um ideal relativo de H.

Para qualquer ideal relativo E de H, E − E é um semigrupo.

Definição 2.1.7. Dizemos que um ideal E de um semigrupo H é estável se E é um

ideal principal de E − E.

Enunciamos a seguir um resultado que caracteriza os ideais estáveis num semi-

grupo.

Lema 2.1.8. Seja E um ideal próprio de um semigrupo H e seja e1 o menor inteiro

pertencente a E. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) E é estável;

(1) E + E = E + e1;

(3) E + (−e1) é um semigrupo.

Demonstração. Ver [4, Corolário I.2.3]. ¤

Proposição 2.1.9. Para um semigrupo H, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) H(mk) é um ideal estável para todo k = 1, . . . , c − g.
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Demonstração. Suponhamos inicialmente que H seja um semigrupo de Arf. Seja

k ∈ {1, . . . , c− g} e sejam mi,mj ∈ H(mk) com i ≥ j. Portanto, mi +mj −mk ∈ H.

Assim,

mi + mj = (mi + mj − mk) + mk ∈ H(mk) + mk .

Consequentemente,

H(mk) + H(mk) ⊆ H(mk) + mk ⊆ H(mk) + H(mk) .

Logo, pelo Lema 2.1.8 (2) segue que H(mk) é um ideal estável.

Reciprocamente, sejam i, j ∈ {0, . . . , c − g} com i ≥ j. Se j = 0 segue que

2mi − mj ∈ H. Seja então j > 0 e suponhamos que H(mj) é estável. Como

H(mi) ⊆ H(mj), 2mi ∈ H(mj) + H(mj) = H(mj) + mj, e portanto

2mi − mj ∈ H(mj) ⊆ H .

Assim, pela Proposição 2.1.3, H é de Arf. ¤

2.2 Semigrupos fracamente de Arf

O semigrupo

H = N0 \ {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9} = {0, 5, 7, 10, 11, 12, 13, . . .}

mostra que a condição (2.2) não caracteriza a propriedade de Arf. De fato, este é

um caso particular da seguinte família de semigrupos.

Exemplo 2.2.1 (G. Oliveira). Para o inteiro g ≥ 7, o conjunto

H = N0 \ {1, . . . , g − 3, g − 1, g + 1, g + 2} = {0, g − 2, g, g + 3, g + 4, . . .}

é um semigrupo de gênero g cujas lacunas satisfazem (2.2) que não é de Arf; de fato,

2g − (g − 2) = g + 2 6∈ H.

Introduziremos agora o seguinte conceito.

Definição 2.2.2. Um semigrupo H de gênero g é chamado fracamente de Arf se

mi − mi−1 ≥ 2 para i = 1, . . . , c − g ,

onde c é o condutor de H (ou equivalentemente se H satisfaz a propriedade (2.2) ).
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Exemplo 2.2.3. Sejam H um semigrupo e a, R ≥ 0 inteiros. Então o conjunto

H := aH ∪ {h ∈ N : h ≥ R}

é um semigrupo. Em particular, se c é o condutor de H, R ≥ 2c e a = 2, temos que

o semigrupo H pode ser expressado como:

H = 2H ∪ {h ∈ N : h é ímpar, h ≥ R} .

Com efeito, dados m,n ∈ H temos:

• Se m,n ∈ aH então m = ah1 e n = ah2 para alguns h1, h2 ∈ H. Logo,

m + n = a(h1 + h2) ∈ aH.

• Se m 6∈ aH ou n 6∈ aH então m + n ≥ R.

Logo, em qualquer caso m + n ∈ H. Portanto, H é um semigrupo.

A seguinte proposição estabelece propriedades a respeito do semigrupo H definido

no Exemplo 2.2.3; o item (2) foi provado em [7, Lema 1].

Proposição 2.2.4. Sejam H um semigrupo e a,R ≥ 0 inteiros. Então o semigrupo

H = aH ∪ {h ∈ N : h ≥ R}

satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Se a ≥ 2, então H é fracamente de Arf. Além disso, se H é um semigrupo

fracamente de Arf, então a afirmação é também válida para a = 1.

(2) Se H é de Arf, então H é de Arf.

(3) Se a = 2 e R ≥ 2c, onde c é o condutor de H, então

H é de Arf se, e somente se, H é de Arf .

Demonstração.

(1) Sejam c e g o condutor e o gênero de H = {0 = m0 < m1 < · · · }, respectivamente.

Seja i ∈ {1, . . . , c − g}. Se i = c − g, então é claro que mi − mi−1 ≥ 2. Agora
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assumamos que i < c − g então R ≥ c > mi > mi−1. Logo, existem não lacunas

mr, ms ∈ H tais que r < s e mi = ams, mi−1 = amr. Então, como

mi − mi−1 = a(ms − mr) ≥ a

segue que H é um semigrupo fracamente de Arf.

(2) Sejam c e g o condutor e o gênero de H = {0 = m0 < m1 < · · · }, respectivamente.

Sejam mi, mj, mk ∈ H com i ≥ j ≥ k ≥ 0 três não lacunas menores que o condutor

de H. Então R ≥ c > mi ≥ mj ≥ mk. Logo, existem mα, mβ, mγ ∈ H tais que

α ≥ β ≥ γ e mi = amα, mj = amβ, mk = amγ. Como H é um semigrupo de Arf

temos

mi + mj − mk = a(mα + mβ − mγ) ∈ aH,

e isto prova o item (2).

(3) Suponhamos inicialmente que H é de Arf. Sejam mi, mj ∈ H com i ≥ j ≥ 0.

Como H é de Arf temos que m := 2(2mi) − 2mj ∈ H. Mas m é par e sendo R ≥ 2c

pelo Exemplo 2.2.3 temos m = 2(2mi−mj) ∈ 2H e assim 2mi−mj ∈ H. A recíproca

é um caso particular do item (2). ¤

Exemplo 2.2.5. Seja γ ≥ 0 um inteiro. Seja H um semigrupo de gênero γ e

condutor c. Seja g um inteiro tal que g ≥ c + γ. Consideremos o conjunto:

H = 2H ∪ {n ∈ N : n é ímpar, n ≥ 2g − 2γ + 1} . (2.3)

Este conjunto tem as seguintes propriedades:

(a) H é um semigrupo de gênero g com ℓg = 2g − (2γ + 1);

(b) H é γ-hiperelíptico;

(c) H é fracamente de Arf;

(d) H é de Arf se, e somente se, H é de Arf.

Com efeito, os items (c) e (d) seguem da Proposição 2.2.4 (1), (3). Provemos

agora os items (a) e (b).

(a) Sejam 0 = m0 < m1 < · · · < mc−γ = c as primeiras c − γ + 1 não lacunas de H.

Assim,

2H = {0 = m0, 2m1, . . . , 2mc−γ = 2c, 2c + 2, 2c + 4, . . .} .
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Como g ≥ c + γ temos 2g − 2γ + 1 > 2c. Logo, pelo Exemplo 2.2.3 temos que H é

um semigrupo e

H = {0 = m0, 2m1, . . . , 2mc−γ = 2c, . . . , 2g − 2γ} ∪ {n ∈ N : n ≥ 2g − 2γ + 1} .

Portanto,

g(H) := #(N0 \ H) = (2c − (c − γ)) +
(2g − 2γ) − 2c

2
= g .

Por outro lado, é claro que 2g − 2γ − 1 /∈ H. Logo, ℓg = 2g − 2γ − 1.

(b) Como no intervalo [2, 2c] temos c elementos pares e c − γ não lacunas pares

segue que H tem γ lacunas pares em [2, 2c]. Por outro lado, pelo item (a) temos que

2c + 2n ∈ H para todo n ∈ N0. Isto mostra que H tem γ lacunas pares.

Na Seção 2.4, provaremos que qualquer semigrupo fracamente de Arf com ℓg

ímpar e gênero suficientemente grande com respeito a γ é do tipo (2.3).

No caso simétrico os conceitos de Arf e fracamente de Arf são equivalentes. Mais

precisamente vale a proposição seguinte.

Proposição 2.2.6. Seja H um semigrupo simétrico de gênero g. Então as seguintes

afirmações são equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) H é fracamente de Arf ;

(3) H é hiperelíptico (i.e. m1 = 2).

Demonstração. É suficiente provar (2) ⇒ (3) ⇒ (1).

(2) ⇒ (3) : Como H é simétrico, temos que ℓg−1 = ℓg − m1. Logo, pela propriedade

(2.2) segue que m1 = ℓg − ℓg−1 ≤ 2 e assim m1 = 2.

(3) ⇒ (1) : Se 2 ∈ H então a condição (1) segue da Proposição 2.2.4 (2) pois

H = 2N0 ∪ {n ∈ N : n ≥ 2g} .

¤

A equivalência (1) ⇔ (3) da proposição anterior, já foi observado por vários

autores; veja e.g. [4, Teorema I.4.2], [7, Proposição 2].
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Proposição 2.2.7. Seja H um semigrupo de gênero g com multiplicidade m1 = 3.

Então as seguintes condições são equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) H é fracamente de Arf ;

(3) H = 〈3, ⌊(3g + 2)/2⌋, ⌊(3g + 5)/2⌋〉.

Neste caso, ℓg = ⌊(3g − 1)/2⌋.

Demonstração. É suficiente provar (2) ⇒ (3) ⇒ (1).

(2) ⇒ (3) : Como H é fracamente de Arf e m1 = 3 por indução temos

ℓi = ⌊(3i − 1)/2⌋, para i = 1, . . . , g .

A afirmação (3) é agora imediata.

(3) ⇒ (1) : Pela Proposição 2.2.4 (2) e do fato que

H = 3N0 ∪ {n ∈ N : n ≥ ⌊(3g + 2)/2⌋} ,

temos que H é de Arf. ¤

O seguinte resultado é uma forte restrição sobre a aritmética dos semigrupos

fracamente de Arf e generaliza a condição (2) ⇒ (3) da Proposição 2.2.6.

Teorema 2.2.8. Seja K ∈ N. Seja H um semigrupo fracamente de Arf de gênero g

e L(H) = {ℓ1 < · · · < ℓg} o conjunto de lacunas de H. Se ℓg = 2g−K e g ≥ 2K−1,

então

ℓg−i = ℓg−i+1 − 2 para i = 1, . . . , g − 2K + 2 .

Demonstração. Suponha que exista i ∈ {1, . . . , g−2K +2} tal que ℓg−i = ℓg−i+1−1.

Escolhemos o menor i com tal propriedade. Seja I := ℓg−i+1 − g + i. No intervalo

[ℓg−i+1, 2g] temos i lacunas e assim g−I +1 não lacunas. Pela escolha de i, segue que

mI−1 é a maior não lacuna menor que ℓg−i. Agora, para j = 1, . . . , I, consideremos

os pares de lacunas: (ℓg−i −mj−1, ℓg−i+1 −mj−1). Como I ≤ c− g, pela Equação 2.1

segue ℓg−i+1 − mj < ℓg−i − mj−1 e assim temos a sequência de lacunas

ℓg−i − mI−1 < ℓg−i+1 − mI−1 < · · · < ℓg−i < ℓg−i+1 ,
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donde

g ≥ 2(I − 1) + (g − (g − i) + 1) = 2I + i − 1 .

Tendo em vista que ℓg−i+1 = ℓg−2(i−1) = 2g−K−2i+2 e portanto I = g−K−i+2,

pela desigualdade acima concluímos que

i ≥ g − 2K + 3 ,

uma contradição e isto prova o resultado. ¤

Exemplo 2.2.9. O seguinte exemplo mostra que a hipótese sobre o gênero no Teo-

rema 2.2.8 é o melhor possível.

Seja K ≥ 2 um inteiro. Pela Proposição 2.2.7 o semigrupo H = 〈3, 3K−2, 3K−1〉
é de Arf e satisfaz as seguintes propriedades:

• O gênero de H é g = 2K − 2;

• ℓg = 2g − K = 3K − 4 e ℓg−1 = 3K − 5.

Neste caso, ℓg − ℓg−1 = 1.

Para um semigrupo H fracamente de Arf, definimos M = M(H) como sendo o

maior inteiro tal que

ℓM = M . (2.4)

Então m1 = M + 1. Note que se M < g, temos ℓM+1 = M + 2.

Lema 2.2.10. Sejam H um semigrupo fracamente de Arf de gênero g e M como

em (2.4). Então para todos inteiros M ≤ i ≤ g,

2i − (2g − ℓg) ≤ ℓi ≤ 2i − M .

Em particular, m1 ≤ 2g − ℓg + 1 e a igualdade ocorre se, e somente se, m1 = g + 1.

Demonstração. Sendo H fracamente de Arf temos que

ℓi − M ≤ 2(i − M) e ℓg − ℓi ≤ 2(g − i)

e o resultado segue. ¤
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Proposição 2.2.11. Seja K ∈ N. Seja H um semigrupo fracamente de Arf de gênero

g e L(H) = {ℓ1 < · · · < ℓg} o conjunto de lacunas de H. Seja M como em (2.4). Se

ℓg = 2g − K, então M ≤ K. Além disso,

M = K se, e somente se, ℓi = 2i − M para M ≤ i ≤ g .

Demonstração. Pelo Lema 2.2.10 segue que M ≤ K. Suponha M = K. Se g = K

o resultado é claro. Agora, seja g ≥ K + 1 então ℓK+1 = K + 2. Provaremos que

ℓi = 2i − M para M ≤ i ≤ g. Como no intervalo [K + 2, 2g − K] temos g − K

lacunas, segue que ℓi = 2i − K para i = K + 1, . . . , g. A recíproca é clara. ¤

2.3 Caso: Número de Frobenius par

Nesta seção, pesquisamos propriedades do gênero de semigrupos fracamente de Arf

cuja última lacuna ℓg = 2g − 2k é par.

Teorema 2.3.1. Sejam k ≥ 1 um inteiro e H um semigrupo fracamente de Arf de

gênero g com ℓg = 2g − 2k. Então

g ≤ min{7k − 4, 6k + 3} .

Demonstração. Suponhamos que g ≥ 4k − 1. Sendo H fracamente de Arf, pelo

Teorema 2.2.8 temos que

ℓg−i = ℓg − 2i e mg−(2k−1+i) = ℓg−i + 1 para i = 1, . . . , g − 4k + 2 .

Em particular, se i = g − 4k + 2 obtemos m2k−1 = 6k − 3. Como m2k−1 pertence ao

intervalo [ℓ4k−2, ℓg] e sendo os ℓi’s pares para i = 4k − 2, . . . , g,

2(6k − 3) ≥ ℓg + 2 = (2g − 2k) + 2 .

Logo, g ≤ 7k−4. Por outro lado, suponhamos que g ≥ 6k+4. Como m2k+1 = 6k+1,

pela Proposição 1.2.11 existe t ∈ {0, . . . , k} tal que H é t-hiperelíptico, em particular

{4t+2j : j ∈ N0} ⊆ H, uma contradição pois 4t ≤ 4k < 6k = ℓ4k. Assim, g ≤ 6k+3

e isto implica o teorema. ¤

Do Teorema 2.3.1, segue imediatamente o seguinte resultado.
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Corolário 2.3.2. Seja k ≥ 1 um inteiro. Seja

Hk := {H : H é um semigrupo fracamente de Arf de gênero g e ℓg = 2g − 2k} .

Então Hk é finito.

Pergunta 2.3.3. Quantos elementos possui Hk ?

Para um semigrupo fracamente de Arf com ℓg = 2g − 2k, pela Proposição 2.2.11

temos

2 ≤ M ≤ 2k , (2.5)

onde M é como em (2.4). A seguir mostraremos que nos casos extremos, isto é, M = 2

ou M = 2k, os conceitos de semigrupos de Arf e fracamente de Arf coincidem.

Proposição 2.3.4. Sejam k ≥ 1 um inteiro e H um semigrupo de gênero g com

ℓg = 2g − 2k. Seja M como em (2.4). Se M = 2, então as seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) H é fracamente de Arf ;

(3) g = 4k− 2 e H = 〈3, 6k− 2, 6k− 1〉 ou g = 4k− 1 e H = 〈3, 6k− 1, 6k + 1〉.

Demonstração. Como M = 2 segue que m1 = 3. Logo, pela Proposição 2.2.7 temos

(1) ⇔ (2) e (3) ⇒ (1). Também, se H é fracamente de Arf segue da Proposição 2.2.7

que g ∈ {4k − 2, 4k − 1}. Além disso,

• se g = 4k − 2 então H = 〈3, 6k − 2, 6k − 1〉;

• se g = 4k − 1 então H = 〈3, 6k − 1, 6k + 1〉;

isto é, (2) implica (3). ¤

Seja X uma curva (projetiva, não singular e geometricamente irredutível) e P um

ponto de X . Denotamos por K(X ) o corpo de funções racionais de X . O semigrupo

de Weierstrass da curva X em P é o conjunto

H(P ) := {m ∈ N0 : Existe f ∈ K(X ) com div∞(f) = mP},

onde div∞(f) é o divisor dos polos de f . Uma aplicação do Teorema de Riemann-

Roch mostra, de fato, que H(P ) é um semigrupo.
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Definição 2.3.5. Seja H um semigrupo. Dizemos que H se realiza como semigrupo

de Weierstrass, se existe uma curva X e um ponto P em X tal que H é igual ao

semigrupo de Weierstrass H(P ) em P .

Um problema clássico proposta por Hurwitz é decidir quando um semigrupo é

realizável como semigrupo de Weierstrass (c.f. [18]).

Observação 2.3.6. Semigrupos de multiplicidade 3 são semigrupos de Weierstrass

[25]. Por exemplo, os semigrupos H1 = 〈3, 6k − 2, 6k − 1〉 e H2 = 〈3, 6k − 1, 6k + 1〉
(Proposição 2.3.4) se realizam no único ponto no infinito das curvas

y3 =
2k∏

i=1

(x − ai)
2k−1∏

j=1

(x − bj)
2 e

y3 =
2k−1∏

i=1

(x − ai)
2k+1∏

j=1

(x − bj)
2,

respectivamente; onde os ai’s e bj’s são elementos diferentes num corpo F com

charF 6= 3. O semigrupo H = 〈3, 5, 7〉 provém da quártica de Klein (c.f. e.g. [7],

[5]).

A proposição seguinte, estuda o caso M = 2k.

Proposição 2.3.7. Sejam k ≥ 1 um inteiro e H um semigrupo de gênero g com

ℓg = 2g − 2k. Seja M como em (2.4). Se M = 2k, então as seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) H é fracamente de Arf ;

(3) H = N0 \ {1, . . . , M − 1, ℓM , . . . , ℓg}, onde ℓi = 2i − M para M ≤ i ≤ g;

(4) H é (g − k)-hiperelíptico.

Neste caso, g ≤ 3k.

Demonstração. A equivalência (3) ⇔ (4) é clara. Pela Proposição 2.2.11 segue que

(2) implica (3). Provemos agora (3) ⇒ (1). Como

mi = M + (2i − 1) para i = 1, . . . , g − M,
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segue que 2mi − mj ∈ H para todo i, j com 0 ≤ j ≤ i < g − M + 1. Logo, H é um

semigrupo de Arf.

Agora como m1 = 2k + 1 pertence a [ℓ2k, ℓg] e os ℓi’s são pares para i = 2k, . . . , g

temos

2(2k + 1) ≥ ℓg + 2 = (2g − 2k) + 2

e isto termina a demonstração da proposição. ¤

Observação 2.3.8. Dado um semigrupo H, denotemos por w(H) o peso de H (vide

Seção 3.1). Propriedades sobre pesos implicam a realização de semigrupos como

semigrupos de Weierstrass [10], [21]. Aplicamos estas propriedades aos semigrupos

da Proposição 2.3.7. Sejam k ≥ 1 e

H = N0 \ {1, . . . , M − 1, ℓM , . . . , ℓg} ,

onde M = 2k e ℓi = 2i − M para M ≤ i ≤ g. Neste caso,

M ≤ g ≤ 3M

2
e w(H) =

(g − M)(g − M + 1)

2
.

Temos o seguinte:

• Se g ∈
[
M, M +

⌊√
M

⌋]
então 0 ≤ w(H) ≤ g

2
. Logo, H é um semigrupo de

Weierstrass (ver [10]).

• Se M ≥ 6 (i.e. k ≥ 3) e g ∈
[
M +

⌊√
M

⌋
+ 1,M +

⌊
1+

√
8M−7
2

⌋]
então

g

2
< w(H) ≤ g−1. Como 2m1 > ℓg segue que H é um semigrupo de Weierstrass

(ver [21]).

Em particular, se M ∈ {2, 4, 6, 8} então os semigrupos da Proposição 2.3.7 são de

Weierstrass para todo g ∈
[
M, 3M

2

]
.

Observamos acima que se M ≥ 10 então os semigrupos da Proposição 2.3.7 são

de Weierstrass para todo g ∈
[
M, M +

⌊
1+

√
8M−7
2

⌋]
.

Pergunta 2.3.9. Sejam H e M como na Proposição 2.3.7. Se

M ≥ 10 e g ∈
[
M +

⌊
1 +

√
8M − 7

2

⌋
+ 1,

3M

2

]
,

então H é um semigrupo de Weierstrass?.
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Seja k > 1. No caso M = 2 ou M = 2k vimos acima que

g ≤ 4k − 1 < min{7k − 4, 6k + 3} .

Pergunta 2.3.10. Se 2 < M < 2k então g ≤ 4k − 1?

Observaremos que no Exemplo 2.3.14 (caso k=2) a resposta a esta pergunta é

afirmativa.

Observação 2.3.11. Sejam k ≥ 2 um inteiro e H um semigrupo de gênero g com

ℓg = 2g − 2k. Seja M como em (2.4). Se M = 3, então as seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) H é fracamente de Arf ;

(3) g = 3k − 1 e H = 〈4, 4k − 1, 4k + 1, 4k + 2〉;

(4) H é k-hiperelíptico.

É suficiente provar (2) ⇒ (3) ⇔ (4) e (3) ⇒ (1). Como M = 3 temos m1 = 4.

Seja L′ := [1, 2g−2k]\
{
4i : i = 1, . . . , 2g−2k−2

4

}
. Se ℓ ∈ L′ é par então ℓ ∈ L(H). De

fato, seja ℓ = 4i + 2 para algum i ∈ N0. Se ℓ ∈ H teríamos {4i + 2j : j ∈ N0} ⊆ H

e assim ℓg = 2g − 2k ∈ H, uma contradição.

(2) ⇒ (3) : Provemos que L(H) = L′. É claro que L(H) ⊆ L′. Vejamos que

L′ ⊆ L(H). Seja ℓ ∈ L′. Se ℓ é par já vimos que ℓ ∈ L(H). Suponhamos ℓ ímpar.

• Se ℓ ≡ 1 (mod 4) então ℓ − 1 ∈ H. Como H é fracamente de Arf segue que

ℓ ∈ L(H).

• Se ℓ ≡ 3 (mod 4) então ℓ + 1 ∈ H. Como H é fracamente de Arf segue que

ℓ ∈ L(H).

Isto mostra que L(H) = L′. Em particular,

g = 2g − 2k − 2g − 2k − 2

4
.

Logo, g = 3k − 1 e H = 〈4, 4k − 1, 4k + 1, 4k + 2〉.
(3) ⇒ (4) : É claro.
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(4) ⇒ (3) : Sendo L′ ∩ 2N = L(H) ∩ 2N segue

k = g − k − 2g − 2k − 2

4
.

Logo, g = 3k − 1 e L(H) = [1, 4k − 2] \ {4i : i = 1, . . . , k − 1}.
(3) ⇒ (1) : Pela Proposição 2.2.4 (2) e do fato que

H = 4N0 ∪ {n ∈ N : n ≥ 4k − 1} ,

temos que H é de Arf.

Agora completaremos o Corolário 2.3.2 para um caso particular; calcularemos o

número de elementos de Hk tal que M = M(H) = 2k.

Corolário 2.3.12. Seja k ≥ 1 um inteiro. Então existem exatamente k + 1 semi-

grupos fracamente de Arf de gênero g com ℓg = 2g − 2k e M = 2k.

Demonstração. Seja Hg um semigrupo de gênero g com ℓg = 2g − 2k e M = 2k.

Pela Proposição 2.3.7 segue que 2k ≤ g ≤ 3k e

Hg = N0 \ {1, . . . , 2k − 1, ℓ2k, . . . , ℓg} ,

onde ℓi = 2i − 2k para i = 2k, . . . , g. Isto termina a prova do corolário. ¤

Exemplo 2.3.13. Seja H um semigrupo de gênero g com ℓg = 2g−2. Pela Equação

(2.5), Proposição 2.3.4 e Proposição 2.3.7, as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) H é de Arf;

(b) H é fracamente de Arf;

(c) H = 〈3, 4, 5〉 ou H = 〈3, 5, 7〉;

(d) H é 1-hiperelíptico ou H é 2-hiperelíptico.

A equivalência (a) ⇔ (c) acima, já foi observado por Barucci et. al. [4, Teorema

I.4.5]. Veja também Bras-Amorós [5, Proposição 3.12]. Neste caso, observamos que

a cota na Pergunta 2.3.10 é a melhor possível. Além disto, observamos que a prova

deste exemplo difere drasticamente da dos autores mencionados.
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Exemplo 2.3.14. Seja H um semigrupo de gênero g com ℓg = 2g − 4. Se H é

fracamente de Arf, de (2.5) segue que 2 ≤ M ≤ 4.

• Se M = 2 pela Proposição 2.3.4 temos H = 〈3, 10, 11〉 ou H = 〈3, 11, 13〉.

• Se M = 3 a Observação 2.3.11 implica que g = 5 e H = 〈4, 7, 9, 10〉. Além

disso, H é um semigrupo de Arf.

• Se M = 4 pela Proposição 2.3.7 temos que g ∈ {4, 5, 6}; além disso, é claro

que H = 〈5, 6, 7, 8, 9〉 ou H = 〈5, 7, 8, 9, 11〉 ou H = 〈5, 7, 9, 11, 13〉.

Podemos resumir estes cálculos como segue:

(a) H é de Arf;

(b) H é fracamente de Arf;

(c) H é um dos seguintes semigrupos:

〈5, 6, 7, 8, 9〉, 〈5, 7, 8, 9, 11〉, 〈4, 7, 9, 10〉, 〈5, 7, 9, 11, 13〉, 〈3, 10, 11〉, 〈3, 11, 13〉.

Note que g ≤ 7 e logo a resposta à Pergunta 2.3.10 é afirmativa neste caso.

2.4 Caso: Número de Frobenius ímpar

Seja H = {0 = m0 < m1 < · · · } um semigrupo fracamente de Arf de gênero

g > 0. Nesta seção, a maior lacuna ℓg de H será considerada ímpar, digamos

ℓg = 2g − (2γ + 1). O principal resultado é:

Teorema 2.4.1. Sejam γ ≥ 0 um inteiro e H um semigrupo fracamente de Arf de

gênero g ≥ 6γ + 4. Suponha ℓg = 2g − (2γ + 1). Então existe um único semigrupo H

de gênero γ tal que

H = 2H ∪ {n ∈ N : n é ímpar, n ≥ 2g − 2γ + 1} .

Demonstração. Sendo H fracamente de Arf, pelo Teorema 2.2.8 temos que

mg−(2γ+i) = 2g − 2γ − 2i para i = 1, . . . , g − 4γ ;

em particular, se i = g−4γ−1, m2γ+1 = 6γ +2. Agora a prova segue da Proposição

1.2.10, Proposição 1.2.5 e do Exemplo 2.2.3, tendo em vista que uγ = 2g−2γ +1. ¤
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Corolário 2.4.2. Sejam γ ≥ 0 um inteiro e H um semigrupo de gênero g ≥ 6γ + 4.

Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) H é de Arf com ℓg = 2g − (2γ + 1).

(2) Existe um único semigrupo H de Arf e de gênero γ tal que

H = 2H ∪ {n ∈ N : n é ímpar, n ≥ 2g − 2γ + 1} .

Demonstração. Segue do Teorema 2.4.1 e Exemplo 2.2.3. ¤

Corolário 2.4.3. Sejam γ ≥ 0 um inteiro e g ≥ 6γ + 4. Sejam

Hg,γ := Conjunto de semigrupos fracamente de Arf de gênero g com

ℓg = 2g − (2γ + 1) e

H (γ) := Conjunto de semigrupos de gênero γ.

Então

#Hg,γ = #H (γ) .

Demonstração. Dado H ∈ Hg,γ, pelo Teorema 2.4.1 existe uma única representação

H = 2H ∪ {n ∈ N : n é ímpar, n ≥ 2g − 2γ + 1} .

Temos assim definido uma aplicação

Ψ : Hg,γ −→ H (γ) .

H 7−→ H

É claro que Ψ é injetiva e pelo Exemplo 2.2.5 a aplicação Ψ é sobrejetiva. ¤

Observação 2.4.4. A cota inferior sobre o gênero no Teorema 2.4.1 é necessária

como mostra o seguinte exemplo. Seja γ ≥ 1 um inteiro. Seja H = 〈3, 6γ+2, 6γ+4〉.
Então H é um semigrupo de Arf 2γ-hiperelíptico de gênero g = 4γ + 1 e ℓg =

2g − (2γ + 1) (cf. Proposição 2.2.7).

Pergunta 2.4.5. É a cota g ≥ 6γ + 4 no Teorema 2.4.1, a melhor possível?.

Seja γ ∈ N. Para um semigrupo fracamente de Arf com ℓg = 2g − (2γ + 1), pela

Proposição 2.2.11 temos

2 ≤ M ≤ 2γ + 1 , (2.6)

onde M é como em (2.4). A seguir mostraremos resultados análogos aos da Proposição

2.3.4 e Proposição 2.3.7.
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Proposição 2.4.6. Sejam γ ≥ 1 um inteiro e H um semigrupo de gênero g com

ℓg = 2g− (2γ + 1). Seja M como em (2.4). Se M = 2, então as seguintes afirmações

são equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) H é fracamente de Arf ;

(3) g = 4γ e H = 〈3, 6γ + 1, 6γ + 2〉 ou g = 4γ + 1 e H = 〈3, 6γ + 2, 6γ + 4〉.

Demonstração. Como M = 2 segue que m1 = 3. Logo, pela Proposição 2.2.7 temos

(1) ⇔ (2) e (3) ⇒ (1). Também, se H é fracamente de Arf segue da Proposição 2.2.7

que g ∈ {4γ, 4γ + 1}. Além disso,

• se g = 4γ então H = 〈3, 6γ + 1, 6γ + 2〉;

• se g = 4γ + 1 então H = 〈3, 6γ + 2, 6γ + 4〉;

isto é, (2) implica (3). ¤

Observação 2.4.7. Os semigrupos H1 = 〈3, 6γ +1, 6γ +2〉 e H2 = 〈3, 6γ +2, 6γ +4〉
(Proposição 2.4.6) se realizam no único ponto no infinito das curvas

y3 =

2γ+1∏

i=1

(x − ai)

2γ∏

j=1

(x − bj)
2 e

y3 =

2γ∏

i=1

(x − ai)

2γ+2∏

j=1

(x − bj)
2,

respectivamente; onde os ai’s e bj’s são elementos diferentes num corpo F com

charF 6= 3.

Proposição 2.4.8. Sejam γ ≥ 0 um inteiro e H um semigrupo de gênero g com

ℓg = 2g − (2γ + 1). Seja M como em (2.4). Se M = 2γ + 1, então as seguintes

afirmações são equivalentes:

(1) H é de Arf ;

(2) H é fracamente de Arf ;

(3) H = N0 \ {1, . . . , M − 1, ℓM , . . . , ℓg}, onde ℓi = 2i − M para M ≤ i ≤ g;
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(4) H é γ-hiperelíptico.

Demonstração. Pela Proposição 2.2.11 segue que (2) implica (3). Provemos (3) ⇒
(4). Como existem γ lacunas pares no intervalos [1, ℓM ] e as lacunas ℓi = 2i − M

para M + 1 ≤ i ≤ g são ímpares segue que H é γ-hiperelíptico. Pela propriedade

(2.2) e definição de M segue (4) ⇒ (3). Vejamos agora (3) ⇒ (1). Como

mi = M + (2i − 1) para i = 1, . . . , g − M,

segue que 2mi − mj ∈ H para todo i, j com 0 ≤ j ≤ i < g − M + 1. Logo, H é um

semigrupo de Arf. ¤

Observação 2.4.9. Vejamos agora se os semigrupos da Proposição 2.4.8 são de

Weierstrass. Sejam γ ≥ 1 e

H = N0 \ {1, . . . , M − 1, ℓM , . . . , ℓg} ,

onde M = 2γ + 1 e ℓi = 2i − M para M ≤ i ≤ g. Neste caso,

g ≥ M e w(H) =
(g − M)(g − M + 1)

2
.

Se g ∈
[
M, M +

⌊√
M

⌋]
então 0 ≤ w(H) ≤ g

2
. Logo, H é um semigrupo de

Weierstrass (ver [10]). Se g ≥ M +
⌊√

M
⌋

+ 1, então H é um semigrupo de

Weierstrass?.

Os seguintes exemplos seguem do Corolário 2.4.2.

Exemplo 2.4.10. (Caso: γ = 0). Seja H um semigrupo simétrico de gênero

g ≥ 4. Como existe um único semigrupo de gênero 0 (o qual é de Arf), as seguintes

afirmações são equivalentes:

(a) H é de Arf;

(b) H é fracamente de Arf;

(c) 2 ∈ H.

Exemplo 2.4.11. (Caso: γ = 1). Seja H um semigrupo de gênero g ≥ 10 com

ℓg = 2g − 3. Existe um único semigrupo de gênero 1, H = {0, 2, 3, . . .} (o qual é de

Arf); assim as seguintes afirmações são equivalentes:
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(a) H é de Arf;

(b) H é fracamente de Arf;

(c) H é 1-hiperelíptico.

Exemplo 2.4.12. (Caso: γ = 2). Seja H um semigrupo de gênero g ≥ 16 com

ℓg = 2g − 5. Se H é 2-hiperelíptico então

H = 2H ∪ {2g − 3, 2g − 1} ∪ {n ∈ N : n é ímpar, n ≥ 2g + 1} ,

onde H é um semigrupo de gênero 2. Como existem exatamente dois semigrupos de

gênero 2, H1 = {0, 3, 4, 5, . . .} e H2 = {0, 2, 4, 5, . . .} (além disso eles são de Arf), as

seguintes afirmações são equivalentes:

(a) H é de Arf;

(b) H é fracamente de Arf;

(c) H é 2-hiperelíptico.

Estes semigrupos são de Weierstrass (ver [14], [28]).

Observação 2.4.13. As hipóteses sobre g no Exemplo 2.4.10, Exemplo 2.4.11 e

Exemplo 2.4.12 podem ser substituídas, respectivamente, por g ≥ 1 (ver Proposição

2.2.6), g ≥ 6, g ≥ 10 (os dois últimos resultados são obtidos por cálculos diretos).

Nestes casos, o Corolário 2.4.2 pode-se provar com uma hipótese mais fraca.

Ao contrário dos exemplos anteriores (exemplos 2.4.10, 2.4.11 e 2.4.12), para

γ ≥ 3 existem semigrupos fracamente de Arf que não são de Arf cuja última lacuna

ℓg = 2g − (2γ + 1).

Exemplo 2.4.14. Sejam γ ≥ 3 e g ≥ 2γ + 3 inteiros. Seja

H := N0 \ {1, 2, . . . , γ − 1, γ + 2}

e

H = 2H ∪ {n ∈ N : n ímpar, n ≥ 2g − 2γ + 1} .

Temos que H é um semigrupo de gênero γ que não é fracamente de Arf (pois

(γ + 2) − (γ − 1) = 3) e H é um semigrupo de gênero g com ℓg = 2g − (2γ + 1)

fracamente de Arf mas não é de Arf (veja Exemplo 2.2.5). Note que H pode ser

substituído por qualquer semigrupo de gênero γ que não satisfaça a propriedade de

Arf.
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2.5 Sobre a ordem de semigrupos

Seja X uma curva (projetiva, não singular e geometricamente irredutível) de gênero

g sobre Fq, o corpo finito com q elementos. Seja {Q,P1, . . . , Pn} o conjunto de pontos

Fq-racionais de X . Seja H(Q) = {0 = m0 < m1 < · · · } o semigrupo de Weierstrass

em Q. Se G = miQ e D = P1 + · · · + Pn obtemos o código Ci = E⊥
i , dual de

Ei := {((f(P1), . . . , f(Pn)) : f ∈ L(miQ)} ⊆ F
n
q

onde L(miQ) denota o espaço de Riemann-Roch associado ao divisor miQ. Temos

duas cotas inferiores para a distância mínima exata d(Ci) de Ci a saber: a de Goppa,

dG(Ci) = mi − (2g − 2) e a cota de ordem (ou a cota de Feng-Rao) dORD(Ci) [12],

[17]. Consideraremos os seguintes conjuntos

A(ℓ + 1) = A[mℓ] := {(s, t) ∈ N
2
0 : ms + mt = mℓ} , ℓ ∈ N0 (2.7)

e seus cardinais

νℓ := |A(ℓ + 1)| , ℓ ∈ N0 . (2.8)

Seja (s, t) ∈ A(ℓ + 1). Pela Equação (2.7), temos t ∈ [0, ℓ]. Portanto, a Equação

(2.8) implica

νℓ = |{mℓ − m0, . . . , mℓ − mℓ} ∩ H| , ℓ ∈ N0 .

Assim,

dORD(Ci) = min{νj : j ≥ i}

e temos

d(Ci) ≥ dORD(Ci) ≥ dG(Ci) ,

onde d(Ci) é a distância mínima exata de Ci e dG(Ci) é a cota Goppa sobre d(Ci).

Neste contexto, a definição seguinte é de utilidade.

Definição 2.5.1. Seja H um semigrupo. O número de ordem de H é definido como

o(H) := min{ℓ ∈ N : νj ≤ νj+1 para todo j ≥ ℓ} .
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Nesta seção calculamos o número de ordem para os elementos das seguintes

famílias:

Hg,γ := Conjunto de semigrupos do Corolário 2.4.3 com g ≥ 4γ + 2, (2.9)

F1 := Conjunto de semigrupos do Exemplo 2.2.1, (2.10)

F2 := Conjunto de semigrupos do Exemplo 2.4.14. (2.11)

Usamos os seguintes resultados.

Teorema 2.5.2. ([27, Teorema 2.6]) Seja H um semigrupo de gênero g e condutor c.

O menor inteiro r tal que a sequência (νℓ)ℓ≥r é estritamente crescente é r = 2c−g−1.

Demonstração. Seja ℓ ≥ r, onde r = 2c − g − 1. Se j ∈ {0, . . . , c − g − 1}, então

mℓ − mj ≥ (2c − 1) + (2 − c) = c + 1

e assim mℓ − mj ∈ H. Seja agora j ∈ {c − g, . . . , ℓ}. Temos

mℓ − mc−g ≥ (2c − 1) − c = c − 1

e assim

{mℓ − mc−g, . . . , mℓ − mℓ} ⊇ [0, c − 1] ⊇ L(H) .

Portanto, νℓ = (c−g)+((ℓ− c+g +1)−g) = ℓ−g +1. Em particular, νr = 2(c−g).

Como mc−g−1 ≤ c − 2 segue que c + mc−g−1 ≤ m2c−g−2 < m2c−g−1 = 2c − 1. Logo,

pelo [27, Corolário 2.5] tem-se νr−1 = νr. Isto termina a prova do teorema. ¤

Definição 2.5.3. Dizemos que um semigrupo H é ordinário se existe um inteiro não

negativo c tal que

H := {0} ∪ {n ∈ N0 : n ≥ c} .

Observemos que um semigrupo é ordinário se, e somente se, c 6= g + 1.

Lembremos agora a propriedade acute e fracamente acute de semigrupos (cf. [5],

[27]). Seja H um semigrupo não ordinário. Então, podemos expressar H, de forma

única, como segue:

H = {0} ∪ [cm, dm] ∪ · · · ∪ [c1, d1] ∪ [c0,∞) ,

onde ci, di são inteiros não negativos tais que di+1 + 2 ≤ ci ≤ di para i = 1, . . .m e

d1 + 2 ≤ c, e cm+1 = dm+1 = 0, c0 = c. Consideremos as seguintes condições:
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(I) c0 − d1 ≤ c1 − d2;

(II) c0 − d1 ≤ d1 − d2;

(III) 2d1 − c0 + 1 6∈ H.

Definição 2.5.4. ([5], [27]) Seja H um semigrupo.

(a) Dizemos que H é acute se H é ordinário ou satisfaz (I).

(b) Dizemos que H é fracamente acute se H é ordinário ou se este satisfaz (II) ou

(III).

Observemos que (I) implica (II). Assim, todo semigrupo acute é fracamente acute.

Exemplo 2.5.5. ([5, Proposição 5.9], [27, Exemplo 3.6]) Se H é um semigrupo de

Arf então H satisfaz (I), (II) e (III). Isto é, H é acute e é fracamente acute. De fato,

se H é ordinário não há nada a provar. Se H não é ordinário e é de Arf, temos que

c1 = d1 e c2 = d2. Como, d1 + c1 − d2 ∈ H e segue que c1 − d2 ≥ c − d1. Assim,

H satisfaz (I) e (II). Por outro lado, c1 = c − n para algum inteiro n ≥ 2. Como

d2 − c1 ≤ c1 − c temos d2 ≤ 2c1 − c = c − 2n e assim 2d1 − c + 1 = c − 2n + 1 /∈ H.

Para um semigrupo H qualquer, consideremos a aplicação

ι : H −→ N .

mi 7−→ i + 1

Em [27], mostra-se que se H é não ordinário então

o(H) ≤ min{ι(2d1 + 1), ι(c0 + c1 − 1)} . (2.12)

Exemplo 2.5.6. ([27, Exemplo 3.4]) Se H é um semigrupo ordinário então o(H) = 1.

Exemplo 2.5.7. ([5], [27, Exemplo 3.6]) Se H é um semigrupo de Arf não ordinário

então o(H) = ι(2d1 + 1) = 2c − g.

Agora consideremos a família F1 definida em (2.10). Mostraremos que qualquer

membro de F1 não é fracamente acute (no sentido das propriedades (II) e (III)).

Lema 2.5.8. Qualquer H ∈ F1 não é fracamente acute.
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Demonstração. Dado H ∈ F1, temos

H = {0} ∪ {g − 2} ∪ {g} ∪ [g + 3,∞)

e assim c0 = g + 3, c1 = d1 = g, c2 = d2 = g − 2 e portanto c0 − d1 > d1 − d2 e

2d1 − c0 + 1 = g − 2 ∈ H; isto é, nem a Propriedade (II) nem a Propriedade (III)

são satisfeitas. ¤

A continuação calcularemos o(H) para H ∈ F1.

Proposição 2.5.9. Seja H ∈ F1 de gênero g. Então

o(H) = g − 1 .

Demonstração. Como r = 2c0 − g − 1 = g + 5, pelo Teorema 2.5.2, temos que a

sequência (νℓ)ℓ≥g+5 é estritamente crescente; além disso vimos que

νg+4 = νg+5 = 2(g + 3 − g) = 6 .

Agora, consideraremos simplesmente os números νℓ para ℓ ≤ g + 3.

Temos

m0 = 0, m1 = g − 2, m2 = g e mℓ = g + ℓ para ℓ ≥ 3 .

Como c0 + mc0−g−1 = 2g + 3 = mg+3 < 2c0 − 1, pelo [27, Corolário 2.5] tem-se

νg+3 = 2(c0 − g) = 6 .

Seja agora k ∈ {1, 2, 3} e i ∈ [k + 2, g + k − 2] então

mg+k−1 − mi = g + k − i − 1 ∈ [1, g − 3] ⊆ L(H)

e assim

νg+k−1 = |{mg+k−1 − m1, . . . , mg+k−1 − mk+1} ∩ H| + 2 .

Portanto,

νg = |{g + 2, g} ∩ H| + 2 = 3 ,

νg+1 = |{g + 3, g + 1, g − 2} ∩ H| + 2 = 4 ,

νg+2 = |{g + 4, g + 2, g − 1, g − 2} ∩ H| + 2 = 4



Semigrupos fracamente de Arf 35

Agora, seja s ∈ {0, 1} e j ∈ [3, g − s − 2] então

mg−s−1 − mj = g − s − j − 1 ∈ [1, g − 4 − s] ⊆ L(H)

e daí

νg−s−1 = |{mg−s−1 − m1,mg−s−1 − m2} ∩ H| + 2 .

Então

νg−1 = |{g + 1, g − 1} ∩ H| + 2 = 2 ,

νg−2 = |{g, g − 2} ∩ H| + 2 = 4 .

Isto mostra que o(H) = g − 1. ¤

Observação 2.5.10. No proposição acima temos um exemplo de uma família de

semigrupos que não são fracamente acute. Neste caso, temos que 2d1 + 1 = mg+1 e

c0 + c1 − 1 = mg+2, para qualquer H ∈ F1 e vemos que a cota superior de (2.12)

não é atingida.

Teorema 2.5.11. Se H um semigrupo não ordinário fracamente acute, então

o(H) = min{ι(2d1 + 1), ι(c + c1 − 1)} .

Demonstração. Veja [27, Teorema 3.11]. ¤

Proposição 2.5.12. Sejam γ ≥ 0 um inteiro e H um semigrupo fracamente de Arf

de gênero g ≥ 4γ + 2. Suponha ℓg = 2g − (2γ + 1). Então H é um semigrupo acute.

Além disso,

o(H) = 3g − 4γ − 2 = 2ℓg − g .

Demonstração. Sendo H fracamente de Arf e g ≥ 4γ + 2, pelo Teorema 2.2.8 temos

que

mg−(2γ+i) = 2g − 2γ − 2i para i = 1, . . . , g − 4γ ;

em particular,

c1 = d1 = 2g − 2γ − 2 e c2 = d2 = 2g − 2γ − 4 .

Logo, c − d1 = 2 = c1 − d2, e portanto H é acute. Por outro lado,

2d1 + 1 = 4g − 4γ − 3 = c + c1 − 1 .
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Como mg−2γ+i = 2g− 2γ + i para todo i ≥ 0 temos m3g−4γ−3 = 4g− 4γ − 3; e assim,

pelo Teorema 2.5.11 segue o resultado. ¤

Observemos que o semigrupo H da proposição anterior também satisfaz a pro-

priedade (III) da Definição 2.5.4.

A continuação consideraremos a família F2 definida em (2.11). Qualquer membro

de F2 tem gênero g ≥ 2γ + 3, onde γ ≥ 3 é um inteiro fixo. Mostraremos que se

g = 2γ + 3, o semigrupo correspondente é fracamente acute mas não é acute (no

sentido da propriedade (I)). Se g ≥ 2γ + 4, os semigrupos são acute (além disso, eles

satisfazem as condições (I) e (III)).

Lema 2.5.13. Seja H ∈ F2 de gênero g.

(1) Se g = 2γ + 3, então H satisfaz a propriedade (III) mas não (II).

(2) Se g ≥ 2γ + 4, então H satisfaz as propriedades (I) (e portanto (II)) e (III).

Demonstração.

(1) Temos que

H = {0} ∪ {2γ} ∪ {2γ + 2} ∪ [2γ + 6,∞) (2.13)

e assim c0 = 2γ + 6, c1 = d1 = 2γ + 2, c2 = d2 = 2γ e daí 2d1 − c0 + 1 = 2γ − 1 /∈ H

e c0 − d1 > d1 − d2.

(2) Temos que

H = {0} ∪ {2γ} ∪ {2γ + 2} ∪ {2γ + 6} ∪ · · · ∪ {2g − 2γ − 2} ∪ [2g − 2γ,∞) (2.14)

e assim c0 = 2g − 2γ, c1 = d1 = 2g − 2γ − 2 e c1 − d2 ≥ 2 e daí c0 − d1 > d1 − d2.

Também, 2d1 − c0 + 1 = 2g − 2γ − 3 /∈ H. Isto mostra o item (2). ¤

Proposição 2.5.14. Seja H ∈ F2 de gênero g.

(1) Se g = 2γ + 3, então o(H) = g = 2γ + 3.

(2) Se g ≥ 2γ + 4, então o(H) = 3g − 4γ − 2.

Demonstração.

(1) Pelo Lema 2.5.13 (1) temos que H é fracamente acute. Logo, pelo Teorema

2.5.11, tem-se

o(H) = min{ι(2d1 + 1), ι(c0 + c1 − 1)} = ι(4γ + 5) .
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Por outro lado, de (2.13) temos que

mℓ = 2γ + ℓ + 3 para ℓ ≥ 3 .

Assim, o(H) = ι(m2γ+2) = 2γ + 3.

(2) Pelo Lema 2.5.13 (2) temos que H é acute. Logo, pelo Teorema 2.5.11, tem-se

o(H) = min{ι(2d1 + 1), ι(c0 + c1 − 1)} = ι(4g − 4γ − 3) .

Por outro lado, de (2.14) temos que

mℓ = g + ℓ para ℓ ≥ g − 2γ .

Assim, o(H) = ι(m3g−4γ−3) = 3g − 4γ − 2. ¤



CAPÍTULO 3

Pesos de Semigrupos

O objetivo deste capítulo é o cálculo exato de pesos de semigrupos em função do

número de suas lacunas pares (PROBLEMA 3.1.8). O protótipo dos resultados

obtidos é a generalização do fato bem conhecido que um semigrupo H hiperelíptico

(i.e. 2 ∈ H), de gênero g, é caracterizado pela condição do seu peso ser igual a
(

g

2

)
.

Seja γ um inteiro não negativo. Seja H = {0 < m1 < m2 < · · · } um semigrupo

γ-hiperelíptico de gênero g. Como no Capítulo 1, seja

uγ < · · · < u1

a sequência decrescente de suas não lacunas ímpares no intervalo [3, 2g − 1]. Assim

mesmo, seja

0 = m̃0 < m̃1 < m̃2 < · · ·

a sequência crescente das não lacunas pares de H.

3.1 Peso de um semigrupo

Definição 3.1.1. Seja H um semigrupo de gênero g. Definimos o peso w(H) de H

como sendo

w(H) :=
3g2 + g

2
−

g∑

i=1

mj . (3.1)

38
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Sejam ℓ1 < · · · < ℓg as g lacunas de H. Como as lacunas e as primeiras g não

lacunas positivas de H cobrem o intervalo [1, 2g] (veja Proposição 1.2.3), temos

g∑

i=1

(ℓi + mi) =

2g∑

i=1

i .

Portanto, o peso de H pode ser calculado também como:

w(H) =

g∑

i=1

(ℓi − i) ;

em particular, 0 ≤ w(H) ≤
(

g

2

)
e w(H) =

(
g

2

)
se, e somente se, H é hiperelíptico.

Claramente; w(H) = 0 se, e somente se, H = {0} ∪ {g + i : i ∈ N}.
Os seguintes dois lemas são muito úteis para calcular pesos de semigrupos em

função do número de suas lacunas pares. Denotaremos por
(

n

m

)
= 0 no caso n < m.

Lema 3.1.2. (cf. [37, Corolário 6]) Se H é um semigrupo γ-hiperelíptico de gênero

g ≥ 2γ, então

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ (2g + 2γ + 1)γ −

γ∑

i=1

(ui + m̃i) . (3.2)

Em particular, w(H) ≡
(

g−2γ

2

)
(mod 2).

Demonstração. Para g ≥ 2γ + 1, temos

g∑

j=1

mj =

γ∑

i=1

(ui + m̃i) +

g−γ∑

k=γ+1

m̃k

=

γ∑

i=1

(ui + m̃i) +

g−2γ∑

k=1

m̃γ+k

e como
g∑

j=1

mj =
3g2 + g

2
− w(H) e m̃γ+k = 4γ + 2k

concluímos que

w(H) =
(g − 2γ)(g − 2γ − 1)

2
+ (2g + 2γ + 1)γ −

γ∑

i=1

(ui + m̃i) . (3.3)

Como a Equação (3.3) também é válida para g = 2γ, segue a Equação 3.2.

Finalmente, é fácil verificar que (2g + 2γ + 1)γ − ∑γ

i=1(ui + m̃i) é um número

par. ¤
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Observação 3.1.3. A cota sobre o gênero g no lema anterior é a melhor possível

como mostra o seguinte exemplo. Seja γ ≥ 2 um inteiro e consideremos

H = N0 \ {1, 2, . . . , 2γ − 2, 2γ} = {0, 2γ − 1, 2γ + 1, 2γ + 2, . . . } .

Temos que H é um semigrupo γ-hiperelíptico de gênero g = 2γ−1 com peso w(H) =

1. Por outro lado, temos

m̃i = 2γ + 2i, ui = 4γ − 2i − 1, para i = 1, . . . , γ .

Então por (3.2) teríamos w(H) = 0, uma contradição.

Corolário 3.1.4. Sejam γ ≥ 0 um inteiro e H um semigrupo γ-hiperelíptico de

gênero g ≥ 2γ recobrimento duplo de um semigrupo H. Então

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ (2g − γ)γ −

γ∑

i=1

ui + 2w(H) . (3.4)

Demonstração. Como
{

m̃1

2
, . . . , m̃γ

2

}
são as γ primeiras não lacunas positivas de H,

o resultado segue da Equação (3.1) e do Lema 3.1.2. ¤

Um resultado imediato do corolário anterior é a seguinte proposição.

Proposição 3.1.5. Sejam H1 e H2 dois semigrupos γ-hiperelíptico de gênero g ≥ 2γ

que são recobrimento duplo de um semigrupo H. Então

w(H1) = w(H2) se, e somente se,
γ∑

i=1

ui(H1) =

γ∑

i=1

ui(H2) .

Para um semigrupo γ-hiperelíptico H de gênero g, utilizaremos as seguintes no-

tações:

• S(H) :=

γ∑

i=1

(ui + m̃i).

• SI(H) :=

γ∑

i=1

ui.

• SP (H) :=

γ∑

i=1

m̃i.
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Proposição 3.1.6. ([36, Afirmação 2.11]) Seja γ > 0 um inteiro. Seja H um semi-

grupo γ-hiperelíptico de gênero g. Então

(1) para i = 1, . . . , γ temos ui + m̃i ≥ 2g + 1;

(2) u1 + m1 = 2g + 1 se, e somente se, m1 = 4 e u1 = 2g − 3. Neste caso,

ui + m̃i = 2g + 1 para i = 1, . . . , γ e g ≥ 3γ.

Demonstração.

(1) Suponhamos que ui + m̃i ≤ 2g − 1 para algum i ∈ {1, . . . , γ}. Como γ > 0,

temos que i 6= 1. Então no intervalo [ui, 2g − 1] teríamos uma sequência de (i + 1)

não lacunas ímpares, a saber

ui < ui + m̃1 < · · · < ui + m̃i .

Como no intervalo [ui, 2g−1] temos i não lacunas ímpares, obtemos uma contradição.

(2) Suponhamos que u1 + m1 = 2g + 1. Pelo Lema 1.2.8 (5), temos que u1 ≥ 2g − 3.

Se u1 = 2g−1 teríamos que m1 = 2, uma contradição, pois γ > 0. Logo, u1 = 2g−3

e portanto m1 = 4.

Suponhamos agora que m1 = 4 e u1 = 2g − 3. Então, H é simétrico e assim

(2g − 1) − ℓ ∈ H para todo ℓ ∈ L(H). Como m̃1 = m1 = 4, pelo Lema 1.2.8 (1),

temos que m̃i − 2 = 4i − 2 são as lacunas pares de H para i = 1, . . . , γ. Portanto,

ui = (2g − 1)− (m̃i − 2) para i = 1, . . . , γ. Por outro lado, suponhamos que g < 3γ.

Como uγ = 2g − 4γ + 1 teríamos que 2uγ = 4g − 8γ + 2 ≤ 4γ, uma contradição. ¤

Corolário 3.1.7. ([36, Lema 2.12]) Seja γ > 0 um inteiro. Seja H um semigrupo

γ-hiperelíptico de gênero g ≥ 2γ. Então

(1)
(

g−2γ

2

)
≤ w(H) ≤

(
g−2γ

2

)
+ 2γ2.

(2) w(H) =
(

g−2γ

2

)
+ 2γ2 se, e somente se, u1 = 2g − 3 e m̃1 = 4. Neste caso,

g ≥ 3γ e

H = 〈4, 4γ + 2, 2g − 4γ + 1〉 .

(3) w(H) =
(

g−2γ

2

)
se, e somente se, ui = 2g−2i+1 e m̃i = 2γ+2i para i = 1, . . . , γ.
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Demonstração.

(1) Pela Proposição 3.1.6 (1) temos que

S(H) ≥ (2g + 1)γ .

Por outro lado, pelo Lema 1.2.8, temos que m̃i ≤ 2γ + 2i e ui ≤ 2g − 2i + 1 para

i = 1, . . . , γ. Assim,

S(H) ≤ (2g + 2γ + 1)γ .

Logo,

(2g + 1)γ ≤ S(H) ≤ (2g + 2γ + 1)γ .

Agora, o resultado segue do Lema 3.1.2.

(2) Se w(H) =
(

g−2γ

2

)
+ 2γ2, pelo Lema 3.1.2, temos que S(H) = (2g + 1)γ. Logo,

pela Proposição 3.1.6 (2), segue que u1 = 2g − 3 e m̃1 = 4. A recíproca é clara.

(3) Se w(H) =
(

g−2γ

2

)
, pelo Lema 3.1.2, temos que S(H) = (2g + 2γ + 1)γ. Logo,

pelo Lema 1.2.8, segue que m̃i = 2γ + 2i e ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , γ. A

recíproca é clara. ¤

No corolário anterior, se γ = 0 teríamos que w(H) =
(

g

2

)
, que já tínhamos

observado anteriormente.

PROBLEMA 3.1.8. Seja γ ∈ N. Para que valores pares x ∈ [0, 2γ2], existe um

semigrupo γ-hiperelíptico H, de gênero g ≥ 2γ tal que w(H) =
(

g−2γ

2

)
+ x?.

Exemplo 3.1.9. Pelo Lema 3.1.2, temos que os valores w dos pesos satisfazem

w ≡
(

g−2γ

2

)
(mod 2). Em particular:

(1) Se γ = 1, g ≥ 2

w ∈
{(

g − 2

2

)
,

(
g − 2

2

)
+ 2

}
;

estes casos se realizam como semigrupos de Weierstrass (ver [14]).

(2) Se γ = 2, g ≥ 4

w ∈
{(

g − 4

2

)
,

(
g − 4

2

)
+ 2,

(
g − 4

2

)
+ 4,

(
g − 4

2

)
+ 6,

(
g − 4

2

)
+ 8

}
;

de fato, não existem semigrupos 2-hiperelípticos com peso
(

g−4
2

)
+ 6 (veja

Proposição 3.1.10); os outros casos se realizam como semigrupos de Weierstrass

(ver [14], [28]).
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Assim, o Problema 3.1.8 é respondido, no caso γ = 1 ou γ = 2. Para γ = 3 e g ≥ 18

temos uma resposta exaustiva (veja Exemplo 3.4.3).

Proposição 3.1.10. Seja H um semigrupo γ-hiperelíptico de gênero g ≥ 2γ. Então

(1) Se γ ≥ 2 e w(H) <
(

g−2γ

2

)
+ 2γ2 então w(H) ≤

(
g−2γ

2

)
+ 2γ2 − 4.

(2) Se m̃1 ≥ 6 então w(H) ≤
(

g−2γ

2

)
+ 2γ2 − (2γ − 4).

(O caso m̃1 = 4 será considerado na Seção 3.3).

Demonstração.

(1) Suponhamos que w(H) =
(

g−2γ

2

)
+ 2(γ2 − 1) então, pelo Lema 3.1.2, teríamos

que

S(H) = (2g + 1)γ + 2 .

Como γ ≥ 2, pelo Corolário 3.1.4 (2), temos que u1+m̃1 ≥ 2g+3. Se u1+m̃1 ≥ 2g+5

teríamos que S(H) ≥ (2g + 1)γ + 4, uma contradição. Consideremos então o caso

que u1 + m̃1 = 2g + 3.

Caso 1: Existe j ∈ {2, . . . , γ} tal que uj + m̃j ≥ 2g + 3. Neste caso temos que

S(H) ≥ (2g + 1)γ + 4, uma contradição.

Caso 2: ui + m̃i = 2g + 1 para todo i = 2, . . . , γ.

• Se u1 = 2g − 1 temos que m̃1 = 4. Como u2 + m̃2 = 2g + 1 devemos ter que

u2 ∈ {2g−7, 2g−5}. Logo, se u2 = 2g−5 temos que m̃2 = 6 e portanto γ = 1,

uma contradição. Por outro lado, se u2 = 2g−7 temos que m̃1 +u2 = 2g−3 ∈
H, uma contradição.

• Se u1 = 2g − 3 temos que m̃1 = 6. Então, u2 = 2g − 7. Assim m̃1 + u2 =

2g − 1 ∈ H, uma contradição.

(2) Como m̃1 ≥ 6, pelo Lema 1.2.8 items (2) e (5), segue que

S(H) ≥ (2g + 3)γ − 4 .

O resultado segue agora do Lema 3.1.2. ¤

De acordo ao item (1) da proposição anterior o item (2) é útil para γ ≥ 4.

A seguir calcularemos o peso de um semigrupo γ-hiperelíptico H, o qual é reco-

brimento duplo de um semigrupo H, em função do peso de H, nos casos extremos

em que uγ = 2g − 4γ + 1 ou uγ = 2g − 2γ + 1.
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Proposição 3.1.11. Sejam γ ≥ 1 e g ≥ 2γ + 1 inteiros. Seja H um semigrupo

γ-hiperelíptico recobrimento duplo de um semigrupo H tal que uγ = 2g − 4γ + 1.

Então

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 2γ + 4w(H) .

Demonstração. Como H é γ-hiperelíptico temos que m̃γ = 4γ. Logo,

uγ < uγ + m̃1 < · · · < uγ + m̃γ−1 < 2g + 1 .

Assim,

ui = uγ + m̃γ−i para i = 1, . . . , γ .

Portanto, pelo Corolário 3.1.4

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 3γ2 − γ −

γ−1∑

i=1

m̃i + 2w(H) . (3.5)

Tendo em vista que H é um recobrimento duplo de H tem-se

2w(H) = 3γ2 − 3γ −
γ−1∑

i=1

m̃i . (3.6)

O resultado agora segue de (3.5) e (3.6). ¤

Proposição 3.1.12. Sejam γ ≥ 1 e g ≥ 2γ inteiros. Seja H um semigrupo γ-

hiperelíptico recobrimento duplo de um semigrupo H tal que uγ = 2g− 2γ +1. Então

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 2w(H) .

Demonstração. Como H é γ-hiperelíptico e uγ = 2g − 2γ + 1 temos

ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , γ .

Como SI(H) = (2g − γ)γ, o resultado segue do Corolário 3.1.4 ¤

3.2 Recobrimento duplo de um semigrupo

ordinário

Nesta seção, consideraremos semigrupos H que sejam um recobrimento duplo do

semigrupo ordinário de gênero γ > 1, H = {0} ∪ {γ + i : i ∈ N}, em particular
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teremos que m̃i = 2γ + 2i, i = 1, . . . , γ, são as primeiras γ não lacunas pares de H.

Assim, se uγ < · · · < u1 são as γ lacunas ímpares de H em [1, 2g], do Corolário 3.1.4

tem-se

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ (2g − γ)γ −

γ∑

i=1

ui . (3.7)

Proposição 3.2.1. Sejam γ ∈ N e g ≥ 2γ um inteiro. Seja H um semigrupo γ-

hiperelíptico tal que uγ = 2g − 2γ − 1. Então existe k ∈ {0, . . . , γ − 1} tal que

ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , k

e

uk+j = 2g − 2k − 2j − 1 para j = 1, . . . , γ − k .

Em particular, se H é um recobrimento duplo do semigrupo ordinário de gênero γ,

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 2(γ − k) .

Demonstração. Temos que u1 ∈ {2g−3, 2g−1}. Se u1 = 2g−3 então, ui = 2g−2i−1

para i = 1, . . . , γ, pois existem γ ímpares em [2g − 2γ − 1, 2g − 3]. Neste caso

temos k = 0. Suponhamos agora que u1 = 2g − 1. Seja k o maior inteiro tal que

ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , k. Sendo uγ = 2g − 2γ − 1, segue que k ≤ γ − 1.

Logo, uk+1 ≤ 2g− 2k− 3. Como existem γ − k ímpares em [2g− 2γ − 1, 2g− 2k− 3]

temos uk+1 = 2g − 2k − 3 e assim

uk+j = 2g − 2k − 2j − 1, j = 1, . . . , γ − k .

É claro que

S(H) = (2g − γ)γ − 2(γ − k) .

Portanto,

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 2(γ − k) .

¤

Como consequência da Proposição 3.2.1 segue o seguinte resultado.

Corolário 3.2.2. Seja γ ∈ N. Para cada k ∈ {1, . . . , γ}, existe um único semigrupo

γ-hiperelíptico H de gênero g ≥ 2γ com uγ = 2g − 2γ − 1 recobrimento duplo do

semigrupo H = {0} ∪ {γ + i : i ∈ N}. Além disso, tem-se

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 2k .
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Proposição 3.2.3. Seja γ ≥ 2 e g ≥ 2γ inteiros. Seja H um semigrupo γ-hiperelíptico

recobrimento duplo do semigrupo ordinário de gênero γ, tal que uγ = 2g − 2γ − 3.

Então existe k ∈ {1, . . . , γ − 1} tal que

ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , k,

uk+j = 2g − 2k − 2j − 1, para j = 1, . . . , γ − s − k

e

uγ+1−l = 2g − 2γ + 2l − 5 para l = 1, . . . , s

para algum s ∈ {1, . . . , γ − k}.
Em particular,

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 2(γ + s − k) .

Demonstração. Como uγ = 2g− 2γ − 3 e m̃1 = 2γ + 2 segue que u1 = 2g− 1. Seja k

o maior inteiro tal que ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , k. Sendo uγ = 2g − 2γ − 3,

segue que k ≤ γ − 1. Seja s o maior inteiro tal que uγ+1−l = 2g − 2γ + 2l − 5 para

todo l = 1, . . . , s. É claro que s + k ≤ γ e assim s ≤ γ − k.

Se s = γ − k não há mais nada a provar. Suponhamos agora que s < γ − k.

Temos que uk = 2g−2k+1 e uγ+1−s = 2g−2γ +2s−5. Pela escolha de k e s tem-se

2g − 2γ + 2s − 1 ≤ uγ−s ≤ uk+1 ≤ 2g − 2k − 3 .

Como no intervalo [2g − 2γ + 2s − 1, 2g − 2k − 3] temos γ − k − s números ímpares

segue que esses números são não lacunas. Assim, uk+j = 2g − 2k − 2j − 1 para

j = 1, . . . , γ − s − k; e isto prova o resultado. ¤

Corolário 3.2.4. Seja γ ≥ 2 um inteiro. Existem exatamente γ(γ−1)
2

semigrupos γ-

hiperelípticos de gênero g ≥ 2γ com uγ = 2g − 2γ − 3 e que são um recobrimento

duplo do semigrupo H = {0} ∪ {γ + i : i ∈ N}.

Demonstração. Seja k ∈ {1 . . . , γ − 1}. Para cada s ∈ {1, . . . , γ − k}, consideremos

o semigrupo Hk,s que seja um recobrimento duplo do semigrupo H = {0} ∪ {γ + i :

i ∈ N} cujos elementos ui := ui(Hk,s)’s são dados como segue

ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , k,

uk+j = 2g − 2k − 2j − 1, para j = 1, . . . , γ − s − k
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e

uγ+1−l = 2g − 2γ + 2l − 5 para l = 1, . . . , s .

O resultado agora segue da Proposição 1.2.5 e Proposição 3.2.3. ¤

Como um resultado imediato do corolário anterior temos o seguinte:

Corolário 3.2.5. Seja γ ≥ 2 e g ≥ 2γ inteiros. Para cada k ∈ {1, . . . , 2γ − 3},
existe um semigrupo γ-hiperelíptico H com uγ = 2g − 2γ − 3, recobrimento duplo do

semigrupo ordinário de gênero γ, tal que

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 2k + 2 .

3.3 Multiplicidade quatro

Nesta seção, estudaremos os semigrupos γ-hiperelípticos de gênero g com multipli-

cidade m1 = 4 e classificaremos todos eles no caso em que o gênero g ≥ 3γ.

Lema 3.3.1. ([22, Lema 3.6]) Seja γ um inteiro. Se H é um semigrupo γ-hiperelíptico

de gênero g com multiplicidade m1 = 4, então g ≥ 2γ.

Demonstração. Como m̃1 = m1 = 4 pelo Lema 1.2.8 (1) temos que m̃i = 4i. Logo,

se g < 2γ teríamos que 2g, 2g + 2 ∈ [4, 4γ], uma contradição. ¤

Teorema 3.3.2. Seja γ ∈ N. Se H é um semigrupo γ-hiperelíptico de gênero g com

multiplicidade m1 = 4, então

w(H) ∈
{(

g − 2γ

2

)
+ γ2 − γ + k2 − k : 1 ≤ k ≤ γ + 1

}
.

Demonstração. Como m̃1 = 4 temos que SP (H) = 2γ2 + 2γ. Portanto,

S(H) ≤ (2g + γ + 2)γ .

Logo,

w(H) ≥
(

g − 2γ

2

)
+ γ2 − γ .

Seja agora k ∈ {2, . . . , γ} e suponha pelo absurdo que exista um n ∈ {1, . . . , k − 1}
tal que

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ γ2 − γ + k2 − k + 2n .
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Logo, pela Proposição 3.1.6 (2), segue que u1 = 2g − 1. Seja j o maior índice tal

que ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , j. Então, j < γ e uj+l = 2g − 2j − 4l + 1 para

l = 1, . . . , γ − j. Portanto,

SI(H) = 2gγ − 2γ2 − γ + 2γj − j2 + j . (3.8)

Sendo SP (H) = 2γ2 + 2γ, da hipótese auxiliar segue que

SI(H) = 2gγ − γ2 − k2 + k − 2n . (3.9)

Assim, de (3.8) e (3.9) temos

j2 − (2gγ + 1)j − (γ2 + γ − k2 + k − 2n) = 0 . (3.10)

Como j é um inteiro, o discriminante da Equação (3.10) teria que ser nulo, ou seja,

4k2 − 4k + 8n − 1 ≡ 0 (mod 4), uma contradição. ¤

Teorema 3.3.3. Seja γ ∈ N e g ≥ 3γ um inteiro. Para todo k ∈ {1, . . . , γ + 1},
existe um semigrupo H γ-hiperelíptico de gênero g com multiplicidade m1 = 4 tal

que

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ γ2 − γ + k2 − k .

Demonstração. Dado k ∈ {1, . . . , γ + 1}, consideremos

Hk := 〈4, 4γ + 2, 2g − 2γ − 2k + 3, 2g − 2γ + 2k + 1〉 . (3.11)

Temos que a multiplicidade de Hk é m1 = 4. Logo, 4i ∈ Hk para i = 1 . . . , γ.

Como g ≥ 3γ, temos que 2(2g − 2γ − 2k + 3) ≥ 4γ + 2. Sendo 2g − 2γ − 2k + 3 o

menor ímpar em Hk, segue que Hk possui exatamente γ não lacunas pares em [2, 4γ].

Também, temos que 4γ + 2 ∈ Hk. Logo, pela Proposição 1.2.7, segue que Hk é um

semigrupo γ-hiperelíptico. Vejamos agora que o gênero de Hk é g. Com efeito, temos

que e2(Hk) = γ. Também, pondo

x :=
2g − 2γ − 2k + 3

4
e y :=

2g − 2γ + 2k + 1

4
,

tem-se

e1(Hk), e3(Hk) ∈ {⌊x⌋, ⌊y⌋} e ⌊x + y⌋ = g − γ + 1 = x + y .
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Se ⌊x + y⌋ = ⌊x⌋ + ⌊y⌋ então x = ⌊x⌋ ou y = ⌊y⌋ e portanto y − x = k − 1/2 é um

inteiro, uma contradição. Portanto, ⌊x + y⌋ = ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + 1. Logo,

e1(Hk) + e3(Hk) = g − γ .

Assim, pela Equação (1.1), segue que o gênero de Hk é g. Por simples cálculos

podemos ver que

ui = 2g−2i+1, 1 ≤ i ≤ γ−k+1 e uγ−k+1+l = 2g−2γ+2k−4l−1, 1 ≤ l ≤ k−1.

Por outro lado, como m̃1(Hk) = 4 temos que SP (Hk) = 2γ2 + 2γ. Logo,

w(Hk) =

(
g − 2γ

2

)
+ γ2 − γ + k2 − k

e isto termina a prova do teorema. ¤

No seguinte teorema, denotaremos u0 := uγ.

Teorema 3.3.4. Seja γ ∈ N e g ≥ 3γ um inteiro. Seja H um semigrupo γ-

hiperelíptico de gênero g com multiplicidade m1 = 4 e k ∈ {1, . . . , γ + 1} tal que

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ γ2 − γ + k2 − k

então

uγ = 2g − 2γ − 2k + 3 e uγ−k+1 = 2g − 2γ + 2k − 1 .

Demonstração. Pelo Corolário 3.1.7 (2), temos que w(H) =
(

g−2γ

2

)
+2γ2 se, e somente

se, uγ = 2g − 4γ + 1 = u0. Isto prova o caso k = γ + 1.

Se k ∈ {1, . . . , γ}, pelo Corolário 3.1.7 (2), segue que u1 = 2g − 1. Seja j o

maior índice tal que ui = 2g − 2i + 1 para i = 1, . . . , j. Se j < γ, tem-se que

uj+l = 2g − 2j − 4l + 1 para l = 1, . . . , γ − j. Pondo l = 0, se j = γ, temos que os

elementos ímpares ui’s de H são

ui = 2g − 2i + 1, 1 ≤ i ≤ j e uj+l = 2g − 2j − 4l + 1, 1 ≤ l ≤ γ − j .

Portanto, SI(H) = 2gγ − 2γ2 − γ + 2γj − j2 + j. Mas pela hipótese tem-se Su(H) =

2gγ − γ2 − k2 + k, desde que SP (H) = 2γ2 + 2γ. Assim, temos

j2 − (2gγ + 1)j − (γ2 + γ − k2 + k) = 0 .

Portanto, j = γ − k + 1. ¤

Como uma consequência dos teoremas 3.3.2, 3.3.3 e 3.3.4, obtemos o seguinte

resultado.
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Proposição 3.3.5. Existem exatamente γ +1 semigrupos γ-hiperelípticos de gênero

g ≥ 3γ com multiplicidade m1 = 4.

Demonstração. Seja H o conjunto de todos os semigrupos γ-hiperelípticos de gênero

g ≥ 3γ com multiplicidade m1 = 4. Para cada k ∈ {1, . . . , γ + 1}, seja Hk como na

Equação (3.11). Assim, temos definido uma aplicação

Ψ : {1, . . . , γ + 1} −→ H .

k 7−→ Hk

Como a aplicação k 7→ k2−k é injetiva, pelo Teorema 3.3.3, a aplicação Ψ é injetiva.

Por outro lado, dado H ∈ H , pelo Teorema 3.3.2 existe k ∈ {1, . . . , γ + 1} tal que

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ γ2 − γ + k2 − k .

Logo, pelo Teorema 3.3.4, temos que 2g− 2γ − 2k +3, 2g− 2γ +2k +1 ∈ H. Assim,

Hk ⊆ H e portanto Ψ é sobrejetiva. ¤

A Tabela 3.1 mostra como obter os elementos ímpares ui’s, dos γ +1 semigrupos

γ-hiperelípticos de gênero g ≥ 3γ com multiplicidade m1 = 4. Além disso, colocamos

os valores dos pesos respectivos. Em particular, para γ = 1, 2, 3, 4, 5 as tabelas 3.2,

3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 mostram explicitamente esses valores.

Tabela 3.1: Elementos ímpares e pesos de Hk

k uγ(Hk) uγ−1(Hk) · · · u2(Hk) u1(Hk) w(Hk)

γ + 1 2g − 4γ + 1 2g − 4γ + 5 · · · 2g − 7 2g − 3
(

g−2γ

2

)
+ 2γ2

γ 2g − 4γ + 3 2g − 4γ + 7 · · · 2g − 5 2g − 1
(

g−2γ

2

)
+ 2γ2 − 2γ

γ − 1 2g − 4γ + 5 2g − 4γ + 9 · · · 2g − 3 2g − 1
(

g−2γ

2

)
+ 2γ2 − 4γ + 2

...
...

...
...

...
...

3 2g − 2γ − 3 2g − 2γ + 1 · · · 2g − 3 2g − 1
(

g−2γ

2

)
+ γ2 − γ + 6

2 2g − 2γ − 1 2g − 2γ + 3 · · · 2g − 3 2g − 1
(

g−2γ

2

)
+ γ2 − γ + 2

1 2g − 2γ + 1 2g − 2γ + 3 · · · 2g − 3 2g − 1
(

g−2γ

2

)
+ γ2 − γ
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Tabela 3.2: Semigrupos Hk’s 1-hiperelípticos

k u1 w(Hk) −
(

g−2
2

)

2 2g − 3 2

1 2g − 1 0

Tabela 3.3: Semigrupos Hk’s 2-hiperelípticos

k u2 u1 w(Hk) −
(

g−4
2

)

3 2g − 7 2g − 3 8

2 2g − 5 2g − 1 4

1 2g − 3 2g − 1 2

Tabela 3.4: Semigrupos Hk’s 3-hiperelípticos

k u3 u2 u1 w(Hk) −
(

g−6
2

)

4 2g − 11 2g − 7 2g − 3 18

3 2g − 9 2g − 5 2g − 1 12

2 2g − 7 2g − 3 2g − 1 8

1 2g − 5 2g − 3 2g − 1 6

Tabela 3.5: Semigrupos Hk’s 4-hiperelípticos

k u4 u3 u2 u1 w(Hk) −
(

g−8
2

)

5 2g − 15 2g − 11 2g − 7 2g − 3 32

4 2g − 13 2g − 9 2g − 5 2g − 1 24

3 2g − 11 2g − 7 2g − 3 2g − 1 18

2 2g − 9 2g − 5 2g − 3 2g − 1 14

1 2g − 7 2g − 5 2g − 3 2g − 1 12

Tabela 3.6: Semigrupos Hk’s 5-hiperelípticos

k u5 u4 u3 u2 u1 w(Hk) −
(

g−10
2

)

6 2g − 19 2g − 15 2g − 11 2g − 7 2g − 3 50

5 2g − 17 2g − 13 2g − 9 2g − 5 2g − 1 40

4 2g − 15 2g − 11 2g − 7 2g − 3 2g − 1 32

3 2g − 13 2g − 9 2g − 5 2g − 3 2g − 1 26

2 2g − 11 2g − 7 2g − 5 2g − 3 2g − 1 22

1 2g − 9 2g − 7 2g − 5 2g − 3 2g − 1 20
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A Tabela 3.7 mostra todos os valores possíveis w(H) −
(

g−2γ

2

)
de um semigrupo

γ-hiperelíptico H de gênero g ≥ 3γ com multiplicidade m1 = 4, para γ = 1, 2, 3, 4, 5.

Em particular, esta tabela ilustra graficamente o Teorema 3.3.2 e o Teorema 3.3.3.

O padrão observado continua valendo para todos os valores de γ.

Tabela 3.7: Sequência de valores w(H) −
(

g−2γ

2

)

γ = 5

20 22 26 32 40 50
✉ ✉ ❡ ✉ ❡ ❡ ✉ ❡ ❡ ❡ ✉ ❡ ❡ ❡ ❡ ✉

γ = 4

12 14 18 24 32
✉ ✉ ❡ ✉ ❡ ❡ ✉ ❡ ❡ ❡ ✉

γ = 3

6 8 12 18
✉ ✉ ❡ ✉ ❡ ❡ ✉

γ = 2

2 4 8
✉ ✉ ❡ ✉

γ = 1

0 2
✉ ✉

Como uma aplicação dos pesos podemos provar o seguinte resultado.

Corolário 3.3.6. Existe um único semigrupo de Arf com multiplicidade m1 = 4,

γ-hiperelíptico de gênero g ≥ 3γ, a saber

H = 〈4, 4γ + 2, 2g − 2γ + 1, 2g − 2γ + 3〉 .

Demonstração. Utilizaremos as mesmas notações do Teorema 3.3.3. Sendo Hγ+1

simétrico e não hiperelíptico, concluímos que, Hγ+1 não é um semigrupo de Arf. Seja

agora 2 ≤ k ≤ γ. Temos que uγ−k+2(Hk) = 2g − 2γ + 2k − 5. Por outro lado, como

g ≥ 3γ segue que 2g − 2γ + 2k − 4 ≥ 4γ. Assim, uγ−k+2(Hk), uγ−k+2(Hk) + 1 ∈ Hk

e portanto concluímos que Hk não é de Arf.

Provemos agora que H := H1 é um semigrupo de Arf. Como g ≥ 3γ segue que

uγ := uγ(H) = 2g − 2γ + 1 ≥ 4γ + 1. Logo,

H = 2H ∪ {n ∈ N : n é ímpar, n ≥ 2g − 2γ + 1} .

onde

H = {0} ∪
{

m̃1(H)

2
, . . . ,

m̃γ(H)

2

}
∪ {2γ + i : i ∈ N}.

Como H é um semigrupo hiperelíptico, pelo Exemplo 2.2.5 (d), segue que H é um

semigrupo de Arf. ¤
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Observação 3.3.7. Seja γ ≥ 2 um inteiro. Seja H um semigrupo γ-hiperelíptico de

gênero g ≥ 3γ com multiplicidade m1 ≥ 4. Pela Proposição 3.1.10 e Teorema 3.3.2

temos que

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
+ 2γ2 ou

(
g − 2γ

2

)
≤ w(H) ≤

(
g − 2γ

2

)
+ 2γ2 − (2γ − 4).

3.4 Multiplicidade seis

Nesta seção, estudaremos os pesos dos semigrupos γ-hiperelípticos de gênero g com

multiplicidade m1 = 6. A diferença com o caso m1 = 4 está no fato que não

obtemos a classificação desses em função de seus pesos, porém obtemos importantes

contribuições de pesos exatos para o PROBLEMA 3.1.8.

Proposição 3.4.1. Sejam γ ∈ N e H um semigrupo γ-hiperelíptico de gênero g ≥ 2γ

com multiplicidade m1 = 6. Seja Ñ := {6 = m̃1 < · · · < m̃γ = 4γ}.

(1) Se γ ≡ 0 (mod 3) então existe k ∈
{
0, . . . , γ

3

}
tal que

Ñ =
{
6i : i = 1, . . . , 2γ

3

}
∪

{
2γ − 4 + 6j + 6k : j = 1, . . . , γ

3
− k

}
∪

{4γ − 2 + 6l − 6k : l = 1, . . . , k} .

Em particular,

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
− γ(γ + 2)

3
+ 2(gγ + 3k2 − γk − k) −

γ∑

i=1

ui .

(2) Se γ ≡ 1 (mod 3) então existe k ∈
{
0, . . . , γ−1

3

}
tal que

Ñ =
{

6i : i = 1, . . . , 2(γ−1)
3

}
∪

{
2γ − 4 + 6j + 6k : j = 1, . . . , γ+2

3
− k

}
∪

{4γ − 2 + 6l − 6k : l = 1, . . . , k} .

Em particular,

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
− γ(γ + 2)

3
+ 2(gγ + 3k2 − γk − k) −

γ∑

i=1

ui .
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(3) Se γ ≡ 2 (mod 3) então existe k ∈
{
0, . . . , γ−2

3

}
tal que

Ñ =
{
6i : i = 1, . . . , 2γ−1

3

}
∪

{
2γ − 4 + 6j + 6k : j = 1, . . . , γ+1

3
− k

}
∪

{4γ − 4 + 6l − 6k : l = 1, . . . , k} .

Em particular,

w(H) =

(
g − 2γ

2

)
− γ(γ + 4)

3
+ 2(gγ + 3k2 − γk + k) −

γ∑

i=1

ui .

Demonstração. Como H é um recobrimento duplo do semigrupo

H = {0} ∪
{

3 =
m̃1

2
, . . . ,

m̃γ

2
= 2γ

}
∪ {2γ + i : i ∈ N}

de multiplicidade m1 = 3 e gênero γ, o resultado segue de [19, Lema 6] e Corolário

3.1.4. ¤

Observação 3.4.2. Fazendo um retrospecto do Corolário 3.2.2 e Corolário 3.2.5

obtemos pesos iguais para semigrupos diferentes. Por exemplo, para todo número

par x no intervalo [4, 2γ] existem semigrupos diferentes H1 e H2, recobrimentos

duplos do semigrupo H = {0} ∪ {γ + i : i ∈ N}, tais que

w(H1) =

(
g − 2γ

2

)
+ x = w(H2) .

Em particular, pela Proposição 3.1.5 tem-se SI(H1) = SI(H2).

Exemplo 3.4.3. Consideremos o PROBLEMA 3.1.8 para o caso γ = 3. Seja g um

inteiro tal que g ≥ 9. Pelo Corolário 3.1.7 (1) temos que se H é um semigrupo

3-hiperelíptico com multiplicidade m1 ≥ 4 então w(H) ∈
[(

g−6
2

)
,
(

g−6
2

)
+ 18

]
.

• Se m1 = 4, pelo Teorema 3.3.3 existem quatro semigrupos H’s tais que

w(H) −
(

g − 6

2

)
∈ {6, 8, 12, 18} .

• Se u1 = 2g − 11 e considerando H1 = N0 \ {1, 2, 4} e H2 = N0 \ {1, 2, 5}, pela

Proposição 3.1.11 temos que w −
(

g−8
2

)
∈ {10, 14}.

• Se u1 = 2g − 7, pelo Corolário 3.2.2 temos que w −
(

g−6
2

)
∈ {2, 4, 6}.
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• Se u1 = 2g − 9, pelo Corolário 3.2.5 temos que w −
(

g−6
2

)
∈ {4, 6, 8}.

• Pelo Corolário 3.1.7, existe um único semigrupo H tal que w(H) =
(

g−6
2

)
.

Pela Proposição 3.1.10 não existe nenhum semigrupo H 3-hiperelíptico tal que

w(H) =
(

g−6
2

)
+16. Resumindo estes cálculos temos que se H é 3-hiperelíptico então

w(H) ∈
{(

g − 6

2

)
+ 2n : 0 ≤ n ≤ 9, n 6= 8

}

(veja Figura 3.1).

0 2 4 6 8 10 12 14 18

w(H)−
(

g−6

2

)

✉ ✉ ✉ ✉ ✉ ✉ ✉ ✉ ❡ ✉

Figura 3.1: Sequência de pesos de um semigrupo H 3-hiperelíptico

Mais ainda, exibimos a seguir alguns semigrupos construídos nos resultados cita-

dos anteriormente:

Tabela 3.8: Semigrupos 3-hiperelípticos

H w(H)

〈8, 10, 12, 14, 2g − 5, 2g − 3, 2g − 1, 2g + 1〉
(

g−6
2

)

〈8, 10, 12, 14, 2g − 7, 2g − 3, 2g − 1〉
(

g−6
2

)
+ 2

〈8, 10, 12, 14, 2g − 7, 2g − 5, 2g − 1〉
(

g−6
2

)
+ 4

〈4, 14, 2g − 5, 2g − 3〉
(

g−6
2

)
+ 6

〈4, 14, 2g − 7, 2g − 1〉
(

g−6
2

)
+ 8

〈6, 10, 14, 2g − 11〉
(

g−6
2

)
+ 10

〈4, 14, 2g − 9, 2g + 1〉
(

g−6
2

)
+ 12

〈6, 8, 2g − 11〉
(

g−6
2

)
+ 14

〈4, 14, 2g − 11〉
(

g−6
2

)
+ 18

É conhecido que os semigrupos de multiplicidade m1 = 4 são realizáveis como

semigrupos de Weierstrass. Notemos também que

〈6, 10, 14, 2g − 11〉 = 2H1 + (2g − 11)N0
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e

〈6, 8, 14, 2g − 11〉 = 2H2 + (2g − 11)N0

e como H1 e H2 são semigrupos de Weierstrass, concluímos que 〈6, 10, 14, 2g − 11〉
e 〈6, 8, 2g − 11〉 são de Weierstrass (veja [20]). Os outros semigrupos da Tabela 3.8

são de Weierstrass?

Exemplo 3.4.4. Consideremos agora o PROBLEMA 3.1.8 para o caso γ = 4. Seja

g um inteiro tal que g ≥ 12. Pelo Corolário 3.1.7 (1) temos que se H é um semigrupo

4-hiperelíptico com multiplicidade m1 ≥ 4 então w(H) ∈
[(

g−8
2

)
,
(

g−8
2

)
+ 32

]
.

• Se m1 = 4, pelo Teorema 3.3.3 existem cinco semigrupos H’s tais que

w −
(

g − 8

2

)
∈ {12, 14, 18, 24, 32} .

• Se u1 = 2g − 15 e considerando H1 = N0 \ {1, 2, 3, 5}, H2 = N0 \ {1, 2, 3, 6} e

H3 = N0\{1, 2, 3, 7}, pela Proposição 3.1.11 temos que w−
(

g−8
2

)
∈ {12, 16, 20}.

• Se u1 = 2g − 9, pelo Corolário 3.2.2 temos que w −
(

g−8
2

)
∈ {2, 4, 6, 8}.

• Se u1 = 2g − 11 pelo Corolário 3.2.5 temos que w −
(

g−8
2

)
∈ {4, 6, 8, 10, 12}.

• Pelo Corolário 3.1.7, existe um único semigrupo H tal que w(H) =
(

g−8
2

)
.

Pela Proposição 3.1.10 não existe nenhum semigrupo H 4-hiperelíptico tal que

w(H) =
(

g−8
2

)
+30. Resumindo estes cálculos achamos semigrupos H’s 4-hiperelípticos

tais que

w(H) ∈
{(

g − 8

2

)
+ 2n : 0 ≤ n ≤ 16, n 6= 11, 13, 14, 15

}
.

Existem semigrupos 4-hiperelípticos tais que w(H) −
(

g−8
2

)
∈ {22, 26, 28}?.
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