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Resumo

Os principais tépicos aqui considerados sao do tipo aritmético. Introduzimos e es-
tudamos semigrupos que generalizam os chamados semigrupos de Arf. Além de seu
interesse particular, eles podem ser usados para esclarecer a estrutura de anéis de
semigrupos no sentido de Lipman. Também calculamos os valores exatos dos pesos
de semigrupos usando o numero de lacunas pares. Isto esta relacionado ao recobri-

mento duplo de curvas e tem interesse no estudo de moduli e constelagao de curvas.

Palavras-chave: semigrupos numéricos, semigrupos de Arf, semigrupos fraca-
mente de Arf, semigrupos acute, semigrupos fracamente acute, pesos de semigrupos,

pesos de Weierstrass, recobrimentos duplos de curvas.
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Abstract

The main topics considered here are of arithmetical type. We introduce and study
semigroups that generalize the so-called Arf semigroups. Apart from being interest-
ing by their own, they may be used to clarify the structure of semigroup rings in the
sense of Lipman. We also compute the true value of the weights of semigroups by
using the number of even gaps. This is related to double covering of curves and is

useful to the study of moduli and constellation of curves.

Key-words: numerical semigroups, Arf semigroups, near-Arf semigroups, acute
semigroups, near acute semigroups, weights of semigroups, Weierstrass weights,

double coverings of curves.
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Introducao

Seja INy o conjunto de inteiros nao negativos. Neste trabalho, estudamos pro-

priedades de semigrupos
H:{O:m0<m1<m2<---}

de (INg, +) cujo complemento em Ny é finito, motivados pela Teoria de Anéis Locais
(Segdes 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4), Codigos Corretores de Erros (Segao 2.5) e a Teoria de
Pontos de Weierstrass (Capitulo 3).

O namero g := #(INy \ H) é chamado género de H. Se 7y é o nimero de elementos
pares do complemento de H em Ny, dizemos que H é um semigrupo y-hipereliptico.

O Capitulo 1 é dedicado a uma revisao sobre a teoria dos semigrupos, onde
aproveitamos para lembrar uma férmula para o calculo do género de um semigrupo.
Em particular, mostramos algumas propriedades dos semigrupos y-hiperelipticos que
serao chaves para o estudo dos capitulos seguintes.

Seja

A=K[[H] := K[[{X™: m e HY]

o anel local de semigrupo sobre k, um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero. Tudo indica que Apéry [1| foi o pioneiro em estudar singularidades de A

via semigrupos. Arf [3] introduz anéis de semigrupos A (aos quais se refere como

candnicos) e os estuda por meio da propriedade

m; +mj —my € H paratodo i>j>k>0. (%)
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Atualmente os semigrupos satisfazendo () sao chamados de Arf. Lipman [24] genera-
liza os anéis A estudados por Arf para anéis locais Cohen-Macaulay de dimensao um.
O conceito Cohen-Macaulay sobre anéis pode ser visto e.g. 9], [23]. Se A = k[[H]]
¢ um anel de semigrupo que é de Arf (na definicdo de Lipman) entdo A tem pro-
priedades que dependem da aritmética de H, tais como: ideais, ideais proprios e do
tipo de H [4].

No Capitulo 2, introduzimos e estudamos a aritmética de semigrupos que gene-

ralizam os semigrupos de Arf no seguinte sentido:
m; —m;_1>2 para t=1,...,c—g,

onde ¢ é o minimo inteiro tal que c — 1 ¢ H e ¢+ n € H para todo n € INp: um
semigrupo com esta propriedade serd chamado fracamente de Arf. Estes semigrupos
contém propriamente a familia de semigrupos de Arf e portanto o respectivo anel
A = Kk[[H]] ndo é de Arf. Propriedades dos semigrupos fracamente de Arf sdo
fortemente influenciadas pela paridade do nimero de Frobenius ¢,. Para um inteiro

k > 1, definamos a familia
6, = {H : H & um semigrupo fracamente de Arf de género g e ¢, = 2g — 2k} .

Para cada H € 4, mostramos que g(H) < min{7k — 4,6k + 3} (Secao 2.3). Isto
implica que 7, é finito. Na Secdo 2.4 consideramos ¢, = 29 — (2y+ 1) com v > 0
um inteiro e suporemos ¢ suficientemente grande respeito de v. Nestas condigoes
mostramos que todo semigrupo fracamente de Arf é ~-hipereliptico. Em particular,
para v = 0,1,2 os conceitos de semigrupos de Arf e fracamente de Arf coincidem:;
isto nao é o caso para v > 3.

A teoria de codigos corretores de erros teve um ponto de inflexdao apds a constru-
cao de Goppa de codigos sobre curvas definidas sobre corpos finitos [15], [16], [32].
Nos referimos a estes codigos como cddigos de Goppa geométricos (CGG). A dimen-
sao e distancia minima destes estao relacionadas com o Teorema de Riemann-Roch,
portanto faz-se necessério o célculo do género de curvas e isto poderia ser dificil para
0s nao especialistas.

Em 1998, Hgholdt, van Lint e Pellikaan [17]| introduziram uma construgao
“elementar” de CGG que usa essencialmente Algebra Linear e Teoria de Semigrupos.
Porém, Matsumoto [26] observou que esta construcao é equivalente ao estudo de

codigos pontuais definidas a seguir.
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Seja X uma curva (projetiva, nao singular e geometricamente irredutivel) de
género g sobre I, o corpo finito com ¢ elementos. Seja {Q, Py,..., P,} o conjunto
de pontos F,-racionais de X. Seja H(Q) = {0 < m; < my < ---} o semigrupo de
Weierstrass em Q. Se G = m;Q e D = P, + -+ + P, obtemos o codigo C; = Ei-,
dual de

Ei ={((f(P),.... [(F)): f€LmQ)} STy

onde L£(m;Q) denota o espago de Riemann-Roch associado ao divisor m;(). Temos
duas cotas inferiores para a distancia minima exata d(C;) de C; a saber: a de Goppa,
da(C;) =m;— (29 —2) e a cota de ordem (ou a cota de Feng-Rao) dorp(C;) definida

na Secao 2.5. Além disso, é conhecido que
d(C;) > dorp(Ci) = da(C))

(ver [12]). Para terminar o Capitulo 2, na Se¢ao 2.5 calculamos a cota de ordem
para certos semigrupos fracamente de Arf, completando assim calculos feitos em [5]
e [27].

Seja X uma curva definida sobre um corpo algebricamente fechado de género g.
Sejam P um ponto de X e H(P) o semigrupo de Weierstrass em P. O Teorema
de Riemann-Roch assegura que este semigrupo tem complemento finito em Ny (veja
por exemplo [11]). Seja v o ntimero de elementos pares deste complemento. Gene-
ralizando o caso de curvas hiperelipticas, as propriedades aritméticas do semigrupo
H(P) caracterizam a existéncia de curvas X de género 7 recobertas por X por um
morfismo de grau dois sempre que g seja suficientemente grande com respeito a
[34]. Este resultado pode ser formulado utilizando um invariante que aparentemente
é mais simples do que a estrutura de H(P) dada na Proposigao 1.2.7. Consideremos

o peso de um semigrupo arbitrario H de género g, a saber

g

w(H) = %(392 +9) — Zmi.

=1

(9—227) < w(l) < (9—227)+272

(ver Corolario 3.1.7) e assim, obtém-se a existéncia de curvas X de género v du-

Portanto,

plamente recobertas por X sempre que g for maior que uma cota quadratica em -~y
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(ver [36]). Em [34], estas questoes sdo formuladas sobre um contexto que depende
somente da estrutura aritmética de semigrupos. No Capitulo 3 estamos interessados
nos valores exatos de w(H). Nas segdes 3.1 e 3.2, obtemos valores exatos de pesos
para certos tipos de semigrupos ~-hiperelipticos e, em alguns casos, uma classifi-
cacao deles. Na Secao 3.3, estudamos os pesos dos semigrupos com multiplicidade
my; = 4 e género suficientemente grande respeito do seu nimero de lacunas pares.
Como uma consequéncia disto, obtemos uma classificacao de todos esses semigru-
pos. Finalizamos o Capitulo 3, com uma apresentacao de féormulas para o célculo
de pesos de semigrupos de multiplicidade m; = 6 e resolvemos o PROBLEMA 3.1.8
(formulado na Segao 3.1) no caso em que v = 3; no caso, v = 4 somente obtemos
uma resposta parcial. Estes resultados sao tteis no estudo de moduli de curvas via

pesos de semigrupos [2] e constelagao de pontos de Weierstrass [30], [33].

Campinas, 15 de dezembro de 2008.



Notacoes e Terminologia Basica

Salvo mengao contraria, ao longo deste trabalho, usaremos as seguintes notagoes e

defini¢oes bésicas:

m Seja Z o conjunto dos inteiros.

m Seja IN o conjunto dos inteiros positivos.

m Seja INg o conjunto dos inteiros nao negativos.

m Seja I um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 (charp > 0).

m Um subconjunto H C Ny é chamado um semigrupo numérico quando 0 € H,
H é fechado com respeito a adigao e L(H) := Ny \ H é finito.

m O inteiro g = g(H) := #L(H) é chamado género de H.

m Estudaremos semigrupos numéricos tais que 1 ¢ H e omitiremos o adjetivo

numérico; isto é, semigrupos com género g > 0.

m Os elementos do conjunto L(H) = {1 =1/¢; < --- < {,} sdo chamados lacunas
de H. O namero ¢, ¢ chamado o nimero de Frobenius de H. Denotaremos
60 = —1.

m Os elementos 0 = mg < my < --- de H sao chamados nao lacunas de H.
m O nimero m; é chamado multiplicidade de H.

X1v
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Dizemos que H é hipereliptico se my = 2, caso contrario é chamado nao hi-
pereliptico. Esta definicao é motivada pelas chamadas curvas hiperelipticas, a
saber as curvas que sao recobrimento duplo da reta projetiva P'. De fato, uma
curva X é hipereliptica se, e somente se, existe P € X tal que 2 é um elemento

do semigrupo de Weierstrass H(P) em P.

Para um semigrupo H = {0 = my < my < ---} de género g existe um tunico
elemento ¢ = ¢(H) € H, chamado o conductor de H, tal que ¢ — 1 ¢ H e

c+n € H para todo n € INy. Claramente, ¢ = m._,.

Dizemos que um semigrupo H de género g é simétrico se {; = 2g — 1. A

propriedade de simetria pode ser substituida pelo seguinte: para cada inteiro

n, temos
n€ H se, esomentese, (,—n¢H.

Se ng, . ..,n, sdo elementos de IN tais que MDC(ng, ..., n,) = 1, entao o con-
junto

H = {(ng,...,n.y :={apno+---+amn, : ag,...,a. € No}
¢ um semigrupo de Ny, chamado o semigrupo gerado por ng,...,n,.. Os ele-
mentos nyg, ..., n, sao chamados os geradores de H.
Para H C Ny e a € Ny, aH :={ah: h € H}.
Para um numero real x, || denota o maior inteiro menor ou igual a x.
Sejam a e b inteiros com a < b. Se a = b, [a,b] := {a} e se a < b [a,b] :=

{a,a+1,...,b}.



CAPITULO 1

Preliminares sobre Semigrupos

Neste capitulo, consideramos resultados necessarios para o desenvolvimento desta
tese. Por conveniéncia do leitor, escreveremos as demonstragoes respectivas (salvo a

Proposigao 1.2.3).

1.1 Conjunto de Apéry

Defini¢ao 1.1.1. Sejam H um semigrupo e m € H \ {0}. Definimos o conjunto de

Apéry de H, com respeito a m, como sendo
Ap(Hm)={he H: h—m ¢ H}.
Para cada v =0,...,m — 1, seja
s;i=s;{(H,m):=min{h € H: h=1i (modm)}.

E claro que s; € Ap(H,m) para todo i = 0,...,m — 1. Dado h € Ap(H,m), existe
i €{0,...,m—1} tal que h =i (mod m), e portanto h > s;. Pela propriedade de

semigrupo e do fato que h —m ¢ H segue que h = s;. Logo,
Ap(H,m) ={so,...,Sm-1} -

Da defini¢ao acima, temos as seguintes propriedades:
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e 5, #s; (mod m), para todoi,j € Nocom 0 <i<j<m-—1.
o H=(m,s1,...,Sm_1)-

No caso m = my, o conjunto de Apéry de H com respeito a m; é simplesmente
chamado conjunto de Apéry de H.
Defina e; = e;(H, m) pela equagao
S; = e;m + 1.
Seja
Li(H)={teL(H): t=i (modm)}.

Dado ¢ € L;(H), pela propriedade de semigrupo segue que ¢ = jm + i para algum
j=0,...,e;—1. Por outro lado, pela minimalidade de s; temos que jm+1i € L;(H)
para j =0,...,e; — 1. Logo,

e assim e; = #L;(H). Como L(H) é a uniao disjunta dos L;(H)’s, segue que o género

g de H satisfaz
9= €i - (1.1)
Também sao satisfeitas as relacgoes:
e + e > €iyj, set+j<m;
e +e€ > €Cijom—1, sei+j>m.

Reciprocamente, nimeros m, eq, ..., e,_1 que satisfazem as relacoes acima determi-

nam um semigrupo de género g =ey + -+ + €,,_1.

1.2 Semigrupos ~vy-hiperelipticos

Os resultados desta segao estao motivados pelo estudo de semigrupos de Weierstrass

em pontos ramificados de recobrimentos duplos de curvas [36], [34].

Definigao 1.2.1. Seja 7 um inteiro nao negativo. Um semigrupo H é chamado
~v-hipereliptico se possui exatamente v lacunas pares.

Observe que os semigrupos 0-hiperelipticos sao os semigrupos hiperelipticos.
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Seja
O:mo<ﬁ11<ﬁ12<---
a sequéncia crescente de nao lacunas pares de H.

Lema 1.2.2. (|36, Lema 2.6]) Seja H um semigrupo ~y-hipereliptico. Entiao m.; =
4v + 21 para todo 1 € Ng. Em particular, o conjunto

H = {O}U{%,..

€ um semigrupo de género 7.

my
)

5 }U{27+i:i€]N}

Demonstragao. Se v = 0 o resultado é claro. Sejam entao v > 0 e £ uma lacuna par
de H.

AFIRMAGAO: ¢ < m,,.

PROVA DA AFIRMAGAO: Suponhamos que exista uma lacuna par ¢ tal que ¢ > m.,.

Entao teriamos as seguintes v + 1 lacunas pares:
C—my < - <l—my <.

uma contradi¢ao. Isto termina a prova da afirmacao.
Pela afirmacao anterior temos que o ntimero de lacunas pares de H é y = m, /2—7.

Isto é, m, = 4v. Logo, m; = 47 + 2i para todo ¢ € IN. O
Proposicao 1.2.3. Seja H um semigrupo numérico de género g. Entao:
(1) H € hipereliptico se, e somente se,

m; =21 para 1=1,...,9.

(2) H € nao hipereliptico se, e somente se,

m;>2+1 para i=1,...,9—2, my1>29—2 e my=2g.

Demonstragao. Ver [6], [29, Teorema 1.1]. O

Observacgao 1.2.4. Seja v > 0 um inteiro. Um semigrupo H ~-hipereliptico de
género g tem g — 7 lacunas impares em [1,2g — 1], logo H possui 7 nao lacunas
impares em [1,2g — 1]. Doravante a sequéncia decrescente de tais ndo lacunas sera
denotada por

u’y<...<u1’ (1.2)

onde u; :=w;(H) parai=1,...,7.
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Na Secao 2.4 veremos que um semigrupo fracamente de Arf de género g suficien-

temente grande e niimero de Frobenius impar satisfaz:

Proposicao 1.2.5. Sejam v > 0 um inteiro e H um semigrupo de género g. Entao

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) H € ~y-hipereliptico,

(2) existe wm unico semigrupo H de género vy, existem v inteiros impares, digamos

Uy < -+ <up comuy < 29 — 1 tais que
H=2HU{u,,...,u1}U{n€N: n>2g}.
Demonstragcao. O caso v = 0 é claro. Seja agora v > 0 e suponhamos que H é um

semigrupo ~y-hipereliptico. Consideremos os u;’s como em (1.2). Pelo Lema 1.2.2]

tem-se m.,1; = 4y + 2i para todo 7 € INy; além disso, o conjunto

— m m.
¢ um semigrupo de género ~y.
A reciproca segue do fato que H possui g — v lacunas impares. O

Esta proposicao motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2.6. Seja H um semigrupo de género g. Dizemos que H é um reco-
brimento duplo de um semigrupo H de género v € INy se existem inteiros fmpares

Uy < -+ <wup com up < 29 — 1 tals que
H=2HU{uy,...,u1}U{n€N: n>2g}.

Proposicao 1.2.7. ([34, Lema 0.2],[34, Teorema 2.1]) Sejam H um semigrupo e

v € INy. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) H é ~-hipereliptico.
(2) figy1 = 67 + 2.
(3) Mays1 < 67+ 2 < Mgy

(4) No intervalo [2,4v], o semigrupo H possui exatamente v nao lacunas pares e

4y +2 € H.
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Demonstragao. Provaremos (1) = (2) = (3) = (4) = (1). O Caso v = 0 ¢é claro.
Assim, suponhamos que v > 0.

(1) = (2) : Pelo Lema 1.2.2, temos que M4 (1) = 67 + 2.

(2) = (3) : E claro.

(3) = (4) : Como may41 < 67 + 2 < Mayse, segue que no intervalo [2,67 + 2] o
semigrupo H tem 7 = (3y+1) — (2y+1) lacunas pares. Usando o mesmo argumento
da demonstracao do Lema 1.2.2, obtemos que tais lacunas pares estao contidas em
[2,m,] e que m, = 4. Tendo em vista que no intervalo M., Ma,11] temos v+ 2 néo
lacunas pares e ma,11 < 6v+2, concluimos que m,4,; = 4y+2iparai =0,1,...,7+1
(pois existem 7 + 2 nameros pares em [47, 6y + 2|).

(4) = (1) : Provaremos que G := {4y +2i: ¢ € N} C H o qual implicara que v é o
nimero de lacunas pares de H. Suponhamos que G ¢ H; entao existe ¢ € N tal que
¢ :=4y+2i € G\ H. Seja i o menor elemento com esta propriedade. Pela propriedade
de semigrupo temos que 4y + 2i — m;, sao lacunas de H, para k = 1,...,v. Pela
escolha de ¢ temos que 4y + 2i —m; < 4v. Por outro lado, temos que m, < 4y e

4y +2 € H; logo 4y + 2i —m, > 2i com ¢ > 2. Assim, temos a sequéncia
4<4y+2i—m, < - <4dy+2i—my <4y.

Como existem v lacunas pares em [2,47], segue que 2 € H e portanto 7 = 0, uma

contradigao. 0

Lema 1.2.8. (35, Lema 2.1],[34, Lema 3.1|) Seja H um semigrupo ~y-hipereliptico

de género g. Entao
(1) Se my =4, entao m; =4i parai=1,...,7.
(2) Semy > 6, entaom; >4i+2parai=1,...,7v—2, m,_1 >4y —4, m, =4y.
(3) m; <2+ 2i para cada i.
(4) Se h € H é impar, entao h > max{3,2g — 4y + 1}.
(5) 29 —4i+1<u;<29g—2i+1parai=1,...,7.

(6) Se g > 4~, entao m; =m; parai=1,...,7.
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Demonstragao. Pelo Lema 1.2.2, temos que o conjunto

H = {o}u{%,..

m.

.,TV}U{QWH: i€ N}

é um semigrupo de género ~y. Agora provemos o resultado.

(1) Se m; = 4, segue que H ¢é hipereliptico e portanto m; = 4i para i =1,...,7.
(2) Se my > 6, pela Proposicao 1.2.3 (2) temos que as primeiras nao lacunas positivas

de H satisfazem as seguintes desigualdades:

%222’%—1 para i=1,...,7— 2, m;7122’y—2, %:27.

(3) Provemos que m; < 2y+2i parai=1,...,v. Temos que m, = 4. Suponhamos
que exista um inteiro ¢ tal que 1 <17 < v e m; > 27+ 2i + 2. Como no intervalo
[27 + 2i + 2,47] existem v — i ntumeros pares, entao tal ¢ ndo pode existir.

(4) Como h € H é impar, temos h > 3 e a seguinte sequéncia de v + 1 nao lacunas
impares

h<h+m <---<h+m,.

Entao, pela Observacao 1.2.4 segue h + m, > 2g + 1. O resultado agora segue do
Lema 1.2.2.

(5) Ja vimos que u; < 2¢g — 1. Assim, procedendo indutivamente temos que u; <
29 — 21+ 1 parai = 1,...,v. Provemos a cota inferior dos u;’s, por indugao sobre
i. Pelo item (4) temos que u, > 2g — 4y + 1. Seja ¢ um inteiro tal que 1 <i <~y e

u; > 29 — 41 + 1. Procedendo por contradi¢ao, suponhamos que

Entao u; =29 —4i+1 e u;_1 = 29 — 4i + 3. Como existem 2¢ — 2 ntimeros impares
em [2g —4i+5,2g — 1], existe uma lacuna impar ¢ de H tal que ¢ > u;_;. Sem perda
de generalidade, podemos supor que ¢ —u;_1 = 2, pois v > 0. Como ¢ = 2g —4i+ 5
segue que [ = [{ —u;_1,{ —u,] C [2,4y —2]. Seja t o nimero de ndo lacunas pares
de H pertencentes a I. Pela escolha de ¢ temos que ¢ — u;_1 < m;. Por outro lado,
como { —u; € [ para j =¢—1,...,7 temos que

C—uy — (0 —uq)

2

Assim, u, < 2g—2v—2i—2t+1. Agora, como m41 ¢ I segue que myyq+u, > (+2.

>t+[y—(i—1)+1].

Pelo item (3), tem-se my4;—1 < 2y+2t+2i—2 e assim my4;_1 +u, < 2g—1. Portanto,
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temos as nao lacunas impares M1+, . . ., Myy;—1 + U, pertencentes a [(+2,2g—1].
Como u;_; = ¢ — 2, terfamos que H possui (7 —i+2) + (i — 1) = v+ 1 nao lacunas
impares no intervalo [2,2¢ — 1], uma contradicao.

(6) Se h & uma nao lacuna impar de H, entdo por (4) temos que h > 4y + 1. O
resultado agora segue do Lema 1.2.2 e a Proposi¢ao 1.2.7 (4). O

Lema 1.2.9. (|34, Corolario 2.4|) Sejam H um semigrupo de género g e i € N. Se

d; :==MDC(mq,...,m;)=1 e i<g+1,

entao
2m; > mgi_1 .
Demonstragao. Seja K; := {0 = mg,my,...,m;}. Pela Proposi¢ao 1.2.3 (2) temos
m;>2i—1=i+14+(—2) para 1=1,...,9+1.
Por outro lado, como MDC(my, ..., m;) = 1, segue

#(K+K;)>2i4+24+(i—2)=3i

(ver |13, Teorema 1.10]), onde K; + K; := {m, + ms; : 0 < r < s < i}. Como
Ki+ K, CHeO<m+mg; <2m; para todo 0 < r < s < 1, concluimos que
2m; > mgi_1. 0

O resultado chave na Segao 2.4 é o seguinte.

Proposicao 1.2.10. ([34, Teorema 2.1|) Sejam v > 0 um inteiro e H um semigrupo

de género g > 6y + 4. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) mayp1 =67 +2;
(2) H € ~y-hipereliptico.

Demonstracao. O caso v = 0 é claro. Assumamos agora que v > 1. Seja

d:= 1\/.[[)0(’m17 e ,m27+1) .
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AFIRMACAO: d = 2.
PROVA DA AFIRMACAO: Suponhamos inicialmente que d > 3. Entao

miy1 > my+ 31 para t=1,...,27.

Sendo, may41 = 67 + 2,
67 + 2 = maoyp1 = my + 6y

e assim m; < 2, uma contradi¢ao pois v > 0. Entao d < 2. Agora suponhamos que
d=1. O Lema 1.2.9 implica

2(67 + 2) = 2mayq1 > M3(2y41)-1 = Mey42 -

Como 67+2 < g—2, temos me,42 > 2(67+2)+1 (veja Proposigao 1.2.3); e portanto

da desigualdade anterior concluimos

uma contradigao. Isto mostra que d = 2.

Pela afirmagao anterior temos que os m;’s sao pares parai=1,...,2y+ 1. Em
particular, may41 = Mayp1 = 67 4+ 2. Assim, pela Proposicao 1.2.7 segue que H ¢é
~-hipereliptico.

Reciprocamente, se H é um semigrupo ~-hipereliptico, pela Proposicao 1.2.7
May41 = 67 + 2. Como o género de H é g > 6y +4 > 4v, o Lema 1.2.8 (6) implica
Maoyt1 = 67 + 2. O

Generalizamos a proposicao anterior como segue.

Proposigao 1.2.11. (|34, Observacao 2.7|) Sejam v > 0 um inteiro e H um semi-

grupo de género g > 6y + 4. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1> Mayp1 < 67 + 2;
(2) H é t-hipereliptico para algum t € {0,...,~}.

Demonstrag¢ao. O caso v = 0 é claro. Assumamos agora que v > 1. Analogamente
a prova da Proposi¢ao 1.2.10 temos que m; = m; < 6y +2 parai=1,...,2y + 1.
Em particular, may+1 = may41 < 677 4 2. Logo, se t ¢ o ntmero de lacunas pares de

H em [1,67 + 2] segue que t € {0,...,v}. Seja £ uma lacuna par de H.
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AFIRMAGAO: ( < 6y + 2.
PROVA DA AFIRMACAO: Suponhamos que exista uma lacuna par ¢ > 6y + 2. Seja

¢ o minimo com tal propriedade. Entao teriamos as seguintes 2v + 1 lacunas pares:
ﬁ—ﬁ’zgwl <"'<€—T’\fl1.

em [1,6v + 2], uma contradigao. Isto termina a prova da afirmacao.

Pela afirmagao anterior temos que H é t-hipereliptico.

Reciprocamente, suponhamos que H seja um semigrupo t-hipereliptico para al-
gum t € {0,...,7} de género g > 6v + 4 (em particular, g > 4t). Pelo Lema
1.2.2 e Lema 1.2.8 (6) segue que my,; = 4t + 2i para todo i € INy. Em particular,
Moyyr = 4t +2(27+1—1) <67+ 2. O



CAPITULO 2

Semigrupos fracamente de Arf

Seja H um semigrupo de género g. Sejam
O=mog<my <--- e =0 <--- <Ay,

respectivamente, as sequéncias crescentes de nao lacunas e lacunas de H. Sejam
¢ = mc_4 o condutor de H e {, := —1. Neste capitulo, introduzimos a propriedade
fracamente de Arf sobre semigrupos que generaliza a bem conhecida propriedade de
Arf.

2.1 Semigrupos de Arf

Definigao 2.1.1. Um semigrupo H é chamado de Arf se,
m; +m; —my € H,
para todo i, j,k € Ny com ¢ > j > k.

Observagao 2.1.2. Seja ¢ o conductor de H. Se m; > ¢, entao para cada j, k com
i > 7 >k, temos m; + m; —my € H. Assim, para verificar que um semigrupo é de

Arf é suficiente considerar o caso k < j <1< c—g.

Uma caracterizagao da propriedade de Arf é dada na seguinte proposigao.

10
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Proposicao 2.1.3. (|7, Proposigao 1|) Para um semigrupo H, as sequintes afir-

macgoes sao equivalentes:
(1) H € de Arf;
(2) para todo inteiro i > j >0, 2m; —m; € H.

Demonstragao. Claramente todo semigrupo de Arf satisfaz (2). Reciprocamente,
assumamos (2) e sejam i, j, k € INg tais que k < j <7 < c¢— g — 1. Temos que provar
que m = m; +m; —my, € H. Isto ¢ claro, se 1 = j ou j = k. Em outro caso, se

k < 7 <1,sejam ig =1, jo := J, ko := k e escrevamos
M= My + My — My, = (2mj0 - mk‘o) + My — My,

Notemos que 2mj, — my, € H e 2mj, — my, = mj, + (mj, — my,) > m;,. Sejam

i1, J1, k1 definidos por

m;, = max{2m;, — My, M, }

myj, = min{2m;, — my,, mi, } > mj,

Mgy = Mg -
Assim, temos m;, > mj, > my, e my,mj,my, € H. Além disso, m = m;, +m;, —
Mg, , COM 11 > jl >k = j() e 11 > 1o, jl > j() ek > ]{?0. Se 1= jl entao a COI’ldiQéO

(2) implica que m € H. Em outro caso, repetindo o mesmo raciocinio obtemos trés

sequéncias de inteiros (iz)ien, (Ji)ien, (ki)ien tais que
m = m;, + mj, — M,

com #; > j; > k;. Existem duas possibilidades: se existe um indice h tal que ¢;, = J,
entao m € H. Em outro caso, se i; > j; > k; para todo t € IN, entao por construgao a
sequéncia (j;)e € estritamente crescente. Logo, existe um indice h tal que j, > c—g,

ou seja, mj, > c. Como m;, > m;, > ¢ temos que m = m;, +m;, —my, € H. [
Corolario 2.1.4. Se H é um semigrupo de Arf de género g, entao
m;—m;_1>2 para 1=1,...,c—g, (2.1)

onde ¢ € o condutor de H.
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Demonstracao. Se ¢ = g+ 1 o resultado é claro. Seja agora ¢ > g+ 2 e suponhamos
que existe i € {1,...,¢ — g — 1} tal que m; — m;_; < 2. Entdao m; = m;_; + 1.
Escolhamos ¢ o maior com esta propriedade; portanto, m; + 1 é uma lacuna de
H. Logo, pela Proposicao 2.1.3 temos 2m; — m;_1 = m; +1 € H, o qual é uma
contradicao. 0

O Corolario 2.1.4 é o ponto de partida para a definicao dos semigrupos deste

capitulo.

Observagao 2.1.5. Seja H um semigrupo de género g e condutor c¢. Entao, H

satisfaz a Equacao 2.1 se, e somente se,
bi—Vl; 1 <2 para 1=1,...,9. (2.2)

De fato, suponhamos que H satisfaz a Equagao 2.1 e que existe i € {1,...,¢g} tal
que ¢; —l;_1 > 2;logo i > 2. Entao ¢; —2 e ¢; — 1 sao nao lacunas de H, isto é, existe
um inteiro k € {2,...,¢ — g} tal que my = ¢; — 1 e my_y = ¢; — 2, uma contradigao

com (2.1). A reciproca é analoga.

Existem outras caracterizacoes da propriedade de Arf. Por exemplo, Barucci
et al. estabelecem quinze equivaléncias de tal propriedade [4, Teorema 1.3.4]. Mais
adiante (Proposicao 2.1.9) provaremos que a propriedade de Arf é equivalente ao item
(xv) do [4, Teorema 1.3.4] (esta prova pode ser bem conhecida pelos especialistas; cf.
31]).

Inicialmente, vejamos algumas defini¢oes e resultados descritos em [4].

Dados dois conjuntos F e F' contidos em Z e um elemento z € Z, denotamos
E+F:={e+f:ecE feF} e E4+z:={e+z:eckE}.
Definicao 2.1.6. Seja H um semigrupo.

(a) Um ideal relativo de H é um subconjunto nao vazio F C Z tal que E+ H C E
e F4+ h C H para algum h € H.

(b) Um ideal relativo de H que esta contido em H é simplesmente chamado um
ideal de H.

(¢) Um ideal préprio de H é um ideal de H diferente de H, isto é, um ideal relativo

que nao contém o zero.
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(d) Um ideal relativo E de um semigrupo H é chamado principal se existe z € Z
tal que £ = H + z; neste caso dizemos que E é um ideal relativo principal de

H gerado por z.
Para cada 7 € IN, defina
H(m;):={he H: h>m}.

E facil verificar que este conjunto ¢ um ideal proprio de H.

Se E e I sao ideais relativos de H, entao
E—-F:={:€Z: F+zCE}

é também um ideal relativo de H.

Para qualquer ideal relativo £ de H, E — E é um semigrupo.

Definicao 2.1.7. Dizemos que um ideal £ de um semigrupo H ¢é estavel se £ é um

ideal principal de £ — E.

Enunciamos a seguir um resultado que caracteriza os ideais estéveis num semi-

grupo.

Lema 2.1.8. Seja ' um ideal proprio de um semigrupo H e seja e; o menor inteiro

pertencente a E. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) E € estdvel;
(1) E4 E=FE+e;
(3) E+ (—ey) € um semigrupo.
Demonstracao. Ver |4, Corolario 1.2.3]. O
Proposicao 2.1.9. Para um semigrupo H, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) H ¢ de Arf;

(2) H(mg) € um ideal estavel para todo k =1,...,¢—g.
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Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que H seja um semigrupo de Arf. Seja
ke{l,...,c—g} esejam m;,m; € H(my) com ¢ > j. Portanto, m; +m; —my € H.
Assim,

mi—i-mj:(ml-—l—mj—mk)—i—mkGH(mk)—l—mk.

Consequentemente,

Logo, pelo Lema 2.1.8 (2) segue que H(my) é um ideal estéavel.

Reciprocamente, sejam 7,5 € {0,...,c — g} com i > j. Se j = 0 segue que
2m; —m; € H. Seja entdo j > 0 e suponhamos que H(m;) é estavel. Como
H(m;) € H(m;), 2m; € H(m;)+ H(m;) = H(m;) + m;, e portanto

2mz—m]€H(m])gH

Assim, pela Proposicao 2.1.3, H é de Arf. 0

2.2 Semigrupos fracamente de Arf

O semigrupo
H =N\ {1,2,3,4,6,8,9} = {0,5,7,10,11,12,13,.. .}

mostra que a condigao (2.2) nao caracteriza a propriedade de Arf. De fato, este é

um caso particular da seguinte familia de semigrupos.
Exemplo 2.2.1 (G. Oliveira). Para o inteiro g > 7, o conjunto
H:INO\{L79_379_17g+179+2} :{079_27g7g+379+47}

é um semigrupo de género g cujas lacunas satisfazem (2.2) que nao é de Arf; de fato,
20— (g—2)=g+2¢H.

Introduziremos agora o seguinte conceito.

Definigao 2.2.2. Um semigrupo H de género g é chamado fracamente de Arf se
m; —m;_1>2 para t=1,...,c—g,

onde ¢ ¢ o condutor de H (ou equivalentemente se H satisfaz a propriedade (2.2) ).
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Exemplo 2.2.3. Sejam H um semigrupo e a, R > 0 inteiros. Entdo o conjunto
H:=aHU{heN: h >R}

¢ um semigrupo. Em particular, se € é o condutor de H, R > 2¢ e a = 2, temos que

o semigrupo H pode ser expressado como:
H=2HU{hc€N: héimpar, h > R}.
Com efeito, dados m,n € H temos:

e Se m,n € aH entdo m = ahy; e n = ahy para alguns hy,hs € H. Logo,

m+n = CL(El +E2) c aH.
e Sem &aH oun & aH entdao m +n > R.
Logo, em qualquer caso m +n € H. Portanto, H é um semigrupo.

A seguinte proposicao estabelece propriedades a respeito do semigrupo H definido

no Exemplo 2.2.3; o item (2) foi provado em |7, Lema 1].

Proposicao 2.2.4. Sejam H wm semigrupo e a, R > 0 inteiros. Entdo o semigrupo
H=aHU{heN: h>R}

satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Se a > 2, entdo H ¢ fracamente de Arf. Além disso, se H é um semigrupo

fracamente de Arf, entdao a afirmacao € também vdlida para a = 1.
(2) Se H ¢ de Arf, entdo H € de Arf.
(3) Sea=2 e R>2¢ ondeC é o condutor de H, entio

H é de Arf se, e somente se, H € de Arf.

Demonstracao.
(1) Sejam c e g o condutor e o género de H = {0 = my < my < - -- }, respectivamente.

Seja i € {1,...,c—g}. Sei = c— g, entdao é claro que m; — m;_; > 2. Agora
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assumamos que ¢ < ¢ — g entao R > ¢ > m; > m;_;. Logo, existem nao lacunas

m,, ms € H tais que r < s e m; = am,, m;_; = am,. Entao, como
m; —m;_1 = a(ms —m,) > a

segue que H é um semigrupo fracamente de Arf.

(2) Sejam c e g o condutor e o género de H = {0 = my < m; < --- }, respectivamente.
Sejam m;, m;, my € H com i > j > k > 0 trés nao lacunas menores que o condutor
de H. Entao R > ¢ > m; > m; > my. Logo, existem m,, Mg, M., € H tais que
a>fB>vyem; = amg, mj = amg, my = am,. Como H é um semigrupo de Arf
temos

m; +m; —my, = a(My + Mg —M,) € aH,

e isto prova o item (2).

(3) Suponhamos inicialmente que H é de Arf. Sejam mm;, m; € H com i > j > 0.
Como H ¢é de Arf temos que m := 2(2m;) — 2m; € H. Mas m é par e sendo R > 2¢
pelo Exemplo 2.2.3 temos m = 2(2m; —m;) € 2H e assim 27, —m; € H. A reciproca

¢ um caso particular do item (2). O

Exemplo 2.2.5. Seja v > 0 um inteiro. Seja H um semigrupo de género ~ e

condutor ¢. Seja g um inteiro tal que g > ¢+ . Consideremos o conjunto:
H=2HU{n€N:néimpar,n>2g—2y+1}. (2.3)
Este conjunto tem as seguintes propriedades:
(a) H é um semigrupo de género g com £, = 2g — (2 + 1);
(b) H é ~-hipereliptico;
(c) H é fracamente de Arf;

(d) H & de Arf se, e somente se, H ¢ de Arf.

Com efeito, os items (c) e (d) seguem da Proposigao 2.2.4 (1), (3). Provemos
agora os items (a) e (b).
(a) Sejam 0 =My < My < -+ < Mg, = € as primeiras ¢ — v + 1 ndo lacunas de H.
Assim,
2H = {0 =myg, 2Mmy, ..., 2Ms_, = 2¢, 26+ 2, 26+ 4,...}.
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Como g > ¢+ v temos 2g — 2y + 1 > 2¢. Logo, pelo Exemplo 2.2.3 temos que H é

um semigrupo e
H ={0="my, 2my,..., 2Mz—y =2¢,...,29 — 27} U{n € N: n > 2g — 2y + 1}.

Portanto,

(29 —2v) -2
: =

g(H) = #(No \ H) = (2¢ — (¢ = 7)) + g

Por outro lado, é claro que 29 — 2y —1 ¢ H. Logo, ¢, = 2g — 2y — 1.
(b) Como no intervalo [2,2¢] temos ¢ elementos pares e ¢ — v nao lacunas pares
segue que H tem 7 lacunas pares em [2,2¢|. Por outro lado, pelo item (a) temos que
2¢ + 2n € H para todo n € INy. Isto mostra que H tem ~ lacunas pares.

Na Secao 2.4, provaremos que qualquer semigrupo fracamente de Arf com ¢,

impar e género suficientemente grande com respeito a v é do tipo (2.3).

No caso simétrico os conceitos de Arf e fracamente de Arf sdo equivalentes. Mais

precisamente vale a proposicao seguinte.

Proposicao 2.2.6. Seja H um semigrupo simétrico de género g. Entao as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) H ¢ de Arf;
(2) H € fracamente de Arf;
(3) H € hipereliptico (i.e. my = 2).

Demonstracio. E suficiente provar (2) = (3) = (1).
(2) = (3) : Como H é simétrico, temos que ¢;,_1 = £, — m,. Logo, pela propriedade
(2.2) segue que my = £, — £, < 2 e assim my = 2.

(3) = (1) : Se 2 € H entao a condigao (1) segue da Proposigao 2.2.4 (2) pois
H=2NouU{neN:n>2}.

]
A equivaléncia (1) < (3) da proposi¢ao anterior, ja foi observado por varios

autores; veja e.g. [4, Teorema 1.4.2|, |7, Proposicao 2.



SEMIGRUPOS FRACAMENTE DE ARF 18

Proposigao 2.2.7. Seja H um semigrupo de género g com multiplicidade my, = 3.

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) H ¢ de Arf;
(2) H € fracamente de Arf;

(3) H=(3,[(3g+2)/2],[(3g +5)/2]).
Neste caso, L, = |(3g —1)/2].

Demonstragio. E suficiente provar (2) = (3) = (1).
(2) = (3) : Como H é fracamente de Arf e m; = 3 por indugao temos

(;=1(3i—1)/2], para i=1,...,9.

A afirmacao (3) é agora imediata.
(3) = (1) : Pela Proposigao 2.2.4 (2) e do fato que

H=3NoU{neN:n>|(3g+2)/2]},

temos que H é de Arf. O
O seguinte resultado é uma forte restri¢ao sobre a aritmética dos semigrupos

fracamente de Arf e generaliza a condic¢ao (2) = (3) da Proposigao 2.2.6.

Teorema 2.2.8. Seja K € N. Seja H um semigrupo fracamente de Arf de género g
e L(H) ={l; <--- </{y} o conjunto de lacunas de H. Se {; =29—K e g > 2K —1,
entao

bgi="lg i1 —2 para i=1,...,9—2K+2.

Demonstragao. Suponha que exista i € {1,...,9—2K +2} tal que {,_; = {,_; 11 — L.
Escolhemos o menor ¢ com tal propriedade. Seja I := {,_;11 — g+ ¢. No intervalo
[0y—it+1,2g] temos i lacunas e assim g— I +1 nao lacunas. Pela escolha de i, segue que
my—1 € a maior nao lacuna menor que ¢,_;. Agora, para j = 1,...,1, consideremos
os pares de lacunas: ({4_; —m;_1,{;_;i4+1 —mj_1). Como I < c— g, pela Equagao 2.1

segue g1 —m; < {y_; —m;_; e assim temos a sequéncia de lacunas

Cogi —myp_y < Lg_ip1 —mpq < -+ <Uly_y <Llg_ir1,
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donde
g>2I-1)+(g—(g—i)+1)=2I+i—1.

Tendo em vista que {;_; 11 = £, —2(i—1) = 29— K —2i+2 e portanto [ = g— K —i+2,

pela desigualdade acima concluimos que
1>9g—2K+3,
uma contradicao e isto prova o resultado. O

Exemplo 2.2.9. O seguinte exemplo mostra que a hipdtese sobre o género no Teo-
rema 2.2.8 é o melhor possivel.
Seja K > 2 um inteiro. Pela Proposigao 2.2.7 o semigrupo H = (3,3K —2 3K —1)

é de Arf e satisfaz as seguintes propriedades:

e O génerode H é g =2K — 2;

o ([, =29—K=3K—-4¢e/l,=3K-5.
Neste caso, {4, —l,_1 = 1.

Para um semigrupo H fracamente de Arf, definimos M = M (H) como sendo o
maior inteiro tal que
Uy =M. (2.4)

Entao m; = M + 1. Note que se M < g, temos lp; 1 = M + 2.

Lema 2.2.10. Sejam H um semigrupo fracamente de Arf de género g e M como

em (2.4). Entdo para todos inteiros M < i < g,
20— (29 —4,) <{; <2i—M.
Em particular, my < 29 —{,+ 1 e a igualdade ocorre se, e somente se, m; = g + 1.
Demonstracao. Sendo H fracamente de Arf temos que
Ui—M<20i—M) e l,—{; <2(g—1)

e o resultado segue. 0
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Proposigao 2.2.11. Seja K € N. Seja H um semigrupo fracamente de Arf de género
geL(H)={l <---<L,} o conjunto de lacunas de H. Seja M como em (2.4). Se
ly =29 — K, entao M < K. Além disso,

M=K se, e somente se, {;=21—M para M<i<g.

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.10 segue que M < K. Suponha M = K. Se g = K
o resultado é claro. Agora, seja g > K + 1 entao {1 = K + 2. Provaremos que
l; = 2i — M para M < i < g. Como no intervalo [K + 2,29 — K| temos g — K

lacunas, segue que ¢; = 2i — K parai= K + 1,...,g. A reciproca ¢é clara. O

2.3 Caso: Numero de Frobenius par

Nesta secao, pesquisamos propriedades do género de semigrupos fracamente de Arf

cuja dltima lacuna ¢, = 2g — 2k ¢ par.

Teorema 2.3.1. Sejam k > 1 um inteiro e H um semigrupo fracamente de Arf de

género g com Ly = 29 — 2k. Entao
g < min{7k — 4,6k + 3} .

Demonstracao. Suponhamos que g > 4k — 1. Sendo H fracamente de Arf, pelo

Teorema 2.2.8 temos que
byi =Ly —21 € Mmg_op—143) =lg—i +1 para i=1,...,9—4k+2.

Em particular, se : = g — 4k + 2 obtemos mg,_1 = 6k — 3. Como moy_1 pertence ao

intervalo [(4_2,¢,| € sendo os ¢;’s pares para i =4k —2,...,g,
206k —3) >l +2= (29 —2k) + 2.

Logo, g < 7Tk—4. Por outro lado, suponhamos que g > 6k+4. Como ma,1 = 6k+1,
pela Proposigao 1.2.11 existe t € {0,...,k} tal que H é t-hipereliptico, em particular
{4t+2j : j € No} C H, uma contradigao pois 4t < 4k < 6k = ly,. Assim, g < 6k+3
e isto implica o teorema. 0

Do Teorema 2.3.1, segue imediatamente o seguinte resultado.
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Corolario 2.3.2. Seja k > 1 um inteiro. Seja

6, == {H : H é um semigrupo fracamente de Arf de género g e ¢, = 29 — 2k} .
Entao 74, € finito.
Pergunta 2.3.3. Quantos elementos possui 523 7

Para um semigrupo fracamente de Arf com ¢, = 2¢g — 2k, pela Proposicao 2.2.11
temos

2< M <2k, (2.5)

onde M é como em (2.4). A seguir mostraremos que nos casos extremos, isto é, M = 2

ou M = 2k, os conceitos de semigrupos de Arf e fracamente de Arf coincidem.

Proposicao 2.3.4. Sejam k > 1 um inteiro e H um semigrupo de género g com
Uy =2g —2k. Seja M como em (2.4). Se M = 2, entdo as sequintes afirmagoes sio

equivalentes:
(1) H € de Arf;
(2) H € fracamente de Arf;
(3) g=4k—2 ¢ H=(3,6k—2,6k—1) ou g=dk—1 e H = (3,6k—1,6k+1).

Demonstracao. Como M = 2 segue que m; = 3. Logo, pela Proposicao 2.2.7 temos
(1) < (2) e (3) = (1). Também, se H ¢é fracamente de Arf segue da Proposicao 2.2.7
que g € {4k — 2,4k — 1}. Além disso,

e se g =4k — 2 entao H = (3,6k — 2,6k — 1);
e se g =4k — 1 entdo H = (3,6k — 1,6k + 1);

isto &, (2) implica (3). O
Seja X uma curva (projetiva, nao singular e geometricamente irredutivel) e P um
ponto de X'. Denotamos por (X)) o corpo de fungoes racionais de X. O semigrupo

de Weierstrass da curva X em P é o conjunto
H(P):={m e Ny: Existe f € L(X) com dive(f)=mP},

onde div(f) é o divisor dos polos de f. Uma aplicagdo do Teorema de Riemann-

Roch mostra, de fato, que H(P) é um semigrupo.
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Definicao 2.3.5. Seja H um semigrupo. Dizemos que H se realiza como semigrupo
de Weierstrass, se existe uma curva X e um ponto P em X tal que H é igual ao

semigrupo de Weierstrass H(P) em P.

Um problema cléassico proposta por Hurwitz é decidir quando um semigrupo é

realizavel como semigrupo de Weierstrass (c.f. [18]).

Observagao 2.3.6. Semigrupos de multiplicidade 3 sao semigrupos de Weierstrass
[25]. Por exemplo, os semigrupos Hy = (3,6k — 2,6k — 1) e Hy = (3,6k — 1,6k + 1)
(Proposigao 2.3.4) se realizam no tnico ponto no infinito das curvas
2k 2%—1
H T — a;) H z—b;)° e
i=1 j=1

2k+1

2k—
~ - Tl -0
=1 Jj=1

respectivamente; onde os a;’s e b;’s sao elementos diferentes num corpo I com

charF # 3. O semigrupo H = (3,5,7) provém da quéartica de Klein (c.f. e.g. [7],

[51).
A proposicao seguinte, estuda o caso M = 2k.

Proposicao 2.3.7. Sejam k > 1 um inteiro e H um semigrupo de género g com
Uy =29 —2k. Seja M como em (2.4). Se M = 2k, entdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(1) H ¢ de Arf,
(2) H € fracamente de Arf;
(3) H=No\{1,.... M — 1, 4ns,...,L,}, onde {; =2i — M para M < i< g;
(4) H € (g — k)-hipereliptico.
Neste caso, g < 3k.

Demonstragao. A equivaléncia (3) < (4) é clara. Pela Proposigao 2.2.11 segue que

(2) implica (3). Provemos agora (3) = (1). Como

=M+ (2i—1) para 1=1,...,9— M,
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segue que 2m; —m; € H para todo 4,5 com 0 < j <7 < g— M+ 1. Logo, H ¢ um
semigrupo de Arf.
Agora como my = 2k + 1 pertence a [lo, £,] € os ¢;’s sdo pares para i =2k, ..., g
temos
22k +1) >4, +2= (29 —2k) +2

e isto termina a demonstragao da proposicao. 0

Observagao 2.3.8. Dado um semigrupo H, denotemos por w(H) o peso de H (vide
Secao 3.1). Propriedades sobre pesos implicam a realizacao de semigrupos como
semigrupos de Weierstrass [10], [21]. Aplicamos estas propriedades aos semigrupos

da Proposicao 2.3.7. Sejam k> 1 e
H=No\{1l,....M —1,4n,.... 0},

onde M =2k e ¢; =21 — M para M <1 < g. Neste caso,

Temos o seguinte:

e Se g€ |:M,M+ L\/MH entao 0 < w(H) < Z. Logo, H é um semigrupo de
Weierstrass (ver [10]).

eSe M >6(ie. k>3 ege [M+ {\/MJ F1,0M+ L“—V*}}”H entdo
7 <w(H) < g—1. Como 2m; > {, segue que H é um semigrupo de Weierstrass
(ver [21]).

Em particular, se M € {2,4,6,8} entao os semigrupos da Proposigao 2.3.7 sao de

Weierstrass para todo g € [M, %}

Observamos acima que se M > 10 entao os semigrupos da Proposicao 2.3.7 sao
de Weierstrass para todo g € [M, M + LH\/&;Mi—?H.

Pergunta 2.3.9. Sejam H e M como na Proposi¢ao 2.3.7. Se

1—1—\/8]\/[—7J_|_1 3]\/[}
2 J

leOegE{M—i—{ '

entao H é um semigrupo de Weierstrass?.
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Seja k> 1. No caso M =2 ou M = 2k vimos acima que
g <4k —1 < min{7k — 4,6k + 3} .

Pergunta 2.3.10. Se 2 < M < 2k entao g < 4k — 17
Observaremos que no Exemplo 2.3.14 (caso k=2) a resposta a esta pergunta é

afirmativa.

Observagao 2.3.11. Sejam k£ > 2 um inteiro e H um semigrupo de género g com
l, = 2g — 2k. Seja M como em (2.4). Se M = 3, entdo as seguintes afirmagoes sao

equivalentes:
(1) H é de Arf;
(2) H ¢é fracamente de Arf;
(3) g=3k—1e H=(4,4k — 1,4k + 1,4k + 2);
(4) H ¢é k-hipereliptico.

E suficiente provar (2) = (3) < (4) e (3) = (1). Como M = 3 temos m; = 4.
Seja L' :=[1,2g —2k]\ {4i : i = 1,...,%}. Sel € L' é par entao ¢ € L(H). De
fato, seja £ = 4i + 2 para algum i € INy. Se ¢ € H teriamos {4i +2j: j € No} C H
e assim ¢, = 29 — 2k € H, uma contradicao.

(2) = (3) : Provemos que L(H) = L'. E claro que L(H) C L'. Vejamos que
L' C L(H). Seja £ € L. Se £ é par ja vimos que ¢ € L(H). Suponhamos ¢ impar.

e Se /=1 (mod 4) entdo ¢ — 1 € H. Como H é fracamente de Arf segue que
te L(H).

e Se / =3 (mod 4) entdo ¢+ 1 € H. Como H é fracamente de Arf segue que
te L(H).

Isto mostra que L(H) = L'. Em particular,

29 — 2k — 2

=2 — 2k —
9=2g 1

Logo, g =3k —1e H = (4,4k — 1,4k + 1,4k + 2).
(3) = (4) : E claro.
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(4) = (3) : Sendo L' N 2IN = L(H) N 2N segue

29 — 2k — 2

k=g—Fk— 1

Logo, g=3k—1e L(H)=[1,4k —=2]\{4i: i=1,...,k — 1}.
(3) = (1) : Pela Proposigao 2.2.4 (2) e do fato que

H=4Nou{neN: n>4k—1},
temos que H é de Arf.

Agora completaremos o Corolario 2.3.2 para um caso particular; calcularemos o
namero de elementos de J7; tal que M = M (H) = 2k.

Corolario 2.3.12. Seja k > 1 um inteiro. Entdo existem exatamente k + 1 semi-

grupos fracamente de Arf de género g com ly, = 2g — 2k e M = 2k.

Demonstragao. Seja H, um semigrupo de género g com ¢, = 2g — 2k e M = 2k.

Pela Proposicao 2.3.7 segue que 2k < g < 3k e
Hy=No\{L,...,2k = 1,0ok,..., 0,},
onde ¢; = 2i — 2k para i = 2k, ..., g. Isto termina a prova do corolério. O

Exemplo 2.3.13. Seja H um semigrupo de género g com ¢, = 2g — 2. Pela Equacao

(2.5), Proposicao 2.3.4 e Proposicao 2.3.7, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(a) H é de Arf;
(b) H é fracamente de Arf;
(¢c) H=(3,4,5) ou H = (3,5,7);
(d) H é 1-hipereliptico ou H é 2-hipereliptico.

A equivaléncia (a) < (c) acima, ja foi observado por Barucci et. al. [4, Teorema
[.4.5]. Veja também Bras-Amoros [5, Proposigao 3.12|. Neste caso, observamos que
a cota na Pergunta 2.3.10 é a melhor possivel. Além disto, observamos que a prova

deste exemplo difere drasticamente da dos autores mencionados.
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Exemplo 2.3.14. Seja H um semigrupo de género g com ¢, = 2g — 4. Se H ¢
fracamente de Arf, de (2.5) segue que 2 < M < 4.

e Se M = 2 pela Proposigao 2.3.4 temos H = (3,10,11) ou H = (3,11, 13).

e Se M = 3 a Observagao 2.3.11 implica que ¢ = 5 e H = (4,7,9,10). Além

disso, H é um semigrupo de Arf.

e Se M = 4 pela Proposi¢ao 2.3.7 temos que g € {4,5,6}; além disso, ¢ claro
que H = (5,6,7,8,9) ou H = (5,7,8,9,11) ou H = (5,7,9,11,13).

Podemos resumir estes célculos como segue:
(a) H é de Arf;
(b) H é fracamente de Arf;
(c) H é um dos seguintes semigrupos:

(5,6,7,8,9), (5,7,8,9,11), (4,7,9,10), (5,7,9,11,13), (3,10, 11), (3,11, 13).

Note que g < 7 e logo a resposta a Pergunta 2.3.10 é afirmativa neste caso.

2.4 Caso: Numero de Frobenius impar

Seja H = {0 = mg < my; < ---} um semigrupo fracamente de Arf de género
g > 0. Nesta secao, a maior lacuna ¢, de H sera considerada impar, digamos

l, =2g — (27 +1). O principal resultado é:

Teorema 2.4.1. Sejam v > 0 um inteiro e H um semigrupo fracamente de Arf de
género g > 6y +4. Suponha {; = 29 — (2y+1). Entdo existe um tnico semigrupo H

de género v tal que
H=2HU{n€N: néimpar,n > 29— 2y+1}.
Demonstracao. Sendo H fracamente de Arf, pelo Teorema 2.2.8 temos que
Mg_(2v4+i) = 29 — 2y — 21 para i=1,...,9—4v;

em particular, se ¢ = g —4vy — 1, mgy41 = 67+ 2. Agora a prova segue da Proposicao

1.2.10, Proposicao 1.2.5 e do Exemplo 2.2.3, tendo em vista que u, = 2g —2y+1. [J
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Corolario 2.4.2. Sejam v > 0 um inteiro e H um semigrupo de género g > 6y + 4.

Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) H ¢ de Arf com b, =29 — (2v+1).
(2) Ewiste um tinico semigrupo H de Arf e de género vy tal que

H=2HU{n € N: néimpar, n > 2g — 2y +1}.

Demonstracao. Segue do Teorema 2.4.1 e Exemplo 2.2.3. O
Corolario 2.4.3. Sejam v > 0 um inteiro e g > 6y + 4. Sejam

Hy~ = Conjunto de semigrupos fracamente de Arf de género g com
ly=29g—(2y+1) e
() := Conjunto de semigrupos de género .
Entao
H#H g = H#H(7) .
Demonstragao. Dado H € J, ,, pelo Teorema 2.4.1 existe uma tnica representacao
H=2HU{n€N:néimpar,n>2g—2y+1}.
Temos assim definido uma aplicagao
v, — H().
H +— H
E claro que ¥ é injetiva e pelo Exemplo 2.2.5 a aplicacdo ¥ é sobrejetiva. 0

Observacgao 2.4.4. A cota inferior sobre o género no Teorema 2.4.1 é necessaria
como mostra o seguinte exemplo. Seja y > 1 um inteiro. Seja H = (3,6v+2,6vy+4).
Entao H ¢ um semigrupo de Arf 2v-hipereliptico de género g = 4y +1 ¢ {;, =
2g — (2y+ 1) (cf. Proposigao 2.2.7).

Pergunta 2.4.5. E a cota g > 6y + 4 no Teorema 2.4.1, a melhor possivel?.

Seja v € IN. Para um semigrupo fracamente de Arf com ¢, = 2¢g — (27 + 1), pela
Proposicao 2.2.11 temos
2< M <2v+1, (2.6)

onde M é como em (2.4). A seguir mostraremos resultados analogos aos da Proposi¢ao

2.3.4 e Proposicao 2.3.7.
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Proposicao 2.4.6. Sejam v > 1 um inteiro e H um semigrupo de género g com
ly=2g9— (2y+1). Seja M como em (2.4). Se M = 2, entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(1) H ¢ de Arf;
(2) H € fracamente de Arf;
(3) g=4v e H=(3,6y+1,6v+2) ou g=4y+1 e H=(3,6y+2,6y+4).

Demonstra¢ao. Como M = 2 segue que m; = 3. Logo, pela Proposi¢ao 2.2.7 temos
(1) & (2) e (3) = (1). Também, se H ¢é fracamente de Arf segue da Proposigao 2.2.7
que g € {4v,4v + 1}. Além disso,

e sc g =4y entdo H = (3,67 + 1,67 + 2);
e se g =4y + 1 entdao H = (3,67 + 2,67 + 4);
isto é, (2) implica (3). O

Observagao 2.4.7. Os semigrupos H; = (3,67+1,6v+2) e Hy = (3,67+2,67+4)

(Proposigao 2.4.6) se realizam no tnico ponto no infinito das curvas

2y+1 29

v =[] @—a) ][z —0)* e
i=1 j=1
2y 2v+2

v =@ —a) [ (-5

i=1 j=1

respectivamente; onde os a;’s e b;’s sao elementos diferentes num corpo I com

char IF # 3.

Proposicao 2.4.8. Sejam v > 0 um inteiro e H um semigrupo de género g com
ly =29 — (2v+1). Seja M como em (2.4). Se M = 2y + 1, entdo as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) H € de Arf;
(2) H € fracamente de Arf;

(3) H=No\{1,...,M —1,0p,...,4;}, onde {; =2i — M para M < i < g;
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(4) H é ~-hipereliptico.

Demonstracao. Pela Proposigao 2.2.11 segue que (2) implica (3). Provemos (3) =
(4). Como existem v lacunas pares no intervalos [1,¢y/] e as lacunas ¢; = 2i — M
para M + 1 < i < g sao impares segue que H ¢é ~-hipereliptico. Pela propriedade
(2.2) e definigdo de M segue (4) = (3). Vejamos agora (3) = (1). Como

m; =M+ (2i—1) para 1=1,...,9— M,

segue que 2m; —m; € H para todo 4,5 com 0 < j <7 < g— M+ 1. Logo, H é um
semigrupo de Arf. O

Observacao 2.4.9. Vejamos agora se os semigrupos da Proposicao 2.4.8 sao de

Weierstrass. Sejam v > 1 e
H=No\{1,.... M —1,0p,...,0,},

onde M =2y+1 e ¢; =21 — M para M <1 < g. Neste caso,

(g-—M)g-M+1)

g>M e w(H)= 5

Se g € [M,M—i— L\/MH entao 0 < w(H) < §. Logo, H ¢ um semigrupo de
Weierstrass (ver [10]). Se g > M + {\/MJ + 1, entdo H é um semigrupo de

Weierstrass?.
Os seguintes exemplos seguem do Coroléario 2.4.2.

Exemplo 2.4.10. (CASO: v = 0). Seja H um semigrupo simétrico de género
g > 4. Como existe um unico semigrupo de género 0 (o qual é de Arf), as seguintes

afirmacoes sao equivalentes:
(a) H é de Arf;
(b) H é fracamente de Arf;
(c) 2€ H.

Exemplo 2.4.11. (CASO: v = 1). Seja H um semigrupo de género g > 10 com
{, = 2g — 3. Existe um tnico semigrupo de género 1, H = {0,2,3,...} (o qual é de

Arf); assim as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
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(a) H é de Arf;
(b) H é fracamente de Arf;

(c) H é 1-hipereliptico.
Exemplo 2.4.12. (CASO: v = 2). Seja H um semigrupo de género g > 16 com
ly =29 — 5. Se H ¢ 2-hipereliptico entao
H=2HU{29—-3,2g—1}U{n € N: n éimpar, n > 2g + 1},
onde H é um semigrupo de género 2. Como existem exatamente dois semigrupos de
género 2, Hy = {0,3,4,5,...} e Hy = {0,2,4,5,...} (além disso eles sao de Arf), as

seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) H é de Arf;
(b) H é fracamente de Arf;

(c) H é 2-hipereliptico.
Estes semigrupos sao de Weierstrass (ver [14], [28]).

Observacgao 2.4.13. As hipoteses sobre g no Exemplo 2.4.10, Exemplo 2.4.11 e
Exemplo 2.4.12 podem ser substituidas, respectivamente, por g > 1 (ver Proposigao
2.2.6), g > 6, g > 10 (os dois ultimos resultados sao obtidos por calculos diretos).

Nestes casos, o Corolario 2.4.2 pode-se provar com uma hipdtese mais fraca.

Ao contrario dos exemplos anteriores (exemplos 2.4.10, 2.4.11 e 2.4.12), para
~v > 3 existem semigrupos fracamente de Arf que nao sao de Arf cuja dltima lacuna
ly =29 — (2y+1).

Exemplo 2.4.14. Sejam v > 3 e g > 27 + 3 inteiros. Seja

H:=No\{1,2,...,7—1,v+2}

H=2HU{n € N: nimpar, n >2g—2y+1}.
Temos que H & um semigrupo de género v que nao é fracamente de Arf (pois
(y+2)—(y—1) =3) e H é um semigrupo de género g com ¢, = 2g — (2y + 1)
fracamente de Arf mas ndo é de Arf (veja Exemplo 2.2.5). Note que H pode ser

substituido por qualquer semigrupo de género v que nao satisfaca a propriedade de

Arf.
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2.5 Sobre a ordem de semigrupos

Seja X uma curva (projetiva, nao singular e geometricamente irredutivel) de género
g sobre I, o corpo finito com ¢ elementos. Seja {Q, P, ..., P,} o conjunto de pontos
F,-racionais de X'. Seja H(Q) = {0 =mo < my < ---} o semigrupo de Weierstrass
em Q. Se G=m;Qe D =P, +---+ P, obtemos o cédigo C; = E-, dual de

)

Boi= {(F(P),-... f(P)) : f € L(miQ)} C FL

onde L£(m;Q) denota o espago de Riemann-Roch associado ao divisor m;Q). Temos
duas cotas inferiores para a distancia minima exata d(C;) de C; a saber: a de Goppa,
da(C;) = m; — (29 — 2) e a cota de ordem (ou a cota de Feng-Rao) dorp(C;) [12],

[17]. Consideraremos os seguintes conjuntos
A(L+1) = Almy) := {(s,t) € N2 : mg+my =my}, £€Ng (2.7)
e seus cardinais
Vy (= |A(£ + 1)| ) (e INO . (28)

Seja (s,t) € A({ + 1). Pela Equagao (2.7), temos ¢t € [0,¢]. Portanto, a Equacao
(2.8) implica
I/g:ng—mo,...7mg—mg}ﬂH|, (e Ng.

Assim,

dorp(C;) = min{y; : j > i}

e temos

d(C;) > dorp(C;) > da(C5) ,

onde d(C;) é a distancia minima exata de C; e dg(C;) é a cota Goppa sobre d(C;).

Neste contexto, a definicao seguinte é de utilidade.

Definicao 2.5.1. Seja H um semigrupo. O nimero de ordem de H é definido como

o(H) :==min{¢ € N : v; < v,y para todo j > (}.
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Nesta se¢ao calculamos o ntumero de ordem para os elementos das seguintes

familias:
g~ = Conjunto de semigrupos do Corolério 2.4.3 com g > 4y + 2, (2.9)
1 := Conjunto de semigrupos do Exemplo 2.2.1, (2.10)
5 := Conjunto de semigrupos do Exemplo 2.4.14. (2.11)

Usamos os seguintes resultados.

Teorema 2.5.2. ([27, Teorema 2.6|) Seja H um semigrupo de género g e condutor c.

O menor inteiro r tal que a sequéncia (Vg)gzr € estritamente crescente é r = 2c—g—1.
Demonstragao. Seja £ > r,onde r =2c—g—1. Se j €{0,...,c— g — 1}, entdo
mg—m; > (2c—1)+(2—¢c)=c+1
e assim my —m; € H. Seja agora j € {c —g,...,{}. Temos
myg—meg>2c—1)—c=c—1

e assim
{mﬁ_mc—ga--'amf_mf} 2 [070_ 1] 2 L(H)

Portanto, vy = (¢ —¢g)+(({ —c+g+1)—g) = {— g+ 1. Em particular, v, = 2(c—g).
Como me—g—1 < ¢ — 2 segue que ¢+ Me_g—1 < Maoe—g—2 < Mac—g—1 = 2¢ — 1. Logo,

pelo [27, Corolério 2.5] tem-se v,_; = v,.. Isto termina a prova do teorema. O

Definicao 2.5.3. Dizemos que um semigrupo H é ordindrio se existe um inteiro nao
negativo c tal que
H:={0}U{neNy: n>c}.

Observemos que um semigrupo ¢ ordinario se, e somente se, ¢ # g + 1.

Lembremos agora a propriedade acute e fracamente acute de semigrupos (cf. [5],
[27]). Seja H um semigrupo nao ordinario. Entao, podemos expressar H, de forma

Gnica, como segue:
H={0}Ulcm,dn]U---Uler,di] U o, 00),

onde ¢;, d; sao inteiros nao negativos tais que d;11 +2 < ¢; < d; parai=1,...m e

di+2<c ecpi1=dnus1 =0, cg=c. Consideremos as seguintes condigoes:
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(I) co—di < c1 —dy;
(IT) co — dy < dy — do;
(IT1) 2dy —co+1 ¢ H.
Definicao 2.5.4. ([5], [27]) Seja H um semigrupo.
(a) Dizemos que H é acute se H é ordinario ou satisfaz (I).

(b) Dizemos que H é fracamente acute se H é ordinario ou se este satisfaz (II) ou
(110).

Observemos que (I) implica (II). Assim, todo semigrupo acute é fracamente acute.

Exemplo 2.5.5. (|5, Proposic¢ao 5.9, [27, Exemplo 3.6]) Se H é um semigrupo de
Arf entdo H satisfaz (I), (II) e (III). Isto é, H é acute e é fracamente acute. De fato,
se H é ordinario nao ha nada a provar. Se H nao é ordinario e é de Arf, temos que
c1 =dy e co =dy. Como, di +¢; —dy € H e segue que ¢ — dy > ¢ — dy. Assim,
H satisfaz (I) e (II). Por outro lado, ¢; = ¢ — n para algum inteiro n > 2. Como

dy—c1 <cp—ctemosdy <2c;—c=c—2neassim2d —c+1l=c—2n+1¢ H.
Para um semigrupo H qualquer, consideremos a aplicacao

. H — N.

m; — 1+ 1

Em [27], mostra-se que se H ¢ nao ordinario entao

o(H) <min{¢(2d; + 1), t(co+c1 —1)}. (2.12)
Exemplo 2.5.6. (|27, Exemplo 3.4]) Se H é um semigrupo ordinario entao o(H) = 1.

Exemplo 2.5.7. (|5], [27, Exemplo 3.6]) Se H ¢ um semigrupo de Arf ndo ordinario
entdo o(H) = 1(2d; + 1) = 2¢ — g.

Agora consideremos a familia .#; definida em (2.10). Mostraremos que qualquer

membro de %] nao ¢é fracamente acute (no sentido das propriedades (II) e (III)).

Lema 2.5.8. Qualquer H € %, nao € fracamente acute.
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Demonstracao. Dado H € %, temos
H={0}U{g -2} U{g}U[g+3,00)

eassimcg =g+3,¢c, =dy =g, co =dy = g— 2 e portanto ¢g —dy > d; — ds e
2dy —co+1=g—2 € H; isto & nem a Propriedade (II) nem a Propriedade (III)
sao satisfeitas. O

A continuagao calcularemos o( H) para H € 7.
Proposigao 2.5.9. Seja H € %, de género g. Entao
o(H)=g—1.

Demonstra¢ao. Como r = 2¢g — g — 1 = g + 5, pelo Teorema 2.5.2, temos que a

sequéncia (1)¢>445 € estritamente crescente; além disso vimos que

Vora = Vg5 = 2(g +3 —g) = 6.

Agora, consideraremos simplesmente os nimeros v, para £ < g + 3.

Temos
mo=0, mi=g—2, mo=g e my=g—+{ para (>3.
Como ¢y + Mey—g—1 = 29 + 3 = myr3 < 2¢o — 1, pelo |27, Corolario 2.5] tem-se
Vgrs =2(co—g) =6.
Seja agora k € {1,2,3} ei € [k + 2,9+ k — 2| entao
Mgih—1—my =g+k—i—1€[l,g—3] C L(H)

e assim

Votk—1 = ’{mg—i-k—l — My, ..., Mgyk—1 — mk+1} N H| +2.
Portanto,
vo=Hg+2,9}NHI+2=3,

vgi=Hg+3,9+1,9—-2}NH|+2=4,
Vgrz = {g+4,9+2,9-1,9g-2}NH|+2=4
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Agora, seja s € {0,1} e j € [3,9 — s — 2] entdo

Mg_s—1—mj=g—s—j—1ell,g—4—s]C L(H)

e daf
Vg—s—l = |{mg_s_1 — ml,mg_s_l — TTLQ} N H| -+ 2 .
Entao
Vg1 = |{g+l,g—1}ﬂH‘+2:2,
Voo ={9,9 -2} NH|+2=14.
Isto mostra que o(H) = g — 1. O

Observagao 2.5.10. No proposi¢cao acima temos um exemplo de uma familia de
semigrupos que nao sao fracamente acute. Neste caso, temos que 2d; +1 = mgy4; €
co+c1 — 1 = mgyyo, para qualquer H € #; e vemos que a cota superior de (2.12)

nao ¢ atingida.

Teorema 2.5.11. Se H um semigrupo nao ordindrio fracamente acute, entao
o(H) = min{u(2d; + 1), t(c+c1 —1)}.

Demonstracao. Veja [27, Teorema 3.11]. O

Proposicao 2.5.12. Sejam v > 0 um inteiro e H um semigrupo fracamente de Arf
de género g > 4~ + 2. Suponha l, = 29 — (2y + 1). Entao H € um semigrupo acute.
Além disso,

oH)=3¢g—4v—2=2(,—g.

Demonstracao. Sendo H fracamente de Arf e g > 4+ + 2, pelo Teorema 2.2.8 temos
que

Mg_(2v+i) = 29 — 2y — 21 para t=1,...,9—4v;

em particular,
co=dy=29—2y—-2 e cy=dy=29—27—-4.
Logo, c —dy = 2 = ¢; — ds, e portanto H é acute. Por outro lado,

2di +1=49—4y—3=c+c — 1.
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Como my_9y4+; = 29 — 2y + 1 para todo ¢ > 0 temos mgy_4y—3 = 49 — 4y — 3; e assim,
pelo Teorema 2.5.11 segue o resultado. 0

Observemos que o semigrupo H da proposi¢ao anterior também satisfaz a pro-
priedade (III) da Defini¢ao 2.5.4.

A continuagao consideraremos a familia .%, definida em (2.11). Qualquer membro
de %, tem género g > 2v + 3, onde 7 > 3 é um inteiro fixo. Mostraremos que se
g = 27v + 3, o semigrupo correspondente é fracamente acute mas nao ¢ acute (no
sentido da propriedade (I)). Se g > 2y + 4, os semigrupos sao acute (além disso, eles

satisfazem as condigoes (I) e (III)).
Lema 2.5.13. Seja H € %, de género g.
(1) Se g =27+ 3, entao H satisfaz a propriedade (I11) mas nao (II).
(2) Se g > 2v+4, entao H satisfaz as propriedades (1) (e portanto (II)) e (III).

Demonstracao.
(1) Temos que
H={0}U{27v} U {2y + 2} U[2y +6,00) (2.13)

eassim cg =27+6,¢1 =dy =2y+2,co=dy=2yedai 2dy —co+1=2y—1¢ H
eco—d1>d1—d2.
(2) Temos que

H={0}u{2v}u{2v+2}U{2y+6}U---U{2g -2y —2} U[29 — 27,00) (2.14)

eassimcy =29 —2v,c1=dy =29g—2v—2ec; —dy >2edal cg —dy > dy — ds.
Também, 2d; — ¢+ 1 =29 — 2y — 3 ¢ H. Isto mostra o item (2). O

Proposicao 2.5.14. Seja H € F, de género g.
(1) Se g =2v+3, entao o(H) = g = 2y + 3.
(2) Se g>2v+4, entio o(H) = 3g — 4y — 2.

Demonstragao.
(1) Pelo Lema 2.5.13 (1) temos que H ¢ fracamente acute. Logo, pelo Teorema
2.5.11, tem-se

o(H) = min{e(2d; + 1), t(co+c1 — 1)} = (4y+5).
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Por outro lado, de (2.13) temos que
my=2y+{(+3 para (>3.

Assim, o(H) = t(may42) = 27 + 3.
(2) Pelo Lema 2.5.13 (2) temos que H ¢ acute. Logo, pelo Teorema 2.5.11, tem-se

o(H) = min{u(2d; + 1), t(co+c1 — 1)} = 1(dg — 4y — 3).
Por outro lado, de (2.14) temos que
my=g—+/{ para (>g—2y.

Assim, o(H) = t(mgg—4y—3) = 39 — 4y — 2. O



CAPITULO 3

Pesos de Semigrupos

O objetivo deste capitulo ¢ o calculo exato de pesos de semigrupos em fungao do
nimero de suas lacunas pares (PROBLEMA 3.1.8). O prototipo dos resultados
obtidos ¢ a generalizacao do fato bem conhecido que um semigrupo H hipereliptico
(i.e. 2 € H), de género g, é caracterizado pela condi¢ao do seu peso ser igual a (g)

Seja vy um inteiro nao negativo. Seja H = {0 < m; < mg < ---} um semigrupo

~-hipereliptico de género g. Como no Capitulo 1, seja
Uy < -0 < U

a sequéncia decrescente de suas nao lacunas impares no intervalo [3,2g — 1]. Assim
mesmo, seja

O:ﬁl0<ﬁll<ﬁ12<"'

a sequéncia crescente das nao lacunas pares de H.

3.1 Peso de um semigrupo

Definigao 3.1.1. Seja H um semigrupo de género g. Definimos o peso w(H) de H

como sendo
g

w(H) = 2 ;9 ->m;. (3.1)

38
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Sejam ¢y < --- < {4 as g lacunas de H. Como as lacunas e as primeiras g nao

lacunas positivas de H cobrem o intervalo [1,2¢g] (veja Proposigao 1.2.3), temos

ZQ:E +m;) Zz
=1

Portanto, o peso de H pode ser calculado também como:

g

w(H) =Y (ti—i);
i=1
em particular, 0 < w(H) < (9) e w(H) = (J) se, e somente se, H ¢ hipereliptico.
Claramente; w(H) = 0 se, e somente se, H = {0} U{g+i: i€ N}.
Os seguintes dois lemas sao muito uteis para calcular pesos de semigrupos em

funcao do nimero de suas lacunas pares. Denotaremos por (:L) = 0 no caso n < m.

Lema 3.1.2. (cf. [37, Corolario 6]) Se H é um semigrupo ~y-hipereliptico de género
g > 2, entao
9-2y -
w(H) = ( ) ) + 2942y + 1)y = > (ui+my). (3.2)
i=1
Em particular, w(H) = (77) (mod 2).

Demonstracao. Para g > 2v + 1, temos

T Mco
||

II M4
=
+
3
+
§z

k=v+1
v 9—2v
= (uz + mz) —+ T%7+k
=1 k=1
e como .
39° +g
Z iT T T (H) e My, =4v+2k
j=1
concluimos que
—29)(g— 27— 1 - _
w(H) = (g V)(gz =D gt oy 1)y — S+ m). (33)

i=1

Como a Equagao (3.3) também ¢é valida para g = 27, segue a Equagao 3.2.
Finalmente, ¢ facil verificar que (29 + 2y + 1)y — >~ (w; + m;) é um namero

par. [
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Observagao 3.1.3. A cota sobre o género g no lema anterior é a melhor possivel

como mostra o seguinte exemplo. Seja v > 2 um inteiro e consideremos
H=No\{1,2,...,2yv—2,2v} ={0,2y - 1,2y + 1,2y +2,... }.

Temos que H é um semigrupo ~-hipereliptico de género g = 2y —1 com peso w(H) =

1. Por outro lado, temos
m; =2v+2i, w,=4y—2i—1, para i=1,...,7.
Entao por (3.2) teriamos w(H) = 0, uma contradicao.

Corolario 3.1.4. Sejam v > 0 um wntewro e H um semigrupo ~y-hipereliptico de

género g > 27 recobrimento duplo de wm semigrupo H. Entdo

w(H) = <g _227> + (29 — )y — Zul +2w(H) . (3.4)

R %} sa0 as <y primeiras nao lacunas positivas de H,

o resultado segue da Equacao (3.1) e do Lema 3.1.2. O

Demonstracao. Como

Um resultado imediato do corolario anterior é a seguinte proposigao.

Proposicao 3.1.5. Sejam Hy e Hy dois semigrupos ~y-hipereliptico de género g > 2y

que sao recobrimento duplo de um semigrupo H. Entdo

o

g
w(H,) =w(Hy) se, e somente se, Zui(Hl) = Zui(HQ)-
i=1

i=1
Para um semigrupo 7-hipereliptico H de género g, utilizaremos as seguintes no-

tacoes:
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Proposigao 3.1.6. (|36, Afirmacao 2.11|) Seja v > 0 um inteiro. Seja H um semi-
grupo ~v-hipereliptico de género g. Entao

(1) parai=1,...,v temos u; + m; > 2g + 1;

(2) up +my = 29 + 1 se, e somente se, my = 4 e uy = 29 — 3. Neste caso,

u,+m; =29+ 1parai=1,...,v eqg>37.

Demonstracgao.
(1) Suponhamos que u; + m; < 2g — 1 para algum ¢ € {1,...,7}. Como v > 0,
temos que i # 1. Entao no intervalo [u;,2g — 1] teriamos uma sequéncia de (i + 1)

nao lacunas impares, a saber
Uy < wp+my < - <u;+m;.

Como no intervalo [u;, 2g—1] temos i ndo lacunas impares, obtemos uma contradigao.
(2) Suponhamos que u; +my = 2g+ 1. Pelo Lema 1.2.8 (5), temos que u; > 29 — 3.
Se u; = 2g — 1 terfamos que m; = 2, uma contradigao, pois v > 0. Logo, u; = 2g—3
e portanto m; = 4.

Suponhamos agora que m; = 4 e u; = 29 — 3. Entao, H é simétrico e assim
(29 — 1) — ¢ € H para todo ¢ € L(H). Como m; = m; = 4, pelo Lema 1.2.8 (1),
temos que m; — 2 = 4i — 2 sdo as lacunas pares de H para ¢ = 1,...,~. Portanto,
u; = (29— 1) — (m; —2) parai =1,...,7. Por outro lado, suponhamos que g < 3.
Como u, = 2g — 4y + 1 terfamos que 2u., = 4g — 8y + 2 < 47, uma contradi¢ao. [

Corolario 3.1.7. ([36, Lema 2.12|) Seja v > 0 um inteiro. Seja H um semigrupo
y-hipereliptico de género g > 27. Entao

(1) (757) S w(H) < (77) + 2%

(2) w(H) = (%) + 272 se, e somente se, uy = 29 — 3 e my = 4. Neste caso,

H={44v+2,2g—4v+1).

(3) w(H) = (9_227) se, e somente se, u; = 2g—2i+1 em; = 2y+2i parai =1,...,7.
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Demonstracao.

(1) Pela Proposigao 3.1.6 (1) temos que
S(H) > (29 + 1)y.

Por outro lado, pelo Lema 1.2.8, temos que m; < 27+ 21 e u; < 29 — 2i + 1 para
i=1,...,7. Assim,
S(H) < (29+2y+1)y.

Logo,
(20 +1)y<S(H) < (29 +2y+1)y.

Agora, o resultado segue do Lema 3.1.2.

(2) Se w(H) = (9_227) + 22, pelo Lema 3.1.2, temos que S(H) = (2g + 1)7. Logo,

pela Proposigao 3.1.6 (2), segue que u; = 29 — 3 e my = 4. A reciproca é clara.

(3) Se w(H) = (?")"), pelo Lema 3.1.2, temos que S(H) = (2¢g + 27 + 1)y. Logo,

pelo Lema 1.2.8, segue que m; = 2y +2ieu; =29 —2i+ 1 parai=1,...,7. A

reciproca ¢ clara. 0
No corolario anterior, se v = 0 teriamos que w(H) = (‘27), que ja tinhamos

observado anteriormente.

PROBLEMA 3.1.8. Seja v € IN. Para que valores pares x € [0,27?], existe um
semigrupo y-hipereliptico H, de género g > 2 tal que w(H) = (?77) + 7.

Exemplo 3.1.9. Pelo Lema 3.1.2, temos que os valores w dos pesos satisfazem

9—2v

2 ) (mod 2). Em particular:

()02

estes casos se realizam como semigrupos de Weierstrass (ver [14]).

w= (

(1) Sey=1,g>2

(2) Sey=2,92>4

we{ (72 ()2 (02 ) o (U2 ) e (U2 ) o)

de fato, nao existem semigrupos 2-hiperelipticos com peso (9;4) + 6 (veja
Proposigao 3.1.10); os outros casos se realizam como semigrupos de Weierstrass
(ver [14], [28]).
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Assim, o Problema 3.1.8 é respondido, no caso vy =1ou~y=2. Paray=3e g > 18

temos uma resposta exaustiva (veja Exemplo 3.4.3).

Proposicao 3.1.10. Seja H um semigrupo y-hipereliptico de género g > 2~y. Entao
(1) Sevy>2ew(H) < (7)) + 29 entio w(H) < (*7) +29% — 4.
(2) Semy > 6 entio w(H) < (7,7) +2v° — (27 — 4).

(O caso my = 4 sera considerado na Segao 3.3).

Demonstragao.

g—2vy

27) +2(7* — 1) entdo, pelo Lema 3.1.2, terfamos

(1) Suponhamos que w(H) = (
que

S(H) = (29 + 1)y +2.

Como 7 > 2, pelo Corolario 3.1.4 (2), temos que u;+mq > 2g+3. Se u;+mq > 29+5
terfamos que S(H) > (2g + 1)y + 4, uma contradigdo. Consideremos entao o caso
que u; +my = 2g + 3.

CAso 1: Existe j € {2,...,7} tal que u; + m; > 2g + 3. Neste caso temos que
S(H) > (29 + 1)y + 4, uma contradigao.

CASO 2: u; +m; =29+ 1 paratodoi=2,...,7.

e Se u; = 2g — 1 temos que m; = 4. Como uy + ms = 29 + 1 devemos ter que
ug € {29 —7, 2g—5}. Logo, se uy = 2g —5 temos que my = 6 e portanto y = 1,
uma contradi¢ao. Por outro lado, se us = 29 — 7 temos que mq +us =29 —3 €

H, uma contradicao.

e Se u; = 2g — 3 temos que m; = 6. Entao, us = 29 — 7. Assim my + uy =

2g — 1 € H, uma contradicao.
(2) Como my > 6, pelo Lema 1.2.8 items (2) e (5), segue que
S(H)> (29 +3)y—4.

O resultado segue agora do Lema 3.1.2. O
De acordo ao item (1) da proposi¢ao anterior o item (2) é util para v > 4.
A seguir calcularemos o peso de um semigrupo -hipereliptico H, o qual é reco-
brimento duplo de um semigrupo H, em funcdo do peso de H, nos casos extremos

em que uy, = 29 — 4y +1ouw, =29 —2y+ 1.
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Proposigao 3.1.11. Sejam v > 1 e g > 27 + 1 inteiros. Seja H um semigrupo
~y-hipereliptico recobrimento duplo de wm semigrupo H tal que uy, = 29 — 4y + 1.
Entao

w(H) = (9_227) + 2y + 4w(H).

Demonstragao. Como H ¢é ~-hipereliptico temos que m., = 47. Logo,
Uy < Uy +1p <0 < Uy +Myg <29+ 1.
Assim,
U = Uy +My_; para t=1,...,7.

Portanto, pelo Corolario 3.1.4

w(H) = (g _227) 1392y im +2w(H). (3.5)

Tendo em vista que H é um recobrimento duplo de H tem-se

~v—1
2w(H) =3y -3y - Y m;. (3.6)

=1

O resultado agora segue de (3.5) e (3.6). O

Proposigao 3.1.12. Sejam v > 1 e g > 2v inteiros. Seja H um semigrupo -

hipereliptico recobrimento duplo de um semigrupo H tal que u, = 29 —2v+1. Entao

—9 _

w(H) = (g 5 7) +2w(H).

Demonstra¢ao. Como H ¢ ~-hipereliptico e u, = 2g — 2y + 1 temos
u;=29g—21+1 para 1=1,...,7.

Como S;(H) = (29 — ), o resultado segue do Corolério 3.1.4 O

3.2 Recobrimento duplo de um semigrupo

ordinario

Nesta secao, consideraremos semigrupos H que sejam um recobrimento duplo do

semigrupo ordinario de género v > 1, H = {0} U{y + i : i € N}, em particular
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teremos que m; = 2y +2i, i = 1,...,7, sdo as primeiras v nao lacunas pares de H.
Assim, se u, < --- < u; sdo as 7 lacunas impares de H em [1,2g], do Corolario 3.1.4
tem-se

”
g—2
T el RYCTR R o (37)
i=1
Proposicao 3.2.1. Sejam v € N e g > 27 um inteiro. Seja H um semigrupo -
hipereliptico tal que u, = 29 — 2y — 1. Entao existe k € {0,...,v— 1} tal que

U =29—20+1 para 1=1,... )k

Uiy =20 =2k =2j =1 para j=1....7—k.

Em particular, se H é um recobrimento duplo do semigrupo ordindrio de género v,

w(H) = (9 _227) + Ay — k).

Demonstragao. Temos que u; € {2g—3,2g—1}. Se u; = 2g—3 entdo, u; = 2g—2i—1
para ¢ = 1,...,7, pois existem 7 impares em [2g — 27 — 1,29 — 3]. Neste caso
temos k£ = 0. Suponhamos agora que u; = 2g — 1. Seja k o maior inteiro tal que
u; =29 —2i+1parai=1,...,k Sendo u, = 2g — 2y — 1, segue que k < vy — 1.
Logo, ug+1 < 2g — 2k — 3. Como existem v — k impares em [2g — 2y — 1,29 — 2k — 3]

temos ug11 = 29 — 2k — 3 e assim
Upy; =29 — 2k =25 -1, j=1,...,v—k.

E claro que
S(H) = (29 —7)y—2(v— k).

Portanto,
w(H) = <g _227> F 2y — k).
O
Como consequéncia da Proposicao 3.2.1 segue o seguinte resultado.
Corolario 3.2.2. Seja v € N. Para cada k € {1,...,v}, existe um inico semigrupo

v-hipereliptico H de género g > 2v com u, = 29 — 2y — 1 recobrimento duplo do
semigrupo H = {0} U {y +i: i € N}. Além disso, tem-se

w(H) = (9 _227) 42k,
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Proposigao 3.2.3. Sejay > 2 e g > 27 inteiros. Seja H um semigrupo y-hipereliptico
recobrimento duplo do semigrupo ordindrio de género vy, tal que u, = 2g — 2y — 3.

Entao existe k € {1,...,v— 1} tal que
u=29—21+1 para 1=1,... k,

Uptj =29 —2k =25 =1, para j=1,...,v—s—k

Uyp11 =29 =27 +20—=5 para 1=1,...,s

para algum s € {1,...,v—k}.

Em particular,

w(H) = (9_227) +2y+5— k).

Demonstragao. Como u, = 2g — 2y —3 e my = 27+ 2 segue que u; = 2g — 1. Seja k
o maior inteiro tal que u; = 29 —2i + 1 parai =1,..., k. Sendo u, = 29 — 2y — 3,
segue que k <y — 1. Seja s o maior inteiro tal que u,i;_; = 29 — 2y + 2 — 5 para
todol=1,...,s. E claro que s + k < 7 e assim s < v — k.

Se s = v — k nao ha mais nada a provar. Suponhamos agora que s < v — k.

Temos que up = 29 —2k+1 e uyy1-s = 29— 2v+2s—5. Pela escolha de k e s tem-se
20 —2v7+2s =1 <y <uppr <29 —2k—3.

Como no intervalo [2g — 2y + 2s — 1,29 — 2k — 3] temos v — k — s ntimeros impares
segue que esses nlimeros sao nao lacunas. Assim, ugi; = 29 — 2k — 25 — 1 para

j=1,...,v—s—k; e isto prova o resultado. 0

y(y=1)

Corolario 3.2.4. Seja v > 2 um inteiro. Evistem exatamente -5

SEMIGrupos y-
hiperelipticos de género g > 2v com uy = 29 — 2y — 3 e que sao um recobrimento
duplo do semigrupo H = {0} U {y+i: i € N}.

Demonstragao. Seja k € {1...,v—1}. Para cada s € {1,...,7 — k}, consideremos
o semigrupo Hj , que seja um recobrimento duplo do semigrupo H = {0} U {y + :

i € IN} cujos elementos u; := u;(Hy,5)’s sao dados como segue
u;=29—21+1 para i=1,...,k,

uhy=29—2k=2%—1, para j=1...y—s—k
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Uytpi—1 =29 —2y+2l =5 para [=1,...,5.

O resultado agora segue da Proposigao 1.2.5 e Proposigao 3.2.3. 0J

Como um resultado imediato do corolério anterior temos o seguinte:

Corolario 3.2.5. Seja v > 2 e g > 27 inteiros. Para cada k € {1,...,2y — 3},
existe um semigrupo ~y-hipereliptico H com u, = 2g — 27y — 3, recobrimento duplo do
semaigrupo ordindrio de género vy, tal que

w(H) = <g_227> F k42,

3.3 Multiplicidade quatro

Nesta secao, estudaremos os semigrupos y-hiperelipticos de género g com multipli-

cidade m; = 4 e classificaremos todos eles no caso em que o género g > 3.

Lema 3.3.1. (|22, Lema 3.6|) Seja y um inteiro. Se H € um semigrupo ~-hipereliptico

de género g com multiplicidade my, = 4, entdao g > 2.

Demonstra¢ao. Como my = m; = 4 pelo Lema 1.2.8 (1) temos que m; = 4i. Logo,

se g < 2v teriamos que 2g, 2g + 2 € [4, 4], uma contradigao. 0

Teorema 3.3.2. Seja v € IN. Se H € um semigrupo y-hipereliptico de género g com

multiplicidade mq, = 4, entao

-2
w(H)E{(g 5 7)—1—72—74—/{:2—]@: 1§k§7—|—1}.

Demonstragao. Como my = 4 temos que Sp(H) = 272 + 27. Portanto,
S(H) < (2g+7+2)y.

Logo,

w(H) > (9_227) +7 =7,

Seja agora k € {2,...,7} e suponha pelo absurdo que exista um n € {1,...,k — 1}
tal que

-2
w(H) = (g ) 7)Jrv2—7+l<:2—k;+2n.
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Logo, pela Proposigao 3.1.6 (2), segue que u; = 2g — 1. Seja j o maior indice tal
que u; = 29 —2i+ 1 parat=1,...,7. Entao, j <veuj =29 —2j —4l + 1 para
l=1,...,7—j. Portanto,

Si(H) =297 = 29" =y +2yj — > + . (38)
Sendo Sp(H) = 272 + 2, da hipétese auxiliar segue que
Si(H) =29y —~*—k*+k—2n. (3.9)
Assim, de (3.8) e (3.9) temos
=Ry +1)ji— (P +y—k +k—2n)=0. (3.10)

Como j é um inteiro, o discriminante da Equacao (3.10) teria que ser nulo, ou seja,
4k* — 4k +8n — 1 =0 (mod 4), uma contradicao. O

Teorema 3.3.3. Seja v € N e g > 3y um inteiro. Para todo k € {1,...,v+ 1},
existe um semigrupo H ~y-hipereliptico de género g com multiplicidade my; = 4 tal

que

-2
w(H) = (9 , 7) by k= k.

Demonstragao. Dado k € {1,...,v+ 1}, consideremos
Hy = (4,47 + 2,29 — 27 — 2k + 3,29 — 2y + 2k + 1). (3.11)

Temos que a multiplicidade de Hy ¢ m; = 4. Logo, 41 € Hy para i = 1...,7.
Como g > 3, temos que 2(2g — 2y — 2k + 3) > 4y + 2. Sendo 29 — 2y — 2k + 3 o
menor impar em Hy, segue que Hj, possui exatamente v nao lacunas pares em [2, 4.
Também, temos que 4y + 2 € Hy. Logo, pela Proposicao 1.2.7, segue que Hj é um
semigrupo y-hipereliptico. Vejamos agora que o género de Hy é g. Com efeito, temos
que ey(Hy) = . Também, pondo

29 —2v — 2k + 3 20 —2v+2k+1
x = 1 e Y= 1 ,

tem-se

er(Hy), es(He) € {lz),[y]} e lr+yl=g-—r+1l=2+y.
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Se | +y| = |z] + |y] entdo x = |z] ouy = |y] e portanto y —x = k — 1/2 é um
inteiro, uma contradigao. Portanto, |z + y| = |z] + |y| + 1. Logo,

er(He) +es(Hp) =g — 7.

Assim, pela Equagao (1.1), segue que o género de Hy é g. Por simples calculos

podemos ver que
u =29—21+1, 1<i<~vy—k+1 e Uy pp14 = 29—29+2k—41-1, 1< < k-1,

Por outro lado, como m;(Hy) = 4 temos que Sp(H}) = 2v* + 2. Logo,
-2
w(Hy) = <g 5 7) +v =+ k- k

e isto termina a prova do teorema. O]

No seguinte teorema, denotaremos g := 5.

Teorema 3.3.4. Seja v € N e g > 3v um inteiro. Seja H um semigrupo -
hipereliptico de género g com multiplicidade my =4 ek € {1,...,v+ 1} tal que
-2
w(H) = (g 5 7) +9 =y +k—k
entao
Uy =29 —2y—-2k+3 € Uy_p1 =292y +2k—1.

g—2v

1) 4292 se, e somente

Demonstragdo. Pelo Corolario 3.1.7 (2), temos que w(H) = (
se, uy = 29 — 4y + 1 = up. Isto prova o caso k =y + 1.

Se k € {1,...,7v}, pelo Corolario 3.1.7 (2), segue que u; = 2g — 1. Seja j o
maior indice tal que w; = 29 — 2t + 1 para ¢ = 1,...,75. Se 7 < 7, tem-se que
Ujpg =29 —2j—4l+1paral=1,...,7— 7. Pondo [ =0, se j =, temos que os

elementos fmpares u;’s de H sao
w=29—2t+1, 1<i<j e wiyu=29-27—-4+1, 1<I<~yv—7j.
Portanto, S;(H) = 29y — 2v* — v+ 2vj — 7% + j. Mas pela hipotese tem-se S, (H) =
297 —7* — k* + k, desde que Sp(H) = 27? + 27. Assim, temos
7= Qgy+1)j = (¥ +7 -k +k) =0.

Portanto, j =~v —k + 1. O
Como uma consequéncia dos teoremas 3.3.2, 3.3.3 e 3.3.4, obtemos o seguinte

resultado.
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Proposicao 3.3.5. Existem exatamente v+ 1 semigrupos y-hiperelipticos de género

g > 3y com multiplicidade my, = 4.

Demonstragao. Seja € o conjunto de todos os semigrupos vy-hiperelipticos de género
g > 3y com multiplicidade m; = 4. Para cada k € {1,...,v + 1}, seja Hj, como na

Equagao (3.11). Assim, temos definido uma aplicagao

vl v+ 1} —
k —  Hj

Como a aplicacao k — k% —k & injetiva, pelo Teorema 3.3.3, a aplicacao ¥ ¢ injetiva.
Por outro lado, dado H € 47, pelo Teorema 3.3.2 existe k € {1,...,v+ 1} tal que

-2
w(H) = (g ) 7) +9 =+ k- k.

Logo, pelo Teorema 3.3.4, temos que 2g —2v —2k+3, 29 —2v+2k+1 € H. Assim,
H;, C H e portanto ¥ é sobrejetiva. 0

A Tabela 3.1 mostra como obter os elementos impares u;’s, dos v+ 1 semigrupos
~-hiperelipticos de género g > 3~ com multiplicidade m; = 4. Além disso, colocamos
os valores dos pesos respectivos. Em particular, para v = 1,2,3,4,5 as tabelas 3.2,

3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 mostram explicitamente esses valores.

Tabela 3.1: Elementos impares e pesos de Hy

k uy (Hy) uy—1(Hy) oo up(Hy)  ui(Hi) w(Hy)
Y4+1]29—4y+1 29—4dy+5 -+ 29—7 29-3 | (?,7) + 29

v | 29—4v+3 29—4y+T7 -+ 295|291 | (“7)+29*—2y
y—=1|2¢—4y+5 29—4y+9 -+ |29—3 2g9—1| (") +29% -4y +2

3 [290—2y—3 29—2y+1 |-+ 29—-3 29—1| (") +2—7+6

2 [29—2y—1[29—2y+3 -+ 29-3 29—1| () +2—7+2
1 [29—2y+1 29-2y+3 -+ 29-3 29-1| () ++2—~
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Tabela 3.2: Semigrupos H}’s 1-hiperelipticos
k|l w w(Hg) — (%57)

2129—-3 2
1]129—1 0
Tabela 3.3: Semigrupos Hj’s 2-hiperelipticos
k Us Uy w(Hy) — (954)
2g—7 29—3 8
2129—5|29g—1 4
1129—3 29—1 2
Tabela 3.4: Semigrupos Hj’s 3-hiperelipticos
k U3 Uy Uy w(Hy) — (956)
4 |12g—-11 29—T7 29—3 18
31 29—9 29g—-5|29—1 12
21 29—7 |29—3 29—1
1] 29g—5 29g—3 2¢9—1

Tabela 3.5: Semigrupos Hj’s 4-hiperelipticos

k| ow us Uz w | wHy) = (%)
5129—15 2g—11 2g—7 29—3 32
4129—13 29—9 29g—5]29—1 24
3129g—11 29g—-7 | 29—3 29—1 18
21 29—9 | 29—5 29g—3 29-—1 14
1| 29—7 29g—5 29—3 29—1 12
Tabela 3.6: Semigrupos H}’s 5-hiperelipticos
k Us Uy Us U2 Uy w(Hy) — (9_210)
6|29—19 2g—15 29—11 29—7 29-—3 50
5129—17 29—13 29—9 29g—5|29—1 40
4 129g—15 29—11 29—7 |29g—3 29—1 32
3129—13 29—9 | 2g—5 29g—3 29-—1 26
2129—11| 29g—7 29g—5 29g—3 29-—1 22
11 29—-9 29—7 29g—5 29—3 29-—1 20
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A Tabela 3.7 mostra todos os valores possiveis w(H) — (?7,”) de um semigrupo
~-hipereliptico H de género g > 3~ com multiplicidade m; = 4, para v = 1,2, 3,4, 5.
Em particular, esta tabela ilustra graficamente o Teorema 3.3.2 e o Teorema 3.3.3.

O padrao observado continua valendo para todos os valores de 7.

Tabela 3.7: Sequéncia de valores w(H) — (g _227)

7=1

*—©

o—e—O—0

v =3 2 4 8

® L O ® O O L
6 8 12 18

")/ =

® ® ® O @ O O O g
y=5 12 14 18 24 32
o—o O —e O—0O—e O—O0——O0—O0—0O0—0C—=e
20 22 26 32 40 50

Como uma aplicacao dos pesos podemos provar o seguinte resultado.

Corolario 3.3.6. Fuxiste um unico semigrupo de Arf com multiplicidade m, = 4,

~v-hipereliptico de género g > 3, a saber
H={4,4y+2,29g—2y+ 1,29 —2v+3).

Demonstragao. Utilizaremos as mesmas notagoes do Teorema 3.3.3. Sendo H,4
simétrico e nao hipereliptico, concluimos que, H,,; nao ¢ um semigrupo de Arf. Seja
agora 2 < k < . Temos que uy_py2(Hg) = 29 — 2y + 2k — 5. Por outro lado, como
g > 37 segue que 2g — 2y + 2k — 4 > 4. Assim, uy_go(Hy), Uy—ii2(Hy) +1 € Hy,
e portanto concluimos que Hy nao é de Arf.

Provemos agora que H := H; é um semigrupo de Arf. Como g > 37 segue que

Uy = u,(H) =29 — 27+ 1>4y+ 1. Logo,
H=2HU{n€N:néimpar,n>2g—2y+1}.

onde _ _
ﬁ—{O}U{mléﬂ),...,mvéH)}U{QvJﬂ: i € N}.

Como H é um semigrupo hipereliptico, pelo Exemplo 2.2.5 (d), segue que H é um

semigrupo de Arf. 0
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Observagao 3.3.7. Seja v > 2 um inteiro. Seja H um semigrupo y-hipereliptico de
género g > 3y com multiplicidade m; > 4. Pela Proposi¢ao 3.1.10 e Teorema 3.3.2
temos que

w(H) = (9_227> +29% ou (9_227) < w(H) < (9_227) 297 (29 — 4).

3.4 Multiplicidade seis

Nesta secao, estudaremos os pesos dos semigrupos y-hiperelipticos de género g com
multiplicidade m; = 6. A diferenca com o caso m; = 4 estd no fato que nao
obtemos a classificacao desses em funcao de seus pesos, porém obtemos importantes
contribuig¢oes de pesos exatos para o PROBLEMA 3.1.8.

Proposicao 3.4.1. Sejam v € N e H um semigrupo y-hipereliptico de género g > 2y
com multiplicidade my = 6. Seja N := {6=m; <--- <m, =47}

(1) Sey=0 (mod 3) entdo existe k € {O, ce %} tal que

N={6i:i=1,...., 2 u{2y—4+6j+6k:j=1,....,.2 —k}U
{4y —2+6l—6k:1=1,... k}.

Em particular,

—2 2 -
w(H) = (g 5 7) —%—FZ(gv—i—Bkj—yk—k)—Zui.
i=1

(2) Sey=1 (mod 3) entdo existe k € {O, ce 77—1} tal que

N:{Gi: z:1,...,@}u{27—4+6j+6/@;j:l,,,,,wTH_k}U
{4y — 2461 —6k:1=1,... k).

Em particular,

-2 +2 ki
w(H) = (g , 7) —’V(VT)H(gwsk?—vk—k)—Zui.
i=1
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(3) Sey=2 (mod 3) entdo eziste k € {0,...,%52} tal que

N={6i:i=1,...., 22 u{2y—4+6j+6k:j=1,..., 2 —k}u
{4y —4+6l—6k:1=1,... k}.

Em particular,

g-27\ (v +4) 2 .
w(H):< 9 )—T+2(97+3k —’yk+k)—zui.
=1

Demonstra¢ao. Como H é um recobrimento duplo do semigrupo

m

F:{O}U{BZT,...,%:2W}U{2’y+z’: i € N}

de multiplicidade m; = 3 e género 7, o resultado segue de [19, Lema 6| e Corolario
3.1.4. ]

Observagao 3.4.2. Fazendo um retrospecto do Corolario 3.2.2 e Corolario 3.2.5
obtemos pesos iguais para semigrupos diferentes. Por exemplo, para todo nimero
par z no intervalo [4,27] existem semigrupos diferentes H; e Hs, recobrimentos

duplos do semigrupo H = {0} U {y + i : i € N}, tais que

w(H,) = (9 _227) to=w(H).

Em particular, pela Proposigao 3.1.5 tem-se S;(H;) = Si(Ha2).

Exemplo 3.4.3. Consideremos o PROBLEMA 3.1.8 para o caso v = 3. Seja g um
inteiro tal que g > 9. Pelo Corolario 3.1.7 (1) temos que se H é um semigrupo

3-hipereliptico com multiplicidade m; > 4 entao w(H) € [(956), (9;6) + 18].

e Se my; = 4, pelo Teorema 3.3.3 existem quatro semigrupos H’s tais que
g—=6
w(H) — 5 € {6,8,12,18}.

e Se u; = 29 — 11 e considerando H; = Ny \ {1,2,4} e H, = Ny \ {1,2,5}, pela
Proposicao 3.1.11 temos que w — (958) € {10, 14}.

e Se u; = 2¢g — 7, pelo Corolario 3.2.2 temos que w — (‘756) € {2,4,6}.
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e Se u; = 2¢g — 9, pelo Corolario 3.2.5 temos que w — (956) € {4,6,8}.

e Pelo Corolario 3.1.7, existe um tnico semigrupo H tal que w(H) = (9;6).

Pela Proposicao 3.1.10 nao existe nenhum semigrupo H 3-hipereliptico tal que

w(H) = (9;6) +16. Resumindo estes calculos temos que se H ¢é 3-hipereliptico entao

w(H)€{<Q;6>+2n: 0§n§9,n7£8}

(veja Figura 3.1).

w(H) = (%,°)
@ @ @ @ @ @ @ @ O L}
0 2 4 6 8 10 12 14 18

Figura 3.1: Sequéncia de pesos de um semigrupo H 3-hipereliptico

Mais ainda, exibimos a seguir alguns semigrupos construidos nos resultados cita-

dos anteriormente:

Tabela 3.8: Semigrupos 3-hiperelipticos
H w

(8,10,12,14,29 — 5,29 — 3,29 — 1,2g + 1) 6
(8,10,12,14,2g — 7,29 — 3,29 — 1)
(8,10,12,14,29 — 7,29 — 5,29 — 1)
(4,14,29 — 5,29 — 3)

(4,14,29 — 7,29 — 1)
(
(
(
(

H)

Q

6

<

6

Q
+ o+ +
S =N

6

Q

6

<
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E conhecido que os semigrupos de multiplicidade m; = 4 sao realizéveis como

semigrupos de Weierstrass. Notemos também que

(6,10,14,2g — 11) = 2H, + (2g — 11)IN,
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(6,8,14,2g — 11) = 2H, + (29 — 11)N,

e como H; e Hy s@o semigrupos de Weierstrass, concluimos que (6,10, 14,29 — 11)
e (6,8,2g — 11) sao de Weierstrass (veja [20]). Os outros semigrupos da Tabela 3.8

sao de Weierstrass?

Exemplo 3.4.4. Consideremos agora o PROBLEMA 3.1.8 para o caso v = 4. Seja
g um inteiro tal que g > 12. Pelo Corolario 3.1.7 (1) temos que se H é um semigrupo

4-hipereliptico com multiplicidade m; > 4 entao w(H) € [(958), (958) +32].

e Se m; = 4, pelo Teorema 3.3.3 existem cinco semigrupos H's tais que
g—38
w— 5 € {12,14, 18,24, 32} .

Se u; = 2g — 15 e considerando H; = INg \ {1,2,3,5}, Hy = Ny \ {1,2,3,6} ¢
Hz = No\{1,2, 3,7}, pela Proposi¢ao 3.1.11 temos que w— (958) € {12,16,20}.

Se u; = 2g — 9, pelo Corolario 3.2.2 temos que w — (958) € {2,4,6,8}.

Se u; = 2g — 11 pelo Corolario 3.2.5 temos que w — (958) € {4,6,8,10, 12}.

Pelo Corolario 3.1.7, existe um tnico semigrupo H tal que w(H) = (9;8).

Pela Proposicao 3.1.10 nao existe nenhum semigrupo H 4-hipereliptico tal que
w(H) = (958) +30. Resumindo estes calculos achamos semigrupos H’s 4-hiperelipticos
tais que

~8
w(H)e{(g2 )—i—Zn: O§n§16,n7é11,13,14,15}.

Existem semigrupos 4-hiperelipticos tais que w(H) — (958) € {22,26,28}7.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

17l

C. Apéry, Sur les branches superlinéares des courbes algébriques, C. R. Acad.
Sc. Paris, Vol. 222 (1946), p. 1198-1200.

E. Arbarello, Weierstrass points and moduli of curves, Compositio Mathematica,
Vol. 29 (1974), p. 325-342.

C. Arf, Une interpretation algébrique de la suite des ordres de multiplicité dine

branche algébrique, Proc. London Math. Soc., Vol. 50 (1949), p. 256-287.

V. Barucci, D. E. Dobbs e M. Fontana, Maximality properties in numerical
semaigroups and applications to one-dimensional analytically irreducible local do-

mains, Mem. Amer. Math. Soc. 125 (598) (1997), p. x+78.

M. Bras-Amorés, Acute semigroups and the order bound on the minimum
distance, and the Feng-Rao improvement, IEEE Trans. Inform. Theory, Vol.
50, n°. 6 (2004), p. 1282-1289.

R. O. Buchweitz, “Uber deformation monomialer kurvensingularititen und

Weierstrasspunkte auf Riemannschen flichen”, Thesis, Hannover 1976.

A. Campillo, J. I. Farran e C. Munuera, On the parameters of algebraic-geometry
codes related to Arf semigroups, Trans. Inf. Theory IEEE. Vol. 46, n°. 7 (2000),
p. 2634-2638.

57



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 58

8]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

C. Carvalho e F. Torres, On Numerical Semigroups Related to Coverings of
Curves, Semigroup Forum, Vol. 67 (2003), p. 344-354.

D. Eisenbud, “Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry”,
Grad. Texts in Math. 150 Springer-Verlag, 1995.

D. Eisenbud e J. Harris, Existence, decomposition and limits of certain Weier-

strass points, Invent. Math., Vol. 87 (1987), p. 495-515.

H. M. Farkas e I. Kra, “Riemann Surfaces”, Grad. Texts in Math. 71 (Second
Edition) Springer-Verlag, 1992.

G. L. Feng e T. R. N. Rao, A simple approach for construction of algebraic-
geometry codes from affine plane curves, IEEE Trans. Inform. Theory, Vol. 40
(1994), p. 1003-1012.

G. A. Freiman, “Foundations of a structural theory of set addition”, Translations
of Mathematical Monographs 37 AMS, 1973.

A. Garcia, Weights of Weierstrass points in double coverings of curves of genus

one or two, Manuscripta Math., Vol. 55 (1986), p. 419-432.

V. D. Goppa, Geometry and Codes, Mathematics and its applications 24,
Kluwer, Dordrecht, 1991.

V. D. Goppa, Codes associated with divisors, Problems Inform. Transmission,
Vol. 13, (1977), p. 22-26.

T. Hoholdt, J. H. van Lint e R. Pellikaan, “Algebraic-Geometry codes”, in W.C.
Huffman, V. Pless (Eds.) Handbook of Coding Theory. Amsterdam, The Nether-
lands: North-Holland, 1998, p. 871-961.

A. Hurwitz, Uber algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen in
sich, Math. Ann., Vol. 41, (1893), p. 403-442.

T. Kato, Non-hyperelliptic Weierstrass points of mazximal weight, Math. Ann.,
Vol. 239 (1979), p. 141-147.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 59

[20]

21

22|

23]

24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

J. Komeda e A. Ohbuchi, On double coverings of a pointed non-singular curve
with any Weierstrass semigroups, Tsukuba J. Math., Vol. 31, n°. 1 (2007), p.
205-215.

J. Komeda, On primitive Schubert indices of genus g and weight g — 1, J. Math.
Soc. Japan, Vol. 43, n°. 3 (1991), p. 437-445.

J. Komeda, On Weierstrass points whose first non-gaps are four, J. reine angew.
Math., Vol. 341 (1983), p. 68-86.

E. Kunz, “Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry”,
Birkhauser, 1985.

J. Lipman, Stable ideal and Arf semigroups, Amer. J. Math., Vol. 97 (1975), p.
791-813.

C. Maclachlan, Weierstrass points on compact Riemann surfaces, J. London
Math. Soc., Vol. 3 (1971), p. 722-724.

R. Matsumoto, Miura’s generalization of one-point AG codes in equivalent to
Hgholdt, van Lint and Pellikaan’s, IEICE Trans. Fundamentals, Vol. E82-A
n°. 10 (1999), p. 2007-2010.

C. Munuera e F. Torres, A note on the order bound on the minimum distance of

AG codes and acute semigroups, Advances in Mathematics of Communications,
Vol. 2, n°. 2 (2008), p. 175-181.

G. Oliveira e F. L. R. Pimentel, On Weierstrass semigroups of double covering

of genus two curves, Semigroup Forum, Vol. 77 (2008), p. 152-162.

G. Oliveira, Weierstrass semigroups and the canonical ideal of non-trigonal
curves, Manuscripta Math., Vol. 71 (1991), p. 431-450.

U. Pflaum, The canonical constellations of k-Weierstrass points, Manuscripta
Math., Vol. 59 (1987), p. 21-34.

J. C. Rosales, P. A. Garcia-Sanchez, J. I. Garcia-Garcia e M. B. Branco Arf
numerical semigroups, Journal of Algebra, Vol. 276 (2004), p. 3-12.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 60

[32] H. Stichtenoth, “Algebraic Funtion Fields and Codes”, Springer-Verlag, New
York-Berlin, 1993.

[33] F. Torres, On the constellations of Weierstrass points, Arch. Math., Vol. 68
(1997), p. 139-144.

[34] F. Torres, On ~y-hyperelliptic Numerical Semigroups, Semigroup Forum, Vol. 55
(1997), p. 364-379.

[35] F. Torres, On certain N -sheeted coverings of curves and numerical semigroups
which cannot be realized as Weierstrass semigroups, Comm. Algebra, Vol. 23,
n°. 11 (1995), p. 4211-4228.

[36] F. Torres, Weierstrass points and double coverings of curves with applications:
Symetric numerical semigroups which cannot be realized as Weierstrass semi-
groups, Manuscripta Math., Vol. 83 (1994), p. 39-58.

[37] C. Towse, Weierstrass weights of fized points of an involution, Math. Proc.
Camb. Phil. Soc., Vol. 122 (1997), p. 385-392.



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Notações e Terminologia Básica
	Preliminares sobre Semigrupos
	Conjunto de Apéry
	Semigrupos -hiperelípticos

	Semigrupos fracamente de Arf
	Semigrupos de Arf
	Semigrupos fracamente de Arf
	Caso: Número de Frobenius par
	Caso: Número de Frobenius ímpar
	Sobre a ordem de semigrupos

	Pesos de Semigrupos
	Peso de um semigrupo
	Recobrimento duplo de um semigrupo ordinário
	Multiplicidade quatro
	Multiplicidade seis

	Referências Bibliográficas

