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RESUMO

O objetivo da dissertação é realizar um estudo dos espaços de Besov sobre a esfera unitária

d-dimensional real Sd.

No primeiro capítulo são estudados espaços de interpolação utilizando dois métodos de

interpolação real. Em particular são estudados os Teoremas de Equivalência e de Reiteração

para os J-método e K-método.

No segundo capítulo é realizado um estudo rápido sobre análise harmônica na esfera Sd,

incluindo um estudo sobre harmônicos esféricos, harmônicos zonais, somas de Cesàro e sobre

um teorema de multiplicadores.

O terceiro e último capítulo é o mais importante e nele são aplicados os resultados dos

capítulos anteriores. São introduzidos os espaços de Besov, decompondo uma função suave

definida sobre a esfera d-dimensional, em uma série de harmônicos esféricos e usando uma

seqüência de polinômios zonais que podem ser vistos como uma generalização natural dos

polinômios de Vallée Poussin definidos sobre o círculo unitário. O principal resultado estudado

diz que todo espaço de Besov pode ser obtido como espaço de interpolação de dois espaços de

Sobolev.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to make a study about Besov’s spaces on the unit d-dimensional

real sphere Sd.

In the first chapter are studied spaces of interpolation using two real interpolation methods.

In particular, are studied The Equivalence Theorem and The Reiteration Theorem for the

J-method and the K-method.

In the second chapter it is made a short study about harmonic analysis on the sphere

Sd, including a study about spherics harmonics, zonal harmonics, Cesàro sums and about a

multiplier theorem.

The third and last chapter is the most important of this work. In this chapter are applied

the results of the others chapters. Are introduced the Besov spaces, decomposing a smooth

function defined on the d-dimensional sphere, in a series of harmonics spherics and using a

sequence o zonal polynomials which can be seen as a natural generalization of the Vallée Poussin

polynomials defined on the unit circle. The main result studied says that every Besov’s space

can be got as a interpolation space of two Sobolev’s spaces.
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Introdução

O objetivo desta dissertação é realizar um estudo de métodos de interpolação real e aplicá-los

no estudo dos espaços de Besov sobre a esfera unitária d-dimensional real Sd.

Os espaços de Besov clássicos sobre regiões do espaço euclidiano R
d foram sistematicamente

estudados, por exemplo, nos trabalhos de H. Triebel [11] e de J. Peetre [10], e um estudo destes

espaços sobre a esfera Sd pode ser encontrado no trabalho de P. I. Lizorkin e Kr. P. Rustamov

[8].

Em [7], A. Kushpel, J. Levesley e S. A. Tozoni estudaram os espaços de Besov sobre espaços

homogêneos, em particular sobre a esfera Sd, com o objetivo de obter estimativas para n-

larguras de Kolmogorov. Os espaços de Besov foram introduzidos decompondo uma função

suave definida sobre a esfera Sd em uma série de harmônicos esféricos e usando uma seqüência

Kn(z) de polinômios zonais, os quais podem ser vistos como uma generalização dos polinômios

de Vallée Poussin definidos sobre o círculo unitário por

Vn(t) =
1

2
+

2n∑

k=1

λ
(2n)
k cos kt,

onde λ
(2n)
k = 1 se 1 ≤ k ≤ n e λ

(2n)
k = (2n−k)/n se n < k ≤ 2n. Os polinômios de Vallée Poussin

foram utilizados para introduzir os espaços de Besov sobre S1. O objetivo principal desta

dissertação é realizar um estudo detalhado dos resultados sobre espaços de Besov apresentados

em [7]. Para tal, foi realizado um estudo cuidadoso sobre espaços de interpolação no Capítulo

1 e um estudo sem muitos detalhes sobre análise harmônica na esfera Sd no Capítulo 2. Um

estudo detalhado sobre análise harmônica na esfera Sd pode ser encontrado na dissertação de

mestrado de F. M. de Oliveira [9].

No primeiro capítulo são estudados os espaços de interpolação utilizando os J-método e

K-método. Na Seção 1.1 é feito um estudo sobre a integral de Bochner utilizada nas seções

seguintes. Uma referência para esta seção é o Capítulo III de [4]. Na Seção 1.2 são apresentados
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2

os resultados básicos da teoria dos espaços de interpolação, na Seção 1.3 é estudado o Teorema

de Equivalência e na Seção 1.4 o Teorema de Reiteração. Os trabalhos [1], [5] e [7] são referências

para os resultados destas seções.

O segundo capítulo é dedicado a um estudo rápido sobre análise harmônica na esfera Sd,

incluindo um estudo sobre harmônicos esféricos, harmônicos zonais, somas de Cesàro e sobre

um teorema de multiplicadores. Um estudo cuidadoso e detalhado sobre este assunto foi feito

na dissertação de mestrado de F. M. de Oliveira [9] que é a nossa referência para este capítulo.

O terceiro e último capítulo é o mais importante e nele estão aplicados os resultados dos

capítulos anteriores. Na Seção 3.1 são definidos os espaços de Sobolev e de Besov como foram

introduzidos em [7]. Esta definição de espaços de Besov pode também ser encontrada em [6].

São definidas indutivamente funções Ψj, 1 ≤ j ≤ d, onde d é a dimensão da esfera Sd. São

estudadas várias propriedades destas funções e é definida, para cada número natural n, uma

seqüência numérica (λn
k)n

k=0. Usando estas seqüências são definidas funções zonais Kn que

são utilizadas para definir as funções dos espaços de Besov. Na Seção 3.2 são aplicados os

resultados da seção anterior e do Capítulo 1 para demostrar o principal resultado estudado

nesta dissertação que diz que todo espaço de Besov é espaço de interpolação de dois espaços de

Sobolev.

No final desta dissertação é apresentado um apêndice no qual são enunciadas algumas

definições e resultados clássicos de teoria da medida e de análise funcional que são utilizados

em algum momento no desenvolvimento deste trabalho.



Capítulo 1

Espaços de interpolação

Neste capítulo são estudados os espaços de interpolação definidos pelos J-método e K-

método.

Na primeira seção é feito um estudo sobre a integral de Bochner que será utilizado nas

seções seguintes. Uma referência para este estudo é o Capítulo III de [4]. Nesta seção (X,X , µ)

representará um espaço de medida σ-finito e E um espaço de Banach com norma ‖·‖E.

Na segunda seção são apresentados os resultados básicos da teoria dos espaços de interpo-

lação, na seção seguinte é estudado o Teorema de Equivalência e na quarta e última seção o

Teorema de Reiteração. Os trabalhos [1], [5] e [7] são as nossas referências para os resultados

destas seções.

1.1 A Integral de Bochner

Definição 1.1.1. Dizemos que uma função f : X −→ E é simples se assume apenas um número

finito de valores em E, f(X) = {ak : 1 ≤ k ≤ n}, e Ak = f−1 (ak) ∈ X para todo 1 ≤ k ≤ n.

Dizemos que

f =
n∑

k=1

akχ
Ak

(1.1)

é a representação padrão de f .

Definição 1.1.2. Dizemos que uma função f : X −→ E é X -fortemente mensurável se existe

uma seqüência (fn)n∈N
de funções simples definidas em X tomando valores em E, tais que

lim
n→∞

‖fn − f‖E = 0 q.s. (1.2)

3



CAPÍTULO 1. ESPAÇOS DE INTERPOLAÇÃO 4

Teorema 1.1.3. (a) Se f, g são funções X -fortemente mensuráveis e α ∈ R, então f + g e

αf são X -fortemente mensuráveis.

(b) Se f é limite q.s. de uma seqüência de funções X -fortemente mensuráveis, então f é

X -fortemente mensurável.

Observação 1.1.4. Se E for separável, então uma função f : X −→ E é X -fortemente

mensurável se e somente se f−1 (B) ∈ X para todo boreliano B de E, isto é, f é X -mensurável.

Definição 1.1.5. Dizemos que uma função simples f : X −→ E é Bochner-integrável se a

função x 7−→ ‖f(x)‖E é µ-integrável. Se

f =
n∑

k=1

akχ
Ak

é uma representação padrão de f e B ∈ X , definimos a integral de Bochner de f sobre B por
∫

B

fdµ =
n∑

k=1

akµ (Ak ∩ B) . (1.3)

Observação 1.1.6. Como

n∑

k=1

‖ak‖E µ (Ak ∩ B) =

∫

B

‖f‖E dµ < ∞

então a integral (1.3) está bem definida, para todo B ∈ X , e também temos
∥∥∥∥
∫

B

fdµ

∥∥∥∥
E

≤
∫

B

‖f‖E dµ. (1.4)

Definição 1.1.7. Dizemos que uma função f : X −→ E é Bochner-integrável se existe uma

seqüência (fn)n∈N
de funções simples Bochner-integráveis, tal que

fn −→ f q.s. e lim
n→∞

∫

X

‖fn − f‖E dµ = 0. (1.5)

Definimos a integral de Bochner de f sobre B ∈ X por
∫

B

fdµ = lim
n→∞

∫

B

fndµ. (1.6)

Observação 1.1.8. O limite lim
∫

B
fndµ, quando n −→ ∞, existe e independe da seqüência

(fn)n∈N
considerada. De fato, se B ∈ X

∥∥∥∥
∫

B

fndµ −
∫

B

fmdµ

∥∥∥∥
E

≤
∫

B

‖fn − fm‖E dµ ≤
∫

B

‖fn − f‖E dµ +

∫

B

‖fm − f‖E dµ
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e como

lim
n→∞

∫

B

‖fn − f‖E dµ = 0

temos que
(∫

B
fndµ

)
n∈N

é de Cauchy em E. Portanto essa seqüência converge em E.

Para demonstrar a independência da seqüência, consideremos duas seqüências de funções

simples (fn)n∈N
e (gn)n∈N

Bochner-integráveis convergindo para f q.s., tais que

lim
n→∞

∫

X

‖fn − f‖E dµ = 0 e lim
n→∞

∫

X

‖gn − f‖E dµ = 0.

Como ∥∥∥∥
∫

B

fndµ −
∫

B

gndµ

∥∥∥∥
E

≤
∫

B

‖fn − f‖E dµ +

∫

B

‖gn − f‖E dµ,

fazendo n −→ ∞ em ambos os membros da desigualdade acima, obtemos

lim
n→∞

∫

B

fndµ = lim
n→∞

∫

B

gndµ.

Teorema 1.1.9. Uma função f : X −→ E X -fortemente mensurável é Bochner-integrável se

e somente se a função real x 7−→ ‖f(x)‖E é µ-integrável, isto é, se e somente se

∫

X

‖f‖E dµ < ∞. (1.7)

Teorema 1.1.10. Se f é Bochner-integrável, então

∥∥∥∥
∫

X

fdµ

∥∥∥∥
E

≤
∫

X

‖f‖E dµ. (1.8)

Teorema 1.1.11. Seja (fn)n∈N
uma seqüência de funções Bochner-integráveis, tal que

lim
n,m→∞

∫

X

‖fn − fm‖E dµ = 0. (1.9)

Então existe uma função Bochner-integrável f tal que

lim
n→∞

∫

X

‖fn − f‖E dµ = 0 (1.10)

e

lim
n→∞

∫

X

fndµ =

∫

X

fdµ. (1.11)

Teorema 1.1.12 (Teorema da Convergência Dominada para integral de Bochner).

Seja (fn)n∈N
uma seqüência de funções Bochner-integráveis convergindo q.s. para f e seja g
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uma função real µ-integrável tal que ‖f(x)‖E ≤ g(x) q.t. x ∈ X. Então f é Bochner-integrável

e

lim
n→∞

∫

X

‖fn − f‖E dµ = 0. (1.12)

Em particular, para todo B ∈ X ,
∫

B

fdµ = lim
n→∞

∫

B

fndµ. (1.13)

Definição 1.1.13. O espaço Lp
E = Lp (X,E) = Lp (X,X , µ; E), 0 < p < ∞, é definido como o

conjunto das funções X -fortemente mensuráveis f : X −→ E, tais que

‖f‖Lp
E

=

(∫

X

‖f(x)‖p
E dµ

)1/p

< ∞. (1.14)

Observação 1.1.14. Quando 1 ≤ p < ∞, ‖·‖Lp
E

é uma norma sobre Lp (X,E) e
(
Lp (X,E) , ‖·‖Lp

E

)

é um espaço de Banach. Quando X = E = R escrevemos Lp (R) = Lp (R, R) e ‖·‖p = ‖·‖Lp .

Definição 1.1.15. O espaço L∞ (X,E) é definido como o conjunto das funções X -fortemente

mensuráveis f : X −→ E, tais que

‖f‖L∞

E
= inf (c : ‖f(x)‖E ≤ c q.t. x ∈ X) < ∞. (1.15)

Observação 1.1.16. Temos que ‖·‖L∞

E
é uma norma sobre L∞ (X, E) e

(
L∞ (X, E) , ‖·‖L∞

E

)

é um espaço de Banach.

Teorema 1.1.17. Seja 1 ≤ p < ∞. Então o conjunto formado por todas as funções simples

f ∈ Lp (X,E) é denso em Lp (X,E).

Definição 1.1.18. Definimos o espaço ℓ
p
(E), 1 ≤ p < ∞, como sendo o conjunto de todas as

seqüências x = (xn)n∈N
tais que xn ∈ E para todo n ∈ N e

‖x‖ℓ
p
(E) =

(
∞∑

n=1

‖xn‖p
E

)1/p

< ∞. (1.16)

Observação 1.1.19. Para 1 ≤ p < ∞, ‖·‖ℓ
p
(E) é uma norma sobre ℓ

p
(E) e

(
ℓ

p
(E) , ‖·‖ℓ

p
(E)

)

é um espaço de Banach.
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1.2 Dois métodos de interpolação real

Definição 1.2.1. Dois espaços complexos de Banach
(
E0, ‖·‖E0

)
e

(
E1, ‖·‖E1

)
são chamados

um par de interpolação Ē = (E0, E1) se existe um espaço vetorial topológico de Hausdorff no

qual E0 e E1 estão continuamente incluídos. Então os seguintes espaços e quantidades estão

bem definidos:

∆(Ē) = E0 ∩ E1; (1.17)

‖x‖∆(Ē) = max
(
‖x‖E0

, ‖x‖E1

)
; (1.18)

Σ(Ē) = E0 + E1 = {x0 + x1 : x0 ∈ E0, x1 ∈ E1} ; (1.19)

‖x‖Σ(Ē) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ ‖x1‖E1

)
; (1.20)

K(t, x) = K(t, x; Ē) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1

)
, 0 < t < ∞; (1.21)

J(t, x) = J(t, x; Ē) = max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
, 0 < t < ∞, x ∈ ∆(Ē). (1.22)

Definição 1.2.2. Dizemos que um espaço F é um espaço intermediário entre E0 e E1 se

∆(Ē) ⊂ F ⊂ Σ(Ē).

Proposição 1.2.3. Para t > 0, ‖·‖Σ(Ē) e K(t, ·) são normas equivalentes sobre Σ(Ē).

Demonstração. Primeiramente demonstraremos que K(t, ·) é norma sobre Σ(Ē):

(i) Dado x ∈ Σ(Ē), K(t, x) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1

)
≥ 0, pois ‖x0‖E0

≥ 0 para

todo x0 ∈ E0, ‖x1‖E1
≥ 0 para todo x1 ∈ E1 e t > 0, e portanto ‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1
≥ 0 para

qualquer representação x = x0 + x1 ∈ Σ(Ē).

(ii) Temos que K(t, x) = 0 se, e somente se, x = 0. De fato se x = 0, então podemos

escrever x = 0 + 0 ∈ Σ(Ē). Assim ‖0‖E0
+ t ‖0‖E1

= 0 e logo K(t, 0) = 0. Por outro lado se

K(t, x) = 0, segue por (1.21) que dado n ∈ N, existem x0
n ∈ E0 e x1

n ∈ E1, tal que x = x0
n + x1

n

e ‖x0
n‖E0

+ t ‖x1
n‖E1

< 1/n. Como

‖x0
n − x0

m‖E0 ≤
∥∥x0

n

∥∥
E0

+ ‖x0
m‖E0 ≤

1

n
+

1

m
≤ 2

min(n,m)
,

temos que (x0
n)n∈N é uma seqüência de Cauchy em

(
E0, ‖·‖E0

)
. Analogamente (tx1

n)n∈N é uma

seqüencia de Cauchy em
(
E1, ‖·‖E1

)
. Mas

(
E0, ‖·‖E0

)
e

(
E1, ‖·‖E1

)
são espaços de Banach, e

portanto existem x0 ∈ E0 e x1 ∈ E1 tal que x0
n −→ x0 e x1

n −→ x1. Além disso, x = x0
n + x1

n
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para todo n ∈ N e logo x = x0 + x1. Portanto, como as normas ‖·‖E0
e ‖·‖E1

são funções

contínuas, segue que

0 ≤
∥∥x0

∥∥
E0

+ t
∥∥x1

∥∥
E1

= lim
n→∞

(∥∥x0
n

∥∥
E0

+ t
∥∥x1

n

∥∥
E1

)
≤ lim

n→∞

1

n
= 0,

isto é, x = x0 + x1 = 0 + 0 = 0.

(iii) Sejam x ∈ Σ(Ē) e λ ∈ C. Se λ = 0, temos λK(t, x) = 0 = K(t, 0) = K(t, λx). Se

λ 6= 0, temos,

K(t, λx) = inf
λx=y0+y1∈Σ(Ē)

(‖y0‖E0
+ t ‖y1‖E1

) = inf
x=λ−1y0+λ−1y1∈Σ(Ē)

(‖y0‖E0
+ t ‖y1‖E1

).

Para y0 ∈ E0 e y1 ∈ E1, considere x0 = λ−1y0 e x1 = λ−1y1. Então

K(t, λx) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(‖λx0‖E0
+ t ‖λx1‖E1

)

= |λ| inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1

)

= |λ|K(t, x).

(iv) Sejam x, y ∈ Σ(Ē), e

A =
{
‖x0 + y0‖E0

+ t ‖x1 + y1‖E1
: x = x0 + x1 ∈ Σ(Ē) e y = y0 + y1 ∈ Σ(Ē)

}
,

B =
{
‖z0‖E0

+ t ‖z1‖E1
: x + y = z0 + z1 ∈ Σ(Ē)

}
.

É fácil ver que A ⊆ B e assim

K(t, x + y) = inf
x+y=z0+z1∈Σ(Ē)

(‖z0‖E0
+ t ‖z1‖E1

)

≤ inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

y=y0+y1∈Σ(Ē)

(‖x0 + y0‖E0
+ t ‖x1 + y1‖E1

)

≤ inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

y=y0+y1∈Σ(Ē)

(‖x0‖E0
+ ‖y0‖E0 + t ‖x1‖E1

+ t‖y1‖E1)

= inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

y=y0+y1∈Σ(Ē)

(
(‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1
) + (‖y0‖E0

+ t ‖y1‖E1
)
)

= inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
inf

y=y0+y1∈Σ(Ē)

(
(‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1
) + (‖y0‖E0

+ t ‖y1‖E1
)
)
)

= inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
(‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1
) + K(t, y)

)

= K(t, x) + K(t, y).
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Portanto, segue por i), ii), iii) e iv) que para todo t > 0, K(t, ·) é uma norma sobre Σ(Ē).

Em particular, para t = 1, temos que K(1, ·) = ‖·‖Σ(Ē) é uma norma sobre Σ(Ē). Agora falta

demonstrar que para t > 0, K(t, ·) e ‖·‖Σ(Ē) são equivalentes.

Para 0 < t < 1 e x ∈ Σ(Ē) temos

‖x‖Σ(Ē) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ ‖x1‖E1

)
≥ K(t, x)

e

K(t, x) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1

)

≥ inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(t ‖x0‖E0
+ t ‖x1‖E1

) = t ‖x‖Σ(Ē) .

Para t ≥ 1 e x ∈ Σ(Ē) temos

‖x‖Σ(Ē) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ ‖x1‖E1

)
≤ K(t, x)

e

K(t, x) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ t ‖x1‖E1

)

≤ inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(t ‖x0‖E0
+ t ‖x1‖E1

) = t ‖x‖Σ(Ē) .

Podemos então concluir que dados t > 0 e x ∈ Σ(Ē),

min(1, t) ‖x‖Σ(Ē) ≤ K(t, x) ≤ max(1, t) ‖x‖Σ(Ē) . (1.23)

Proposição 1.2.4. Para t > 0, ‖·‖∆(Ē) e J(t, ·) são normas equivalentes sobre ∆(Ē).

Demonstração. Primeiramente demonstraremos que J(t, ·) é norma sobre ∆(Ē):

(i) Dado x ∈ ∆(Ē), J(t, x) = max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
≥ 0, pois ‖x‖E0

≥ 0 para todo x ∈ E0 e

t ‖x‖E1
≥ 0 para todo x ∈ E1.

(ii) Se x = 0, então ‖x‖E0
= 0 = t ‖x‖E1

e logo, J(t, x) = J(t, 0) = 0. Se J(t, x) = 0, então

‖x‖E0
≤ 0 e t ‖x‖E1

≤ 0. Logo, ‖x‖E0
= ‖x‖E1

= 0, ou seja, x = 0.

(iii) Sejam λ ∈ C e x ∈ ∆(Ē). Então

J(t, λx) = max
(
‖λx‖E0

, t ‖λx‖E1

)
= max(|λ| ‖x‖E0

, t|λ| ‖x‖E1
)

= |λ|max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
= |λ|J(t, x).
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(iv) Sejam x, y ∈ ∆(Ē). Então

J(t, x + y) = max
(
‖x + y‖E0

, t ‖x + y‖E1

)

≤ max(‖x‖E0
+ ‖y‖E0

, t ‖x‖E1
+ t ‖y‖E1

)

≤ max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
+ max

(
‖y‖E0

, t ‖y‖E1

)

= J(t, x) + J(t, y).

Portanto, segue por i), ii), iii) e iv) que para todo t > 0, J(t, ·) é uma norma sobre ∆(Ē).

Em particular, para t = 1, temos que J(1, ·) = ‖·‖∆(Ē) é uma norma sobre ∆(Ē). Agora falta

demonstrar que para t > 0, J(t, ·) e ‖·‖∆(Ē) são equivalentes sobre ∆(Ē).

Para 0 < t < 1 e x ∈ ∆(Ē) temos

‖x‖∆(Ē) = max
(
‖x‖E0

, ‖x‖E1

)
≥ J(t, x)

e

J(t, x) = max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
≥ max

(
t ‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
= t ‖x‖∆(Ē) .

Para t ≥ 1 e x ∈ ∆(Ē) temos

‖x‖∆(Ē) = max
(
‖x‖E0

, ‖x‖E1

)
≤ J(t, x)

e

J(t, x) = max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
≤ max

(
t ‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
= t ‖x‖∆(Ē) .

Podemos então concluir que dados t > 0 e x ∈ ∆(Ē),

min(1, t) ‖x‖∆(Ē) ≤ J(t, x) ≤ max(1, t) ‖x‖∆(Ē) . (1.24)

Teorema 1.2.5. Os espaços
(
Σ(Ē), ‖·‖Σ(Ē)

)
e

(
∆(Ē), ‖·‖∆(Ē)

)
são espaços de Banach.

Demonstração. Primeiramente demonstraremos que
(
∆(Ē), ‖·‖∆(Ē)

)
é Banach. Considere-

mos então uma seqüência de Cauchy (xn)n∈N em ∆(Ē). Assim, dado ǫ > 0, existe n0 ∈ N, tal

que para quaisquer n,m ≥ n0, ‖xn − xm‖∆(Ē) < ǫ. Seque de (1.18) que ‖xn − xm‖E0 < ǫ e

‖xn − xm‖E1 < ǫ para quaisquer m,n ≥ n0 e logo, (xn)n∈N é uma seqüencia de Cauchy em E0

e em E1. Portanto existem x0 ∈ E0 e x1 ∈ E1 tais que xn −→ x0 em E0 e xn −→ x1 em E1.

Pela Definição 1.2.1 existe um espaço vetorial topológico de Hausdorff E, tal que E0 e E1 estão

continuamente incluídos em E e logo xn −→ x0 em E e xn −→ x1 em E. Mas E é Hausdorff,
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assim x0 = x1. Tomemos x = x0 = x1 ∈ ∆(Ē). Então dado ǫ > 0, existe N ∈ N tal que

‖xn − x‖E0
< ǫ e ‖xn − x‖E1

< ǫ para todo n ≥ N e conseqüentemente

‖xn − x‖∆(Ē) = max
(
‖xn − x‖E0

, ‖xn − x‖E1

)
< ǫ, n ≥ N ∈ N.

Assim,
(
∆(Ē), ‖·‖∆(Ē)

)
é Banach.

Mostremos agora que
(
Σ(Ē), ‖·‖Σ(Ē)

)
também é Banach. Dados x ∈ Σ(Ē) e ǫ > 0, por

(1.20) existe uma decomposição x = x0 + x1 tal que

∥∥x0
∥∥

E0
+

∥∥x1
∥∥

E1
≤ ‖x‖Σ(Ē) + ǫ.

Em particular, para ǫ = ‖x‖Σ(Ē), existe uma decomposição x = x0 + x1 tal que

∥∥x0
∥∥

E0
+

∥∥x1
∥∥

E1
≤ 2 ‖x‖Σ(Ē) .

Seja (xn)n∈N ⊂ Σ(Ē) tal que,
∑∞

n=1 ‖xn‖Σ(Ē) < ∞. Então para cada n ∈ N podemos encontrar

uma decomposição xn = x0
n + x1

n tal que, (x0
n)n∈N ⊂ E0 e (x1

n)n∈N ⊂ E1 e além disso,

∥∥x0
n

∥∥
E0

+
∥∥x1

n

∥∥
E1

≤ 2‖xn‖Σ(Ē).

Isto implica que
∑∞

n=1 ‖x0
n‖E0

< ∞ e
∑∞

n=1 ‖x1
n‖E1

< ∞. Como E0 e E1 são de espaços

Banach, temos que
∑∞

n=1 x0
n converge em E0 e

∑∞
n=1 x1

n converge em E1. Sejam x0 =
∑∞

n=1 x0
n

e x1 =
∑∞

n=1 x1
n, e tomemos x = x0 + x1 ∈ Σ(Ē), temos por (1.20) que,

∥∥∥∥∥x −
N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥
Σ(Ē)

=

∥∥∥∥∥

(
x0 −

N∑

n=1

x0
n

)
+

(
x1 −

N∑

n=1

x1
n

)∥∥∥∥∥
Σ(Ē)

≤
∥∥∥∥∥x0 −

N∑

n=1

x0
n

∥∥∥∥∥
E0

+

∥∥∥∥∥x1 −
N∑

n=1

x1
n

∥∥∥∥∥
E1

.

Assim, concluímos que
∑∞

n=1 xn converge em Σ(Ē) para x. Portanto temos que,
(
Σ(Ē), ‖·‖Σ(Ē)

)

é Banach.

Corolário 1.2.6. Os espaços
(
Σ(Ē), K(t, ·)

)
e

(
∆(Ē), J(t, ·)

)
são espaços de Banach, para

todo t > 0.

Demonstração. Segue imediatamente das Proposições 1.2.3, 1.2.4 e do Teorema 1.2.5.

Lema 1.2.7. A função t 7−→ K(t, x) é não negativa, não decrescente e côncava, para qualquer

x ∈ Σ(Ē). Em particular, para quaisquer t, s > 0,

min(1, t/s)K(s, x) ≤ K(t, x) ≤ max(1, t/s)K(s, x).
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Demonstração. Suponhamos que K(·, x) não seja não negativa. Então existe t0 > 0 tal que

K(t0, x) < 0, o que contradiz o fato de K(t0, ·) ser uma norma sobre Σ(Ē). Logo K(·, x) é não

negativa.

Sejam t, s ∈ (0,∞), tal que t < s. Então t ‖x1‖E1
≤ s ‖x1‖E1

para todo x1 ∈ E1, e assim

‖x0‖E0
+t ‖x1‖E1

≤ ‖x0‖E0
+s ‖x1‖E1

para todo x0 ∈ E0 e x1 ∈ E1. Portanto K(t, x) ≤ K(s, x),

ou seja, K(·, x) é não decrescente.

Consideremos t1, t2 ∈ (0,∞) e s ∈ [0, 1]. Então

(1 − s)K(t1, x) + sK(t2, x) = (1 − s) inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ t1 ‖x1‖E1

)
+

+ s inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ t2 ‖x1‖E1

)

= inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
(1 − s) ‖x0‖E0

+ (1 − s)t1 ‖x1‖E1

)
+

+ inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(s ‖x0‖E0
+ st2 ‖x1‖E1

)

≤ inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ (1 − s)t1 ‖x1‖E1
+ st2 ‖x1‖E1

)

= inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
‖x0‖E0

+ ((1 − s)t1 + st2) ‖x1‖E1

)

= K ((1 − s)t1 + st2, x) ,

e portanto K(·, x) é côncava.

Sejam agora, t, s > 0. Se t < s, como K(·, x) é não decrescente, K(t, x) ≤ K(s, x) =

max(1, t/s)K(s, x). Além disso, temos que

sK(t, x) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
s ‖x0‖E0

+ st ‖x1‖E1

)

≥ inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(
t ‖x0‖E0

+ ts ‖x1‖E1

)

= tK(s, x)

e portanto, K(t, x) ≥ (t/s)K(s, x) = min(1, t/s)K(s, x). Assim,

min(1, t/s)K(s, x) ≤ K(t, x) ≤ max(1, t/s)K(s, x).

Se t ≥ s, K(t, x) ≥ K(s, x) = min(1, t/s)K(s, x). Além disso,

sK(t, x) = inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(s ‖x0‖E0
+ st ‖x1‖E1

)

≤ inf
x=x0+x1∈Σ(Ē)

(t ‖x0‖E0
+ ts ‖x1‖E1

)

= tK(s, x)
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e portanto K(t, x) ≤ (t/s)K(s, x) = max(1, t/s)K(s, x). Assim

min(1, t/s)K(s, x) ≤ K(t, x) ≤ max(1, t/s)K(s, x).

Lema 1.2.8. A função t 7−→ J(t, x) é não negativa, não decrescente e convexa, para qualquer

x ∈ ∆(Ē). Em particular, para quaisquer t, s > 0,

min(1, t/s)J(s, x) ≤ J(t, x) ≤ max(1, t/s)J(s, x)

e

K(t, x) ≤ min(1, t/s)J(s, x).

Demonstração. Dado x ∈ ∆(Ē), como ‖x‖E0
≥ 0 e t ‖x‖E1

≥ 0, temos que J(t, x) =

max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
≥ 0, t > 0, ou seja, a função t 7−→ J(t, x) é não negativa.

Dados t, s ∈ (0,∞), t < s, temos que

J(t, x) = max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
≤ max

(
‖x‖E0

, s ‖x‖E1

)
= J(s, x),

ou seja, a função t 7−→ J(t, x) é não decrescente.

Dados t1, t2 ∈ (0,∞) e s ∈ [0, 1], temos que,

(1 − s)J(t1, x) + sJ(t2, x) = (1 − s) max
(
‖x‖E0

, t1 ‖x‖E1

)
+ s max

(
‖x‖E0

, t2 ‖x‖E1

)

= max
(
(1 − s) ‖x‖E0

, (1 − s)t1 ‖x‖E1

)
+ max(s ‖x‖E0

, st2 ‖x‖E1
)

≥ max
(
(1 − s) ‖x‖E0

+ s ‖x‖E0
, (1 − s)t1 ‖x‖E1

+ st2 ‖x‖E1

)

= max
(
‖x‖E0

, ((1 − s)t1 + st2) ‖x‖E1

)
= J ((1 − s)t1 + st2, x)

ou seja, a função t 7−→ J(t, x) é convexa.

Sejam agora t, s ∈ (0,∞). Como x ∈ ∆(Ē) podemos escrever x = x + 0 = 0 + x ∈ Σ(Ē) e

assim segue por (1.21) que

K(t, x) ≤ ‖x‖E0
e K(t, x) ≤ t ‖x‖E1

. (1.25)

Se t < s, então J(t, x) ≤ J(s, x) = max(1, t/s)J(s, x), e também

min(1, t/s)J(s, x) = (t/s)J(s, x) = max
(
(t/s) ‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)

≤ max
(
‖x‖E0

, t ‖x‖E1

)
= J(t, x).

Portanto,

min(1, t/s)J(s, x) ≤ J(t, x) ≤ max(1, t/s)J(s, x).
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Além disso, por (1.25)

min(1, t/s)J(s, x) = (t/s) max
(
‖x‖E0

, s ‖x‖E1

)
≥ t ‖x‖E1

≥ K(t, x).

Se t ≥ s, então min(1, t/s)J(s, x) = J(s, x) ≤ J(t, x), e também

sJ(t, x) = max(s ‖x‖E0
, st ‖x‖E1

) ≤ max(t ‖x‖E0
, ts ‖x‖E1

)

= t max
(
‖x‖E0

, s ‖x‖E1

)
= tJ(s, x),

ou seja, J(t, x) ≤ (t/s)J(s, x) = max(1, t/s)J(s, x). Portanto,

min(1, t/s)J(s, x) ≤ J(t, x) ≤ max(1, t/s)J(s, x).

Além disso, por (1.25),

min(1, t/s)J(s, x) = max
(
‖x‖E0

, s ‖x‖E1

)
≥ ‖x‖E0

≥ K(t, x).

Definição 1.2.9. Sejam 0 < θ < 1, 1 ≤ q ≤ ∞. Para cada função mensurável não negativa

ϕ : (0,∞) −→ R definimos:

Φθ,q (ϕ(t)) =





(∫ ∞

0

(
t−θϕ(t)

)q dt

t

)1/q

, 1 ≤ q < ∞,

sup esst>0

(
t−θϕ(t)

)
, q = ∞.

Observação 1.2.10. Qualquer f : R −→ R não decrescente é Borel mensurável. De fato, se f

é não decrescente, dado α ∈ R temos que Aα = {x ∈ R : f(x) > α} só pode ser uma semi-reta

da forma {x ∈ R : x > a} ou {x ∈ R : x ≥ a} para algum a ∈ R, ou Aα é R ou ∅. Em particular

as funções t 7−→ K(t, x) e t 7−→ J(t, y) são mensuráveis para cada x ∈ Σ(Ē) e y ∈ ∆(Ē).

Definição 1.2.11. Para x ∈ Σ(Ē) definimos,

‖x‖θ,q;K = Φθ,q (K(t, x)) .

Lema 1.2.12. A função t 7−→ K(t, x) é contínua, para todo x ∈ Σ(Ē).

Demonstração. Vimos no Lema 1.2.7 que t 7−→ K(t, x) é não decrescente e côncava. Portanto

para t0 ∈ (0,∞) e s ∈ [0, 1], temos que,

K(t0, x) ≥ K

(
(1 − s)

t0
2

+ st0, x

)
≥ (1 − s)K

(
t0
2

, x

)
+ sK(t0, x)
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e assim

lim
s→1
s<1

K(t0, x) ≥ lim
s→1
s<1

K

(
(1 − s)

t0
2

+ st0, x

)
≥ lim

s→1
s<1

(
(1 − s)K

(
t0
2

, x

)
+ sK(t0, x)

)
.

Logo, pelo Teorema do Confronto segue que,

lim
s→1
s<1

K

(
(1 − s)

t0
2

+ st0, x

)
= K(t0, x) = K

(
lim
s→1
s<1

(
(1 − s)

t0
2

+ st0

)
, x

)
.

Conseqüentemente K(·, x) é contínua à esquerda em todo ponto t0 ∈ (0,∞). Suponhamos agora

que K(·, x) não seja contínua. Então existe t0 ∈ (0,∞) tal que K(t0, x) < lim t→t0
t>t0

K(t, x), pois

K(·, x) é contínua a esquerda em t0 e é não decrescente. Seja ǫ = lim t→t0
t>t0

K(t, x)−K(t0, x) > 0.

Então existe δ > 0 tal que se t0 − δ ≤ t ≤ t0 então K(t0, x) − K(t, x) ≤ ǫ/2. Assim temos que,
{

K(t0, x) − K(t0 − δ, x) ≤ ǫ
2
,

K(t0 + δ, x) − K(t0, x) ≥ ǫ

e logo, {
1
2
K(t0 − δ, x) ≥ 1

2
K(t0, x) − ǫ

4
,

1
2
K(t0 + δ, x) ≥ 1

2
K(t0, x) + ǫ

2
.

Portanto
1

2
K(t0 − δ, x) +

1

2
K(t0 + δ, x) ≥ K(t0, x) +

ǫ

4
> K(t0, x),

o que contradiz o fato de K(·, x) ser côncava. De fato, como K(·, x) côncava, temos que para

todo s ∈ [0, 1],

K ((1 − s)(t0 − δ) + s(t0 + δ), x) ≥ (1 − s)K(t0 − δ, x) + sK(t0 + δ, x),

e em particular, para s = 1/2, temos

K(t0, x) ≥ 1

2
K(t0 − δ, x) +

1

2
K(t0 + δ, x).

Logo a função t 7−→ K(t, x) é contínua.

Lema 1.2.13. A função x ∈ Σ(Ē) 7−→ ‖x‖θ,q;K tem as propriedades de uma norma.

Demonstração. (i) Dado x ∈ Σ(Ē), a função t 7−→ K(t, x) é contínua e não negativa, e

portanto segue imediatamente que:
(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x)

)q dt

t

)1/q

≥ 0, 1 ≤ q < ∞,

sup esst>0

(
t−θK(t, x)

)
≥ 0, q = ∞.
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(ii) Novamente pelo fato de que a função t 7−→ K(t, x) é contínua e não negativa, segue

imediatamente que, x = 0 se e somente se,
(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x)

)q dt

t

)1/q

= 0, 1 ≤ q < ∞,

sup esst>0

(
t−θK(t, x)

)
= 0, q = ∞.

(iii) Sejam λ ∈ C e x ∈ Σ(Ē). Para 1 ≤ q < ∞, temos

‖λx‖θ,q;K =

(∫ ∞

0

(
t−θK(t, λx)

)q dt

t

)1/q

=

(∫ ∞

0

(
t−θ |λ|K(t, x)

)q dt

t

)1/q

=

(∫ ∞

0

|λ|q
(
t−θK(t, x)

)q dt

t

)1/q

=

(
|λ|q

∫ ∞

0

(
t−θK(t, x)

)q dt

t

)1/q

= |λ|
(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x)

)q dt

t

)1/q

= |λ| ‖x‖θ,q;K

e para q = ∞ temos

‖λx‖θ,q;K = sup esst>0

(
t−θK(t, λx)

)
= sup esst>0

(
t−θ|λ|K(t, x)

)

= |λ| sup esst>0

(
t−θK(t, x)

)
= |λ| ‖x‖θ,q;K .

(iv) Sejam x, y ∈ Σ(Ē). Para 1 ≤ q < ∞, temos

‖x + y‖θ,q;K =

(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x + y)

)q dt

t

)1/q

≤
(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x) + t−θK(t, y)

)q dt

t

)1/q

≤
(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x)

)q dt

t

)1/q

+

(∫ ∞

0

(
t−θK(t, y)

)q dt

t

)1/q

= ‖x‖θ,q;K + ‖y‖θ,q;K ,

onde a última desigualdade acima para o caso de ‖x‖θ,q;K < ∞ e ‖y‖θ,q;K < ∞, é garantida

pela Desigualdade de Minkowiski, e quando ‖x‖θ,q;K = ∞ ou ‖y‖θ,q;K = ∞, é trivial. Para

q = ∞, temos

‖x + y‖θ,q;K = sup esst>0

(
t−θK(t, x + y)

)

≤ sup esst>0

(
t−θK(t, x) + t−θK(t, y)

)

≤ sup esst>0

(
t−θK(t, x)

)
+ sup esst>0

(
t−θK(t, y)

)

= ‖x‖θ,q;K + ‖y‖θ,q;K .

Logo a função x ∈ Σ(Ē) 7−→ ‖x‖θ,q;K tem as propriedades de norma.
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Lema 1.2.14. Para x ∈ Σ(Ē) e s ∈ (0, +∞), temos que

K(s, x; Ē) ≤ Cθ,q sθ ‖x‖θ,q;K

onde Cθ,q é uma constante positiva que depende somente de θ e q.

Demonstração. Lembremos que pelo Lema 1.2.7, para quaisquer t, s > 0 temos,

min(1, t/s)K(s, x) ≤ K(t, x).

Como Φθ,q é não decrescente, aplicando Φθ,q preservamos a desigualdade acima, isto é,

Φθ,q(min(1, t/s))K(s, x) ≤ ‖x‖θ,q;K . (1.26)

Notemos agora que, se s > 0, ϕ(t) é mensurável e não negativa, então Ψ(t) = ϕ(t/s) também

é mensurável e não negativa. Tomando u = t/s temos que du = dt/s e assim para 1 ≤ q < ∞,

Φθ,q (ϕ(t/s)) = Φθ,q (Ψ(t)) =

(∫ ∞

0

(
t−θΨ(t)

)q dt

t

)1/q

=

(∫ ∞

0

(
t−θϕ(t/s)

)q dt

t

)1/q

= s−θ

(∫ ∞

0

(
(t/s)−θϕ(t/s)

)q d(t/s)

(t/s)

)1/q

= s−θΦθ,q (ϕ(t)) .

Para q = ∞ também temos que,

Φθ,q (ϕ(t/s)) = Φθ,q (Ψ(t)) = sup esst>0

(
t−θΨ(t)

)

= sup esst>0

(
t−θϕ(t/s)

)
= s−θ sup esst>0

(
(t/s)−θϕ(t/s)

)

= s−θ sup ess(t/s)>0

(
(t/s)−θϕ(t/s)

)

= s−θΦθ,q (ϕ(t)) .

Em particular, para ϕ(t) = min (1, t) temos

Φθ,q (min(1, t/s)) = s−θΦθ,q (min(1, t)) . (1.27)

Logo, de (1.26) concluímos que,

Φθ,q (min(1, t)) K(s, x) ≤ sθ ‖x‖θ,q;K .
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Então segue o resultado, pois Φθ,q (min(1, t)) é uma constante positiva que só depende de θ e

q. De fato, se 1 ≤ q < ∞ temos,

Φθ,q (min(1, t)) =

(∫ 1

0

(t−θt)q dt

t
+

∫ ∞

1

t−θq dt

t

)1/q

=

(∫ 1

0

tq(1−θ)−1dt +

∫ ∞

1

t−θq−1dt

)1/q

.

Como (q(1 − θ) − 1) 6= −1 e (−θq − 1) 6= −1 segue que,

Φθ,q (min(1, t)) =

(
tq(1−θ)

q(1 − θ)

∣∣∣∣
1

0

+ lim
N→∞

∫ N

1

t−θq−1dt

)1/q

=

(
1

q(1 − θ)
+ lim

N→∞

t−θq

−θq

∣∣∣∣
N

1

)1/q

=

(
1

q(1 − θ)
+ lim

N→∞

(
N−θq

−θq
+

1

θq

))1/q

=

(
1

q(1 − θ)
+

1

θq

)1/q

=
1

(qθ(1 − θ))1/q
. (1.28)

Consideremos agora q = ∞. Se 0 < t < 1, então t−θ min(1, t) = t1−θ < 1. Se t = 1, então

t−θ min(1, t) = 1. Se t > 1, então t−θ min(1, t) = 1/tθ < 1. Logo

Φθ,q (min(1, t)) = sup esst>0

(
t−θ min(1, t)

)
= 1.

Proposição 1.2.15. O conjunto

Kθ,q

(
Ē

)
= {x ∈ Σ(Ē) : ‖x‖θ,q;K < ∞}

é um espaço de Banach com a norma ‖·‖θ,q;K.

Demonstração. Segue do Lema 1.2.13 que o conjunto Kθ,q

(
Ē

)
é um espaço vetorial normado

com a norma ‖·‖θ,q;K . Demonstraremos que ele é completo na métrica induzida por esta norma.

Para isto, consideremos uma seqüência (xn)n∈N
⊂ Kθ,q

(
Ē

)
tal que

∑

n∈N

‖xn‖θ,q;K < ∞.

Pelo Lema 1.2.14 temos K (1, xn) ≤ C ‖xn‖θ,q;K e assim

∑

n∈N

‖xn‖Σ(Ē) < ∞.
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Mas pelo Teorema 1.2.5, Σ(Ē) é Banach, ou seja
∑

n∈N
xn converge em Σ(Ē) para um elemento

x. Agora, observemos que,
∥∥∥∥∥x −

N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥
θ,q;K

= Φθ,q

(
K

(
t, x −

N∑

n=1

xn

))
= Φθ,q

(
K

(
t,

∑

n>N

xn

))

≤ Φθ,q

(
∑

n>N

K (t, xn)

)
≤

∑

n>N

Φθ,q (K (t, xn))

=
∑

n>N

‖xn‖θ,q;K .

Portanto,

‖x‖θ,q;K ≤
∥∥∥∥∥x −

N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥
θ,q;K

+

∥∥∥∥∥

N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥
θ,q;K

≤
∑

n>N

‖xn‖θ,q;K +

∥∥∥∥∥

N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥
θ,q;K

< ∞.

Além disso, dado ǫ > 0, existe N0 ∈ N tal que para todo N ≥ N0 temos
∑

n>N ‖xn‖θ,q;K < ǫ e

portanto ∥∥∥∥∥x −
N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥
θ,q;K

≤
∑

n>N

‖xn‖θ,q;K < ǫ.

Logo, segue que x ∈ Kθ,q

(
Ē

)
e

∑
n∈N

xn converge para x em Kθ,q

(
Ē

)
.

Definição 1.2.16. O conjunto Kθ,q

(
Ē

)
da proposição anterior é chamado espaço de interpo-

lação do par Ē pelo K-método.

Teorema 1.2.17. Sejam (E0, E1) e (F0, F1) pares de interpolação e T uma aplicação linear

de E0 + E1 em F0 + F1 tal que Tj = T |Ej
∈ L (Ej, Fj), com norma ‖Tj‖Ej ,Fj

= Mj, j = 0, 1.

Então, se 0 < θ < 1 e 1 ≤ q ≤ ∞, T ∈ L
(
(E0, E1)θ,q;K , (F0, F1)θ,q;K

)
e a norma é limitada

por M1−θ
0 M θ

1 .

Demonstração. Seja x ∈ E0 + E1. Para cada decomposição x = x0 + x1 corresponde uma

decompósição T (x) = T (x0) + T (x1) e portanto

K (t, T (x)) ≤ ‖T (x0)‖F0
+ t ‖T (x1)‖F1

≤ M0 ‖x0‖E0
+ tM1 ‖x1‖E1

= M0

(
‖x0‖E0

+ tM1M
−1
0 ‖x1‖E1

)
.

Conseqüentemente

K (t, T (x)) ≤ M0K
(
tM1M

−1
0 , x

)
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e

Φθ,q (K (t, T (x))) ≤ M0Φθ,q

(
K

(
tM1M

−1
0 , x

))

‖T (x)‖F̄θ,q;K
≤ M0

(
M1M

−1
0

)θ ‖x‖Ēθ,q;K

= M0M
θ
1M−θ

0 ‖x‖Ēθ,q;K

= M1−θ
0 M θ

1 ‖x‖Ēθ,q;K
.

Notação 1.2.18. Sejam 0 < θ < 1, 1 < r < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞. Denotaremos por λθ,r,q o espaço

de todas as seqüências (αk)k∈Z
, tal que

‖(αk)‖λθ,r,q =





(∑
k∈Z

(
r−kθ |αk|

)q)1/q
, 1 ≤ q < ∞,

sup
k∈Z

(
r−kθ |αk|

)
, q = ∞.

é finito.

Observação 1.2.19. É fácil ver que a função (αk)k∈Z
∈ λθ,r,q 7−→ ‖(αk)‖λθ,r,q ∈ R tem as

propriedades de uma norma, sendo que a desigualdade triangular é obtida utilizando a De-

sigualdade de Minkowiski para series (ver Apêndice) junto com a desigualdade triangular da

função módulo. Assim
(
λθ,r,q, ‖·‖λθ,r,q

)
é um espaço vetorial normado.

Lema 1.2.20. Seja Ē = (E0, E1) um par de interpolação e seja x ∈ Σ(Ē). Então, x ∈ Kθ,q

(
Ē

)

se e somente se
(
K

(
rk, x

))
k∈Z

∈ λθ,r,q. Além disso,

r−θ (ln r)1/q
∥∥(

K
(
rk, x

))∥∥
λθ,r,q ≤ ‖x‖θ,q;K ≤ r (ln r)1/q

∥∥(
K

(
rk, x

))∥∥
λθ,r,q (1.29)

Demonstração. Sejam rk ≤ t ≤ rk+1 e 1 ≤ q < ∞. Pelo Lema 1.2.7 temos,

K
(
rk, x

)
≤ K (t, x) ≤ rK

(
rk, x

)
,

e como r−θr−kθ ≤ t−θ ≤ r−kθ, segue que

(
r−θr−kθK

(
rk, x

))q ≤
(
t−θK (t, x)

)q ≤
(
rr−kθK

(
rk, x

))q
.

Integrando agora sobre o intervalo
[
rk, rk+1

]
, com respeito a medida dt/t, obtemos

r−θq (ln r)
(
r−kθK

(
rk, x

))q ≤
∫ rk+1

rk

(
t−θK (t, x)

)q dt

t
≤ rq (ln r)

(
r−kθK

(
rk, x

))q
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e em seguida, fazendo a soma sobre k ∈ Z obtemos

r−θq (ln r)
∑

k∈Z

(
r−kθK

(
rk, x

))q ≤
∫ ∞

0

(
t−θK (t, x)

)q dt

t
≤ rq (ln r)

∑

k∈Z

(
r−kθK

(
rk, x

))q
.

Finalmente, elevando a potência 1/q obtemos (1.29). Analogamente podemos obter o resultado

para q = ∞.

Definição 1.2.21. Definimos o espaço de interpolação do par Ē pelo J-método como sendo o

conjunto Jθ,q

(
Ē

)
, de todo x ∈ Σ(Ē) que pode ser representado por

x =

∫ ∞

0

u(t)
dt

t
, (1.30)

onde u é uma função fortemente mensurável tomando valores em ∆(Ē), e a convergência da

integral está sendo considerada em Σ(Ē) e

Φθ,q (J (t, u (t))) < ∞. (1.31)

Observação 1.2.22. Dados 0 < t1 < t2 < ∞, e u (t) fortemente mensurável, tomando valores

em ∆(Ē) e tal que vale (1.31), então
(∫ t2

t1

u(t)
dt

t

)
∈ ∆(Ē).

De fato, ∫ t2

t1

‖u(t)‖∆(Ē)

dt

t
≤ C

(∫ t2

t1

‖u(t)‖q

∆(Ē)

dt

t

)1/q

.

Agora, com 0 < θ < 1 temos t−θ
2 ≤ t−θ ≤ t−θ

1 e assim 1 ≤ tθq
2 t−θq ≤ (t2/t1)

θq. Logo pelo Lema

1.2.8
∫ t2

t1

‖u(t)‖∆(Ē)

dt

t
≤ Ctθ2

(∫ t2

t1

(
t−θ ‖u(t)‖∆(Ē)

)q dt

t

)1/q

≤ Ctθ2

(∫ t2

t1

(
t−θ max (1, 1/t) J (t, u (t))

)q dt

t

)1/q

≤ Ctθ2 max (1, 1/t1)

(∫ t2

t1

(
t−θJ (t, u (t))

)q dt

t

)1/q

≤ C ′

(∫ ∞

0

(
t−θJ (t, u (t))

)q dt

t

)1/q

< ∞,

ou seja,
(∫ t2

t1
u(t)dt

t

)
∈ ∆(Ē).
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Definição 1.2.23. Para x ∈ ∆(Ē) definimos

‖x‖θ,q;J = inf
u

Φθ,q (J (t, u (t))) ,

onde o ínfimo é tomado sobre toda função u : (0,∞) −→ ∆(Ē) fortemente mensurável tal que

valem (1.30) e (1.31).

Teorema 1.2.24. Sejam (E0, E1) e (F0, F1) pares de interpolação e T uma aplicação linear de

Σ(Ē) em Σ
(
F̄

)
tal que Tj = T |Ej

∈ L (Ej, Fj), com norma ‖Tj‖Ej ,Fj
= Mj, j = 0, 1. Então, se

0 < θ < 1 e 1 ≤ q ≤ ∞, T ∈ L
(
(E0, E1)θ,q;J , (F0, F1)θ,q;J

)
e a norma é limitada por M1−θ

0 M θ
1 .

Demonstração. Para x ∈ Jθ,q

(
Ē

)
, temos, desde que T : Σ(Ē) −→ Σ

(
F̄

)
seja linear e

limitada, que T (u(t)) é mensurável,

T (x) = T

(∫ ∞

0

u(t)
dt

t

)
=

∫ ∞

0

T (u(t))
dt

t

(
convergência em Σ

(
F̄

))
.

Assim, com esta u,

J (t, T (u(t))) = max
(
‖T (u(t))‖F0

, t ‖T (u(t))‖F1

)

≤ M0 max
(
‖u(t)‖E0

, tM1M
−1
0 ‖u(t)‖E1

)

= M0J
(
tM1M

−1
0 , u(t)

)

e obtemos, pelas propriedades de Φθ,q,

Φθ,q (J (t, T (u(t)))) ≤ M1−θ
0 M θ

1 Φθ,q (J (t, u(t))) .

Tomando o ínfimo sobre u, obtemos

‖T (x)‖(F0,F1)θ,q;J
≤ M1−θ

0 M θ
1 ‖x‖(E0,E1)θ,q;J

.

Lema 1.2.25. Seja Ē = (E0, E1) um par de interpolação e seja x ∈ Σ(Ē). Então, x ∈ Jθ,q

(
Ē

)

se e somente se existem uk ∈ ∆(Ē), k ∈ Z, com

x =
∑

k∈Z

uk

(
convergência em Σ(Ē)

)
(1.32)

tal que
(
J

(
rk, uk

))
k∈Z

∈ λθ,r,q. Além disso,

(ln r)−1+ 1
q r−θ inf

(uk)

∥∥(
J

(
rk, uk

))∥∥
λθ,r,q ≤ ‖x‖θ,q;J ≤ r (ln r)−1+ 1

q inf
(uk)

∥∥(
J

(
rk, uk

))∥∥
λθ,r,q . (1.33)

onde o ínfimo é tomado sobre todas as seqüências (uk) satisfazendo (1.32).



CAPÍTULO 1. ESPAÇOS DE INTERPOLAÇÃO 23

Demonstração. Suponhamos que x ∈ Jθ,q

(
Ē

)
e seja x =

∫ ∞

0
u (t) dt

t
uma representação de x

tal que Φθ,q (J (t, u (t))) < ∞. Escolhendo uk =
∫ rk+1

rk u (t) dt
t
, k ∈ Z, segue da Observação 1.2.22

que cada uk ∈ ∆(Ē). É claro que

x =
∑

k∈Z

uk,

na norma de Σ(Ē). De fato, como
∫ ∞

0
u (t) dt

t
converge para x na norma de Σ(Ē), então sn =

∫ rn+1

r−n u (t) dt
t
−→ x em Σ(Ē), considerando agora Sn =

∑
|k|≤n uk a seqüência das soma parciais

de uk vimos que Sn = sn, então Sn −→ x em Σ(Ē). Além disso, temos

J
(
rk, uk

)
= max

(∥∥∥∥∥

∫ rk+1

rk

u (t)
dt

t

∥∥∥∥∥
E0

, rk

∥∥∥∥∥

∫ rk+1

rk

u (t)
dt

t

∥∥∥∥∥
E1

)

≤ max

(∫ rk+1

rk

‖u (t)‖E0

dt

t
, rk

∫ rk+1

rk

‖u (t)‖E1

dt

t

)

≤
∫ rk+1

rk

max
(
‖u (t)‖E0

, rk ‖u (t)‖E1

) dt

t

≤
∫ rk+1

rk

J
(
rk, u (t)

) dt

t
.

Agora, usando o Lema 1.2.8, temos J
(
rk, u(t)

)
≤ max

(
1, rk/t

)
J (t, u(t)) = J (t, u(t)) para

todo t ∈ [rk, rk+1] e logo

J
(
rk, uk

)
≤

∫ rk+1

rk

J (t, u (t))
dt

t
.

Assim,

(
r−kθJ

(
rk, uk

))q ≤
(

r−kθ

∫ rk+1

rk

J (t, u (t))
dt

t

)q

=

(
rθr−θ(k+1)

∫ rk+1

rk

J (t, u (t))
dt

t

)q

= rθq

(∫ rk+1

rk

r−θ(k+1)J (t, u (t))
dt

t

)q

.

Portanto, observando que na integral anterior r−θ(k+1) ≤ t−θ, e usando a Desigualdade de Hölder
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com p = q/(q − 1) segue que

(
r−kθJ

(
rk, uk

))q ≤ rθq

(∫ rk+1

rk

t−θJ (t, u (t))
dt

t

)q

= rθq

(∫ rk+1

rk

(
t−θJ (t, u (t))

1

t1/q

)(
1

t1−1/q

)
dt

)q

≤ rθq




(∫ rk+1

rk

(
t−θJ (t, u (t))

1

t1/q

)q

dt

)1/q(∫ rk+1

rk

(
1

t1−1/q

)q/(q−1)

dt

)1−1/q



q

= rθq

(∫ rk+1

rk

(
t−θJ (t, u (t))

)q dt

t

)(∫ rk+1

rk

dt

t

)q−1

= rθq (ln r)q−1

∫ rk+1

rk

(
t−θJ (t, u (t))

)q dt

t
.

Portanto, fazendo a soma em k ∈ Z e elevando ambos os lados da desigualdade à potência 1/q

obtemos, ∥∥(
J

(
rk, uk

))∥∥
λθ,r,q ≤ (ln r)1− 1

q rθΦθ,q (J (t, u(t))) < ∞

e assim
(
J

(
rk, uk

))
k∈Z

∈ λθ,r,q. Além disso, tomando o ínfimo sobre toda u satisfazendo (1.30),

em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

(ln r)−1+ 1
q r−θ inf

u

∥∥∥∥∥

(
J

(
rk,

∫ rk+1

rk

u (t)
dt

t

))∥∥∥∥∥
λθ,r,q

≤ ‖x‖θ,q;J . (1.34)

Reciprocamente, suponhamos que x =
∑

k∈Z
uk com (uk)k∈Z

⊂ ∆(Ē), e que
(
J

(
rk, uk

))
∈

λθ,r,q. Escolhendo u(t) = uk/ln r, rk ≤ t < rk+1 temos,

x =
∑

k∈Z

uk =
∑

k∈Z

(
uk

ln r

∫ rk+1

rk

dt

t

)
=

∑

k∈Z

(∫ rk+1

rk

uk

ln r

dt

t

)

=
∑

k∈Z

(∫ rk+1

rk

u(t)
dt

t

)
=

∫ ∞

0

u(t)
dt

t
,

onde a convergência ocorre em Σ(Ē). Se rk ≤ t < rk+1 então segue do Lema 1.2.8 que

J (t, u(t)) ≤ J
(
rk+1, u(t)

)
≤ max

(
1,

rk+1

rk

)
J

(
rk, u(t)

)
= r (ln r)−1 J

(
rk, uk

)

e assim, observando que t−θ ≤ r−kθ temos
∫ rk+1

rk

(
t−θJ (t, u(t))

)q dt

t
≤ rq (ln r)−q J

(
rk, uk

)q
∫ rk+1

rk

t−θq dt

t
≤ rq (ln r)1−q (

r−kθJ
(
rk, uk

))q
.
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Portanto, fazendo a soma em k ∈ Z e elevando à potência 1/q, segue que

Φθ,q (J (t, u(t))) ≤ r (ln r)−1+ 1
q
∥∥J

(
rk, uk

)∥∥
λθ,r,q < ∞ (1.35)

e assim x ∈ Jθ,q

(
Ē

)
. Além disso, tomando o ínfimo sobre toda seqüência (uk) satisfazendo

(1.32) e tal que
(
J

(
rk, uk

))
k∈Z

∈ λθ,r,q, em ambos os lados da desigualdade acima obtemos,

‖x‖θ,q;J ≤ r (ln r)−1+ 1
q inf

(uk)

∥∥(
J

(
rk, uk

))∥∥
λθ,r,q . (1.36)

Logo, por (1.34) e (1.36) temos (1.33).

Proposição 1.2.26. Se 1 ≤ q < ∞ então ∆(Ē) é denso em Jθ,q

(
Ē

)
.

Demonstração. Seja x ∈ Jθ,q

(
Ē

)
, então pelo Lema 1.2.25, x pode ser representado por x =

∑
k∈Z

uk (convergência em Σ(Ē)), onde uk ∈ ∆(Ē) para todo k ∈ Z e
(∑

k∈Z

(
r−kθJ(rk, uk)

)q)1/q
<

∞. Então, yN = x − ∑
|k|≤N uk ∈ Jθ,q

(
Ē

)
e yN =

∑
k∈Z

vk (convergência em Σ(Ē)) onde

vk =





uk, |k| > N,

0, |k| ≤ N.

Assim pelo Lema 1.2.25 e Proposição 1.2.4 segue que
∥∥∥∥∥∥
x −

∑

|k|≤N

uk

∥∥∥∥∥∥
θ,q;J

= ‖yN‖θ,q;J ≤ C ‖(vk)‖λθ,r,q

= C

(
∑

k∈Z

(
r−kθJ

(
rk, vk

))q

)1/q

= C




∑

|k|>N

(
r−kθJ

(
rk, uk

))q




1/q

e portanto

lim
N→∞

∥∥∥∥∥∥
x −

∑

|k|≤N

uk

∥∥∥∥∥∥
θ,q;J

= 0.

Observação 1.2.27. O J-método e o K-método são chamados, métodos de interpolação real.
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1.3 Teorema de Equivalência

Lema 1.3.1 (Lema Fundamental da Teoria de Interpolação). Suponhamos que

min (1, 1/t) K(t, x) −→ 0 com t −→ 0 ou t −→ ∞.

Então, existe uma representação

x =
∑

k∈Z

uk

(
convergência em Σ(Ē)

)

de x, tal que J
(
2k, uk

)
≤ 4K

(
2k, x

)
.

Demonstração. Dado um inteiro k, por (1.21), existe uma decomposição x = x0
k +x1

k, tal que

∥∥x0
k

∥∥
E0

+ 2k
∥∥x1

k

∥∥
E1

≤
(

1 +
1

3

)
K

(
2k, x

)
. (1.37)

Assim, usando a hipótese

0 ≤ lim
k→−∞

∥∥x0
k

∥∥
E0

+ lim
k→−∞

2k
∥∥x1

k

∥∥
E1

≤
(

1 +
1

3

)
lim

k→−∞
K

(
2k, x

)

=

(
1 +

1

3

)
lim

k→−∞
min

(
1,

1

2k

)
K

(
2k, x

)
= 0

e portanto,

lim
k→−∞

∥∥x0
k

∥∥
E0

= 0. (1.38)

Além disso,

0 ≤ lim
k→+∞

1

2k

∥∥x0
k

∥∥
E0

+ lim
k→+∞

∥∥x1
k

∥∥
E1

≤
(

1 +
1

3

)
lim

k→+∞

1

2k
K

(
2k, x

)

=

(
1 +

1

3

)
lim

k→+∞

(
min

(
1,

1

2k

)
K

(
2k, x

))
= 0

e portanto,

lim
k→+∞

∥∥x1
k

∥∥
E1

= 0. (1.39)

Escolhemos uk = x0
k−x0

k−1 = x1
k−1−x1

k, assim temos que uk ∈ ∆(Ē) e para quaisquer M, N ∈ N

segue que

x −
M∑

k=−N

uk = x − x0
M + x0

−N−1 = x0
−N−1 + x1

M .
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Portanto por (1.20) ∥∥∥∥∥x −
M∑

k=−N

uk

∥∥∥∥∥
Σ(Ē)

≤
∥∥x0

−N−1

∥∥
E0

+
∥∥x1

M

∥∥
E1

.

Fazendo N → ∞ e M → ∞ em ambos os membros da desigualdade acima e usando (1.38) e

(1.39), obtemos

x =
∑

k∈Z

uk

(
convergência em Σ(Ē)

)
.

Além disso, temos por (1.37) e pelo Lema 1.2.7 que

J
(
2k, uk

)
= max

(
‖uk‖E0

, 2k ‖uk‖E1

)

≤ max
(∥∥x0

k

∥∥
E0

+
∥∥x0

k−1

∥∥
E0

, 2k
(∥∥x1

k−1

∥∥
E1

+
∥∥x1

k

∥∥
E1

))

≤
(∥∥x0

k

∥∥
E0

+ 2k
∥∥x1

k

∥∥
E1

)
+

∥∥x0
k−1

∥∥
E0

+ 2k
∥∥x1

k−1

∥∥
E1

≤
(

1 +
1

3

)
K

(
2k, x

)
+ 2

∥∥x0
k−1

∥∥
E0

+ 2k
∥∥x1

k−1

∥∥
E1

≤
(

1 +
1

3

)
K

(
2k, x

)
+ 2

(
1 +

1

3

)
K

(
2k−1, x

)

≤ 3

(
1 +

1

3

)
K

(
2k, x

)
= 4K

(
2k, x

)
.

Corolário 1.3.2. Seja x ∈ Σ(Ē) um elemento que satisfaz

lim
t→0

K(t, x) = 0 e lim
t→∞

t−1K(t, x) = 0.

Então, existe uma função fortemente mensurável u = u(t), com u(t) ∈ ∆(Ē), satisfazendo

x =

∫ ∞

0

u(t)
dt

t

(
convergência em Σ(Ē)

)
(1.40)

e para todo t > 0, J (t, u(t)) ≤ 8 (ln 2)−1 K (t, x).

Demonstração. Sejam (x0
k)k∈Z

, (x1
k)k∈Z

e (uk)k∈Z
as seqüências obtidas na demonstração do

Lema 1.3.1. Agora, para 2k−1 ≤ t < 2k, definimos

u(t) = (ln 2)−1 uk = (ln 2)−1 (
x0

k − x0
k−1

)
= (ln 2)−1 (

x1
k−1 − x1

k

)
. (1.41)

É claro que u = u(t) é uma função fortemente mensurável, toma valores em ∆(Ē) e

∫ 2N

2−N

u(t)
dt

t
=

N∑

k=−N+1

uk = x − x0
−N − x1

N .
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Fazendo N −→ ∞, obtemos (1.40). Mais ainda, se 2k−1 ≤ t < 2k, temos por (1.41), Lema 1.3.1

e Lema 1.2.7 que

J(t, u(t)) ≤ (ln 2)−1 J
(
2k, uk

)

≤ 4 (ln 2)−1 K
(
2k, x

)

≤ 4 (ln 2)−1 max

(
1,

2k

2k−1

)
K

(
2k−1, x

)

≤ 8 (ln 2)−1 K (t, x) .

Lema 1.3.3. Para x ∈ ∆(Ē) e s ∈ (0,∞), temos que

‖x‖θ,q;J ≤ Cθ s−θJ(s, x; Ē)

onde Cθ é uma constante positiva que depende somente de θ.

Demonstração. Sejam x ∈ ∆(Ē) e s > 0. Como x ∈ Kθ,q

(
Ē

)
, segue pelo Lema 1.2.14 que

limt→0 K(t, x) = 0 e limt→∞ t−1K(t, x) = 0. Então pelo Corolário 1.3.2, existe uma função

u = u(t), fortemente mensurável em Σ(Ē) e tomando valores em ∆(Ē), satisfazendo

x =

∫ ∞

0

u(t)
dt

t

(
convergência em Σ(Ē)

)

e J (t, u(t)) ≤ 8 (ln 2)−1 K (t, x), para todo t > 0. Logo pela Definição 1.2.23, Lema 1.2.8 e por

(1.27), temos

‖x‖θ,q;J ≤ Φθ,q (J (t, u(t)))

≤ Φθ,q

(
8 (ln 2)−1 K (t, x)

)

≤ Φθ,q

(
8 (ln 2)−1 min

(
1,

t

s

)
J(s, x)

)

≤ 8 (ln 2)−1 Φθ,q

(
min

(
1,

t

s

))
J(s, x)

≤ 8 (ln 2)−1 Φθ,q (min (1, t)) s−θJ(s, x). (1.42)

Para 0 < θ < 1 fixo, sejam g(q) = Φθ,q (min (1, t)) = 1/ (qθ (1 − θ))1/q, 1 ≤ q < ∞ e

h(q) = ln
(
1/ (qθ (1 − θ))1/q

)
= (−1/q) ln (qθ (1 − θ)). Assim g(q) = eh(q) e então estudando o

comportamento de h(q) estaremos estudando também o de g(q). Temos que

dh

dq
=

1

q2
ln (qθ (1 − θ)) − 1

q

θ (1 − θ)

qθ (1 − θ)

=
1

q2
(ln (qθ (1 − θ)) − 1) ,
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assim q = e/ (θ (1 − θ)) é um ponto crítico da função h que é um ponto de mínimo. Estamos

interessados nos pontos de máximo de h(q). Temos que

lim
q→1

−1

q
ln (qθ (1 − θ)) = − ln (θ (1 − θ)) = ln

1

θ (1 − θ)
> 0,

lim
q→∞

−1

q
ln (qθ (1 − θ)) = lim

q→∞
− θ (1 − θ)

qθ (1 − θ)
= lim

q→∞
−1

q
= 0.

Portanto o máximo de g(q) ocorre quando q = 1 e assim g(q) ≤ g(1) = 1/θ (1 − θ). Conse-

qüentemente, voltando para (1.42) obtemos

‖x‖θ,q;J ≤ 8 (ln 2)−1

θ (1 − θ)
s−θJ(s, x).

Teorema 1.3.4 (Teorema de Equivalência). Seja Ē = (E0, E1) um par de interpolação, e

sejam 0 < θ < 1 e 1 ≤ q ≤ ∞. Então Jθ,q

(
Ē

)
= Kθ,q

(
Ē

)
com equivalência de normas.

Demonstração. Primeiramente, tomemos x ∈ Jθ,q

(
Ē

)
e x =

∫ ∞

0
u(t) dt/t. Então, por (1.4) e

pelo Lema 1.2.8, segue que

t−θK(t, x) = t−θK

(
t,

∫ ∞

0

u(s)
ds

s

)
≤

∫ ∞

0

t−θK (t, u(s))
ds

s

≤
∫ ∞

0

t−θ min (1, t/s) J (s, u(s))
ds

s

=

∫ ∞

0

(t/s)−θ min (1, t/s) s−θJ (s, u(s))
ds

s
= f ∗ g(t),

onde f(s) = s−θJ (s, u(s)) e g(s) = s−θ min(1, s). Assim usando a Desigualdade de Young (ver

Apêndice) para r = q e p = 1, obtemos

(∫ ∞

0

(
t−θK (t, x)

)q dt

t

)1/q

≤
(∫ ∞

0

t−θ min (1, t)
dt

t

)(∫ ∞

0

(
t−θJ (t, u(t))

)q dt

t

)1/q

.

Logo, tomando o ínfimo sobre todas as representações x =
∫ ∞

0
u(t) dt/t, obtemos por (1.28)

‖x‖θ,q;K ≤ 1

θ (1 − θ)
‖x‖θ,q;J .

Agora, pelo Lema 1.2.14, temos

K(t, x) ≤ Cθ,q tθ ‖x‖θ,q;K
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para qualquer x ∈ Kθ,q

(
Ē

)
. Assim segue que min (1, 1/t) K(t, x) → 0 quando t → 0 ou t → ∞.

Conseqüentemente, o Lema Fundamental da Teoria de Interpolação implica a existência de uma

representação x =
∑

k∈Z
uk, tal que

J
(
2k, uk

)
≤ 4K

(
2k, x

)
.

Portanto ∥∥(
J

(
2k, uk

))∥∥
λθ,2,q ≤ 4

∥∥(
K

(
2k, x

))∥∥
λθ,2,q .

Logo, pelos Lemas 1.2.25 e 1.2.20, obtemos

‖x‖θ,q;J ≤ 2 (ln 2)−1+ 1
q
∥∥(

J
(
2k, uk

))∥∥
λθ,2,q

≤ 2 (ln 2)−1+ 1
q 4

∥∥(
K

(
2k, x

))∥∥
λθ,2,q

= 8 (ln 2)−1 (ln 2)1/q
∥∥(

K
(
2k, x

))∥∥
λθ,2,q

≤ 8 (ln 2)−1 2θ ‖x‖θ,q;K

≤ 16 (ln 2)−1 ‖x‖θ,q;K .

Corolário 1.3.5. O conjunto Jθ,q

(
Ē

)
é um espaço de Banach com a norma ‖·‖θ,q;J .

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 1.3.4 e da Proposição 1.2.15.

Corolário 1.3.6. Se 1 ≤ q < ∞ então ∆(Ē) é denso em Kθ,q

(
Ē

)
.

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 1.3.4 e da Proposição 1.2.26.

Notação 1.3.7. De agora em diante não faremos distinção entre Jθ,q

(
Ē

)
e Kθ,q

(
Ē

)
, e ambos

serão denotados por Ēθ,q = (E0, E1)θ,q. As duas normas ‖·‖θ,q;J e ‖·‖θ,q;K serão denotadas por

‖·‖(E0,E1)θ,q
. É claro que

(
(E0, E1)θ,q , ‖·‖(E0,E1)θ,q

)
é um espaço de Banach e que ∆(Ē) é denso

em (E0, E1)θ,q.

Observação 1.3.8. Segue dos Teoremas 1.2.17, 1.2.24 e do Teorema da Equivalência que se

(E0, E1) e (F0, F1) são pares de interpolação e T uma aplicação linear de Σ(Ē) em Σ
(
F̄

)
tal

que Tj = T |Ej
∈ L (Ej, Fj), com norma ‖Tj‖Ej ,Fj

= Mj, j = 0, 1. Então, se 0 < θ < 1 e

1 ≤ q ≤ ∞, T ∈ L
(
Ēθ,q, F̄θ,q

)
e a norma é limitada por M1−θ

0 M θ
1 . Então para F0 = F1 = F

com ‖·‖F0
= ‖·‖F1

= ‖·‖F temos

‖T‖Ēθ,q,F ≤
(
‖T0‖E0,F

)1−θ (
‖T1‖E1,F

)θ

.
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Proposição 1.3.9. Os espaços Ēθ,q são espaços intermediários entre E0 e E1.

Demonstração. Do Lema 1.3.3 segue que

‖x‖θ,q;J ≤ CθJ(1, x) = ‖x‖∆(Ē) , x ∈ ∆(Ē).

Do Lema 1.2.14 segue que

‖x‖Σ(Ē) = K(1, x) ≤ C ‖x‖θ,q;K , x ∈ Kθ,q

(
Ē

)
.

Assim, o resultado segue do Teorema de Equivalência (Teorema 1.3.4).

1.4 O Teorema de Reiteração

Definição 1.4.1. Seja Ē um par de interpolação. Suponhamos que F seja um espaço inter-

mediário com respeito a Ē. Então dizemos que:

(a) F é de classe CK

(
θ; Ē

)
se K

(
t, x; Ē

)
≤ Ctθ ‖x‖F , x ∈ F , t > 0;

(b) F é de classe CJ

(
θ; Ē

)
se ‖x‖F ≤ Ct−θJ

(
t, x; Ē

)
, x ∈ ∆(Ē), t > 0.

Também dizemos que F é de classe C
(
θ; Ē

)
= C (θ; E0, E1) se F é de classe CK

(
θ; Ē

)
e de

classe CJ

(
θ; Ē

)
.

Observação 1.4.2. Segue da Proposição 1.3.9 e dos Lemas 1.2.14 e 1.3.3 que Ēθ,q é de classe

C
(
θ; Ē

)
.

As vezes é conveniente escrever a definição anterior de outra forma, com uso explicito de

K (t, x) e J (t, x). Na verdade é fácil verificar que

(a) F é de classe CK

(
θ; Ē

)
se e somente se para qualquer t > 0 existe x0 ∈ E0 e x1 ∈ E1,

tal que x = x0 + x1 e ‖x0‖E0
≤ Ctθ ‖x‖F e ‖x1‖E1

≤ Ctθ−1 ‖x‖F .

Também podemos mostrar que

(b) F é de classe CJ

(
θ; Ē

)
se e somente se temos ‖x‖F ≤ C ‖x‖1−θ

E0
‖x‖θ

E1
.

De fato, se F é de classe CJ

(
θ; Ē

)
temos que

‖x‖F ≤ C max
(
t−θ ‖x‖E0

, t1−θ ‖x‖E1

)
, t > 0.

Tomando t = ‖x‖E0
/ ‖x‖E1

, obtemos

‖x‖F ≤ C ‖x‖1−θ
E0

‖x‖θ
E1

.
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Reciprocamente se ‖x‖F ≤ C ‖x‖1−θ
E0

‖x‖θ
E1

temos que

‖x‖F ≤ Ct−θ ‖x‖1−θ
E0

(
t ‖x‖E1

)θ ≤ Ct−θJ
(
t, x; Ē

)
.

Teorema 1.4.3. Suponha que 0 < θ < 1 e seja F um espaço intermediário com respeito a Ē.

Então

(a) F é de classe CK

(
θ; Ē

)
se e somente se

∆(Ē) ⊂ F ⊂ Ēθ,∞;

(b) Um espaço de Banach F é de classe CJ

(
θ; Ē

)
se e somente se

Ēθ,1 ⊂ F ⊂ Σ(Ē).

(c) Um espaço de Banach F é de classe C
(
θ; Ē

)
se e somente se

Ēθ,1 ⊂ F ⊂ Ēθ,∞.

Demonstração. Pela definição de Ēθ,∞ temos que F ⊂ Ēθ,∞ se e somente se

sup
t>0

t−θK
(
t, x; Ē

)
≤ C ‖x‖F .

Isto claramente prova (a). Para provar (b), suponhamos que F seja um espaço de Banach de

classe CJ

(
θ; Ē

)
e seja x ∈ Ēθ,1, x =

∑
k uk com convergência em Σ(Ē) (ver Lema 1.2.25).

Então

‖x‖F ≤
∑

k∈Z

‖uk‖F ≤ C
∑

k∈Z

2−kθJ
(
2k, uk; Ē

)
≤ C ′ ‖x‖Ēθ,1

< ∞

e portanto x ∈ F . Reciprocamente, suponhamos que Ēθ,1 ⊂ F e sejam x ∈ ∆(Ē), t > 0. Sejam

n ∈ Z e 1 < r < ∞ tais que t = rn e tomemos

uk =





x se k = n,

0 se k 6= n.

Então

‖x‖F ≤ C ‖x‖Ēθ,1
≤ Cr−nθJ

(
rn, x; Ē

)
= Ct−θJ

(
t, x; Ē

)
,

o que mostra que F é de classe CJ

(
θ; Ē

)
. O item (c) é conseqüência imediata de (a) e (b).
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Teorema 1.4.4 (Teorema de Reiteração). Seja Ē = (E0, E1) e F̄ = (F0, F1) dois pares de

interpolação. Suponhamos que Fi, i = 0, 1 são completos e de classe C
(
θi; Ē

)
, onde 0 < θi < 1

e θ0 6= θ1. Tome θ = (1 − η) θ0 + ηθ1 com 0 < η < 1. Então, para 1 ≤ q ≤ ∞

F̄η,q = Ēθ,q,

com normas equivalentes.

Demonstração. Suponhamos que x = x0 + x1 ∈ F̄η,q com xi ∈ Fi. Como Fi é de classe

C
(
θi; Ē

)
, temos que

K
(
t, x; Ē

)
≤ K

(
t, x0; Ē

)
+ K

(
t, x1; Ē

)
≤ C

(
tθ0 ‖x0‖F0

+ tθ1 ‖x1‖F1

)

e assim segue que

K
(
t, x; Ē

)
≤ Ctθ0K

(
tθ1−θ0 , x; F̄

)
.

Aplicando Φθ,q deduzimos que

Φθ,q

(
K

(
t, x; Ē

))
≤ C

(∫ ∞

0

(
t−(θ−θ0)K

(
tθ1−θ0 , x; F̄

))q dt

t

)1/q

.

Se trocarmos a variável na integral, escrevendo s = tθ1−θ0 e notando que η = (θ − θ0) / (θ1 − θ0),

obtemos

Φθ,q

(
K

(
t, x; Ē

))
≤ C

(
1

θ1 − θ0

)1/q

Φη,q

(
K

(
s, x; F̄

))
.

No membro direito, Φη,q está agindo sobre a variável s. Segue que F̄η,q ⊂ Ēθ,q.

Agora provaremos a inclusão contrária. Suponhamos que x ∈ Ēθ,q e escolhamos uma rep-

resentação x =
∫ ∞

0
u (t) dt

t
de x em Σ(Ē). Se x ∈ F̄η,q temos pelo que já vimos até agora

que

‖x‖q

F̄η,q
= C ′

∫ ∞

0

(
t−(θ−θ0)K

(
tθ1−θ0 , x; F̄

))q dt

t
.

Usando a Proposição 1.2.3, (1.8), Lema 1.2.8 e o fato de Fi ser de classe C
(
θi; Ē

)
, obtemos

tθ0K
(
tθ1−θ0 , x; F̄

)
≤

∫ ∞

0

tθ0K
(
tθ1−θ0 , u(s); F̄

) ds

s

≤
∫ ∞

0

tθ0 min

(
1,

(
t

s

)θ1−θ0
)

J
(
sθ1−θ0 , u(s); F̄

) ds

s

≤
∫ ∞

0

tθ0 min

(
1,

(
t

s

)θ1−θ0
)

max
(
‖u(s)‖F0

, sθ1−θ0 ‖u(s)‖F1

) ds

s

≤ C ′′

∫ ∞

0

min

((
t

s

)θ0

,

(
t

s

)θ1
)

J
(
s, u(s); Ē

) ds

s
.
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Fazendo a mudança de variável s = νt, aplicando Φθ,q e utilizando a Desigualdade Integral de

Minkowiski (ver Apêndice) segue que

‖x‖F̄η,q
≤ C ′′

(∫ ∞

0

(
t−θ

∫ ∞

0

min
(
ν−θ0 , ν−θ1

)
J

(
νt, u(νt); Ē

) dν

ν

)q
dt

t

)1/q

≤ C ′′

(∫ ∞

0

νθ min
(
ν−θ0 , ν−θ1

) dν

ν

)
Φθ,q

(
J

(
s, u(s); Ē

))
.

Como
∫ ∞

0
νθ min

(
ν−θ0 , ν−θ1

)
dν
ν

< ∞, tomando o ínfimo sobre u obtemos o resultado desejado.



Capítulo 2

Análise Harmônica na Esfera Sd

Este capítulo é dedicado a apresentação de definições e alguns resultados sobre análise

harmônica na Esfera Sd que serão utilizados no Capítulo 3. Os resultados foram retirados de

[9] e por isso omitiremos a maior parte das demonstrações.

Nas três primeiras seções é realizado um estudo sobre harmônicos esféricos, harmônicos

zonais e somas de Cesàro. Na quarta seção é estudado um teorema de multiplicadores que foi

demonstrado em [2] mas que pode também ser encontrado em [9].

Consideremos duas seqüências numéricas (an) e (bn). De agora em diante, para facilitar a

notação, escreveremos an ≪ bn, se an ≤ cbn para todo n ∈ N e an ≍ bn, se c1bn ≤ an ≤ c2bn

para todo n ∈ N e constantes c, c1 e c2. Também usaremos a seguinte notação

(a)+ =





a, se a > 0,

0, caso contrário.

2.1 Harmônicos Esféricos

Definição 2.1.1. Dizemos que uma função f : R
d+1 −→ C é homogênea de grau k, k ∈ Z, se

f(λx) = λkf(x) para qualquer λ > 0 e x ∈ R
d+1.

Notação 2.1.2. Denotaremos por P o conjunto de todos os polinômios definidos sobre R
d+1 e

por Pk o subconjunto de P formado pelos polinômios que são homogêneos de grau k.

35
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Teorema 2.1.3. Para todo k ≥ 0, Pk é um subespaço vetorial de P e

dk = dimPk =

(
d + k

k

)
.

Notação 2.1.4. Seja ∆ o operador laplaciano em R
d+1. Denotaremos por Ak o subespaço

vetorial de Pk formado pelos polinômios harmônicos e homogêneos de grau k, isto é,

Ak = {p ∈ Pk : ∆p = 0} .

Notação 2.1.5. Denotaremos por Sd a esfera unitária
{
x ∈ R

d+1 : ‖x‖ = 1
}

de R
d+1.

Definição 2.1.6. Um harmônico esférico de grau k é a restrição à esfera Sd de um elemento

de Ak. Denotaremos por Hk o conjunto dos harmônicos esféricos de grau k.

Teorema 2.1.7. Temos que dimH0 = 1, dimH1 = d + 1 e

dimHk =

(
d + k

k

)
−

(
d + k − 2

k − 2

)
= ak, k ≥ 2.

Corolário 2.1.8. A restrição à esfera Sd de qualquer polinômio de (d + 1) variáveis é uma

soma finita de harmônicos esféricos.

Corolário 2.1.9. Toda função contínua sobre Sd pode ser aproximada uniformemente por

combinações lineares finitas de harmônicos esféricos.

Corolário 2.1.10. O espaço vetorial gerado pela união ∪∞
k=0Hk é denso em Lp

(
Sd

)
, 1 ≤ p <

∞.

Notação 2.1.11. Sejam f, g ∈ L2
(
Sd

)
. Denotaremos por (f, g) o produto interno usual de f

por g em L2
(
Sd

)
, isto é,

(f, g) =

∫

Sd

f(x)g(x)dσ(x),

onde σ é a medida de Lebesgue em Sd.

Teorema 2.1.12. Para k, l ≥ 0, k 6= l, temos Hk⊥Hl em relação ao produto interno ( , ).

Notação 2.1.13. Denotaremos Tn =
⊕n

k=0 Hk e T = ∪∞
n=0Tn. Temos que, dim Tn ≍ nd.



CAPÍTULO 2. ANÁLISE HARMÔNICA NA ESFERA SD 37

Corolário 2.1.14. Se f ∈ L2
(
Sd

)
, então f admite uma única representação na forma

f(x) =
∞∑

k=0

Y (k)(x),

onde a série acima converge para f na norma de L2
(
Sd

)
e Y (k) ∈ Hk. Além disso

‖f‖2
2 =

∞∑

k=0

∥∥Y (k)
∥∥2

2
.

Notação 2.1.15. Denotaremos por H a envoltória linear do conjunto ∪∞
k=0Hk, isto é, o conjunto

de todas as combinações lineares finitas de elementos de ∪∞
k=0Hk.

2.2 Harmônicos Zonais

Definição 2.2.1. Fixemos x ∈ Sd e consideremos o funcional linear L
(k)
x sobre Hk que a cada

elemento Y ∈ Hk associa o valor L
(k)
x (Y ) = Y (x). Como Hk é um espaço de Hilbert munido

do produto interno ( , ) de L2
(
Sd

)
, existe um único harmônico esférico Z

(k)
x ∈ Hk tal que

Y (x) = L(k)
x (Y ) =

(
Y, Z

(k)
x

)
=

∫

Sd

Y (y)Z(k)
x (y)dσ(y),

para todo Y ∈ Hk. Dizemos que Z
(k)
x é o harmônico zonal de grau k e polo x.

Lema 2.2.2. (a) Se
{

Y
(k)
1 , ..., Y

(k)
ak

}
é uma base ortonormal de Hk, então

Z(k)
x (y) =

ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y).

(b) Z
(k)
x assume somente valores reais e Z

(k)
x (y) = Z

(k)
y (x).

(c) Se u ∈ SO (d + 1) então Z
(k)
ux (uy) = Z

(k)
x (y).

Corolário 2.2.3. (a) Z
(k)
x (x) = dimHk = ak, para x ∈ Sd.

(b)
∑ak

j=1

∣∣∣Y (k)
j (x)

∣∣∣
2

= ak, para x ∈ Sd.

(c)
∣∣∣Z(k)

x (y)
∣∣∣ ≤ ak, para x, y ∈ Sd.
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Definição 2.2.4. Seja λ > 0. Os polinômios P λ
k (t), −1 ≤ t ≤ 1, k ≥ 0, dados por

P λ
k (t) =

∑

l+j=k

alaj

(
t − i

√
1 − t2

)l (
t + i

√
1 − t2

)j

,

onde a0 = 1 e

ak =
λ (λ + 1) · · · (λ + k − 1)

k!
, k ≥ 1,

são chamados de polinômios ultraesféricos ou de Gegenbauer.

Teorema 2.2.5. (a) (1 − 2rt + r2)
−λ

=
∑∞

k=0 P λ
k (t)rk. A série converge uniformemente

para todo r ∈ R, |r| ≤ r0, onde r0, t ∈ R, 0 < r0 < 1 e |t| ≤ 1 são fixos.

(b) P λ
0 (t) = 1, |t| ≤ 1.

(c)
d

dt
P λ

k (t) = 2λP λ+1
k−1 (t), |t| ≤ 1.

(d) P λ
k (t) é um polinômio de grau k, k ≥ 0.

(e) As combinações lineares finitas de P λ
k , formam um subconjunto denso no espaço das

funções contínuas sobre o intervalo [−1, 1] com a métrica da convergência uniforme.

(f) P λ
k (−t) = (−1)k P λ

k (t), |t| ≤ 1, k ≥ 0.

Teorema 2.2.6. Sejam d ≥ 2, λ = (d − 1) /2 e k ≥ 0. Então para todo x, y ∈ Sd temos

Z(k)
y (x) =

d + 2k − 1

d − 1
P λ

k (〈x, y〉) .

Corolário 2.2.7. Os polinômios P
(d−1)/2
k (t), k ≥ 0 são mutuamente ortogonais com respeito

ao produto interno

[f, g] =

∫ 1

−1

f(t)g(t)
(
1 − t2

)(d−2)/2
dt.

Corolário 2.2.8. Os polinômios P
(d−1)/2
k (t), k ≥ 0 formam uma base ortogonal para o espaço

L2
(
[−1, 1] , (1 − t2)

(d−2)/2
dt

)
.

Teorema 2.2.9 (Teorema de Adição). Se
{

Y
(k)
1 , ..., Y

(k)
ak

}
é uma base ortonormal de Hk,

k ≥ 0, então
ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y) = Z(k)

x (y) =
d + 2k − 1

d − 1
P

(d−1)/2
k (cos θ) ,

onde θ é o ângulo entre x e y.
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Notação 2.2.10. Denotamos por Z̃(k)(t) a função

Z̃(k)(t) =
d + 2k − 1

d − 1
P

(d−1)/2
k (t) (2.1)

e se e = ed+1 = (0, 0, ..., 0, 1) é o polo norte de Sd e f ∈ L2
(
Sd

)
, definimos a convolução Z

(k)
e ∗f

por

Z(k)
e ∗ f(x) = Z̃(k) ∗ f(x) =

∫

Sd

Z̃(k) (〈x, y〉) f(y)dσ(y) =

∫

Sd

Z(k)
x (y)f(y)dσ(y). (2.2)

Teorema 2.2.11. Seja f ∈ L2
(
Sd

)
. Então

f(x) =
∞∑

k=0

Z(k)
e ∗ f(x) (2.3)

onde a série acima converge para f na norma de L2
(
Sd

)
e Z

(k)
e ∗ f(x) ∈ Hk.

2.3 Somas de Cesàro

Definição 2.3.1. Seja δ ≥ 0 e n ∈ N, definimos o núcleo de Cesàro Sδ
n por

Sδ
n =

1

Cδ
n

n∑

m=0

Cδ
n−mZ̃(m),

onde Cδ
n são os números de Cesàro de ordem n e índice δ dados por

Cδ
n =

Γ (n + δ + 1)

Γ (δ + 1) Γ (n + 1)
.

Observação 2.3.2. Para m, k ∈ N, k ≥ 2 temos que

km

m!
≤ (m + k)!

m!k!
= (k + 1)

(
k

2
+ 1

)
.....

(
k

m
+ 1

)
≤ 2mkm.

Ou seja,

Cm
k ≍ km. (2.4)

Lema 2.3.3. Considere a Lp-norma da soma de Cesàro Sδ
n dada por

∥∥Sδ
n

∥∥
p

=

(∫ 1

−1

(
1 − x2

)(d−2)/2 ∣∣Sδ
n (x)

∣∣p dx

)1/p

.
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(i) Se 0 ≤ δ ≤ (d + 1) /2 então existe uma constante C > 0 independente de n, tal que

∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤ C





n(d−2δ−1)/2, 1 ≤ p < (2d)/ (d + 2δ + 1) ,

n(d−2δ−1)/2 (ln n)(d+2δ+1)/(2d) , p = (2d)/ (d + 2δ + 1) ,

nd(1−1/p), p > (2d)/ (d + 2δ + 1) .

(ii) Se (d + 1) /2 ≤ δ ≤ d então existe uma constante C > 0 independente de n, tal que
∥∥Sδ

n

∥∥
p
≤ Cnd(1−1/p), 1 ≤ p ≤ ∞.

Corolário 2.3.4. Temos que

∥∥Sδ
n

∥∥
1
≪





n(d−1)/2−δ, 0 ≤ δ < (d − 1)/2,

n(d−1)/2−δ ln n, δ = (d − 1)/2,

1, δ > (d − 1)/2.

Definição 2.3.5. Seja (λk)k∈N
uma seqüência numérica. Definimos

∆0λk = λk, ∆1λk = λk − λk+1

e definimos indutivamente

∆n+1λk = ∆nλk − ∆nλk+1.

Proposição 2.3.6. Para quaisquer n, k ∈ N temos que

∆nλk =
n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)
λk+j.

Demonstração. Vamos fazer por indução sobre n. Temos que

∆2λk = λk − 2λk+1 + λk+2.

Agora, suponhamos que o resultado seja verdadeiro para algum n ∈ N, então

∆n+1λk =
n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)
λk+j −

n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)
λk+j+1

= λk +
n∑

j=1

(−1)j

[(
n

j

)
+

(
n

j − 1

)]
λk+j + (−1)n+1 λk+n+1

= λk +
n∑

j=1

(−1)j

(
n + 1

j

)
λk+j + (−1)n+1 λk+n+1

=
n+1∑

j=0

(−1)j

(
n + 1

j

)
λk+j.
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Definição 2.3.7. Seja f(x) uma função contínua sobre R. Definimos,

∆1
hf(x) = f(x) − f(x + h), ∆n+1

h f(x) = ∆n
hf(x) − ∆n

hf(x + h).

Proposição 2.3.8. Para quaisquer n ∈ N temos que

∆n
hf(x) =

n∑

j=0

(−1)j n!

j! (n − j)!
f(x + jh).

Demonstração. É análoga a demonstração da Proposição 2.3.6.

Proposição 2.3.9. Seja f(x) uma função real definida para x ≥ 0 e com derivadas até a ordem

n. Então

∆n
hf(x) = (−1)n

∫ h

0

· · ·
∫ h

0

f (n) (x + t1 + t2 + · · · + tn) dt1dt2 . . . dtn (2.5)

e

|∆n
hf(x)| ≤ hn max

0≤t≤nh

∣∣f (n) (x + t)
∣∣ .

Demonstração. Para n = 1, (2.5) é verdadeira pelo Teorema Fundamental do Cálculo, pois

−∆1
hf(x) = f(x + h) − f(x) =

∫ h

0

f ′(x + t)dt.

Suponhamos que (2.5) seja verdadeira para algum n ∈ N. Vamos demonstrar que (2.5) também

é verdadeira para n + 1. Novamente pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

∆n+1
h f(x) = ∆n

hf(x) − ∆n
hf(x + h)

= (−1)n

∫ h

0

· · ·
∫ h

0

f (n) (x + t1 + t2 + · · · + tn) dt1dt2 . . . dtn

− (−1)n

∫ h

0

· · ·
∫ h

0

f (n) (x + t1 + t2 + · · · + tn + h) dt1dt2 . . . dtn

= (−1)n+1

∫ h

0

· · ·
∫ h

0

f (n+1) (x + t1 + t2 + · · · + tn+1) dt1dt2 . . . dtn+1

e portanto obtemos (2.5) para n + 1. Feito isso segue que

|∆n
hf(x)| ≤

∫ h

0

· · ·
∫ h

0

∣∣f (n) (x + t1 + t2 + · · · + tn)
∣∣ dt1dt2 . . . dtn

≤ hn max
0≤t≤nh

∣∣f (n)(x + t)
∣∣ .
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Lema 2.3.10 (A transformada de Abel). Sejam (uk)k∈N
e (vk)k∈N

duas seqüências quaisquer

e seja Uk =
∑k

j=0 uj. Então

n∑

k=0

ukvk =
n−1∑

k=0

Uk (vk − vk+1) + Unvn.

Lema 2.3.11. Para qualquer seqüência de funções (Zj(x))j∈N
e quaisquer N, n ∈ N temos que

CN
n SN

n (x) =
n∑

k1=0

k1∑

k2=0

· · ·
kN−1∑

kN=0

kN∑

j=0

Zj(x).

Lema 2.3.12. Para qualquer seqüência de números (λm)m∈N
, qualquer seqüência de funções

(Zj(x))j∈N
e quaisquer N, n ∈ N temos que

n∑

m=0

λmZm(x) =
n−N−1∑

m=0

CN
mSN

m(x)∆N+1λm +
N∑

m=0

Cm
n−mSm

n−m(x)∆mλn−m.

2.4 Teorema de Multiplicadores

Notação 2.4.1. Denotemos a bola unitária de Lp
(
Sd

)
por Up =

{
ϕ ∈ Lp

(
Sd

)
: ‖ϕ‖p ≤ 1

}
.

Definição 2.4.2. Seja Λ = (λk)k≥0 uma seqüência de números complexos e sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞.

Se para toda ϕ ∈ Lp
(
Sd

)
existe uma função f = Λϕ ∈ Lq com expansão formal em harmônicos

esféricos

f ∼
∞∑

k=0

λkZ̃
(k) ∗ ϕ (2.6)

tal que

‖Λ‖p,q = sup
ϕ∈Up

‖Λϕ‖q < ∞, (2.7)

dizemos que Λ é um operador multiplicador de tipo-(p, q) com norma ‖Λ‖p,q.

Teorema 2.4.3 (Teorema de Multiplicadores). Seja

N =





(d + 1) /2; d = 3, 5, ...

(d + 2) /2; d = 2, 4, ...

e seja Λ = (λk)k∈N
uma seqüência de números complexos. Sejam 1 ≤ r, p, q ≤ ∞ tal que

1 − 1/r = (1/p − 1/q)+. Suponhamos que

lim
k→∞

∣∣∆jλk

∣∣ kj = 0, 0 ≤ j ≤ N (2.8)
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e
∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣ nN+d(1−1/r) < ∞. (2.9)

Então existe uma constante positiva C tal que

‖Λ‖p,q ≤ |λ0| + C

∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣ nN+d(1−1/r).

Além disso, se ϕ ∈ Lp
(
Sd

)
e

tn (ϕ) = λ0C0 +

(
n∑

k=1

CN
k SN

k ∆N+1λk

)
∗ ϕ,

temos que

‖Λϕ − tn (ϕ)‖q ≤ C

∞∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r) ‖ϕ‖p .

Observação 2.4.4. Suponhamos que a seqüência Λ = (λk)k∈N
satisfaça a condição (2.8) do

Teorema de Multiplicadores e que existe uma constante positiva C e η > 1, tal que

∣∣∆N+1λk

∣∣ ≤ Ck−d(1−1/r)−N−η, k ≥ 1.

Então
∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣ nN+d(1−1/r) ≤ C

∞∑

n=1

n−η < ∞.

Portanto, de acordo com o Teorema de Multiplicadores temos que

‖Λ‖p,q ≤ |λ0| + C

∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣ nN+d(1−1/r) ≤ |λ0| + C

∞∑

n=1

n−η ≤ |λ0| + C

(
1 +

1

η − 1

)

e se ϕ ∈ Lp
(
Sd

)
,

‖Λϕ − tn (ϕ)‖q ≤ C

∞∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r) ‖ϕ‖p ≤ C

∞∑

k=n+1

k−η ‖ϕ‖p ≤
C

(η − 1) nη−1
‖ϕ‖p .

Observação 2.4.5. Consideremos agora a seqüência µ−s
k = (k (k + d − 1))−s/2 onde s ∈ R,

s > 0. Denotando f(k) = µ−s
k , pela Proposição 2.3.9 temos que

∣∣∆jµ−s
k

∣∣ =
∣∣∆j

1f(k)
∣∣ ≤ max

0≤t≤j

∣∣f (j) (k + t)
∣∣

= max
k≤t≤k+j

∣∣f (j)(t)
∣∣ = max

k≤t≤k+j
Cs,jt

−s−j ≤ Cs,jk
−s−j, (2.10)
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para j, k ∈ N. Logo ∣∣∆jµ−s
k

∣∣ kj ≤ Cs,jk
−s

e então

lim
k→∞

∣∣∆jµ−s
k

∣∣ kj = 0, 0 ≤ j ≤ N, (2.11)

isto é, a condição (2.8) do Teorema de Multiplicadores é satisfeita.

Seja s = ǫ + d (1/p − 1/q)+, ǫ > 0 e 1 ≤ r, p, q ≤ ∞ tal que 1− 1/r = (1/p − 1/q)+. Temos

por (2.10) que ∣∣∆N+1µ−s
k

∣∣ ≤ Csk
−d(1−1/r)−N−(1+ǫ).

Segue de (2.11) e da Observação 2.4.4 que

∥∥Λ−sϕ − tn (ϕ)
∥∥

q
≤ C

ǫnǫ
‖ϕ‖p =

C

ǫ
n−s+d(1/p−1/q)+ ‖ϕ‖p .

Logo, para s > d (1/p − 1/q)+, Λ−s é um operador multiplicador de tipo-(p,q) e para cada

ϕ ∈ Lp e n ∈ N, existe uma função polinomial tn(ϕ) ∈ Tn tal que

∥∥Λ−sϕ − tn(ϕ)
∥∥

q
≪ n−s+d(1/p−1/q)+ ‖ϕ‖p .



Capítulo 3

Espaços de Sobolev e Besov

Este é o capítulo mais importante desta dissertação e onde estão aplicados os resultados dos

capítulos anteriores. Os resultados aqui apresentados foram demonstrados em [7].

Na primeira seção estão as definições de espaços de Sobolev e de Besov como podem ser

encontradas em [7] e [6]. São definidas indutivamente funções Ψj, 1 ≤ j ≤ d, onde d é a

dimensão da esfera Sd. Para definir os espaços de Besov é necessário construir uma seqüência

de funções zonais Kn(z) utilizando uma família de seqüências numéricas (λn
k)n

k=0 que por sua

vez é construída a partir das funções Ψj. A maior parte desta seção é dedicada ao estudo das

propriedades destas funções.

Na segunda seção são aplicados os resultados da seção anterior e do Capítulo 1 para de-

mostrar o principal teorema estudado nesta dissertação que diz que todo espaço de Besov é um

espaço de interpolação de dois espaços de Sobolev.

3.1 Espaços de Sobolev e Besov

Notação 3.1.1. Para cada s ∈ R, denotemos Λs = (µs
k)k≥0, onde µs

k = (k (k + d − 1))s/2.

Definição 3.1.2. O espaço de Sobolev W s
p , s > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, é definido como sendo o espaço

vetorial

W s
p = {f ∈ Lp : Λsf ∈ Lp} (3.1)

munido da norma

‖f‖W s
p

= ‖Λsf‖p . (3.2)

45
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Aqui identificamos funções que diferem por uma constante, isto é, se f − g = constante, então

f = g em W s
p . A classe de Sobolev W

s

p, s > 0, é definida como sendo a bola unitária de W s
p ,

isto é,

W
s

p =
{

f ∈ W s
p : ‖f‖W s

p
≤ 1

}
. (3.3)

Observação 3.1.3. Observamos que

W
s

p =
{
c + Λ−sϕ : c ∈ R, ϕ ∈ Up

}
.

De fato, se f ∈ {c + Λ−sϕ : c ∈ R, ϕ ∈ Up}, então f = C + Λ−sg, g ∈ Up. Logo

‖f‖W s
p

=
∥∥Λs

(
C + Λ−sg

)∥∥
p

=
∥∥Λs

(
Λ−sg

)∥∥
p

= ‖g‖p ≤ 1,

o que implica que f ∈ W
s

p. Agora se f ∈ W
s

p, então Λsf = h ∈ Lp
(
Sd

)
e ‖f‖W s

p
≤ 1. Assim

Λ−s (Λsf) = f = Λ−sh e ‖h‖p = ‖f‖W s
p
≤ 1,

o que implica que f ∈ {c + Λ−sh : c ∈ R, h ∈ Up}.

Notação 3.1.4. Consideremos as funções Ψj, 0 ≤ j ≤ d definidas por

Ψ0(t) =





1, 0 ≤ t ≤ 1,

0, t > 1,

Ψj(t) = 2d

∫ t+ 1
2d

t

Ψj−1(u)du, 1 ≤ j ≤ d.

Lema 3.1.5. i) A função Ψd é (d − 1) vezes continuamente diferenciável e não negativa em

[0,∞);

ii) Ψ
(d−1)
d é Lipschitziana;

iii) Ψd(t) = 1 para 0 ≤ t ≤ 1/2;

iv) Ψd(t) = Pd(t) =
(2d)d

d!
(1 − t)d , 1 − 1

2d
≤ t ≤ 1;

v) Ψd é um polinômio de grau d em cada intervalo [tj, tj−1], 1 ≤ j ≤ d, onde tj = 1 − j

2d
.
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Demonstração. (i) Segue diretamente da definição de Ψd.

(ii) Vamos mostrar que Ψ
(d−1)
d é uma combinação linear finita de funções Lipschitzianas e

portanto Lipschitziana.

Ψd(t) = 2d

∫ t+ 1
2d

t

Ψd−1(u)du = 2d

∫ t+ 1
2d

0

Ψd−1(u)du − 2d

∫ t

0

Ψd−1(u)du.

Ψ′
d(t) = 2d Ψd−1

(
t +

1

2d

)
− 2d Ψd−1 (t) = 2d

(
Ψd−1

(
t +

1

2d

)
− Ψd−1 (t)

)
.

Ψ′′
d (t) = 2d

(
2d

(
Ψd−2

(
t +

2

2d

)
− Ψd−2

(
t +

1

2d

))
− 2d

(
Ψd−2

(
t +

1

2d

)
− Ψd−2 (t)

))

= (2d)2

(
Ψd−2

(
t +

2

2d

)
− 2Ψd−2

(
t +

1

2d

)
+ Ψd−2 (t)

)
.

Ψ′′′
d (t) = (2d)3

(
Ψd−3

(
t +

3

2d

)
− Ψd−3

(
t +

2

2d

)
− 2

(
Ψd−3

(
t +

2

2d

)
− Ψd−3

(
t +

1

2d

)))

+ (2d)3

(
Ψd−3

(
t +

1

2d

)
− Ψd−3 (t)

)

= (2d)3

(
Ψd−3

(
t +

3

2d

)
− 3Ψd−3

(
t +

2

2d

)
+ 3Ψd−3

(
t +

1

2d

)
− Ψd−3 (t)

)
.

Prosseguindo com este processo obtemos,

Ψ
(d−1)
d (t) = (2d)d−1

d∑

j=1

(−1)j−1 ad,jΨ1

(
t +

d − j

2d

)
,

onde ad,j é o elemento da d-ésima linha e j-ésima coluna do triângulo de Pascal. Assim podemos

escrever

Ψ
(d−1)
d (t) =

d∑

j=1

cjΨ1

(
t +

d − j

2d

)
,

onde c1, ..., cd são constantes dependendo somente de d.

(iii) Suponhamos que para algum 0 ≤ j < d, Ψj(s) = 1 para 0 ≤ s ≤ 1 − j/(2d). Se

0 ≤ t ≤ 1 − (j + 1)/(2d) e t ≤ s ≤ t + 1/(2d) então 0 ≤ s ≤ 1 − j/(2d). Assim temos que

Ψj+1(t) = 2d

∫ t+ 1
2d

t

Ψj(s)ds = 2d

∫ t+ 1
2d

t

1 ds = 1 0 ≤ t ≤ 1 − j + 1

2d
.
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Portanto, como Ψ0(t) = 1 para 0 ≤ t ≤ 1, segue por indução que Ψj(t) = 1 para 0 ≤ t ≤
1 − j/(2d) e para 0 ≤ j ≤ d. Em particular Ψd(t) = 1 para 0 ≤ t ≤ 1/2.

(iv) Suponhamos que para algum 0 ≤ j < d, Ψj(s) = 0 para s > 1. Então

Ψj+1(t) = 2d

∫ t+ 1
2d

t

Ψj(s)ds = 0, t > 1.

Portanto, como Ψ0(t) = 0 para t > 1, segue por indução que Ψj(t) = 0 para t > 1 e 0 ≤ j ≤ d.

Suponhamos agora que para algum 0 ≤ j < d, Ψj(s) = Pj(s) = ((2d)j/(j!))(1 − s)j para

1 − 1/(2d) ≤ s ≤ 1. Então para 1 − 1/(2d) ≤ t ≤ 1 temos,

Ψj+1(t) = 2d

∫ t+ 1
2d

t

Ψj(s)ds = 2d

∫ 1

t

Ψj(s)ds

= 2d

∫ 1

t

(2d)j

j!
(1 − s)j ds =

(2d)j+1

j!

∫ 1−t

0

vjdv

=
(2d)j+1

j!

[
vj+1

j + 1

]1−t

0

=
(2d)j+1

(j + 1)!
(1 − t)j+1 .

Portanto, como Ψ0(t) = 1 para 1 − 1/(2d) ≤ t ≤ 1, segue por indução que Ψj(t) = Pj(t) =

((2d)j/(j!))(1 − t)j para 1 − 1/(2d) ≤ t ≤ 1 e 0 ≤ j ≤ d. Em particular, para j = d temos

Ψd(t) = Pd(t) =
(2d)d

d!
(1 − t)d , 1 − 1

2d
≤ t ≤ 1.

(v) Vamos mostrar que Ψ
(d)
d é constante em cada intervalo [tj, tj−1], o que implica que Ψd é

um polinômio de grau d em cada um desses intervalos. De ii) junto com o Teorema Fundamental

do Cálculo, segue que

Ψ
(d)
d (t) = (2d)d−1

d∑

j=1

(−1)j−1 ad,jΨ
′
1

(
t +

d − j

2d

)

= (2d)d−1
d∑

j=1

(−1)j−1 ad,j2d

(
Ψ0

(
t +

d − j + 1

2d

)
− Ψ0

(
t +

d − j

2d

))

= (2d)d

(
ad,1Ψ0

(
t +

d

2d

)
− (ad,1 + ad,2) Ψ0

(
t +

d − 1

2d

)
+ · · · + (−1)d−1 ad,dΨ0(t)

)

= (2d)d
d+1∑

j=1

(−1)j−1 ad+1,jΨ0

(
t +

d + 1 − j

2d

)

=
d+1∑

j=1

cjΨ0

(
t +

d + 1 − j

2d

)
,
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onde c1, ..., cd+1 são constantes dependendo somente de d. Então

Ψ
(d)
d (t) =

(
d+1∑

j=1

cj

)
χ

[0,1/2]
(t) +

d∑

k=1

(
d+1∑

j=d+2−k

cj

)
χ

(tk,tk−1]
(t)

= a0χ[0,1/2]
(t) +

d∑

k=1

akχ(tk,tk−1]
(t),

onde a0, ..., ad são constantes dependendo somente de d.

Notação 3.1.6. Para cada n ∈ N considere a seqüência (λn
k)n

k=o dada por

λn
k = Ψd

(
k

n

)
, 0 ≤ k ≤ n. (3.4)

Lema 3.1.7. Para n ≥ 2d2 e 0 ≤ j ≤ d,

∣∣∆jλn
n−j

∣∣ ≤ (2d)2d n−d. (3.5)

Além disso, para todo n ∈ N e 1 ≤ k ≤ n,

∣∣∆d+1λn
k

∣∣ ≤ Cd n−d, (3.6)

onde Cd é uma constante que depende somente de d.

Demonstração. Para n ≥ 2d2 e 0 ≤ j ≤ d, temos

n − j

n
= 1 − j

n
≥ 1 − d

n
≥ 1 − d

2d2
= 1 − 1

2d
.

Assim por (3.4) e pelo Lema 3.1.5 (iv),

λn
n−j = Ψd

(
n − j

n

)
= Pd

(
n − j

n

)
.

Além disso

∆jλn
n−j = ∆j

1
n

Pd

(
n − j

n

)
.

De fato, segue das Proposições 2.3.8 e 2.3.6 que

∆j
1
n

Pd

(
n − j

n

)
=

j∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)
Pd

(
n − j

n
+

k

n

)

=

j∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)
Pd

(
n − j + k

n

)

=

j∑

k=0

(−1)k

(
j

k

)
λn

n−j+k = ∆jλn
n−j.
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Conseqüentemente, usando a Proposição 2.3.9, temos

∣∣∆jλn
n−j

∣∣ =

∣∣∣∣∆
j
1
n

Pd

(
n − j

n

)∣∣∣∣ ≤
(

1

n

)j

max
0≤t≤ j

n

∣∣∣∣P
(j)
d

(
t +

n − j

n

)∣∣∣∣

= n−j max
n−j

n
≤t≤1

∣∣∣P (j)
d (t)

∣∣∣ ≤ n−j

∣∣∣∣P
(j)
d

(
n − j

n

)∣∣∣∣

= n−j (2d)d

(d − j)!

(
j

n

)d−j

= n−d (2d)d jd−j

(d − j)!

≤ n−d (2d)d jd−j ≤ n−d (2d)d jd

≤ n−d (2d)d (2d)d ≤ n−d (2d)2d ,

provando (3.5). Falta provar (3.6). Para todo n ∈ N e 1 ≤ k ≤ n, temos

∆d+1λn
k = ∆dλn

k − ∆dλn
k+1.

Como Ψ
(d)
d é contínua por partes e logo integrável, podemos usar 2.3.9 e assim

∣∣∆dλn
k

∣∣ =

∣∣∣∣∆
d
1
n
Ψd

(
k

n

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫ 1/n

0

· · ·
∫ 1/n

0

Ψ
(d)
d

(
k

n
+ t1 + · · · + td

)
dt1dt2...dtd

∣∣∣∣∣

≤ Cd n−d.

Logo, podemos concluir que
∣∣∆d+1λn

k

∣∣ ≤
∣∣∆dλn

k

∣∣ +
∣∣∆dλn

k+1

∣∣ = 2Cd n−d = C ′
d n−d.

Definição 3.1.8. Definimos o polinômio zonal Kn(z) por

Kn(z) =
n∑

k=0

λn
kZ(k)

e (z) (3.7)

e para k ≥ 0 escrevemos

ϕ
k
(z) = K2k(z) − K2k−1(z), k ≥ 1; ϕ0 = Z(0)

e (z). (3.8)

Definição 3.1.9. O espaço de Besov Bs
p,q, s, p, q ∈ R, s > 0, 1 ≤ p, q ≤ ∞, é definido por

Bs
p,q =

{
f ∈ Lp : ‖f‖Bs

p,q
< ∞

}
, (3.9)

onde

‖f‖Bs
p,q

=

(
∞∑

k=0

(
2ks ‖ϕ

k
∗ f‖p

)q
)1/q

. (3.10)
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Observação 3.1.10. Assim como nos espaços de Sobolev, identificamos duas funções em Bs
p,q

que diferem por uma constante. É fácil ver que Bs
p,q é um espaço vetorial normado com norma

‖·‖Bs
p,q

. A classe de Besov B
s

p,q, s > 0, é definida como sendo a bola unitária de Bs
p,q, isto é,

B
s

p,q =
{

f ∈ Bs
p,q : ‖f‖Bs

p,q
≤ 1

}
. (3.11)

3.2 Aplicações

Lema 3.2.1. Existe uma constante Cd, dependendo somente de d, tal que

‖Kn‖1 ≤ Cd, n ≥ 1.

Demonstração. Aplicando a transformada de Abel d + 1 vezes, obtemos (ver Lemas 2.3.10 e

2.3.12)

Kn(z) =
n−d−1∑

k=0

(
∆d+1λn

k

)
Cd

kSd
k(z) +

d∑

j=0

(
∆jλn

n−j

)
Cj

n−jS
j
n−j(z)

e assim

‖Kn‖1 ≤
n−d−1∑

k=0

∣∣∆d+1λn
k

∣∣ Cd
k

∥∥Sd
k

∥∥
1
+

d∑

j=0

∣∣∆jλn
n−j

∣∣ Cj
n−j

∥∥Sj
n−j

∥∥
1

= σ1 + σ2.

Usando o Lema 3.1.7, o Corolário 2.3.4 e (2.4) temos

∣∣∆jλn
n−j

∣∣ Cj
n−j

∥∥Sj
n−j

∥∥
1
≪





n−(d+1)/2, 0 ≤ j < (d − 1) /2,

n−(d+1)/2 ln n, j = (d − 1) /2,

n−d+j, (d − 1) /2 < j ≤ d.

Portanto, segue que σ2 é limitado por uma constante que depende somente de d. Falta demon-

strar que σ1 também é limitado por uma constante dependendo somente de d. Segue de (2.4)

e do Corolário 2.3.4 que

σ1 ≪
n−d−1∑

k=0

∣∣∆d+1λn
k

∣∣ kd.

Agora, sejam

In
k =

[
k

n
,
k + d + 1

n

]
, 1 ≤ k ≤ n,

tj = 1 − j

2d
, 0 ≤ j ≤ d

(
descontinuidades de Ψ

(d+1)
d

)
,
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En,d = {k ∈ N : {t0, ..., td} ∩ In
k 6= ∅, 1 ≤ k ≤ n} ,

In
k,j =

[
k + j

n
,
k + j + 1

n

)
, 0 ≤ j ≤ d − 1, In

k,d =

[
k + d

n
,
k + d + 1

n

]
.

Então In
k =

⋃d
j=0 In

k,j e a união é disjunta. Agora, observemos que

{t0, ..., td} ∩ In
k =

(
d⋃

j=0

{tj}
)

∩
(

d⋃

j=0

In
k,j

)
=

d⋃

j=0

d⋃

l=0

{tj} ∩ In
k,l.

Então k ∈ En,d se e somente se {tj} ∩ In
k,l 6= ∅ para algum 0 ≤ j ≤ d e algum 0 ≤ l ≤ d, ou

seja, se e somente se tj ∈ In
k para algum 0 ≤ j ≤ d. Suponhamos então que tj ∈ In

k , ou seja,

k

n
≤ 1 − j

2d
≤ k

n
+

d + 1

n
.

Então a primeira desigualdade nos diz que

k ≤ n − nj

2d

e a segunda desigualdade nos diz que

k ≥ n − nj

2d
− (d + 1) .

Portanto,

n − nj

2d
− (d + 1) ≤ k ≤ n − nj

2d
.

Conseqüentemente, tj ∈ In
k para no máximo (d + 2) valores de de k. Logo

card (En,d) ≤
d∑

j=0

card ({k : tj ∈ In
k }) = (d + 1) (d + 2) , n ∈ N.

Suponhamos que k /∈ En,d. Então {t0, ..., td} ∩ In
k = ∅, o que implica que Ψd é (d + 1) vezes

diferenciável em In
k e Ψ

(d+1)
d (t) = 0 para todo t ∈ In

k . Assim da Proposição 2.3.9 segue que

∣∣∆d+1λn
k

∣∣ =

∣∣∣∣∆
d+1
1
n

Ψd

(
k

n

)∣∣∣∣ ≤ n−(d+1) max
k
n
≤t≤ k+d+1

n

∣∣∣Ψ(d+1)
d (t)

∣∣∣ = 0.

Portanto
{
k ∈ N : ∆d+1λn

k 6= 0, 0 ≤ k ≤ n
}
⊂ En,d.

Assim por (3.6),

σ1 ≤ C

n−d−1∑

k=0

∣∣∆d+1λn
k

∣∣ kd ≤ C
∑

k∈En,d

∣∣∆d+1λn
k

∣∣ kd

≤ Cd

∑

k∈En,d

n−dkd = Cd

∑

k∈En,d

(
k

n

)d

≤ Cd (d + 1) (d + 2) max
k∈En,d

(
k

n

)d

= C ′
d.
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Teorema 3.2.2 (Desigualdade de Bernstein). Para todo s, p ∈ R, s > 0, e 1 ≤ p ≤ ∞,
∥∥∥∥∥

m∑

k=1

µs
kZ̃

(k) ∗ f

∥∥∥∥∥
p

≤ Csm
s ‖f‖p , f ∈ Tm, m ≥ 1.

Demonstração. Está demonstrado em [3].

Corolário 3.2.3. Sejam s, p ∈ R, s > 0, e 1 ≤ p ≤ ∞. Então

‖Λs (ϕk ∗ f)‖p ≤ Cs2
ks ‖ϕk ∗ f‖p , f ∈ Lp, k ≥ 0, (3.12)

e

‖ϕk ∗ f‖p ≤ Cs2
−ks ‖Λsf‖p , f ∈ W s

p , k ≥ 0. (3.13)

Demonstração. Sejam f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, e k ≥ 0. Temos que ϕk ∗ f ∈ T2k . Assim, pelo

Teorema 3.2.2,

‖Λs (ϕk ∗ f)‖p ≤ Cs2
ks ‖ϕk ∗ f‖p , f ∈ Lp, k ≥ 0.

Agora, se f ∈ W s
p , seja tn

2
um polinômio de grau n/2 satisfazendo a Observação 2.4.5 para

ϕ = Λsf . Então ∥∥f − tn
2

∥∥
p
≪ n−s ‖Λsf‖p , (3.14)

e Kn ∗ tn
2

= tn
2
. De fato, como Kn =

∑n
k=0 λn

kZ
(k)
e e Z

(k)
e ∗ tn

2
= 0, k > n/2, temos

Kn ∗ tn
2

=

n/2∑

k=0

λn
k

(
Z(k)

e ∗ tn
2

)
.

Mas se 0 ≤ k ≤ n/2 então 0 ≤ k/n ≤ 1/2. Assim pelo Lema 3.1.5, λn
k = Ψd (k/n) = 1 e logo

Kn ∗ tn
2

=

n/2∑

k=0

Z(k)
e ∗ tn

2
= tn

2
.

Portanto, pela Desigualdade de Young, por (3.14) e pelo Lema 3.2.1, temos

‖f − Kn ∗ f‖p =
∥∥f − Kn ∗ f + tn

2
− tn

2

∥∥
p

=
∥∥(

f − tn
2

)
+ tn

2
− Kn ∗ f

∥∥
p

=
∥∥(

f − tn
2

)
− Kn ∗

(
f − tn

2

)∥∥
p

≤
∥∥f − tn

2

∥∥
p
+

∥∥Kn ∗
(
f − tn

2

)∥∥
p

≤ (1 + ‖Kn‖1)
∥∥f − tn

2

∥∥
p

≤ Cn−s ‖Λsf‖p .
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Além disso, pela definição de ϕk temos que

ϕk ∗ f = (K2k − K2k−1) ∗ f = (f − K2k−1 ∗ f) − (f − K2k ∗ f) ,

e portanto,

‖ϕk ∗ f‖p ≤ ‖f − K2k−1 ∗ f‖p + ‖f − K2k ∗ f‖p

≤ C ′2−(k−1)s ‖Λsf‖p + C ′′2−ks ‖Λsf‖p

≤ C2−ks ‖Λsf‖p .

Observação 3.2.4. Seja f ∈ W s
p . Temos que K1 = λ1

0Z
(0)
e + λ1

1Z
(1)
e = Z

(0)
e , e assim,

n∑

k=0

ϕk ∗ f =
n∑

k=1

(K2k − K2k−1) ∗ f + Z(0)
e ∗ f

= Z(0)
e ∗ f + (K2 ∗ f − K1 ∗ f) + (K4 ∗ f − K2 ∗ f) + · · · + (K2n ∗ f − K2n−1 ∗ f)

= Z(0)
e ∗ f − K1 ∗ f + K2n ∗ f = K2n ∗ f.

Como feito na demonstração do Corolário 3.2.3, temos que K2n ∗ f converge na norma de Lp

para f , então

f = lim
n→∞

K2n ∗ f =
∞∑

k=0

ϕk ∗ f. (3.15)

Teorema 3.2.5. Se 0 < s0 < s1 então

Bs1
p,q ⊂ Bs0

p,q, 1 ≤ p, q ≤ ∞. (3.16)

Se 1 ≤ q0 < q1 ≤ ∞ então

Bs
p,q0

⊂ Bs
p,q1

, s > 0, 1 ≤ p ≤ ∞. (3.17)

Mais ainda,

Bs
p,1 ⊂ W s

p ⊂ Bs
p,∞, s > 0, 1 ≤ p ≤ ∞. (3.18)

Se s0, s1 > 0 e s0 6= s1, então

(
W s0

p ,W s1
p

)
θ,q

= Bs
p,q, 1 ≤ p, q ≤ ∞, 0 < θ < 1, (3.19)

onde s = (1 − θ) s0 + θs1.
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Demonstração. As inclusões (3.16) e (3.17) seguem diretamente da definição de espaço de

Besov. De fato, se f ∈ Bs1
p,q, então ‖f‖B

s1
p,q

< ∞. Logo

‖f‖B
s0
p,q

=

(
∞∑

k=0

(
2ks0 ‖ϕk ∗ f‖p

)q
)1/q

≤
(

∞∑

k=0

(
2ks1 ‖ϕk ∗ f‖p

)q
)1/q

= ‖f‖B
s1
p,q

< ∞.

Analogamente, se f ∈ Bs
p,q0

, então ‖f‖Bs
p,q0

< ∞. Logo

‖f‖Bs
p,q1

=

(
∞∑

k=0

(
2ks ‖ϕk ∗ f‖p

)q1

)1/q1

≤
(

∞∑

k=0

(
2ks ‖ϕk ∗ f‖p

)q0

)1/q0

= ‖f‖Bs
p,q0

< ∞.

Agora de (3.12), temos que se f ∈ Bs
p,1 então

∞∑

k=0

‖Λs (ϕk ∗ f)‖p ≤ Cs

∞∑

k=0

2ks ‖ϕk ∗ f‖p = Cs ‖f‖Bs
p,1

< ∞

e portanto, como Lp é um espaço de Banach,
∑∞

k=0 Λs (ϕk ∗ f) converge em Lp, ou seja, gn =
∑n

k=0 Λs (ϕk ∗ f) → g =
∑∞

k=0 Λs (ϕk ∗ f). Como Λ−s : Lp −→ Lp é limitado, Λ−sgn → Λ−sg

em Lp. Mas pela da Observação 3.2.4 temos que Λ−sgn =
∑n

k=0 ϕk ∗ f → f em Lp e logo

f = Λ−sg, ou ainda, Λsf = g =
∑∞

k=0 Λs (ϕk ∗ f). Assim

‖f‖W s
p

= ‖Λsf‖p ≤
∞∑

k=0

‖Λs (ϕk ∗ f)‖p ≤ Cs ‖f‖Bs
p,1

.

De (3.13) segue que se f ∈ W s
p , então

‖f‖Bs
p,∞

= sup
k∈N

2ks ‖ϕk ∗ f‖p ≤ Cs sup
k∈N

2ks2−ks ‖Λsf‖p = Cs ‖f‖W s
p
.

As inclusões em (3.18) seguem das duas desigualdades anteriores.

Agora, provaremos (3.19). Consideremos 0 < s0 < s1. Seja f ∈
(
W s0

p ,W s1
p

)
θ,q

, com

f = f0 + f1, f0 ∈ W s0
p e f1 ∈ W s1

p . De (3.13) temos que

‖ϕk ∗ f‖p ≤ ‖ϕk ∗ f0‖p + ‖ϕk ∗ f1‖p

≤ C02
−ks0 ‖Λs0f0‖p + C12

−ks1 ‖Λs1f1‖p

≤ C2−ks0

(
‖f0‖W

s0
p

+ 2k(s0−s1) ‖f1‖W
s1
p

)
,

onde C = max (C0, C1), e logo

‖ϕk ∗ f‖p ≤ C2−ks0K
(
2k(s0−s1), f

)
.
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Assim, tomando r = 2s1−s0 e s = (1 − θ) s0 + θs1 temos que

2ks ‖ϕk ∗ f‖p ≤ 2ksC2−ks0K
(
2k(s0−s1), f

)

= 2k((1−θ)s0+θs1)C2−ks0K
(
2k(s0−s1), f

)

= C2k((1−θ)s0+θs1−s0)K
(
2k(s0−s1), f

)

= C2kθ(s1−s0)K
(
2k(s0−s1), f

)

= CrkθK
(
r−k, f

)
,

e portanto (
∞∑

k=0

(
2ks ‖ϕk ∗ f‖p

)q
)1/q

≤ C

(
∞∑

k=0

(
rkθK

(
r−k, f

))q

)1/q

.

Aplicando o Lema 1.2.20 encontramos

‖f‖Bs
p,q

=

(
∞∑

k=0

(
2ks ‖ϕk ∗ f‖p

)q
)1/q

≤ C

(
∞∑

k=0

(
rkθK

(
r−k, f

))q

)1/q

≤ C ′ ‖f‖(W
s0
p ,W

s1
p )

θ,q

.

Reciprocamente, suponhamos que f ∈ Bs
p,q, s = (1 − θ) s0 + θs1. De (3.12), temos

J
(
2k(s0−s1), ϕk ∗ f

)
= max

(
‖Λs0 (ϕk ∗ f)‖p , 2k(s0−s1) ‖Λs1 (ϕk ∗ f)‖p

)

≤ max
(
Cs02

ks0 ‖ϕk ∗ f‖p , Cs12
k(s0−s1)2ks1 ‖ϕk ∗ f‖p

)

= Cs2
ks0 ‖ϕk ∗ f‖p ,

onde Cs = max (Cs0 , Cs1), e logo

2k(s−s0)J
(
2k(s0−s1), ϕk ∗ f

)
≤ 2k(s−s0)Cs2

ks0 ‖ϕk ∗ f‖p = Cs2
ks ‖ϕk ∗ f‖p .

Assim, tomando r = 2s1−s0 , temos 2k(s−s0) = rkθ e segue que

rθkJ
(
r−k, ϕk ∗ f

)
≤ Cs2

ks ‖ϕk ∗ f‖p , k ≥ 0. (3.20)

Consideremos a seqüência (uk)k∈Z
definida por

uk =





0, k ≥ 1,

ϕ−k ∗ f, k ≤ 0.
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Visto que s0 < s1 temos que W s1
p ⊂ W s0

p , e assim W s0
p +W s1

p = W s0
p . De (3.12) e da desigualdade

de Hölder

∑

k∈Z

‖uk‖W
s0
p

=
∞∑

k=0

‖Λs0 (ϕk ∗ f)‖p

≤ Cs0

∞∑

k=0

2ks0 ‖ϕk ∗ f‖p

= Cs0

∞∑

k=0

2kθ(s0−s1)2ks ‖ϕk ∗ f‖p

≤ Cs0

(
∞∑

k=0

r−kθq′

)1/q′

‖f‖Bs
p,q

< ∞,

onde 1/q + 1/q′ = 1. Portanto concluímos que
∑

k∈Z
uk converge para f ∈ W s0

p . Agora por

(3.20)

(
∑

k∈Z

(
r−kθJ

(
rk, uk

))q

)1/q

=

(
∞∑

k=0

(
rkθJ

(
r−k, ϕk ∗ f

))q

)1/q

≤ Cs

(
∞∑

k=0

(
2ks ‖ϕk ∗ f‖p

)q
)1/q

= Cs ‖f‖Bs
p,q

.

Assim, pelo Lema 1.2.25, podemos concluir que f ∈
(
W s0

p ,W s1
p

)
θ,q

e que

‖f‖(W
s0
p ,W

s1
p )

θ,q

≤ Cs ‖f‖Bs
p,q

.

Observação 3.2.6. Sejam s > d (1/p − 1/q)+, 1 ≤ p, q ≤ ∞ e n ∈ N. Consideremos o operador

In, definido por In (f) = f − tn (Λsf), onde tn (ϕ) = Gn ∗ ϕ e Gn =
∑n

k=1

(
∆N+1λ−s

k

)
CN

k SN
k ,

N = (d + 1) /2 se d é ímpar e N = (d + 2) /2 se d é par. Da Observação 2.4.5 temos que

‖In‖W s
p ,Lq = sup

f∈W
s
p

‖In(f)‖q = sup
f∈W

s
p

‖f − tn (Λsf)‖q

≤ Cs sup
f∈W

s
p

n−s+d(1/p−1/q)+ ‖Λsf‖p

≤ Cs n−s+d(1/p−1/q)+ . (3.21)

Agora consideremos s, p, r, q ∈ R com 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, e s > d (1/p − 1/q)+. Sejam s0, s1 ∈ R

tal que s1 > s > s0 > d (1/p − 1/q)+ e seja θ ∈ (0, 1) tal que s = (1 − θ) s0 + θs1. Assim de
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(3.19) temos que Bs
p,r =

(
W s0

p , W s1
p

)
θ,r

. Então da Observação 1.3.8 e de (3.21),

‖In‖Bs
p,r,Lq ≤

(
‖In‖W

s0
p ,Lq

)1−θ (
‖In‖W

s1
p ,Lq

)θ

≤ Cs0 n(−s0+d(1/p−1/q)+)(1−θ)Cs1 n(−s1+d(1/p−1/q)+)θ

= (Cs0Cs1) n−s+d(1/p−1/q)+

= Cs n−s+d(1/p−1/q)+ . (3.22)

Observação 3.2.7. Consideremos a seqüência de multiplicadores Λ̇s = (µ̇s
k)k≥0, onde µ̇s

k =

(1 + k (k + d − 1))s/2, s > 0. O espaço de Sobolev também pode ser definido usando Λ̇s ao

invés de Λs. Definimos

Ẇ s
p =

{
f ∈ Lp : Λ̇sf ∈ Lp

}

com a norma

‖f‖Ẇ s
p

=
∥∥∥Λ̇sf

∥∥∥
p
.

Do Teorema 2.4.3, Λ̇−s é limitado de Lp em Lq para s > d (1/p − 1/q)+. Então a Obsevação

2.4.5 também vale para Λ̇−s, s > 0. Desde que a desigualdade de Bernstein vale para a seqüência

λ̇s
k (ver [3]), o mesmo é verdade para o Corolário 3.2.3.

Agora, para s, p, q ∈ R, s > 0, 1 ≤ p, q ≤ ∞, e f ∈ Lp, definimos

‖f‖Ḃs
p,q

= ‖f‖p + ‖f‖Bs
p,q

e

Ḃs
p,q =

{
f ∈ Lp : ‖f‖Ḃs

p,q
< ∞

}
.

Neste caso temos que ‖·‖Ẇ s
p

e ‖·‖Ḃs
p,q

são normas em Ẇ s
p e Ḃs

p,q respectivamente, quando con-

sideramos estes espaços como subespaços de Lp.

O Teorema 3.2.5 vale para os espaços Ẇ s
p e Ḃs

p,q, com pequenas mudanças na demonstração.

Na demonstração consideramos a seqüência (uk)k∈Z
como na demonstração do Teorema 3.2.5,

somente com a alteração u1 = Z
(0)
e ∗ f . Necessitamos também das desigualdades

C1 r−1J (r, f) ≤ ‖f‖p ≤ C2 K (1, f) , 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp.

Observação 3.2.8. Espaços de Besov sobre a esfera unitária Sd em R
d+1 foram estudados em

[8], onde os autores dão uma lista de normas equivalentes para espaços de Besov. Mostraremos

que os espaços de Besov considerados em [8] e os espaços Ḃs
p,q têm normas equivalentes.
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Os espaços de Sobolev considerados em [8] são os espaços Ẇ s
p dados na Observação 3.2.7.

Denotemos por
∗

Bs
p,q os espaços de Besov em [8], s > 0, 1 ≤ p, q ≤ ∞. A norma de

∗

Bs
p,q é

definida por

‖f‖ ∗

Bs
p,q

= ‖f‖p +

(
∞∑

m=1

msq−1Kr (π/m, f)q
p

)1/p

, s < 2r, r = 1, 2, ...,

onde Kr (π/m, f)p é dado em termos do K-funcional por

Kr (π/m, f)p = K
(
π2rm−2r, f ;

(
Lp, Ẇ 2r

p

))
.

Não é difícil mostrar (ver Lema 1.2.20) que a norma ‖·‖ ∗

Bs
p,q

é a norma do espaço de interpolação
(
Lp, Ẇ 2r

p

)
s/2r,q

, que é,
∗

Bs
p,q=

(
Lp, Ẇ 2r

p

)
s/2r,q

.

Também foi demonstrado em [8] que

∗

Bs
p,1⊂ Ẇ s

p ⊂
∗

Bs
p,∞, s > 0, 1 ≤ p ≤ ∞.

Pela definição da classe C
(
θ; Lp, Ẇ 2r

p

)
dada no Capítulo 2 junto com o Teorema 1.4.3, podemos

concluir que

Ẇ s
p ∈ C

(
s/2r; Lp, Ẇ 2r

p

)
, 1 ≤ p ≤ ∞, s < 2r.

Consideremos agora s, s0, s1 ∈ R com 0 < s0 < s < s1, e s = (1 − η) s0 + ηs1, η ∈ (0, 1). Então

Ẇ si
p ∈ C

(
si/2r; L

p, Ẇ 2r
p

)
, i = 0, 1,

e de (3.19)

Ḃs
p,q =

(
Ẇ s0

p , Ẇ s1
p

)
η,q

.

Aplicando o Teorema 1.4.4(Teorema de Reiteração) podemos concluir que

Ḃs
p,q =

(
Ẇ s0

p , Ẇ s1
p

)
η,q

=
(
Lp, Ẇ 2r

p

)
s/2r,q

=
∗

Bs
p,q .



Apêndice

Neste apêndice apresentamos algumas definições e resultados clássicos de teoria da medida

e de análise funcional que foram utilizados em algum momento no desenvolvimento deste tra-

balho.

Definição 1. Dizemos que uma família X de subconjuntos de um conjunto X é uma σ-álgebra

se

(i) ∅, X pertencem a X ;

(ii) Se A pertence a X , então o complemento de A em X (Ac = X\A) também está em X ;

(iii) Se (An)n∈N
é uma seqüência de conjuntos em X , então a união

⋃∞
n=1 An também está em

X .

Definição 2. Dizemos que um par ordenado (X,X ) é um espaço mensurável se X é uma σ-

álgebra de subconjuntos de X. Se A ∈ X , então dizemos que A é X -mensurável ou simplesmente

mensurável, se isto não causar confusão.

Observação 3. Seja A uma família não vazia de subconjuntos de X. Então existe uma (única)

σ-álgebra de X que contém A e é a menor entre todas as σ-álgebras contendo A. Dizemos que

esta menor σ-álgebra é a σ-álgebra gerada por A. Se (X, T ) é um espaço topológico, é natural

introduzir a σ-álgebra gerada por T . Dizemos que esta σ-álgebra é a σ-álgebra de Borel da

topologia T e denotamos por B = B (X). Dizemos que um conjunto B é um conjunto de Borel

ou simplesmente um boreliano se B ∈ B.

Definição 4. Dizemos que uma função f : X −→ R é X -mensurável se para todo α ∈ R, o

conjunto {x ∈ X : f(x) > α} ∈ X .
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Definição 5. Dizemos que uma função, f : R −→ R é crescente se, dados t, s ∈ R temos

f(t) > f(s) sempre que t > s, e dizemos que ela é não decrescente se t > s implica f(t) ≥ f(s).

Analogamente podemos definir funções decrescente e não crescente. Qualquer uma destas

funções é chamada de função monótona.

Definição 6. Sejam (X,X ) e (Y,Y) dois espaços mensuráveis e f : X −→ Y . Dizemos que f

é mensurável se f−1(E) ∈ X para todo E ∈ Y .

Definição 7. Dizemos que uma função µ definida para os conjuntos da σ-álgebra X tomando

valores nos reais estendidos é uma medida se

(i) µ(∅) = 0;

(ii) µ(E) ≥ 0, para todo E ∈ X ;

(iii) µ é contavelmente aditiva, isto é, se (En)n∈N
é uma seqüência disjunta de conjuntos de

X , isto é, Ei ∩ Ej = ∅ se i 6= j, então

µ

(
∞⋃

n=1

En

)
=

∞∑

n=1

µ (En) .

Definição 8. Dizemos que uma medida µ : X −→ R é finita se µ(E) < ∞ para todo E ∈ X .

Se existe uma seqüência (En)n∈N
em X tal que µ (En) < ∞ para todo n ∈ N e ∪∞

n=1En = X,

dizemos que é σ-finita.

Observação 9. Consideremos X = R e X = B. Neste caso, existe uma única medida λ

definida em B que coincide com o comprimento usual dos intervalos, isto é, se E é um intervalo

não vazio (a, b), então λ(E) = b − a. Esta única medida é chamada de medida de Lebesgue ou

medida de Borel. Ela não é uma medida finita, mas é σ-finita.

Definição 10. Dizemos que uma terna (X,X , µ) é um espaço de medida se X é um conjunto,

X é uma σ-álgebra em X e µ é uma medida definida em X .

Observação 11. Dado um espaço de medida como acima, dizemos que uma certa propriedade

(P ) vale µ-quase sempre em X se existir um N ∈ X tal que µ(N) = 0 e a propriedade (P ) vale

para todo x ∈ X\N . Assim, dizemos que duas funções, f e g, definidas sobre X são µ-quase

sempre iguais se existir um N ∈ X tal que µ(N) = 0 e f(x) = g(x) para todo x ∈ X\N . Neste

caso usamos a seguinte notação, f = g µ-q.t.p. ou f = g µ-q.s..



CAPÍTULO 3. ESPAÇOS DE SOBOLEV E BESOV 62

Observação 12. Apartir de agora consideraremos espaços vetoriais sobre K, onde K é R ou

C.

Definição 13. Se E é um espaço vetorial, então uma função x ∈ E 7→ ‖x‖ ∈ R é chamada de

norma se verifica as seguintes propriedades:

i) ‖x‖ ≥ 0 para todo x ∈ E.

ii) ‖x‖ = 0 se e somente se x = 0.

iii) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ para todo λ ∈ K e x ∈ E.

iv) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ para todo x, y ∈ E.

A desigualdade iv) é chamada de desigualdade triangular. O espaço vetorial E, junto com a

norma ‖·‖, é chamado de espaço normado. E é chamado de espaço de Banach se for completo

com relação à métrica natural d(x, y) = ‖x − y‖.

Definição 14. Sejam E, F espaços normados sobre K. Dada uma aplicação linear T : E → F ,

seja ‖T‖E,F definido por

‖T‖E,F = sup
x∈E,‖x‖≤1

‖T (x)‖F . (3.23)

Dizemos que T é limitada se ‖T‖E,F < ∞.

Proposição 15. Sejam E, F espaços normados sobre K. Dada uma aplicação linear T : E →
F , as seguintes condições são equivalentes:

i) T é limitada.

ii) T é uniformemente contínua.

iii) T é contínua.

iv) T é contínua na origem.

Corolário 16. Sejam E, F espaços normados sobre K. Seja T : E → F uma aplicação linear.

Então T é contínua se e somente se existe uma constante c > 0 tal que

‖T (x)‖F ≤ c ‖x‖E para todo x ∈ E.
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Corolário 17. Sejam E, F espaços normados sobre K. Seja T : E → F uma aplicação linear.

Então T é um homeomorfismo entre E e T (E) se e somente se existem constantes 0 < a ≤ b

tais que

a ‖x‖E ≤ ‖T (x)‖F ≤ b ‖x‖E para todo x ∈ E.

Notação 18. Sejam E, F espaços normados sobre K. Denotaremos por La (E; F ) o espaço

vetorial de todas as aplicações lineares T : E → F . Denotaremos por L (E; F ) o subespaço

vetorial de todas as T ∈ La (E; F ) que são contínuas. O espaço La (E; K) é denotado por E∗,

e é chamado de dual algébrico de E. O espaço L (E; K) é denotado por E ′, e é chamado de

dual topológico de E. Os elementos de E∗ são usualmente chamados de funcionais lineares. Se

T ∈ L (E; F ) é bijetiva, e sua inversa é contínua, dizemos que T é um isomorfismo topológico

entre E e F . Se T ∈ L (E; F ) é bijetiva, e ‖T (x)‖F = ‖x‖E para todo x ∈ E, dizemos que T é

um isomorfismo isométrico entre E e F .

Proposição 19. A função T 7→ ‖T‖E,F é uma norma em L (E; F ). Se F é um espaço de

Banach, então L (E; F ) também é um espaço de Banach.

Definição 20. Para cada 1 ≤ p < ∞, seja ℓp o conjunto de todas as seqüências (xj)j∈N
em K

tais que
∑∞

j=1 |xj|p < ∞.

Teorema 21 (Desigualdade de Hölder para séries). Sejam 1 < p, q < ∞, com (1/p) +

(1/q) = 1, e sejam (xj)j∈N
∈ ℓp e (yj)j∈N

∈ ℓq. Então (xjyj)j∈N
∈ ℓ1 e

∞∑

j=1

|xjyj| ≤
(

∞∑

j=1

|xj|p
)1/p (

∞∑

j=1

|yj|q
)1/q

.

Teorema 22 (Desigualdade de Minkowski para séries). Sejam 1 ≤ p < ∞ e (xj)j∈N
, (yj)j∈N

∈
ℓp. Então (xj + yj)j∈N

∈ ℓp e

(
∞∑

j=1

|xj + yj|p
)1/p

≤
(

∞∑

j=1

|xj|p
)1/p

+

(
∞∑

j=1

|yj|p
)1/p

.

Observação 23. Se 1 ≤ p ≤ q < ∞, então ℓp ⊂ ℓq, e a inclusão é contínua.

Notação 24. Seja (X,X , µ) um espaço de medida. Para 1 ≤ p < ∞, denotemos por

Lp (X,X , µ) o espaço vetorial de todas as funções mensuráveis f : X −→ K tais que
∫

X
|f |p dµ <

∞. Para cada f ∈ Lp (X,X , µ), definimos

‖f‖p =

(∫

X

|f |p dµ

)1/p

.

Se f, g ∈ Lp(X), f = g q.s., f e g serão considerados um mesmo elemento de Lp(X).
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Teorema 25 (Desigualdade de Hölder para integrais). Sejam 1 < p, q < ∞, com (1/p)+

(1/q) = 1, e sejam f ∈ Lp (X,X , µ) e g ∈ Lq (X,X , µ). Então fg ∈ L1 (X,X , µ) e

∫

X

|fg| dµ ≤
(∫

X

|f |p dµ

)1/p (∫

X

|g|q dµ

)1/q

.

Corolário 26 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam 1 ≤ p < ∞ e f, g ∈
Lp (X,X , µ). Então f + g ∈ Lp (X,X , µ) e

(∫

X

|f + g|p dµ

)1/p

≤
(∫

X

|f |p dµ

)1/p

+

(∫

X

|g|p dµ

)1/p

.

Definição 27. (a) Uma série
∑∞

n=1 xn em E é dita convergente se a seqüência de somas

parciais sn =
∑n

j=1 xj é convergente em E.

(b) Uma série
∑∞

n=1 xn em E é dita absolutamente convergente se
∑∞

n=1 ‖xn‖ < ∞.

Proposição 28. Um espaço normado E é completo se e somente se cada série absolutamente

convergente em E é convergente.

Demonstração. Suponhamos E completo e
∑∞

n=1 ‖xn‖ < ∞. Se m < n, então

‖sn − sm‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=m+1

xj

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=m+1

‖xj‖ .

Segue que (sn)n∈N
é uma seqüência de Cauchy em E e é portanto convergente.

Suponhamos, agora, que toda série absolutamente convergente em E seja convergente. Para

demonstrar que E é completo, seja (xn)n∈N
uma seqüência de Cauchy em E. Então existe uma

seqüência estritamente crescente (nj)j∈N
⊂ N tal que

‖xn − xm‖ ≤ 2−j para todo n,m ≥ nj.

Em particular
∞∑

j=1

∥∥xnj+1
− xnj

∥∥ ≤
∞∑

j=1

2−j = 1

e logo a série
∑∞

j=1

(
xnj+1

− xnj

)
é convergente em E. Como

xn1 +
k∑

j=1

(
xnj+1

− xnj

)
= xnk+1

,

concluímos que a seqüência (xnk
)k∈N

converge em E. Assim (xn)n∈N
é uma seqüência de Cauchy

em E, que admite uma subseqüência convergente. Segue que (xn)n∈N
é convergente.
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Notação 29. Denotemos por L∞ (X,X , µ) o espaço vetorial de todas as funções f : X −→ K

que são limitadas quase sempre, ou seja, existe c > 0 tal que |f(x)| ≤ c quase sempre. Para

cada f ∈ L∞ (X,X , µ), definimos

‖f‖∞ = inf (c > 0 : |f(x)| ≤ c quase sempre) .

Se f, g ∈ L∞(X), f = g q.s., f e g serão considerados um mesmo elemento de L∞(X).

Teorema 30 (Teorema de Fisher-Riesz). Para 1 ≤ p ≤ ∞, Lp (X,X , µ) é um espaço de

Banach.

Observação 31. Seja (X,X , µ) um espaço de medida finita e sejam 1 ≤ p ≤ q < ∞. Então

Lq (X,X , µ) ⊂ Lp (X,X , µ) e a inclusão é contínua.

Definição 32. Se E é um espaço vetorial então uma função (x, y) ∈ E × E 7−→ 〈x, y〉 ∈ K é

chamada de produto interno se verifica as seguintes propriedades:

i) 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉 + 〈x2, y〉;

ii) 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉;

iii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

iv) 〈x, x〉 ≥ 0;

v) 〈x, x〉 = 0 se e somente se x = 0.

Observação 33. De i), ii) e iii) segue que

i’) 〈x, y1 + y2〉 = 〈x, y1〉 + 〈x, y2〉;

ii’) 〈x, λy〉 = λ 〈x, y〉.

Proposição 34 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espaço com produto in-

terno. Então

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖

para todo x, y ∈ E.

Proposição 35. Seja E um espaço com produto interno. Então a função

‖x‖ = 〈x, x〉1/2

é uma norma em E.
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Definição 36. Seja E um espaço com produto interno. Dizemos que E é um espaço de Hilbert

se ele é completo na norma definida pelo produto interno.

Definição 37. Seja E um espaço com produto interno. Dizemos que x, y ∈ E são ortogonais,

e escrevemos x ⊥ y, se 〈x, y〉 = 0.

Teorema 38 (Teorema de representação de Riesz). Seja E um espaço de Hilbert, e seja

φ ∈ E ′. Então existe um único y0 ∈ E tal que

φ(x) = 〈x, y0〉 para todo x ∈ E.

Definição 39. Seja E um espaço de Banach. Dizemos que uma função, f : E −→ R é convexa

se, dados t1, t2 ∈ E e s ∈ [0, 1] temos que f
(
(1 − s)t1 + st2

)
≤ (1 − s)f(t1) + sf(t2).

Definição 40. Seja E um espaço de Banach. Dizemos que uma função, f : E −→ R é côncava

se, dados t1, t2 ∈ E e s ∈ [0, 1] temos que f
(
(1 − s)t1 + st2

)
≥ (1 − s)f(t1) + sf(t2).

Definição 41. Dizemos que E é um espaço vetorial topológico sobre K se as seguintes condições

se verificam:

(a) E é um espaço vetorial sobre K;

(b) E é um espaço topológico;

(c) As aplicações (x, y) ∈ E×E 7→ x + y ∈ E e (λ, x) ∈ K×E 7→ λx ∈ E são contínuas.

É claro que todo espaço normado é um espaço vetorial topológico.

Observação 42. Consideremos o conjunto R+ = (0,∞) munido da operação de multiplicação

dos números reais e com a topologia usual. Então R+ é um grupo topológico que tem dµ(s) =

ds/s como medida de Haar, onde ds é a medida de Lebesgue sobre R.

Sejam f, g ∈ L1 (R+, µ). O produto de convolução de f por g é definido por

f ∗ g(t) =

∫ ∞

0

f(s)g(t/s)
ds

s
.

Se 1 ≤ r, p, q ≤ ∞, 1 − 1/r = 1/p − 1/q e f ∈ Lr (R+, µ), g ∈ Lp (R, µ), então temos a

Desigualdade de Young

‖f ∗ g‖q ≤ ‖f‖r ‖g‖p .
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Definição 43. Seja (X,X , µ) um espaço de medida. A medida µ é chamada semifinita se para

todo E ∈ X com µ(E) = ∞, existe F ⊂ E, F ∈ X tal que 0 < µ(F ) < ∞.

Teorema 44 (Desigualdade Inversa de Hölder). Seja (X,X , µ) um espaço de medida

semifinita, seja 1 < p < ∞ e q tal que 1/p + 1/q = 1. Então se f ∈ Lp (X, µ) temos que

‖f‖p = sup

{∫

X

|f(x)g(x)| dµ(x) : g ∈ Lq(X) e ‖g‖q = 1

}
.

Teorema 45 (Desigualdade Integral de Minkowiski). Sejam (X,X , µ) e (Y,Y , ν) dois

espaços de medida σ-finitos e seja f : X×Y −→ R, X×Y-mensurável. Se f ≥ 0 e 1 ≤ p < ∞,

então (∫

X

(∫

Y

f(x, y)dν(y)

)p

dµ(x)

)1/p

≤
∫

Y

(∫

X

(f(x, y))p dµ(x)

)1/p

dν(y).

Demonstração. Para p = 1 é o teorema de Tonelli. Suponhamos 1 < p < ∞ e seja q tal que

1/p+1/q = 1. Se g ∈ Lq (X,µ) e ‖g‖q = 1 então pelo Teorema de Tonelli e por Hölder obtemos

∫

X

(∫

Y

f (x, y) dν(y)

)
|g(x)| dµ(x) =

∫

Y

(∫

X

f (x, y) |g(x)| dµ(x)

)
dν(y)

≤
∫

Y

(∫

X

(f (x, y))p dµ(x)

)1/p

‖g‖q dν(y)

=

∫

Y

(∫

X

(f (x, y))p dµ(x)

)1/p

dν(y).

Portanto segue pela Desigualdade Inversa de Hölder que

(∫

X

(∫

Y

f(x, y)dν(y)

)p

dµ(x)

)1/p

≤
∫

Y

(∫

X

(f(x, y))p dµ(x)

)1/p

dν(y).
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