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RESUMO

O objetivo da dissertagao é realizar um estudo dos espacos de Besov sobre a esfera unitéria
d-dimensional real S¢.

No primeiro capitulo sao estudados espagos de interpolacao utilizando dois métodos de
interpolagao real. Em particular sao estudados os Teoremas de Equivaléncia e de Reiteragao
para os J-método e K-método.

No segundo capitulo ¢ realizado um estudo rapido sobre analise harmonica na esfera S,
incluindo um estudo sobre harmonicos esféricos, harmonicos zonais, somas de Cesaro e sobre
um teorema de multiplicadores.

O terceiro e tltimo capitulo é o mais importante e nele sao aplicados os resultados dos
capitulos anteriores. Sao introduzidos os espacos de Besov, decompondo uma funcao suave
definida sobre a esfera d-dimensional, em uma série de harmonicos esféricos e usando uma
seqiiéncia de polindmios zonais que podem ser vistos como uma generalizacao natural dos
polinémios de Vallée Poussin definidos sobre o circulo unitério. O principal resultado estudado
diz que todo espago de Besov pode ser obtido como espaco de interpolacao de dois espagos de
Sobolev.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to make a study about Besov’s spaces on the unit d-dimensional
real sphere S%.

In the first chapter are studied spaces of interpolation using two real interpolation methods.
In particular, are studied The Equivalence Theorem and The Reiteration Theorem for the
J-method and the K-method.

In the second chapter it is made a short study about harmonic analysis on the sphere
5S4, including a study about spherics harmonics, zonal harmonics, Cesaro sums and about a
multiplier theorem.

The third and last chapter is the most important of this work. In this chapter are applied
the results of the others chapters. Are introduced the Besov spaces, decomposing a smooth
function defined on the d-dimensional sphere, in a series of harmonics spherics and using a
sequence o zonal polynomials which can be seen as a natural generalization of the Vallée Poussin
polynomials defined on the unit circle. The main result studied says that every Besov’s space

can be got as a interpolation space of two Sobolev’s spaces.
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Introducao

O objetivo desta dissertagao é realizar um estudo de métodos de interpolagao real e aplica-los
no estudo dos espacos de Besov sobre a esfera unitéria d-dimensional real S9.

Os espacos de Besov classicos sobre regides do espaco euclidiano R foram sistematicamente
estudados, por exemplo, nos trabalhos de H. Triebel [11] e de J. Peetre [10], e um estudo destes
espacos sobre a esfera S? pode ser encontrado no trabalho de P. I. Lizorkin e Kr. P. Rustamov
8]

Em [7], A. Kushpel, J. Levesley e S. A. Tozoni estudaram os espagos de Besov sobre espagos
homogéneos, em particular sobre a esfera S¢, com o objetivo de obter estimativas para n-
larguras de Kolmogorov. Os espagos de Besov foram introduzidos decompondo uma fungao
suave definida sobre a esfera S? em uma série de harmonicos esféricos e usando uma seqiiéncia
K, (z) de polindémios zonais, os quais podem ser vistos como uma generalizagdo dos polindémios

de Vallée Poussin definidos sobre o circulo unitario por

2n
1
Va(t) = 5 + Z )xfn) cos kt,
k=1
onde AP =1se1 <k <nell™ = (2n—k)/nsen < k < 2n. Os polinomios de Vallée Poussin

foram utilizados para introduzir os espacos de Besov sobre S!. O objetivo principal desta
dissertacao é realizar um estudo detalhado dos resultados sobre espacos de Besov apresentados
em [7]|. Para tal, foi realizado um estudo cuidadoso sobre espagos de interpolagao no Capitulo
1 e um estudo sem muitos detalhes sobre anélise harmonica na esfera S? no Capitulo 2. Um
estudo detalhado sobre analise harmonica na esfera S¢ pode ser encontrado na dissertacao de
mestrado de F. M. de Oliveira [9].

No primeiro capitulo sao estudados os espacos de interpolagao utilizando os .J-método e
K-método. Na Secao 1.1 é feito um estudo sobre a integral de Bochner utilizada nas segoes

seguintes. Uma referéncia para esta segao é o Capitulo 111 de [4]. Na Secao 1.2 sdo apresentados
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os resultados basicos da teoria dos espacos de interpolacao, na Se¢ao 1.3 é estudado o Teorema
de Equivaléncia e na Segao 1.4 o Teorema de Reiteragao. Os trabalhos [1], [5] e [7] s@o referéncias
para os resultados destas segoes.

O segundo capitulo ¢ dedicado a um estudo rapido sobre analise harmoénica na esfera S,
incluindo um estudo sobre harmonicos esféricos, harmonicos zonais, somas de Cesaro e sobre
um teorema de multiplicadores. Um estudo cuidadoso e detalhado sobre este assunto foi feito
na dissertagdo de mestrado de F. M. de Oliveira 9] que é a nossa referéncia para este capitulo.

O terceiro e ultimo capitulo é o mais importante e nele estao aplicados os resultados dos
capitulos anteriores. Na Secao 3.1 sao definidos os espacos de Sobolev e de Besov como foram
introduzidos em [7]. Esta defini¢do de espagos de Besov pode também ser encontrada em [6].
Séo definidas indutivamente fungoes ¥;, 1 < j < d, onde d é a dimensao da esfera S?. Séao
estudadas véarias propriedades destas funcoes e é definida, para cada nimero natural n, uma
seqiiéncia numérica (A})}_,. Usando estas seqiiéncias sao definidas fungdes zonais K, que
sao utilizadas para definir as fungoes dos espacos de Besov. Na Secao 3.2 sao aplicados os
resultados da secao anterior e do Capitulo 1 para demostrar o principal resultado estudado
nesta dissertacao que diz que todo espaco de Besov é espaco de interpolacao de dois espacgos de
Sobolev.

No final desta dissertagao é apresentado um apéndice no qual s@o enunciadas algumas
definicoes e resultados classicos de teoria da medida e de analise funcional que sao utilizados

em algum momento no desenvolvimento deste trabalho.



Capitulo 1

Espacos de interpolacao

Neste capitulo sao estudados os espacos de interpolacao definidos pelos J-método e K-
método.

Na primeira secao é feito um estudo sobre a integral de Bochner que sera utilizado nas
segoes seguintes. Uma referéncia para este estudo é o Capitulo III de [4]. Nesta se¢ao (X, X, )
representard um espaco de medida o-finito e £ um espaco de Banach com norma ||-|| .

Na segunda secao sao apresentados os resultados basicos da teoria dos espacgos de interpo-
lagao, na secao seguinte é estudado o Teorema de Equivaléncia e na quarta e tltima se¢ao o
Teorema de Reiteragao. Os trabalhos [1], [5] e [7] sdo as nossas referéncias para os resultados

destas secoes.

1.1 A Integral de Bochner

Definicao 1.1.1. Dizemos que uma funcao f : X — E é simples se assume apenas um niamero
finito de valores em E, f(X) = {ax: 1 <k <n},e Ar = f*(ax) € X para todo 1 < k < n.

Dizemos que
f= Z akX,, (1.1)
k=1
é a representacao padrao de f.

Definicao 1.1.2. Dizemos que uma fungao f : X — E é X-fortemente mensurdvel se existe

uma seqiiéncia (f,),cy de fungdes simples definidas em X tomando valores em F, tais que
Tim [lf— fls=0 g (1.2)

3



CAPITULO 1. ESPACOS DE INTERPOLACAO 4
Teorema 1.1.3. (a) Se f,g sio fungoes X-fortemente mensurdveis e o € R, entdo f + g e
af sao X-fortemente mensurdveis.

(b) Se f € limite q.s. de uma seqiéncia de fungoes X -fortemente mensurdveis, entio f €

X -fortemente mensurdvel.

Observacao 1.1.4. Se E for separavel, entao uma funcao f : X — FE é X-fortemente

mensurével se e somente se f~! (B) € X para todo boreliano B de E, isto ¢, f é X-mensuravel.

Definigao 1.1.5. Dizemos que uma funcao simples f : X — FE é Bochner-integrdvel se a

funcdo x — || f(z)||; € p-integravel. Se

f=2_ax,
k=1

é uma representagao padrao de f e B € X, definimos a integral de Bochner de f sobre B por

/deu: Zaku (Ax N B). (1.3)

Observacao 1.1.6. Como

S llawllp 1 (A 0 B) :/ 111, dpe < oo
k=1 B

entdo a integral (1.3) esta bem definida, para todo B € X, e também temos

/;fdu

Definicao 1.1.7. Dizemos que uma funcao f : X — FE & Bochner-integrdvel se existe uma

= / 141 dp (14)

seqiiéncia (fy),cy de fungdes simples Bochner-integraveis, tal que
fofas e Jm [ fa fllodu=o. (15)
n—oo X
Definimos a integral de Bochner de f sobre B € X por

LﬁMzg&Lhm. (1.6)

Observagao 1.1.8. O limite lim [ 5 fndp, quando n — oo, existe e independe da seqiiéncia
(fn)nen considerada. De fato, se B € X

me—émw

ES/B\Ifn—meEdué/B\Ifn—fHEdWr/Bllfm—fI\Edu
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€ COomo
n—oo B

temos que ( I fndu) nen € de Cauchy em E. Portanto essa seqliéncia converge em E.
Para demonstrar a independéncia da seqiiéncia, consideremos duas seqiiéncias de fungoes

simples (f7),en € (9n),en Bochner-integraveis convergindo para f q.s., tais que

i [ 14~ Fledn=0 ¢l [ lgn = Fllpdu =0,

‘/nw—/%w s/wrwmw+/mwwmw,
B B E B B

fazendo n — oo em ambos os membros da desigualdade acima, obtemos

Como

lim [ f.dyu= lim/gnd,u.
B e JB

n—oo

Teorema 1.1.9. Uma funcao f : X — E X -fortemente mensurdvel é Bochner-integravel se

e somente se a fungao real v — || f(x)||z € p-integrdvel, isto €, se e somente se

Awmw<w- (L7)

Teorema 1.1.10. Se f é Bochner-integrdvel, entao

|5

Teorema 1.1.11. Seja (fy), oy wma seqiiéncia de fungoes Bochner-integrdveis, tal que

Es;Luﬂ@dw (18)

s [ 12— fullpdn =0 (1.9)
n,m—oo [

Entao existe uma fun¢ao Bochner-integravel f tal que

i [ = Sllpdn =0 (1.10)
n—oo X
e

lim fnd,u:/fdu. (1.11)

Teorema 1.1.12 (Teorema da Convergéncia Dominada para integral de Bochner).

Seja (fn)neny wma seqiiéncia de fungoes Bochner-integrdaveis convergindo q.s. para f e seja g
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uma fungdo real p-integravel tal que || f(x)||z < g(z) ¢.t. © € X. Entdo f é Bochner-integrdvel

e

iy [ o= Sl i = 0. (1.12)
n—oo X
Em particular, para todo B € X,
/fdu: lim [ f.du. (1.13)
B n—eeJB

Definigao 1.1.13. O espago L}, = LP (X, E) = L? (X, X, ; E), 0 < p < 00, é definido como o

conjunto das fungoes X-fortemente mensuraveis f : X — FE| tais que

HN%Z(LJﬂM@MyM<w- (1.14)

Observagao 1.1.14. Quando 1 < p < o0, ”HL% ¢ uma norma sobre L? (X, E) e (Lp (X, E), ||||L%)
¢ um espago de Banach. Quando X = E = R escrevemos L? (R) = L7 (R,R) e [|-[[, = ||| .»-

Defini¢ao 1.1.15. O espago L™ (X, E) é definido como o conjunto das fungdes X-fortemente

mensuraveis f : X — FE, tais que
||f||L?Eo:inf(c:||f(x)||E§c qt.x € X) < oc. (1.15)

Observagao 1.1.16. Temos que HHL? ¢ uma norma sobre L>® (X, E) e (LOO (X, E), HHL%O)

¢ um espaco de Banach.

Teorema 1.1.17. Seja 1 < p < co. Entao o conjunto formado por todas as fungoes simples
feLP(X,E) € denso em LP (X, FE).

Definigao 1.1.18. Definimos o espago ¢’ (E), 1 < p < oo, como sendo o conjunto de todas as

seqiiéncias x = (x, tais que x,, € F para todon € N e
q neN

s 1/p
2] gy = (Z H%H%) < 00. (1.16)
n=1

Observagdo 1.1.19. Para 1 < p < 00, ||-[|# () é uma norma sobre £* (E) e (EP (E), ||'HeP(E))

é um espaco de Banach.
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1.2 Dois métodos de interpolacao real

Defini¢ao 1.2.1. Dois espagos complexos de Banach (Ej, ||||EO) e (B, |llp,) sdo chamados
um par de interpolagio E = (Ey, E1) se existe um espago vetorial topolégico de Hausdorff no
qual Ey e F; estao continuamente incluidos. Entao os seguintes espacos e quantidades estao

bem definidos:

I2llaE = max ([l lllg,); (1.18)

E(E) = Ey+ F = {(L’Q + 2110 € By, 71 € El}; (119)

A= inf ; 1.20

leloey = if_ (loollg, + llals,) (1.20
K(t,z)=K(t,x;E) = inf t ,0 <t < oo; 1.21
(ha) = K(toiB) = ik (ol + o) oo (121)
J(t,x) = J(t, 2 E) = max (|lz]l ,tlzlg). 0 <t <oo,zeA(E). (1.22)

Definicao 1.2.2. Dizemos que um espago F' é um espac¢o intermedidrio entre Fy e E; se

A(E) C F C X(E).

Proposigao 1.2.3. Para t >0, |||z € K(t,-) sao normas equivalentes sobre L(E).

Demonstragao. Primeiramente demonstraremos que K (¢,-) ¢ norma sobre %(E):

(i) Dado z € ¥(F), K(t,z) = inf  (lzollg, +tlz1lly,) = 0, pois |Jzg 5 > 0 para
r=x0+x1€X(E)

todo zg € Ep, [|71]|5, > 0 para todo x; € Fy et > 0, e portanto ||z, + t[|21][5, > 0 para

qualquer representacao r = xo + 1 € L(F).

(ii) Temos que K(t,x) = 0 se, e somente se, x = 0. De fato se x = 0, entdo podemos
escrever = 0+ 0 € X(E). Assim [|0]| 5, + ¢ ]|0]] 5, = 0 e logo K(£,0) = 0. Por outro lado se
K(t,x) = 0, segue por (1.21) que dado n € N, existem 20 € Ey e z} € Fy, tal que v = 2% + !

e |25l g, + tlzallp <1/n. Como
= 2hallze < [lanllg, + lzmlle <

temos que (29)nen € uma seqiiéncia de Cauchy em (Ey, |||z, ). Analogamente (t2;,)nen ¢ uma

seqiiencia de Cauchy em (Ey, |||, ). Mas (Eo, |||l 5,) € (E1 ||]lp,) sdo espagos de Banach, e

portanto existem 2% € Ey e 2! € E; tal que 29 — 2% e 2} — 2!, Além disso, z = 29 + z,
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para todo n € N e logo # = 2 + 2. Portanto, como as normas ||| e |||/ sdo fungdes
continuas, segue que

1
0< a?l, + ', = im ([l + k], ) < Jim =0,

n—oo n—oo M,

istoé, v =a2"+2'=0+0=0.

(iii) Sejam x € X(E) e A € C. Se A = 0, temos AK(t,7) = 0 = K(t,0) = K(t, \z). Se
A # 0, temos,

K(t, )= inf +t = inf +t .
(tAw) = ik o Uells +tlwllp) = o inf s (lells + Eonls)

Para yy € Ey e y1 € E;, considere 2o = A lyg e 21 = A ~ly;. Entao

K(t,A\x) = inf ([[Azoll g, + 1Azl )

r=zo+21€X(E)

= P int (ol + tol)

r=x0+x1EX

= NK(t ).

(iv) Sejam z,y € X(E), e
A= {Hx0+y0HE0 +tllzr+ullg cr=20+21 € S(E)ey=yo+y € S(E)},
B = {”ZOHEO +t||21HE1 rt+y=20t+z2 € E(E)}

E facil ver que A C B e assim

Kt z+ = inf . il
( y) x+y=zO+zleZ(E)(H O”EO H 1||E1)
< .
< zzzogf@@(“xo +yollg, + o+ villp)
y=yo+y1 €X(E)
< inf  (lwollg, + volle, + el g, + tllle)

z=zg+z1€S(E)
y=yo+y1 €X(E)

= inf (ol g, +tlloallz,) + (vollg, +tlwlle,))

r=xg+w) €X(E)
y=yo+y1 €EZ(E)

= inf inf z +t||x +t
ot (yww@( (ol g, + tllzy) + (ol ummm>
r=ro+x1EX(E)

_ inf ((||x0||EO—I—t||$1||E1)+K(t v))
= K(t,z)+ K(t,y
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Portanto, segue por i), ii), iii) e iv) que para todo t > 0, K(¢,-) é uma norma sobre X(FE).

Em particular, para t = 1, temos que K(1,-) = |||z, ¢ uma norma sobre X(£). Agora falta

demonstrar que para t >0, K(t,) e [|||5; 5 sdo equivalentes.

Para 0 <t <1ex € X(F) temos

= inf + > K(t,
lellsiey = it (ol + ol = K(t.2)
e
K(t,z) = inf x +t||x
(o) = ol (el + talls)
> inf t|x +tl||x =t||x|w 7 -
>l (ol + il = el
Parat > 1 ez € ¥(FE) temos
|| = inf x + ||z < K(t,z
lellsiey = __int (ol + larll,) < K (t.2)
e
K(t,x) = inf x +t||x
(ha) = it (ol +ols)
< inf __ (t|zollg, +tlzilly) = tlzlge -

r=x0+x1€X(E)

Podemos entao concluir que dados ¢t > 0 e x € X(F),
min(1,) lallggz) < K(t,2) < max(L,1) 2]z, (1.23)
Proposicao 1.2.4. Para t >0, [|-||z5) € J({,-) sao normas equivalentes sobre A(E).

Demonstragao. Primeiramente demonstraremos que J(¢,-) é norma sobre A(FE):
(i) Dado = € A(E), J(t,2) = max (||z] g, , ¢ ||lz]|lz,) > 0, pois |||z, > 0 para todo = € Eq e
t{x||z, > 0 para todo x € E.

(ii) Se x = 0, entdo ||z||z, = 0=t|z[/g, elogo, J(t,z) = J(t,0) = 0. Se J(t,z) = 0, entao
|zl g, <0 et|z]lp <0. Logo, [[z]lg, = [[z]lg, =0, ou seja, z = 0.
(iii) Sejam A € C e x € A(E). Entao

J(t, Ax) = max ([Az]lg, .t [A\z]lg,) = max([A| 2]l g, . tA] |2l )
= Nmax ([z]lg, . tllzllz) = [N 2).
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(iv) Sejam z,y € A(E). Entao

J(t,x +y)

max (||lz + yllp, .t =+ yllz,)

IA

max(|[zll g, + vllg, . t |12l g, + ¢ lyllEg,)

IN

max ||zl g, . |7l g, ) +max ([lyll g, . 1Yll, )
J(t,x)+ J(t,y).

Portanto, segue por i), ii), iii) e iv) que para todo ¢ > 0, J(t,+) é uma norma sobre A(E).
Em particular, para t = 1, temos que J(1,-) = ||[[5z) ¢ uma norma sobre A(E). Agora falta
demonstrar que para ¢ > 0, J(¢,") e ||| (g sdo equivalentes sobre A(E).

Para 0 <t <1exz € A(F) temos

1l sy = max (2|5, » 2]l 5,) = J(t 7)

J(t, ) = max (|l 5, t 1] p,) = max (¢ 2]l .t 2l 5) =t l2las -

Parat > 1 ez € A(E) temos

||$||A(E) = max (Hx”EO , ||$||E1) < J(t,x)

J(t,2) = max (|l 5, t 1] p,) < max (¢]2llg, .t 2l5) =tlzlaz -

Podemos entao concluir que dados t > 0 e z € A(E),
min(L,1) o] agey < J(t,2) < max(L,1) ol age- (120
Teorema 1.2.5. Os espagos (Z(E), ||'H2(E)> e (A(E), H'HA(E)) sao espagos de Banach.

Demonstracao. Primeiramente demonstraremos que <A(E_'), IRIN E)) ¢ Banach. Considere-

mos entao uma seqiiéncia de Cauchy (z,)neny em A(E). Assim, dado € > 0, existe ny € N, tal
que para quaisquer n,m > ng, |Tn — Tm|a) < € Seque de (1.18) que ||z, — Tpllg, < € e

|xn — xm||p, < € para quaisquer m,n > ng e logo, (x,)nen ¢ uma seqiiencia de Cauchy em Ej

0

e em F,. Portanto existem 2° € E; e 2! € E) tais que z, — 2 em Ey e x, — 2! em E}.

Pela Definicao 1.2.1 existe um espago vetorial topologico de Hausdorff E, tal que Ey e F; estao

0

continuamente incluidos em E e logo z, — 2° em E e z,, — 2! em E. Mas E é Hausdorff,
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assim 2° = x'. Tomemos z = 2° = 2! € A(F). Entdo dado € > 0, existe N € N tal que

|zn — x|l < e€e |z, — x| < e€paratodon > N e conseqiientemente
20 — 2l () = max (Jzn — 2l s 2w —2ll,) <€ n>NeN.

Assim, <A(E), H'HA(E)) ¢ Banach.
Mostremos agora que (E(E), H'HE(E)) também é Banach. Dados 2 € X(FE) e € > 0, por

(1.20) existe uma decomposicao z = z° + z! tal que
1=l 5, + ", < Nllsqe) +e
Em particular, para € = ||z g, existe uma decomposicao = = 2° + z' tal que

2%l 5, + 2|5, < 2Ml2llsz) -

l 'l
Ey Eq

Seja (zn)nen C X(E) tal que, Y2 ||z lsys) < 0o. Entao para cada n € N podemos encontrar

uma decomposi¢ao x, = 22 + z tal que, (29),en C Ep € (77, )nen C Ej e além disso,

0 1 _
2l g, + llzall s, < 2lenlls.
Isto implica que Y 7, [l2f]l5 < oo e Y207 |Ja) |l < co. Como Ey e E; sao de espagos

0
n

o 0

00 0 1 : 0 _
Banach, temos que ) >z, converge em Ey e Y > x) converge em Ej. Sejam z° =) > )

ext =3 zl etomemos z = 2% + 2! € X(F), temos por (1.20) que,

:E—XN:xn - (zo—ix?L)Jr(ml—ixi)

n=1 Y(E) n=1 n=1 S(E)
N N
< a:o—z:vg + xl—Zx}%
n=1 Ey n=1 E:

Assim, concluimos que Y > | x,, converge em X(E) para x. Portanto temos que, (Z(E), IE ”z(E))

¢ Banach.

Corolario 1.2.6. Os espacos (E(E),K(t,-)) e (A(E),J(t,-)) sao espacos de Banach, para
todo t > 0.

Demonstracao. Segue imediatamente das Proposicoes 1.2.3, 1.2.4 e do Teorema 1.2.5.

Lema 1.2.7. A funcao t — K(t,x) é nao negativa, nao decrescente e concava, para qualquer

x € X(F). Em particular, para quaisquer t,s > 0,

min(1,t/s)K(s,z) < K(t,x) < max(1,t/s)K (s, z).
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Demonstracao. Suponhamos que K (-, z) nao seja nao negativa. Entao existe o > 0 tal que

K (tg,z) < 0, o que contradiz o fato de K (to,-) ser uma norma sobre ¥(E). Logo K (-, z) ¢ ndo
negativa.

Sejam ¢, s € (0,00), tal que t < s. Entdo t[|21], < s||z1]|, para todo z; € Ey, e assim
lzollg, +t |71l g, < llzoll g, +5 |71]| g, para todo zg € Ey e zy € Ey. Portanto K(t,z) < K(s,z),
ou seja, K (-, z) é ndo decrescente.

Consideremos t,ts € (0,00) e s € [0,1]. Entao

(1 —=s)K(t1,z) +sK(tz,x) = (1—3) inf 5 (lzoll g, + ta llzallg,) +

r=x0+x1EX

+ s inf ) (||$0||E0 + 12 ||$1||E1)

r=x0+x1EX

x:xoigleE(E) (( S) HxOHEa ( S) 1 ||$1||E1)

+ mf s |l + st T
1‘:9004-1:162(1?)( H OHEO 2” 1||E1)

< inf + {1 =9t + st
< b (lwollg, + (0= )t il + ste laills,)

— inf & (||930||E0 + ((1 — 8)t1 + sto) ||I1||E1)

r=x0+x1EX

= K ((1—=s)t; + sty, z),

e portanto K (-, x) é concava.
Sejam agora, t,s > 0. Se t < s, como K(-,x) é nao decrescente, K(t,z) < K(s,x) =
max(1,t/s)K (s, x). Além disso, temos que

sK(t,xz) = inf (SHHSOHEO +StHx1”E1)

r=zo+x1€X(E)

> inf t +1
it (el + sl

= tK(s,x)
e portanto, K(t,z) > (t/s)K(s,z) = min(1,t/s)K (s, x). Assim,
min(1,¢/s)K(s,z) < K(t,x) < max(1,t/s)K(s, ).

Set>s, K(t,z) > K(s,z) = min(1,t/s)K(s,x). Além disso,

sK(tw) = f (sloollg, + st il
< it (taollg, +ts )

r=zo+x1€X(E)

= tK(s,x)
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e portanto K (t,z) < (t/s)K(s,x) = max(1,t/s)K(s,z). Assim
min(1,¢/s)K(s,z) < K(t,x) < max(1,t/s)K(s, ).

Lema 1.2.8. A fun¢io t — J(t,x) € nao negativa, nao decrescente e convera, para qualquer

v € A(E). Em particular, para quaisquer t,s > 0,

min(1,t/s)J(s,z) < J(t,z) < max(1,t/s)J(s,x)

K(t,z) < min(1,t/s)J(s, ).

Demonstragao. Dado = € A(E), como ||lz]l, > 0 e t|z|z > 0, temos que J(t,z) =
max (||z]|z, .t ]z, ) = 0, ¢ > 0, ou seja, a fungdo t — J(t,x) é ndo negativa.

Dados t,s € (0,00), t < s, temos que
J(t,x) = max ([l g, .t |2ll ) < max ([J2]lg, ,sllzlg,) = J(s,2),

ou seja, a fungdo t —— J(¢,x) é ndo decrescente.

Dados t1,t3 € (0,00) e s € [0, 1], temos que,

(1= s)J(tr,2) + sJ(ta,x) = (1 —s)max ([|o]lg .t [[2] ) + smax ([l g, . t2 2]l ,)
= max ((1 = s) 2]l g, , (1 = s)ts [[2]l ) + max(s ||| g, , stz [|2] ,)
> max ((1 - H93||EO +sllg, (1= st ||zl + st 2] 5,)
= max ([[z[l g, , (1= )ty + sta) [[2]| g,) = T ((1 = s)t1 + sta, x)

ou seja, a fungdo t — J(t,x) é convexa.
Sejam agora t, s € (0,00). Como x € A(FE) podemos escrever v =+ 0 =0+ € X(E) e

assim segue por (1.21) que
K(tz) < |zllg, e Kt,2) <tlz]g, (1.25)
Set < s, entao J(t,x) < J(s,x) = max(1l,t/s)J(s,x), e também

min(L,t/5)J(s,x) = (t/s)J(s,x) = max ((t/s) |2l g, tl|zllz)
< max (|2l tlzlg) = ().

Portanto,
min(1,¢/s)J(s,x) < J(t,x) < max(1,t/s)J(s,x).
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Além disso, por (1.25)
min(L,t/s)J(s, ) = (t/s) max (|, . s |2ll,) >t ]|zl p, = K(t, ).
Se t > s, entdao min(1,¢/s)J(s,z) = J(s,z) < J(t,x), e também

sT(ta) = max(s [l st el ,) < max(t el g, . b5 7],

— tmax (ol s loll,) = (s, 7).
ou seja, J(t,x) < (t/s)J(s,xz) = max(1,t/s)J(s,z). Portanto,
min(1,¢/s)J(s,x) < J(t,x) < max(1,t/s)J(s,x).
Além disso, por (1.25),
min1,¢/5).(s,2) = max (el g, .5 o]l ) = llo], > K(t.).

Definicao 1.2.9. Sejam 0 < # < 1, 1 < ¢ < oo. Para cada fungao mensuréavel nao negativa

¢ :(0,00) — R definimos:

By (pl1)) = (/ooo(t_%“”q%)l/q 1<g<x,

SUp €880 (t_eap(t)) , q = 00.

Observagao 1.2.10. Qualquer f : R — R nao decrescente ¢ Borel mensuravel. De fato, se f
é nao decrescente, dado o € R temos que A, = {x € R: f(z) > a} s6 pode ser uma semi-reta
daforma {r € R: 2z >a}ou{r € R:z > a} paraalguma € R, ou 4, é R ou ). Em particular
as fungoes t — K (t,z) e t — J(t,y) sdo mensuraveis para cada z € X(E) e y € A(E).

Definigao 1.2.11. Para 2 € X(E) definimos,

g g5 = Poq (K (2, 2))

Lema 1.2.12. A funcgao t — K(t,z) € continua, para todo x € %(E).

Demonstrac¢ao. Vimos no Lema 1.2.7 que t — K (¢, x) é ndo decrescente e concava. Portanto

para tg € (0,00) e s € [0, 1], temos que,

K(to,2) > K ((1 - s)%) + sto,x> > (1-8)K (%095) 4 5K (to, )
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e assim
t t
lim K (to, z) = lim K ((1 - 8)50 + sto,x> > lim ((1 —s)K (go,x> + sK(to,x)) :
s<1 s<1 s<1

Logo, pelo Teorema do Confronto segue que,

lim K ((1 - s)%o + sto,x) — K(ty, ) = K (lim ((1 _ S)%O 4 3t0> :c) |

s—1 s—1

s<1 s<1

Conseqiientemente K (-, x) é continua a esquerda em todo ponto ty € (0,00). Suponhamos agora
que K (-, z) nao seja continua. Entdo existe ¢y € (0,00) tal que K(tg, x) < lime e K(t,z), pois
>tg
K(-,z) é continua a esquerda em ¢, e é nao decrescente. Seja € = limi—, K(t,z)— K (ty,x) > 0.
>t

Entao existe § > 0 tal que se to — § <t <ty entdo K (tg,x) — K(t,x) < ¢/2. Assim temos que,

K(to,r) — K(to — 0,7) < 5,
{ K(ty+0,2) — K(to,z) > €
e logo,
{ LK(to— 6,2) > LK (to, ) — £,
TK(to+0,2) > 1K (to,x) + §
Portanto

1 1
§K(t0_57gj)+§K(t0+5>$) ZK(tow’f)‘Fi >K(t0,l’),

o que contradiz o fato de K(-,z) ser concava. De fato, como K(-,z) concava, temos que para
todo s € [0, 1],

K((1=3s)(to—06)+s(to+9),x) > (1 —s)K(tg — 9, z) + sK(to + 0, x),
e em particular, para s = 1/2, temos

1
K(to,l’) > K(to —5,I’) + §K(t0+5,[£)

DN | —

Logo a fungao t — K (t,z) é continua.

Lema 1.2.13. A fungio x € X(E) — ||z|l, .5 tem as propriedades de uma norma.

Demonstracao. (i) Dado =z € X(FE), a fun¢do ¢t —— K(t,z) é continua e nao negativa, e

portanto segue imediatamente que:

) dt 1/q
(/ (teK(t,x))q7> >0, 1<¢< oo,
0

SUp €884~ (t_eK(t, x)) >0, q=o0.
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(ii) Novamente pelo fato de que a funcao t — K(t,z) é continua e ndo negativa, segue

imediatamente que, x = 0 se e somente se,

[e%e] dt 1/q
(/ (tPK(tx))" 7) =0, 1<¢g< oo,
0

SUP €884~ (t_aK(t,x)) =0, q¢=o00.

(iii) Sejam A € C e z € X(F). Para 1 < ¢ < oo, temos

s = ([ )~ ([cmmnor )

= ([T %)/ (o [ @m0y %)/

© AN
Y ( [re) 7) — ol

e para ¢ = 00 temos

[A\zllg i = supessio (t K (t,Ax)) = supess;so ([N K(t,2))
= |Asupessig (t K (¢, z)) = |\ 2/l 45 -

(iv) Sejam z,y € 3(F). Para 1 < ¢ < oo, temos
< g dt\
o+ sl = ([ x40 )
0
>0 dt\
< (/ (t‘eK(t,x)—l—t_eK(t,y))q?)
0

- (Fiewen )" ()"

= ||w||0,q;K + ||?/||9,q;K )

onde a tltima desigualdade acima para o caso de ||z .. <00 e [[ylly . < 00, é garantida

pela Desigualdade de Minkowiski, e quando [z, ., = 00 ou |yll,,x = oo, ¢ trivial. Para

q = 00, temos

SUP €SS0 (t_eK(t, T+ y))
sup esseso (t K (t,2) +t P K(t,y))

||‘r+yl|0,q;K

IN

IN

SUP €88 (t_eK(t, m)) + sup ess;~o (t_eK(t, y))
= ||I||9,q;K + ||y||0,q;K :

Logo a fungao = € X(E) — ||z[|, .5 tem as propriedades de norma.
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Lema 1.2.14. Para x € X(F) e s € (0,4+00), temos que
K(s,2;:E) < Coq 8" [2llg i
onde Cy, € uma constante positiva que depende somente de 0 e q.
Demonstragao. Lembremos que pelo Lema 1.2.7, para quaisquer ¢, s > 0 temos,
min(1,t/s)K(s,x) < K(t,x).
Como @y, é nao decrescente, aplicando ®y , preservamos a desigualdade acima, isto é,
Do (min(L, t/5)) K (5,2) < [l (1.26)

Notemos agora que, se s > 0, ¢(t) é mensuravel e ndo negativa, entao ¥ (t) = ¢(t/s) também

é mensuravel e nao negativa. Tomando u = t/s temos que du = dt/s e assim para 1 < g < 0,

ouatv) = (v 7) "
(/ooo(t‘ow(t/s))q %)l/q _ 0 (/Ow((t/s)_%(t/s))q Cigi/sj))l/q

= 3_9(1)0,11 (gp(t)) .

Dy q (0(t/5))

Para ¢ = oo também temos que,

Do q (p(t/s)) = Pog(W(t)) = supessio (1U(1))
= supess;~o (t’enp(t/s)) = 577 sup ess;~g ((t/s)’()(p(t/s))
= s~ supessq/gs0 ((t/5)"p(t/s))
= s, (p(1)).

Em particular, para ¢(¢) = min (1,¢) temos
®y, (min(1,t/s)) = s @y, (min(1,1)). (1.27)
Logo, de (1.26) concluimos que,

(1)9711 (mln(l’t)) K(S,.T) S 89 HxHG,q;K :
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Entao segue o resultado, pois @y, (min(1,¢)) é uma constante positiva que s6 depende de 0 e

q. De fato, se 1 < ¢ < oo temos,

L =\
@97q(min(1,t)) = (/0 (tet)q?—F/l teq?)

1 [e%) l/q
= ( / ta=0-1qp 4 / t‘eq_ldt) .
0 1

Como (q(1 —0) — 1) # —1 e (—0qg — 1) # —1 segue que,

1 N 1/q
+ lim t—9q—1dt>

0

+a(1=9)

Py, (min(1l,t)) = <m

1 1\Y4 1
) - G )

Consideremos agora ¢ = co. Se 0 < t < 1, entdao t’min(1,¢) = t!=% < 1. Se t = 1, entdo
t=%min(1,¢) = 1. Se t > 1, entdao t " min(1,¢) = 1/t < 1. Logo

Dy, (min(1,¢)) = supessy=o (¢ min(1,¢)) = 1.
Proposicao 1.2.15. O conjunto
Kog (E) ={z € X(E): 2l < 00}
¢ um espago de Banach com a norma ||-|g ,.r-

Demonstracao. Segue do Lema 1.2.13 que o conjunto Ky, (E) ¢ um espaco vetorial normado
com a norma |||, .. Demonstraremos que ele é completo na métrica induzida por esta norma.

Para isto, consideremos uma seqiiéncia (), .y C Koq (E) tal que

D leallg g < o0
neN
Pelo Lema 1.2.14 temos K (1,2,) < C |2,y .5 € assim

Z [@nlls ) < oo

neN
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Mas pelo Teorema 1.2.5, ¥(£) ¢ Banach, ou seja )z, converge em () para um elemento

x. Agora, observemos que,

N N
x—an = By, (K (t,x—an>> = oy, (K (t,an>>
n=1 0,;K n=1 n>N

< Dy, (Z K(t7xN)> < Z Ppq (K (t,2n))

n>N n>N
= Z ||93nH0,q;K~
n>N
Portanto,
N N N
HxHe,q;K S €T — an + an S Z Hang’q;K —+ an < Q.
n=1 0,q;K n=1 0,:K n>N n=1 0,¢;K

Além disso, dado € > 0, existe Ny € N tal que para todo N > Ny temos > [|Znllg . < €€

portanto
N
T=) <D Mwnllpgr <€
n=1 0,¢:K n>N

Logo, segue que z € Ky, (E) e Y. .nTn converge para x em Ky, (E) .

neN

Definicao 1.2.16. O conjunto Ky, (E) da proposi¢ao anterior é chamado espaco de interpo-

lacdo do par E pelo K-método.

Teorema 1.2.17. Sejam (Ey, Ey) e (Fo, F1) pares de interpolagao e T uma aplica¢ao linear
de By + By em Fy + Fy tal que T; = T |g,€ L(Ej, F}), com norma ||T]||E]1[,J =M,, j=0,1.
Entao, se 0 < <lel<g<oo, TelL <(E0,E1)9,Q;K7(F0>F1)9,Q;K> e a norma € limitada
por My~ M?.

Demonstracgao. Seja ©x € Fy + E;. Para cada decomposicao x = ¢ + x; corresponde uma

decomposicao T'(z) = T (xg) + T (x1) e portanto

K(t,T(x) < [T (xo)llg, +t 7T (x1)lg
< Mo [|zoll g, + tMy ||zl ,
= Mo (Izoll g, + tML Mg 4] ) -

Conseqiientemente
K (t,T(z)) < MoK (tM My, z)
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©pq (K (t,T(x)))
1T ()

IN

Mo®,, (K (tM My, z))
Mo (M Mg |1zl 5,
MMM’ ||z g, ,
MM |25, .-

IN

||Fe,q;1<

Notacao 1.2.18. Sejam 0 < § < 1,1 <7 < 00, 1 < g < 0o. Denotaremos por A" o espaco

de todas as seqiiéncias (ay),.,, tal que

(Sez (r o))" 1< g < o0,

() 30.m0 =
h sup (r_k0|ak|) , q = 00.
keZ

¢é finito.

Observagao 1.2.19. E fécil ver que a funcdo (o)., € A" — |[(a)|yore € R tem as
propriedades de uma norma, sendo que a desigualdade triangular é obtida utilizando a De-
sigualdade de Minkowiski para series (ver Apéndice) junto com a desigualdade triangular da

funcao modulo. Assim (/\9”""1, -] )\G,r,q) ¢ um espaco vetorial normado.

Lema 1.2.20. Seja E = (Ey, Ey) um par de interpolagio e seja x € X(E). Entdo, x € Ky, (E)

se e somente se (K (rk, x))kez e NP4 Além disso,

r— (lnr)l/q H(K (rk,q:))”/\@m < ||x\|9’q;K < r(ln’r‘)l/q H(K (rk,x)) (1.29)

HAqu
Demonstracao. Sejam rP <t <rktle1 < ¢ < oco. Pelo Lema 1.2.7 temos,
K (rk,x) < K(t,x) <rK (rk,m) ,
e como 1 0r7R0 < =0 < phO, segue que
(T_Gr_kgK (rk,m))q < (t_GK (t,x))q < (TT’_kGK (rk,m))q.
Integrando agora sobre o intervalo [rk, Tk+1}, com respeito a medida dt/t, obtemos

k+1
r o dt

r%(Inr) (r"K (rk,m))q < / (t7°K (t,2)) n <ri(lnr) (r"K (rk,x))q

rk
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e em seguida, fazendo a soma sobre k € Z obtemos

=% (Inr) Z (r*K (r* 2))" < /((X;S_QK (t,x))q% <7r?(Inr) Z (r " K (%, 2))".

kezZ 0 keZ

Finalmente, elevando a poténcia 1/g obtemos (1.29). Analogamente podemos obter o resultado

para g = oo.

Definicao 1.2.21. Definimos o espaco de interpolacio do par E pelo J-método como sendo o

conjunto Jy 4 (E), de todo = € X(F) que pode ser representado por

v = /Ooo w%, (1.30)

onde u é uma funcdo fortemente mensuravel tomando valores em A(FE), e a convergéncia da

integral esta sendo considerada em X (FE) e
Py, (J (t,u(t))) < oo. (1.31)

Observagao 1.2.22. Dados 0 < t; <ty < 00, e u (t) fortemente mensuravel, tomando valores
em A(E) e tal que vale (1.31), entao

De fato,
t2 dt t2 dt 1/
[u() Az " <C ( Hu(t)HqA(’) 7) :
t1 t1
Agora, com 0 < 0 < 1 temos ¢, < 7% < ¢” e assim 1 < 37t7% < (t,/t;)"". Logo pelo Lema
1.2.8
t2 dt t, adt\ "
@l 7 < Ct} (/ (t ’ ||u(t)||A(E)> 7)
t 1
t dr\
< ot} (/ (t " max (1,1/t) J (t,u(t)))" 7)
t1
to . dt 1/q
< Ctymax(1,1/t) (/ (7Tt u () 7)
t1
0 g A\
< (/ (t0T (t,u(t)) 7) < 00,
0

ou seja, (j;tfu(t)%) € A(E).
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Definigao 1.2.23. Para x € A(FE) definimos

1lg g = 1nf @ q (J (£, u(t))),

onde o infimo ¢é tomado sobre toda funcdo u : (0,00) — A(FE) fortemente mensurével tal que
valem (1.30) e (1.31).

Teorema 1.2.24. Sejam (Ey, Ey) e (Fo, F1) pares de interpolagio e T uma aplicagdo linear de
S(E) em X (F) tal que T; =T |g,€ L (E;, F}), com norma HT]HE] r = M;, j=0,1. Entdo, se
0<f<lel<g<oo,T€eL ((E07E1)97q;J , (Fo, F1)97q;J> e a norma ¢ limitada por My—°M?.

Demonstracao. Para o € Jy, (E), temos, desde que T : X(E) — X (F) seja linear e

limitada, que T (u(t)) é mensuravel,

T(@) =T < /0 h u(t)%) _ /O T () % (convergencia em £ (F)).

Assim, com esta u,

J(t.T (u(t) = max (|7 (u(t)llp, 1T (wt)]p)
Mo max (J|u(t)] g, , tML Mg [[u(®)l] 5, )

= MoyJ (tM My, u(t))

IN

e obtemos, pelas propriedades de @y,
Bgq (J (T (u(1) < My~ M®oq (J (t,u(t))).
Tomando o infimo sobre u, obtemos

17l ., < MM ],

- E1)gq

Lema 1.2.25. Seja E = (Ey, E1) um par de interpolagio e seja x € %(E). Entdo, x € Jy, (E)

se e somente se existem u, € A(E), k € Z, com

:U:Zuk (convergéncia em X(E)) (1.32)
keZ

tal que (J (rk, uk))kez e \9ma Além disso,

() 5507 i (04 0)) < Dl < 7 058 7 (% ) - (155)

onde o infimo € tomado sobre todas as seqiiéncias (ux) satisfazendo (1.32).
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Demonstracao. Suponhamos que z € Jp, (E) e seja r = fooou (t) % uma representacio de x

t
tal que ®g, (J (t,u(t))) < oo. Escolhendo uy = T’;Hlu (t) %, k € Z, segue da Observacao 1.2.22
v=D u

keZ

na norma de X(E). De fato, como [ (t) % converge para x na norma de $(E), entdo s, =

t
rntl dt - . A s ..
J—au(t) % — x em ¥(FE), considerando agora S, = > jkj<n W @ seqiiéncia das soma parciais

k+1
" dt b
u(t)—| ,r
k t

J(rk,uk) = max( /U(t)% )
Eo r Ey
1
dt
< max Hu ||E0 T HU()||E1
t k t

< [ (e 0l o 1 0l

rk
k+1
" dt

< /TJ(rk,u(t)) T

k

que cada u, € A(E). E claro que

de uy, vimos que S,, = s,, entdo S, — z em L(E). Além disso, temos

k+1

Agora, usando o Lema 1.2.8, temos J (r*, u(t)) < max (1,7"/t) J (t,u(t)) = J(t,u(t)) para

todo t € [r*, r**1] e logo
7,.k+1 dt
J (r*, ug) §/ J(t,u(t)) T

k

Assim,

(T‘_MJ (Tk, uk))q < (T—ke /T: J (t, u (t)) %) _ (7,97,—9(16—&—1) /r: J (t, U (t)) %)

T'k+1
= % (/ r_e(kH)J(t,u (1)) ﬁ
T‘k

t

Portanto, observando que na integral anterior r~?*+1 < ¢=¢ ¢ usando a Desigualdade de Holder
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com p = q/(q — 1) segue que

—k k q 0q " e dt !
(7“ J(r,uk)) < r (/rt J(t,u(t))?>

(VAN
<
>
[}
-~
N
L S
=
+
o
By
e)
<
—~
~
IS
—~~
~
S—
S—
~
2=
<
~—
QL
~
M
&
-~
ﬁ\
| > 3
-
+
RS
~
s
H‘ -
~
(=]
\/Q
~
S
=
QL
~~
&/H
L
~
[}

= gl (lnr)q_l/ (t_eJ(t,u(t)))q7.
Tk
Portanto, fazendo a soma em k € Z e elevando ambos os lados da desigualdade a poténcia 1/q
obtemos,
1T (1)) [y < ()77 17, (7 (£ u(t)) < 00

e assim (J (rk, uk))kez € A4, Além disso, tomando o infimo sobre toda u satisfazendo (1.30),

em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

(J (rk, / :Jru (1) %))

Reciprocamente, suponhamos que z = Y, , uy, com (up),; C A(E), e que (J (r*,uy)) €

M4 Escolhendo u(t) = ug/Inr, r* <t < r*1 temos,

k+1 k41
. . UL Tdt . " Uk dt
:U—Zuk B Z(].HT/,’:k t>_z</rk lnrt)

141 _g.
) Farinf
u

(1117” S ||m||9,q;J' (134>

2\0.m.q

keZ keZ keZ
k+1
" dt o dt
> (/ u(t)—) ~ [T,
rk t 0 t
keZ

onde a convergéncia ocorre em N(FE). Se r* <t < r*! entao segue do Lema 1.2.8 que
e+ X
it < (4 a(0) < max (1,75 ) 7 (K 0l0) =) ()
r

e assim, observando que t=¢ < r=* temos

k+1 k+1
" dt

/T (t_eJ(t,u(t)))q% <7ri(lnr)?Jg (rk,uk)q/rr t_GqT <7 () 7 (r T (k)

k k
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Portanto, fazendo a soma em k € 7Z e elevando a poténcia 1/q, segue que

By (J (u(t)) < r(Inr) ™55 |7, w) < 00 (1.35)

||,\<9,m1

e assim © € Jp, (E). Além disso, tomando o infimo sobre toda seqiiéncia (uy) satisfazendo
7q

(1.32) e tal que (J (rk, uk)) € A% em ambos os lados da desigualdade acima obtemos,

keZ

ol < ()45 it [ (%)) (1:36)

(up

Logo, por (1.34) e (1.36) temos (1.33).
Proposigao 1.2.26. Se 1 < ¢ < oo entio A(E) é denso em Jo, (E)

Demonstracao. Seja x € Jp, (E), entao pelo Lema 1.2.25, x pode ser representado por z =
> ez Uk (convergéncia em X(E)), onde uy, € A(E) paratodo k € Ze (3,5 (1" J(r", uk))q)l/q
oo. Entdo, yv = — 3y ur € Jog (E) e yvy = Y 4eq vk (convergéncia em ¥(E)) onde

Uk, ‘k| >N7
Vi =
0, |kl <N

Assim pelo Lema 1.2.25 e Proposi¢ao 1.2.4 segue que

p= S wl| = ol < C IRl
0,q;J

= C (kezz (r*J (rk,vk))q> "
1/q

= C Z (r_keJ (Tk,uk))q

|k|>N

e portanto

lim ||z — E Uy, = 0.
N—oo

Observacao 1.2.27. O J-método e o K-método sao chamados, métodos de interpolagao real.
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1.3 Teorema de Equivaléncia

Lema 1.3.1 (Lema Fundamental da Teoria de Interpolagao). Suponhamos que
min (1,1/t) K(t,z) — 0 com t—0 ou t— oc.

Entao, existe uma representacao

:,;:Zuk (convergéncz’a em E(E))
kez

de z, tal que J (2%, u;) < 4K (2%, 2).

Demonstragao. Dado um inteiro &, por (1.21), existe uma decomposigao x = 2% + x4, tal que

1
Jedll, + 2 okl < (1+5) & (2.0). (137

Assim, usando a hipotese

0< lim [l2jf|, + lim 2% [l < <1+%) lim K (2", z)

= (1) m i (1.5 K 04) -
e portanto,
Jim_[o8], =0 .
Além disso,

0< tim o+ Jim [lod], < (1+1) lim K (2, 2)

k—-+oo k—-+oco 3/ k—+oo Qk
1 ) ) 1
= (1 + g) kErJ{loo (mm (1, ?> K (2k7m)) =0
e portanto,
lim ||| ,, = 0. (1.39)

k—+o00

Escolhemos uy = 29 —29 | = 1 | —z}, assim temos que u;, € A(FE) e para quaisquer M, N € N

segue que
M

0 0 0 1
T — E U, = — Ty +T N1 =T_n_1 T Ty
k=—N
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Portanto por (1.20)
M

r — E U

k=—N

< lJa2uillg, + el s, -
S(E)

Fazendo N — oo e M — oo em ambos os membros da desigualdade acima e usando (1.38) e
(1.39), obtemos

x = Z u,  (convergéncia em X(E)).
keZ

Além disso, temos por (1.37) e pelo Lema 1.2.7 que
J (2%, ) max (||ugll g, » 2" [luell,)
maxc (||, + 22105, -2 ([lohosll g, + 12kl ))

(el + 2 ebl) + el + 2 ok,
1

(1+3) K @) +2laballg + 2 bl

(1 + %) K (2% z) 42 <1 + %) K (2" 2)

< 3 (1+1) K (2%, 2) = 4K (2%,2) .

INIA

IN

IN

3

Corolario 1.3.2. Seja x € X(E) um elemento que satisfaz

limK(t,z) =0 e limt 'K(t,x)=0.

t—0 t—o0

Entao, existe uma fungdo fortemente mensurdvel u = u(t), com u(t) € A(E), satisfazendo
© gt | _
x = u(t)? (convergéncia em X(F)) (1.40)
0

e para todo t > 0, J (t,u(t)) < 8(In2)"" K (t, ).

Demonstragao. Sejam (7)., , (T}) ez € (Ur)pey as seqiiéncias obtidas na demonstragao do

Lema 1.3.1. Agora, para 2¢~! <t < 2%, definimos
u(t) = (In2) " up = (In2)~" (2 —23_,) = (In 2)~ (21 — ) - (1.41)

E claro que u = u(t) ¢ uma funcio fortemente mensuravel, toma valores em A(E) e

2N

it &
/Nu(t)7: Z up = — 2% 5y — .
o

k=—N+1
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Fazendo N — oo, obtemos (1.40). Mais ainda, se 2871 <t < 2% temos por (1.41), Lema 1.3.1

e Lema 1.2.7 que

IN

J(t,u(t)) (In2)~'J (Qk,uk)

4(In2)"" K (2%, 2)

IA

2k
4(In2)"" max (1, W) K (281 2)

8(In2) " K (t,z).

IN

IN

Lema 1.3.3. Para x € A(FE) e s € (0,00), temos que
|llg g0y < Cos™J(s,2; E)
onde Cy € uma constante positiva que depende somente de 6.

Demonstragao. Sejam z € A(E) e s > 0. Como z € Ky, (E), segue pelo Lema 1.2.14 que
limy o K(t,z) = 0 e limy_ot 'K(¢t,z) = 0. Entdo pelo Corolario 1.3.2, existe uma fun¢ao

u = u(t), fortemente mensuravel em Y(E) e tomando valores em A(E), satisfazendo
o dt _ _
r = u(t)7 (convergéncia em X(E))
0

e J(t,u(t)) <8(In2) " K (t,x), para todo t > 0. Logo pela Definicdo 1.2.23, Lema 1.2.8 e por
(1.27), temos

IN
&

A
&

2119, g:.

AN
KA
)
[}
[N R
oo
E
2
|
—
. E
B
N\
\.H
=
»
S
S~—
~_

A
[ee]
=2
L
KH
D
2
RS
E
B
N
\.D—‘
~ »w |+~ » |~
N~
%v
N
~—~
»
=

< 8(In2) ' dy, (min (1,t)) s~ (s, 2). (1.42)

Para 0 < 6 < 1 fixo, sejam g(q) = Py, (min(1l,t)) = 1/ (@@ (1—0)"", 1 < ¢ < ¢
Pa) = (1/ (40 (1 = 8))/7) = (~1/q) In (40 (1 — 0)). Assim g(g)
9)-

= M9 ¢ entao estudando o

comportamento de h(q) estaremos estudando também o de g(q). Temos que
dh 1 16(1-0)
— = —In@1-0) — ———=
dgq q? (46 ( ) qq0(1—0)

- q%an(qe(l—e))—l),
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assim ¢ = e/ (0 (1 — 0)) é um ponto critico da fun¢do h que é um ponto de minimo. Estamos

interessados nos pontos de méaximo de h(q). Temos que

: 1 1
1 oea-0 . 1

lim —~ 1 1-6) = lim ——— 2 — fym —~ =
e ) R i

Portanto o maximo de g(q) ocorre quando ¢ = 1 e assim ¢(q) < g(1) = 1/6 (1 —6). Conse-

qiientemente, voltando para (1.42) obtemos

8(In2)~"

e S .
HIHQ,q;J =9 (1 . 6) 5 J(‘S?I)

Teorema 1.3.4 (Teorema de Equivaléncia). Seja E = (Ey, Ey) um par de interpolagdo, e

sejam 0 <0 <1 el <q<oo. Entio Jpy (E) =Koy (E) com equivaléncia de normas.

Demonstragao. Primeiramente, tomemos € Jp, (E) e x = [ u(t) dt/t. Entdo, por (1.4) e

pelo Lema 1.2.8, segue que

WKW@:t%KQAu@%)gAr%@wmﬁ
< /Ooot—ﬁ min (1, t/5) J (s, u(s)) %
- /Ooo(t/s)—" min (1,t/s) s7%J (s, u(s)) % = [xg(t),
onde f(s) = 0.7 (s, u(s)) e g(s) = s~ min(1, ). Assim usando a Desigualdade de Young (ver

Apéndice) para r = g e p = 1, obtemos

(/ooo(t_eK (t,x))q%)l/q < (/Ooot—(’ min (1, ¢) %)(/ﬁw(t_eJ(t,u(t)))q%)l/q'

Logo, tomando o infimo sobre todas as representagoes x = [“u(t) dt/t, obtemos por (1.28)

1
[2llg grc < a0 =0) 20, -

Agora, pelo Lema 1.2.14, temos

K(th) S 09:(] te ||x||9,q;K
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para qualquer = € Ky, (E) Assim segue que min (1,1/t) K(t,2) — 0 quando t — 0 ou t — 0.
Conseqlientemente, o Lema Fundamental da Teoria de Interpolagao implica a existéncia de uma

representacao r = ZkeZ ug, tal que
J (2%, up) < 4K (28, 7).

Portanto
H (J (Qk’uk))”xw,q <4 H (K (2k7x))||w2,q .

Logo, pelos Lemas 1.2.25 e 1.2.20, obtemos

HxHG,q;J < 2(ln2)_1+%H(J(2k,uk))||x,,2,q
< 2(n2) 4 [(K (25,2)) o
= 8(n2)~ (m2)" (K (2% @) .2,
< 8(n2) "2 |zl
< 16(02) " 2 flp

Corolario 1.3.5. O conjunto Jpq (E) ¢ um espago de Banach com a norma 1l g.q:7-
Demonstracgao. Segue imediatamente do Teorema 1.3.4 e da Proposigao 1.2.15.
Corolario 1.3.6. Se 1 < ¢ < oo entio A(E) ¢ denso em Ky q (E).

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 1.3.4 e da Proposigao 1.2.26.

Notagao 1.3.7. De agora em diante nao faremos distingao entre Jp, (E) e Ko, (E), e ambos
serdo denotados por Ey, = (Fy, E1)g, As duas normas |||, ..; € [[lly .k serdo denotadas por
||.||(E07E1)9,q. E claro que ((Eo, )y ”'H(EO,El)g’q) & um espaco de Banach e que A(E) é denso
em (Eo, El)@,q'

Observacao 1.3.8. Segue dos Teoremas 1.2.17, 1.2.24 e do Teorema da Equivaléncia que se
(Eo, E1) e (Fy, F1) sdo pares de interpolagio e T uma aplicacdo linear de Y(E) em ¥ (F’) tal
que T; = T |g,€ L(Ej, F};), com norma ||TJ||E]F] = M,, j =0,1. Entao, se 0 < < 1e
1<g<o0, TeL (Equ,Eg,q) e a norma ¢é limitada por Mol_ng. Entao para Fy = F; = F

com [|-|| g, = Il 7, = [/l temos

1-60 0
175, < (ITog0r) (1725, )
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Proposigao 1.3.9. Os espacos Eg, sio espagos intermedidrios entre Ey e E.

Demonstracao. Do Lema 1.3.3 segue que
|2llg,q0 < CoJ(1,2) = |zllaz), = € A(E).
Do Lema 1.2.14 segue que
Hl’HZ(E) =K(l,z) <C HQ:HG,q;K7 z € Kog (E) :

Assim, o resultado segue do Teorema de Equivaléncia (Teorema 1.3.4).

1.4 O Teorema de Reiteracao

Definicao 1.4.1. Seja £ um par de interpolacdo. Suponhamos que F' seja um espaco inter-

mediario com respeito a £. Entdo dizemos que:
(a) F € de classe Ck (0; E) se K (t,2; E) < Ct? ||z||p, x € F, t > 0;
(b) F ¢ de classe C; (0; E) se ||z|| < Ct7%J (t,x; E), z € A(E), t > 0.

Também dizemos que F € de classe C (G;E’) = C(6; Ep, E1) se F é de classe Cg (0; E) e de
classe C; (0; E)

Observagao 1.4.2. Segue da Proposigao 1.3.9 e dos Lemas 1.2.14 e 1.3.3 que Ey, ¢ de classe
C (9; E)

As vezes é conveniente escrever a definicao anterior de outra forma, com uso explicito de
K (t,x) e J(t,x). Na verdade é facil verificar que

(a) F é de classe Cg (0; E) se e somente se para qualquer ¢t > 0 existe xg € Fy e 11 € Ej,
tal que @ = 20 + @1 2ol g, < O [lall e 2], < CO ]l

Também podemos mostrar que

(b) F ¢é de classe C; (6; E) se e somente se temos ||z, < C Hxﬂga ||x\|j‘?51

De fato, se F' é de classe C; (9; E) temos que
2]l < Cmax (77 ||zl 5, . ' ll2ll ), ¢ > 0.
Tomando t = ||z| 5, / |||/ z,, obtemos

1-0 0
[zl < Cllellg, |l -
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Reciprocamente se ||z||, < C HleE;g Ha:H%l temos que
— 1-0 0 — =
Izl < Ct0|zllg,” (tallg,)” < Ct°T (ta; E).

Teorema 1.4.3. Suponha que 0 < 0 < 1 e seja F um espaco intermedidrio com respeito a E.

Entao

(a) F é de classe Cx (0; E) se e somente se

A(E) C F C By

(b) Um espago de Banach F ¢é de classe C; (9; E’) se e somente se

Eo1 C F CX(R).

(¢) Um espago de Banach F ¢é de classe C (H;E) se e somente se

Ey1 CF C Epo.

Demonstracao. Pela definicao de Egpo temos que F' C E’gm se e somente se

supt K (t,x; E) < C ||zl
>0

Isto claramente prova (a). Para provar (b), suponhamos que F' seja um espago de Banach de
classe Cy (6; F) e seja x € Epy, x = >, u; com convergéncia em X(FE) (ver Lema 1.2.25).
Entao

lole < 3 llully <C Y2750 (28w B) < O 2l , < o0

keZ ke
e portanto z € F. Reciprocamente, suponhamos que Fp; C F e sejam x € A(E), t > 0. Sejam

neZel <r<ootais quet=r" e tomemos

xr sek=n,

0 sek#n.

U =

Entao

|zl < C ||m||EG1 <Cr g (r",z; E) = ct %y (t,z; E),

o que mostra que F' ¢ de classe C; (6; E). O item (c) é consegiiéncia imediata de (a) e (b).
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Teorema 1.4.4 (Teorema de Reiteragao). Seja E = (Ey, Ey) e F = (Fy, Fy) dois pares de
interpolacao. Suponhamos que F;, 1 = 0,1 sao completos e de classe C (91»; E), onde 0 < 0; <1
ey #0;. Tome O =(1—mn)0y+nb com0<n<1. Entao, para 1 < q < oo

F, 9 — E&qv
com normas equivalentes.

Demonstracao. Suponhamos que * = z¢ + x; € F,, com z; € F;. Como F; é de classe
C (01; E), temos que

K (t,x;E) <K (t,xo;E) + K (t,xl;E) <C (teo 7ol + 9 ||x1||F1)

e assim segue que
K (t,m; E) < CthK (tel_eo,x;ﬁ) .

Aplicando ®g , deduzimos que

3 > N AN
o (K (t,2;E)) <C (/ (K (19, 2 F)) 7) .
0

Se trocarmos a variavel na integral, escrevendo s = %1% e notando que n = (8 — 6y) / (6 — ),

obtemos y
_ 1 a _
Dy, (K (1.3 E)) < C (91 ! 90) 2, (K (s.2:F)).

No membro direito, ®, , estd agindo sobre a varidvel s. Segue que F; , C Ey 4.

Agora provaremos a inclusdo contraria. Suponhamos que x € Fjp, e escolhamos uma rep-
resentagao r = fooou(t) % de z em %(E). Se z € F,, temos pelo que ja vimos até agora
que
q dt
anq o

ST / (O (199 : F))
0
Usando a Proposigao 1.2.3, (1.8), Lema 1.2.8 e o fato de F; ser de classe C (Gi; E), obtemos
_ 0 _d
tO K (tel_eo,x;F) < / tO K (tel_eo,u(s);F) @
s

0

00 61—0o
t _.d
< / % min (1, (—) ) J (selfeo,u(s);F) @
0 § 5
00 61—0o
' ¢ 3 ds
< /0 % min (1, <§) ) max ([|u(s)| z, ,sh 0 [u(s)ll ) 5

" /Ooomin ((é)eo , (§>9> J (s,u(s); E) %.

IA
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Fazendo a mudanca de varidvel s = vt, aplicando ®y, e utilizando a Desigualdade Integral de

Minkowiski (ver Apéndice) segue que

00 00 _.d q dt 1/q
|zlls,, < C” (/ (t‘e/ min (v=%, 7)) J (vt u(vt); E) %) ?)
»q 0 0

dv

o ( /0 " min (%, ") 7) Doy (7 (s,u(s); E))

IN

Como [ min (v=%,17%) & < 0o, tomando o infimo sobre u obtemos o resultado desejado.



Capitulo 2

Analise Harménica na Esfera S¢

Este capitulo é dedicado a apresentacao de defini¢oes e alguns resultados sobre anélise
harmoénica na Esfera S¢ que serdo utilizados no Capitulo 3. Os resultados foram retirados de
[9] e por isso omitiremos a maior parte das demonstragoes.

Nas trés primeiras segoes ¢ realizado um estudo sobre harmoénicos esféricos, harmonicos
zonais e somas de Cesaro. Na quarta secao é estudado um teorema de multiplicadores que foi
demonstrado em [2] mas que pode também ser encontrado em [9).

Consideremos duas seqiiéncias numéricas (a,) e (b,). De agora em diante, para facilitar a
notacao, escreveremos a, < b,, se a, < cb, para todon € N e a, < b,, se c1b, < a, < b,

para todo n € N e constantes ¢, c¢; e co. Também usaremos a seguinte notacao

(@) a, sea>0,
aly =
0, caso contrario.

2.1 Harmonicos Esféricos

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma funcao f : R — C é homogénea de grau k, k € Z, se
f(Az) = N\ f(x) para qualquer A > 0 e x € R+,

Notacao 2.1.2. Denotaremos por P o conjunto de todos os polinémios definidos sobre R e

por Py o subconjunto de P formado pelos polinémios que sao homogéneos de grau k.

35
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Teorema 2.1.3. Para todo k > 0, Py, € um subespago vetorial de P e

d+k
dk:dimsz( —]: >

Notacao 2.1.4. Seja A o operador laplaciano em RYF!. Denotaremos por A; o subespaco

vetorial de P, formado pelos polindmios harmoénicos e homogéneos de grau k, isto é,
Ay ={p€Pr:Ap=0}.
Notagao 2.1.5. Denotaremos por S¢ a esfera unitaria {z € R : [|z|| =1} de R*™.

Definicao 2.1.6. Um harmonico esférico de grau k é a restricao a esfera S¢ de um elemento

de Aj. Denotaremos por Hy o conjunto dos harménicos esféricos de grau k.

Teorema 2.1.7. Temos que dimHg =1, dimH; =d+ 1 e

d+k d+k—2
dimHk: N - i = Qg, ]{322
k k—2

Corolério 2.1.8. A restricio a esfera ST de qualquer polinémio de (d + 1) varidveis ¢ uma

soma finita de harmoénicos esféricos.

Corolario 2.1.9. Toda funcio continua sobre S pode ser aprozimada uniformemente por

combinagoes lineares finitas de harmonicos esféricos.

Corolario 2.1.10. O espago vetorial gerado pela uniao U32 (Hj, € denso em LP (Sd), 1<p<

Q.

Notagao 2.1.11. Sejam f,g € L? (Sd). Denotaremos por (f, g) o produto interno usual de f
por g em L* (S%), isto ¢,

(r.9) = [ f@iatdata),
onde ¢ ¢ a medida de Lebesgue em S¢.

Teorema 2.1.12. Para k,l > 0, k # 1, temos HiLH; em relagao ao produto interno ( , ).

Notacao 2.1.13. Denotaremos 7,, = @Z:o Hi e T = U2 7,. Temos que, dim 7, < nd.



CAPITULO 2. ANALISE HARMONICA NA ESFERA SP 37

Coroléario 2.1.14. Se f € L? (Sd), entao f admite uma unica representagdo na forma

p) =Y Y®(x)

onde a série acima converge para f na norma de L* (Sd) e Y®) € H,. Além disso

1A= Iy @l;.
k=0

Notacao 2.1.15. Denotaremos por H a envoltoria linear do conjunto U2 ;Hy, isto ¢, o conjunto

de todas as combinagoes lineares finitas de elementos de Up2  Hj.

2.2 Harmoénicos Zonais

Definicao 2.2.1. Fixemos x € S? e consideremos o funcional linear LY sobre ‘Hi. que a cada
elemento Y € H;, associa o valor L (Y) = Y(x). Como Hj é um espago de Hilbert munido

do produto interno ( , ) de L? (Sd) existe um tnico harmoénico esférico ZF) € ‘Hj tal que

Vo) = 10 () = (v.2) = [ Y zOldoto)

(k)

para todo Y € Hy. Dizemos que Z; ' é o harménico zonal de grau k e polo x.

Lema 2.2.2. (a) Se { Ya(k)} ¢ uma base ortonormal de Hy, entao

Z®(y ZY 2)Y M (y).

(b) Z¥ assume somente valores reais e Zik)(y) = Zzsk)(m).
(¢c) Sewe SO (d+ 1) entao Zq(ﬁ«)(uy) = Zék)(y).
Corolario 2.2.3. (a) Zék)(:c) = dim H}, = ay, para x € S<.

(b) S0 [y

2
(x)‘ = ay, para v € S

290 < o o iy € 5
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Definigao 2.2.4. Seja A > 0. Os polinomios P} (t), —1 <t <1, k > 0, dados por

Pt)= Y wa <t - Z-m)’ <t+i\/1 —t2>j,

I+j=k

ondeag=1¢

AA+1) - (A+k=1)
k! ’

sao chamados de polinémios ultraesféricos ou de Gegenbauer.

ag = ]{321,

Teorema 2.2.5. (a) (1—2rt+r?) " = Yoo PR (t)r*. A série converge uniformemente

para todo r € R, |r| <1y, onde ro,t € R, 0 <19 <1 e|t]| <1 sao fizos.
(b) P(t) =1, [t < 1.

d
(c) %P,j(t) = 2APT (1), |t < 1.
(d) P)(t) é um polinémio de grau k, k > 0.

e) As combinacoes lineares finitas de P, formam um subconjunto denso no espaco das
k

fungoes continuas sobre o intervalo [—1,1] com a métrica da convergéncia uniforme.
(f) PA(=t) = ()" B (1), |t <1, k > 0.

Teorema 2.2.6. Sejam d > 2, A= (d —1) /2 e k > 0. Entdo para todo x,y € S temos

Cd42k—1

=R ()

Corolario 2.2.7. Os polinémios Pk(dfl)/z(t), k > 0 sao mutuamente ortogonais com respeito

ao produto interno

fal= [ foae) (1)

Corolario 2.2.8. Os polinémios P,gd_l)/Q(t), k >0 formam uma base ortogonal para o espago
12 ([—1, 1], (1 — ¢2)@-272 dt).

Teorema 2.2.9 (Teorema de Adigao). Se {Yl(k), ...,Ya(f)} ¢ uma base ortonormal de Hj,
k >0, entao

) d+2k—1

SV P@y Py = 209() = S B (eos),

j=1

onde 0 € o dngulo entre x e y.
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Notagio 2.2.10. Denotamos por Z® () a funcio

~ d+2k—1

729 = ———B""") (2.1)

esee=eq1 =(0,0,..,0,1) & o polo norte de S e f € L* (S%), definimos a convolugao 78 % f

por

2095 a) = 295 @) = [ 79 (o) f)doto) = [ 2000 fdot). (22

Teorema 2.2.11. Seja f € L? (S?). Entdo
=> Z" x f(x (2.3)
k=0

onde a série acima converge para f na norma de L* (Sd) A f(z) € Hy.

2.3 Somas de Cesaro

Definigao 2.3.1. Seja § > 0 e n € N, definimos o nicleo de Cesaro S° por

1 O .
6 é (m)
Sn _ 05 Z CnfmZ )
" m=0
onde C¢ sio os niimeros de Cesaro de ordem n e indice § dados por

oF 'n+d+1)
T +D(n+1)

Observacao 2.3.2. Para m,k € N, k > 2 temos que
E™ (m+k)! k k
— < — = Hl=+1)... —+ 1) <2mE™,
ml = ik (k+)(2+) (m+)_ g

om = k™, (2.4)

Ou seja,

Lema 2.3.3. Considere a LP-norma da soma de Cesaro SS dada por

s 1 B (d-2)/2 6 » 1/p
Isil, = ([ G- s @)
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(i) Se 0 < < (d+1)/2 entao existe uma constante C > 0 independente de n, tal que
n(d=20-1)/2, 1<p<(2d)/(d+25+1),
I1Sall, < € q nld=20=072 () @EHDED - — (24)/ (d 420+ 1),
nd1-1/p), p>(2d)/(d+25+1).
(ii) Se (d+1)/2 <6 < d entio existe uma constante C' > 0 independente de n, tal que

[Sa]], < =P 1 < p < oo

Corolario 2.3.4. Temos que

n(d=1)/2=9 0<6<(d—1)/2,
[Sall; < § n@D/2=01nn, §=(d-1)/2,
1, 5> (d—1)/2.

Definigao 2.3.5. Seja (\),cy uma seqiiéncia numérica. Definimos
AN = A, AN = Ak — A

e definimos indutivamente

A"\ = A" — A"\
Proposicao 2.3.6. Para quaisquer n,k € N temos que

AN = (—1) <7;> Aot j-

J=0

Demonstracgao. Vamos fazer por indugao sobre n. Temos que
AXp = A — 201 + Ao

Agora, suponhamos que o resultado seja verdadeiro para algum n € N, entao

AN = i (—1) <n> Aktj — i (—1) <n> Aktjt
: ) J

=0 =0
- | (n n "
= M +Z (1) [( ) + ( )] Mg + (D" Ny
j=1 J J— 1
= A+ Z (—1) (n . ) Aktj + (_1)n+1 Akgnt1
=1 J

40
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Definicao 2.3.7. Seja f(z) uma fungdo continua sobre R. Definimos,
Apf(x) = f(z) = f(x+h), AT f(z)=A}f(x) — AL f(z +h).

Proposicao 2.3.8. Para quaisquer n € N temos que

ALfa) = 3 (1) et o+ )

Demonstracao. E analoga a demonstracio da Proposicao 2.3.6.

Proposicao 2.3.9. Seja f(x) uma fungao real definida para x > 0 e com derivadas até a ordem

n. Entao
Apf(x / /f T+t +ta+ -+ t,) dbdty ... dt, (2.5)
e
ARf(@)] < " mas, |10 (@ + )]

Demonstragao. Para n =1, (2.5) é verdadeira pelo Teorema Fundamental do Calculo, pois

~Ajf(z) = f(z+h) — /fx+t

Suponhamos que (2.5) seja verdadeira para algum n € N. Vamos demonstrar que (2.5) também

é verdadeira para n 4+ 1. Novamente pelo Teorema Fundamental do Célculo,
A f(z) = ARf(e) — AR f(z+h)
= / / F (@ 4ty +ty+ -+ 1) dbydty .. dty,
—(=1)" / / fO(x+t +ta o+t + h) dbydty . dt,

= (_1)n+1 / tee / f(n+l) (.’17 -+ tl -+ t2 + -4 tn+1) dtldtg Ce dtn+1
0 0

e portanto obtemos (2.5) para n + 1. Feito isso segue que

h h
AR f(z)] < // |f(")(x+t1+t2+---+tn)|dt1dt2...dtn

< A" max ‘ (z +1)].
0<t<nh
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Lema 2.3.10 (A transformada de Abel). Sejam (ui),cy € (Vk),en duas seqiiéncias quaisquer

e seja Uy = Z?:o uj. Entao

n n—1
E URVE = g Ur (v — Vrg1) + UnUn.
k=0 k=0

Lema 2.3.11. Para qualquer seqiiéncia de fungoes (Zj(x))jeN e quaisquer N,n € N temos que

kleN

W= Y S 4w

k1=0 ko=0 kn=0 5=0

Lema 2.3.12. Para qualquer seqiiéncia de nimeros (\,) qualquer seqiiéncia de fungoes

meN’
(Z;(2)) e € quaisquer N,n € N temos que

n n—N-—1
> AnZm(x)= > CNSN(x ZMW%X-+§jcymsym JA™ Ny .

m=

o

2.4 Teorema de Multiplicadores

Notagao 2.4.1. Denotemos a bola unitéria de L? (S?) por U, = {go € LP (57) : o], < 1}.

Definicao 2.4.2. Seja A = (\y),~, uma seqiiéncia de niimeros complexos e sejam 1 < p, ¢ < oo.

Se para toda ¢ € LP (Sd) existe uma funcao f = Ap € L9 com expansao formal em harménicos

esféricos .
Y MZ® g (2.6)
k=0
tal que
[All,., = sup [[A¢]], < oo, (2.7)
welp

dizemos que A é um operador multiplicador de tipo-(p,q) com norma |]A||pq

Teorema 2.4.3 (Teorema de Multiplicadores). Seja

d+1)/2; d=3,5,..
o Jasny

(d+2)/2; d=2,4,..

e sejo N = (Ap)pey wma seqiiéncia de mimeros compleros. Sejam 1 < r.p,q < oo tal que

1—1/r=(1/p—1/q),. Suponhamos que

lim [ATN R =0, 0<j <N (2.8)
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D JANFIN pN YD < oo, (2.9)

n=1

Entao existe uma constante positiva C' tal que

AL, < ol +C 3 JANFIN, [ N+,

n=1

Além disso, se p € LP (Sd) e

tn ((p) = )\0C0 —+ <Z CéVS,JCVAN-H/\k) * @,

k=1
temos que

[o¢]
A = to (9)]|, < C Y [AVFA| RN |
k=n+1

Observagao 2.4.4. Suponhamos que a seqiiéncia A = (i), satisfaga a condicao (2.8) do

Teorema de Multiplicadores e que existe uma constante positiva C' e n > 1, tal que
‘AN+1>\k‘ < Ckfd(lfl/r)fom k > 1.

Entao - -
Z |AN+1)\TL} nNer(lfl/r) < Cznfn < 0.

n=1 n=1

Portanto, de acordo com o Teorema de Multiplicadores temos que

[o.¢] [e’e) 1
N+1 N+d(1-1/r) -
AL, < Aol +C 3 JANHIN, [ 7 §|A0|+C§jnﬂgmouc(u—n_l)

n=1 n=1

esepel? (Sd),

1A — tn (9)]l, < C D JANFA VD o <0 Y T R g, <

m H%OHP-

Observagio 2.4.5. Consideremos agora a seqiiéncia p;° = (k(k+d—1))"*/* onde s € R,
s > 0. Denotando f(k) =y, °, pela Proposicdo 2.3.9 temos que

(A = [ALF(R)] < max [ (k + 1)
= max |f(j)(t)‘ = max C,;t %7 <O, k57, (2.10)

k<t<k+j k<t<k+j
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para 7,k € N. Logo
| A [ R < Ok

e entao

lim |A7p*| K =0, 0<j<N, (2.11)

J—
isto é, a condigao (2.8) do Teorema de Multiplicadores é satisfeita.
Sejas=e+d(1/p—1/q),,e>0el<r,pqg<ootalquel—1/r=(1/p—1/q),. Temos
por (2.10) que
|AN+1MES| < Csk‘d(l_l/r)_N_(”E).

Segue de (2.11) e da Observagao 2.4.4 que

C C
A7 =t (D), < — lgll, = —n ™7 g .

97 en®
Logo, para s > d(1/p—1/q),, A~° ¢ um operador multiplicador de tipo-(p,q) e para cada
¢ € L? e n € N, existe uma fun¢ao polinomial ¢,(¢) € 7,, tal que

A7 = tal@)], < 7D g,



Capitulo 3

Espacos de Sobolev e Besov

Este é o capitulo mais importante desta dissertacao e onde estao aplicados os resultados dos
capitulos anteriores. Os resultados aqui apresentados foram demonstrados em [7].

Na primeira se¢ao estao as definicoes de espagos de Sobolev e de Besov como podem ser
encontradas em [7] e [6]. S&@o definidas indutivamente funges ¥;, 1 < j < d, onde d ¢ a
dimensdo da esfera S?. Para definir os espacos de Besov é necessario construir uma seqiiéncia
de funcoes zonais K,(z) utilizando uma familia de seqiiéncias numéricas (A}),_, que por sua
vez é construida a partir das funcoes W;. A maior parte desta se¢ao é dedicada ao estudo das
propriedades destas fungoes.

Na segunda secao sao aplicados os resultados da secao anterior e do Capitulo 1 para de-
mostrar o principal teorema estudado nesta dissertacao que diz que todo espago de Besov é um

espaco de interpolagao de dois espacos de Sobolev.

3.1 Espacos de Sobolev e Besov

Notagao 3.1.1. Para cada s € R, denotemos A® = (11}) >, onde pi = (k (k +d — 1))*/2.

Definigao 3.1.2. O espago de Sobolev W, s >0, 1 < p < o0, € definido como sendo o espago

vetorial

We={fel’:\°f € L?} (3.1)

munido da norma

1 llws = 1211, (3:2)

45
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Aqui identificamos fung¢oes que diferem por uma constante, isto é, se f — g = constante, entao
[ =gem WJ. A classe de Sobolev W;, s > 0, ¢ definida como sendo a bola unitaria de W,
isto é,
Wy ={fews Il <1}. (3.3)
Observagao 3.1.3. Observamos que
W; ={c+A%p:ceR,pel,}.

De fato, se f € {c+ A p:ceR,p € Uy}, entdo f =C + A~ °g, g € U,. Logo
£ llws = [[4° (€ + A~g) [, = 1A (A=*9) ], = lgl, < 1.
o que implica que f € W:. Agora se [ € W;, entdo A°f =h e LP (Sd) e ||fHW; < 1. Assim
AN = F=A"h e [Ihll, = [1Fll; < L.
o que implica que f € {c+ A*h:ce R, h € U,}.
Notacao 3.1.4. Consideremos as fungoes ¥;, 0 < j < d definidas por

1, 0<t<l1,
%w:o t>1
) > )

t+2*
(1) = 2d/ " (w)du, 1<j<d.
t

Lema 3.1.5. i) A func¢do Uy € (d — 1) vezes continuamente diferencidvel e nao negativa em
[0, 00);

i) \Ilcgd_l) ¢ Lipschitziana;

iii) Wa(t) =1 para 0 <t < 1/2;

2d)¢ 1
(J(Lﬂ%1—_<gh

Z"U) \Ifd<t) = Pd(t) = 2d =

v) Uy € um polindmio de grau d em cada intervalo [tj,t;—1], 1 < j<d, ondet; =1 — J

2d’
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Demonstragao. (i) Segue diretamente da definigao de .

(d-1)

(i) Vamos mostrar que ¥, ¢ uma combinacao linear finita de func¢des Lipschitzianas e

portanto Lipschitziana.

t+ 5 t+ o t
Uy(t) = 2d / Uy (w)du = 2d / Uy (u)du — 2d / Wy (u)du.
t 0 0

V(1) = 24Ty (t + 2—1d) L 2d Uy (1) = 2d <xpd1 ( 21d> Uy (1 )) |

wrt) = 2d <2d (\IJH (t - ;—d) — Uy s (t + 2—2)) —2d (\Iid_g (t + %) — Yy <t>>)
= (2d)° (xpd_2( 22d) — 20, 2< 21d> + Wy o (t )).

0 =) ) o ) )
) 1
= (2d)° (\I!d 3(t+ 23d) — 30, 3(t+ 22d) +30, 4 (t+ ;d) Uy s (t)) .

Prosseguindo com este processo obtemos,
. d—j
1V e, [t — 2
) Qg 5 ¥1 ( + 2 ) )

onde agq ; ¢ o elemento da d-ésima linha e j-ésima coluna do triangulo de Pascal. Assim podemos

() = ()"

-

J=1

escrever )
(d=1) 5\ A d—j
() = ;:1 ;0 <t 55 ) ,

onde ¢y, ..., c¢q sao constantes dependendo somente de d.

(iii) Suponhamos que para algum 0 < j < d, V;(s) = 1 para 0 < s < 1 —j/(2d). Se
0<t<1—-(j+1)/(2d) et <s<t+1/(2d)entao0<s<1-—7j/(2d). Assim temos que
J+1

t+34 t+2d
t t
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Portanto, como Uy(t) = 1 para 0 < t < 1, segue por inducao que ¥;(t) = 1 para 0 < ¢t <
1—j/(2d) e para 0 < j < d. Em particular W,(¢) =1 para 0 <t < 1/2.

(iv) Suponhamos que para algum 0 < j < d, ¥;(s) = 0 para s > 1. Entao

t+55
\PjJrl(t) = 2d/ \Dj(S)dS =0, t>1.
t

Portanto, como Wy(t) = 0 para ¢ > 1, segue por indugao que V;(t) =0 parat >1e 0 < j < d.
Suponhamos agora que para algum 0 < j < d, U;(s) = Pi(s) = ((2d)7/(5"))(1 — s)? para
1—-1/(2d) < s <1. Entao para 1 —1/(2d) <t <1 temos,

t+ o 1
U(t) = w/‘ %@my:m/"%@ms
t t
1 (o 7\ . [ISER
- 2d/ (2d) (1—s) ds= (2d) / vl dv
¢ 0

7! J!
_ (Qd)jJrl [UJH }1—15 _ (Qd)jﬂ (- t)j‘H
J! J+1], (7+1)! '

Portanto, como Wy(t) = 1 para 1 —1/(2d) < t < 1, segue por indugao que V;(t) = P;(t) =
((2d)7/(51))(1 —t)? para 1 —1/(2d) <t <1e0<j <d. Em particular, para j = d temos
(2d)°

1
%®=&@:(ﬂu—ﬁ,l—ﬁéwﬂ

(v) Vamos mostrar que \Iféd) ¢ constante em cada intervalo [t;,%;_1], o que implica que ¥, é
um polinémio de grau d em cada um desses intervalos. De ii) junto com o Teorema Fundamental

do Célculo, segue que

d .
d - j— d—j
o\ (t) = (2dy11'§ (—1) " a9 (t4—-€ii_

7=1
g d—j+1 d—j
: (-].)J ! ad,j2d (\Ijo (t + T) — \Ifo (t + T))

d d—1 _
= (2d)d(ad,1\110(t —+ ﬁ) — (CLdJ + CLCLQ) \Ifo(t —+ W) + -+ (—1)d ! ad,d\Ilo(t)>

d+1 .
i d+1—y
= (2d)d Z (—1)J ! ad+17j1110 (t + T)

=1

d+1 .
d+1—
22}%G+___»
e 2d

M-

_ <2d>d—1

1
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onde ¢y, ..., cgr1 sao constantes dependendo somente de d. Entao

d+1 d

d
\chg )(t) = <Z CJ’) X1z (1) + Z
= =1 \j=di2—k

d
@0Xj0,1/2] (t) + Z ak/&({tk,tkil] (t)>
k=1

onde ay, ..., ag sao constantes dependendo somente de d.

Notagao 3.1.6. Para cada n € N considere a seqiiéncia (A}),_, dada por

ki
x,g—xpd(E), 0<k<n.

Lema 3.1.7. Paran > 2d* e 0 < j <d,
|AZNE_| < (2d)* e
Além disso, para todon € N el <k <n,
|Ad+1>\z‘ <Cyn?
onde Cyq € uma constante que depende somente de d.
Demonstragao. Para n > 2d? e 0 < j < d, temos
n—j J d d 1

—1-L>1-8>1- & 1 2
n n n 2d? 2d

Assim por (3.4) e pelo Lema 3.1.5 (iv),

cu () ()
n n

NN = NP (”_j).
n n

De fato, segue das Proposi¢oes 2.3.8 e 2.3.6 que

Além disso

. j . _
j n—17 _ N E n—17 E
A;Pd< - ) = > (-1 ; Pd( - +n>
k=0
j . .
= vty Pd(—” “k>
k=0 k "
j .
J n i\
= Z(—l)k I n—j+k:A])‘n—j'

k=0

< Z Cj) X(tkvtkfl](t)

49
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(3.5)

(3.6)



CAPITULO 3. ESPACOS DE SOBOLEV E BESOV 50
Conseqiientemente, usando a Proposicao 2.3.9, temos

' s 1 g ' s
sin ()= (2 sl (-2
n n n OStS% n
po) (=J
o ("
d

— (2d) J d_j:n—d a J*7
= A (n) ST

AT\

il

—Jj

= n/ max Py) (t)‘ <n™

n-d <4<
<<

IN

n= (2d)* j*0 < (2d) 5
< 7 2d)* 2d)" < n~?(2d)*",
provando (3.5). Falta provar (3.6). Para todon € Ne 1 <k < n, temos
AN = AN — AN

Como \Ilcgd) é continua por partes e logo integravel, podemos usar 2.3.9 e assim

k
e o)
n n
1/n 1/n k
0 0 n

Cy n~%

IN

Logo, podemos concluir que
| AN < | AN 4 [AN | =2Cqn = Cyn?

Definicao 3.1.8. Definimos o polinémio zonal K,(z) por

Ku(2) =Y MzP(2) (3.7)
k=0
e para k > 0 escrevemos
6 (2) = Koi(2) = Kyna(2), k> 1 g, = Z0(2). (38)

Definigao 3.1.9. O espago de Besov B, ,, s,p,q € R, s >0, 1 < p,q < oo, ¢ definido por

By, ={fer:|fls, <o}, (3.9)

onde

00 1/q
£, = (Z (2“ lip, * pr)q> . (3.10)

k=0
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Observagao 3.1.10. Assim como nos espagos de Sobolev, identificamos duas fungoes em B} |
que diferem por uma constante. E facil ver que B; , € um espago vetorial normado com norma

. A classe de Besov qu, s > 0, ¢ definida como sendo a bola unitéaria de B; , isto &,

prq:{feB

1}. (3.11)

3.2 Aplicacoes
Lema 3.2.1. Ezxiste uma constante Cy, dependendo somente de d, tal que
1Kl < Cq, n>1.

Demonstragao. Aplicando a transformada de Abel d + 1 vezes, obtemos (ver Lemas 2.3.10 e
2.3.12)

n—d—1 d
= > (AT CESEz) + D (A ) €St (=)
k=0 Jj=0
e assim
n—d—1 d
IKally < D (AN GEISEN, + D [AX | O (150511, = 01+ 0.
k=0 =0

Usando o Lema 3.1.7, o Corolério 2.3.4 e (2.4) temos

nt@Z L 0< < (d-1) /2,
AN G 1Sl < D2, j = (d - 1) /2,
n=4+s (d—1)/2<j<d.

Portanto, segue que o3 ¢ limitado por uma constante que depende somente de d. Falta demon-
strar que o7 também é limitado por uma constante dependendo somente de d. Segue de (2.4)

e do Corolario 2.3.4 que
n—d—1

o1 << Y |ATIA
k=0
Agora, sejam
kE k+d+1
Iy = [— et } 1<k<n,
n n
tj=1-— 2]_d’ 0<j<d (descontinuldades de \I/(d+1)> ,
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Eng={keN:{ty,.. .ty NI} #0, 1<k<n},

k+7 k+74+1 k+d k+d+1
I;"“j:[ ) R ) 0<j<d—1, I}Jf[ e hTar }
n n ’ n n

~ 1 1d  Tm e e
Entao I} = o I} ; e a unido ¢é disjunta. Agora, observemos que

{to, ... tay NI = (U {@}) N (U f;;j> =JUrn,.

j=01=0
Entao k € E, 4 se e somente se {t;} N I # () para algum 0 < j < d e algum 0 <[ < d, ou

seja, se e somente se t; € I para algum 0 < j < d. Suponhamos entao que t; € I}, ou seja,

k j ko d+1
S<l-go<o .
n 2d + n
Entao a primeira desigualdade nos diz que
nj
E<n-——
"o

e a segunda desigualdade nos diz que

n
k>n—" _(a+1
n—gg @D

Portanto, _
nj nj
_ < < < - .

n 2 (d+1)<k<n 5

Conseqiientemente, t; € I} para no maximo (d + 2) valores de de k. Logo

card (E, 4) < anrd {k:tjell})=Wd+1)(d+2), neNlN

=0
Suponhamos que k ¢ E, 4. Entao {tg,....,ta} N I}* = 0, o que implica que ¥y é (d + 1) vezes

diferenciavel em I} e \Ifcgdﬂ)(t) = 0 para todo t € I}'. Assim da Proposicao 2.3.9 segue que

‘Ad—i-l)\m — ‘A%—I—I\I/d (E)
n n

< n~ @) max
kg krdrl
n— — n

gD (t)‘ —0.

Portanto
{keN:A™\!#£0, 0<k<n}CE,.q

Assim por (3.6),

n—d—1
o < C Z ‘Ad+1)\n|kd<c Z |Ad+1)\n‘kd
keE, q
d
< Oy Z n~ 7kt = Oy Z ( ) < Cy(d+1)(d+2) max (E)
k€E, kEE, KCEna AT

-
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Teorema 3.2.2 (Desigualdade de Bernstein). Para todo s,p € R, s >0, e 1 < p < o0,

SompZ® s f|| <o lIfll, . f € T, m>1.
k=1

p

Demonstragao. Esta demonstrado em |[3].

Corolario 3.2.3. Sejam s,p e R, s >0, e 1 < p < oco. Entao

1A (pn % )l < C2 [l = fll,.  feLP k=0, (3.12)

lw * fll, < C27" |A*fIl,, feW;, k=>0. (3.13)
p

Demonstracgao. Sejam f € [P, 1 < p < oo, e k > 0. Temos que i *x f € Tor. Assim, pelo
Teorema 3.2.2,
IA* (pr # )ll, < C2™ Ngw = fll,,  f €L k>0,
Agora, se f € W, seja ¢tz um polindmio de grau n/2 satisfazendo a Observagao 2.4.5 para
¢ = A°f. Entao
1 =g, < n 1A, (3.14)
e K, *tn =tn. De fato, como K, = Y reo )\ZZék) e 7 « tn =0, k > n/2, temos

n/2
Ky xtn = Z)\Z (Ze(k) * tg) .
k=0

Mas se 0 < k <n/2entdo 0 < k/n < 1/2. Assim pelo Lema 3.1.5, \} = U, (k/n) =1 e logo

n/2
K, #tn —ZZe stn =tn.
k=0

V|3

Portanto, pela Desigualdade de Young, por (3.14) e pelo Lema 3.2.1, temos

If = Kux fl, = |f = Koxf+ts—ts]
= |[(f —tz) +t3 — Ko s f]
= |[(f —t3) = Kux (f = t3) ],

< f =tll, + 1 (F = 5],
< (L4 1Bl [1f = tall)
<

Cn= |A*f]], -
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Além disso, pela definicao de 5 temos que

ng*f:(sz—sz—l>*f:(f—KQk—l*f)—(f—KQk*f>,

e portanto,

lew* fll, < W = Karor s fll, + 11 = Ko % £,
< 0/2—(1971)3 HAspr + C//Q—ks HASpr
< C27M Al

Observagao 3.2.4. Scja f € W;. Temos que K; = A(l)Z,go) + A Z0 = 79 ¢ assim,

n

dopxf = > (Ko —Kyr) s f+ Z0 x f
k=0

k=1

= Ze(o)*f+(K2*f_K1*f)+(K4*f—K2*f)+---—l—(K2n*f—Kan*f)
= ZO s f— K% f+ Ko [ = Kon * f.

Como feito na demonstragao do Corolario 3.2.3, temos que Ko» * f converge na norma de LP

para f, entao

f=1m Ky s f =) pp*f. (3.15)
k=0

Teorema 3.2.5. Se 0 < sg < s1 entao

By, C B, 1<pg<ooc (3.16)
Sel<q <q < o0 entao
B;:‘IO - B;,qw s>0,1<p< oo (3.17)
Mais ainda,
By, CW; CBy, s>0,1<p<co. (3.18)

Se sg,s1 >0 e sg # s1, entao

(WSO’W;)@, B3 1<p,qg<o0, 0<0<1, (3'19)

¢ Trpa

onde s = (1 —0) sg+ 0s;.
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Demonstracao. As inclusdes (3.16) e (3.17) seguem diretamente da definigdo de espago de

Besov. De fato, se f € BJ! entao || f|

s1 < 00. Logo
BP}(] g

00 1/q s 1/q
1L, = (z (2 I 71, ) < (Z (2 lew + 1) ) = Il < .

k=0 k=0

Analogamente, se f € By, entao || f| 5. < oo. Logo
p,q0

40’

[e5) q /a1 00 g 1/q0
1 0
1£ll;, = (Z (2 Ilr = £1,) ) < (Z (2 lx + £1,) ) = |Ifll5;, < oo

k=0

Agora de (3.12), temos que se f € By | entdo

DA (e x Nll, < C Y25 llewx fll, = Cll Iy, < 00

k=0 k=0

e portanto, como LP ¢ um espago de Banach, Y ;7 A% (¢ * f) converge em L, ou seja, g, =
Yoo N (prx f) = g =1 g A (i * f). Como A™* : LP — LP ¢é limitado, A~%g,, — A™°g
em LP. Mas pela da Observagao 3.2.4 temos que A%¢g, = >} ¢r* f — f em LP e logo
f=A*g,ouainda, A°f =g=> 7" A° (¢ * f). Assim

s .
Bp,l

1 s = IA°FIL, < D IA® (en x P, < Collf|
k=0
De (3.13) segue que se f € W}, entao

/]

5. = sup 2% g+ fl, < Cosup 227 A F]|, = C [ £y,
o0 keN keN P

As inclusoes em (3.18) seguem das duas desigualdades anteriores.
Agora, provaremos (3.19). Consideremos 0 < sop < s;. Seja f € (W;O, Wlfl)@q’ com
f=fot+ fi, foe W e fr € WSt De (3.13) temos que

lox = fll, < llow = foll, + ller * fill,
< Co27m [|A fo, + Cr27Ft [[A* fu],

< CQ_kSO (HfOHW;O + 2k(so—51) Hfl”W,fl) 7

onde C' = max (Cy, (1), e logo

low * fI|, < C27Fs0 k¢ (2KC0=s0) )
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Assim, tomando r = 2% e s = (1 — ) 59 + 0s; temos que

255 || oy * fll, < oks r9—kso ¢ (21<(s(h<sl)7 f)
—  Qk((1-0)s0+0s1) (rg—kso fr (21@(50—51)’ f)
—  (2k((1=0)so+0s1—s0) [ (214;(50—51)7 f)
—  (okf(s1=s0) (214:(30731)’ f)
= Cr™K (r% f),

e portanto

(i(fwk*fp)q)l/q (fj (K (r ))q>1/q.

k=0

Aplicando o Lema 1.2.20 encontramos

00 1/q 1/q
(Z )] <o (SeRetar) <o,

k=0 k

Reciprocamente, suponhamos que f € B = (1—6)sp+0s;. De (3.12), temos

PQ’

T2, pyx f) = ma (A% (g D, 207 A% (i x ], )
< max (Cso2kso HSOIC % f”p 7 031 9k(so—s1)oks1 ngk % f”p)
= CSQkSO ||90k*f||p7

onde C5 = max (Cy,, Cy, ), e logo
O] (2000 ) < WO g s ], = €25 iy » ],
Assim, tomando r = 251750 temos 2¥(=%0) = 1k ¢ segue que
rok g (r_k, Op * f) < C2% || * fll,, k=0. (3.20)
Consideremos a seqiiéncia (uy),.; definida por

0, k>1,
gD,k*f, kSO

U =
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Visto que sy < s1 temos que W;* C W°, e assim Wi +W7t = Wie. De (3.12) e da desigualdade
de Holder

Do lluellyze = D IA™ (o x S,
k=0

keZ

Cao ) 2" llow fIl,

<
k=0
— 050 22k9(80—81)2k8 ||90k; * f‘”p
k=0
s 1/q
< c, (z ) 11y, < o0
k=0

onde 1/¢ +1/¢' = 1. Portanto concluimos que » ,, uy converge para f € Wj3°. Agora por
(3.20)

(Z (r*J (Tk,uk))q> " (i (1 (r_k7%*f))q> 1/

keZ k=0

00 1/q
< (Z (2 o= 11, ) = C, /]

k=0

s .
BP»q

Assim, pelo Lema 1.2.25, podemos concluir que f € (WIfO, W;l)eq e que

Il wgoawsry, <Celf

s .
Bqu

Observagao 3.2.6. Sejam s > d (1/p —1/q),,1 < p,q < ocoen € N. Consideremos o operador
I,,, definido por I, (f) = f — t, (A*f), onde t,, (p) = Gn x @ e G, = Y, (ANTIN®) CYSY,
N =(d+1)/2sedéimpare N = (d+2)/2sed é par. Da Observagao 2.4.5 temos que

Hnllws.e = sup [I(A)ll, = sup [If =t (A,
few, few,
< Cy sup oD A
few,
< Cynstdd/pml/a, (3.21)

Agora consideremos s,p,7,¢ € R com 1 < p,q,r <00, es>d(1/p—1/q),. Sejam 59,5, € R
tal que s, > s > 50 > d(1/p—1/q), eseja 0 € (0,1) tal que s = (1 —0) ¢+ 0s;. Assim de
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(3.19) temos que B = (W, W;l)h. Entao da Observagao 1.3.8 e de (3.21),

A

1-6 0
pion < (Malhwgoss)  (Hallugoo)
CSO ’[’L(_80+d(1/p_1/Q)+)(1—0)081 n(_sl+d(1/17—1/q)+)9

1]

IN

(Oso 051 ) n—8+d(1/P—1/Q)+
C, s td0/r=1/a), (3.22)

Observacgao 3.2.7. Consideremos a seqiiéncia de multiplicadores A® = (1) r>00 onde fi =
(1+k(k+d—1)"% s> 0. O espaco de Sobolev também pode ser definido usando A® ao

invés de A%. Definimos

W;:{feLp;ASfeLp}

com a norma
Il = [[A°5

Do Teorema 2.4.3, A=* ¢é limitado de L” em L9 para s > d (1/p — 1/q),. Entao a Obsevacao

‘ p

2.4.5 também vale para A5, s > 0. Desde que a desigualdade de Bernstein vale para a seqiiéncia
As (ver [3]), o mesmo é verdade para o Corolario 3.2.3.

Agora, para s,p, € R, s > 0,1 <p,qg <00, e f e LP, definimos

1Fsy = 10, + 1155,

B, ={fer:|fl, <o}

- ~ o ) ]
535, S0 normas em W e B, , respectivamente, quando con

Neste caso temos que ||-||yi.. e |||
p
sideramos estes espagos como subespacgos de L.

O Teorema 3.2.5 vale para os espagos W; e BS | com pequenas mudancas na demonstracao.

p,q’
Na demonstracao consideramos a seqiiéncia (uy), ., como na demonstragao do Teorema 3.2.5,

somente com a alteracao u; = 79 « f. Necessitamos também das desigualdades
CIT_IJ(Taf)S||f||p§02K(1vf)7 1§pSOO>fELp'

Observacao 3.2.8. Espacos de Besov sobre a esfera unitaria S? em R%*! foram estudados em
[8], onde os autores dao uma lista de normas equivalentes para espagos de Besov. Mostraremos

que os espagos de Besov considerados em [8] e os espagos B; , tém normas equivalentes.
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Os espagos de Sobolev considerados em [8] sdo os espagos sz dados na Observacao 3.2.7.

* *
Denotemos por B; , os espagos de Besov em [8], s > 0, 1 < p,q¢ < oo. A norma de Bj ¢é

definida por

/]

e’} 1/p
=l + (Z K, <w/m,f>;> s<or=12.,
pa m=1
onde K, (m/m, f), ¢ dado em termos do K-funcional por

K, (m/m, f), =K <772Tm’2r, f; (Lp, W;”)) :
Nao é dificil mostrar (ver Lema 1.2.20) que a norma ||- Hés ¢ anorma do espaco de interpolacao

p,q
<Lp, WI?T) , que &, By = (Lp, Wi") .
s/2r,q s/2r,q
Também foi demonstrado em [8] que
B, ,C W, CB,

p,007

§s>0,1<p< o0

Pela defini¢cao da classe C (9; LP, Wp%> dada no Capitulo 2 junto com o Teorema 1.4.3, podemos

concluir que
178 . 1727
W, GC(S/QT,LP, W, ) , 1 <p<oo,s<2r

Consideremos agora s, o, 51 € R com 0 < sp < s < s1, e s = (1 —n)so+ns1, n € (0,1). Entao
17S; . 1721 R
Wy EC(si/2r,Lp,Wp >, 1=0,1,

e de (3.19)
By, = (W)

Aplicando o Teorema 1.4.4(Teorema de Reitera¢do) podemos concluir que

B, = (W;O,W;1> - (Lp, Wp%") -B:, .
.9 s/2r,q



Apéndice

Neste apéndice apresentamos algumas defini¢oes e resultados cléssicos de teoria da medida

e de analise funcional que foram utilizados em algum momento no desenvolvimento deste tra-

balho.

Definicao 1. Dizemos que uma familia X de subconjuntos de um conjunto X é uma o-dlgebra

se
(i) 0, X pertencem a X;
(ii) Se A pertence a X, entao o complemento de A em X (A° = X\ A) também esta em X

(iil) Se (Ap),cy ¢ uma seqiiéncia de conjuntos em X, entdo a unido (J,_; A, também esta em

X.

Definigao 2. Dizemos que um par ordenado (X, X) é um espago mensurdvel se X é uma o-
algebra de subconjuntos de X. Se A € X', entao dizemos que A é X -mensurdvel ou simplesmente

mensurdvel, se isto nao causar confusao.

Observagao 3. Seja A uma familia ndo vazia de subconjuntos de X. Entdo existe uma (tnica)
o-algebra de X que contém A e é a menor entre todas as o-algebras contendo A. Dizemos que
esta menor o-algebra é a o-dlgebra gerada por A. Se (X,7) é um espago topologico, é natural
introduzir a o-algebra gerada por 7. Dizemos que esta o-adlgebra é a o-dlgebra de Borel da
topologia T e denotamos por B = B (X). Dizemos que um conjunto B é um conjunto de Borel

ou simplesmente um boreliano se B € B.

Definicao 4. Dizemos que uma funcao f : X — R é X' -mensurdvel se para todo a € R, o

conjunto {z € X : f(z) > a} € X.

60
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Definicao 5. Dizemos que uma funcao, f : R — R é crescente se, dados t,s € R temos
f(t) > f(s) sempre que t > s, e dizemos que ela é ndo decrescente se t > s implica f(t) > f(s).
Analogamente podemos definir fungoes decrescente e nao crescente. Qualquer uma destas

funcoes é chamada de fun¢ao mondtona.

Definigao 6. Sejam (X, X) e (Y,)) dois espagos mensuraveis e f : X — Y. Dizemos que f
¢ mensurdvel se f~'(E) € X para todo E € ).

Definicao 7. Dizemos que uma funcao p definida para os conjuntos da o-algebra X tomando

valores nos reais estendidos é uma medida se

(ii) u(E) >0, para todo E € X;

(iii) p & contavelmente aditiva, isto ¢, se (K,), .y ¢ uma seqiiéncia disjunta de conjuntos de
X, isto é, E; N E; =0 sei# j, entao

n=1 n=1
Definicao 8. Dizemos que uma medida p: X — R é finita se u(E) < oo para todo E € X.

Se existe uma seqiiéncia (E,), .y em X tal que p(E,) < oo para todon € Ne Uy | E, = X,

dizemos que é o-finita.

Observacao 9. Consideremos X = R e X = B. Neste caso, existe uma tnica medida A
definida em B que coincide com o comprimento usual dos intervalos, isto é, se E é um intervalo
nao vazio (a,b), entdo A(F) = b — a. Esta tnica medida é chamada de medida de Lebesgue ou

medida de Borel. Ela nao é uma medida finita, mas é o-finita.

Definigao 10. Dizemos que uma terna (X, X', u) é¢ um espago de medida se X é um conjunto,

X é uma o-algebra em X e p é uma medida definida em X.

Observacao 11. Dado um espaco de medida como acima, dizemos que uma certa propriedade
(P) vale pi-quase sempre em X se existir um N € X tal que u(N) = 0 e a propriedade (P) vale
para todo x € X\N. Assim, dizemos que duas fungoes, f e g, definidas sobre X sdo p-quase
sempre iguais se existir um N € X tal que u(N) =0e f(x) = g(x) para todo x € X\ N. Neste

caso usamos a seguinte notacao, f = g u-q.t.p. ou f = g p-q.s..
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Observagao 12. Apartir de agora consideraremos espagos vetoriais sobre K, onde K é R ou
C.

Definigao 13. Se E é um espago vetorial, entao uma fun¢ao = € E — ||z|| € R é chamada de

norma se verifica as seguintes propriedades:
i) ||z|| > 0 para todo = € E.
ii) [|z]| = 0 se e somente se z = 0.
iii) [|Az|| = |A|||z] para todo A e Kex € E.
iv) |lz +yll < [[z]| + [lyl| para todo z,y € E.

A desigualdade iv) é chamada de desigualdade triangular. O espago vetorial E, junto com a
norma ||-||, € chamado de espago normado. E é chamado de espago de Banach se for completo

com relagao & métrica natural d(x,y) = ||z — y||.

Definigao 14. Sejam E, F' espagos normados sobre K. Dada uma aplicagao linear T': F — F|
seja || T 5 definido por
1Tl gp=sup [T(2)]p- (3.23)

zeB,||lz| <1

Dizemos que T ¢ limitada se ||T| 5 < oo.

Proposicao 15. Sejam E, F' espacos normados sobre K. Dada uma aplicacao linear T : E —

F', as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
i) T € limitada.
ii) T € uniformemente continua.
iit) T € continua.
i) T € continua na origem.

Corolario 16. Sejam E, F espagos normados sobre K. Seja T : E — F uma aplicagcao linear.

Entao T € continua se e somente se existe uma constante ¢ > 0 tal que

|T(z)|| < cllzllz para todo x € E.
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Corolario 17. Sejam E, F espagos normados sobre K. Seja T : E — F uma aplicacao linear.
Entao T é um homeomorfismo entre E e T(E) se e somente se existem constantes 0 < a < b
tais que

allzllp < IT@lp <blalp  para todo x € E.

Notagao 18. Sejam E, F' espagos normados sobre K. Denotaremos por L, (E; F) o espago
vetorial de todas as aplicagoes lineares T': E — F'. Denotaremos por L (FE; F) o subespagco
vetorial de todas as T € L, (F; F') que sao continuas. O espago L, (E;K) é denotado por E*,
e é chamado de dual algébrico de E. O espago L (F;K) é denotado por E’, e é chamado de
dual topologico de E. Os elementos de E* sao usualmente chamados de funcionais lineares. Se
T € L(FE;F) é bijetiva, e sua inversa é continua, dizemos que 7' é um isomorfismo topoldgico
entre E e F. Se T' € L(E; F) é bijetiva, e | T(z)|| = ||z||z para todo x € E, dizemos que T é

um isomorfismo isométrico entre FE e F.

Proposicao 19. A fungio T' +— ||T'||g ;. € uma norma em L(E;F). Se ' é um espago de

Banach, entao L (E; F) também é um espago de Banach.

Definicao 20. Para cada 1 < p < o0, seja /P o conjunto de todas as seqiiéncias (xj)jeN em K

tais que D 7 |z;]” < oo.

Teorema 21 (Desigualdade de Holder para séries). Sejam 1 < p,q < oo, com (1/p) +
(1/q) =1, e sejam () ;e € &7 € (y;);c € L7 Entdo (2;y;) ey € e

00 00 l/p 0o 1/‘1
e (z mv’) (z w) |
j=1 =1 j=1

Teorema 22 (Desigualdade de Minkowski para séries). Sejam 1 < p < 00 e () ey (¥));en €

. Entao (z; +y;) ey € O €

00 1/p 0o 1/p 0o 1/p
(Z,xﬁyj,p) s(zw) +(zryjrp) |
j=1 j=1 j=1

Observacao 23. Se 1 < p < g < 00, entao Z C ¢4, e a inclusao é continua.

Notagao 24. Seja (X, X, u) um espago de medida. Para 1 < p < oo, denotemos por
LP (X, X, j1) o espago vetorial de todas as fun¢oes mensuraveis f : X — K tais que [ | f|" dp <
oo. Para cada f € L? (X, X, ), definimos

1/p
1Al = ( [ du) |

Se f,g € LP(X), f =g q.s., [ e g serao considerados um mesmo elemento de LP(X).
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Teorema 25 (Desigualdade de Holder para integrais). Sejam 1 < p,q < oo, com (1/p)+
(1/q) =1, e sejam f € LP (X, X,u) e g€ LI (X, X, ). Entio fge L' (X, X, pu) e

[ isalan= ([ !flpdu>l/p (/ |g|qdu)1/q.

Corolario 26 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam 1 <p < oo e f,g €
LP (X, X, ). Entao f+ge LP (X, X, pn) e

1/p 1/p 1/p
Pd Pd Pd .
(/lem u) s(/xm u) +(/X\g\ u)

Definicao 27. (a) Uma série Y >~ x, em E ¢ dita convergente se a seqiiéncia de somas

parciais s, = > 7, r; é convergente em E.
s o . . o0
(b) Uma série >, z, em E é dita absolutamente convergente se > >, ||z, || < oco.

Proposicao 28. Um espago normado E € completo se e somente se cada série absolutamente

convergente em E € convergente.

Demonstracao. Suponhamos E completo e >~ | ||z,| < 0o. Se m < n, entdo

n

2.

j=m-+1

n

< > sl

j=m+1

[8n = Sml| =

Segue que (sy,),,cy ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em E e é portanto convergente.
Suponhamos, agora, que toda série absolutamente convergente em F seja convergente. Para
demonstrar que £ é completo, seja (,), .y uma seqiiéncia de Cauchy em E. Entao existe uma

seqiiéncia estritamente crescente (n;) jen C N tal que
|20 — || < 277 para todo n,m > n;.

Em particular
[e.9]

o
E — -J —
Hx”ﬂ-l InJH = 27 =1
=1 j=1
e logo a série ) 77, (Tn,,, — Tn,) € convergente em E. Como
k
Ty + E : ($”J‘+1 - xn].) = Tnpyro
i=1

concluimos que a seqiiéncia (,, ), converge em E. Assim (z,),,.y ¢ uma seqiiéncia de Cauchy

em E, que admite uma subseqiiéncia convergente. Segue que (), .y ¢ convergente.
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Notagao 29. Denotemos por L™ (X, X, 1) o espago vetorial de todas as fungoes f: X — K
que sdo limitadas quase sempre, ou seja, existe ¢ > 0 tal que |f(x)| < ¢ quase sempre. Para
cada f € L (X, X, ), definimos

I fll =inf(c>0:|f(x)| < cquase sempre) .
Se f,g € L*(X), f =g q.s., f e g serdao considerados um mesmo elemento de L>(X).

Teorema 30 (Teorema de Fisher-Riesz). Para 1 < p < oo, LP (X, X, ) € um espago de
Banach.

Observagao 31. Seja (X, X, 1) um espago de medida finita e sejam 1 < p < ¢ < oo. Entao
L9(X, X, pn) C LP (X, X, pu) e ainclusao é continua.

Definigao 32. Se F é um espago vetorial entdao uma funcao (z,y) € E X E — (x,y) e K é

chamada de produto interno se verifica as seguintes propriedades:
1) <I’1 + x27y> = <$1,y> + <$27y>,

i) (\v,y) = \z,9);

iii) (z,y) = (y,7);

iv) (x,x) > 0;

v) (x,z) = 0 se e somente se z = 0.
Observacao 33. De i), ii) e iii) segue que

") (91 +y2) = (w,91) + (2, 92);

i) (z,\y) = A(z,y).

Proposicao 34 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espaco com produto in-
terno. Entao
(@, | < Il 1yl
para todo x,y € E.
Proposicao 35. Seja E um espaco com produto interno. Entao a func¢ao
>1/2

o]l = (z,

é uma norma em E.
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Definicao 36. Seja £/ um espaco com produto interno. Dizemos que F é um espaco de Hilbert

se ele é completo na norma definida pelo produto interno.

Definicao 37. Seja F um espago com produto interno. Dizemos que x,y € E sao ortogonais,

e escrevemos = L y, se (z,y) = 0.

Teorema 38 (Teorema de representacao de Riesz). Seja E um espago de Hilbert, e seja

¢ € E'. Entao existe um unico yo € E tal que
o(x) = (x,y0) para todo x € E.

Definicao 39. Seja E um espaco de Banach. Dizemos que uma funcao, f : E — R é conveza
se, dados t1,ts € E e s € [0,1] temos que f((1 — s)t; + st2) < (1 — s) f(t1) + sf(t2).

Definicao 40. Seja E um espaco de Banach. Dizemos que uma funcao, f : E — R é céncava
se, dados t1,ts € E e s € [0,1] temos que f((1 — s)t; + sta)> (1 — s) f(t1) + sf(ts).

Definicao 41. Dizemos que E é um espago vetorial topoldgico sobre K se as seguintes condigoes

se verificam:

(a) E é um espago vetorial sobre K;

(b) E é um espaco topologico;

(c) As aplicagdes (z,y) € ExXE—x+y € Ee (\z) € KxE— \xr € F sdo continuas.
E claro que todo espaco normado é um espaco vetorial topologico.

Observagao 42. Consideremos o conjunto R, = (0, c0) munido da operagao de multiplicagao
dos ntameros reais e com a topologia usual. Entao R, é um grupo topoldgico que tem du(s) =
ds/s como medida de Haar, onde ds é a medida de Lebesgue sobre R.

Sejam f,g € L' (R, ). O produto de convolucio de f por g é definido por

Featt) = [ 1ot %

Sel <rpqg<oo, 1—-1/r=1/p—1/qe f e L"(Ry,pn), g € L”(R,p), entdo temos a
Desigualdade de Young

1= gll, < I F15 Mgl -
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Definigao 43. Seja (X, X, 1) um espago de medida. A medida p é chamada semifinita se para
todo E € X com u(E) = oo, existe F' C E, F € X tal que 0 < pu(F) < oo.

Teorema 44 (Desigualdade Inversa de Holder). Seja (X, X, ) um espago de medida
semifinita, seja 1 < p < oo eq tal que 1/p+1/q=1. Entao se f € LP (X, u) temos que

I£1, = sup {/X [f(@)g(@)| du(w) - g € LYX) e g, = 1} .

Teorema 45 (Desigualdade Integral de Minkowiski). Sejam (X, X, u) e (Y,V,v) dois
espacos de medida o-finitos e seja f: X XY — R, X xY-mensurdvel. Se f >0 el <p< o0,

(/X (/Yf(l’,y)dV(y)Ydu(x))l/pS/Y(/X (f(x,y))pdu(x))l/pdy(y),

Demonstracao. Para p = 1 é o teorema de Tonelli. Suponhamos 1 < p < 0o e seja ¢ tal que

entao

1/p+1/g=1.Seg € L (X, ) e ||gl, =1 entdo pelo Teorema de Tonelli e por Hélder obtemos

[ ([renaw)s@ime = [ ([ reil)aw
[ ([ s wnrae) a0
= /Y(/X(f(w,y))”du(:c))l/pdy(y).

Portanto segue pela Desigualdade Inversa de Hélder que

(/X (Af(xay)dV(y)>pdu(x)>l/pS/Y(/X (f(x,y))pdu(x))l/pdy(y),

IN
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