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Resumo

Proponemos um modelo matematico para uma planta invasora, que acopla a dinamica de re-
producao com Efeito Allee e a dispersao de longa distancia de uma planta invasora. Consideramos
um efeito Allee devido a limitacdo de pdlen, que reduz a producao de sementes. Introduzimos o
efeito Allee através de uma funcdo de probabilidade de encontro pdlen-estigma que depende da
densidade de plantas. Para a modelagem do processo de dispersao utilizamos equacoes integro-
recursiva (IRE) tomando um nicleo de dispersao misto, que representa a dispesao local e a longa
distancia. Analisamos a dinamica local do modelo determinando os pontos de equilibrio e as suas
estabilidades, para entdo analisar o processo de dispersdo. Analisamos o modelo de dispersdo por
meio de simulagao numérica, o que permitiu observar o deslocamento espacial da frente da invasao.
Isto permitiu calcular a velocidade de expansdo. Determinamos a influéncia do efeito Allee, da
capacidade reprodutiva e da dispersao de longa distancia sobre a velocidade de expansao. Obser-
vamos que o efeito Allee torna velocidades aceleradas em velocidades constantes de expansdo. A
velocidade de expansao decresce com o aumento na intensidade do efeito Allee, mas aumenta com
a capacidade reprodutiva. A dispersdo de longa distancia gera maiores velocidades de expansao,
embora para fortes intensidades do efeito Allee o acréscimo na velocidade nao é significativo em
relacdo a velocidade gerada pela dispersao local. Os resultados mostram que apesar da dispersao
contribuir ao aumento na velocidade de expansao, a dispersao também torna a populacao mais
suscetivel a extingao.

Palavras-chave: Efeito Allee, Dispersao a longa distancia, equagbes integro-recursivas, nicleos de
dispersao.



Abstract

We present a mathematical model which couples the reproductive dynamic with an Allee effect and
a long distance diseprsal of an invasive plant. We consider an Allee effect due to pollen limitation,
which reduces seed production. We introduce the Allee effect through a probability function that
describes pollen-stigma encounters as function of the population density. To model the dispersal
process we used integro-diference equations (IDE) and employed a mixed kernel which represents
the local and long distance dispersal processes. We analyzed the local dynamic through the stability
of their equilibrium points. For the spatial dynamic we used numerical simulations, that allowed
us to observe the spatial displacement of the invasion front. This permitted us to compute the
expansion speeds. We determined the influence of the Allee effect, reproductive capacity and the
long distance diseprsal on the invasion speeds. We observed than an Allee effect turns accelerating
expansion speeds into constant speeds. Expansion speeds decreases with Allee effect intensity but
increases with the reproductive capacity of the population. Long distance dispersal produces higher
invasion speeds, but for strong intensities of the Allee effect, the increase is not significant in relation
to the speeds generated by the local dispersal. Our results show that while dispersal contributes
to expansion speeds, it also turns the population more susceptible to extinction.

Key words: Allee effect, long distance dispersal, integro-difference equations, dispersal ker-
nels.
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Introducao

Invasao de plantas nao nativas é uma ameaca para a agricultura, fontes de agua e outros recursos,
assim como para a diversidade biolégica (Parker, 2004). As invasoes de plantas produzem grandes
perdas economicas, além disso muitos recursos se investem na sua erradicacao e controle.

Existe um grande esforco para elaborar estratégias de erradicacao e de controle. As estratégias se
baseiam no entendimento do processo de invasao e da biologia da espécie invasora. Pesquisa na
dinamica de invasoes fornece a base tedrica para a elaboracgao de estratégias de manejo e controle
razodveis tanto pratica como economica.

Uma abordagem para o entendimento do processo de invasao é através de modelos matematicos.
Os modelos matematicos que descrevem a expansao de uma populacao basicamente acoplam uma
dinamica de reproducao e uma de dispersao. Os primeiros modelos matemdaticos em modelar a
expansao de organismos foram o modelo de Skellam (1951) e de Fisher (1937). Se bem estes modelos
baseados em equacgoes de reacao e difusao predizem razoavelmente a expansao de algumas invasoes,
existem outros casos em que a predicao da expansao dada por estes modelos nao é adequada
(Hastings et al., 2005). Os modelos de Skellam (1951) e Fisher (1937) serviram como plataforma
para o desenvolvimento de outros modelos mais realistas e complexos (Hastings et al., 2005; Taylor
e Hastings, 2005). Existem modelos gerais sobre expansao e invasao (ver Hastings et al. 2005),
mas também tem-se desenvolvido modelos especificos para espécies invasoras em particular (Takasu
et al., 2000; Johnson et al., 2006). A principal informacao que os modelos de invasao fornecem é a
predicao da velocidade de expansao da populacao.

Novos modelos de invasao incorporam mais detalhes sobre o crescimento populacional e os meca-
nismos de dispersao. Estes ingredientes tornam mais realistas os modelos, fornecendo informacao
mais detalhada sobre o processo de invasao e como controlar as invasoes. A recente utilizacao de
equacoes de integro-recursivas para a modelagem de expansao de populacao, abriu uma grande
possibilidade de incorporar diferentes padrdes de dispersao (Kot e Schaffer, 1986; Kot, 1992; Kot
et al., 1996). As equagoes de integro-recursivas permitem a incorporacao da dispersao de longo al-
cance. A dispersao de longo alcance é considerada fator essencial no processo de invasao (Pauchard
e Shea, 2006; Liebhold e Tobin, 2008), e responsavel pelas velocidades de expansao observaveis em
algumas espécies (Clark, 1998).

Por outro lado a incorporacao do efeito Allee nos modelos de invasao de espécies sexuadas torna
ainda mais realista o modelo. Dinamicas de reprodugao com efeito Allee tem sido utilizado em
estratégias de controle de invasoes em espécies sexuadas. Assim o conhecimento do efeito Allee na
dindmica de invasao fornece idéias para o controle de invasoes (Liebhold e Tobin, 2008).



2 CONTEUDO

O presente trabalho utiliza equagoes integro-recursivas para a modelagem da expansao de uma
planta invasora sujeita a efeito Allee com uma dispersao de longo alcance. Através do modelo
procura-se determinar a influéncia do efeito Allee no processo de invasao, analisando as velocidades
de expansdo segundo a intensidade do efeito Allee e a dispersdo de longo alcance. Por outro lado
analisa-se a susceptibilidade de extincao da populagdo devido ao efeito Allee. Com o presente
trabalho procura-se um maior entendimento sobre os processos de invasao e conhecimento para o
manejo e controle de invasoes principalmente de plantas.



Capitulo 1

Invasoes Bioldgicas

O processo de Invasado biolégica pode dividir-se em trés fases sequenciais (Liebhold e Tobin,
2008):

1. Introdugao;
2. Colonizagao;
3. Expansao.

A introducéao se refere ao transporte dos individuos de uma espécie a uma nova localidade, fora da
distribuicao natural da espécie. O processo de transporte na fase de introducao ocorre em uma es-
cala espacial global (p.e. inter-continental, entre extremos do mesmo continente, continente - ilha,
etc.). Se bem a introdugao ocorre por meios naturais, a maioria das vezes acontece de forma inten-
cionada ou nao intencionada, pelo homem (Pauchard e Shea, 2006). Quando o transporte é dado
por meios naturais, acontece de forma eventual e por mecanismos nao usuais de dispersao do orga-
nismo (p.e: transporte trans oceanico de sementes dispersadas normalmente pelo vento) (Pauchard
e Shea, 2006; Higgins et al., 2003). A fase de introducao depende principalmente da oportunidade
da espécie de chegar a uma nova localidade, mas também da sobrevivéncia dos individuos na nova
localidade. A populacdo fundadora deve sobreviver no ambiente novo e estabelecer-se para logo se
reproduzir.

Uma vez que uma populagdo foi introduzida em uma nova localidade, a populacao fundadora
comeca reproduzir-se e dispersa-se localmente colonizando novos habitats na vizinhanca. Esta
fase é referida como colonizacao e é uma etapa critica no processo de invasao (Liebhold e Tobin,
2008). A populagao fundadora deve aumentar em densidade e colonizar uma area minima para
garantir a sua sobrevivéncia. O resultado da colonizagao é o estabelecimento da populacao na nova
localidade, que garanta a sua permanéncia no lugar. Na maioria das vezes as invasoes fracassam,
devido a que a populagao fundadora nao consegue estabelecer-se na nova localidade. Em geral a
populacao fundadora é pequena, portanto suscetivel a extingdo por eventos estocédsticos e variagoes
ambientais ou por fatores demograficos relacionados com baixas densidades como endogamia e efeito
Allee. O éxito de uma colonizacao depende do tamanho da populacao introduzida, da capacidade
reprodutiva e de dispersao da espécie (Drake e Lodge, 2006; Lewis e Kareiva, 1993). A escala
espacial de dispersao relevante na fase de colonizagao é a local. A dispersao local de sementes dos
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individuos introduzidos é o processo inicial para a formagao de uma nova populacao (Pauchard e
Shea, 2006). A dispersao local se dé pelos mecanismos adaptativos com que a espécie se dispersa
(p.e vento, animais, dgua, etc).

A fase de expansao se refere ao aumento da distribuicao da populacao a partir da localidade onde
foi introduzida. Apds da fase de colonizacao, a populacao comeca expandir-se, aumentando seu
raio de distribuicao. A fase de expanséao é caracterizada pelo aumento do raio de distribuigao com
o tempo (Liebhold e Tobin, 2008), e é determinada pela capacidade reprodutiva e de dispersao da
espécie e da frequéncia da dispersao de longo alcance (Clark, 1998; Kot et al., 1996). A combinacao
da dispersao local e dispersao de longa distancia é referida como dispersao estratificada (Shigesada
et al., 1995). A escala espacial do processo de dispersao na fase de expansao pode considerar-se
como regional, e é determinada pelos individuos que se dispersam localmente e a longas distancias
(Pauchard e Shea, 2006; Liebhold e Tobin, 2008). A fragado da populacao que se dispersa longas
distancias da origem 4s populagoes satélites na frente da invasao (Liebhold e Tobin, 2008). Se bem
a dispersao de longa distancia é um processo eventual, ela aumenta consideravelmente a velocidade
de expansao da populagao (Clark, 1998; Kot et al., 1996).

Observamos que o processo de invasao é caracterizado por um processo de dispersao de multiplas
escalas, e cada fase de invasao é caracterizada por uma escala espacial de dispersao. Podemos definir
arbitrariamente trés escalas espaciais de dispersdo segundo Pauchard e Shea (2006) : a) global, b)
regionale c¢) local. Se bem a fronteira entre cada uma das escalas nao é bem definida, considera-
se que as diferentes escalas espaciais sao geradas por diferentes mecanismos de dispersao (Higgins
et al., 2003; Pauchard e Shea, 2006). Consideramos de forma geral, que as escalas global e regionale
sao geradas por uma dispersao de longa distancia, e a escala local por uma dispersao local. A falha
de um mecanismo de dispersao em qualquer uma das escalas, seja local ou de longa distancia, pode
evitar que a planta se torne invasiva num ambiente determinado. Por outro lado, a capacidade
reprodutiva da espécie e fctores que afetam a sua reproducao influem no éxito de colonizagao e na
velocidade de expansao da espécie invasora. Observamos que o processo de invasao de plantas é
caracterizado principalmente por dois processos bioldgicos: a) dispersao e, b) reproducao.

1.1 Reproducao em plantas e o seu efeito na Invasao

A colonizacao e a expansao dependem da capacidade reprodutiva da planta. As duas fases tém
relagao com o éxito de estabelecimento dos individuos dispersados. No caso da colonizacao, quanto
maior a capacidade reprodutiva da espécie, maior é taxa de crescimento da populacao fundadora,
reduzindo a probabilidade de extingao por variacoes ambientais. Por outro lado, no caso da ex-
pansao, quanto maior a quantidade de sementes dispersadas maior a probabilidade de colonizacao
de novos habitats.

Em uma populagao fechada e homogénea a taxa de crescimento populacional depende da taxa de
mortalidade e de reproducao. Em geral a taxa de crescimento populacional depende da densidade,
e frequentemente acontece de duas formas: a) regulacdo do crescimento por competigao intra-
especifica por recursos limitados e b) deflagao da populagao.

A regulacao do crescimento populacional pela competicao intra-especifica pode dar-se através de
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vérias formas com o aumento da densidade (Begon et al., 2006):
i. Redugao na taxa de reproducao per capita;
ii. Aumento na taxa de mortalidade per capita;
iii. Reducao na taxa de reproducao per capita e aumento na taxa de mortalidade per capita.

Qualquer destes mecanismos, produz uma diminuicao na taxa de crescimento populacional com
o aumento da densidade. A quantidade de recursos determina a densidade que o ambiente pode
suportar, assim, existe uma densidade maxima que a populacao pode atingir. Esta densidade
maxima ¢é referida como a densidade de capacidade de suporte.

A deflacao é um fené6meno que ocorre a nivel populacional e pode acontecer devido ao efeito Allee
(Stephens e Sutherland, 1999). O Efeito Allee é definido como uma relagao positiva entre qualquer
componente da aptidao (p.e.: sobrevivéncia, capacidade reprodutiva) de um individuo e a densidade
ou numero de conspecificos (Stephens e Sutherland, 1999). A aptidao de um individuo esté relacio-
nada com o nimero de descendentes com que ele contribui & préxima geracao. Portanto, a aptidao
de um individuo pode ser medida através da probabilidade de sobrevivéncia ou de reproduszir-se
(Stephens e Sutherland, 1999). As componentes da aptidao de um individuo podem aumentar ou
diminuir com a densidade (Figura 1.1). Por exemplo, no caso de competicao intra-especifica existe
uma relacdo negativa entre a aptidao dos individuos e a densidade populacional (Figura 1.1 c).
Por outro lado, em espécies sexuadas um aumento na densidade pode aumentar a probabilidade
de encontro entre individuos de sexos opostos, aumentando assim a probabilidade de reproducao
dos individuos. Neste caso, existe uma relagao positiva entre a aptidao e a densidade populacional
(Figura 1.1 a,b).

Aptidio Aptidio Aptiddo

a) b) 0
N N N

Figura 1.1: Relagao entre a aptidao do individuo e a densidade populacional (V). a) Relagao linear positiva;
b) Relagao positiva com saturagao; c) Relagao negativa.

Consideremos que a probabilidade de reproducao aumenta com a densidade em individuos de
espécies sexuadas, mas o aumento na densidade incrementa a competénica intraespecifica pelos
recursos limitados do ambiente. A Figura 1.2 mostra como as componentes de sobrevivéncia e
de reproducao variam com a densidade, assim como o resultado da combinacgdao das duas compo-
nentes, determinando a aptidao resultante do individuo com a densidade. Observamos que para
um pegeuno intervalo de densidade existe uma relagao positiva entre a aptidao e a densidade de
individuos.

Quando a aptidao resultante (p.e resultado liquido da probabilidade de sobrevivéncia e de re-
producao ) do individuo é favorecida com o aumento da densidade, temos um efeito Allee de-



6 Invasoes Biolégicas

Aptidao

Figura 1.2: Relagdo das componentes da aptidao (sobrevivéncia e reprodugio) e a aptidao resultante com
a densidade (N). (- - -) Sobrevivéncia; (— —) Reproducao; (—) Aptidao Resultante.

mogréfico (Stephens e Sutherland, 1999). Observamos na Figura 1.2 que para um peqgeuno in-
tervalo de densidade existe uma relagdo positiva entre a aptidao e a densidade de individuos. A
influéncia do efeito Allee demografico na dinamica populacional é uma relagao positiva entre a taxa
de crescimento per capita da populacao e a densidade (pelo menos para um intervalo de densidade).
O efeito Allee demografico (daqui em diante efeito Allee) ocorre principalmente para densidades
populacionais baixas. Muitas vezes o resultado do efeito Allee é a introducao de uma densidade
critica na dinamica populacional (Boukal e Berec, 2002). Abaixo desta densidade critica a po-
pulacao apresenta uma taxa de crescimento per capita negativa, que leva a populacao a extingao.
Quando o efeito Allee produz uma taxa per capita negativa para um intervalo de densidades baixas,
temos um efeito Allee forte (Figura 1.3) (Wang e Kot, 2001; Wang et al., 2002). Se a populacao
apresenta uma taxa de crescimento per capita baixa para densidades pequenas mas nunca negativa,
temos um efeito Allee fraco (Figura 1.3) (Wang e Kot, 2001; Wang et al., 2002). O efeito Allee fraco
nunca gera uma densidade critica na dindmica populacional. Na Figura 1.3 observamos trés casos
de taxas de crescimento per capita: a) efeito Allee forte , b) efeito Allee fraco, ¢) sem efeito Allee.
Observamos que nos casos de efeito Allee temos uma relagao positiva entre a taxa de crescimento
per capita e a densidade ( pelo menos para um intervalo da densidade). No caso do efeito Allee
forte, existe um intervalo de densidade em que a taxa de crescimento per capita é negativa.

Efeito Allee Forte Efeito Allee Fraco Sem Efeito Allee

Figura 1.3: Fungoes de crescimento per capita f(N).

O efeito Allee pode resultar de vérios fenomenos, entre eles estao predacao cooperativa, termorre-
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gulacao social, aumento da vigilancia contra predadores, aumento da probabilidade de emparelha-
mento em espécies sexuadas, etc. (Stephens e Sutherland, 1999).

O efeito Allee pode interferir na fase de colonizacao de plantas invasoras, pois a populagao introdu-
zida é pequena. O efeito Allee pode retardar o crescimento populacional, com o qual a populagao
fundadora fica por um maior periodo de tempo suscetivel a extincao por eventos estocdsticos e
variacOes ambientais. No caso de um efeito Allee forte, a densidade da populacgao inicial pode estar
abaixo da densidade critica, portanto apresentar uma taxa de crescimento negativa, resultando na
extingao da populagao. Por outro lado, o efeito Allee pode nao sé acontecer na fase de colonizagao,
mas também na frente da invasdo. A populagdo na frente da invasao frequentemente é baixa, favo-
recendo a possibilidade de surgir o efeito Allee (Taylor e Hastings, 2005; Davis et al., 2004; Parker,
2004), o que pode reduzir a velocidade de expansao da populagao (Wang e Kot, 2001; Wang et al.,
2002; Lewis e Kareiva, 1993).

1.1.1 Modelos deterministicos de crescimento populacional com efeito Allee

A introducao do efeito Allee num modelo de crescimento pode efectuar-se de duas formas: a)
de forma heuristica e b) de forma tedrica. A forma heuristica consiste em ajustar uma fungao
adequada ao crescimento per capita denso-dependente esperado ou observado (Figura 1.3). A taxa
de crescimento populacional descrito por uma equacao diferencial, toma a forma geral :

dn

— = f(n)n 1.1
= fn, (1)
onde f(n) é o crescimento per capita da populagao, e n é a densidade populacional. No caso de
uma populagdo com geragoes discretas temos a equagao de diferencas:

Ng41 — Mg = f(nt)nt. (12)

O efeito Allee estabelece uma relacao positiva entre a taxa de crescimento per capita e a densidade,
portanto, a funcao de crescimento per capita f(n) deve ser crescente para um intervalo de densidades
(geralmente pequenas). No caso do efeito Allee forte, a fungao f(n) deve ser negativa para um
intervalo de densidade (Figura 1.3) ou menor que a unidade no caso de equagoes de diferengas . A
densidade critica introduzida pelo efeito Allee forte corresponde a um ponto de equilibrio instavel
do sistema. Para densidades menores que a critica, a populacao se extingue, enquanto que, para
densidades maiores, a populacao cresce até a capacidade de suporte do ambiente.

Existem modelos de crescimento populacional que introduzem o efeito Allee de forma teérica (Veit
e Lewis, 1996; Dennis, 1989) e referéncias em Boukal e Berec (2002). Estes modelos sa@o mais
apropriados para entender como o mecanismo que gera o efeito Allee, influi na taxa de crescimento
da populacao. A introducgao do efeito Allee deve estar ligada & taxa de reproducado ou a taxa de
mortalidade (sobrevivéncia) da popula¢do. Um dos mecanismos comumente modelados que gera
efeito Allee, é a probabilidade de emparelhamento em populagoes de espécies sexuadas (Boukal e
Berec, 2002). Com frequéncia o efeito Allee é introduzido multiplicando a taxa de reproducao per
capita por uma fungéo que descreve a probabilidade de encontros entre individuos de sexo oposto.
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A fungao de probabilidade de encontros utilizada deve satisfazer algumas condicoes bésicas (Boukal
e Berec, 2002):

i. Nao existe emparelhamento quando a densidade populacional é zero;
ii. A probabilidade de encontros aumenta monotonicamente com a densidade populacional;
iii. O emparelhamento é quase garantido quando a densidade é alta.

Dennis (1989) derivou de forma tedrica duas funcoes de probabilidade de encontros em fungao da
densidade populacional (Tabela 1.1), que satisfazem as condigoes bdsicas de fungoes de probabili-
dade de encontros (Figura 1.4).

Tabela 1.1: Fungoes de probabilidade de encontro.

Exponencial Negativa (EN):  P(n) =1—e 7", B> 0.

Hipérbole Retangular (HR): P(n) 6 > 0.

. .n
— O+n>

N

Figura 1.4: Fungoes de probabilidade de encontros entre individuos de sexos opostos. (—) fungdo NE, com
8 =1.5; (-~ —-) fungdo RH, com 6 = 0.5 .

O parametro 0 representa a densidade em que um individuo tem probabilidade % de se emparelhar, e
o valor % é a densidade populacional na qual a probabilidade de emparelhamento é 1 —e~! &~ 0.632
(Dennis, 1989). As funcoes de probabilidade de emparelhamento (NE) e(RH) foram ajustadas
a dados experimentais nao encontrando diferencas significativas entre as duas fungoes (Dennis,
1989; McCarthy, 1997). Por outro lado, as fungoes de probabilidade se ajustam satisfatoriamente
a dados experimentais de freqiiéncia de emparelhamento com relagao & densidade para algumas
espécies (Dennis, 1989).
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1.2 Processo de dispersao em plantas

A dispersao é o processo de movimentacdo de um organismo entre localidades. As plantas se
movimentam no espaco através das sementes, e elas podem se movimentar por uma variedade de
mecanismos. Os diferentes mecanismos que as plantas empregam para se dispersar sao referidos
como as sindromes de dispersao (van der Pijl, 1982). Entre as sindromes de dispersao mais comuns
estao a dispersao por vento (anemocoria), dispersao por animais de forma interna (endozoocoria)
e de forma externa (ectozoocoria), dispersao por dgua (hidrocoria), etc. Geralmente a sindrome
de dispersao esta relacionada com a morfologia da unidade de dispersao, portanto a sindrome de
dispersao de uma planta estd definida em principio pela morfologia da semente. Considerando isto
podemos dizer que a planta estd adaptada a uma sindrome de dispersao, e é este 0 mecanismo
comum ou standard pelo qual a planta se dispersa. Embora a planta esteja adaptada a uma
sindrome de dispersao em particular, isto nao exclui que a planta eventualmente possa se dispersar
por outro mecanismo (Higgins et al., 2003). De fato, varios mecanismos podem intervir no processo
completo de dispersao (desde a planta mae até o lugar definitivo onde a semente germinard).
Por exemplo, a semente pode experimentar uma primeira dispersao pelo seu mecanismo usual, e
logo uma segunda dispersao pode acontecer por mecanismos nao usuais da planta (Chambers e
MacMahon, 1994).

Diferentes processos de dispersao em plantas podem agir sobre diferentes escalas de distancia
(Nathan e Muller-Landau, 2000). Portanto, o processo de dispersao é considerado como processo
de multiplas escalas. Pode-se definir duas escalas espaciais no processo de dispersao: a) dispersao a
longa distancia (dispersao DLD), e b) dispersao local (DL). Se bem a fronteira entre as duas escalas
espaciais nao é bem definida, os mecanismos involucrados no processo de dispersao das duas escalas
sao diferentes (Pauchard e Shea, 2006; Higgins et al., 2003).

Alguns trabalhos mostram que os mecanismos (sindromes) de dispersao das plantas nao é in-
formagao suficiente para descrever o processo de dispersao a longa distancia (DLD) (Portnoy e
Willson, 1993; Higgins et al., 2003). Em outras palavras, os mecanismos de dispersao envolvidos na
dispersao DLD, podem ser diferentes ou agir de diferente forma do quw mecanismos que operam
na dispersao local (DL).

A dispersao a longa distancia (DLD) é uma dispersao ocasional ou eventual. Os mecanismos da
DLD podem agrupar-se em trés categorias nao excludentes (Higgins et al., 2003):

1. Variagdo no comportamento do vetor comum ou padrao de dispersao. Comportamento nao
usual do vetor standard de dispersao pode resultar em uma DLD. Por exemplo, fortes e
turbulentas correntes de vento ocasionais, podem transportar sementes anemocoras (dispersao
por vento) longas distancias (Nathan et al., 2002). Em sementes endozoocoras (dispersao por
animais), a retencao ocasional das sementes por longos periodos de tempo pelos animais
frugivoros, pode resultar em uma dispersao DLD.

2. Variacdo nas propriedades da unidade de dispersdo. A variagao continua de caracteristicas
das sementes resulta que umas sementes se dispersem consideravelmente mais longe do que
outras (ver Augspurger e Franson (1987)).

3. Mecanismos nao comuns ou ndo padroes de dispersao. Outros mecanismos diferentes de
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dispersao da planta podem agir na dispersao de sementes. Algumas vezes, estes mecanismos
de dispersao resultam em dispersoes de longa distancia. Por exemplo, sementes adaptadas
para dispersar-se pelo vento podem flutuar na dgua, e se uma semente cair na agua, esta pode
ser carregada por longas distancias pelo fluxo da dgua. Algumas sementes podem ser aderidas
acidentalmente a animais, e ser dispersadas assim longas distancias. O homem intervém com
freqiiéncia na dispersao a longa distancia (muitas vezes intencionalmente) (Pauchard e Shea,
2006; Higgins et al., 2003)

A dispersao DLD é eventual ou acidental, portanto apenas uma pequena fracao (< 10%) das semen-
tes sao dispersadas longas distancias. No entanto, é sugerido que a dispersao DLD é responsavel
pela taxa de migragoes em plantas (Higgins et al., 2003; Clark, 1998; Levin et al., 2003; Nathan e
Muller-Landau, 2000).

O resultado da dispersao DLD pode ser a introdugao da planta num novo continente, ilha ou numa
nova localidade nao muito proxima da populacao fonte. Uma vez que a planta nao nativa é intro-
duzida numa nova localidade, os individuos fundadores se reproduzem e se dispersam localmente,
permitindo a planta introduzida colonizar a nova localidade e expandir-se. A DLD também in-
tervém na fase de expansao, originando populagoes satélites na frente da invasao e incrementando
a velocidade de invasao (Liebhold e Tobin, 2008).

A dispersao local é a mais comum, e a maioria das sementes sao dispersadas localmente pelo
mecanismo ao qual a planta estd adaptada para se dispersar. A sindrome de dispersao da planta
prové suficiente informacao para descrever a dispersao local (Higgins et al., 2003). Com a dispersao
local, as plantas conseguem invadir novos habitats na vizinhanca e expandir-se localmente. A
dispersao local é fundamental no processo de colonizagao e na manutencao da populagao local.

O resultado do processo de dispersao em qualquer escala espacial (local ou DLD) é o mesmo, a
chegada de sementes a um novo habitat ou localidade onde uma nova populagao pode-se estabelecer.
A falha de um mecanismo de dispersdo, seja local ou de longa distancia, pode evitar que a planta
se torne invasiva num ambiente determinado.

A expansao da populacao de uma planta através da paisagem é funcao da capacidade reprodutiva
da planta, capacidade de dispersao, disponibilidade de lugares para recrutamento e a estrutura da
paisagem (muitas vezes determinada pelo homem) (Higgins e Richardson, 1999).

1.3 Modelos de dispersao de sementes

Nas plantas assim como em outros organismos sésseis, o movimento das unidades de dispersao
(i.d.; sementes, ovos, larvas) é o primeiro processo demografico espacial (Nathan e Muller-Landau,
2000). A descrigao do processo de dispersao de sementes é importante na compreensao do processo
demografico espacial das plantas. Para entender o processo de dispersao é preciso (Levin et al.,
2003):

i. Medir o padrao espacial de dispersao;

ii. Explorar os mecanismos que geram o padrao espacial;
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iii. Examinar suas consequéncias.

Dois tipos de modelos matematicos sao utilizados para descrever os padroes espaciais de dispersao
de sementes: a) Modelos Fenomenoldgicos, e b) Modelos Mecanisticos ou Tedricos. Os modelos
fenomenoldgicos também sao conhecidos como modelos estatisticos. Estes modelos se baseiam em
ajustar funcoes a dados observéveis de dispersao. Eles utilizam somente dados de distancias de
dispersao, e nao requerem informagoes sobre os mecanismos dos processos que geram o padrao de
dispersao (Nathan et al., 2002; Higgins et al., 2003). Os modelos fenomenolégicos sao relativamente
mais faceis de obter que os tedricos, mas eles possuem a desvantagem que seus parametros nao
estao relacionados diretamente com as caracteristicas particulares da planta ou vetor de dispersao
(Nathan e Muller-Landau, 2000). Geralmente os modelos tedricos sao mais dificeis de construir, em
parte porque eles incorporam mais parametros, que podem ser dificeis de estimar. No entanto eles
incorporam informacao biolégica dos elementos do sistema que descrevem e permitem ver o efeito
de varios fatores que intervém no processo de dispersao (i.e.: caracteristicas fisicas e bioldgicas da
planta, caracteristicas do vetor dispersante, heterogeneidade da paisagem, etc.). Através dos mo-
delos tedricos pode-se explorar os mecanismos que geram os padroes espaciais de dispersao, embora
a validacao dos modelos mecanisticos nao é simples. Os modelos mecanisticos sao imprescindiveis
para o entendimento do processo de dispersao, embora os modelos fenomenolégicos sejam os mais
utilizados para predizer taxas de migragao (Levin et al., 2003; Nathan et al., 2002)

1.3.1 Modelos Fenomenolégicos ou Estatisticos

Freqiientemente os padroes de dispersao de sementes podem ser estudados por meio de curvas de
dispersao, que descrevem a distribuicao de freqiiéncias das distancias que as sementes se dispersam
a partir da fonte (Levin et al., 2003; Nathan e Muller-Landau, 2000). As curvas de dispersao podem,
em principio, formar qualquer curva de distribuicao. No entanto, a maioria de dados empiricos de
dispersao de sementes se ajusta a uma distribuigdo leptocurtica unimodal, caracterizada por um
pico perto da fonte seguida por uma diminuicao répida (Levin et al., 2003). Devido a dificuldade
de registrar os efeitos da dispersao DLD, os dados empiricos limitam-se a descrever principalmente
a dispersao local (curta distancia) (Nathan e Muller-Landau, 2000; Levin et al., 2003).

As curvas de dispersao sao representadas por distribuicoes de densidade de probabilidade, que
comumente sdo chamadas nicleos de dispersao. Os nicleos de dispersao (homogéneos no espaco)
sao representados normalmente em coordenadas cartesianas por k(x — Z,y — ¢). A expressao
k(z — Z,y — y)dzdy representa a probabilidade de uma semente liberada no elemento de drea
dxdy no ponto (z,y), ser dispersada até ponto localizado em (%, 7). Dependendo da simetria dos
processos de dispersao de sementes, 1til empregar coordenadas polares 7,6, onde r = /22 + 2
¢é a distancia entre o ponto de liberacao e o ponto de chegada da semente, e 6 é o angulo radial,
que da a orientacao da dispersao. Caso a dispersao seja isotrépica, a probabilidade de chegada da
semente num anel de espessura dr a uma distancia r da fonte é 2wrk(r)dr. Em algumas situagoes,
a dispersao é orientada numa direcao preferencial. Nestes casos, é conveniente modelar o processo
numa dimensdo, onde k(z — &)dx é a probabilidade de uma semente liberada no segmento de
comprimento dx centrado no ponto x seja depositada no ponto z (Levin et al., 2003).

Sendo os nicleos de dispersao fungoes de densidade de probabilidade, eles satisfazem as seguintes
condigoes:
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k(z,z) >0 Vz,ze€ R / k(x,z)dr =1 VieR" (1.3)

—00

Tradicionalmente, trés tipos de distribuigoes tém sido ajustadas para descrever os dados empiricos
de padroes de dispersao de sementes (Levin et al., 2003) (Tabela 1.2, Figura 1.5): a) Gaussiana,
b) Exponencial Negativa, ¢)Poténcia Inversa.

Tabela 1.2: Nucleos de Dispersao

»
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Figura 1.5: Nucleos de dispersdo k(z). (—) Distribuicio Gaussiana, (....... ) Distribui¢do Exponencial
Negativa , (— —) Distribui¢ao Poténcia Inversa

A distribuicdo Gaussiana é uma fungdo bem definida (sem singularidades), mas nao descreve o
padrao leptocurtico observavel em dados empiricos. Por outro lado, a distribuicao Fzponencial
Negativa é provavelmente o nicleo de dispersao mais utilizado, embora nem a distribuicao Ezpo-
nencial Negativa nem a Gaussiana representem satisfatoriamente o processo de dispersao a longa
distancia. A dispersdo a longa distancia é um processo altamente estocastico e dificil de estimar,
portanto dificil de incorporé-la (obté-la) nos dados empiricos. Conseqiientemente as fungoes ajus-
tadas aos dados experimentais subestimam a dispersao a longa distancia. Como resultado temos
que a cauda (k(z),z — o0) dos ntcleos de dispersao (segmento da fungao que representa o processo
DLD) é muito leve para representar os casos de DLD. Este é o caso das distribuigoes Gaussiana
e Ezponencial Negativa (Figura 1.5). Um nicleo de dispersao que incorporasse a dispersao DLD,
seria um nucleo com cauda pesada. Ntcleos de dispersao deste tipo, sao aqueles que a caida da
funcao é menos rapida em comparacao a distribuicdo Gaussiana ou Ezponencial Inversa Nathan
et al. (2002). A funcdo Poténcia Negativa possui cauda pesada, apesar de nao ser uma funcao de
densidade de probabilidade, ajusta bem os dados de dispersao de longa distancia.
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Os ntcleos de dispersao Gaussiana, Exponencial Negativa e Poténcia Inversa dependem de um
parametro s6. O parametro nos nicleos Gaussiana e Exponencial Negativa corresponde a variancia
dos dados. A variancia representa a distancia média que as sementes se dispersam desde a fonte.
Um ntcleo mais inclusivo (mais geral) é o nicleo de dois parametros utilizado por Clark (1998) na
modelagem de taxas de migracao pés-glacial de arvores:

A D)

k(z) = 2D , (1.4)

onde I'(z) é a funcao gama, ¢ e « sao parametros de forma da curva e de distancia, respectiva-
mente. A curtose de uma distribuicdo é uma medida do peso atribuido a cauda da distribuigao.
O parametro c se relaciona com a curtose da distribuicao, e portanto, representa o peso da cauda
da curva de distribuigdo (1.4). O parametro « representa a variancia da curva de distribuigao, e
é uma médida da distancia media que as sementes se dispersam desde a fonte. A curva de distri-
buigao (1.4) inclui uma familia de distribuigdes exponenciais. A distribuigado Exponencial Negativa
se obtem quando ¢ = 1 e a Gaussiana quando ¢ = 2. Ntcleos de dispersao com cauda pesada
sao obtidos quando ¢ < 1 (Clark, 1998). Este niicleo de dispersao é muito flexivel, mas apresenta
duas grandes limitacoes. Quando ¢ < 1 a curva apresenta cauda pesada, mas perde a caracteristica
leptocurtica perto da fonte, em outras palavras a curva de distribuicdo é convexa perto da fonte.
Quando ¢ > 1, a curva é leptocurtica, mas a cauda do nicleo de dispersao nao é suficientemente
pesada para representar a dispersao DLD (Figura 1.6). Por outro lado, resulta dificil ajustar os dois
parametros a e ¢ simultaneamente no processo de ajustar a distribuigao (1.4) aos dados empiricos
e obter uma curva que represente bem a dispersao local e a dispersao de longa distancia (Clark
et al., 1999).

Figura 1.6: Niicleo de distribuigdo (1.4) para vérios valores de ¢: (—) c¢=2, (———) e¢=1, (....... Je=1e
um valor fixo de & = 1 (variéncia).

Geralmente os nucleos de distribuigoes se obtem ajustando curvas de distribuicao aos dados expe-
rimentais por meio de quadrados minimos. A informacao sobre o padrao de dispersao de sementes
esta representada principalmente na variancia e curtose da curva de distribuicdo. Outra forma de
obter nicleos de dispersao é ajustando a variancia da distribui¢oes com a variancia dos dados expe-
rimentais (Lutscher, 2007). Uma mesma distribuigao pode gerar velocidades de expansao diferentes
se ela é ajustada por quadrados minimos ou pela variancia dos dados. A distribuigdo ajustada pela
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variancia representa melhor os eventos de dispersao a longa distancia, enquanto que a ajustada por
quadrados minimos captura principalmente a dispersao de curta distancia (Lutscher, 2007).

Considerando que o processo de dispersao de sementes é um processo de multiplas escalas espaciais,
uma combinacao de nucleos de dispersao tem sido sugerida para representar o processo de dispersao
local e DLD (Clark, 1998; Higgins et al., 2003). Este tipo de modelagem de ntcleos de dispersao é
chamado "difusdo estratificada”, e permite misturar nicleos dispersao que descrevem bem os dados
empiricos de dispersao local e nicleos que representam a dispersao DLD (Shigesada et al., 1995;
Nathan et al., 2002; Clark, 1998; Higgins et al., 2003). De forma geral pode-se representar o nicleo
de dispersao k(x), como uma mistura de n fungoes de densidade de probabilidade:

k‘(l‘) :p1f1($)+"'+pnfn(l')v (1.5)

onde p; é a proporc¢ao de sementes que se dispersam de acordo a i-ésima funcdo de densidade de
probabilidade f;(z) (Higgins et al., 2003).

1.3.2 Modelos Tedricos

Para entender o processo de dispersao sao necessarios os modelos tedricos para explicar os padroes
observaveis de dispersao. Eles predizem padroes de dispersao de sementes diretamente das ca-
racteristicas das plantas e dos vetores dispersantes. Apesar de serem complicados de desenvolver
e parametrizar, eles tém a capacidade de predizer as mudancas na densidade de sementes e a
localizacao de deposicao das sementes (Nathan e Muller-Landau, 2000).

Modelos mecanisticos tém sido desenvolvidos principalmente para a dispersao de plantas anemo-
coras (sementes dispersadas pelo vento). Eles predizem satisfatoriamente a dispersao local por
vento, utilizando informacgao sobre condi¢bes do vento e caracteristicas relevantes da planta como
a fecundidade e altura da planta e propriedades aerodinamicas das sementes (Levin et al., 2003;
Okubo e Levin, 2001)

”Plume Models” é um conjunto relevante de modelos que tém sido utilizados para a modelagem
da dispersao de sementes por vento (Levin et al., 2003). O ”Gaussian Plume Model” tem sido
empregado para descrever a dispersao de particulas leves tais como particulas poluentes no ar,
esporos, pélen, etc. O modelo (1.6) descreve a distribui¢ao horizontal e vertical de particulas sob a
influéncia de difusao e advecgao (velocidade do vento horizontal) (Okubo e Levin, 1989; Overcamp,
1976):

N, —(z—H)* —(z4+H)?
p(x, 2) 0 (e 208 e 27 , (1.6)

2muo,

onde Ny é o nimero de particulas liberadas, H é a altura de liberagao das particulas, (z,z) sao
as componentes horizontal e vertical respectivamente, v é a velocidade do vento horizontal e o2

2 é
dado por
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onde K, é o termo de difusao vertical. Utilizando o ”"Gaussian Plume Model” podemos predizer
a distribui¢ao da densidade de particulas na superficie, calculando (1.6) em z = 0 e multiplicando
pela velocidade de deposigao das particulas (V') (Figura 1.7) (Okubo e Levin, 1989):

N, —_H
i 4Kz 3 . (17)

p(x)

X

Figura 1.7: Distribuigdo da densidade de sementes sobre a superficie p(x) segundo o ”Gaussian Plume
Model”. Parametros utilizados: H = 32m,V = 0.131,u = 0.049m/s, K, = 1, Ny = 10000.

Para particulas pesadas, com velocidade terminal nao trivial, existe uma modificagao do Gaussian
Plume Model. A modificagao consiste em considerar o efeito da gravidade no modelo incorporando
a velocidade terminal da particula (V). Desta forma se substitui a altura fixa de liberacao de
sementes H pelo termo (H — V%), resultando o ”Tilted Gaussian Plume Model” (Okubo e Levin,
1989)

T2
N(] —(z+H-V )

T,2) = ————e zu | 1.8
plas) = s 19

A distribui¢ao de sementes sobre a superficie é obtida calculando (1.8) em z = 0 e multiplicando
de novo pela velocidade de deposicao das particulas que é a mesma velocidade terminal (Figura
1.8):

NoV  —u-ve?
pla) = — e % (1.9)

Tu\/2K 3,

Os modelos "Gaussian Plume” e ”Tilted Gaussian Plume” com os parametros (u, V, K,) constantes
ou variaveis descrevem satisfatoriamente os padroes de dispersao local de sementes dispersadas por
vento. E sugerido que a velocidade horizontal do vento, a velocidade terminal das sementes e
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p(x)

X

Figura 1.8: Distribuicdo da densidade de sementes sobre a superficie p(z) segundo o ”Tilted Gaussian
Plume Model” Parametros utilizados: H = 32m,u = 0.049m/s, W = 0.131m/s, K, = 1, Ny = 10000.

a altura de liberacao de sementes, sao os fatores determinantes que descrevem o padrao local
de dispersao de sementes por vento (Okubo e Levin, 1989), e que nao é necessario aumentar a
complexidade dos modelos para predizer o padrao local de dispersao (Levin et al., 2003). Modelos
tedricos para a descrigao de dispersao DLD tém sido desenvolvidos utilizando uma abordagem
Euleriana ou Lagrangeana da teoria de dinamica de fluidos (Nathan et al., 2002; Levin et al., 2003).
A descricdo do padrao de dispersdo DLD, depende da precisdo dos detalhes do comportamento
turbulento do vento. A inclusdo destes detalhes fazem mais complexo os modelos, ficando assim
mais dificeis de resolver analiticamente ou com um custo computacional alto.

Modelos que descrevem o padrao de dispersao de sementes por animais tém sido menos desenvol-
vidos. Em termos gerais, os modelos mecanisticos envolvem parametros que descrevem padroes de
movimento e comportamento de alimentacao dos animais e tempo de retencao da semente pelos
animais dispersores (Levin et al., 2003).

Ntcleos de dispersao podem ser obtidos, além dos dados experimentais, dos modelos tedricos. As
curvas de distribuicao resultantes de modelos tedricos de dispersao de sementes, podem ser uti-
lizadas como nucleos de dispersao em modelos integrodiferenca para a predicao da velocidade de
expansao de plantas (Neubert et al., 1995). Diferentes mecanismos de dispersao geram diferen-
tes curvas de dispersdo ou a mesma distribuicdo mas com diferente variancia e curtose, variaveis
importantes que influenciam velocidades de expansao (Lutscher, 2007).



Capitulo 2

Modelos Matematicos para Invasoes
Biolégicas

Uma das motivagoes principais para o estudo da dispersao é o entendimento e predicao das taxas
de expansao de organismos. As taxas de expansao tém sido de interesse em Ecologia e Biologia
Evolutiva. Os trabalhos de Fisher (1937) e Skellam (1951), sao as primeiras aplica¢oes de modelos
para predizer a expansao de organismos (Murray, 1989). O modelo de reagao-difusao foi a primeira
abordagem para predizer a dispersao de organismos:

on _ p0%n F(n), (2.1)

ot~ 022
onde n(z,t) é a densidade do organismo, D é o coeficiente de difusdo, e f(n) é o termo de reagao. O
coeficiente de difusao é uma medida da média da distancia quadrada que um individuo se dispersa
por unidade de tempo. O termo de reacdo no contexto bioldgico, refere-se & dinamica de crescimento
populacional ou qualquer formulagao de interacao biolégica (Okubo e Levin, 2001).

Fisher (1937) utilizou o modelo de reacao-difusao (2.1) para predizer a expansao de um alelo
favoravel. Utilizando o processo de difusao como modelo de dispersao, Fisher assumiu que os alelos
seguem um movimento browniano. Como dindmica de crescimento populacional, Fisher (1937)
considerou um crescimento logistico (f(n) = rn(1 —n), onde r é a taxa de crescimento intrinseco).
Desta forma, Fisher obteve o modelo de difusdao nao linear

2

% = D% +rn(l —n). (2.2)
No contexto ecolégico, Skellam (1951) empregou também uma equacao de reagao-difusdo para
predizer a taxa de expansao de espécies invasoras. Skellam (1951) considerou que nos casos em
que a populacdo é pequena, e em auséncia de efeito Allee, o crescimento populacional é bem
representado por uma dinamica Malthusiana. Supondo que na frente da invasao a populacao é
pequena, Skellam (1951) utilizou o crescimento Malthusiano como fungao de reagdo para obter um
modelo de dispersao, que considerando-o numa dimensao é:

17
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on 0’n

A partir dos modelos de dispersao de Fisher e Skellam, surgiram novos modelos tedricos, para
analisar a expansao de organismos sujeitos a diferentes dinamicas de reproducao ou de interacao
intra e interespecifica. Dinamicas de reproducao que involucram efeito Allee tém sido de interesse
ultimamente (Taylor e Hastings, 2005; Wang et al., 2002; Lewis e Kareiva, 1993).

Os modelos de difusao com coeficiente de difusao (D) constante, assumem que os organismos se
dispersam num ambiente homogéneo. A modelagem da dispersao de organismos em ambientes
heterogéneos tem sido desenvolvida considerando um coeficiente de difusdo varidvel no espaco
(D(z)) (Shigesada et al. 1986). A heterogeneidade espacial pode influenciar nao s6 a dispersao
dos organismos, mas a sua reproducao. Neste caso pode-se utilizar uma fungéo de crescimento
dependente do espago (f(x,n)) (ver ref. Hastings et al. (2005)).

O processo de difusao na equagao (2.1) , assume que os organismos seguem uma distribui¢do normal
ou gaussiana de dispersao (Murray, 1989). Quando o padrao de dispersao dos organismos nao é
normal, é melhor modelar a dindmica de dispersao por meio de equagoes integro-diferenciais (IDE)
(Mollison, 1977) e equagoes integro-recursivas (IRE) (Kot et al., 1996). Os modelos IDE e IRE
possuem caracteristicas semelhantes aos modelos de reacao e difusdo, com a vantagem de serem
mais flexiveis. Estes modelos incorporam de forma explicita nicleos de dispersao, os quais podem
tomar diferentes tipos de distribuigoes. Isto permite modelar a dispersao de organismos que seguem
um padrao diferente a distribuicao normal. Os modelos integro-diferenciais (IDE) tomam a forma
geral :

Peet) — [ )l ), (2.4

onde n(x,t) é a densidade populacional, k(z,y) é o nicleo de dispersao, f(n) é a funcdo de cresci-
mento populacional e £2 é o dominio espacial onde a populacao se dispersa.

Modelos integro-diferenciais tém sido empregados em epidemiologia na modelagem da expansao
de doengas. A modelagem considera a dispersao dos individuos infectados (Medlock e Kot, 2003)
ou a dispersao dos organismos que produzem a doenca (virus, bactérias, etc) (Mollison, 1977;
Medlock e Kot, 2003). Considerando um crescimento populacional Malthusiano, obtemos o modelo
integro-diferencial linear (IDE-linear):

P =1 [ bty 0y (2.5

onde r ¢é a taxa liquida de crescimento per capita. Por outro lado, se existir uma diminuicao linear
do crescimento per capita em funcdo da densidade pontual (n(x)), obtemos o modelo de dispersao
integro-diferencial com crescimento logistico:

(%((;;’t) = r/Qk‘(:r,y)n(y,t) <1 - n(i, t)> dy, (2.6)
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onde k é a densidade méaxima que o ambiente pode suportar (capacidade de suporte). Equagoes
integro-recursivas (IRE) tém sido empregadas em Ecologia, para a modelagem da dispersao de
organismos com fases bem definidas e separadas de reprodugao (fase sedentaria) e de dispersao
(Clark, 1998; Kot, 1992; Kot et al., 1996; Veit e Lewis, 1996). As equagoes de integro-recursivas
tomam a forma geral:

ner (z) = /Q ke, ) F(ne(y))dy, (2.7)

onde f(n¢(x)) representa o crescimento populacional. As principais fungdes de crescimento utiliza-
das nos modelos integro-recursivas sao : a) Malthusiana, b) logistica e ¢) Beverton-Holt.

A maioria dos modelos IDE e IRE utilizados para a dispersao de organismos assumem um ambiente
homogéneo, pois utilizam ntcleos de dispersao que s6 dependem da distancia relativa entre as
localidades x e y.

2.1 Solucgoes Ondas Viajantes e Velocidade de Expansao

Em geral, os modelos deterministicos de dispersao possuem solugoes ondas viajantes. Define-se
como onda viajante, um tipo de onda, na qual a forma e a velocidade de propagacao da onda
nao mudam com o tempo (Murray, 1989). Se n(z,t) representa uma onda viajante que viaja com
velocidade ¢ na direcao positiva de z, representamo-la matematicamente, da forma seguinte:

n(z,t) =n(x — ct) = n(z) , z=ux —ct. (2.8)

Se a onda viaja em sentido negativo de z, entdo escrevemos n(x + ct). Se x — ct é constante,
implica que o sistema de coordenadas se movimenta com velocidade c¢. A varidvel dependente
z é chamada usualmente, varidvel de onda (Murray, 1989). Se uma equagao diferencial parcial
(EDP) admite uma solugao onda viajante, a substitucao das varidveis (x,t) pela varidvel de onda
z, reduz a EDP numa equagcao diferencial ordinaria (EDO) na varidvel z e parametro c. Para ser
fisicamente realista, a solugao de onda viajante n(z) deve ser limitada e nao negativa (Murray,
1989). Geralmente resulta dificil obter uma solucao analitica da EDO nao linear. No entanto,
pode-se recorrer a uma analise de fase entorno dos pontos de equilibrio e obter condigoes sobre o
parametro ¢ (velocidade de onda), para ter uma solucao onda viajante fisicamente realista.

As equacoes de reacao-difusao podem admitir solugoes onda viajante, dependendo do tipo de funcao
de reagao f(u) (Murray, 1989). Para uma classe de fungoes que satisfazem
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(2.9)

f'y) <, 0<y<l.

Kolmogorov et al. (1937) mostraram que a equagao de reagao-difusdo possui solugao onda viajante
com velocidades ¢ > 24/ f/(0)D (Murray, 1989). A funcao de crescimento logistico f(n) = rn(1—n)
satisfaz as condigdes (2.9). Para o caso da equagao de Fisher (2.2) temos f/(0) = r.

A velocidade de onda depende das condigoes iniciais (Murray, 1989). Kolmogorov et al. (1937)
mostraram que se a condigoes iniciais satisfazem:

1 se r <

n(z,0) = no(z) >0, no(z) = { 0 se ©> 1, (2.10)

onde z1 < x2 e ng(x) é continua em (z1, x2), entao a solugao da equagao de Fisher (2.2) evolui a uma
onda viajante u(z) com velocidade assintética minima de expansdo ¢* = 2v/rD (Murray, 1989).
Para condigoes iniciais diferentes de (2.10), a velocidade de expansao depende do comportamento
de no(z) quando x — oo (Murray, 1989).

A equagao de reagao-difusao com crescimento Malthusiano (2.3) nao apresenta solugao onda via-
jante, pois a solugao u(z) nao é limitada quando z — —oo (se considerarmos que a onda viaja em
sentido x—positivo). No entanto, para uma populagao inicial centrada na origem (n(z,0) = 6(x)n,))
e considerando que a populagao se espalha numa regido infinita, a equagao (2.3) possui solugao
analitica

n(z,t) = —2 o (rt=ioz). (2.11)

2V Dt

A partir desta solugao, pode-se obter uma velocidade assintdtica de expansao para um frente de
populacao de densidade constante (n = ny). Resolvendo a equacao (2.11) em relacdo a 7 para uma
densidade constante n; obtemos (Okubo e Levin, 2001):

1

D D :
% =+ |4rD —2— It —4—In (2\/th : m)] . (2.12)
ng

Assintoticamente, de (2.12) obtemos:

Co= 2 = £2VrD. (2.13)

t:



2.1 Solugoes Ondas Viajantes e Velocidade de Expansao 21

Apesar de que a equagao (2.3) nao admite solucdo onda viajante, existe uma frente de isodensi-
dade, n = ny, que viaja com o tempo (Figura 2.1). Definimos como frente, o ponto no qual a
populacdo toma um valor fixo. No caso da equacdo (2.11), a frente da populacdo viaja com ve-
locidade constante ¢, = 2v/rD. Esta velocidade também é atingida para outras condicGes iniciais
diferentes & pontual, desde que, a amplitude da distribuigao inicial caia rapidamente a zero quando
x — oo (Okubo e Levin, 2001), por exemplo a distribui¢do Gaussiana (Kendall 1948 em Mollison

(1977)).

n(x)

AN .

Figura 2.1: Frente da populac¢ao com crescimento Malthusiano que viaja com velocidade constante.

Kendall (1948) mostrou que para o modelo (2.3), distribui¢oes populacionais iniciais de tipo:

n(z,0) = Ae™ %%, A>0, 9> 0, (2.14)

podem gerar velocidades maiores que ¢, dependendo do parametro 6 (Mollison, 1977). Mollison
(1977) sugeriu a seguinte andlise para mostrar a dependéncia da velocidade sob o parametro 6. Ele

considerou que a condigao inicial (2.14) propaga-se como onda com velocidade constante (Figura
2.2)

n(z,t) = Ae 0@=c), (2.15)

Substituindo (2.15) na equagao (2.11), obtemos a relagdo de dispersdo, que é uma equagao que
relaciona a velocidade de onda ¢ e o parametro 6:

c = r + D62 (2.16)

Do gréfico da equacao (2.16), pode-se observar que existe um minimo para valores de § > 0 (Figura
2.3). Calculando o minimo da funcio ¢(6), obtemos a velocidade mfnima ¢* = 2v/7D, que é atingida
quando 0* = \/% . Observamos que a velocidade minima de expansao coincide com a velocidade
assintética (2.13).

A partir da relacao de dispersao (2.16), Mollison (1977) baseado no trabalho de Kendall (1948),
caracterizou a velocidade de expansao segundo o parametro 6, obtendo o seguinte resultado:
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n(x)

Figura 2.2: Condicgao inicial n(x,0) = Ae~% | que se propaga como onda com velocidade constante.

c(6)

0

Figura 2.3: Grafico da relagao de dispersao c(f) = § + Df. Mostra-se o valor minimo (c*) da fungao que é
atingido para um 6*.

o~ o e e s, . . . —_fA*
e Se a condicao inicial é exponencialmente limitada por Ae="®

ne(x) = Ae™% < Ae™ V" — 0 >0,

entao a velocidade assintética de expansao é dada por:

Co = 2VrD;

e Se a condicao inicial nao é exponencialmente acotada
no(z) = Ae™% > Ae™® = 0 < 6%,
entao a velocidade assintdtica de expansao é dada por:

r
= 4 De.
c 6+ 0



2.1 Solugoes Ondas Viajantes e Velocidade de Expansao 23

Para distribuicoes iniciais limitadas por Ae=?*  a velocidade assintética de expansdo do modelo
de difusao linear (2.3) coincide com a velocidade assintética minima do modelo nao linear (2.2).
Esta coincidéncia é razoavel, se pensarmos que na frente de invasao a densidade é pequena (n =~
0), portanto, na frente de invasdo o crescimento logistico pode-se aproximar pelo Malthusiano.
Seguindo este raciocinio, pode-se utilizar a aproximacao linear em torno de n = 0, do modelo de
Fisher (2.2) para obter a velocidade de expans@o. A estimativa da velocidade assintética do modelo
nao linear a partir do modelo linear, é considerada como a ”Conjectura linear” (Mollison, 1977;
Medlock e Kot, 2003). A”Conjectura linear” sugere que as equagdes diferenciais ndo lineares para
a dispersao da populagao terao sempre a mesma velocidade que a sua aproximagao linear (Medlock
e Kot, 2003). A ”Conjectura linear” é vélida quando a func¢ao de crescimento populacional (f(n))
satisfaz (Mollison, 1977):

f(n) < f(0)n, Vn > 0. (2.17)

Isto implica que a taxa de reproducgao per capita serd sempre maior num ambiente virgem do
que num ambiente ocupado (Kot et al., 1996). Para condicoes iniciais de tipo Ae=% Mollison
(1977) sugeriu a anédlise da relagao de dispersao da aproximagao linear do modelo de difusao, para
determinar a velocidade assintdtica do modelo de difusao nao linear.

Os resultados dos modelos de Fisher (1937) e Skellam (1951) sao semelhantes para o caso de duas
dimensoes, desde que os habitats sejam homogéneos. Se a difusao é isotropica, entdao a populagao
centrada na origem se espalha em frentes circulares com velocidades ¢ > v/rD (Levin et al., 2003).
Difusao nao isotrépica gera padroes elipticos, com diferentes velocidades de expansao em diregoes
diferentes.

As velocidades assintéticas de expansao obtidas através dos modelos (2.2 , 2.3) apresentam duas
grandes implicagoes: a) a expansdao é uma fungao linear do tempo = = ct, e b) a taxa de ex-
pansao pode ser obtida de parametros mensuraveis da biologia do organismo (r, D) (Hastings
et al., 2005).

Os modelos de reagao-difusao predizem satisfatoriamente a velocidade de expansao assintética
para alguns casos de invasao (ver ref. Hastings et al. (2005)). Para estes casos, existe uma relacao
linear entre a raiz quadrada da area da invasao e o tempo. Nos casos em que os modelos de
difusao predizem satisfatoriamente a expansao de uma invasao, a velocidade obtida pelo modelo
utilizando dados parametrizados, raramene é menor do que a velocidade de invasao estimada de
forma empirica(Hastings et al., 2005).

Existem casos, em que a velocidade observavel de invasao nao corresponde a relacao linear de
expansao que prediz o modelo linearizado de difusdo (Weber, 1998). Weber (1998) encontrou taxas
exponenciais de expansao para alguns casos de invasao de plantas. Isto sugere que para estes casos,
o padrao de dispersao dos organismos nao é bem representado pelo processo de difusao. Uma
alternativa para este problema é utilizar equagoes integro-diferenciais o de ’integri-diferenca, que
empregam ntcleos de dispersao.

Semelhante aos modelos de difusao, as IDE e IRE também podem admitir solugoes ondas viajantes,
dependendo de: a) fungao de crescimento, b) niicleo de dispersao (Mollison, 1972, 1977; Kot et al.,
1996). A velocidade assintética de expansao obtida pelos modelos IDE e IRE, é sensivel ao nicleo
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de dispersao (Mollison, 1977; Kot et al., 1996; Clark, 1998). Diferentes nicleos de dispersao geram
diferentes comportamentos dinamicos de invasao. Por exemplo, nicleos de dispersao que possuem
cauda pesada (exponencialmente nao limitados) geram velocidades de expansado aceleradas, no
entanto, nicleos de dispersao exponencialmente limitados geram velocidades assintéticas constantes
(Mollison, 1972; Kot et al., 1996). A velocidade de expansao ¢ influenciada pela curtose e variancia
da curva de distribuicdo que representa o nicleo de dispersao, pois elas resumem as informacoes
sobre o padrao de dispersao de sementes (ver secgdo 1.2.1) (Lutscher, 2007). Por outro lado, o
método utilizado para obter o nicleo de dispersao (seja por dados experimentais ou pela variancia
dos mesmos, ver secgao 1.2.1) pode gerar diferentes velocidades de expansao (Lutscher, 2007). Uma
mesma distribuicao pode gerar velocidades de expansao diferentes se ela é ajustada por quadrados
minimos ou pela variancia dos dados (Lutscher, 2007).

Diferentes dinamicas de crescimento populacional geram comportamentos de invasao diferentes.
Semelhante ao modelo de difus@o linear, o modelo IDE ou IRE de dispersdao com crescimento
Malthusiano, (2.3), ndo possui solu¢ao onda viajante, mas existe uma frente de onda que viaja com
o tempo.

A velocidade assintética de expansao da IDE-linear ou da IRE-linear pode-se obter através da
relacao de dispersao (Mollison, 1977; Kot, 1992). Da mesma forma que os modelos de difusao,
podemos considerar uma distribuigao inicial de tipo n,(z) = Ae % que se propaga como uma
onda com velocidade constante c:

n(z,t) = Ae~0@=et), 6> 0. (2.18)

Substituindo (2.18) na equacao IDE linear (2.5), obtemos a relagdo de dispersao

cd =r-m(0), (2.19)

onde
m(0) = /OO k(u)e?du, (2.20)

é a Fungdo Generadora de Momento do nucleo de dispersao k(u). A velocidade assintética de
expansao ¢ dada em termos do Funcdo Generadora de Momento e do parametro 6

(2.21)

Quando m(#) converge para algum 6 > 0, implica que o nicleo de dispersao é exponencialmente
limitado, logo a velocidade asintética de expansao é finita e é dada por (2.21). Por outro lado, se
o nucleo de dispersao nao é exponencialmente limitado, diverge para todo 6 > 0, logo temos uma
velocidade de expansdo infinita (¢ — co) para qualquer condicdo inicial ny(z) = Ae % , 6 > 0
(Mollison, 1977).
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Mollison (1977) mostrou que se m(f) < oo, entao ¢(f) possui um tnico minimo que é atingido para
algum 6* > 0:

0
¢ = minrm( )
0>0

(2.22)

Semelhante ao caso dos modelos de difusdo, dada uma condicdo inicial de tipo Ae %" pode-se
caracterizar a velocidade de expansao segundo o parametro ¢ (Mollison, 1977):

e Se no(r) < Ae™* — 0 > 6%,

entao a velocidade de onda converge para a velocidade minima de expansao c*
e Se no(z) > Ae " = 0 < 6%,

entao a velocidade é dada por (2.21).

Para o modelo integro-recursivo linear com crescimento malthusiano:

nesa(@) = /Q ke, y)ne(y)dy. (2.23)

podemos fazer a mesma andlise considerando uma condicao inicial:

no(z) = Ae=%, (2.24)

para chegar a relagao de dispersao (Kot, 1992):

cf = In[rm(6)]. (2.25)

Se r > 1, entao existe uma unica velocidade assintética minima para algum 6* > 0:

= 16112161 {; ln[rm(e)]} , (2.26)
Analogamente aos modelos de difusao a Conjectura Linear também é aplicivel para os modelos IDE
e IRE de dispersao (Mollison, 1977; Kot et al., 1996). Portanto, a velocidade de expansao resultante
do modelo IDE e IRE de dispersao nao linear serd a mesma que a velocidade resultante da sua
aproximacao linear desde que f(n) < f/(0)n. No caso em que a Conjectura Linear seja aplicavel,
a velocidade assintética de expansao dos modelos IDE e IRE nao lineares é dada por:

m(0)

c( "(0)——= eq. integro-diferencial (2.27)
0

c(f) =

~—

0

=/
In[f"(0)m(0)] eq. integro-diferenga (2.28)

[

SR
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2.2 Efeito Allee nos Modelos Matematicos de Invasao

O efeito Allee tem sido incorporado em modelos de dispersao por difusao (Lewis e Kareiva, 1993;
Wang e Kot, 2001) e de integro-diferencas (Veit e Lewis, 1996; Kot et al., 1996; 7). A fungao que
representa o crescimento populacional com efeito Allee pode ser derivada de forma mecanistica ou
de forma heuristica.

A caracteristica geral do efeito Allee é a introdugao de uma densidade critica, abaixo daqual, a
populacao nao consegue se reproduzir satisfatoriamente. No entanto, existe a possibilidade de que
o efeito Allee nao seja tao forte para criar uma de densidade critica, mas suficiente para abaixar
a taxa de crescimento populacional quando a densidade é pequena (efeito Allee fraco). Dinamicas
de crescimento populacionais com efeito Allee possuem taxas reprodutivas per capita menores para
densidades pequenas, que as dinamicas cldssicas.

O efeito Allee diminui a velocidade de expansao dos modelos mecanisticos de dispersao (Taylor e
Hastings, 2005). De forma geral, a velocidade de expansao de um modelo de dispersao com efeito
Allee, nao pode ser obtida através da sua aproximacao linear. Em outras palavras, a Conjectura
Linear nao é aplicavel para estes modelos. Isto pode-se observar ao analisar uma funcao geral de
crescimento populacional com efeito Allee, onde a condigao f(n) < f/(0)n nao é satisfeita (Figura
2.4).

a) b) c)

Figura 2.4: Fungdo da taxa de crescimento populacional: a) Efeito Allee Forte, b) Efeito Allee Fraco, ¢)
Sem Efeito Allee. (f'(0)n — ——; f(n)——). Pode-se observar que f'(0)n < f(n) quando existe Efeito Allee,
e f(n) < f'(0)n quando nao existe Efeito Allee. Também pode-se observar a existéncia da densidade critica
n* com f(n) < 0paran € [0,n*],e f(n) > 0 paran € [n*, k], onde k é a capacidade de suporte do ambiente.

No entanto para alguns casos em que o efeito Allee é suficientemente fraco, a velocidade é dada
pela aproximacao linear do modelo (Wang e Kot, 2001).

Lewis e Kareiva (1993) modelaram a dispersdo de um organismo sujeito a efeito Allee, utilizando
um modelo de reacao-difusao e utilizaram uma funcao heuristica de crescimento logistico com efeito

Allee:

f(n) =rn(l —n)(n —a), (2.29)

onde a capacidade de suporte da dinamica de crescimento é 1, e a representa a densidade critica.
Para o caso em que 0 < a < 1, Lewis e Kareiva (1993) obtiveram a velocidade de expansao:
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c= 21“D(% —a). A velocidade é obtida através da andlise de plano de fase do sistema de EDOs
nao linear resultante da substituigao das variaveis (z,t) da EDP, pela varidvel de onda (z = x — ct).
Da velocidade resultante, conclui-se que para a invasao ocorrer, a densidade critica deve ser menor
que a metade do valor da capacidade de suporte. A velocidade obtida é menor que a velocidade
resultante da aproximagao linear em torno de n = 0 do modelo (¢ = VraD).

Outra abordagem para modelar a dinamica de invasao com efeito Allee, é utilizar uma aproximagao
linear por partes da dinadmica de crescimento com efeito Allee. Wang e Kot (2001) empregaram o
modelo de difusao com a seguinte aproximacao linear da fungdo de crescimento:

A A
— D=

(2.30)

bn, 0<n
f(n){ l-n, +<n
onde b < 1. Pode-se observar que se b < 0, a dindmica de crescimento apresenta um efeito Allee
forte, por outro lado, se 0 < b < 1, o efeito Allee é fraco. Wang e Kot (2001), mostraram que para
um efeito Allee suficientemente fraco (% < b < 1), a velocidade minima de expansao é dada pela
aproximacao linear do modelo (¢ = 2\/13) Para os outros valores de b, a velocidade de expansao é
_ _1+tb
dada por ¢ = TR
Kot et al. (1996) utilizaram também a idéia de aproximagao por partes, para modelar a dispersao
por meio do modelo integro-recursivo (2.6). Kot et al. (1996) consideraram um efeito Allee forte, e
introduziram uma densidade critica n., abaixo da qual, a populagdo nao consegue se reproduzir e
consideraram a seguinte aproximacao constante da funcao de crescimento com efeito Allee:

0, ng>ne
flne) = { K ni < ne (2:31)

onde K representa a densidade de capacidade de suporte do ambiente. Suponhamos que uma
regiao (unidimensional) muito grande (semi-infinita) a esquerda de um ponto z; ((—oo,x¢]) ja
foi colonizada, e que a partir deste ponto x;, a densidade é menor que a densidade critica (n.),
utilizando a funcdo de crescimento (2.31), o modelo IRE de dispersao (2.7) simplifica-se a (Kot
et al., 1996):

Tt
nit1(x) = K/ k(xz,y)dy = KF(zx — x), (2.32)
—00
onde F(x) é a funcao de distribuigdo acumulativa:

F(z)= /93 k(z)dz. (2.33)

A partir da equagao (2.32), Kot et al. (1996) obtiveram a expansao da frente de populagao (n.)
por geracao, Tiy1 — Tt
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n
F(ill'tJrl — $t) = ?C (234)
Para um ntucleo de dispersao simétrico e exponencialmente limitado, a expansao da populacao
ocorre se a densidade critica n. é menor que a metade da capacidade de suporte do ambiente (K)

(Kot et al., 1996).

Wang et al. (2002) estenderam os resultados de Kot et al. (1996) para modelos de integro-recursivo,
considerando diferentes graus de efeito Allee (fraco e forte). (Wang et al., 2002) utilizaram a seguinte
aproximacao linear como funcao de crescimento com efeito Allee:

) Ang, mg <ne
fng) = { L ng > (2.35)
onde )
0<ALS —, 0<n:.<l1.
Ne

A fungao (2.35) apresenta um efeito Allee forte se 0 < A\ < 1, e efeito fraco se 1 < A < n% Para
a estimativa da velocidade de expansao Wang et al. (2002) procuraram solugoes ondas viajantes.
Supondo uma onda que viaja em sentido z—positivo, e que a densidade critica n. é atingida em
x = 0 e tempo t, a solugdo onda viajante toma a forma

n(x—c) =X\ /000 k(x —y)ne(y)dy + G(z), (2.36)

n(0) = ne, (2.37)

onde

Glz) =1 — / " k(). (2.38)

Para o caso em que A = 0, o sistema (2.36) se reduz a

n(xr—c) = G(z), (2.39)
n(zr) = G(x+c), (2.40)
G(e) = ne. (2.41)

Daqui obtemos a equagao para a velocidade de expansao (Wang et al., 2002):

c =G (ne). (2.42)
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Para o caso em que A # 0, Wang et al. (2002) recorrem a andlise numérica para obter a velocidade
de expansao do modelo.

Nos modelos integro-recursivos, o impacto do efeito Allee sobre a taxa de expansao, depende
também do nicleo de dispersao (Kot et al., 1996; Wang et al., 2002). Alguns nicleos de dis-
persao com cauda pesada que geram velocidades aceleradas, tornam-se constantes ao incorporar o
efeito Allee no modelo. Outros nicleos de dispersao nao limitados, geram inicialmente velocidades
aceleradas, até atingir uma velocidade constante (Taylor e Hastings, 2005). Ambos efeitos, fraco e
forte, produzem este resultado (Wang et al., 2002).

Existem outros trabalhos em que a funcdo de crescimento com efeito Allee é derivada de forma
mecanistica (Veit e Lewis, 1996). A maioria destes modelos de dispersao sdo analisados de forma
numérica, pois a complexidade do modelo limita a andlise analitica. Sao poucos os trabalhos sobre a
dindmica de dispersao com efeito Allee, que empregam fungoes de crescimento derivadas de forma
mecanistica (ver ref. Taylor e Hastings (2005)). Veit e Lewis (1996) modelaram a dinamica de
dispersdo de péssaros sujeitos a efeito Allee. Eles utilizaram um modelo IRE e empregaram uma
funcao de crescimento de tipo Beverton-Holt, incorporando a probabilidade de emparelhamento
entre individuos reprodutivos. A probabilidade de emparelhamento foi deduzida considerando a lei
da agao de massas. A velocidade de expansao foi obtida através de andlise numérica. Os resultados
se aproximaram aos dados experimentais sobre a propagacao dos passaros.



Capitulo 3

Modelo de reproducao e dispersao de
uma planta invasora

Fatores que influenciam a producao de sementes podem afetar de forma consideravel a velocidade
de expansao da populacao de plantas invasoras. Uma reducédo na taxa de producao de sementes
pode acontecer por limitagdo de pélen, pois diminui a taxa de fertilizacao das plantas. Existem
estudos que tém demonstrado limitacdo de pdlen em plantas polinizadas por animais, sendo a
densidade de plantas o principal fator na disponibilidade de pélen (Groom, 1998) (ref em Davis
et al. (2004)).

Considera-se que a disponibilidade de pélen nao limita a reprodugao em plantas anemdfilas (po-
linizadas por vento), posto que o pélen de plantas anemdfilas é abundante e se dispersa longas
distancias. No entanto, existem estudos que evidenciam a limitagdo de pdlen em plantas poli-
nizadas por vento (Koenig e Ashley, 2003; Davis et al., 2004). A dispersao de pdlen pelo vento
segue uma distribuicao leptocurtica desde a fonte, portanto a proporgao de 6vulos fertilizados e a
producao de sementes diminui rapidamente com a distancia da fonte de pélen. Fortes correntes
de vento e turbuléncia podem carregar o pélen longas distancias, mas a proporcao do pdlen que
se dispersa longas distancias é pequena. A dispersao do pélen a longa distancia é importante no
caso de fluxo genético, mas para fins de taxa de reproducao, sao mais relevantes os fatores que
determinam a polinizacao local (p.e.: abundancia local de plantas). A importancia da densidade
de plantas em determinar a disponibilidade local de pdlen esta sendo reconhecida atualmente em
plantas polinizadas por vento (Koenig e Ashley, 2003; Davis et al., 2004). A relagao positiva entre
a densidade de plantas (que implica disponibilidade de pélen) e o éxito reprodutivo das plantas
pode ser um mecanismo causador do efeito Allee.

O efeito Allee pode acontecer no processo de invasao de plantas, quando a populacao na frente da
invasao é pequena e isolada, portanto suscetivel de experimentar limitacao de pdlen (Davis et al.,
2004). O efeito Allee pode reduzir a velocidade de expansao da espécie invasora, e a magnitude
do efeito depende da suscetibilidade das plantas & limitacido de pdlen. O efeito Allee pode ser uma
explicagao para as fases de letargia ”lag phases” observaveis em alguns casos de invasao (Parker,
2004). A fase de letargia ”lag phase” corresponde a um periodo em que a populagdo demora em
atingir uma densidade critica; a partir dela a populagao consegue se reproduzir exponencialmente
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e expandir-se.

Modelos matematicos contribuem para o entendimento das taxas de expansao de espécies invaso-
ras. Os modelos predizem taxas de invasao a partir de parametros biolégicos que caracterizam os
aspectos reprodutivos e de dispersao dos organismos.

Neste capitulo apresentamos um modelo de reproducao e dispersao de uma planta invasora sujeita
a efeito Allee. A construcdo do modelo é feita em duas etapas: a) formulagdo do modelo de
crescimento populacional local da populagao, e b) incorporagao do processo de dispersao.

Considerando que o efeito Allee é consequéncia da limitacao de pdlen, a formulacdo do modelo
de crescimento populacional local, incorpora a probabilidade de encontro pélen-6vulo segundo a
densidade de plantas. O processo de dispersao serda modelado utilizando equacgoes integro-recursivas
que incorporam nicleos de dispersao.

Através da andlise do modelo procuramos determinar como os parametros reprodutivos, a proba-
bilidade de encontro pélen-évulo e a dinamica de dispersao da planta influenciam a velocidade de
expansao.

3.1 Modelo discreto de crescimento populacional denso-dependente
com Efeito Allee

Para a modelagem da dinamica de crescimento populacional local dividimos a populacao de plantas
em duas subpopulagdes: a) as plantas reprodutivas, as quais se reproduzem e geram as sementes,
e b) as sementes. Tomamos uma escala de tempo de forma que o tempo de geragao seja unitario,
e assumimos que uma semente leva uma geragao para torna-se em planta reprodutiva. Escrevendo
ng como a densidade de plantas no comeco da época reprodutiva da geragao t, e s; como a quanti-
dade de sementes que as plantas produzem durante a época reprodutiva, modelamos a densidade
populacional na geracao t + 1 como:

Ngp1 = Ny — png + By, (3.1)

onde p é a proporcao de mortes de plantas durante uma geragao, e 3 é a proporcao de sementes
que germinam e se estabelecem como plantulas. Supondo que cada planta reprodutiva produz em
média f évulos por época reprodutiva, definimos a taxa de fecundacao per capita como o nimero
de 6vulos fecundados por planta por geragao:

£ (3.2)
onde A\ é a probabilidade de fertilizagao de um évulo, uma vez que o pélen e o estigma da flor se

encontrarem. Considerando que um évulo fecundado equivale a uma semente produzida, escrevemos
a producao total de sementes em uma geragao como:

st = (fA)ne. (3.3)
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A producao de sementes per capita nem sempre é constante. As vezes, depende da densidade po-
pulacional, como pode ser no caso do efeito Allee causado pela limitacao de polen. A probabilidade
de um 6vulo ser fecundado, estd correlacionado positivamente com a abundancia local de pdlen,
e a abundancia de pdlen esta correlacionada positivamente com a densidade de plantas doadoras
de pélen (Groom, 1998; Davis et al., 2004). Levando isto em consideragao, modelamos a producao
de sementes per capita de forma que seja dependente da densidade de plantas. Para isto, multi-
plicamos a taxa de fecundagao (fA) por uma fungao de probabilidade de encontro pélen-estigma

(P(n)):

;tst(nt) — (FA)P(ny). (3.4)

(153
O+nt

pélen e estigma. Esta forma funcional foi introduzida por Dennis (1989), para descrever a proba-
bilidade de encontros entre espécies sexuadas em funcao da densidade populacional. O parametro
0 é referido como o parametro de efeito Allee, e representa a densidade populacional, na qual um
individuo tem probabilidade % de se acasalar. Em nosso caso, o parametro 6 representa a densidade

Utilizamos a forma funcional P(ng,0) = ( ) para descrever a probabilidade de encontros entre

na qual uma planta consegue fertilizar % do seus 6vulos.

1
—s
n

Lo

Figura 3.1: Funcao da taxa de reproducio de sementes per capita considerando a probabilidade de encontro
pdlen - estigma.

A Figura 3.1 mostra uma relacido positiva entre a producio de sementes per capita com a densi-
dade, quando incorporamos a probabilidade de encontros pélen-estigma através da fungao P(n¢,0).
Introduzindo a probabilidade de encontros pdlen-estigma na producao de sementes, modelamos a
densidade de individuos no tempo ¢ + 1 da forma seguinte:

n
Ngr1 = Ny — ung + BfA Ng. 3.5
t+1 t—pne+ Bf <0+nt>t (3.5)
A equagao (3.5) nao apresenta saturagao da populagao para densidades grandes. Uma maneira
simples de modelar a saturacao da populacgao, é considerar que a probabilidade de uma semente
chegar a planta reprodutiva diminua linearmente com a densidade de plantas:
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ng

Vo) =1 =7 (3.6)

onde k ¢é a densidade de plantas, em que a probabilidade de uma semente chegar a planta reprodutiva
¢ nula. Introduzindo este fator 7(,,) no modelo de crescimento obtemos:

o M _m
gy =g — png + B fA <9+nt>nt (1 k:) (3.7)
—_— ———

St

Fn,)

0.5

) \ &

Figura 3.2: Funcado de crescimento populacional F'(n;). Valores dos pardmetros: r = 2;u = 0,3;6 =
0,6;k=1.

A equagao (3.7) representa o modelo geral de crescimento populacional considerando o efeito Allee
por limitagao de pdlen, e saturagio da populagao (Figura 3.2). De forma geral podemos representar
o modelo (3.7) por:

nip1 = F(ng) = nef(ne), (3.8)
onde
) =1—p+ps (1=, (3.9)

é o crescimento populacional per capita. Na Figura 3.1 mostra-se o esquema grafico da dinamica
de reproduco.
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Figura 3.3: Esquema gréfico da dindmica de cresciemnto populacional.
3.2 Modelo espacial: processo de dispersao

O modelo de crescimento populacional local divide a populagdo em duas subpopulagoes: a) as
plantas reprodutivas e b) as sementes. As sementes sao a parte da populagao que se dispersa. As-
sumindo uma dispersao direcionada, modelamos o processo de dispersao em apenas uma direcao.
Considerando uma regiao unidimensional €2, definimos n;(x) como a densidade de plantas repro-
dutivas num ponto z € Q, e §;(x) como a densidade de sementes em = € ) apés o processo de
dispersao. O termo §;(z) inclui todas as sementes produzidas pelas plantas em € que se dispersam
e chegam a x. Desta forma a densidade de plantas em x no tempo ¢t + 1 é:

mea(x) = my(e) — pmila) + Bau(a) - (1~ "0 (3.10)

No caso de excluir o processo de dispersao, temos §;(x) = sy(x), e obtemos o modelo de crescimento
local, onde s;(x) sao as sementes produzidas pelas plantas reprodutivas em z. Para descrever o
processo de dispersao das sementes numa direcao, introduzimos o nicleo de dispersao unidimen-
sional k(x,y), que representa a probabilidade de uma semente produzida em y se dispersar até a
posigdo x. A densidade de sementes apds o processo de dispersao, §;(x), é dada pelo produto da
densidade de sementes no ponto y antes da dispersao s;(y) e k(x,y). Somando sobre todo y € €,
obtemos a densidade de sementes §;(x) ap6ds a dispersao:

sua) = [ k(w9) - sutu)dy. (3.11)

O ntcleo de dispersao é uma funcao de densidade de probabilidade, portanto staisfaz:
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k(z,y) >0, V,y € Q, (3.12)

/ k(x,y)dy =1, Vo € Q. (3.13)
Ja

A proporgao de sementes que chega em x desde um intervalo [a,b] € Q é fab k(z,y)dy. Assumindo
que a planta se dispersa num habitat homogéneo, consideramos um ntcleo de dispersao simétrico
que depende sé6 da distancia relativa k(z,y) = k(z — y). Incorporando o processo de dispersao no
modelo de crescimento, a densidade de plantas em x no tempo ¢t + 1 é:

s () = ne(x) — e + <ﬁ/ﬂk(w,y) : st(y)dy> (1 - ”tl(f)> . (3.14)

A forma da fungao k(z,y) representa o efeito do meio de transporte que as plantas utilizam para
dispersar suas sementes, e tem repercussao na velocidade de expansao da populacao. Para a
modelagem da dispersao da planta, usamos um nticleo misto que representa a dispersao local e
dispersao a longa distancia. Consideramos que a maior parte das sementes se dispersa localmente
com uma distribuicao Gaussiana, e uma pequena fracao das sementes se dispersa a longa distancia
segundo uma distribui¢do com cauda pesada. Usamos a forma funcional (3.15) que representa uma
familia de nicleos de dispersao:

k(z) = 2@;(1)6 a0, (3.15)

onde « e ¢ sdo parametros que representam a distancia (variancia) e a forma da curva, respecti-
vamente, e I'() é a fun¢do gamma. Utilizamos esta forma funcional com ¢ = 2 para representar
a distribuicio Gaussiana (k1(2)), e com um ¢ = 3 para representar um nicleo (ka(z)) de dis-
persao a longa distancia (Figura 3.4). A combinacao das duas distribuigdes formam nosso ntcleo
de dispersao:

k(x —y) = (1 = p)ki(x — y) + pka(z — ), (3.16)

onde p representa a fracao das sementes que se dispersam segundo o nicleo ka(z — y), ou seja, as
que se dispersam longa distancia.

O modelo de dispersao geral fica da forma:

net (@) = (1— () + 54(a) (1 - ”,i)) , (3.17)

onde §;(x) é dado por
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Figura 3.4: Nucleos de dispersdo usados para modelar o processo de dispersdao. (—) ¢ = 2, corresponde a um niicleo
Gaussiano; (- - -) ¢ = %, corresponde a um ntcleo com cauda pesada. Ambos nicleos apresentam uma variancia

igual a um (a =1).

St(z) = (1—p) /Q ki(z —y)se(y)dy +p/Q kao(x — y)si(y)dy, (3.18)

onde ki(x —y) é o nicleo de dispersao Gaussiano, ka(x —vy) o nicleo de dispersao com cauda pesada
respectivamente e s; é dado por

i) = £ (770 ) ) (3.19)

que ¢ a distribuicao espacial das sementes antes da dispersao.



Capitulo 4

Dinamica do modelo de crescimento
populacional com Efeito Allee

Neste capitulo analisamos a dinamica de crescimento populacional com efeito Allee, através dos
pontos de equilibrio do modelo e as suas estabilidades, e o comparamos com a dinamica do modelo
padrao (modelo sem efeito Allee). Para a andlise adimensionalizamos o modelo (?7), introduzindo
as novas variaveis adimensionais:

Ty St
Ny = —, Sy = —,
L= L=
que representa a densidade populacional de plantas relativa a densidade k. Definimos S; como
a quantidade de sementes produzidas dacordo a densidade relativa N;. Introduzimos também os
parametros adimensionais:

r=pfA n

o= -,
k
onde o representa a densidade de plantas relativa a densidade k, na qual uma planta tem probabili-
dade % de fertilizar um do seus 6vulos. O parametros r representa a proporgao de 6vulos que chegam
até o estado de planula, quando nao existe limitacao de pélen. O parametro p continua sendo a
proporc¢ao de plantas reprodutivas que morrem numa geracao. Assim, o modelo adimensional fica
da forma:

Nij1 = N, [1—u+r(gi\ftNt> (1—Nt)]. (4.1)

O modelo de crescimento populacional pode ser escrito de forma geral como
Nip1 = F(Nt) = Nif(Ny), (4.2)

37
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onde f(N;) é o crescimento per capita. Os pontos de equilibrio (N*) do modelo populacional,
satisfazem a equacao

. ..
N* = F(N*) = N* f(N*) . { N*=0 Ponto Trivial (4.3)

f(N*) =1 Pontos nao triviais.

A estabilidade de um ponto de equilibrio (N*), é determinada através do valor da derivada da
funcao de crescimento calculada no ponto de equilibrio (Hallam, 1992)

dF(N)

as ]N* — FNT) + NN, (4.4

A estabilidade é especificada na Figura 4 (Hallam, 1992):

F'(N*) < -1 —1<F'(N*)<0 O<F'(N")<1l 1<F'(N"
| | |
| | |
Instéavel -1 Estavel 0 Estavel 1 TInstével
oscilagoes crescentes oscilagoes decaimento crescimento
e caos amortecidas exponencial exponencial

Figura 4.1: Critério para a estabilidade do Ponto de Equilibrio.

No caso em que as solugoes apresentem um comportamento oscilatério (F'(N*) < —1), o periodo
e amplitude das oscilagoes dependem da magnitude do valor de F'(N*). Quanto menor o valor,
maior é o periodo e amplitude das oscilacoes.

Nos modelos discretos de crescimento populacional, as solugoes podem apresentar comportamento
oscilatorio e cadtico, dependendo da funcao que descreve o crescimento per capita da populacao
(f(N¢)) e dos valores dos parametros utilizados. Comforme mudam os valores dos parametros,
as solucoes dos modelos discretos podem passar de estado estavel a estado cadticos, passando
por estados oscilatérios estdveis intermédios de diferentes periodos (2-ciclicos, 4- ciclicos,. .., 2"-
ciclicos).

Neste capitulo caracterizamos os pontos de equilibrio do modelo, e a suas estabilidades segundo os
parametros reprodutivos e o parametro do efeito Allee, e comparamos o modelo com efeito Allee
com o modelo padrao (sem efeito Allee).

4.1 Dinamica de crescimento populacional padrao

O modelo padrao é obtido quando o parametro do efeito Allee é igual a zero (o = 0), e descreve
um crescimento populacional denso-dependente, devido a competicao intra-especifica. Podemos
escrever o modelo padrao da forma seguinte:

Nip1 = F(Ny) = N f(Ny), (4.5)
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com

FIND) =1—p+7r(1—Ny, (4.6)

onde f(N;) é o crescimento per capita e descreve uma diminui¢ao linear do crescimento com o
aumento da densidade. O maximo crescimento per capita da populagao ocorre quando a densidade
é pequena (Figura 4.2).

FWN)

Figura 4.2: Crescimento per capita do modelo padrao (sem efeito Allee) para valores dos parametros: r = 4
epn=0,3.

O ponto de equilibrio trivial N, = 0 existe para o modelo padrao. Os pontos de equilibrio nao
triviais satisfazem a equacao f/(N*) = 1:

—p+7r(1—NyH)=0 = N*=1-—~, (4.7)
onde v = “. Se v > 1, entdo N* < 0, o que nio faz sentido biolégico, logo temos r > u. No

caso em que r = p, temos que N* = 0, e o modelo apresenta apenas o ponto de equilibrio trivial.
Considerando r > u, temos os seguintes pontos de equilibrio do modelo padrao:

N, = o, (4.8)

O ponto de equilibrio N}, representa a densidade de capacidade de suporte. Substituindo os pontos
de equilibrio na derivada da funcao de crescimento F'(NV;) determinamos a estabilidade dos pontos
segundo o critério de estabilidade (Figura 4). Derivando F'(N;) temos

F'(Ny) = f(Ny) + Nf'(Ny), (4.10)

com
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fINg=1—pu+r(1—Ny) e f'(Ny) = —r. (4.11)

Substituindo o valor de N, = 0 em (4.10) obtemos

F'(0)=1—p+r. (4.12)

O ponto trivial é sempre instavel para r > p. Analisando o ponto de equilibrio nao trivial, subs-
tituimos Ny em (4.10) obtendo

F'(Ny)=1+p—r. (4.13)

O ponto de equilibrio é estdvel se —1 < F'(N,) < 1, portanto, N, é estavel se

p<r <24 pu. (4.14)

Figura 4.3: Gréfico das funcoes (—)r=pe (---)r=24pu .

Na Figura 4.3, a regiao entre as curvas r = e 7 = 2 4 u corresponde aos valores de r e u para os
quais o ponto de equilibrio nao trivial é estavel. Para valores de r e pu acima da curva r = 2 4
geram um ponto de equilibrio instavel com oscilagoes crescentes, e por baixo da curva r = p o
ponto de equilibrio N, ndo existe.

4.2 Dinamica de crescimento populacional com efeito Allee

O modelo de crescimento com efeito Allee, descreve um crescimento denso-dependente resultante
da interacao de dois mecanismos: a) efeito Allee devido & limitagao de pélen e b) competigao intra-
especifica por recursos. O modelo apresenta o parametro o representa a intensidade do efeito Allee.
Escrevemos o modelo de crescimento com efeito Allee da seguinte forma
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Niy1 = Nif(Ny), (4.15)
com f(N;) dada por
FINY) :1M+T<UTM> (1—NNy). (4.16)

A Figura 4.4 mostra o crescimento per capita do modelo com efeito Allee. Sob a influéncia do
efeito Allee, observamos que dependendo dos parametros reprodutivos e do efeito Allee, existe uma
densidade critica, abaixo da qual, a populacao experimenta um crescimento populacional insufici-
ente para a sua sobrevivéncia (f(N;) < 1). Para densidades maiores do que a densidade critica,
o crescimento per capita aumenta com a densidade até chegar a uma densidade onde a populacao
experimenta a sua maxima taxa de crescimento. Apds esta densidade, a competicao intra-especifica
comeca ter influéncia sobre o crescimento populacional, resultando em uma diminuicao do cresci-
mento per capita com o aumento da densidade (Figura 4.4)

f(Ny)

N,

Figura 4.4: Fungao de crescimento per capita f(NV;) do modelo com efeito Allee, para valores de parametros
r=3pu=0,3e0=0,3.

4.2.1 Pontos de Equilibrio

Da equacao (4.15), o ponto de equilibrio trivial N} = 0 existe para o modelo de crescimento com
efeito Allee. Os pontos de equilibrio nao triviais satisfazem a equagao

—pr (UftNt) (1—N;) =0. (4.17)

Resolvendo a equagao (4.17) e incluindo o ponto de equilibrio trivial, obtemos os pontos de equilibrio
do modelo com efeito Allee:
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Ny = 0, (4.18)
1- 1
Ni = 5tV a=7 o, (4.19)
1- 1
Ni o= =7 74 5V =2 oy, (4.20)
onde v = % Os pontos de equilibrio nao triviais dependem dos parametros o e 7, e a existéncia

deles depende da condicao (Figura 4.5):

1— 2
a=n° > 0. (4.21)
4y
a) b)
T (N,
1.3+ ,’I
2 /
! N
| I’ N
l’l — = -
1L
05}
0 05 T 0 N

(1-v?
4y

Allee para diferentes valores do pardmetro o: (- --) o <

Figura 4.5: a) Gréfico da fungao o = . b) Funcao de crescimento per capita do modelo com efeito

)2 N2 R
) o= ) o> E

A regiao abaixo da curva o = (11;”2 na Figura 4.5a, corresponde aos valores dos parametros o e v
para os quais existem pontos nao triviais (ver Figura 4.5b). A regido acima da curva na Figura 4.5a
, corresponde aos valores dos parametros para os quais, nao existem pontos de equilibrio nao triviais
(Figura 4.5b). Neste caso temos que o crescimento per capita da populagao é insuficiente para a
sobrevivéncia da populacao (f(N;) < 1) (Fiugra 4.5b). A curva representa a existéncia de apenas
um ponto de equilibrio nao trivial, neste caso, o ponto de equilibrio é um ponto de bifurcacao.

—_ 2 . 7’ . 17 . ~
Quando o = (1 477) , temos N7 = Nj', e o sistema apresenta um tnico ponto de equilibrio nao
trivial (N* = 157) (ver Figura 4.5b). Este ponto de equilibrio, representa um ponto de bifurcagao,

e portanto N* satisfaz (ver Figura 4 e Fiugra 4.5b)

F/(N*) = f(N)+ N*f/(N") =1 =  f(N*)=0. (4.22)

O ponto N* bifurca-se em dois pontos de equilibrio Nj. e N} quando a desigualdade (4.21) é
estrita (Figura 4.6). O ponto N; toma valores no intervalo [0, N*], e N} no intervalo [N*,1 — 7]
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para quaisquer valores de o e 7y que satisfazem a condicao (4.21). Os pontos de equilibrio se afastam
um do outro conforme o valor de o decresce. Quando o tende para zero, temos que IV}, tende para
N; =0 e N} tende para (1 — ), e o modelo se aproxima do modelo padrao de crescimento (sem
efeito Allee). No caso particular em que o parametro u = 0, temos que (N;. = NJ), e o modelo
apresenta apenas um ponto de equilibrio nao trivial (N} = 1).

N
1.

Figura 4.6: Diagrama de bifurcagao: (—) NJ; (- - -) NJ..

Na Figura 4.6 sdo mostrados os pontos de equilibrio (N}

o N ) em funcao do parametro de bifurcagao

o, e valor constante de v = 0,15; (r =2; 4 =0, 3). E apresentado o ponto de bifurcagao N* = 1—;7-

Y
quando o = %.

4.2.2 Estabilidade dos Pontos de Equilibrio
Derivando F'(V;) obtemos

F’(Nt) = f(Ny) + Ny - f’(Nt), (4.23)
com

(1 —2Nt) T‘Nt(l —Nt)
o+ N; (0’ + Nt)2 ’

(N =1 (4.24)

Substituimos os pontos de equilibrio em (4.23) para determinar a estabilidade dos pontos.

Ponto de Equilibrio Trivial Nj}: Substituimos o ponto de equilibrio trivial N} em (4.23)
obtemos

FI(N) = f(N}) =1 p. (4.25)
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Considerando que p < 1, o ponto trivial é estdvel para pu # 0. No caso em que p =0, F'(N}) =1,
logo N seria um ponto de bifurcacao que muda seu comportamento para um estado instavel com
crescimento exponencial.

Pontos de Equilibrio nao Triviais N*: Quando existem dois pontos de equilibrio é natural
pensar que um deles é instavel e o outro estavel. Considerando que o ponto trivial é estavel, entao
o ponto N deve de ser instavel e IV} estdvel.

Substituindo os pontos de equilibrio nao triviais N* em (4.23) obtemos

F/(N*) = f(N*) + N*f(N*) = 1 + N*f'(N*). (4.26)

Pela Figura 4 concluimos que N* é um ponto de equilibrio exponencialmente instavel se

F'(N*)=1+N*f(N*) > 1 = f'(N*) > 0. (4.27)

Usando a expressao da derivada da funcao de crescimento per capita (4.24), podemos escrever a
desigualdade f'(N*) > 0 de uma forma equivalente

—f(N) < o, (4.28)
ou N2 4+20N—-0 < 0. (4.29)

Se N* é o ponto de bifurcacao que dé origem aos pontos de equilibrio nao triviais, entdo N* satisfaz
f(N*) =1e f/(N*) = 0. Este ponto de bifurca¢ao corresponde a N* = 1_77 Usando a condi¢ao
(4.21), podemos expressar N* em fungao de o :

N*(o) = -0+ Vo + 02, (4.30)

que representa a raiz positiva da equacdo N? 4+ 20N — o = 0. A curva da Figura 4.7 corresponde
ao ponto de bifurcagdo em funcao de o, portanto, satisfaz f'(N*) = 0. Os valores de N < N(*U)
satisfazem f’(IN) > 0 e correspondem aos valores do ponto de equilibrio N, pois NZ. toma valores
no intervalo [0, N*| para todo valor de o e v que satisfazem a condigao (4.21), logo N7 é instavel.
Por outro lado, os valores de N maiores do que N*(o), satisfazem f'(N) < 0 e correspondem aos
valores do ponto de equilibrio N}. O ponto de equilibrio N}' toma valores no intervalo [N*,1 — 7]
para todo valor de o e v que satisfazem a condi¢ao (4.21). Portanto, da desigualdade (4.29) e
da figura (4.7), N} satisfaz a desigualdade f'(N}) < 0, logo a partir de (4.26) concluimos que
F'(N}) < 1. A estabilidade do ponto de equilibrio N}/, depende da condicao:

Nf/(N) > —2. (4.31)

Usando a expressao da derivada de crescimento populacional per capita (4.24), escrevemos a desi-
gualdade (4.31) da forma seguinte
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N*(o)
0.5+
0.25
1 1 a
0 5 10
Figura 4.7: Grafico da fungio N*(0) = —0 + o + o2
3 1 9 o o?
NP 20— = N+(4—+0>N+2—>0. (4.32)
T T T

Substituindo a expressao do ponto de equilibrio N} em (4.32) obtemos uma desigualdade G(r, o, 1) >
0 em funcao dos parametros . Tomando o como variavel dependente, obtemos a raiz positiva de
G(r,o,u) = 0 em fungao dos parametros r e pu. Esbogamos o gréfico da raiz real e positiva em
funcao de r, para valores constantes de u (Figura 4.8). A regiao acima das curvas representa a drea
onde os valores de r e ¢ geram um ponto de equilibrio estavel. Os pontos de intersecgao das curvas
com a abscissa, representam os valores maximos que r pode atingir para que o ponto de equilibrio
seja estavel no modelo padrao (sem efeito Allee). Observamos que ao incrementar o valor de o,
aumenta o valor maximo que o parametro r pode atingir. Desta forma observamos que o efeito
Allee estabiliza o ponto de equilibrio, no sentido que permite a estabilidade do ponto para valores
maiores de r (Figura 4.8). A influéncia do efeito Allee em estabilizar o ponto de equilibrio N} ja
tem sido documentado em outros trabalhos (Scheuring, 1999; Fowler e Ruxton, 2002).

4.3 Discussao

A principal diferenca entre os modelos de crescimento com Efeito Allee e o modelo padrao é a
taxa de crescimento per capita para baixas densidade da populagdao. Os modelos com Efeito Allee
apresentam uma menor taxa de crescimento per capita para densidade pequenas, e freqiientemente
apresentam taxas de crescimento per capita tdo baixas que leva a populagdo a extingao (Figura
4.9).
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Figura 4.8: Raiz real e positiva de G(r, o, 1) = 0 em funcdo do parametro r e valores constantes de p : (—) i
(=) n=0,6;(---) p=0,9.

0,3;

b)
£N)

L LN,
0.5

0.5

Figura 4.9: Funcao de crescimento per capita do modelo padrao (a) e do modelo com efeito Allee (b), para
valores de parametros r =3; 4 =0,3 e 0 =0,3.

O modelo com efeito Allee aqui apresentado, gera dinamicas que representam os trés tipos de
cendrios propostos por Boukal e Berec (2002) para modelos de crescimento com efeito Allee:

Extingao Incondicional (EI) O Efeito Allee é muito forte, o que faz com que o crescimento

populacional per capita seja menor que um para qualquer tamanho populacional, resultando
na extingao inevitavel da populacgao.

Extingao e Sobrevivéncia (ES) Cendario mais familiar do Efeito Allee. Acontece quando o cres-

cimento populacional per capita é menor que um, para densidades menores que uma densi-

dade critica. Abaixo desta densidade critica a populacao se extingue. A densidade critica
corresponde a um ponto de equilibrio instavel do sistema.
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Sobrevivéncia incondicional (SI) O Efeito Allee é fraco, e o crescimento populacional per ca-
pita é maior que um para qualquer densidade, mas para pequenas densidades o crescimento
per capita é menor do que uma dindmica sem efeito Allee.

Na Tabela 4.1 caracterizamos o tipo de cenario que exibem os modelos de acordo com os parametros
reprodutivos (7, i) e a constante do efeito Allee (o).

Tabela 4.1: Cenarios que exibem os modelos de acordo aos parametros
Cenario

Modelo EI ES SI

Padrao 1<y — 1>

Efeito Allee a>% 0<% u=20

O cenério resultante dos modelos, depende dos parametros reprodutivos (7, i), € no caso do modelo
com efeito Allee, também do parametro o. Sabemos que o modelo com efeito Allee apresenta uma
condicao necessaria para a existéncia de pontos de equilibrio nao triviais. Quando a condi¢ao nao é
satisfeita, o ponto de equilibrio trivial é o inico ponto do sistema, e neste caso o modelo exibe um
cendrio (EI). Isto significa que para qualquer tamanho da populagao inicial, o destino da populagao
é a extingao. O modelo padrao também pode apresentar um cendrio (EI), quando a relagao entre
a taxa de mortalidade e o niimero de plantulas por planta (r) é maior que a unidade.

Se a condigao (4.21) ¢ satisfeita, o modelo apresenta um cendario de extingao e sobrevivéncia (ES).
Neste cendrio, existe uma densidade critica, abaixo da qual a populagao experimenta um cres-
cimento populacional insuficiente para a sobrevivéncia. Se o tamanho da populagao se encontra
acima da densidade critica, a populagdo consegue sobreviver. Este caso representa um efeito Allee
forte. A densidade critica ¢é representada pelo ponto de equilibrio N7, portanto a densidade critica
depende dos parametros reprodutivos (r, 1) e da intensidade do efeito Allee. Quanto maior a in-
tensidade do efeito Allee, maior deve ser a densidade da populacido para suprir o pdlen necessario

para obter uma producao de sementes suficiente para a sobrevivéncia da populagao.

No caso particular em que a taxa de mortalidade seja despreziavel em relacao a taxa de producao
de évulos por planta (p < 7), 0 modelo exibe um cendrio (SI). Neste caso, a populagao apresenta
um crescimento per capita baixo para densidades pequenas, mas suficiente para a sobrevivéncia
da populacao. Esta situacdo representa o caso de um efeito Allee fraco, e a sua influéncia é em
diminuir o crescimento populacional para densidades pequenas, mas nunca menor que a unidade.
A intensidade do efeito Allee fraco se vé refletido no tempo em que leva a populacao em chegar a
uma determinada densidade, na qual o crescimento é razoavel para se estabelecer e colonizar uma
determinada area. Este tempo em que a populacao leva em atingir uma densidade consideravel é
referido como fase de letargia. Esta fase é de importancia no controle de plantas invasivas, pois
neste tempo ¢ dificil perceber o processo de colonizacao da planta na localidade e seu impacto. Na
Tabela 4.2 mostramos o tempo (ntimero de geragoes) que a popula¢ao demora em chegar a uma
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determinada densidade a partir de uma densidade inicial em fungao do parametro . Observamos
que a fase de letargia aumenta de forma linear com a intensidade do efeito Allee (o) (Figura
4.10).

30

L L o
0.75 1.5

Figura 4.10: Tempo (”t”, ntimero de geragoes) que a populagao leva em chegar a uma densidade N = 0, 2
a partir de uma densidade inicial Ny = 0,025, em funcao do parametro o.

Tabela 4.2: Fase de Letargia

Modelo Tempo

Padrao %ln (Nﬁo)

Efeito Allee 1 (NLO - %) o+ Lin (%)

O efeito Allee além de tornar a populacdo suscetivel a extincao, influencia a densidade méxima
que a populagao pode atingir. A densidade méaxima é representada no modelo pelo ponto de
equilibrio N}, e o seu valor diminui conforme aumenta o parametro o. A incorporacao do efeito
Allee no modelo, faz com que a maxima densidade que a populacgdo atinge seja menor do que no
modelo padrao. Observamos que apesar que a populagao possua o potencial para atingir uma maior
densidade, a densidade de plantas para suprir o pélen necessario para obter a maxima producao de
sementes é maior do que a atingida. Isto se deve a que a probabilidade de encontro pélen-estigma se
aproxima a unidade quando a densidade populacional ¢ infinita, portanto nunca se atingira fecundar
a quantidade de évulos que se fecundam quando néao existe efeito Allee (ou seja Af). A influéncia
do efeito Allee em reduzir a densidade maxima que a populacao atinge, tem sido reportada para
outros modelos com efeito Allee (Fowler e Ruxton, 2002).

Observemos que quando a intensidade do efeito Allee aumenta, os pontos de equilibrio N}. e N},
que representam a densidade critica e a densidade méaxima respectivamente, se aproximam um do
outro. No caso em que a populacao flutue em torno a sua méxima densidade (N}), a densidade
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Figura 4.11: Funcao de crescimento populacional. Sao mostrados a densidade critica N., a densidade da

capacidade de suporte N; e a densidade inicial maxima N,,q, para que a populacao nao se extinga.

pode cair por baixo da densidade critica, levando a populacao a extin¢ao. No entanto, o efeito Allee
possui um efeito estabilizador sobre o ponto de equilibrio (INV;), amortecendo comportamentos
oscilatorios da populacdao em torno da densidade maxima. Desta forma, o efeito Allee reduz a
probabilidade de extin¢ao devido a flutuagoes populacionais eventuais, quando as densidades critica
e maxima estdao préxima. Por outro lado, é importante fazer mencao sobre a possibilidade de
extincao da populacao para populacoes iniciais muito grandes. O efeito da competicao intra-
especifica pode causar uma forte diminuicao da densidade que pode cair abaixo da densidade critica.
Na Figura 4.11 observamos que para condigoes iniciais acima da densidade Ny,qz, onde Ny, satisfaz
F(Npaz) = NZ., a populacao na seguinte geracao cai abaixo da densidade critica N}.. Além disso,
a funcdo de crescimento populacinonal F'(IV;) fica negativa para populagoes iniciais muito grandes,
o qual nao é biolégicamente razoavel. Uma opgao para evitar o problema de densidades negativas
seria substituir a competicao linear por um fator do tipo Ricker equivalente.

A influéncia estabilizadora do efeito Allee tem sido documentada em outros trabalhos (Scheuring,
1999; Fowler e Ruxton, 2002) e é sugerido que o efeito Allee deve de ser incorporado nos modelos
de crescimento populacional de espécies sexuadas, pois as estimativas dos parametros reprodutivos
baseados em dados experimentais produzem comportamentos cadticos quando o comportamento
natural da populacao nao o apresenta.



Capitulo 5

Dinamica espacial: Processo de
Dispersao

Neste capitulo analisamos a dinamica de reproducao acoplada ao processo de dispersao, através da
equagao integro-recursiva que poemos escrever de maneira sucinta como

Nipa(x) = Ni() — uNi(x) + 5i(@)(1 - Ni(a)), (5.1)

onde

$i0) = [ i) (00 ) Nt 5:2)

representa as sementes dispersadas de acordo com o nicleo de dispersao

~

k(z,y) = (1 —p)ki(x —y) + pka(z — y), (5.3)

onde ki(x —y) ¢é o nicleo Gaussiano e representa a dispersao local, ka(x — y) é o niicleo com cauda
espessa, que representa a dispersao de longa distancia e p é a fragao da populacao que se dispersa
de acordo com este ultimo nicleo de dispersao.

O objetivo da anélise da dinamica espacial, é determinar a influéncia do efeito Allee, dos parametros
reprodutivos e da fracao de sementes que se dispersam longas distancias sobre a velocidade de
expansao da planta invasora. Para isto recorremos a métodos analiticos e simulagoes numéricas.
Através deles calculamos a velocidade de expansao em funcao do parametro do efeito Allee para
diferentes valores dos parametros reprodutivos.

50



5.1 Metodologia para a analise e simulagao numérica do modelo IRE 51

5.1 Metodologia para a andlise e simulagcao numérica do modelo
IRE

As simulag¢oes numéricas consistiram em tomar o modelo integro-recursivo (5.1) e calcular, de
forma recursiva, a distribuicao espacial da populacao a cada geragao a partir de uma condicao
inicial. Como condigao inicial tomamos uma densidade populacional de Ny = 0,7 distribuida em
um espaco de uma unidade de distancia no centro do dominio. Todas as simulagoes realizadas
foram calculadas a partir desta condicao inicial.

Através de simulagoes numéricas, obtivemos a distribuigao espacial da populacao para cada geragao,
0 que nos permitiu observar a sua expansao espacial. O calculo numérico das integrais no modelo
foi feito utilizando o método de Simpson, discretizando o espaco em intervalos de 0,1. O dominio
espacial utilizado para observar a dinamica de reprodugao e dispersao foi de [-200, 200], e por um
espago de tempo de 100 geragoes. Em alguns casos, quando a expansao espacial da populacao foi
rapida, considerou-se um maior dominio espacial, por exemplo um dominio de [—~300, 300] no caso
da simulacao do modelo padrao.

A partir das simulagbes numéricas calculamos a velocidade de expansao. Consideramos como a
frente da invasao o ponto mais afastado da origem, no qual a densidade populacional ultrapassa
uma densidade limiar predeterminada (N = 0,01). As simulag¢oes permitiram observar o deslo-
camento da frente da populacao a cada geragdao. A velocidade de expansao é a diferenca entre a
posicao da frente da invasao na tultima geracao e a posicao da frente na geracao anterior. Conside-
rando as incertezas da analise numérica, calculamos a velocidade de expansao como a média dos
deslocamentos da frente da invasao durante a ultima metade das geracoes simuladas.

A velocidade de expansao foi avaliada para diferentes valores dos parametros reprodutivos (r, i),
e para um intervalo de valores do parametro do efeito Allee (o) para o qual o maior ponto de
equilibrio nao trivial for estavel.

5.2 Expansao espacial da populacao

5.2.1 Simulagao Numérica do modelo IRE com efeito Allee

Através das simulagbes numéricas do modelo IRE com efeito Allee , obtivemos a distribuigao
espacial da populacao no tempo. Na Figura 5.1 mostra-se a distribuicao espacial da populacao para
varios tempos em intervalos de 20 geragoes e para valores constantes dos parametros (r = 2;u =
0,3;0 = 0,4;p = 0,05). Observamos que a populagao inicial cresce até uma densidade méaxima
representada pelo ponto de equilibrio nao trivial V. Apés atingir esta densidade a populacao
comeca a expandir-se no espago em forma de duas ondas simétricas que se deslocam em sentido
contrario. As duas ondas se deslocam no espaco com o tempo sem mudar a sua forma. A area que
ja foi colonizada pela planta invasora, fica com uma densidade populacional constante igual a N; .
Da figura podemos observar que apés um tempo (aprox. ¢ = 20) o espacamento entre ondas de
tempos consecutivos (p.e. t = 40 e t = 60) é constante (Figura 5.1). Isto indica que o deslocamento
da frente da invasdo é constante o que se traduz em uma velocidade constante de expansao.
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Figura 5.1: Simulagao numérica do modelo IRE com efeito Allee.
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Figura 5.2: Deslocamento (x) por geragao (t) da frente da invasao do modelo IRE com efeito Allee.

Na Figura 5.2 é mostrado o deslocamento da frente da invasao com o tempo. Observamos que
na fase inicial do processo de invasao, o avanco da frente é acelerado, o que provoca uma ligeira
convexidade no gréfico de deslocamento por geragao (Figura 5.2). A aceleracao da frente é mais
evidente para intensidades menores do efeito Allee. Apds um tempo o deslocamento da frente de
onda apresenta um comportamento linear com o tempo, o que representa o deslocamento constante.
Assim o deslocamento acelerado inicial converge para um deslocamento constante. O deslocamento
constante se traduz em uma velocidade constante de expansao. Esta velocidade constante de
expansao ¢é referida como a velocidade assintética de expansdo. A convergéncia para a velocidade
assintética de expansao foi um comportamento geral para todas as simulagoes numéricas do modelo
IRE com efeito Allee.

5.2.2 Simulagao numérica do modelo IRE padrao

A simulagao numérica do modelo IRE padrao gerou um comportamento de expansao espacial da
populacao diferente ao modelo IRE com efeito Allee. A Figura 5.3 mostra a distribuicao espacial
da populagao para diferentes tempos com um intervalo de 5 geragoes e para parametros constantes
(r =2;p = 0,3;p = 0,05). A populagao inicial apresenta o mesmo comportamento do que o
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modelo com efeito Allee. Ela cresce até atingir uma densidade(Ny) e logo a populacio se expande
em forma de duas ondas simétricas que viajam em sentido contrario. No entanto o espagamento
entre duas ondas consecutivas, nao ¢ constante (Figura 5.3).

N(x)

I
X
—300 —200 —100 100 200 300

Figura 5.3: Simulacdo numérica do modelo IRE padréo para valores constantes de r = 2; = 0,3; p = 0,05.

Isto é refletido no deslocamento da frente da invasao com o tempo (Figura 5.4). Ao contrario
do modelo IRE com efeito Allee, o deslocamento da frente é sempre crescente, o que gera uma
velocidade crescente de expansao. Podemos observar que em 15 geragoes a frente da invasao ja se
deslocou aproximadamente 275 unidades de distancia, enquanto que para o modelo IRE com efeito
Allee, a frente se deslocou aproximadamente 50 unidades de distancia em 100 geragoes.

5 10 15

Figura 5.4: Deslocamento (x) por geragao (t) da frente da invasdo do modelo IRE padréao.

Além de apresentar uma velocidade acelerada de expansao o modelo IRE padrao apresenta um
comportamento oscilatério da populacdo em torno ao ponto de equilibrio Ni. Para simulacdo
do modelo IRE padrao foram utilizados os mesmos valores dos parametros reprodutivos (7, )
que na simulacao do modelo IRE com efeito Allee, onde o ponto de equilibrio nao apresentou
comportamento oscilatério. De forma semelhante a dindmica de reproducao, o efeito Allee estabiliza
o ponto de equilibrio N na dinamica espacial.

Por outro lado, os valores dos parametros utilizados geram um ponto de equilibrio N estével
sem oscilagoes na dinamica de reprodugao padrao (ver Figura 4.3). A simula¢do numérica mostra
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que a incorporacao do processo de dispersao na dinamica de reproducao desestabiliza o ponto de
equilibrio N, fazendo com que a populacao oscile em torno ao ponto de equilibrio. No entanto, as
oscilagdes amortecem com o tempo até que o ponto de equilibrio se estabiliza.

5.3 Velocidades Assintdticas de expansao, valores reprodutivos e
efeito Allee

Para o céalculo das velocidades em funcao dos parametros reprodutivos e da intensidade do efeito
Allee, fizemos simulacdes para diferentes valores constantes dos parametros e variando o parametro
o. A velocidade foi avaliada através do deslocamento da frente da invasao como ja se indicou na
se¢ao de metodologia. A Figura 5.5 mostra a velocidade de expansao da populagdo em fungao da
intensidade do efeito Allee (o) para diferentes valores da capacidade de reprodugao de sementes (r)
e um valor fixo da taxa de mortalidade (x = 0,3). Da andlise do modelo IRE padrao, observamos
que a populagao apresenta uma velocidade crescente de expansao quando nao existe efeito Allee.
A introdugao de um ligeiro efeito Allee (o ~ 0) ja torna a velocidade crescente em uma velocidade
constante de expansao. Observamos que a velocidade diminui conforme a intensidade do efeito Allee
aumenta (Figur 5.5). O comportamento da velocidade de expansao para valores de o préximo de
zero ¢ sensivel, pois uma pequena variacao no parametro produz uma variacao forte na velocidade.
O contrério acontece para intensidades maiores do efeito Allee, onde um incremento no valor de o
gera uma pequena variagao na velocidade.

Figura 5.5: Velocidade assintética de expansao (¢) em func¢ao do pardmetro o para diferentes valores de r:
(—)r=2;(---) r=3; (.....) r =4 e valor constante de =0, 3.

Se bem que a velocidade diminui com o aumento do valor de o, um aumento na capacidade de
producao de sementes gera velocidades maiores. Isto é razodvel pois quanto maior a producao de
sementes maior a quantidade de sementes que se dispersam em uma nova localidade, aumentando
a probabilidade de colonizagao. Para r = 3 e r = 4 existe um valor minimo de o, abaixo do qual,
o ponto de equilibrio N} desestabiliza.

O grafico da velocidade de expansao em funcao do parametro ¢ mostra que existe um valor limiar
2 ~ . , 1—~)2
de o, apds este valor, a populagao se extingue. Este valor de o é menor do que ( 43) , que segundo

a dinamica de reprodugao deveria exibir um cenario (ES) e nao um cenério (EI). Daqui observamos
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que o processo de dispersao torna a populacao mais suscetivel a extingao, no sentido em que reduz
o intervalo do parametro o para o qual a populacao nao apresenta uma extingao incondicional. Na
Tabela 5.1 apresentam-se os valores criticos de o para a dinamica de reproducao local o, e para a
dinamica espacial ... Para valores abaixo do valor critico, a populagao nao exibe um cenério (EI).
Os valor de o, para a dinamica de reproducao foram calculados através da expressao o = %
utilizando os valores dos parametros da simulacao para o cédlculo das velocidades de expansao.
Para a dinamica espacial, o valor de ., foi avaliada numericamente com uma precisao de 0,01.

Observamos que os valores de 0., sdo menores para a dinamica espacial.

Tabela 5.1: Valores criticos de o

r Ocr Ocr
Dinamica reprodugao Dinamica espacial

2 1,20 0,93

3 2,03 1,58

4 2,85 2,24

Na Figura 5.6 ¢ mostrado o comportamento do deslocamento da frente da invasao para o valor critico
de 6. e para um valor 6. — € (¢ &= 0,01). Observamos que para o valor de . — € a populagao
comeca a expandir-se, e chega em uma fase em que a frente da invasao nao se desloca mais, e fica
em estado quase estacionario. Apds este estado a frente da invasao comeca retroceder no tempo e a
densidade populacional decresce até extinguir-se. A Figura 5.7 mostra a dindmica populacional na
origem para o valor critico de o, € para um valor o.. — €. No caso em que a intensidade do Efeito
Allee é menor que o, primeiro a densidade da populacao cai abruptamente até um ponto, e logo
depois comeca a se recuperar até chegar a densidade maxima. O decaimento inicial da densidade é
atribuido a dispersao, pois nem todas as sementes produzidas ficam no ponto. Quando a intensidade
do efeito Allee é critica, a densidade continua decrescendo, embora a densidade populacional esteja
por acima da densidade critica. Neste caso, a capacidade reprodutiva nao compensa o espalhamento
da populacao, e a densidade pontual decresce até extinguir-se. Se bem a capacidade de dispersao é
essencial para uma invasao, também pode afetar o éxito de colonizagao. Observamos aqui que além
da populacao inicial ultrapassar a densidade critica, a colonizagao de uma area minima é essencial
para o éxito de uma invasao. Este fendmeno ja foi observado por outros autores (Kot et al., 1996;
Lewis e Kareiva, 1993).

Este comportamento na dinadmica espacial nos mostra que a capacidade reprodutiva de uma po-
pulacao sujeita ao efeito Allee, deve compensar o espalhamento da populacao devido ao processo
de dispersao. Dos resultados aqui mostrados conjecturamos que um aumento na capacidade de
dispersao de uma planta pode torna-se mais suscetivel a extingao. Além disto, consideramos que
a capacidade de dispersao poderia estar influenciada pela a capacidade reprodutiva da espécie ou
que a capacidade dispersao esteja restrita a capacidade reprodutiva da planta.

5.4 Velocidade assintotica e a dispersao de longa distancia

Quando modelamos o processo de dispersao através da difusdo estratificada (Shigesada et al.,
1995), a velocidade de expansao depende da fracao da populagao que se dispersa longas distancias.
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Figura 5.6: Deslocamento (x) por geragao (¢) da frente da invasao do modelo IRE com efeito Allee para
valores de 7 = 2; 4 =0,3; (- - =) G¢r € (—) Ger — €.

20 40 60 80 100

Figura 5.7: Dinamica populacional pontual N;(0) para valores de r = 2; 4 =0,3; (- - -) 0¢r € (—) 0er — €.

A Figura 5.8 mostra a velocidade de expansao em funcao da fracao das sementes que se dispersam
longas distancias. A introducdo da dispersao de longa distancia, mesmo que seja uma pequena
fragao, produz um ligeiro aumento na velocidade de expansao. Embora exista um acréscimo geral
na velocidade assintética de expansao com o parametro p, o aumento relativo na velocidade é
menor quando a intensidade do efeito Allee se torna forte (o = 0,8). Observamos que quando a
intensidade do efeito Allee é forte, a dispersao de longo alcance ndo gera uma velocidade muito
maior do que a dispersao local.

Por outro lado, o incremento na velocidade de expansao é sutil para valores pequenos de p. A
variacao da velocidade em relacao a p é maior para valores maiores de p .

Apesar da velocidade de expansdo aumentar com o parametro p, existe um valor critico apds o qual,
a populagao se extingue. Na Figura 5.8 observamos que o valor critico de p é menor quanto maior
¢é a intensidade do efeito Allee. Isto é razoavel pois, com um aumento da fracdo das sementes que
se dispersa longas distancias, a populagao se dilui mais, tornando-se suscetivel a extincao devido
ao efeito Allee.
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5.5 Onda estacionaria

Quando uma espécie invasora é prejudicial, e estd expandindo-se, é de interesse saber de que forma
controlar a propagacao da espécie invasora. Apesar de uma erradicacao completa da espécie ser
desejavel, isto poucas vezes é possivel uma vez que a espécie tenha aumentado consideravelmente
a sua area de distribuicao. Nestes casos, o recomendavel é tomar agoes para frear a expansao da
espécie, e conté-la sob controle dentro de uma determinada area. Da analise anterior, observamos
que o efeito Allee reduz a velocidade de expansao e a velocidade decresce com o aumento na
intensidade do efeito Allee. Levando isto em consideragao desejariamos saber para que valores dos
parametros reprodutivos (r, i) e do efeito Allee (o) conseguimos reduzir a velocidade de expansao
a zero. Dos resultados anteriores sabemos que a populagao se expande em forma de onda viajante
com velocidade constante, isto é, uma onda que trafega sem mudar a sua forma. Matematicamente
escrevemos a solucao onda viajante do modelo de reproducao e dispersao como

Nip1(x) = Ny(z — o). (5.4)

Ni(x)

Figura 5.9: Onda viajante trafegando com velocidade constante para a direita.
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A equagao (5.4) representa uma onda viajante que trafega no sentido da direita com velocidade
constante ¢ (Figura 5.9). Sabendo que o modelo possui solugao onda viajante, escrevemos o modelo
da forma seguinte

ot
ot
N—r

N+ [ (N W) _ N(a
Nie—0) = =N+ [ b (CER) Ny - ).

Assumimos que a planta invasora viaja no sentido da direita, e que na geracao t a populagao ja
invadiu uma grande drea. Consideramos que a frente da invasdo se encontra no ponto x. e que a
populacao na regiao a esquerda do ponto x. ja atingiu o ponto de maxima densidade. Tomando a
densidade critica N. como a densidade da frente da invasao temos que Ny(x.) = N7.. Considerando
que para densidades menores que N}. a populacao se extingue, e observando a forma da onda
viajante (Figura 5.9), fazemos a seguinte aproximagao da distribui¢ao espacial da populacao:

N para T < T,
Ny(x) =< N}  para x =z, (5.6)
0 para T > T,

onde N} representa a maxima densidade que a populacao atinge (ponto de equilibrio). Usando
a aproximacao (5.6) escrevemos uma aproximagao para a solugao de onda viajante do modelo da
forma seguinte:

( « N*Q « . ~
(1 - M)Nk + (;.Hﬁf;) (1 - Nk) ffoo k(xuy)dy - < Le
N*Q S
Nw—c) = (1= NG + (ke ) (L= N&) [7 k(@ y)dy 5 @ = (5.7)
N*Z c &
(;H'“v;) JEo k(x,y)dy ;T >,

A quantidade de sementes é determinada pela producdo das plantas distribuidas no intervalo
[—00, x], e a de distribuigao espacial das sementes apés a dispersao é dada por:

Sy(z) = fA (U]Xk;k) /_zo k(z,y)dy. (5.8)

Lembrando que ]2:(1:, y) é uma funcdo de densidade de probabilidade, e que depende da distancia
relativa entre os pontos x,y, definimos a fungao G(z — x.) como

/ﬂﬂc k(z —y)dy = Gz — x.). (5.9)

—00

A fungao G(x —x.) é a fungao de distribui¢ao acumulada do nicleo /2:(3: —y) para cada ponto z € R
(Figura 5.10). Caracterizamos a fungao G(z — x.) para valores de x em relagao a z. (ver Figura
5.10):
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> 2 para r < T
G(zr —x.) =1 para T =T,
<3 para T > T

-4 -2 2 4

(5.10)

Figura 5.10: Funcao de distribuicao acumulada G(x — x.) em fungao de x, considerando x. = 0.

Utilizando a funcao de distribuigao acumulada (5.9) escrevemos a solugao onda viajante da seguinte

forma:

(1 —p)Ng + (;fj’:vi) (I-N)G(x—x.) ; =<z
rN*2
Ni(z—¢)={ (1—p)N.+ (”;ﬂvﬁ) (1- NGz —x) 5 o=z
rN;;2 Ie .
TN (x — z.) ;T > T,

(5.11)

A partir de (5.11) queremos saber quanto se deslocou a densidade critica em uma geragao. Supondo

que T é o novo ponto onde se encontra a densidade critica temos

~ * * TNI;kZ * ~
Nt+1($):Ncr:(1_/l’)Ncr+ o (]‘_NCT‘)G(x_:’CC)'

Escrevemos a equacao (5.12) da forma seguinte

pNg (o + Ny)

N Ng) OO

(5.12)

(5.13)

Da equacao (5.13) obtemos os seguintes resultados para o deslocamento da densidade critica

* .
NZ:
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> % se T < T,
MN:T(UJVN;) 1 ~
—_—a =3 se T =2 5.14
FNZ(1 N 2 e (5.14)
< % se T > T,

De (5.14) concluimos que, para obter-se uma onda estaciondria a seguinte igualdade deve ser satis-
feita:

uNZ(o+ Ny 1
G0) = == Tkl = 5.15
0 rN2(1—Nz) 2 (5.15)

que podemos escrever da seguinte forma:

1
/LNC*T = iﬁst(l - th*)v (5.16)
onde
N*Q
S; = fA k 5.17
=0 () (.17

De (5.8 e 5.16) observamos que no estado estacionério a quantidade de plantas que morrem deve
de ser igual 4 quantidade de sementes que chegam ao ponto z. e que conseguem chegar até plantas
reprodutivas. Verificamos o resultado da equagao (5.15) com o resultado numérico. A Tabela 5.2
mostra os valores de o para os quais se obteve uma onda estacionaria numérica e analiticamente,
considerando valores de r =2e p=0,3

Tabela 5.2: Valores de ¢ para uma onda estacionaria

r=2 r=3 r=4
Anélise o c Glx—z:) | o c Glx—x.)| o c Gz —x.)
Numérico | 1,13 -0,001 1,92 -0008 | 272 -0008
Analitico | 1,06 — — 051 | 195 — — 0492 |27 — 0491

A Figura 5.11 mostra a onda estacionaria obtida numericamente, considerando os seguintes valores
de parametros: r =2, 4 =0,3;0 = 1,13.

5.6 Discussao

O modelo de reprodugao com efeito Allee e dispersao de longo alcance, gerou uma expansao da
populacao convergindo para duas ondas viajantes simétricas que trafegam em sentido contrdrio com
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Figura 5.11: Onda estaciondria do modelo IRE com efeito Allee.

velocidade constante. Este comportamento concorda com outros modelos de reprodugao e dispersao
tanto integro-recursivos como de difusao (Kot, 1992; Fisher, 1937). Em geral, a modelagem de
dispersao utilizando IRE com nticleos de dispersao de cauda pesada gera velocidades crescentes de
expansao (Clark, 1998; Kot et al., 1996), embora o efeito Allee possa tornar velocidades crescentes
em velocidades constantes de expansao (Kot et al., 1996). Os resultados aqui obtidos confirmam
este fato, e mostram que existe uma reducao da velocidade com a intensidade do efeito Allee,
resultado obtido também por outros autores (Lewis e Kareiva, 1993; Wang et al., 2002).

A introducao de um efeito Allee na dinamica de crescimento populacional estabelece uma densidade
critica (no caso de um efeito Allee forte) abaixo da qual, a populagao se extingue. No entanto quando
introduzimos o processo de dispersao na dinamica de reproducao, observamos que a influéncia
negativa do efeito Allee se intensifica. O efeito em conjunto de dispersao e efeito Allee, determinam
0 éxito no processo de colonizacao. Um aumento na capacidade de dispersao tem o mesmo efeito que
um aumento na intensidade do efeito Allee na populagao inicial (Lewis e Kareiva, 1993). No processo
de colonizacgao, a capacidade reprodutiva deve compensar o espalhamento da populacao, para que
exista um crescimento populacional. Em geral, a populacao introduzida, é isolada, portanto a
emigragdo ¢ maior que a imigracgao, e o resultado é uma reducao liquida na populacao devido a
dispersao. Dos resultados podemos observar que quando a capacidade reprodutiva nao compensa
a emigracao existe um decrescimento populacional, embora a densidade esteja acima da densidade
critica estabelecida pelo efeito Allee. Se a densidade populacional cai abaixo da densidade critica, a
invasao fracassa. Por um lado a dispersao contribui no processo de invasao, por outro ela interfere
no éxito de colonizagao (Liebhold e Tobin, 2008). Para o éxito de uma invasao, além da populagao
introduzida ultrapassar a densidade critica, ela deve ocupar uma area minima, de tal forma que a
probabilidade de se extinguir seja pequena (Kot et al., 1996; Lewis e Kareiva, 1993).

A dispersao e colonizagao de novos habitats é vantajosa (em varios aspectos ecoldgicos e evolutivos)
para as espécies (Willson e Traveset, 2000), no entanto dos resultados aqui obtidos, conjecturamos
que um aumento na capacidade de dispersao deve ser acompanhado de um aumento na capacidade
reprodutiva da espécie, pelo menos naquelas suscetiveis a um efeito Allee. Se isto nao acontece,
é dificil para uma espécie subsistir, pois ela deve colonizar e se expandir para garantir a sua
subsisténcia. De outra forma, se a populacao ficasse restrita a uma localidade muito reduzida,
a probabilidade de se extinguir é alta devido a qualquer distirbio que possa acontecer na sua
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localidade.

A dispersao de longo alcance aumenta a velocidade de expansao (Kot et al., 1996; Clark, 1998).
Quando modelamos a expansao da populacao por meio da dispersao estratificada, a velocidade de
expansao ¢ sensivel a fragdo da populagao que se dispersa longas distancias (Clark, 1998). Com
apenas uma pequena fracao da populagao sujeita a uma dispersao de longa distancia, o incremento
na velocidade de expansao é consideravel (Clark, 1998). Os resultados mostram um aumento da
velocidade de expansao com o aumento da fracao de sementes que se dispersa longas distancias. No
entanto, quando a intensidade do efeito Allee é forte, o aumento na velocidade nao é consideravel.
Neste caso, a velocidade de expansao gerada pela dispersao de longa distancia nao ¢ muito maior
do que a gerada pela dispersao local.

Apesar de existir uma relagao positiva entre a velocidade de expansao com a fracdo de sementes
que se dispersam longas distancias, os resultados mostram que existe um limiar para a fragao p.
Apés deste valor limiar de p, a populacao se extingue. O valor limiar para a fracdo de individuos
que se dispersa longas distancias ja foi documentado em outro trabalho (Takasu et al., 2000). Se
bem existe um valor limiar de p, este valor estd acima do valor que acredita-se se dispersa longas
distancias (p <0,1) (Clark, 1998).

O célculo analitico da onda estacionaria aproximou razoavelmente o resultado numérico. A condigao
para obter uma onda estacionaria nos brinda informagao sobre estratégias para poder frear a invasao
de uma populacao de planta sujeita a efeito Allee. A condicdo nos mostra, que a quantidade
de sementes que chegam e conseguem estabelecerse como plantas reprodutivas no ponto onde se
encontra a frente de invasao, deve de ser igual aos individuos que morrem para que se obtenha uma
onda estacionaria.



Conclusoes

Propomos um modelo de reproducao e dispersao de uma planta invasora sujeita a um efeito
Allee, onde o efeito Allee é gerado por limitagao de pélen. O modelo introduz o efeito Allee
de forma mecanistica levando em consideracao a probabilidade de encontro pdlen - estigma.
Desta forma os parametros do modelo podem ser estimados experimentalmente, o que permite
testar o modelo (Boukal e Berec, 2002).

O modelo pode gerar os trés cendrios para modelos de crescimento com efeito Allee (Boukal
e Berec, 2002). O modelo pode exibir dindmicas de exting¢ao incondicional, dindmicas de
extingao e sobrevivéncia (efeito Allee forte) e dindmicas de sobrevivéncia incondicional (efeito
Allee fraco).

O modelo de reproducao e dispersao comporta-se de forma semelhante a outros modelos de
invasao, no sentido em que gera solugdes ondas viajantes (Kot, 1992; Kot et al., 1996; Wang
et al., 2002)

A andlise da dinamica de reprodugao mostra que a introdugao de um efeito Allee nao so
estabelece uma densidade critica, mas também tem influencia sobre o ponto de equilibrio que
rerpesenta a capaicdade de suporte. O efeito Allee tem a influéncia de estabilizar este ponto
de equilibrio, no sentido que permite um maior intervalo de valores reprodutivos (r) sem que
o ponto de equilibrio desestabilize. O efeito estabilizador sobre o ponto de equilibrio, também
se estende para o caso da dinamica espacial. Por outro lado, o efeito Allee tem a influéncia
de reduzir o valor da densidade de capacidade de suporte. Em outras palavras, o efeito Allee
influi na densidade maxima que a populagao pode atingir.

A influéncia do efeito Allee na velocidade de expansao da populagao é uma reducao da veloci-
dade com a intensidade do efeito Allee. No caso em que o modelo padrao apresente velocidade
acelerada de expansao, o efeito Allee a torna constante. A dispersao intensifica a influéncia
negativa do efeito Allee, reduzindo a probabilidade de colonizacao da populacao introduzida.
Desta forma, a dispersao e o efeito Allee impoem uma area critica que a populagao introduzida
deve colonizar para a invasao ter sucesso.

O efeito geral da dispersao de longo alcance em uma populagio sujeita a efeito Allee é au-
mentar a velocidade de expansao. No entanto, quando a intensidade do efeito Allee ¢é forte, o
acréscimo na velocidade é pouco significativo em relacao a velocidade gerada pela dispersao
local.

O conhecimento da dinamica rerpodutiva com efeito Allee pode ser utilizada para o controle
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de invasoes (Liebhold e Tobin, 2008). Dos resultados sabemos que o efeito Allee reduz a
velocidade de expansao, além disso sabemos a condi¢o para obter uma onda estacionaria. A
condicao estabelece uma relagao entre as sementes que chegam e consegeum chegar a planta
reprodutiva e a quantidade de plantas reprodutivas que morre. A partir deste conhecimento
pode-se elaborar estrategias para a contencao de uma invasao.
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