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Introducao

() presente texto tem o objetivo de introduzir conceitos de Teoria das Probabilidades (sob o ponto
de vista da Teoria da Medida) e algumas aplicacoes em Teoria dos Niimeros.

O primeiro Capitulo expoe de forma rapida os pré-requisitos de Teoria da Medida que sao
utilizados por todo o texto. Os capitulos 2,3,4,5 e 7 contém conceitos e resultados de Teoria das
Probabilidades, que tentamos desenvolver de forma detalhada, sem pular etapas.

O capitulo 2 foi inspirado em [1] e nas notas de aula do Curso de Andlise Real, ministrado pelo
Prof. Mdrio Matos. Os Capitulos 3,4,5 e 7 foram baseados em {17}, [11] e principalmente em [2].

O Capitulo 8 contém alguns resultados de Teoria dos Niimeros envolvendo decomposicoes g-
adicas, e uma aplicacdo da Teoria da Lei Forte dos Grandes Numeros em Numeros Normais.
Também nos preocupamos em citar resultados interessantes sobre normalidade de nimeros e levar
ao leitor algumas das vérias questdes abertas dessa area.

O Capitulo 6 surgiu um pouco por acaso. Apesar de nao ser essencial para os Capitulos 7
e 8, suas proposi¢oes tornaram algumas contas do Capitulo 8 mais claras e - sob meu ponto de
vista - mais elegantes. A idéia do Capitulo 6 surgiu a partir de algumas questdes interessantes que
apareceram durante nossos semindrios com o Prof. Mario Matos. Intuitivamente, cada nimero
real em {0,1], na escala g, pode ser pensado como uma seqiéncia infinita de algarismos (cada
algarismo é um elemento de {0,...,g — 1}). Além disso, podemos definir naturalmente uma o-
dlgebra em {0,...,9 — 1}N! e uma medida nesta o-dlgebra, a saber a o-dlgebra produto infinito
das o-algebras A = P({0,...,9 — 1}) e a medida produto infinito das medidas u, definidas por
u(A) = %’1, A € (.. Torna-se natural perguntar se, fixada uma escala g, até que ponto poderiamos
“interpretar” o intervalo [0,1] (com a medida de Lebesgue nos Borelianos) como {0,...,g—1}N com
a o-algebra e a medida definidas anteriormente. Conseguimos provar que realmente a aplicagao
que leva (a1, ag,...) na decomposicao g-ddica E;’;l a;.g™7 tem propriedades fortissimas (veja Teo-
rema 6.8). Por isso, achamos que seria bom reunir estes resultados em um Capitulo. Também nos
motivou a escrever o Capitulo 6 o fato de nao termos encontrado literatura alguma com estas contas
feitas. Posteriormente, encontramos algo parecido em [13], pagina 159, onde ha uma indicagao de
que é possivel, na escala 2, “caracterizar” a medida de Lebesgue nos Borelianos de [0,1} como uma
medida produto infinito & em uma o-4lgebra S em um subespaco X de X = {0, 1} pela aplicagao

X — [0,1] 1
(ar,a2,...) = X%, a;27 (1)

onde

« S={(X N A;A € S}, com S sendo a o-dgebra produto infinito das o-dlgebras P({0,1}) e
X = X — E, com E sendo o conjunto dos pontos (a;,as,...) tais que a; = 0 para apenas um
conjunto finito de indices 1.

e i = v|s onde v é a medida produto infinito das medidas u em P({0,1}), definidas por
p(A) = &2

VA notagdo QN significa Qx Q2 x ...




O leitor deve notar que na caracterizagao indicada por [13; ha claramente a preocupagao em
tornar (1) bijetiva (por isso foi considerado o conjunto X no lugar de X). Nés nao tivemos tal
preocupacao, como pode ser visto no Capitulo 6.



Capitulo 1

Conceitos e Resultados Basicos de
Teoria da Medida

Neste capitulo estabeleceremos notacgées, definigoes e resultados basicos que serao usados no texto e
que esperamos serem de certa forma familiares ao leitor. Consideraremos o conteido deste Capitulo
como pré-requisito, e por iss0 néo nos preocuparemos com demonstracoes.

1.1 Notagoes e esclarecimentos

e Alguns autores fazem distingao entre os termos fungao e aplicagdo. Nds, entretanto, vamos
considera-las como sinonimos.

e Em todo este texto {2 serd um conjunto nao vazio.
e Usaremos a notacao P(f2) ou 29 para o conjunto de todos os subconjuntos de €.
eSef:Q—Rouf:0Q— R éuma funcio qualquer, f, e f_ serao definidas por’
f+: 9 — R (ouR)
w = sup{f(w),0}
f-: @ — TR (oulR)
w = — inf{f(w),0}
Podemos ver que
f=f+—f-
Ifl=/1++ /-
o Neste texto, )_°_. a;, com m > n, sera interpretado como zero.

e Se (An)nen € uma familia de subconjuntos de 2, e 43 C A, C 43 C ... e A = U3, 4;
usaremos a notagao A, tn A, e quando nao houver possibilidades de confusao, usaremos
simplesmente A, 1T A.

Se (Bn)nen € uma familia de subconjuntos de 2, e By D B, D B3 D ... e B = NX,B;
usaremos a notacgao B, |, B, e quando nao houver possibilidades de confusao, usaremos
simplesmente B, | B.

o Algumas vezes usaremos o termo fun¢do numérica para denotar fungdes com contradominio
IR. No caso de o contradominio ser IR, usaremos o termo fun¢ao real.

1Se o leitor ndo estd familiarizado com R e com sua topologia, recomendamos {1}



e Se f e g forem fungdes de  em R (ou R), a notagao f > g (ou f > g) significard que
flw) > g(w) (ou f(w) > g(w)) para todo w € Q.

e Se (fn)nen € uma segiiéncia de fungoes f, : @ — R(ou R) tais que f; < fo < ... e
limpoo fr(z) = f(z) para todo r € 2, em algumas situagdes, usaremos a notacao f, 1 f.

\

¢ Se AC M, afuncdo 14 : Q; — IR é definida por

1AI Q] —_— R
o 1, sewe€eAd
w 0, sew¢gA

e Se 1 é um conjunto finito, #Q denotard o mimero de elementos do conjunto Q.

o A funcao Sinal é definida por

Sinal: B — {-1,0,1}
0, sew=0
w 1, sew>0
-1, sew<0

1.2 Definicoes A C P() é uma dlgebra de subconjuntos de ) se valem:
i) el

ii) Ael = A€ @

iii) A Be 0 => AuBecQ

Muitas vezes diremos apenas que (I é uma dlgebra.
A C P(Q) é uma o-digebra de subconjuntos de Q) se (I for uma algebra e se valer a seguinte
propriedade:

iv) (A;€e Q)VieN)=2UxX 4, A

Quando nao houver possibilidade de dividas, diremos apenas que . € uma o-dlgebra.
Um conjunto D C P(Q) é um Sistema de Dynkin de subconjuntos de Q) se valem:

1) QeD
2) AeD=> A€ D

3) Se A; estao em D para todo j em IN, e se 0s A4; sao mutuamente disjuntos, entao UL A; esta
em D.

Em geral diremos apenas que D é um Sistema de Dynkin.

Um conjunto € C P(Q?) é uma classe mondtona de subconjuntos de () se sempre que A, € C
(VneWN)e A, T Aou A, | A tivermos A € €. As vezes diremos simplesmente que € é uma classe
mondtona.

1.3 Definicao A C P(Q) é N-estdvel se sempre que A, B pertencerem a (L tivermos A N B
pertencente a (.

1.4 Teorema Um Sistema de Dynkin D é uma ¢-algebra se e somente se D é N-estavel.



1.5 Definigcoes e Comentdrios O leitor deve perceber que uma intersecdo arbitraria de o-
algebras de subconjuntos de §? é ainda uma o-dlgebra de subconjuntos de 2. Da mesma forma,
uma intersegao arbitraria de Sistemas de Dynkin de subconjuntos de 1 é ainda um Sistema de
Dynkin de subconjuntos de Q. Por isso, dado um conjunto F C P(Q) é possivel falarmos na o-
dlgebra o(F) gerada por 3, e no Sistema de Dynkin D(F) gerado por F. Para isso, basta definirmos
o(F) como a intersecio de todas as ¢-dlgebras de subconjuntos de §2 que contém JF, e definirmos
D(F) como a intersecdo de todos os Sistemas de Dynkin de subconjuntos de Q2 que contém JF.

1.6 Teorema Para cada F C P(Q2), N-estdvel, temos D(F) = o(F).

1.7 Definicio Um conjunto Q, munido de uma o-4lgebra U, é denotado por (Q,U) e denominado
espaco mensurgvel.

Quando  é um subconjunto de IR, a menos que seja mencionado algo em contrario, admitiremos
U como sendo a o-algebra gerada pelos abertos da topologia natural de Q (induzida pela topologia
natural de R). Analogamente, se 2 é subconjunto de IR, a menos que se diga algo em contrario, U
serd a o-dlgebra gerada pelos abertos da topologia natural de Q (induzida pela topologia natural
de R). Nos casos mencionados U serd denotado respectivamente B e B (ou B(R2) e B(Q)) e serd
chamado de o-dlgebra de Borel. Os elementos de B (ou B) sio geralmente chamados de Borelianos.

1.8 Definicho Uma fungdo f: (1, U1) — (2, Us) é U;-Us mensurdvel se f~1(A) € U; para
todo A € Uy. Quando nao houver possibilidades de dividas, diremos apenas que f é mensurdvel.

1.9 Proposicaoc Uma fungao f : (2;,U;) — (s, Uz), onde Uy = o(F2) , isto é, F2 é um
gerador da o-4lgebra Uy, é mensuravel se e somente se

fTHA ey (YAed).
1.10 Proposi¢ao Se f; e f» sao fungdes numéricas mensuraveis de (2, U) em (R, B), entdo:
i) fi.f2 é mensurével.
ii) Se fi + f2 e fi — f2 estdao bem definidas, temos f1 + f, e fi — fo mensuradveis, respectivamente.
iii) sup{fi,f2} e inf{f1, fo} sdo mensuraveis.
1.11 Proposicao Se f : O — ), é uma aplicagio arbitréaria, e ¥ C P(22) entdo
a(f71(F) = fHe(3)).

1.12 Proposicac Se f : (;,U;) — (Q,Us) e g : (,Uy) —> (3,U3) sdo mensurdveis,
entdo go f: (Q,U;) — (N3, Us) é mensuravel.

1.13 Proposicao Se (f,)52; é uma seqiiéncia de funcdes numéricas mensurdveis
fn:(U) — (R,B) (Vnel)
tal que lim, o fn = f, pontualmente, entdo f é mensurdvel.
1.14 Proposigao Se f: (Q,U) — (R, B) ¢ mensurével, entdo f;, f— e |f| s30 mensuraveis.

0O leitor deve se convencer que se f : (2, U) — (IR, B) é mensuréavel, e —oo < f(w) < oo para

todo w € 1 entao
g: QU — (R,B)

w = flw)
é mensurdvel. Reciprocamente, se h: (2,U) — (R, B) é mensurével, entao

s: (LU — (R,B)
w —~  h(w)

é mensurivel.



1.15 Definigoes Seja (I uma 4lgebra (ou o-4lgebra) de subconjuntos de . Uma aplicagao
: @ — R com p(Q) C1—o00,+00]ou u(A) C [—o0, +00[ é uma medida finitamente aditiva em
(L se, para qualquer familia finita (4;)_, de elementos de (, mutuamente disjuntos, tivermos

U, 4;) Zu(A) ,

Afuncio p: @ — IR com u(Q) C ) — o00,+00] ou u(Q) C [—oo, +0o[ ¢ uma medida o-aditiva

em ( se para cada (4;), em (I, mutuamente disjuntos, tais que U2; 4; € @ tivermos

u (U1 45) = D _u(4;).

Podemos ver que toda medida o-aditiva é finitamente aditiva.

Sempre que p(@) C [0,00], acrescentamos o adjetivo pesitivo s respectivas definigbes . O
termo medida serd as vezes usado no lugar de medida o-aditiva positiva. Uma medida u, definida
em uma dlgebra ( ou o-dlgebra) (L de subconjuntos de 2 para a qual existe (B;)2, em O, com
U2, B;j = 2 e p(B;) < oo para todo j € N, é denominada medida o-finita.

Uma medida pu, definida numa a—é.lgebra (. de subconjuntos de €, tal que u(2) = 1, é uma
medida de probabilidades.

1.16 Teorema Seja p uma medida numa o-dlgebra U.
i) Se 4;,As,...€ Ue A, 1 A entdo, limy, o u(An) = u(A4).
ii) Se A;,A;,...€ Ue A, ] A e u(A;) < 0o entdo, lim,o p(An) = p(A).

1.17 Definigao Um conjunto ! munido de uma o-algebra U e de uma medida u ( o-aditiva,
positiva) é denotado por (,U, ) e denominado espaco medido. Se a medida u for uma medida
de probabilidades, o terno (2, U, u) serd denominado espago de probabilidades.

1.18 Definigao Se (92, U, u) é um espago medido e uma determinada propriedade vale para todo
w em (), exceto para w em um conjunto de medida (i) nula, dizemos que tal propriedade vale em
quase toda a parte para p ou u-gtp.

1.19 Teorema Seja u uma medida finitamente aditiva em uma édlgebra (L. Entéo:

i) Se A;,A42,...€ A, A=U2,4,, € A e A, t A sempre implicar que lim, . u{An) = u(A4),
segue que u é medida o-aditiva em (.

ii) Se A;,A4,,...€ L e A, | 0 sempre implicar que lim, o u(A,) = 0, segue que u é medida
o-aditiva em (.

1.20 Teorema da Classe Monétona Seja (L uma algebra de subconjuntos de 2 e € uma classe
monétona de subconjuntos de Q, tal que O C €. Entdo o(Q) C €.

1.21 Teorema da Extensao de Carathéodory Seja p uma medida o-finita em uma 4lgebra
Q. de subconjuntos de Q. Entao existe uma tnica medida i : 0(Q) — R tal que fijg = p.
Dizemos que i é uma extensao da medida u.

1.22 Definicdo Uma funcdo ¢ : (2, U) — (IR, B) é uma fungdo elementar se ela é nao negativa,
mensuravel e Imy é um conjunto finito.



1.23 Definicao Seja ¢ : (2, U, u) — (R, B) uma fungao elementar. Definimos a u-integral de

@ (sobre 1) como
n
[ odui= Y- a4
1=1

onde p =3 1 aila,. ‘

Esta definigao é consistente pois pode-se provar que se

n m
Za,-l,q,. = Eﬂlej
i=1 j=1

entao

D ain(Ai) =Y Biu(B;).
i=1 j=1

1.24 Teorema Para toda fungao numérica mensuravel, f : (2, U, ) — (R, B), ndo negativa,
existe uma seqiiéncia crescente (pn)5; de fungdes elementares tais que

lim ¢, = sup ¢, = f,
n—o0 neN

pontualmente.

1.25 Definigao Se f é uma fungdo numérica mensurdvel nao negativa, f : (Q,U, u) — (R, B)
e (vn)52; é uma seqiiéncia crescente de fungbes elementares tais que f = sup, ¢ ¥n (que existe
pelo Teorema 1.24) entdo definimos a p-integral de f (sobre Q1) como

fdp = Sup/wndu-
Q neN JQ

Pode-se mostrar que esta definicao € consistente, ou seja, nao depende da particular escolha da
seqiiéncia ()02, :

1.26 Definigdo Se f: (Q,U, u) — (R, B) é uma fungdo numérica mensurével, e [, fydu < oo
ou [, f-du < 0o, a p-integral de f (sobre Q) é definida por

[ rau= [ feau- /Q fdy

Devemos perceber que a definicao 1.26 estende as definigdes 1.23 e 1.25.

1.27 Definigao Uma fun¢do numérica mensuravel f : (Q,U,pu) — (R, B) é u-integrdvel se
Jo f+du < oo e [ f-dp < oo.

1.28 Definigao Uma fungao numérica mensurével f : (Q, U, u) — (R, B) é p-quase-integrdvel
se fn f+dp < 0o ou fn f-du < oo. Neste caso é comum dizermos que a p-integral de f existe

E claro que se f é p-integravel, entdo f é u-quase-integravel.

1.29 Definigao Se f: (2, U, p) — (R, B) é uma fungio numérica mensurével e A € U definimos

J 4 fdp como
/fdp::/f.l,qdu
A o

As vezes serao usadas outras notagdes para a integral [ 4 fdu, como

/ f@dp  ou / f(w)dp(w)
A A

10



1.30 Teorema da Convergéncia Monétona Seja (f,,)3L; uma seqiiéncia de funcdes mensuraveis
fn (Qvuaﬂ)_')(lﬁvﬁ) (VTLE]N)

taisque 0 < f; € fo < ... elimp o fn(w) = f(w) para todo w € Q. Entao f é mensuravel e

\
lim / fndp = / fdu.
n—oo 0 0

1.31 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Sejam (fn)5%, f fungdes numéricas
de (,U, u) em (IR, B), mensuréveis, tais que lim,,oc fn(w) = f(w) p-qtp. Suponhamos ainda
que existe g : (2,U, ) — (IR, B) p-integrivel tal que |fp| < g para todo n € IN. Entao f é

p-integravel e
lim /f,,dp:/fdu.
n—+o0 Q Q

Na proposi¢ao a seguir enunciaremos algumas propriedades importantes da integral. Todas as
funcgdes citadas na proposigdo serdo supostas mensuraveis de (Q, U, u) em (IR, B).

1.32 Proposigao
i) Se f é p-quase integravel e c € R, entdo c.f é p-quase integravel e [, cfdu = c [, fdp.
ii) Se [, fdu existe, entdo | f;, fdu| < [, |fldp.
iii) Se [, fdu existe e A € U entdo [, fdu existe, e se [, fdu ¢ finito entdo [, fdu é finito.
iv) Se f > 0e f(w) > 0 para todo w € A, com A € U e p(A) > 0 entdo [, fdu > 0.
v) Se f > ge [, gdu existe e é maior que —oo, entdo [, fdu existe e [, fdu > [, gdu.
vi) Se f > ge [, fdu existe e é menor que +oc0, entdo [, gdy existe e [, fdu > [, gdu
vii) f é u-integrével se e somente se |f| é u-integrével
1.33 Teorema (Desigualdade de Minkowski) Dadas f e g fun¢bes numéricas mensuréveis
f,9: (U, p) — (R, B)

tais que f + g estd bem definida, e dado p, 1 < p < 00, temos

([1r+oran) "o ([ |f|"du)%+ (f |ywdp)%

1.834 Teorema (Desigualdade de Hélder) Dadas f e g fungbes numéricas mensuraveis
f)g: (Q’ual‘) — (]Raé)
edados pe greaistaisque 1l <p<ooe

<+

[ \ralan< ([ Ifl”dﬂ)%-( / Iyl"du)%

11
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Capitulo 2

Produto Finito de Medidas

2.1 Defini¢es Sejam (€;,F;) espagos mensurdveis, j = 1,...,n. Seja 0 = []I.; % Um
subconjunto A de Q é um retingulose A = A; x ... x A,, com A; em F; paratodo j=1,...,n.
A o-3lgebra gerada por todos os retangulos de € é denominada o-dlgebra produto das o-dlgebras
3;, e é denotada por F; ® ... ® F,, ou @, F;.

2.2 Teorema Sejam (§;,U;) espagos mensurdveis, para i = 1,...,n. Suponha que para cada 1,
U; = o(Q;) e que existe uma seqiiéncia de eventos (A; i )ren em @ ;, tal que A; x ti Q;. Entao

Uy®..0U,=0(4; x...xA,; AjeQ;,i=1,...,n) (D)

Demonstracao: Basta mostrarmos que, se U é uma o-dlgebra qualquer em I_[J"= 1 Y, entdo cada
proji : (IT7-, Q;,U) — (2, W) é U-U; mensuravel se e somente se Ay x ... x An € U para
A; € Q; arbitrérios.

Com efeito, se isto for provado, concluimos que a menor o-algebra que torna todas as proj;
mensurdveis é aquela gerada por []I_; A;, com A; € (;, e portanto segue (1).

Suponhamos, primeiramente, que cada proj; é U-U; mensurdvel. Portanto, se A; € (,; para
cada i, temos

Ap X ... X Aq = proj; (A1) N ...Nproj;t (An) € U.

Reciprocamente, suponhamos que [].; A; € U para todo 4; em ;. Seja Ci, € (;, onde
io € {1,2,...,n}. Para todo k € IN definamos

By := Al,k X ... % Aio—l.k x Cio X Ai0+1,k X ...XAng € u.

Temos que
Bt O x ... X Qig—1 X Cig X Qigp1 X ... x Oy
Portanto
Ql X ... XQ,’O_l XC,‘O XQio-H X ...XQn eu
e como

proji; (Cig) = U1 X ... X Qigm1 X Cig X Qg1 X ... x Ny

segue pela Proposi¢ao 1.9 que proj;, ¢ U—U;, mensurdvel. Como ip ¢ arbitrério, podemos concluir

que cada proj; é U-U; mensuravel.
O
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2.3 Teorema do Produto de Medidas Seja (Q;, ¥, 1) espaco medido, com pu; o-finita em
;. Seja 22 um conjunto com uma o-4lgebra F,. Suponha que para cada w; em 2; tenhamos uma,
medida pu(wi,.) em F3. Suponha ainda que a fungio

wy € Hp(wl,B)ER (2)

é mensurivel para cada B em F;, fixo. Além disso, suponha que p(wy,.) é uniformemente o-finita,
isto é, p(wi,.) é positiva para todo wy em ), e existem B; em J; tais que Q2 = UsZ,B; com
#(wi, B;) £ k; < oo para todo w; em §; e todo j em IN, com k; real. (Note que os B; e k; nao
dependem do particular w;, em ;).

Entao existe uma tinica medida p : F; ® 2 — R tal que

u(A; x Ay) = ] w(wr, A2 (1) (¥ 4; € F3)(G = 1,2) 3)
A
Temos ainda que pu é dada por
w(C) = / (o, C))dm ) (VCeFr @)
fo2)

onde
C(w1) := {ws € Qy; (w1,w) € C}

é denominada sec¢do de C em w;. Além disso, u é o-finita e serd medida de probabilidades se
u(wi,.) e g forem todas medidas de probabilidades.
Usaremos as notagoes §} = ]’]:‘;l NieF=3,07%.

Demonstragao:

12 Caso Suponhamos u(w,,.) finita para cada w; em €.
Se C € F entdo C(w;) € F, para todo wy € Q;. De fato,

€C:={C e F,C(w) € F>}
é o-algebra pois 3 x Qs € €,
(U3Z1Cn)wn1) =UgL 1 (Cr(w1)) e C%uwnr) = (C(w))*

Com efeito,
i)
(U;l.o=lcﬂ)(w1) = {(.:)2 € Q2 (U],UQ) € U?_—_]Cn}
= {w2 € N2;3no € IN com (w;,ws) € Cpy}
= Upli{w2 € Qy; (w1,w2) € Cp}
= Ucr?:l(cn(‘-‘-’l))
ii)

C°(w) {w2 € Qa5 (w1,w2) € C°}
{w2 € Qg5 (w1,w2) ¢ C}
Q2 \ {w2 € Q2;(w1,w2) € C}

= MU\ C(w) = (C(w))*

13



Além disso, se A € F; e B € Fq, entdo

B A
wemn={ 3, 2251

Logo, € contém os retangulos, e portanto ¥ C €. Mas, pela definicdo de €, temos € C F e
por conseguinte € = F. Vamos mostrar que se C € F entdo a funcao

wy € Ql — p(wl,C(wl))

é mensuréavel.
Seja

D ={C € F,w; € — p(w,C(w1)) é mensuravel}.
Se C = A x B é um retangulo, entdo

p(w1, C(w1)) '_‘{ ZE:;:@Bg: szezji ;ﬁ

Logo, u(wlac(wl)) = /"(wlr B)'IA(“)I)'
Mas 1,4 é mensurdvel, wy — u(w;, B) é mensurdvel por (2), e portanto a funcgio w;
p{w1,C(w)) € mensurdvel quando C é retangulo. Logo os retangulos estdo em D.

Se C; = A; x B, i = 1,...,n sdo retangulos mutuamente disjuntos entdo C;(w;) sao clara-
mente mutuamente disjuntos, e

p(wi, (UL Ci)(w1)) = p(wr, UL Ci(w1)) = ZI‘(WI’C:'(WI))

=1
Logo,
w1+ p(ws, (UL, Ci)(wr))

é mensuravel, e UL ; C; pertence a D. Portanto D contém a algebra Fy das unides finitas de
retangulos mutuamente dinjuntos.

Vamos mostrar que D é classe monétona. Neste caso, pelo Teorema da Classe Monétona
teremos D D a(Fg) = F, e teremos ainda, da defini¢ao de D, que D C F.

Logo, teremos D = T isto é, w1 € Q) — p(w1,C(wi)) é mensurdvel para todo C € F.
Resta-nos mostrar que D é classe mondétona.
Sejam (Cp)32, em D, C, 1 C. Entao, por i), temos

C,.(wl) 1 C(wl) (V w) € Q])
Logo, pelo Teorema 1.16,
(w1, C(wr)) = Jim pwi,Cn(wn)) (Vwi €y)

e p(wy,C(w1)) € entdao mensurével, pois é limite de fun¢des mensuraveis. Entao C € D.
Sejam (D)%, em D, D, { D. Entao

D,.(wl) J D(wl) (V wy € Q])

14



pois

{w2 € Qa5 w2 € Dp(wn) (V1 € N)}
{w2 € Qy; (w1,w2) € Dy (Vn € N)}
= {w2 € Q2; (w1, wa) € NZL; Dy} \
(NaZ1Dn)(w1) = D(w1)

Nz 1(Dn(wi))

It

Logo, como p(wi,.) € finita, temos pelo Teorema 1.16,
p(w1, D(w1)) = Tim p(w, D(wi)) (Y wr € )

e pu(wy, D(w)) € entdo mensurével, como limite de fungbes mensuraveis. Entao D € D,e D
é classe monétona.

Definamos

u(F) = /n w(wn, F@))dm (@), (F €5) (4)

Vamos provar que u é medida em JF.
Sejam Fiy, Fs,... mutuamente disjuntos em F. Entdo

WU, Fy) = /Q (w1, Uy Fa(wn))dp (o)

- / p(wr, Fnw1))dps (1)
o=y

1 n=

= ,;1/91 B(wr, Fo(wi))dps (1)

= Z #(Fn)
n=1

onde a troca da ordem dos simbolos de integral e de soma se deve ao Teorema da Convergéncia
Monétona.

Logo, u é medida (positiva).
Notemos que se 4; x Az € um retangulo em F temos

u(A; x A2) =/(; w(wy, A2)14, (w1)du; (wy) =/A B, Az)dp; (w)

e vale (3).
22 Caso Suponhamos que p(wi,.)u,en; ¢ uniformemente o-finita.
Podemos entao encontrar conjuntos (By)3%; mutuamente disjuntos em JF, tais que

92 = U:‘i__an e u(wl,Bn) < ky, <0

para quaisquer wj em {1y, n natural, com k, real para todo n.
Sejam
Un(w,.): Fo — R (VneNN)
B — I‘(wl ) Bn Bﬂ)
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Notemos que a imagem de v,{(w;,.) toma realmente apenas valores reais, e pelo 12 Caso
podemos definir

Up !

— R (VneN)
~ Jo, valws, C(wr))dpi (wr)

1

F
C
e portanto

va(C) = /n w(wr, C(wr) N Ba)dp (wn)

com v, sendo medida e

Un(Ay X Ag) = /A w(wr, Az N Bo)dus (1)
1

Definamos _
p: 3 — R
C w» T2, ()
Entao p é medida e
o0
p(A1 x Ag) = Y va(Ar x Ag)
n=1

oo

= Z‘/A p(wl,Aann)d#l(ul)
n=1 1

[ 3 e A2 B )

1n=1

- / p(w1, U1 (A2 N Bp))dpa (wn)

1

/ plun, A2)dp(wi) (VA €35, 1=1,2).
A,

onde, novamente, foi usado o Teorema da Convergéncia Mondtona na terceira igualdade. De
modo andlogo, temos:

WO = [ wor, Clodimten) (¥C e€3)
Notemos que p é o-finita. De fato, como u; é o-finita, temos
O =U32,Cp, com ui(Cr) <00 (VneN)

Logo
Q=M x Q2 =U37_1(Cn x Bm)

W(Cn x Bm) = / w(wr, Bom)dpis (1)

/ kmdp, (wl)
C’I
= kmp1(Cn) <00

IA

16



para todo m e n naturais.
Finalmente, se u; e p(w;,.) sdo todas medidas de probabilidade temos

WO x Q) = /n (wr, Q) dpss ()

/n Ldpi(wr)
pi1(fh) =1

i

Resta-nos provar a unicidade de p.
Se i1 é medida em ¥ tal que

B(A; x A2) =/ p(wi, A2)dpi(wr) (Y 4; €34, i=1,2)
A,

entdo i = p na algebra ¥y de todas as unides finitas de retangulos . Mas u é o-finita em .
Logo, pelo Teorema de Extensdo de Carathéodory, temos que u e i coincidem em o(Fp) = F.

O

2.4 Corolirio (Teorema da Medida Produto (Cléssica)) Sejam(Q;, F;, 11,) espagos medi-
dos e p; o-finitaem F;, 3 =1,2. Se 1 = H?=1 QeF=95 097, afuncio

u: F — R
F oo [ pa(F(w))dp (w1)

€ a unica medida sobre JF tal que
B(Ar x A2) = pi(A1).p2(42) (VA4 €35, j=1,2).

Além disso u é o-finita sobre F e serd medida de probabilidades se u; e pg o forem. Temos
ainda que

M(F)=/Q uz(F(wl))dm(wl)=/n p1(F(ws2))dpa(ws) (V F € ).

Demonstragao: Basta fazermos p(wi,.) = p2 para cada w; em (2;. Neste caso o Teorema anterior
nos garante que existe uma tinica medida g : ¥ — R tal que

(A1 x Ay) = /A wo(A)dp(wr) (Y A; €F5, §=1,2) (5)
a saber,
u(F) = /Q pa(Fn))du(wy) (v F € 9). (6)

Notemos que (5) nos d4
(A1 x Az) = p1(A1).p2(42) (VA; €75, j=12).

Pela unicidade de u, e trocando p; e p2 de posicao temos

u(F) = /Q pa(F(wr))dpa (wn) = /Q 11 (F (w2)) dsa (w2)

E comum usarmos a notagdo p = 1 @ ua.
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2.5 Observacao No Corolério anterior, se considerarmos o caso especial F; = J; = B(R), ) =
Q2 =R e p1 = p2 =medida de Lebesgue, entdo como pelo Teorema 2.2 B(RR) ® B(R) = B(R?)?,
temos que p; ® pa coincide com a medida de Lebesgue de IR? nos retangulos A x B onde A e B
sao intervalos. Logo, pelo Teorema da Extensio de Carathéodory, elas coincidem em B(IR?).

2.6 Teorema de Fubini Sob as hip6teses e notagoes do Teorema 2.3, seja f : (2,F) —
(IR, B(R)) mensurivel.

a) Se f é ndo negativa, entio fn, f(w1,.)du(wi,.) existe, define uma fungao mensuravel em relagio

ad,e
[ 1an= [ | ( / 2 Son, Ydu(en, ) ) doa )

b) Se [, fdu existe (respectivamente é finita) entdo [, f(wi,.)dp(ws,.) existe (respectivamente
é finita) para w; € 0 qtp-y;. Além disso, a fungao

w1 /Q f(or, ), )

é mensuravel se ela for definida como zero nos pontos onde a integral nao existe. Nestas
circunstancias,
Jau= [ ([ e duen, ) disen)
Q o, \Ja,

a) Para cada w; em € temos que f(w,.) : (2, %) — (R, B(R)) é mensurdvel. De fato, se
B € B(IR) temos

Demonstragao:

{w2 € Qy; f(w1,w2) € B}
{w2 € Qy; (wr,w2) € f71(B)}
S7U(B)(w1) € Fa

f(“)l’ ')_I(B)

Il

pois a secgdo de um elemento de ¥ é um elemento de F,.
Portanto, como f é nao negativa, temos que fm f(wy, . )du{w:,.) existe. Para C € F temos

[ et danten,) = [ Aoqundten, ) = uer, o) (1)
Qz 92

Logo, a aplicagdo
w € / lc(wl,.)du(wl,.) €R
Qg

é mensurével (pois wy — p(w;, C(w;)) é mensurdvel).

Além disso, por (7) temos

/ ledp = p(C)

o ,
[ len, Cnydps )
1931

1B(IR?) denota a o-4lgebra gerada pelos abertos da topologia natural de R?.
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Y

Se f ¢ uma fungao elementar (nao negativa), ou seja,

f@) =Y ajlg, (@; 20V ji=1,...,n)(C;NCk =0, j#k)

=1

entao a aplicagdo
w1 € Ny / fws, dp(wn,.)
Q2

€ mensuravel pois

/ﬂ2 flwr, Ydp(w, ) =ga,~ /‘;2 1c, (wr, - )dp(w, ).
Além disso,
/{;fdu = ga,-/nlcjdu
= jz:;aj /m (LQ 1, ((-U],.)du(u)],.)) dpty (wi)

A (f Fr, o, ) dis(on) (®)

Se f: (2,5) — (R, B(R)) é mensurével e nao negativa, existem pelo Teorema 1.24 (¢,)3%,
elementares tais que 0 < , 1 f.Por (8) e pelo Teorema de Convergéncia Monétona, temos

/ fdp = tim [ oud
Q Q

n—oc

= lim o, (/nn cp,,(wl,.)dp(wl,.)> dpi(w) 9)

n—oc

Mas ¢p(w,.) T f(w1,.). Logo, pelo Teorema de Convergéncia Monétona, temos

lim [ on(wr, Ydp(wr.) = / f(wr, (o, ) (10)
Qq [22}

n—o0

Temos ainda que [, @n(w1,.)du(wi,.) 1 [, flwr, )dp(w, ).
Logo, mais uma vez pelo Teorema da Convergéncia Monétona, temos

lim A (/nz Ynlwi, .)dp(wl,.)) dpy(wy) = /;)1 (lim /92 <pn(w1,.)dp(w1,.)) dpy(wr)

n—oo n—oo
(11)

Portanto, de (9), (10), (11) segue o resultado.

b) Suponhamos que [, fdu existe. Entao [, f1dp < 0o ou [, f-dp < co.
Suponhamos [, f_dp < co. De a) segue que

/01 (/{;2 f—(wl,.)du(wl,.)) dpa(w1) =/9f"d" < oo,
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Logo a aplicagao
w €0 H/ f—(w1, )du(wn, )
Qy

€ pj-integravel. Portanto esta aplicacao é finita pi-qtp. Entdo. a menos de um conjunto A
em 7, de medida p;(A) = 0, temos

/Q flen, Y, ) = /Q Fion, dduen, ) - /Q FARBLIEN

Para os pontos w; em A, definimos a integral acima como zero 2. Logo,

-/01 ( Q2 f(wl’.)d#(wl'l )) dul (CJ]) =
= / [ f4(wr,)dp(ws, ) —/ f*‘(kh,.)d/_l(wl,,)} duy (1)
Q; Q2 .

/Q] ( o, f+(w1,.)d#(w1,.)) duy(wi) — /S;l ( 5 f—(wl..)dp(ul,.)> dps (1)

/Qf+dﬂ—/nf—dﬂ=/9fdu

O caso [, fdu finito é andlogo.

]

2.7 Teorema de Fubini (Classico) Sejam 0 = []°_, 0, T = F, 2%, e p = iy @ p2, onde
(5,F,,u;), 3 = 1,2, sdo espagos medidos com medidas o-finitas. Se f: @ — IR é mensurével e
q fdu existe, entdo

| rau=[ | ( [ f(wh.)dug) i) = [ 2 ( A (.,wz)dm)duz(wz) (12)

Demonstragao: Basta fazermos
pw,)=p2  (Vwr €Qy)
em 2.6. Por simetria, também vale a segunda igualdade. u]

Os Teoremas da Medida Produto e 0 Teorema de Fubini podem ser estendidos para mais de
duas medidas, como veremos a seguir.

2.8 Teorema Sejam
i) (Qk,F«) espagos mensurdveis
ii) p; medida o-finita sobre J;
iii) p(wy,...w;,.) medidas sobre F;1; tais que as aplicagdes

(wiy...wj) — p((wr,...w;,B)

2Devemos ter este cuidado pois para pontos de A poderia ocorrer o< = an f+lwr, ddplwr,.) =

fn f—{w1,.)dp{w1,.) e teriamos uma expressdo sem sentido.
2
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v

sa0 F) ®@ ... ® F;-mensurdveis para cada Be ¥4, eje {1,....,n -1}

iv) pu(ws,...w;,.) uniformemente o-finita sobre ¥, para cada j € {1....,n — 1}.

Entao

a) Existe uma tinica medida u sobre 3 = 31 &...2 F, tal que para cada retangulo 4; x...x 4,
em J vale

p(A; x ... x 4,) =

/A] [/A?... [/A,.-] [/A,. du(wy,...wnp-y,.) du(ul,...urn_g..)] ] dﬂ(w1,~):| du

Neste caso p ¢ o-finita sobre J e serd uma medida de probabilidades se u; e as p(w;,...w;,.)
também forem medidas de probabilidades.
b) Se f: @ — IR, ndo-negativa for F-mensurével, onde Q = [[_, ;, entdo

[ 1au=
/01 [/92 [/ﬂ.._x [ o flwr,. . ywno1, Jdp(wr,. .oy wne1, ) dy(;.-;,,._.,wn_z,.)} J du(ul,.)} duy

c) Se [, fdu existe (respectivamente, é finita), entdo vale a igualdade do item b) no sentido
que, paracadaj =n—1,n—2,..., aintegral com respeito a u(wi,...,w,..) existe (respectivamente
é finita), exceto num subconjunto de £; x ... x ; de medida A; nula (onde A; é definido como
em (13)). Nesses conjuntos de medida nula, definimos as respectivas integrais como zero.

Demonstragao: (s Teoremas anteriores nos garantem que o Teorema vale para n = 2. Vamos
demonstrar o resultado por indugao. Suporemos primeiramente, que a) e b) valem para n — 1
fatores, e provaremos que valem para n fatores. Logo, por hipdtese, existe uma tnica medida A, _;
sobre 3, ® ... ® F,_1, o-finita e tal que

/\n—l(A1X~--><An—1)=/A {/A [/A du(w;,...,wﬂ_g,.)}...:ldu(wl,.)]dpla (13)

paratodo Ajem F;, 5 =1,....n~1
Pelo caso n = 2 existe uma Unica medida *

(.. 5..0)eF, —mR

tal que
ﬂ(A X An) = / ﬂ(“-}]v . 7wn—1x‘4n)d)‘n—l(wls ceowino1)
A
ou ainda
u(A x An) = / lA(wl,...,un_l)p(ul,...,wn_l,An)d)‘n_](qu,‘..,wn_l) (14)
Q] X...XQ,._]

SeAfordaforma A=A x.. xA,_1€F1 Q... F,_1, entdo
1a(wi,. - ywne1) = 1a(w1) ... 14, (Wn-1) (15)

Logo, de (14),(15) e da hipétese de inducdo em b) temos

3 O leitor deve notar que fA , dp(wr, ... ywno2,.) = plwr,-..,Wn—2, Ap-1)

4Também deve ser abservado que 1 ® ... @ Fn = (F1 ® ... ® Fn-1) ® Fp.Fste resultado se deve ao Teorema
2.2
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--awn-laAn)dAn—l(wl-,-~’wn—l)

I
5~
x
X
o
1

et

b

3

<
£

/ / H Wiy Wty An)dp(Wr,y - Wy ) || dplen, ) | di
Q2

L,
= /A [42.../An_]p(wl,...,wn_l,An)du(wl,...,w,,-g,.)]..]dp(ul,,)]dpl

L
~

- /A /A/— [/ du(wrs e 1,.)]d/,¢(w1,.. e 2,.)}...]@(“,,,.)]@,

Portanto tal medida u existe sobre ¥; @ ... ® F,,, mas devemos perceber que a unicidade
afirmada em a) ainda nao foi demonstrada.

Para mostrar a unicidade de i vamos mostrar que ela € o-finita sobre a dlgebra das unides finitas
de retangulos mutuamente disjuntos, pois neste caso o0 Teorema da Extensao de Carathéodory nos
garante a unicidade.

Temos
QO =Ups 145k, J=1,...,n, com plwi,...,wj—1,4k) S ajx <00 e pui(Ax) < o < 00,
para todo
(wl,...,wj_l) €N x...x% Qj_l, (]ZQ,H)
Entao
Q—':QlX...XQn‘—'Uoo ’’’’’ in _1(A1,1XA2,2 ..XAn,'")
com

[J(A],'] X ... X Ani,,) =

/A {/Az [/A B wne Ani Jdu(w ....,wn_g,.)jl...:ldp(w]’.)}d'ul

(n=1)in—1

< aiqy-..0ni, <00
e segue o resultado a).

Para demonstrar b) notemos que u construida acima é tnica e é determinada por A,—; e
u(wy,...,wn-1,.). Pelo caso n = 2, e pelo Teorema 2.6a) temos

/fdp:/ (/ f(u.)l,...,wn-l,.)d;t(wl,...,wn_l,.)> A1 (w1, s wney)
Q Q1 X...Xnr 0,

Pela hipétese de inducao temos

/Qfdpz/ol (/02...(/(;nf(wl,...,wn_l,.)du(wl,...,wn_l,.))...) dp(wl,.)) dus.

Demonstracao de c)
Suponhamos que c¢) vale para n — 1 fatores e provemos que vale para n fatores.
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Suponhamos que [, fdu existe. Entao

/ f+du < x  ou / f-du < oo.
0 Q

Admitamos, sem perda de generalidade, que fn f-du <00. Do caso n = 2 segue que

/ (/ f._(wl,...,un_l,.)du(wl,...,wn_l,.)) d/\n_l(u)x,‘..,wn_l):
Q1 x... Xy Qn

=/Qf_dp<oo

Portanto a aplicacdo
(wlv""wﬂ—]) e Ql X...X Qﬂ—l H/ f—(wlv"-awﬂ——l,.)du(wl""1wn—ls')
22%

é An—j-integravel, e, por conseguinte, € finita A,_j-qtp. Entao, a menos de um conjunto A em
¥ ®...8 3,1 de medida nula, temos

/f(wh'--7wn—l,.)d;u(wlv'"’wn—lv'):

Qn
/Qf+(w1,---,wn-l..)du(wl-.---,wn—l,-)—/ f-(wr, . wna)du(er, . wneay )
n Qn

Para os pontos de A definimos a integral como zero.
Logo,

/ (/ f(“)la"'vwﬂ—]'l )dﬂ(wla"'iwﬂ—lr )) dAﬂ ](W],.- wn 1)
Q1 XooXQp g
= / (/ f+ .,w,,_l,.)dp(wl,...,wn_l,.)) d)\n-l(wl,...,w,,-l)
Q1 x... %X

_/ (/ f—(w]s'--awn—ls')du(w11"'swn—li')) dAﬂ—l(wli'-')wﬂ“l)
Q1 X...XQno Qn

Au@—LLW=AMu

Portanto segue o resultado se utilizarmos a hipétese de indugao.

(W]

Temos dois Corolarios imediatos dos resultados anteriores, a saber:
2.9 Corolsrio Sejam (2;,3;,u,) espagos medidos e u; medidas o-finitas, j = 1,....,n. Se
Q =]l 0 e F = @L,T;, existe uma unica medida sobre F tal que, para cada retangulo

Ay x ... x A, em JF, vale
B(AL X ... x Ap) = p1(Ar1)...pn(An)

Além disso, u é o-finita e serd medida de probabilidades se u1, ..., u, forem medidas de proba-
bilidades. Usaremos a notacao = u; @ ... @ U, OU gt = @F 1, € denominaremos p de medida
produto.

2.10 Coroldrio Sejam (Q;,F;, ;) espagos medidos, p; medidas o-finitas, j = 1,...,ne Q1 =
H?:l Qi’ ¥F= ®t"l=lg""
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i) Se f:Q — R é T-mensuravel, nao negativa, entao

/nfdu=/ﬂlm< A f(wl,...,w-n_l,.)dun).A.dul

_ \
ii) Se f:Q — R ¢ F-mensurdvel e tal que fn fdu existe {respectivamente, é finita) entao

/Qfdu=jm...(/nnf(wl,...,un_l,.>dun) - dy,

no mesmo sentido de 2.8 (c).
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Capitulo 3

Variaveis Aleatdrias

3.1 Definicao Sejam (2, U, P) um espaco de probabilidades e (2/,U’) um espaco mensuravel.
Uma fungao mensurdvel X : (Q,U, P) — (',U’) é denominada ('.U')-varidvel aleatéria, ou
simplesmente, varidvel aleatdria.

Se Q' =R e U’ = B, dizemos que X é uma varidvel aleatdria real Se Q' = R e U' = B,
dizemos que X é uma varidvel aleatéria numérica.

3.2 Definigao Seja X : (0, U, P) — (', U’) uma variavel aleatéria. Entdo a funcao

Px: U — [0,1]
A =  Px(A)=P(X7(4))

¢ uma medida de probabilidade em (', U’) (verifique!) e é denominada distribuicdo em X (com
respeito ¢ P). A medida Px é as vezes denotada por X (P).

3.3 Definicao Uma familia de varidveis aleatdrias reais (X;)ier,
X;: (Q,U,P) — (Q',U) (Viel)
é identicamente distribuida se Px, = Px, para todos 7,5 em I.

3.4 Definicao Seja X : (,U. P) — (IR, B) variavel aleatéria numérica. Se X é pelo menos
quase-integravel, entao

Ep(X) = /Q XdP

¢ denominada esperancga de X. Quando nao houver possibilidades de duvidas, escreveremos E(X)
em lugar de Ep(X).

3.5 Teorema Seja f' : (2',U') — R uma fungdo mensuravel, nao negativa, e seja X :
(Q,U, P) — (Q',U’) uma variavel aleatéria. Entdo

'"dPx = "o Xd
[ piape= [ foxap M

Demonstragao: Como f’ e X sio mensurdveis, temos f’o X mensuravel. Além disso, como f' é
nao negativa, temos f' o X nao negativa. Portanto a integral no lado direito de (1) pertence a IR.
Primeiramente, suponhamos f' funcao elementar, isto é,

n
f! =Za,-l,4'/ (a; € Ry, A € u,i=1...,n)
=1
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Entao

floX = ZCHIA,: (Ai = ‘X_I(Ai'))
=1

Como por definicao
Px(A])=P(X"Y(A))) =P(4) (Vi=1,...n)

temos que (1) é valida, pois

'dP =/ a,-l dP
9lf X Z a/dPx

il
el
(o)
>
o
ug

Se f' é nao negativa, mensuravel, escolhemos, pelo Teorema 1.24 (u,)3% ; elementares, tais que

OSuan'-
Logo,
/ f'dPx :sup/ u,dPx =sup/ up 0 XdP (2)
Q n Ja: n Jo
Mas,upe Xt floX
Portanto,
sup/unonPx=/f’onP (3)
n Q Q

pelo Teorema da Convergéncia Monétona. Logo, de (2) e (3) temos:

f'dPy :/ 7o XdP
Q' Q

3.6 Corolario (Teorema da Transformacao para Integrais) Sejam f': (Q/,U') — (R, B)
uma aplicacdo mensurdvel e X : (Q,U, P) — (Q',U’) uma varidvel aleatéria. Entao f' é Px-
integrdvel (Px-quase-integravel) se e somente se f' ¢ X é P-integrdvel ( P-quase-integravel). Além
disso, nessas circunstancias,

['dPx =/ f'oXdP
Q Q
Demonstragao: Sabemos que f' = f{ — f! com f] >0, f! >0, a saber

f-{l- = Sup{fl,O} € f—’ = —inf{f’,O}

Pelo Teorema anterior segue

f;dpx=/f+'onP e fldPx =/f_’onP
Q Q Q! Q
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E facil ver que
(floX)y=f1oX e (floX)_=f"0oX

Portanto,

A‘f;dPAv =/nf+'o,\'dP=/Q(f'oX)+dP

/ f_'dPx=/f_’0XdP=/(f’oX)_dP
o Q Q
Logo,

/Q'f'dPx = /Q’fidpx—/nlf_'dl’x
/Q(f’oX)erP—/s;(f'oX)_dP

/f’onP
Q

3.7 Observagoes

¢ Pelo Teorema 3.5 e Corolério 3.6 temos que se X : (Q,U,P) — (IR, B) é uma varidvel
aleatériae f : R — R é uma funcao mensurdvel, pelo menos Py -quase-integravel (pensando
em f: (R, B, Px) — (IR, B) como varidvel aleatdria), entao:

Ep(f) = /R fdPx

/fonP
Q
Ep(fo X)

I

e Se X : (2,U,P) — (R, B) é uma varidvel aleatéria, pelo menos P-quase-integravel, segue
do Coroléario 3.6 que

Ep(X) = / zdPx (1)
R
3.8 Definicao Seja X : (Q,U, P) — (IR, B) varidvel aleatoria integravel. Dizemos que
V(X) = E((X - E(X)]?)

é a varidncia de X.
Veja que

V(X) /Q(X — E(X))2dP

/ X?-2XE(X)+ E(X)*dP
Q

/QdeP—QE(X)/QXdP-F/QE(X)"’dP

= E(X?)-2E(X)E(X)+ E(X)’P(Q)
E(X?) - E(X)?
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3.9 Teorema Seja X : (Q,U,P) — (R, B) varidvel aleatéria. Entao X ¢ quadrado integravel
se e somente se X ¢ integravel e V(X) < oc.

Observagao: Uma fungao f: (2, U, u) — IR é dita ser quadrado integravel se [ |f|?°duy < cc. O
conjunto de todas as funcdes f : (2, U, u) — IR quadrado integraveis é um espago vetorial, devido
a Desigualdade de Minkowski. Denotamos tal espac¢o vetorial por LQ(y). !

Para demonstrar o Teorema, demonstraremos antes o seguinte Lema:

3.10 Lema Seja (2, U, P) um espago medido, com medida finita u, € seja f uma fun¢ao mensurével
numérica, definida em . Se 1 < p’ < p < oo entao

(f :f|"'du)’+ <(/ Ift"du)%(ﬂ(ﬂ))'_l’_

Como conseqiiéncia, temos

|

Jispan<oo= [17p'du < oo
Q Q

Demonstracao: Se p = p', a demonstragao é imediata. Suponhamos, portanto, p’ < p. Temos

Lura = [
| [aser ] ([ dy} (4)

onder = £ > 1es é1tal que :— + % = 1 e a desigualdade em (4) é aplicagao da Desigualdade de
Holder.
Logo,

It

IA

P < | [ Q7P dp)  (w(@))'~
frans|for el

(f lflp’du)#’ < (/Quwdp)ﬁ”_’r. [m(m)"%’r
([ 1)

< ( / 1f|”dﬂ>% (uay)F

Demonstragao do Teorema: Se X é quadrado integravel, entao, pelo Lema anterior, temos
que [, |X|dP < oc. Portanto

e portanto

e finalmente

‘J__,

=]

/X++X_dP<oc, /X+dP<oo e /X_dP<oo
Q Q Q

Logo, X ¢€ integrdvel. Além disso
V(X) = E(X?) - E(X)* <

Reciprocamente, se X € integravel e V(X) < oo temos

/(X - E(X))?dP =V(X) < o0
Q
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e X — E(X) é quadrado integrdvel. Logo,

X = (X - E(X))+ E(X)e L¥YP)
pois E(X) € L(P).
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Capitulo 4

Independéncia

4.1 Definigao Seja (Q, U, P) um espaco de probabilidades. Uma familia (A;);e; de eventos de
U é dita independente (relativa a P) se, para todo subconjunto finito ndo vazio {i1,...,i,} C I,

tivermos
P(A;,N...NA; )= P(A;)...P(A;,)

4.2 Definicao Seja (§2, U, P) um espaco de probabilidades. Seja (F;);e; uma familia de conjuntos
3F; C U. Esta familia é dita independente (relativa a P) se, para todo subconjunto finito nao vazio
{i1,..-,in} C I e para toda escolha de eventos 4;, C F;, (v =1,...,n), valer

P(Ai,N...NA;)=P(A;)... P(4;,)

Notemos que, se cada F; for igual a {A;}, entdo as definigdes 4.1 e 4.2 sdo equivalentes. Q) leitor
deve perceber que, se (F;)ie; € uma familia de conjuntos F; C U, independente, e se (A ;)ies € tal
que O ; C F; para todo i em I, entdo a familia (A ;);c; também é independente. Qutro resultado
imediato é que uma familia (;);e; é independente se, e somente se. cada subfamilia finita for
independente.

4.3 Teorema Sejam (2, U, P) um espago de probabilidades e (¥;);c; uma familia independente
de subconjuntos F; C U. Entao a familia (D(F;))ies é independente.

Demonstragao: Como (F;)ie; € independente se, e somente se, cada subfamilia finita de (F;)¢;
é independente, podemos admitir, sem perda de generalidade, que I é finito.
Seja 1 fixo, arbitrario, em I, e seja

Ds, := {E € U; (U ;)ies é independente}
onde
a..=4 Fi sseiFio
T {E} , sei=1g

para todo i € I. Mostraremos que D,;, é um sistema de Dynkin. Notemos que:

i) Q € D;, pois, para qualquer escolha de indices {i1,...,in} € I\ {io} e qualquer escolha de
eventos A;, em J; , temos:

P(A;, N...NA, NQ) = P(A4, N...NA4;) = [] P(A;) = P(Ai,) ... P(A;,).P()

i=1
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ii) Se E,F pertencem a D;, e F C E entao E \ F estd em D,,.

De fato, para qualquer escolha de indices {i1,...,in} C I'\ {io} e qualquer escolha de eventos
A;, em F, . temos

P(A;, N...NA; N(E\F)) P((A, N...N A NE)\ (4, N...NA; NF)) "
P((A;, N...N A NE)) - P((4;, N...N A NF))
P(E). H};l P(A;,) — P(F). ﬂ;’zl P{A;)
(P(E) - P(F)).TT}-1 P(4,)
P(E\ F).P(A,,).....P(4)

ili) Se F € Dy, entao F°¢ € D;;. Com efeito, basta tomar E = Q em ii).

iv) Sejam (E;)j<, eventos dois a dois disjuntos em D;,. Entdo UZ, E; € Dy, .

De fato, para qualquer escolha de indices {i1,...,i,} C I\ {40}, e qualquer escolha de-eventos
A, em 3, temos:
P(A;, N...NA;, N(UELE)) = PUE,(4; N...NA;, NE;))

= Y P(4;,N...04;, NE))

= Y P(Ay).....P(A:,).P(E))
=1

= p_(Aﬁ) ..... P(A;,).P(U%, E;j)

Logo, D;, é sistema de Dynkin.
De acordo com a construgéo de D;,, temos que a familia (By)ics, com
{ 3',', se 1 9‘-‘ io
IB,' = . .
Dy, s€1 =1g

é independente.
Como D(F;,) C D, (pois D;, é sistema de Dynkin e contém JF; ), temos que (€Ciier €

independente, com
e. = 3,‘, se 1 75 Zo
' ’D(gic)! se 1 =g
Fazendo 1¢ variar em I e usando o mesmo argumento um numero finito de vezes, temos que
(D(Fi))ies ¢ independente. I
O

4.4 Corolério Seja (Q,U, P) um espago de probabilidades. Seja (J;)ie; uma familia indepen-
dente de conjuntos, F; C U, tais que F; é N-estdvel para cada i € I. Entao a familia (¢(F;))ies €
independente.

Demonstragao: Imediata, pois pelo teorema 1.6, como J; é N-estavel, temos D(F;) = o(F,), e
pelo teorema anterior, (D(F;))ier é independente. - O

4.5 Corolério Seja (Q,U, P) um espago de probabilidades. Seja (J;)ie; uma famﬂla indepen-
dente de conjuntos, F; C U, e seja (I;)jes tal que UjesI; = I com os I; mutuamerte disjuntos.
Entao, se U; = 0(Uies; F;), a familia (U;);es é independente. : :
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Demonstracao: Para cada 7 € J seja

g1 E;, Nn...NE; :{i1,...1n} € subconjunto finito. arbitrdrio,de I; e
1T E, sao elementos arbitrarios de J,,

Vamos mostrar que (J;);¢, € independente.

Sejam ji,...,jn € J € Aj,,..., A, em F| ... 5 respectivamente. Entdo
Ay =Ey,N..NEy.,, A,=Eyun...NEy., ..., A, =E_0..NnE,.,
Logo,
P(A;,n...NA4;) = P(Ey,,n...NE, JN(EyN..NE, J)N...0(E;,,N...NE; ))

= P(Ei,).....P(Ey, ).P(Eq,).....P(Ey.,).... P(Ei,,).....P(Ei,..)
= P(Aj).....P(4;)

Além disso, cada (ff]'-) jeJ éN-estavel, pois cada F; é N-estdvel. Portanto, pelo Corolario anterior,

(0(F,));es é independente. Mas o(3;) = Uj, e portanto segue o resultado.
DO

4.6 Definicao Seja (2,U, P) um espaco de probabilidades. Seja (U,)nen uma seqiiéncia de
o-algebras U, C U e seja
jn = U(U;.T?:nu'n)

A o-dlgebra de eventos terminais da seqiiéncia (Un)nen € a o-dlgebra J,, definida por
Joo := N34T

4.7 Teorema (Lei Zero-Um de Kolmogorov) Seja (2,U, P) um espago de probabilidades
e seja (Up)nen uma seqiiéncia independente de o-édlgebras U, € U. Entdo, para todo evento A
pertencente & o-dlgebra de eventos terminais da seqiiéncia (Un)nen, temos P(A) = 0 ou P(A4) = 1.

Demonstragao: Seja A € I e seja
D={De€eU; P(AnD) = P(A).P(D)}
Basta mostrarmos que A € D. Com efeito, neste caso
P(A) = P(AN A) = P(A).P(A)

e portanto P(A) =0ou P(A) = 1.
Notemos que D é um sistema de Dynkin. De fato,

i) Q€ D pois P(ANQ) = P(4) = P(A).P(Q)
ii) Se E,F € D, F C E, entéo

P(AN(E\F)) = P((ANE)\(ANF))
P(ANE)- P(ANF)
P(A).P(E) — P(A).P(F)
P(A).[P(E) - P(F).
= P(A).P(E\F)

e portanto E\ F € D. Logo, se D € D, temos D¢ € D.
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ili) Se (D,)2., sao elementos de D dois a dois disjuntos, entao

n=1
P(ANUX,D,) = PUX,(ANDy))

= P(A). 3 P(Dn)
n=1

= P(A).P(U;Z,D,)

e conseqiientemente U~ , D, € D.
Logo, D é sistema de Dynkin.
Pelo Coroldrio 4.5, as duas o-dlgebras (para n fixo, arbitrério)

Jar1 =0(U_, i Um) e Rp=0(UiU...UU,)
sao independentes. Logo, para todo D em R,,,
P(AND) = P(A).P(D)
pois, como A pertence a J,, temos que A pertence a J,4;. Portanto R, C D, e

Ro:=Uj2, R, CD

(1)

Note que a seqiiéncia (R, )2, é obviamente crescente. Logo, se E, F pertencem a Rg, entao
existe ng € IN tal que E, F pertencem a Ry,,. Portanto E N F pertence a R, €, com maior

razdo, E N F pertence a Ry, e Ry € N-estdvel. Logo, pelo teorema 1.6, temos

0(Ro) = D(Ro)
Como D é sistema de Dynkin, a equagao (1) nos fornece
D(Ro) CD
e de (2) e (3) temos
o(Ro) C D

Como cada Uy, estd contido em Ry, entao cada J, estd contido em o(Ry), e

Joc C 0(Ro).

Logo, de (4) e (5) segue que Joo C D, e A € D.

(2)

(3)

]

4.8 Definigao Seja (2,U) um espago mensurdvel. Seja ainda (A,)3%, uma seqiiéncia de ele-

mentos de U. () conjunto

A=N2, Ux_An=(A1UAU..)N(AUAU..)N(A3UAU..)N...

¢ denominado limite superior da seqiiéncia (A,)3, e é denotado por lim sup,,_,,, An.
E facil ver que limsup,,_, ., An = {w € Q; w € A; para infinitos indices i }.
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4.9 Coroléario Seja (2,U, P) um espaco de probabilidades e seja (4,)%; uma seqiiéncia de
eventos independentes em U. Entdo P(limsup, . An) =0o0u 1.

Demonstragao: Sejam U, = o0({A,}). Pelo Coroldrio 4.4 temos que a seqiiéncia (U,)>; é
independente. Sejam ainda J, conforme a notagao de 4.6 e Qn := Uz _ . Am.
Fixe ng em IN. E claro que

QﬂosQno+lv- .. € jnc

Logo,
limsup Ay := N7, Upiop Am = N5, U

m=n
n—ok

X Am = N2 Qn € Tng.

Como ng € arbitrario, temos

limsup 4, € 7, (Vv neN)

n—o
ou ainda
limsup A, € T

n—ooc

e pela Lei Zero-Um de Kolmogorov segue o resultado.

4.10 Lema Seja (A¢)5S; uma seqiiéncia de eventos num espaco de probabilidades (Q2, U, P), tal
que P(Ax) = 1 para todo k € N. Entao P(NZ,Ax) = 1.

Demonstragao: Basta vermos que

PINRe, A) = PUURE, AD)°)
= 1- P(UE, A))

oG
> 1= P(45)
k=1

b

4.11 Teorema (Lema de Borel-Cantelli) Seja (4,)%, uma seqiiéncia de eventos em um
espago de probabilidades (2, U, P) e seja A = limsup,,_,,. 4,. Entao

o0
Y P(An) <o = P(4)=0 (6)
n=1

e, se {A,)3%, é independente, temos

X P(An) <0 & P(A)=0 .
{Z:o:IP(An)':OO & PA)=1 (7)

34



Demonstragao: Note que A C UX_ A, para todo n em IN. Logo,
o
P(4) < P(Ux_,Am) < Y P(Am) (¥ neNN,
m=n

Como 37 _ | P(Anm) < o, entdo, dado & > 0, existe N, € N tal que 3 _, P(4n) < ¢ Logo,
P(A) <e, e, como E > 0 é arbitrério, temos P(A) = 0 e segue (6).

Para provarmos (7), basta provarmos que, se Y ., P(4,) = x, entdo P(A) = 1, pois o
restante sera conseqiéncia imediata deste resultado e de (6).

Vamos provar entdo que P(A) = 1 quando ) ._, P(A,) = oc. Para isto, serd suficiente
mostrarmos que P(US  Ax) = 1 para todo n em IN, devido ao lema 4.10.

Seja,para cada n, B, = U, Ax. Logo, Uk+’"Ak estd contido em B, para todo m, e

Bf C (UPEM Ag)S = NPtm Ay (8)
Entao, para todo m, temos
n+m n+m
1- P(B,) = P(BS) < P(nidmAp) = [] P(4ag) = JT (1- P(Ax) (9)
k=n

onde a desigualdade se deve a (8) e a peniltima igualdade é conseqiiéncia da independéncia dos
eventos (Se (Ap)nen € independente, entdo (0(An))nen € independente e (AS ) nen também).
Notequese0<r<l,entiol -z <e ", poissexr =1 é trivial, ese 0 < z < 1 temos

=1 z 'Ts-k"':4 z > 1
e = —I+-§T—'3—! ZT_§+ 21—z
Entao, para todo m,
n+m n+m n4m P(AL)
1-P(B,) < [ (1-P(4n) < H e Plan) = b=

k=n

Portanto, fazendo m — oc, temos 1 — P{B,) < 0 e portanto P(B,) = 1
O

4.12 Coroldrio Se uma seqiéncia (Ap)nen de eventos em um espaco de probabilidades
(2, U, P) tem uma subseqiiéncia independente (Ap,)ken tal que Y po, P(An,) = oo entdo
P(limsup,,o 4n) = 1.

Demonstragao: Basta percebermos que lim sup;_, . An, C limsup,_, . An.

4.13 Definigoes Sejam ) um conjunto, (Q;,U;)ie; uma familia de espacos mensurdveis e
T: : O — Q; aplicagdes, com 7 € I. A o-dlgebra U = o(U;e; T '(U;)) é claramente a menor
o-algebra com respeito a qual cada 7; é U — U; mensurdvel. Denotaremos esta o-algebra por
o(T;; 1 € I) e a denominaremos o-dlgebra gerada pelas aplicagées T;.

Se I = {1,...,n} denotaremos tal o-algebra por o(Th,...,T,). Para n = 1 é 6bvio que
o(Th) = Ty ' (W).

Uma familia (X;);e; de varidveis aleatdrias

X{Z(Q,U,P)—}(Q,',ui) (V’LEI)

é independente se a familia (0(X;))ics € independente.
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4.14 Teorema Seja (X;)_; uma familia finita de varidveis aleatérias
X,»:(ﬂ,U,P)———)(Q,-.U,-) (V1:l,n)

e seja R, N-estdvel com §; € R; e o(R;) = U, para todo ¢. A familia (X;)[_, é independente se e

somente se \

PN, X[ Y(R)) = H P(X7'(R) (VRieR,) (10)

=1
Demonstragao: Seja C; := {Xfl(R,-); R; € R;}. Temos
o(X;) = X7 (W) = X7 (0(R)) = o(X7 (Ry)) = 0(€5) (11)

onde a terceira igualdade se deve a Proposigao 1.11.
Note que cada C; é N-estdvel e contém {2, pois
i) A,BeC = (3R.SieR)A=X"(R:),B=X1(S))
= ANB=X'R NS
= ANBeC

ii) Q € €; pois 0 = X71(Q;).

Seja I = {1,...,n}.

Por (11), pelo fato de cada €; ser N-estdvel e pelo Corolério 4.4, concluimos que (o(X;))ier €
independente se, e somente se, (€;);c é independente.Basta mostrarmos que (€;);e¢s € independente
se, e somente se, vale (10). Vamos provar que

n
PN, X7 (R:) = [T P(XTH(R)) (Y Ri € Ri) = (€)1, é independente
1=1
pois a implicacao reciproca € imediata.
Sejam X !'(Ry,),.... X (Ry) em Cy,,...,€,, respectivamente. Entdo, em I\ {ry,... 7%},
escolhemos Q@ = X 1(Q) e

P(Ns_, X (R,,)) P((M5_, X7 (Re) N (Njengr or} D))

k
[HP(nL]X;;‘(Rr,))J.[ II P(m}
j=1

je€N{r1,..., ri}

k
= [I P X (R)
=1

e portanto (C;)iL, é independente.

4.15 Teorema Seja {X,);e; uma familia independente de varidveis aleatérias
Xi:(QU,P) — (Q;,U;) (Vre)

e sejam
Vi (W) — (Q,U)  (VieT)

aplicagdes mensuraveis. Entao (Y; o X;)ier é independente.
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Demonstragao: Basta vermos que
o(Yio X;) {(YieXy)"H(A'): A e U]}

= {X7NHAN): A e )}

{X7YB): BelU;}=0(X;)

N

4.16 Definicao Dadas as varidveis aleatérias

Xi (QUP) — (U) (Vi=1,....n)

definimos
Y=X1®...8 Xn: (QU,P) — (], 2% @1, Usi)

por
Y(w) = (X1(w), ..., Xn(w)).

Notemos que Y é uma variavel aleatéria, pois se A; x ... x A, é um retangulo em @:_, U;,
temos
YA x ... x Ap) = X7 (A NN XN (Ap) €U

Denotaremos a distribuigdo de Y por
Py = Px,p..0x.
e denominaremos Py de distribuigdo conjunta de X,,..., X,,.
4.17 Teorema Sejam as varidveis aleatérias
X (U P) — (2,U) (Yi=1,...,n).
Temos que (X)L, ¢ independente se e somente se

Px,e..@x., = Px, ... @ Px,

Demonstragao: Temos que se 4; X ... X A, ¢ um retangulo qualquer em ®:‘=, U, entdo
Py(A1 x...x Ay) = P(Y7 (A1 x ... x 4,)) = P(NL, X1 (A)) (12)
Além disso, pelo Corolério 2.9, temos
Py =Px, &...& Px, © Py(A; x...x Ay) = Px,(41)... Px, (4n) (13)

Logo, de (12) (13)
Py =Px, @...®@ Px, & P(N, X7 (A) = [[ P(X71(A4) (YAi€Usi=1,...,n)
=1

e, pelo Teorema 4.14 (com R; = U;), segue o resultado.

4.18 Teorema Dadas as variiveis aleatdrias reais independentes
X;:(QU,P) — (R,B) (Vi=1,...,n),

entao
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i=1

i) Se todos X; sao nao negativos ou se todos X; sdo integréveis, entao E([]_, X;) = o E(X).
ii) Se H?:x X; € integravel e nenhum X; se anula quase sempre, entdo cada X; € integravel.

Demonstragao:

\

Y=X1¢..0Xn,: (QUP) — (R ®.,B)
W = (X (w),..., Xn(Ww))

i) Sejam

fr B",®-,B) — (R,B)
(Wi,...,wn) = fwre... wnl

Temos que f e Y sao mensurédveis e f oY é mensuravel, ndo negativa. Temos ainda

E(IEX.-[) - /QondP

fdPy
Rn

il
S,
=
3
3
B
7
&
®

..... wn |dPx, (wn)] ... dPx, (wy)

( /R |w1|dPx,(w1))...( /R |wn|dpxn(un)) =i1:2[1E(|X,-|) (14)

onde na segunda, terceira e quarta igualdades foram usados respectivamente o Teorema das
Transformagdes para integrais, o Teorema 4.17 e o Corolério 2.10 (Teorema de Fubini Classico
para n fatores).

I
:n\:v
T

£

Entao se cada X; € ndo negativa, (14) nos fornece o resultado. Se cada X; é integréavel entao
cada | X;| é integravel, e (14) nos diz que |X; ... X,| € integravel, e portanto X;... X, é
integrdvel, e entdo podemos fazer 0 mesmo procedimento com f'(wy,...,wn) = wy..... Wn
no lugar de f, obtendo o resultado. O

ii) Se [1, X; ¢ integravel temos

n

) =[] E1x:) (15)

i=1

oo > B( [T x:) = B(I] 1%

i=1

Como nenhuma X; é quase sempre zero, temos E(|X;|) > 0 para todo i (por 1.32(iv)) e
conseqiientemente por (15) temos E{|X;|) < oc para todo i. Logo cada X; é integrdvel. O

4.19 Defini¢ao Duas varidveis aleatérias reais integréveis X e Y,
XY : (Q,U,P) — (R,B)
sao ditas ndo correlacionadas se E(X.Y) = E(X).E(Y)

O teorema anterior nos garante que duas varidveis aleatérias reais integraveis independentes
sao nao correlacionadas.

38



4.20 Teorema (Igualdade de Bienaymé) Sejam
X, (QUP)— (R.B) (Vi=1,...,n)

variaveis aleatérias reais, integraveis, duas a duas nao correlacionadas. Entao

v Xy =) V(X
i=1 i=1

Demonstragao: Como V(X) = V(X - E(X)) para toda varidvel aleatdria real X, e como
S(X - E(Xy) =Y (X:) = E(3I_, X)), basta provarmos que:

1% <‘i(x ) ZV " — E(X;))
i=1

Além disso, é facil ver que as varidveis aleatérias YV; = X; — E(X;), com ¢ =1,...,n sdo ainda
duas a duas nao correlacionadas, pois

E(Y:Y;) = E(Xi- E(X:)(X; - E(X;)))
= E(X.X, - Xi.E(X;) - X;.E(X;)) + E(X,).E(X;))
= E(X;X;)- E(X;).E(X,) - E(X;).E(X;) + E(X;).E(X;)

=0
= E(X;- E(X{)).E(X; - E(X;))
E(Y:).E(Y;)

Vamos dividir a demonstragao em dois casos:

12 Caso: S:= 3| | Y; é quadrado integravel.

Entao
Z Y.Y; +ZY2
1,j=1
i#]

e

V(S) = E(S?) - E(S)? = E(§?%)

= Z}y+ZY?

i,7=1

1#7

- B = znjEu'f)
=1 =

= Y (E(Y7) - E(Y; ZV(Y

i=1

V(Z Vi)

22 Caso: S := Y., Y; ndo é quadrado integrével.
Entao V(S) = E(5?%) — E(5)? = E(§%) = c0. Logo,
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< = V(S
= E(S?)

= (/ s2dP)}

1]
_ 2 v
= (/Q|;Y.| dP)
n L )
E([Q ViPdP)
= > VV()

i=1

IA

onde a desigualdade é conseqiiéncia da Desigualdade de Minkowski.
Portanto V(Y;) = oo para algum i € {1,2,...,n}, e segue o resultado.
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Capitulo 5

Produto Infinito de Medidas

5.1 Definicao Seja I # § um conjunto de indices e seja (;, U;, P;) um espago de probabilidades,
para cada i € I. Para todo K C I definimos

Ok = [ U = {(w)iex;wi € A}

i€k
Os elementos de Qx serao denotados por wgk. Para cada J C K, a aplicagao

projk . Qx — Qy (1)

serd a projecdo natural de 1k em Q.

e Se K = I em (1) usaremos a notagao proj;.
e Se .J = {i} em (1) usaremos a notagao projX.
e Se.J ={i} e K =1 em (1) usaremos a notagdo proj;.

Notemos que se .J C K C L C I, entdo

projk = proj¥ o projk (2)
De fato,
proj X (projg (widier) = proj) (wi)ick
(wi)ies

proji ((wi)ierL)

Seja F = F(J) o conjunto de todos 0s subconjuntos finitos nao vazios de I. Para todo .J € J,

definimos
Uy := ®u,‘ e Pj:= ® F; 3)
i€J ieJ
A o-dlgebra produto das o-dlgebras U;, para i € I, que denotaremos por Up = @,;.; Ui, é a
menor o-lgebra em Q) = [],.; Q; para a qual cada aplicagao projecdo proj; € Uy — U; mensurével,
1 € I. Temos entao que

Uo = @ Ui = o(proji,i € 1)
i€l
Devemos notar que se I é finito, esta defini¢do coincide com a definicao 2.1. Como a teoria
de produto finito de medidas ja foi desenvolvida no Capitulo 2, neste capitulo, I serd sempre um
conjunto infinito de indices.
Todas as notagdes de 5.1 serdo mantidas até o fim do capitulo.

' Mais rigorosamente Qg = {wi : K — Ujex Qk;wk (i) € O (Vi€ K)}.
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5.2 Proposigao Uy = o(proj;;.J € F), onde estd subentendido que a o-4lgebra de subconjuntos
de Q) 6 Uy = @y Us.

Demonstragao: Devemos mostrar que o(proji;i € I) = o(proj;:.J € F). Basta mostrarmos que
o(projs;J € F) C o(proj;;i € I) pois a outra inclusao é imediata.
Sejam Q = [];c; i, J ={41,....dn} eprojs : 1 — Q;, x .. xQ;

Temos que
projy : (2 U) — (H?:l Qj-’®ieJ ;)
w — (projj] (W),---,pTOjJ,,(’-J))
Seja A1 x ... x Ap um retangulo qualquer em @), ; U;. Temos
projy  (Ay x ... x Ap) = proj;; (A1) N...Nproj; ' (Aa) € Uo

pois cada proj;, ¢ Up — U;, mensurdvel. Portanto, pelo Teorema 1.9, projs ¢ U — @, Ui
mensuravel e o resultado segue.
a

5.3 Proposicao Se J,K € Fe.J C K entdao proj¥ : Ok, @iex Ui) — (01, Qics Ui) €
mensuravel.

Demonstragao: Seja [],.; 4i um retangulo em ,.; U;. Temos
(roj3 ) ([[ 40 = T] A/
i€J i€k
onde A/ = A;sei€Je Al =, sei€ K\.J. Portanto
14 e @
i€K i€K

e projf € mensuravel. 7 D

Nas circunstancias da proposi¢ao anterior temos que
projf : (k@) Ui, Px) — (2, @Q Us)
i€K ieJ
é uma variavel aleatéria.

5.4 Proposigao Se J, K € F e .J C K entdo proj¥(Px) = P, isto é, a distribuigao da variavel
aleatéria proj¥ é a medida P;.

Demonstragao: Seja [];.; Ai um retangulo em ), ; U;. Temos

projf (Pk)([T 4) = Pr((roif) (] A1)
i€J i€J
= Px(]] 4D
icK
= [l Pad
i€EK
= [[ R4
ieJ
= Pi(I] 49

i€J
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onde A =A;sei€Je Al =Q;sei€ K\
Pelo Corolario 2.9 concluimos que proj¥ (Px) = P;. o

Seguindo ainda as notagées de 5.1, definiremos para cada J € J,
‘ €; =projz' (Uy).
€, ¢ claramente uma o-4lgebra, e é denominada o-dlgebra dos .J-cilindros.
5.5 Proposicao Se .J, K € Fe.J C K entdao €; C €.

Demonstragao: Como projX é mensurdvel,
(projf)™'(Us) C Uk (4)

Temos ainda, por (2)
projs = proj)f o projx

Logo,
projy (Us) = projg* ((projs ) ™" (Us)) C €k

onde a iltima inclusdo se deve a (4).
O

O conjunto € := U, 5€, € o conjunto de todos 0s possiveis .J-cilindros e a proposigao seguinte
mostra que € é uma algebra.

5.6 Proposicao C é dlgebra.
Demonstragao: Basta vermos que

i) Se Z1,Z, € Centdao Z; U Z, € €.

De fato, existem J;,.J; € JF tais que Z; € C,, e Z3 € €Cy,. Logo, pela Proposicao 5.5,
Zy € €0, € Z3 € €y,uy,. Portanto Z; U Zp € €,04,, € a fortiori, Z; U Z; € C.

ii) Q=[l,c,; Q€€
Claro, pois 2 € €; para todo J € F (pois cada €, ¢ o-dlgebra em Q).

iii) Se Z € € entdo Z¢ € €.
Com efeito, se Z € € entao existe .J € F tal que Z € €;. Logo Z° € €, e por conseguinte
ZceC.

O

5.7 Objetivo Nés queremos definir em Uy uma medida de probabilidades P tal que

Piroj; ([T 4)) = [I P(4) (Y TeF)(V Aiely)

i€J i€t

isto é, queremos que
projs(P)=P; (VJE€T)

Vamos definir a aplicagao Pp : € — [0, 1] por

Py(proj;'(A)) = Pi(4A) (VJeF)(Y AelUy).
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Primeiramente devemos provar que tal definigao é consistente, isto é, se

Z = proj;'(A) = proji'(B), com JJKe€J e A€ Uy, Be€ Uk

entao
\ P;(A) = Px(B).

Suponhamos entao que vale (5). Vamos considerar dois casos

12 Caso: JC K
Por (2) temos proj; = proj¥X o projk. Logo,

projy ' (A) = projx’ ((projf)~'(A))

e entao
proji’ (B) = projx ((projf )~ (A))

Logo, como toda projegao é sobrejetiva, segue

B = (proji)~' (4)
Pela Proposi¢do 5.4 temos
proj} (Px)(A) = Ps(A)
€ por conseguinte
Px (projj' )7} (4)) = Ps(A).
De (6) e (7) segue
Pk (B) = F;(A).
2¢ Caso: .J e K arbitrarios em J.
Seja L=.JUK. Como JC Le K C L, existe C € Uy tal que

proj;* (C) = proj;'(A) = proji' (B).2

Logo, pelo 12 Caso,
{PL(C) = Pj(A)
PL(C) = Pk(B)

e entao

P;(A) = Px(B).

(8)

(6)

(7

Concluimos que a definicdo de Py é consistente. A préxima proposicdo garante que Pp ¢

o-aditiva.

5.8 Proposigao F, é o-aditiva.

Demonstragao: Vamos mostrar inicialmente que Py é uma medida finitamente aditiva. Temos

Py() = Po(proj;'(8)) = Ps(#) =0
Além disso, se Y, Z € € e sao disjuntos, existe K € JF tal que

Y = projg'(A), Z =projg'(B)

2De fato, como J C I, temos €, C €L e portanto proj; ' (A) € CL. Por conseguinte existe C € Uy tal que

projp ' (C) = projy ' (A).
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com A, B € Ug. Como Y e Z sao disjuntos e como a projecao é sobrejetiva, temos A e B disjuntos.

Logo,
Y U Z = projz' (A)Uprojg' (B) = projg' (AU B)
e
P(YUZ) = Py(projix'(AUB))
= Px(AUB)

Pk (A) + Px(B)
= P(Y)+ R(Z).

Portanto é finitamente aditiva.
Paracada Z € €,.7 € F e wy € 1y definamos

Z%7 = {w € Q;(wy,projpg(w)) € Z}

Vamos mostrar que Z*” ¢ um cilindro e que
Ro(2)= [ Po(2")dPs(ws)
Qy
De fato, como Z € €, existem K € F, K 2.J e A € Uk tais que

Z = projg’ (A)

Logo
Po(Z) = Po(proji' (A)) = Pk (A).

Seja
Aw., = {w' (S QK\J;(U_],QJI) € A}

a seccao de A em wy. Como

Q=0 xQg\y e Ug =U; @ Uk,

(8)

(9)

onde a segunda igualdade se deve ao Teorema 2.2, temos pela demonstracao do Teorema 2.3 que

Au, € U\
Notemos que
weZ & (wr,projini(w)) € Z
& projk(ws,projns(w)) € A
& (wy,projr\s(w)) € A
& projr\s(w) € Ay,
& weE proj}_(l\J(AUJ)
Portanto
Zv) — proj;i‘; (Aw.i)
e Z¥ é um K\ J cilindro por (10) e (11).
Temos de (8)
Ro(2) = Pe(4) = [ Prvs(Au,)dPr(es)
2y

(10)

(1)

(12)

onde a segunda igualdade é devida a (9), ao fato de Px = Pk\; ® Py, e ao Teorema da Medida

Produto na forma Cléssica.
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Por (11) temos
Po(Z47) = Po(projx, ;(Au,)) = Pr\s(Au,) (13)

e de (12) e (13) segue que
Ro(2) = /Q Ro(2*7)dP; (w)) (14)

Pelo Teorema 1.19(ii), como F, é finitamente aditiva, para provarmos que Py é o-aditiva, basta
provarmos que
Zn, €CVneN),Z, 10 = nler;o P(z,) =0 (15)

Para provarmos (15) é suficiente mostrarmos que, se (Z,)3, é uma seqiiéncia decrescente de
cilindros com limy,_,0 Po(Z,) # 0, entdo N, Z, # 0 3.

Seja a =inf Po(zn) = limp 400 Po(Zn) > 0.

Temos Z, = proj; (An),Jn € F, A, € Uy,, para cada n € N. Como €, C €k para todo
J C K, podemos sempre escolher .J; ;.Ig g .

Notemos que, para cada n € IN,

fay: 9 — [0,1)
wa, — PO(Z;‘:J’)

(16)
é mensuravel, pois, por (11),
Zﬁh _—:proj;"l\‘]](Anwh) e PQ(Z:-H) = PJ"\‘I‘(A"“’Jx)

e Py \J, (A"w,) é mensuravel em relacao a Uy,, pela demonstracao do Teorema do Produto de

Medidas (2.3).
Seja, para cadan € IN,

Qn = {wn € R(Zn") 2 %}

_ a
= ?]])([—, +OOD € UJ,

n( 2
Temos
a < FRi(Z,)
= / Ro(Z27)dPy, (wi,)
Q4

- /Q g, FolZR" AP (1) 4 / R(Z2")dPs, (o)

S 3Pn(@s\Qn) + 1P, (@Qr)

< 5+Pn(Qd)
Logo,

a
Ph@)25 (¥nem) an
Como (Z,)%2., é decrescente, temos (Qn)S%, decrescente. Com efeito, para cadan € N,

Zn+1 C Zn = 2,33 C Zn™ (18)

3Como Zn € uma seqiiéncia decrescente de cilindros, temos que (Pp(7%n))S%, ¢ uma seqiiéncia decrescente de
nimeros reais positivos.Portanto negar que lim Pg(Z,) = 0 é afirmar que lim Po(7Zn) # 0, pois nio ¢ passivel que o

limite nao exista.
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[03 wJy Qa
PO(Z:ill)Zg’:}PO( n )_>_'2‘

Portanto
wi, € Qny1 = wy, €Qn

Qnt+1 C Qn.

P;, é medida (de probabilidades). Se tivéssemos Qn { @ entdo teriamos limp_, o P, (@Qn) =0
(absurdo por (17)). Logo, N%2,Qn # 0 .
Seja wy, € NS ;Qn. Entdo, pela Definicao de @, temos

Py(Z5) > % >0 (VneN) (19)

Definamos a

Q= {wi\u, € QJz\JﬁPo((an’)“”’\“) > 73}

[ V)

Procedendo analogamente a (16), temos que Q,, € Uy, €
% < PRy(ZE)
= / Po((Zn”*)“ 7\ YAP s\ g, (wy\5)
Q00

= / Po((Zf:Jl )«..v.lz\-h)dp.],‘,\‘]1 (wJQ\_],) + / Po((Zle)WJz\Jl)dPJQ\Jl (wJQ\_],)
(Qa0,)\Q ;

n n

(03 v
< 7P @ \Q,) + 1Py (Q,) (VneN).

Portanto a ]
PJ:\J} (Q;) 2 5’ (V ne ]N) (20)

Em (18) vemos que (Z5™! % 1 € decrescente. Logo, Q,, é decrescente, e se fosse Q. | @
terfamos limp o0 Py,\g, (@n) = 0 (absurdo por (20)). Portanto NgY;Q;, # @, e por conseguinte
existe wy,\J, € N9, Q,, com

R((Z25Pmn) 2§ (Ynel) (21)
Seja wy, = (04,,W ,\0,) € Qg,. Temos
(Za")P02\n = 237 (22)

Com efeito,

DJq
n

{w € X (@y,,projns, (W) € Zn}
{w € 05 (0g,, @\, Progn\g, (W) € Zn}

(Z;_::Jl )‘7’-’2\-’1

I

Logo, de (21) e (22) segue
R(Zi) 25 (YneN)

P"'o]jf (“7-72) =Wy,
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Por indugao temos que, para todo k € IN, existem wy, € S}, e @y, ,, € §,,,, tais que
o o’ g1 N .
PO(Z:J.)Z 5; >0 e pro]}:+1(w15+1)=w.h (vnel\)

Logo existe wp € Q, com projy, (wo) = wy, para todo k € N. Como
\

(VneN)(VkeN)

a

Poy(Zn™) 2

temos, em particular, Z&m # @ para todo n € IN. Logo existem &, € ( tais que

(@7,,projng, (@n)) € Z, (YneN) (23)
Temos
Zn = projy! (An) = {w € Q;projy, (w) € An} (VneNN) (24)
Mas de (23) e (24)
projs, (@, ,projng, (@n)) € An  (VneN) (25)
ou ainda
wy, € A (Vn eN).
Por (24)
wo € Zn (V n € N),
isto é

n:oleﬂ # @

Podemos agora, enunciar o seguinte Teorema.

5.9 Teorema Na o-élgebra Uy = ®i€ T U; eiciste exatamente uma medida P tal que, para cada
JeF,
projj(P) = P;.

Isto é, existe exatamente uma medida P tal que, para cada .J € F, a distribuicao de cada variavel
aleatéria
p"OjJ : (HQHu'OaP) — (QJ,UJ)
i€l
¢é a medida produto Pj.

Demonstragao: A Proposicao 5.8 garante que P, : € — [0,1] é uma medida o-aditiva na édlgebra
c.
Além disso
Po(proj;'(A)) = Py(A) (VI eF(VYAely)

Pelo Teorema da Extensao de Carathéodory, existe uma dinica medida P em o(€) = Up que
estende Py. Como P estende Py temos

P(proj;'(A) = Ps(4)  (VJETF)(VAelUy)

e P é claramente medida de probabilidades, como extensdo de uma medida de probabilidades.
a

A medida P ¢é denominada medida produto das medidas P;.
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Capitulo‘ 6

Uma Caracterizacao
Topologicamente Independente da
Medida de Lebesgue em [0, 1]

Seja (2, @, P) um espago de probabilidades, onde @ = {0,1,...,g -1}, @& = P(Q) e P(4) = %4
para todo A € (L, onde g € N\ {1} ¢ fixo.
Sejam QN = QA x A x...,D=Q:, Q;, com O; = (L para todo i, e 4 a medida produto em

i=

D.
Definimos
= ()2, » V)=37 7,977

Notemos que ¥ relaciona de modo natural um elemento de ™ com um nimero real de {0, 1].
Vamos mostrar que ha uma forte relagio entre as o-algebras D em Q2N e B em [0, 1], e também
entre a medida produto u e a medida de Lebesgue A. Mais especificamente, mostraremos que:

. n—ésima
(i) ¥(D)=0(¥(€))=B,onde C={Ax0Ax...x A xOx...:nelN,4Aeq }.
(ii) ¥ ¢é uma varidvel aleatéria e sua distribui¢ao é a medida de Lebesgue, isto é, se A € B, entao
p(271(A)) = MA).
(iii) Paratodo B C QN tal que ¥(B) = A € B temos B € D e u(¥~!(A)) = u(B). Logo, por (ii)
temos A(A) = u(B).

Para tornar a demonstracio mais intuitiva, nos restringiremos ao caso g = 10. O leitor
perceberd que nao hé diferenga alguma entre este caso e os casos g # 10. Portanto, nas demonstragoes
a seguir, sempre que usarmos a notacao x = 0, a:1azas . . ., estard implicito que z = Z;’il a;1077,
a; € O ={0,1,...,9}. As vezes usaremos também a notagéo = = 0, (a;)(az)(as) ... em algumas
situagdes, para evitar confusdes. Além disso, quando nos referirmos a fungao ¥, estaremos tratando

da fungao em (1) com g = 10. Todas as notagdes do comego deste capitulo serdo mantidas até seu
fim.

6.1 Proposicao A aplicagao
9. (N, Dp) — (0,1, 0(2(€))

oo
= (z;)2, ~ V(@)= ijm—i
=1
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é uma varidvel aleatéria’.

Demonstragao: Como resultados auxiliares veremos seis afirmagoes . Antes, perceba que D =
o(€) pela definigao da o-4gebra produto.

AFIRMACAO 1 Qualquer “ponto”p = {(a;)2,} pertence a D.
De fato
p={(a)Z,} =N, Ax0x...xAx{a;} xAx...) €D

AFIRMACAO 2 Qualquer conjunto A enumerével ou finito, isto é,
A=Ujen{(aij)2,} ou A=Uj_,{(a;;)Z,}
pertence a D. Além disso, u(A) = 0.

Com efeito, a primeira parte da afirmagao é conseqiiéncia imediata da Afirmagao 1 e do fato
de D ser g-dlgebra. Também ¢é facil ver que u(A) = 0 pois, se p = {(a;)2;}, entdo

p={ar1} xOx0Ox..)N({a} x{a} x AxOx...)N({a1} x{ar} x{az} xAxqx...)N...

e
1

#(p)znl—iilalc,u({al} X ...x{an} X2 x Qx ...)=n1_i£1;1—0—n =0
Logo, u(A) = 0 pela ¢-aditividade.
AFIRMACAO 3 Seja f X — Y uma aplicagio qualquer, onde X e Y sdo conjuntos quaisquer.
Seja B C X. Entao f~Y(f(B)) = BU D, onde

D, ={a€ X\ B:3be B, f(a) = f(b)}.

De fato, ¢ claro que BU D; C f~!(f(B)). Reciprocamente, se z € f~'(f(B)) e z ¢ B, entdo
existe y € B tal que f(y) = f(z) e portanto z € D;. Logo, f~!(f(B)) ¢ BU D,.
O leitor deve perceber ainda que o conjunto D definido por

D={a€ X;3be X,b#a, f(a) = f(b)}
é tal que D, C D.

AFIRMACAO 4 Se
D={acON;3b€ N b#a ¥(b) = ¥(a)),

entdo D = ¥~!(C), com

C={z€l01;IneNcomz=Y z;1077, z; €{0,...,9}(¥ji=1,...,n)}

=1

Demonstragio da afirmacio 4: Sejaa € OV, a € D. Entao existeb € ¥, com b # a e ¥(b) = ¥(a).
Vamos mostrar que a,b € ¥~(C).
Temos a = (a;)72; € b = (b;)52,- Como a # b, existe j € N tal que a; # b;. Seja jo o menor
desses indices j. Sem perda de generalidade podemos supor b;, > a,,. Temos
¥(a)
{ ¥(b)

0,0.1(12 e B Qo1 - - -
0,b1b ... bjghjg41 ...

"Note que a priori ¥ e ¥ 86 diferem pela o-4gebra do contra-domfnio. Veremos posteriormente que B = (o(¥(€)))
e conseqiientemente W e V¥ serio rigarosamente iguais.
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coma; = b; paratodoi=1,...,j5 — 1.
Notemos que

J(a) =9 « Z%:Z%

j=1 1=1
- - —
DR DT
J=10 1=Jo
bjo — ajo a; — b
10% j=jo+1 1
Logo, se ¥(a) = ¥(b), temos
bjo — Gj, ad a; — bj > 9 1
—_——— — < —_— -
1070 Z 100~ E 107 1000 3
j=jo+1 j=jo+1
e
bjo = ajo +1 (4)
Portanto de (2),(3) e (4), temos que, se ¥(a) = ¥(b), entdo
i 9 1
e 105
bJ' — Qj,
1040
- i a; — b;
- £ 107
J=jo+1
e por conseguinte
f: 9-(aj =bj) _,
& 109 ’
J=jo+1

Portanto, 9 — (a; — b;) = 0 para todo j > jo, ou seja, a; =9 e b; = 0 para todo j > jo. Logo,

Ba) = 0,(ar)--(a)(9)O) ...
0,(a1)...(aj +1)

ac ¥ ({0,(a1)...(aj + 1)}) c ¥71(C).
Logo D C ¥~}(C). _ )
Reciprocamente, se a € $~1(C), entdao a € ¥~1({0,z1...2,}), z, # 0. Logo,

¥(a) = 0,212 ...Tn.
Se a = (1,%2,-..,%0,0,0,...) tome b = (z1,72,...,25 — 1,9,9,...) para obter ¥(a) = ¥(b).

Se a # (z1,%2,...,%4,0,0,...) tome b = (z1,23,...,2,0,0,...) para ter ¥(a) = ¥(b).
Logo, a € D. Portanto ¥~!(C) C D e segue que D = ¥—}(C).

Seguindo a notagio da afirmacéo 4, temos:
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AFIRMACAO 5 Se a € D entao existe um unico b € OF, com b # a, tal que ¥(b) = ¥(a) (Em
outras palavras, se um nimero real em ]0,1] tem duas decomposi¢oes decimais distintas, elas sao
as Unicas possiveis).

Demonstragao: Suponha a # b, a,b € QN tais que ¥(b) = ¥(a). Seja c € QN tal que ¥(c) =
¥(a) = ¥(b). Seja n o menor indice tal que a,, # b, e suponha b,, > a,,. Sabemos, da demonstragao
da afirmagio 4, que

a=(a,as,...,0p-1,61,9,9,...), an # 9,

b= (a1,a2,...,84-1,a6, +1,0,0,...)

Se ¢ # a, seja jo o menor indice tal que ¢j, # aj,
12 Caso: c¢j, > aj,
Entao, pela demonstrac¢io da afirmagao 4, temos

¢ = (a1, a2,...,8j,-1,85 + 1,0,0,...)
Como ¥(c) = ¥(a) temos
0,(a1)(a2) .. . (ajo—1)(aj, +1) =0,(a1)(az) ... (as){(9)(9)...
Vamos mostrar que n = jo, isto é, ¢ = b. De fato,

a Gjo-1 | Gjp+1 _a; Gn_i an +1
ottt T e 10T T 1o Y T1om

e se jo # n, por exemplo, jo < n, temos

aj, +1 — Gio Qjo+1 + + Gn—1 an +1
104¢ 105~ 10d0t1 ~ 77 7 1Qn-1 107
¢ 1 +1 1
_ Gjp+1 an—13 Qn
105 = Toiedt +...+ Ton1 + o < Tom ( absurdo)
Logo jo = n e portanto ¢ = b.
22 Caso: Cjo < Q4
Entao, pela demonstragido da afirmagéao 4, temos
c= (01,(12,. <y Qhg—1, Q5 — 1)9197~ )
Como ¥(c) = ¥(a) temos
0, (G]) . (ajo_l)(ajo - 1)(9)(9) o= 0, (a,) R (a,._l)(a,, + 1)
ou ainda

0,(a1) -.-(ajo-1)(aj) = 0,(a1) ... (an-1)(an +1)
0 que é impossivel, pois
aj a;

* Sejo <n,entdo ff+...+ g =+ g+ + 5 + SE (absurdo)

e Sejo=n,entdo P +...+ 4% =% +... + 4t (absurdo)

10" 10"
; 2~ 81 Qn-1 a 89 _ o83 Gn—1 az+1
oSeJo>n,entaolo+...+-l-()T:r+l—0% ...+'13?€—10+...++1—0';7r+"1“6§"
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1 _ Gnh Qo 1
1on ~Torm Tt e Sqgr (B

Logo, o segundo caso néo ocorre, e entdo, se ¢ # a é tal que ¥(c) = ¥(a) = ¥(b), temos ¢ = b.
Isso demonstra a afirmagao.

0
\

Agora, estamos aptos a concluir que ¥ é varidvel aleatéria. Seja A € ¥(€). Entdao A =
POXAXx..xAxBxAx..)=¥0xAx...x 2 x BxQx...). Logo, pela afirmagio 3,
temos:

1A =(Ax0x...xAxBx0Ax...)UD, (5)

com
D = (@)1 F(Ax ... xQAxBxQx...) El(bj);";le(_ﬂx...xQx—BxQx...)}
“{ tal que ¥((a;)321) = B((6))321)

Com a notacao da afirmagao 4, temos D; C D = ¥~!(C),onde C é obviamente enumeravel.
Como a afirmagido 5 nos diz que a imagem inversa de cada elemento de C tem exatamente dois
elementos, concluimos que D ¢é enumerdvel, e,com maior razéo, D, é enumerdvel. Logo, pela
afirmacao 2, temos:

AFIRMACAOQ 6 D € D, D é enumersvel, e paratodo D' € D temos D' € D e u(D') = p(D) = 0.

Logo, da afirmacao 6 e de (5), ¥~!(A4) € D e por conseguinte ¥ é mensuravel (por 1.9).
]

Neste capitulo as letras C e D sempre designarao os respectivos conjuntos definidos na afirmagao
4, e Dy, Ds,... serao subconjuntos de D.

6.2 Proposigao o(¥(C)) = B.

Demonstragao: Lembremos que B = o([a,b],a < b, a,b € [0,1]). Como resultados auxiliares
seguem as duas afirmacoes a seguir:

k—ésima

AFIRMAGAO 7 Se By = (0 xQx ... x0Ox Ar xQx...) entao ¥(NF_, Bx) = Np_, ¥(By).
De fato,

U(Np_1Br) = P(A1 x ... x A, x O xN..)=
= {z€[0,1;z=0,2yz2..., comz; € A;,j=1,...,n}

{z€[0,1];2=0,1y2..., comy; € A;}N...N{z €[0,1};z=0,41y2..., com y, € Ap}
= n;‘:lw(Bk)‘

Observe que em geral ¥(AN B) # ¥(A) N ¥(B). Com efeito, se A = {(0,9,9,9,9,...)} e
B =1{(1,0,0,...)} temos ¥(ANB) =0 e ¥(A)N¥(B) = {1071}

o n-—ésima
AFIRMACAO 8 SeC'={Ox 0 x ... x Ox {a}m xQ x...;n €N, a€ N} entdo o(¥(C')) =
o(¥(C)).
Com efeito, é claro que a(¥(€")) C o(¥(€)). Além disso,

BeUP(€)=>B = POxOx...xOAxAx0x...)
Usea(xQx...xQx {a} xOx...) € a(¥(C),
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e entio ¥(€) C o(¥(€") e finalmente o(¥(€)) C o(¥(€')), completando a demonstragao da
afirmacgao.

Para a demonstracao da proposi¢io 6.2 e em demonstragbes futuras, usaremos as seguintes
- 1
notagdes , onde novamente Q = {0,...,9} e o, f €

{>a}={z€Qz>a} {pa,<B}={zeQzr>aexz<p}
{<a}={ze Mz <a} {a,<B}={z€eVz>aez <P}
{Za}={z€Qz2>a} {a,<p}={zeUz>aez < p}
{a}={z €Nz <a} {Pa,<B}={zeXz>aex <P}

Sejam a = 3772, @;1077 e b= 32, b;1077, (a;,b; € ), (¥ j € N)
Notemos que

[a,b] =n;.:__nc+1[0,01 ...ano .--anOOO..., O,bl ...bno..-bnggg...]

onde ng é o menor indice tal que an, # by,
Vamos mostrar que

[0,a1...ang-..ap000. .., 0,b...bn,...5,999...] € o(¥(C))

paratodon € N\ {1,...,n0}.
De fato,
[0,81...Gng...0n000..., O,bs...bn,...52999..]=

= ¥({a1} x {a2} x ... x {ap;—1} X {> @ng, < b} x A x ...)
UB(Uk—not1({a1} x {a2} x ... x {ak—1} x {>ax} x 2 x ...)
UP({a1} x {a2} x ... x {as} x 2 x...)
UB(UR_ o1 ({01} x {b2} x ..o {br—1} x {< b} xQ..))
UP({b1} x {b2} x ... x {bp} x O x Q2 x...)

e cada W(A; x A2 X ... x A x 2 x Q x ...) pertence a o(¥(C)).Para vermos isso,observe que

(Al xAg x ... XA xOx0x..)=
= (A xOxOx..)NAxAxAx..)N..NOAXAX...xAX A xQxQx...).

Se definirmos
Jj—ésima
B =Qx0x...x0x A; xQxQx..) (Vjie{l,...,n}),

entio

(A x Ag X ... xApx0Qx..) = \II(O;LIBJ-)
= N5, ¥(B;) € o(¥(€)).

Logo, [a,b] ¢ interse¢ao enumeréavel de unides finitas de elementos de o(¥(€)), e conseqiiente-
mente pertence a o(¥(€)).Portanto B C o(¥(€)).
Resta-nos provar que o(¥(€)) C B. Pela afirmacio 8 basta provar que o(¥(€')) C B.

n—ésima

Seja A € ¥(€'). Logo, A=¥(B),B=(QxOx...x0x {c} x0Q..)
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ou seja, A é unido finita de intervalos. Logo, 4 € B.
Portanto ¥(€') C B e o(¥(€')) C B, completando a demonstragao da proposigao 6.2.
Concluimos que o(¥(C)) =B e ¥ = V.

6.3 Proposigao ¥(D) é o-4lgebra.

Demonstragao: Primeiro vemos que [0,1] € ¥(D) pois (devido a sobrejetividade de ¥) [0,1] =
¥(QN). Além disso, se ¥(An) € ¥(D) com A, € D para todo n € N entdo UL, ¥(A,) € ¥(D)
pois

U2, ¥ (4n) = $(U2, A,) € ¥(D)

Resta-nos provar que
W(A) € ¥(D) com A € D= P(A) € ¥(D)

Seja D como na afirmagao 4. J4 vimos que D € D. Entdo temos
YeV(A)  ©ydV(A)=>Tzd Ajy=9(z) =2y € P(A9)
Logo,
P(A) C $(A9) (6)

Vamos mostrar que
V(A%) C ¥(A) U¥(D)

De fato,
YyeEV(A)=>3z€ A, y=¥(z) =

N y€¥(D), seexistexr’'€ Atal que ¥(z') =1y 7 .
y € ¥(A)°, sendo existe z' € A tal que ¥(z') =y, ™

Logo, ¥(A°) C ¥(A)°U ¥(D).
Portanto de (6) e de (7) temos

T(A)° C P(A°) C (A UT(D)
e entdo
V(A°) = ¥(A)°VU¥(D;) (3 Dy C DY (8)

Pela afirmacio 6, D, € D. Além disso, note que que Ds pode ser escolhido de modo que ¥(D,) N
W(A) =0 . Entao
T(A)° = ¥(A°) \ ¥(D2) (9)

Para concluir que ¥(A)¢ € ¥(D) consideramos a seguinte afirmagao:

AFIRMACAO 9 Seja f: X — Y uma funcdo qualquer e A C X, B C X. Entao f(A) \ f(B) =
F(AN\ (£ (B)))-

2RBasta tomar Dy = {z € D, ¥(x) g ¥(A)° e ¥(z) € V(A°)}
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De fato, se y € f(A\ f~(f(B))) entao y = f(z) com z € A\ f~(f(B)) . Assim, z €
Ae f(z) & f(B). Logo, f(z) € f(A) e f(z) € f(B). Portanto y = f(z) € f(A) \ f(B) e
f(AN\ f7Y(f(B))) C f(A)\ f(B).

Reciprocamente, se y € f(A)\ f(B) entaoy = f(zo), zo € Aey & f(B). Logo,y = f(z0), o €
A e f(zo) & f(B), donde y = f(z0), 2o € Ae 2o & f~'(f(B)). Portanto y € f(A\ f~}(f(B))),
isto é, f(A)\ f(B) C f(A\ f1(f(B))).

Voltando a proposi¢ao 6.3 temos, por (9) e pela afirmagio 9, que
(A)° = P(A°)\ ¥(Dg) = ¥(A°\ ¥ (¥(Dy)))

Mas, A° € De ¥~ (¥(D;)) = D, U D3 para D3 = {a € QN \ D;:3 b € D, tal que ¥(a) =
W(b)}, devido a afirmagao 3. Além disso, D3 C D e pela afirmagao 6 temos D3 € D. Logo,
A\ U~ 1(¥(D,)) € D e ¥(A)° € ¥(D). Portanto ¥(D) é o-algebra.

0

6.4 Proposicao R = {4 € D;¥(A) € o(¥(C))} ¢ o-4lgebra.
Demonstragao: Basta observarmos que

i) AecR=2AeR
De fato,
A€ R= T(A) € a(¥(C)) = T(A) € 6(¥(E)),

e por (8) existe D, C D tal que ¥(A°) = ¥(A)°U¥(D;). Como D, é (no maximo) enumerivel
temos que ¥(D;) é (no maximo) enumerdvel. Logo, ¥(D;) € B = ¢(¥(€)). Portanto
P(A°) € o(¥(C)) e por conseguinte A¢ € R.

ii) (A, € R)(VneN)=UZ (4,) €R
Claro, pois ¥ (U2, A,) =UX,¥(A,) € o(P(C))

n=1

iii) QN € R pois T(ON) = [0,1] € o(¥(€)).

6.5 Proposigao ¥(D) = o(¥(C))

Demonstragao: E claro que ¢(¥(€)) € ¥(D). Como R é o-lgebra e € C R temos 0(€) C R,
isto é, D C R. Logo, pela definicdo de R, temos ¥(D) C a(P(€)), e segue o resultado. m]

6.6 Proposicao A distribuicdo da varidvel aleatéria ¥ é a medida de Lebesgue.

Demonstragao: Seja ji a distribuigao da variavel aleatdria ¥ e seja A a medida de Lebesgue em B.
Para mostrarmos que fi € A coincidem em B, basta mostrarmos que elas coincidem nos intervalos
de [0, 1] pois neste caso coincidirdo na algebra U das unides finitas de intervalos disjuntos, e pelo
Teorema da Extensao de Carathéodory, coincidirdo em B = o(U).

Notemos ainda que

J={z€[0,1;3meN tal quez:Zx,-.le, com0<z; <9 (Vj=1,...,m)}
i=1

¢ denso em [0,1]. Logo, ¢ suficiente mostrarmos que ji e A coincidem nos intervalos {a, b] de [0, 1]
com a,b e J.
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Sejaentao I = [0,0102 .o.Gn, 0,b1bs... bn]s.
Seja no o menor indice tal que an, # b,,. Entao

M) =

(bno

- aﬂo)lo—no + (bno+1 - aﬂo+1)10—(nc+l) +...+ (bn - a,,)lO"‘

Notemos que ¥(A) = I, onde

A

u(A)

({ar1} x {a2} X ... X {@ng—1} X {> Gng, < b} x N x...)
UUb—no+1({ar} x {a2} x ... x {ax—1} X {>ae} x 2 x ...)
U({a1} x {a2} x ... x{an} x 2 x...)

U(UE— o1 ({1} x {bo} x ... x {be1} x {< b} x Q..))
U({b1} x {b2} x ... x {bs} x {0} x {0} x...)

1 US| 1 2L b
m(bﬂo—aﬂo—l)"’ Z -ﬁ(g—ak)+10"+ z Io—k+0

1 1 Gy
ot 2 TR0 “’°)+ nt Z '1'07 ~ Tomo

k=ng+1 k=ng+1
n

k=ng-+1 k=ng
Z (bk - ak) i 9
0"0 k=no k=ng+1 10k
1 1 1‘6:-%1—"1'[(1!6)"—"0 —1]
S T T
1 1 9 10 1 9 10
A T TS T e ST A ST )
1 1 1 1
A(I) - o —— 4t —— = ()

1070 ' 10" 107 10

Das afirmacoes 3 e 6, existe Dy C D com

Logo u(AU Dy) =
6.7 Proposicdao Se B C ON ¢ tal que ¥(B)

k(B).

Demonstragao: Sabemos pelas afirmagdes 3 e 6 que existe D' C D tal que ¥~ !(A) =

B =p(@7'I) =p(AUD) e p(Ds) =0.

n(A) e p(I) = p(A) = XI)
= A€ B, entdo B € D, e M(A) = p(¥~1(4)) =

onde B e D' sio disjuntos. Logo

B=%"1(4)\D'

e portanto B € D pois ¥"1(A) € De D' € D. Além disso,

MA) = p(¥7'(4)) = p(BUD') = u(B).

BuU D/,

o

Como conseqiiéncia de todos os resultados anteriores podemos enunciar o seguinte Teorema.

30bserve que se fosse | = [0,a1a2...am, 0,b1ba...bn] com, por exemplo, n > m, ainda assim poderfamos

tomar 7/ = [0,a1a; ..

«QGn,

0,515, ...by), bastando para isso definir a1 =...=an =0.
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6.8 Teorema A aplicacio ¥ é uma varidvel aleatéria, (D) = o(¥(€)) = B, a distribuicio de
¥ ¢ a medida de Lebesgue A, e se A = ¥(B) € ¥(D), entdo B € D e A(A) = u(B).

(]
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Capitulo 7

Lei Forte dos Grandes Numeros

7.1 Definigdo Uma seqiiéncia (X, )nen de varidveis aleatérias
X (Q,U,P) — (R,B) (VieN)

reais, integraveis, obedece a Lei Forte dos Grandes Nimeros se

n

Jim =3 (X~ E(X))=0 (P qtp)
i=1

isto é, se

P({w € 0 lim %.'_;(xi(w) - B(x) =0} =1

Neste capitulo encontraremos condigoes suficientes para que uma determinada seqiiéncia de
varidveis aleatérias obedeca & Lei Forte dos Grandes Nimeros.
) Teorema final deste Capitulo, devido a A. N. Kolmogorov, estabelece que varidveis aleatérias

(Xn)nENa
Xi: (QUP) — (R,B) (VieN)

integréveis, reais, independentes e identicamente distribuidas, obedecem a Lei Forte dos Grandes
Niimeros. Em geral, como veremos no Teorema 7.3, se a seqiiéncia (X, )nen nio for necessaria-
mente identicamente distribuida, temos que

P{we Q;nlgxgo ;ll-.zn:(X.-(w) — E(X;)) =0})=0o0ul.

=1

No Capitulo 8 utilizaremos o Teorema 7.8 para obter resultados interessantes de Teoria de
Numeros.

7.2 Teorema Seja (X,,)nen uma seqiiéncia independente de varidveis aleatdrias X, : (0, U, P) —
(Q,,U,) para todo n € N. Entdo, para todo A € N2,0(Xm;m > n), ou P(A) =0o0u P(4) =1.

Demonstragiao: Como (Fp)pen, com F, = o(X,), é uma familia independente, entdo, pelo
Teorema 4.7, segue que, para todo A em N ,0(UR...Fm), vale P(A) = 0 ou P(4) = 1. Mas
o(US_,.Fm) = 0(Xm;m > n) e o resultado segue. o

"Note que A = {w € Mlimnse +. 3 0 (Xi(w) — E(X;)) =0} € U pois f(w) := limpaco %- :'=1(X,'(w)—

n =1

F(X;)) ¢ limite de fun¢ies mensuréveis e portanto é mensurdvel. Além disso,A = f~1({0}).
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7.3 Teorema Para uma seqiiéncia independente de varidveis aleatérias reais integréveis
Xp: (U, P) — (R, B) (VnelN)

tem-se
n

1
\ P({we 0 lim = > (X;(w) - E(X;)) =0})=0o0u 1.
n—oc n im1
Demonstragao: Como para todo n a aplicagao
fo: (R,B) — (R,B)
z = z-E(X,)
¢ mensurdvel, temos pelo Teorema 4.15, que (X, — E(X,))nen é ainda uma seqiiéncia independente

de variaveis aleatorias.

Definamos .
Vo= Y (Xilw) - B(X))  (YneN)

i=1

A = {wtelm) w) =0}
= (limsup Ya)~' ({0}) N (lim inf ¥;) " ({0})

Logo, A € U pois supy», Yk einfi>n Yi sdo mensurdveis e portanto limsup,,_, . Yy eliminf, o Y,
s&0 mensuraveis.
Temos, para cadam, 1 <m <n,

m-—1

=—Z,\(w A))+— Z(X (w) = E(X3))

Portanto
m—1
lim Ya()=0 ¢ lim - Z(X,(w) E(X.))+—— Z(X,(w) E(X;))=0

1 .
& lim - Z(}\i(w) -E(X))=0
1=m
Logo, paracadam, 1 <m<n,
w€A & lim Y, {(w) =0
n—oc

n

1 . fy
& lim ;.gx,(wo)—E(Ai))—o
N B SN[
& lim |- z(,\;(wo) - E(X) =0
=m
1 <« 1
—.E Xi(wo) — Ml < -
< dado k, 3 N > m tal que :gg!n i:m(’&,(mo) E(X))| < p
n
1 . 1
& dado k,wp € UX_n{w € Qs sup |=. 3 (Xi(w) - E(X)| < 7}
n2N T i=m k
Z 1
S wp €M, URNam {we; sup ]—.IEm (Xi(w) — E(X:)l < E}

- o

v

Aerm
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Portanto
A= ﬂ:c:] U%:m ArnNm

com Agam € 0(Xp,n > m) para cada m € IN. Logo
Aenr _;0(Xn,n>m)

e pelo Teorema 7.2 segue que P(A4) =0 ou 1.

7.4 Lema (Frank) Dada uma seqliéncia finita de varidveis aleatdrias reais integraveis
Z;: (U, P) — (R, B) Vi=1,...,n)

e Z, > 0, entdo, para todo € > 0,

1 n
P{{w e 12‘12n Zi(w)>e}) < . ; /B,» Zi(w) = Zi-1{w)dP

onde Zo=0e B, ={we N Zo(w) <e}nN..N{weVZi_1(w) <€}, quando i = 1,...,n.
Demonstragao:

Sejam A; = {w € 0 Z;(w) > €},i =0,...,n.2 Note que Ag =@, B; = A5N...NAS_, e
Bf:AoU...UA,‘_] (Vi:l,...,'n).

Seja A = 4;U...UA,. Entdo A = {w € Qsup;;<p Zi(w) > z}. Para provar o Teorema,
basta mostrarmos que:

n

1) < 2. Y (Z(0) = Zia @) 15, () 1

i=1

JRYCTEESS ([ 2 - 24 18,000

i=1

pois neste caso

Provaremos, portanto, a desigualdade (1). Consideraremos dois casos:

12 Caso: we A

Existe um menor indice j € {1,...,n} tal que w € A;. Logo, w & A1,....w & A,_q,
w€B,=BiN..NBjewgB;;1U...U B, Portanto,

n

Y (Ziw) = Zici @) 1B (W) = Y Zilw) = Zisa(w) = Zy(w) 2 €

i=1 i=1

Como w € A, temos 14(w) = 1, isto é,

3 (Ziw) = Zioa () 18, (w) > €14(w),
i=1

e segue (1).

2F; facil ver que parai=1,...,n os conjuntos 4;, B; pertencem a U pela mensurabilidade de cada Z;.
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22 Caso: w g A
Temos w € AN ...NAjew € ByN...NB,. Logo,

1 1
Ta(w) =0< = Zn(w) = = ﬁZ}(z,m = Zi-1 (@)1, (W),
e segue (1).
a
7.5 Teorema (Hdjek-Rényi) Dadas as varidveis aleatérias
X;: (U, P) — (R, B) Vi=1,...,n)
independentes, integréveis e reais e dados 7y, . .., v, nlimeros reais taisque 11 > v2 > ... > n > 0,
sejam
T, :=(X; - E(X1))+...+ (Xi = E(X;)) (Vi=1,...,n).
Entao, para quaisquer m=1,...,ne¢e > 0,

P({wEQ sup ¥i{T; w)|>5})<_5~ V- Z‘ X))+ Z 71 V(X))

m<i<n j=m+1

Demonstracao: Consideremos Y; = X; — F(X;) paratodoi=1....,ne S; = Z;=1 Y;.
Como V(X; — E(X;)) = V(X;) para todo i = 1,...,n, basta que provemos
l m . n .
P({w € sup %lSi(@)2e) < (2 VO + 3 A1 V()

m<i<n =1 j=mt1

Podemos assumir todas as variancias finitas, pois no caso contrario o resultado é imediato.
Temos ainda que E(Y;) =0 paratodoi=1,...,n
Fixemos m, m € {1,...,n} e definamos

Zi = Viii1-Shaia (Vi=1l...n-m+1) e Zzg=0

Notemos que as varidveis aleatdrias Y3,..., Y}, sao independentes, pois a(Y;) = ¢(X;) para todo
i=1,...,n
Temos que cada Z; é integravel. De fato,

/Zidp = /772n+i-—153n+1'—]dp
Q Q

m+i—1
= i [ 5. Ve
m+1—1 m+1—1
= 7m+11/ Z}k}1+Z)2dP
kkl#ll
m+i—1 m+i—1
= Yua | Y. EQWEN)+ Y E(YP)
=1 k=1
ksl
m+i—1
= Vhyina Z E(Y?) < o0
k=1
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onde na penultima igualdade foi usado o Teorema 4.18 e na desigualdade final foi usado o fato da
variancia de cada Y} ser finita.

Definamos
A= {we ) Z;(w) > e}, (vi=0,....n—-m~1)

B, = Aju...UA7{_, (Vvi=1,....,.n-—m+ 1,

Entao

/(Z](w)—Zo(w))dP - / 2y (w)dP
B, B

= ');"n/ an(w)dP
0

= ¥n-V(Sm)
m

= T Y V(Y (2)
i=1

onde na ultima igualdade usamos a igualdade de Bienaymé.
Parai=2,...,n —m+ 1, temos
Sitici = (Smtim2 + Yimpi1)?

= szn+i—2 + Y2 i+ 28myim2 Yimeim

Portanto
. — 2 2 2 2
/B Zi(“’) - Zi—l(w)dp - A 7m+i—]'sm+i-—1 - 7m+i—2'sm+z—2dp

= /1; '1’12n+.’—1-(5r2n+.'-2 + Yr?l-f-z’—l + 2~'5m+.'—2-ym+i—l) - "r?n+i—2-5r2n+:—2dp

/B(’Yr2n+i-1 —’an+f—2)sr2n+i—2dp+/a 7r2n+i—lyr121+i—ldp+
/ 29tic1Smti-2.Ym+i-1dP (3)
B,

Notemos que 1p, e Spyi—2 580 o(¥1, ..., Ym4i—2)-mensurdveis pois apenas Yi...., Y42 sao
empregadas em suas definigoes. De fato

B; = {.‘L)E QZZo(u}) <5}ﬂ...ﬂ{w€ Q:Z.-._l(u)) <E} GO’()’],..‘,}’mﬁ.,‘_Q)

pois Zo =0,2; = 4. (Y1 4+ ...+ V) o, Zicy = A2 piso(M + oo Ygio)?

E claro que Ymy,—1 € 0(Yp4io))-mensurdvel. Como Yi,...,Ym4i-1 s80 independentes, entao
o(Y1),...,0(Ym+i—1) sd0 independentes, e pelo Corolario 4.5 temos 6(¥1,. .., Yrmsi—2) e 0(Ym+4izo1)
independentes®. Como claramente d(1p,.Sm4i-2) C 0(Y1,..., Ymyi—2:. temos que o(1g,.Smti-2)

e 0(Y4i-1) sao independentes. Portanto 1p,.Sp+i—2 € Ym4i—1 s@o varidveis aleatérias indepen-
dentes. Logo, pelo Teorema 4.18:

/(1B.Sm+i—2)-ym+i—1dp = (/ lB.-Sm-H—QdP) . (/ )}n+i—1dP> =0
Q Q Q

/ Sm+i_2.ym+i_]dp=0 (Vi=2,...,n—m+l) (4)
B;

€ portanto

3 A rigor, o Corolério 4.5 nos diz que a(0(Y1)U...Uo(Ymti—2)) € 6(Yim4i-1) sdo independentes. Fntretanto, é
facil ver que a{o(V1)U ... U a(Vmyi-2)) = a(V1,..., Vingio2)-
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Entao de (3) e (4) temos

/ (Z,‘(u))—Z,'_l(‘uJ))dP:
B,
=, /B("Vrzn-ﬁ—x —Alfnov—- 52+: de‘*/}; 71271+i~]}'r$1+i—1dp

2 .2 =
< / Tmtio1 Ym4ic1G
B,

Voric1:V¥mtic1) (Vi=2,...,n-m+1) (5)

IA

onde a primeira desigualdade se deve ao fa.: de v; > 7; se i < j.

Logo
P{w e sup %|Si(w)|>¢€}) = PH-€Q:  sup VZi(w)>e¢})
m<i<n 1<i<n—m+1
= P{_e® sup Zi(w)>e?})
1<i<n—m+1
] 7-m+1
< = Z / (Zi(w) — Zimy{w))dP
1 ! n—m+1
= 5—2(/&2,( )~ ZardP 3 / (@)~ Zi1 (w)dP
1 m n—m+1
< SR VO + Y Vo V(Vsio))
- 7=1 i=2
1 - v
= Zix 2OV + Z Y2V (Y;))
i=1 j=m+1
onde a primeira e segunda desigualdades s devem ao Lema 7.4 e a (5), respectivamente. a

O Lema 7.6 serad usado para a demonsi-acbes do Teorema 7.7. O leitor perceberd que o Lema
¢é enunciado num contexto um pouco mai: geral do que serd necessario no Teorema 7.7. pois no
Lema a medida y ndo é necessariamente r-=dida de probabilidades.

7.6 Lema Se u é medida finita em (.- e (fn)nen € uma seqiiéncia de fungdes mensuraveis
reais
fo  (QU) — (R, B) (VneIN)

entao

p({w € Q: lim fr (o) = 0}) = (¢ )@,gl;u({wéﬂzsgpIfm(w)IZc'})=0 (Ve>0) (6)

Demonstragao: Definamos

A = {w e Qisup [f~l0)| > €} Ve>0)(YnelN)
m>n

A:={Lz0 lim fp(w) =0}
N>
E claro que

A] D A5 D A
A7) C A2 C AP

M )

, se€y 6> €3> ... (8)
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Notemos que
w€A & (Ve>0)(3 N € N) tal que s>u};\> | frlw)i <€
nZ2MN,
& wENe>o U?\c’y:] {w € Sg?\”ﬂ(w)‘ < 5}
& weNsoURL, (AR

Portanto A = N5 UX_, (A%)¢, ou ainda, A = U,50 N¥X.; A%. Entao NF_; A%\ C A para
todo ¢ > 0. Logo
dim p(Ay) = p(OR= Ap) S (4 (Ve>0) (9)

onde na primeira igualdade foi usado (7).
Suponhamos p({w € Q:limyoo frn(w) = 0}) = u(Q). Entdo p(A) = u(Q) e u(A°) = 0 e de (9)
segue
lim p(A%)=0 (Ve>0).
N—oc
Reciprocamente, suponhamos que limn oo p({w € Q:sup,5, |fm(«)| > €}) = 0 para todo
e > 0. Entao, em particular, lim,_, u(A,’%) = 0 para todo k € IN. Temos que para todo € > 0

existe k. € IN tal que z- < € e portanto de (8) segue que A% C A,fl‘_ . Logo

“UN&cUNAcUNa=x (10)

e>0n=1 k€N n=1 e>0n=1

Portanto de (8) e (9) temos N2, A} 1, A°,

1

u(AS) = hm u(Nse 1Ar hm lim p(A4A%) =0,

—0oC N—OC

e conseqiientemente u{A) = u(Q). O

7.7 Teorema (Kolmogorov) Seja (X, )nen uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias
X;: (U, P) — (R,B) (Vie IN)

V(Xn)

= < oc, entdao{ XN, )nen obedece a Lei Forte dos

independentes, integraveis, reais. Se 3 -
Grandes Niimeros.

Demonstracgao: Definamos

1< 1 .
-J-Zkk— (Xe)), Vj = V(A)e’h—j, (VieN).
k=1

Pelo Teorema 7.5 (aplicado as varidveis aleatdrias X, e as constantes v;) temos, para cada
m < n e paratodo e > 0:

m<i<n i=1 jemt1

P{wef; sup |Yi(w)l >¢}) £ —. <m2 Z\ Z 31—1;
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Temos que {w € 2 supeicn [Yi(w)] > €} o {w € Yisupis [Yilw) > €). Logo

m 1 T

P{we sup Yiw) 2¢}) = lim P({we: sup Yi(w)l 2 €})

IN
3,
e
3
L -
5
M:
w|u<

Para todo M < m temos

j=1 j=m+1 i=1 j +1 J j=m+1
M o
1 1 Z V;
me | J
=1 j=M+1

De (11) e (12) temos
11 & = v
P{we Q; suplY(w)l>5} (= Svi+ Y ) (YM<m)(Ve>0  (13)

. 1 M _ 4 . . x Vi _
Como limp o 7. 30— V; = 0% e como por hip6tese limayoc 3° 72 pr4; 75 = 0. temos

Jim Pl € Qsup V@) 2D <0 (Ye>0) (14)
se fizermos respectivamente m — oo e M — oo em (13). Como P é uma medida positiva temos
e "}gan({weQ;is;xle,-(w)l 2ep)=0  (Ve>0) (15)

Entdo pelo Lema 7.6, (15) € equivalente a
P({w e anlibngc Yo(w) =0}) =1
isto é, i

P({we 0: lim -}gm(w) ~ B(Xx) = 0}) = 1.

7.8 Teorema (Kolmogorov)Toda seqiéncia de varidveis aleatérias (X, )nen,
Xa: (U, P) — (R,B) (Vn elN)

integréaveis, independentes, reais e identicamente distribuidas obedece & Lei Forte dos Grandes
Numeros.

4Com efeito, como Z:°=1 ‘;’q, < %0 e como V, é sempre nao negativa, temos Vo < oc para todo n, e portanto

. M
limm— oo ;’7 zj=1 V; =0
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Demonstragao: Seja p a distribuicao dos Xy, isto é, Py, = u para 1odo n € IN. Definamos

In:=]—-n,n|[, Hp:={z€R:n-1<|z| <n},
fn: (R,B) — (R,B)
z = r.l (z)
\

Notemos que as f, sao mensurdveis. Logo, pelo Teorema 4.15 temos que (3, := fn ¢ XpjneN
é uma seqiiéncia independente de variaveis aleatdrias. Temos que cadz Y, € quadrado integravel,
pois

[¥iwdr = [ x2, (xaw))ar
Q Q

[ xiar

n

/ n%dP
An

< n2.P(A,,) < 00

IA

onde A, = {w € 0 X, (w) € I}
Como cada Y;, é quadrado integravel, temos pelo Lema 3.10 que cada Y, ¢ integravel. Temos
ainda

V(Yn) < E(Y?)
E(erz c Xy)

/ f20 X,dP
Q

= /Rfﬁdu

= Z/H z?dy, (16)

onde na terceira igualdade foi usado o Corolario 3.6 e na iiltima igualdade usamos o fato de

[n ZU;-):lHJ’.
De (16):
o o0 i
V(Yn) 1 / 2
Z < Z—— z du
2 = 2
n=1 n n=ln 1=1 H;
oo n
= Y (X[ S
=1 \j=1 vV JH;
o0 x 1
S 2_2/ 2 dy (17)
i=1 \n=; " JH,
Mas




3
Il

I
ol = =

+
< r¢18

| —

(18)

+

- <

1 1
0<j+n_j+n+l)
2
j

De (17) e (18) temos:

3
i
—

w
Il
—
S

R

IA
(V]
‘:c\'
CX
—
.
®

= 2/ |z|du
R

= 2.E(|Xy]) < oo,

onde na segunda desigualdade foi usado que {z| < j em H;.
Logo, pelo Teorema 7.7, (¥,)S.; obedece a Lei Forte dos Grandes Numeros. Entdo, existe
A€eUtalque P(A)=1e

lim ~ Z(Y(w E¥;) =0 (YweA).

n—oo 1

Seja B = {w € : Xp(w) # Yn(w) para no maximo um nimero finito de indices n}.
AFIRMACAO 1 limnoo 2 30 (X(w) — E(Y;)) =0 (Vwe ANB)

Demonstracdo Seja wy € AN B, e B, o conjunto finito de todos os indices 7 tais que X;(wp) #
Yi(wo). Entao,

Tim =3 (X,(wo) - B(V:) = (19)
=1
= Jm 23 e - B0 + 1 3 (ke - EOGD
L E.Bwo 'e';:’o
= Jm |1 Z )~ B + = 3 (Xilwo) - E(V)
X eB..,o i€pug
= lim ; Z (Yi(wo) — E(Y)) (20)
esuo

pois, como B, ¢ finito, temos limp_y00 £ Y- "iu1 (Xi(wo) — E(Y;)) = 0. Ainda pelo fato de B,,
i€Bug

ser finito, temos
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lim — Z (Yi(wo) — E(Y:)) =0 (21)

n—oc n
50
Entao, de (20) e (21) segue \
tim L3 (Xifwo) - E(Y) =
n—oo N

i=1

= lim ;. Z: (Yi(wo) = E(Y})) + lim =~ Z (Yi(wo) — E(Y2))
i€Bug esuo

= lim =Y (Vilwo) ~ E0D) =0,

=1

o que demonstra a afirmagéo. )

Sejam C,, = {w € Q; Xp(w) # Ya(w)} e C =limsup Cp, = {w € Q:w € C,, para infinitos indices n}.
Notemos que B = Q\ C.

AFIRMACAO 2 P(C)=0e P(B)=1.

Demonstracdao Basta mostrarmos que P(C) = 0. Para isso, pelo Lema de Borel Cantelli, basta
mostrarmos que Y. ; P(Cn) converge.

Notemos que X,(w) = Yy (w) se e somente se X,,(w) € I,,. Com efeito, é claro que, se X,(w) €
I, entao X, (w) = Yyu(w), pois Yn(w) = (fn 0 Xn){w), com fn(w) = w.1y, (w). Reciprocamente, se
fosse Xp(w) = Yp(w) e Xp(w) € I, entao teriamos {X,(w)| > n e Y, (w) = 0 (absurdo).

Temos

{we dXa(w) # Ya(w)}
{we 4 Xp(w) €1}
fw € 0 [Xn(w)] > n)

Cn

P(Cn) = P(X;((=00,—n]U[n, +oc)))
ﬂ((—OO, —nj U [nv +OO))

S u(Hj).

Jj=n+1

Logo

S Y wH)

n=1 n=1j=n+1

= S0~ Yuity
= E/ (- Dy

=2

™

3

3
I
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o
< > [ eida
=274,

\

I
Ju
=
2
A
8

onde na primeira desigualdade foi usado que |z| > j — 1 em H,.
Portanto -, P(C,) converge e, pelo Lema de Borel Cantelli, P(C) = 0, e entdo P(B) = 1,
o que finaliza a demonstragao da afirmagao 2. o

Como P(A) =1e P(B) =1, temos P(AN B) =1 e, da afirmacgao 1, concluimos que
ol
Jim_~ ;‘(A.-(w) -E(¥)) =0 (P-gqtp) (22)

Temos E(X;) = [, XidP = [g zdu (Vi € IN). Seja a = E(X;). Logo,

/ zdy
R

= lim /fndp
n—oc R

= lim E,(fz)

= lim Ep(fnoXn)
n—oc

= lim Ep(Yy),

n—oc

R
Il

onde a segunda igualdade é conseqiiéncia do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue pois
|fn(2)] < |z|,|z| é p-integravel (fn |zldp = E(|Xq]) < oo} € fa(z) = 2.
Portanto
lim E(Y,) =a, ou ainda le (E(Yy) —a) =0. (23)

n—o

AFIRMACAO 3 Se (z;)5<, é uma seqiiéncia de numeros reais tais que limpoc z; = 0, entdo

im 15\ n =
limj o0 & ZJ.:] r; =0

Demonstragdo da afirmacao: Dado € > 0, existe N € N tal que n > N implica [z,| < €.
Logo,

IA

1 N n
;(Zmu )3 lz,-l)

7=1 1=N+1

n
: Z
-— I,
3
n =1
n

1 1
= ;lezjl+; Y Izl
i=

j:]\'-f-l

1 & 1
< = |4+ Z(n—Ne.
< Xl

Mas, existe N; > N, N; € IN tal que %Zj\;l |z;| < € para todo n > N;. Entéo
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1
| +20 52, | < E+;(n—N)E

1

< e+ —ne
n

= 2

para todo n > N;. Portanto limp_,o %2;‘:] z; = 0, e estd provada a afirmagao 3.
De (23) e da afirmagao 3 temos que limp00 £ Y1 (E(Y;) — @) = 0. Entao,

n

- 1
Jim % ;(X.-(w) - E(Xy)) = lim - ;(Xi(w) — E(Y;) + E(Y;) - E(X;))

n—oo

= Jim |23 0w - B0 - 2 Y (B - o)

=1
n

= Jlim 23 (%) - EX) =0 (P-atp),

i=1

onde a tltima igualdade (P — gtp) vem de (22).
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Capitulo 8

Niimeros Normais

8.1 Definigcoes e Comentérios Neste capitulo g sempre serd um niimero natural maior que 1.
Seja w um nimero real ndo negativo !. Definimos [w] como o maior natural que ¢ menor ou igual
a w. Sabemos que todo nimero real nao negativo w pode ser expandido sob a forma:

o0
w=[w]+ Zan.g_"
n=1

onde 0 < a, < g— 1 para todo n € IN. Tal expansao pode nao ser uinica, mas no maximo pode ser
feita em dois modos distintos. Sabemos ainda que, se exigirmos a,, < g — 1 para uma infinidade
de indices n, temos sempre a unicidade da expansao . Quando tal exigéncia for satisfeita, diremos
que tal expansdo é a erpansdo g-ddica principal de w. Quando nao houver diividas quanto ao
valor de g, diremos apenas que tal expansao é a ezpansdo principal de w. Se w estiver escrito com
sua espansdo g-adica principal, escreveremos w = w_((,” ). Se nada for mencionado, denotaremos a
expansao g-adica de w por w = wy.

Diremos que (b;)%_,, ou by,...,bx, com k € N fixo, e b; € {0,...,g— 1} paratodoi =1,...,k,
€ uma seqiiéncia finita de algarismos na escala g. Quando nao houver possibilidade de diividas
diremos apenas seqtiéncia finita de algarismos, abreviada por (SF A),.

Seja (b;)¥_, uma (SFA),. Se w puder ser escrito como
ko .
w=[w]+2aj.g"3, 0<a;<g-1 (VjeN),
j=1

com a;, = by,a;, 41 = by,...,aj,4x—1 = by para uma infinidade de indices j,, diremos que tal
(SFA), ocorre em infinitas posicées desta ezpansdo e escreveremos (b,)%, € w,.
Se w for tal que

o
wiP =W+ Y a;.g77,
—

com a;, = by,aj,+1 = bz,...,a;j,4+k—1 = by para uma infinidade de indices j,, diremos que tal

(SFA), ocorre em infinitas posicdes da ezpansdo principal de w, e escreveremos (b;)%_; € u},” ).

O leitor deve notar que segundo nossas definigdes:
(bi)i-y € ‘*’g(;p) = (bi)f=; € wy,

mas a implicagao inversa néo vale em geral. Por exemplo:

1 Neste capftulo muitas vezes nos restringiremos aos niimeros reais nao negativos. e as vezes até mesmo ao intervalo
{0,1]. Entretanto, como ficard claro ao leitor, tudo poderé ser estendido a toda a reta.
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Sejam w = 1, (b;)%_, = (9,9,9), e g = 10.
Como w =1=0,99999 .. ., temos (b;)3_, € wio e (b))%, ¢ w'?', pois W& =1,000.. ..
Seja
G* ={we[0,1];(bi)i=, €wlP ke N,b; €{0,....9~1}}
isto é, G9 ¢ o conjunto de todos os nimeros reais em [0, 1] tais que qualquer (SF A), ocorre em
infinitas posi¢des de sua expansao g-adica principal.
Notemos que G? # @ pois, por exemplo, para g = 3,

WP = 0,0.1.2.00.01.02.10.11.12.20.21.22.000.001.002.010.. .. € G*

onde os pontos 86 foram colocados para facilitar a compreensao da lei de formagao do niimero.
Algumas perguntas naturais sio:

i) G¢ é Boreliano?
ii) Qual a medida de Lebesgue de G97

Essas perguntas sao respondidas facilmente em livros de Teoria de Numeros (veja [14]), mas
achamos interessante resolvé-las usando argumentos de probabilidade. Além disso, é interessante
olhar tais resultados sob um ponto de vista probabilistico, j4 que posteriormente refinaremos tais
resultados com a nocdo de nimeros normais, onde usaremos a teoria envolvendo a Lei Forte dos
Grandes Numeros.

Seja (g, A4, P,;) espago de probabilidades, com €y = {0,...,9 — 1}, G, = P(},) = 2% ¢
P,(A) = ﬁ— Este é 0 mesmo espago de probabxhdades deﬁmdo no Capitulo 6, s6 que agora
estamos usando as notagdes indexadas por g para facilitar notagdes futuras. Definamos também
Q , Dy € py da mesma forma que no Capitulo 6 (agora com a notagao indexada por g). Definamos
ainda a varidvel aleatéria 2

‘IJQ : (Q?a'DQ’#y) — ([ngj»B)
(z)521 P oWy =37,25.977

Para cada (SFA)g, (b))%, b; €{0,...,9g—1} (Vi € {1,...,k}), e para todo j € N definimos
A b =W ENT 0 = (Wa)pl,ws = b, wipeor = i)

Notemos que

j—ésima
—~—
Alig 5, = Qg > Qg x{bi} > o x {bk} x Qg x..) € Dy
E claro que
A{2k)b;...b,, ) A"&k)b, 4{6k N

s20 independentes e

o0
Zl‘l’g(A?2t'k)b1---bL) = Z g = oc
i=1

=1

Logo, pelo Corolario 4.12 do Lema de Borel-Cantelli, temos que

(hmsupA byobe) = 1- (1)
i—00
Mas
lim sup A7, ={weMuwe Alyb,. ., Para infinitos indices i}.

1—00

2Fm todo este capitulo, estas notagdes e definicdes serao mantidas.
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Usaremos a notagao 4j , para denotar lim sup,_, A?i)b;...b;' Seja

B, 4, = {w € [0,1]; (b)) € wy}. 2
E claro que ~
‘I’Q(Agl...b,,) = Bg,...b,, ! (3)
Logo, _
Bg]...bb G B
pois W,(Dy) = B (Capitulo 6). Além disso, ainda pelos resultados do Capitulo 6, temos:
’\(Bg,...b,,) = l‘g(Ag]...b,,) (4)
e portanto, de (4) e (1), temos B
’\(Bg,...b,,) =1 (5)
Seja
Bj 4, ={we€l0,1};(b)i; € w{P}. (6)
Temos _
By, s, CBy 4, CBY , UD* (7)

onde D? ¢ o conjunto dos niimeros em [0, 1] que tém duas decomposicoes g-adicas.

Vimos no Capitulo 6 que D9 é enumerdvel (naquela ocasiao usamos a notacao D e fizemos as
contas para g = 10. Entretanto, é facil ver que as contas para outros valores de g sao rigorosamente
andlogas). Portanto D¢ é Boreliano e tem medida de Lebesgue nula. Portanto, de (5) e (7) temos

)‘(ng...b,,) = A(Bzf,...b,,) =1 (8)

Agora, notemos que
GY = nic_;l M1, breQ, Bf,__,,k (9)

e GY ¢ Boreliano. Logo, por (9) e (8) e pelo Lema 4.10, temos
AGF) =1 (10)
Demonstramos assim a seguinte proposigao:

8.2 Proposigao GY é Boreliano e quase todos os numeros em [0,1 (no sentido da medida de
Lebesgue) estdao em GY.

Podemos fortalecer um pouco a Proposigao 8.2. Seja
G = Ng2,G* (11)

isto é, G é o conjunto dos nimeros em [0, 1] tais que dado g € IN \ {1}, qualquer (SFA), ocorre
em infinitas posi¢des de sua expansao g-adica principal.
Temos de (11) , (10) e do Lema 4.10 que A(G) = 1. Portanto vale a seguinte proposigao:

8.3 Proposicao G ¢ Boreliano e quase todos os nimeros em [0,1 (no sentido da medida de
Lebesgue) estdo em G.

Devemos perceber que se estendermos naturalmente as definigdes de G e G9 para toda a reta,
entio as Proposigdes 8.2 e 8.3 terdo sua validade em toda a reta IR e ndo apenas em [0, 1]. De fato,

R=U2__[n—1,n] (12)

e se definirmos para cada n € IN as fungdes ¥, ,, abaixo
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e Sen>1 ) )
Ton: (A, Dyp) — (In-1,n.Bj

(w;)32, = =1+ 3%, w97
e Sen<1 N o
‘I’g,n . (Qg ngapg) _,_’ ([n —ogan;B) .
(“Jj);il = n- Z]‘:) w,.977

obteremos os mesmos resultados para cada [n — 1,n]. Por (12), concluimos que os resultados serao
vélidos em R. Por isso, o fato de trabalhar em [0, 1] nao restringe nossos resultados.

Apesar de quase todos os nimeros em [0, 1] pertencerem a G nao nos parece facil dar algum
exemplo explicito de um nimero que esteja em tal conjunto. Entretanto, dado g, podemos construir
uma familia relativamente “grande” de exemplos de nimeros em G¢. Com efeito, observe a seguinte
proposicao:

8.4 Proposigao Seja g € IN\ {1} fixo. Seja f :J0, +00[—3]0, +00[ estritamente crescente a partir
de algum ponto, continua, com primeira derivada continua, tal que lim,_,, f(z) = 0o. Além disso,
supoé-se que dado M > 0, existe zp € ]0, +o0f tal que

Z>$M=>ﬁfx(::_—)0)>M (V0€[0,1:)3

Entao*w, = 0,[f(1)4][f(2),] ... € tal que w, € GY.

Demonstragao: Seja z; €]0,+00] tal que f é estritamente crescente para todo z > z;. Seja
by...by uma (SFA), arbitraria. Sem perda de generalidade, podemos supor b, # 0. Tome
M = gk+1,

Entao, existe zp, Tp > ) tal que

z>mM:%>M (Vvéelo,1)

Logo
fz)> " f'(z+6) (Vr>zm)(VOe[0.1) (13)

r zeros T zeros

Seja by ...bg 00...0 com zeros suficientes para que by ...bx 00...0> f(zas). Seja z3 > z ) tal

r reros

N
que f(:ra) =b;...0:,00...0= bl.gr"'k‘l + bg.g'+"_2 4+...4+bg". Serse N, a (SFA)g by ... b
aparece em [f(z3),] € portanto ocorre em pelo menos uma posigao de w,. Se 3 ¢ IN, pelo Teorema
do Valor Médio, existe 6, € [0, 1] tal que

fzz+1) = f(z3) + f'(z3 + 61) (14)
Logo de (13) e (14):

faa+D) < fao)+ L2

= (g™ g+ (g i begTE )

Seja [ o inteiro tal que z3 <! < z3 + 1. Entdo f(z3) < f(I) < f(z3 + 1), ou ainda,

brg b < fD) < (gt b begT) + (brg" 4 g™ Y

3K impotante perceber que o valor zas depende exclusivamente de M, e ndo depende de 6.
4 A notagio [ay], onde a €)0, +oo[ designar4 o menor inteiro (escrito na base g) menor ou igual a a.
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Logo
FOy=big™™ 4 +beg 4+ Y g7, g e{tl...,g-1}
=2

Portanto, a (SFA), b; ... by aparece em [f(l),], isto é, a (SFA), dada ocorre em pelo menos
uma posi¢ao de w,. Logo, qualquer (SF A), dada ocorre em pelo merns uma posigao de wy.
Entretanto, nés queremos mostrar que qualquer (SFA), ocorre er: infinitas posi¢oes de wy. A
seguinte afirmagao conclui a demonstracao.
AFIRMACAO 1 Seja w €]0,1]. Se qualquer (SFA)g ocorre em pelo menos uma posicao de ws(,")

entdo qualquer (SFA), ocorre em infinitas posigdes de uép), isto é, » € GY.
Com efeito, sejam wg”) = E;’il a;.g77 e (d;)5_, uma (SFA),. Entao existe j; tal que
aj, = d], ey Qb k—1 = dk
Consideremos a nova (SFA), (ci)f‘z';"‘ dada por
c = 01"'scj1 = O,C]'].}.] = dls' <1 Cii+k :dk

Entéo, existe j, tal que
Ay, = Cly- -0 451 4k—1 = Cirdk
Em particular, é claro que existe jo > j; (a saber jo = j» + j1) ta que
A, = dl, sy Qjptk—1 = dk‘
Procedendo dessa forma encontramos uma infinidade de indices j5. com j; < j2, < 73 < ... tais

que a;, =di,...,a;,+k—1 = dk, € assim estd demonstrada a afirmagac. o

Observagao: Notemos que nas condigdes da proposi¢do, o numero w, sempre estd em sua
decomposicao g-adica principal pois como ele tem qualquer (SFA), em sua expansdo, concluimos
que ele nao pode ser escrito como wy = Z;‘:] aj.g77, a; € {0,...,g~ 1}, isto é, ele ndo tem duas
expansdes g-adicas possiveis.

Seguem dois corolarios da Proposigao 8.4, cujas demonstragbes sa> simples e serdo omitidas.

8.5 Corolario Sejam g € N\ {1} e p :]0, +oc[—>]0, +00[ um polmémio de grau maior que 0.

Entao
wg = 0,{p(1)4][p(2),] - --

tem qualquer (SF A), em infinitas posi¢des de sua expansao g-adica. isto é, wy, € GY.
Por exemplo, se g = 10 e p(z) = 22 + 1z, entdo wyo = 0,15101827 ... pertence a G'°.

8.6 Corolsrio Sejam a € R, a > 1e f :)0, +00[—]0, + 00| definica por f(z) = av*. Entdo
wy =0, [f(l)g][f@)g} s
tem qualquer (SFA), em infinitas posigoes de sua expansao g-adica. isto é, w, € GY.

8.7 Definicao Um nimero real w nao negativo é simplesmente nc-mal na base g se

1y ] .
Y}er;o ;Sn,g(w) = E (Vbe {0,1,. .9 1})

onde w = WP = W+ X2, aj.g7 e Sf’,'y(w) designa a quantidade de indices 7, com 1 < i < n
tais que a; = b.
Um nimero real negativo w é simplesmente normal na base g se | o for.
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8.8 Exemplo w = wyp = 0,012345678901234567890123456789. .. é simplesmente normal na
base 10. Note que
w = wigre = 0,(123456789)(123456789) . ..

nao ¢é simplesmente normal na base 10'°. Mais ainda, w;gi0 € G

8.9 Definigao Um nimero real nao negativo w é normal na base g se

N N YRR
nleoo ;;Sn,g (Ld) = -,;'

para todo k > 1 e para todo b; € {0,...,g—1},i=1,...,k, onde w = w{P = [u] + 32,8597
e Sgn‘é..m (w) designa a quantidade de indices 7, 1 < i < n — k + 1 para os quais a,;;—1 = b; para
todo j, 1 <j <k

Um nimero real negativo é normal na base g se |w| o for. E importante entender a interpretacao
da defini¢do de nimero normal. Um nimero normal na base g é um nimero que nao "privilegia”
nenhuma seqiiéncia de algarismos (na base g) em especial. A idéia é compreender que ha g*
possiveis seqiiéncias de k algarismos, e um mimero normal na base g é aquele cuja freqiiéncia de

cada seqiiéncia com k algarismos em sua expansao g-adica principal é g~ *.

8.10 Exemplos e Comentarios

¢ Em [7] esta demonstrado que
wio = 0,12345678910111213 ...

é normal na base 10.

¢ Em (8] prova-se que
wyo = 0,1235711131719....

€ normal na base 10, isto é, o niimero cuja decimal é formada pela justaposigdo dos niimeros
primos é normal na base 10.

e Em [9] hd uma demonstracao de que se f :]0, +0o[—]0, +00[ é um polinémio de grau maior
que 1, com coeficientes inteiros, entao

fio=0, f()f(2)...

é normal na base 10. A titulo de informacao, todo nimero fig definido acima é transcendente
((10).

e Nao se sabe, por exemplo, se 7, e, Vv2,v/3,V/5,. .. sdao normais em alguma base ¢g.Nao nos
consta que se saiba sequer se algum desses niimeros estd em GY para algum ¢.° Parece muito
dificil (até mesmo impossivel) verificar normalidade de nimeros que nao sejam construidos
ad hoc.

8.11 Definigao Um nimero real é absolutamente normal se ele ¢ normal na base g para todo
g€ N\ {1}.

8.12 Observagao O leitor deve perceber que as definicoes 8.9 e 8.11 intuitivamente “refinam”
as defini¢des de G¢ e G pois claramente todo numero em [0, 1] que seja normal na base g serd um
elemento de G?. Além disso, é 6bvio que todo nimero em [0,1] absolutamente normal serd um

SDeve ficar claro que estamos considerando a extensdo da definigio de G9 para toda a reta.
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elemento de G. Também ¢ facil ver que G9 ¢ diferente do conjunto dos nimeros normais na base
g. De fato
wyo = 0,10200300040000...170...0180...0

17zeros 18zeros
pertence a G'° mas nao é normal na base 10.
Entretanto, nao me parece ser facil verificar se o conjunto dos nimeros absolutamente normais
em [0, 1] est4 estritamente contido em G.

8.13 Teorema Seja g € IN \ {1}. Quase todos os nimeros reais (no sentido da medida de
Lebesgue) sao simplesmente normais na base g.

Demonstracao: E claro que basta nos restringirmos ao intervalo [0,1[. Seja r € {0,...,g — 1}.
Seja, para cadan € N,

X‘I’l. : ([0’ 1[’Ba)\) — (B,B)
o 1, sewp,=r
w 0, sewn #r,
onde w = WP’ = ey Wng "

Temos, para cada 4 € B:

(XI)7({1}), seO0gAdelcA

r— _ (X7)71({0}), seOeAdelgA
K7D =0 (XD @), se0gdelga
(X")~'({0,1}), se0c Aelec A

Mas
=(Xp)7'({1})

{welo,1f; w(”) ijg T wn =1}

n—ésima n—ésima

~~ —~
= Wo((Qx...xQyx {r} xQyx . )\ Qgx..x QA x{r} x{g-1} x{g—-1} x...)).
Logo A}, € B, pois ¥,(Dy) = B, e

MAT) = i (R X o x Qg 3 {r) x 0 x .. )\ (R X .. x Uy x {r} x {g—1} x {g =1} x...)) =§
Como (XI)~1({0}) = (A7), (X))~ '@ ) =0 e (XI)"1({0,1}) =[0,1] e como Al € B, temos
que os X sao mensurdveis. Logo, (X )nen € uma seqiiéncia de varidveis aleatérias reais. Vamos
provar que esta seqiiéncia é independente, integravel e identicamente distribuida.
Para provarmos a independéncia, devemos provar que (0(X))nen € independente. Com efeito,
os (Al )nen sdo independentes pois, se ny,...,n; sdo naturais dois a dois distintos,

AMAL N...NAL) A({w € [0,1[;wfP) = Zw]g wi=r (Vi=ng,...,n)})

ny—ésima ne—ésima
—~ ~
= pg((Qg ... x Qg x {r} x Qg x...xQ x {r} x Qy x...)\
n)—ésima nyg—ésima

(Qy x...xQ x’{?}\x ng...x?x{g—l}x{g—-l}x...))

1 t
= == H A(47))
¢
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Logo, pelo Coroldrio 4.4, temos (0(A]))nen independente. Como o(X]) = o(A7) para todo
n € IN, segue que (X[ )nen € independente.
Agora vamos provar que (X[ )aen € identicamente distribuida. De fato, se 4 € B

Ax;(A) = M(X7)7H(A))

[ MAL), se0gAeleA
) A((AL)S), se0eAelgA
- AMP), se0dAelgA
[ A([0,1), se0e€cAdelecA
( , se0gAelcA
! se0cAdelgA

, 8se0¢fAeldA
se0e Adelc A

e

— On

\

Logo, Ax; = Axy (V1,7 € IN), isto é, (X )nen € identicamente distribuida.
Resta-nos provar que cada X, é integravel. Mas, isso é claro, pois

E(X7)

XTdA
[o.1(
A {1)
A(47)
1

9

Portanto, pelo Teorema 7.8,

n—ooo n £

1 — 1
lim =Y X[ (w) = 5 (-ap)
=1

Mas é claro que
n
D X[ (w) = Sp4(w)
i=1

Logo,
N S 1
lim ~57 (w) = p (A — gtp)

n—ocon
Seja M] = {w € [0,1];limpy0c 257 ,(w) = %} Entdo, A(M]) = 1. O conjunto dos nimeros

simplesmente normais em [0,1] na escala g é

Pg = ﬂre{o,...,g—l}M;

e, pelo Lema 4.10, temos A(F,;) = 1. A extensao do resultado de [0, 1{ para R é imediata.

8.14 Teorema Seja g € N \ {1}. Quase todos os nimeros reais (no sentido da medida de
Lebesgue) sdo normais na escala g. Mais ainda, quase todos os niimeros reais sdo absolutamente
normais.

Demonstragao: Seja ryry uma (SFA), com dois algarismos. Definamos, para cadan € NN, Y(’l’);’
e Y(;’);’ aplicagGes de ([0,1[,B,A) em (IR, B) tais que

Y5 (W) = X5y (). X52(w)
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Yo W) = X35 (w)- X341 (w)

E claro que }(']’):f e Y"" 8a0 mensuraveis, pois sdo produto de aplica¢oes mensurdveis. Vamos
mostrar que (}(1‘”),,€n é uma sequiéncia de varidveis aleatdrias reais, integraveis, identicamente
distribuidas e independentes.

Seja )
A = )T {1

= {we [0,1[;w§p) = E w;-9 7, wan_1 =T1,w2n = T2}
i=1
2n—1=désima 2n—1—ésima

= W ((y x...x 0 xmx {ra} x Qg x .. )\ (g x ... x xmx {re} x{g—1}x...))

Logo,

2n—1—¢ésima

—~
)‘(Az‘l:)r:) =pg((g x ... x Qg x{r1}x {ro} xQy x...)\

2n—1—ésima
—~~
(Qg x...x 0y x{ri}x {re}x{g—-1}x..))
1
;2’.

Seja A € B. Entéo
Ayrrs(A) = (Y5 ™H(4)

(1)n

( A(A”") se0gAelcA

((A"'2 ‘), seleAelgA

A(@), se0fgAelgA

L A([0,1]), seO0cAele A
;1;, se0fAelec A
—g%, selcAelgA
0, se0gAeldgA
1, seleAele A

rriT2

para cada n € IN e portanto (}(l)n )JneN € uma seqiiéncia de varidveis aleatérias identicamente
distribuidas.
Temos ainda

BOG) = [ v
(0.1
= YR
_ 1
PP
Se ny,...,n; sdo naturais distintos,

MAR NN AnT

n

= AM{w €[0,1]; w(”) Zw,g JWoinl = T1,Woi =T2,8 =Nq,...,M4})
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2n1~1dsima 2ny—lésrma

= pg((Qy x...xQ xmx {re} xQy x ... x 0y xmx {ra} x Qg x .. )\

2ny—1ésima 2ng~1és:ma
—~~ —~
(x...xy x{r}x {re} xQx...xQ x{r}x {r2}x{g—1}x{g—-1}x...))

1., |
= g—é-)

t
= T,

i=1

Logo, (A(';)r,’,)nel\ é independente, e pelo Corolério 4.4 (o (4’;)"’])),,EN ¢ independente. Como

para cada n € N, o(}’(’;‘);’) = a(A(';)'f,) temos que (Y('i):f)ng\ ¢é independente.

Portanto, pelo Teorema 7.8

lim -ZY”'*(w) 7 (- (15)

n—oo n
Fazendo o mesmo que foi feito para Y(']‘)ﬂ em }’(’2) +» concluimos que
1
lim = Z YarW =5 (A-ap) (16)

Ent3o de (15) e (16),

lim 2_55;:;(“)) = lim 2n Zy(';);ﬂ(u) +E}'(;v' (w) + ca(n))

n—oc
1 1
= 5(2.;]3)
1
= = (A-gtp) (17)
g
onde c2{(n) = 0 ou —1. Além disso,
lim —— SPT () = lim — (Xn: Z Y (W)
nooo 2n + 1 2nthe n—oo 2n + 1 (2)i
1
= 5 (- (18)
g
Logo de (17) e (18),
1 172
dim =800 (w) = e (A - gtp) (19)
O caso geral, onde temos uma seqiiéncia finita de algarismos r;,...,rk, é andlogo. Definimos
Yin W) = Xgn k-1 (@) Xio_(ko2y (&) - -Xig (W)
Y(;])n ik (w) = X,:,l,_(k._ (w). X kn—(k— 3)(“‘) ----- ';:+1(w)
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Y™ W) = X)X (@) XD (=),

provamos que cada (Y] (1) . " )nen € uma seqiliéncia de varidveis aleatérias reais, integraveis, identi-
camente distribuidas e independentes, e aplicamos o Teorema 7.8.
Logo, qualquer que seja g € IN\ {1} e qualquer que seja a (SF A), ri...7r¢ temos

\
1
lim ‘Sr' Tw) == (A-gtp)
n—oon g
Dado g ¢ N\ {1}, k€ Ner,...r, uma (SFA),, definimos
: l 71...T, -
N;"“”’ = {u € [0, 1[ nll-»moo ;Sn,é (u)) =g k}.

Seja N o conjunto dos niimeros absolutamente normais em [0, 1[. Como

oo
ﬂ n N;; sk

r1...1. €{0,...,9—1}

uDg

e como a medida de Lebesgue de cada NJ*~7" ¢ 1, temos, pelo Lema 4.10, que A(N) = 1, isto é,
quase todos os numeros em [0, 1 sao absolutamente normais. A fortiou, dado g € IN \ {1} quase
todos os niimeros em [0, 1] sdo normais na escala g. A extensao destes resultados para toda a reta
é imediata. a

8.15 Observacac (s Teoremas 8.13 e 8.14 também podiam ter sido demonstrados via Teorema

7.7, pois é facil ver que todas as varidveis aleatdrias envolvidas nas demonstracoes satisfazem
as hipéteses do Teorema 7.7. Nio sdo poucas as alternativas para se demonstrar os Teoremas
8.13 e 8.14. Em particular, um resultado envolvendo Teoria Ergédica nos permite demonstrar,
de forma elegante, estes Teoremas.() leitor interessado pode procurar a Proposicio 1.4 da pagina
14 de [6].Com esta proposicao, fica possivel, de forma relativamente simples, demonstrar nossos
resultados sobre normalidade de nmimeros, via Teoria Ergédica. Outra leitura 1itil nessa area é o
livro [12], de Paul Halmos.

8.16 Observagao Os conceitos de normalidade de niimeros foram introduzidos por M. Emile
Borel em 1909 [4]. Ele demonstrou (usando métodos diferentes daqueles que usamos) que quase
todos os numeros reais (no sentido da medida de Lebesgue) sao absolutamente normais. Apesar
disso, segundo ele, “ ... no estado atual da ciéncia (1909), a determinagao efetiva de um nimero
absolutamente normal parece um problema dos mais dificeis”. Apesar de passado quase um século,
nos parece que este ainda é um problema dos mais dificeis. Talvez pelo fato de o conjunto dos
nimeros normais (absolutamente normais) ser tao “grande”, Borel afirma em [5): “... nés devemos
ter como extremamente provavel que todos os numeros de defini¢oes simples, com excecao dos
nimeros racionais, sejam numeros normais.” Entretanto, ndo é impossivel, por exemplo, que
todos os nimeros algébricos nao sejam absolutamente normais.

Estudos estatisticos com tentativas de verificar a “ tendéncia de normalidade” em algumas
bases para, por exemplo, v/n (n = 2,3,5) e para o nimero transcendental “e” na base 10, podem
ser encontrados em (3] e [22] respectivamente. Entretanto, tais trabalhos concluiram, no maximo,
que nao ha evidéncia imediata de que estes niimeros ndo sejam normais nas bases referidas. Além
disso, calcular milhares de casas decimais de um nimero irracional nio nos diz nada sobre seu
comportamento global.

A titulo de informagao, listaremos dois (entre tantos) resultados importantes envolvendo nor-
malidade de numeros.
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e Parar, s € N, dizemos que r ~ s se existem m,n € IN tais que r" = 8™, e dizemos que r £ s
caso contrario. Em [20] prova-se que se r ~ s, entdo todo nimero normal na base r é normal
na base s. Além disso, se r £ s, 0 conjunto dos niimeros reais que sdo normais na base r e
nao sio sequer simplesmente normais na base s tem a cardinalidade de R.

e Pillai [18] mostrou que & é um nimero normal na base g se, e somente se, a é simplesmente
normal em todas as bases g, ¢?,¢°,. ...

Com esta caracteriza¢ao dos nimeros normais, o Teorema 8.14 se torna um Corolario imediato
do Teorema 8.13. Preferimos, entretanto, demonstrar diretamente 0 Teorema 8.14, sem nos
valermos de tal caracterizagao.
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