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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo iterativo para a minimizacao de somas
de quadrados de funcoes suaves, com restricoes de caixa. O algoritmo é fortemente ins-
pirado no trabalho de Birgin e Martinez [4]. A diferenga principal estd na escolha da
direcao de busca e na introducao de uma nova técnica de aceleracao, usada para atualizar
o passo. A cada iteracao, definimos uma face ativa e resolvemos, nessa face, um sub-
problema quadrético irrestrito através do método Levenberg-Marquardt (ver [26], [28]
e [33]), obtendo uma direcao de descida e uma aproximacao = para a solu¢ao do pro-
blema. Ainda usando apenas as variaveis livres, tentamos acelerar o método definindo
uma nova aproximacao % como combinacao linear das ultimas p — 1 aproximagoes da
solucao e do vetor . Os coeficientes desta combinacao linear sdo calculados conve-
nientemente através da resolucao de um problema de Quadrados Minimos com uma
restricao de igualdade. O subproblema que determina o passo acelerado leva em conta
as informagoes sobre a fungao objetivo nessas p solugoes aproximadas. Como em [4],
executamos uma busca linear ao longo da direcao e usamos técnicas de projecao para
adicionar novas restricoes. Para deixar a face ativa, usamos a direcao do gradiente espec-
tral projetado [5]. Experimentos ntiimericos sao apresentados para confirmar a eficiéncia
e robustez do novo algoritmo.

Palavras chave: minimizacao de somas de quadrados; método de Levenberg-Marquardt;

métodos de restricoes ativas; aceleracao.
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ABSTRACT

In this work, we present an active set algorithm for minimizing the sum of squares
of smooth functions, with box constraints. The algorithm is highly inspired in the
work of Birgin and Martinez [4]. The differences are concentrated on the chosen search
direction and on the use of an acceleration technique to update the step. At each
iteration, we define an active face and solve an unconstrained quadratic subproblem
using the Levenberg-Marquardt method (see [26], [28] and [33]), obtaining a descent
direction and an approximate solution z*. Using only the free variables, we try to
accelerate the method defining a new solution x® as a linear combination of the last
p— 1 approximate solutions together with 2. The coefficients of this linear combination
are conveniently computed solving a constrained least squares problem that takes into
account the objective function values of these p approximate solutions. Like in [4], we
compute a line search and use projection techniques to add new constraints to the active
set. The spectral projected gradient [5] is used to leave the current active face. Numerical

experiments confirm that the algorithm is both efficient and robust.

Key words: sum of squares optimization; Levenberg-Marquardt method; active set

methods, acceleration.
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Introducao

O problema de encontrar um minimizador de uma funcao, quase sempre nao linear,
suave (de classe C?) e com restrigoes de canalizacao é objeto de estudo de muitos pesqui-
sadores, nao apenas pela busca intensa do conhecimento cientifico, mas principalmente
pela grande aplicabilidade desses métodos de otimizacao em aréas como tecnologia, eco-
nomia, satde etc, que estao em constante desenvolvimento, necessitando cada vez mais

de novos e poderosos métodos para resolver problemas mais complexos.

Em [4], Birgin e Martinez apresentaram um algoritmo (GENCAN) para a mini-
mizacao de uma funcao nao linear com restricoes de canalizagao que adota técnicas ba-
seadas em conjuntos de restrigoes ativas, exigindo que, na iteracao corrente, tais restri¢oes
sejam dadas pelas componentes da aproximacao atual que coincidem com os respecti-
vos limitantes inferior ou superior que definem a caixa. O algoritmo que apresentamos
para minimizacao de fungoes suaves consistindo de soma de quadrados de fungoes com
restrigoes de canalizagao é fortemente inspirado no algoritmo GENCAN, tendo por di-
ferenca fundamental a inclusao de uma nova técnica de aceleracao para a correcao da
direcao de busca dentro das faces e a escolha da direcao Levenberg-Marquardt no lugar
da direcao de Newton truncada adotada em GENCAN.

Quando a funcao objetivo é uma soma de quadrados de funcoes, a direcao de busca
proposta por Lenvenberg-Marquardt, originalmente associada a resolugao de problemas
de quadrados minimos (ver Levenberg [26] e Marquardt [28]), costuma ter um desempe-
nho melhor do que a diregao de Newton truncada adotada em GENCAN [4]. Entretanto,
como o método Levenberg-Marquardt, ou simplesmente método LM, pode necessitar de
um esforco computacional maior, ja que resolve a cada iteragao varios sistemas linea-
res para obter uma direcao de descida suficiente, surge a necessidade de se desenvolver

técnicas que possam acelerar este método.

Quase todas as técnicas propostas na literatura para acelerar o método LM se baseiam
nas técnicas tradicionais de busca linear e na escolha de uma matriz de escalamento para
melhorar o nimero de condi¢do da matriz Hessiana (ver [40]) ou controlar o tamanho do

passo para que a nova aproximagao seja interior a caixa, como em Coleman [12]. Outras



estratégias consideradas para acelerar o método incluem uma reformulacao da funcao
objetivo, como em [44], e a utilizacao de técnicas de decomposigoes matriciais (ver [47]
e [8]) para resolver o sistema de Levenberg-Marquardt.

Em [37], Pulay apresentou uma proposta de aceleragao do algoritmo LM através de
uma correcao na direcao de busca. Esta técnica, denominada DIIS, foi desenvolvida
por volta de 1980 e é empregada até hoje, principalmente na area da quimica molecular
e em olimizagcdo geométrica (ver, por exemplo, Farkas-Schlegel [20]). Ela considera que
uma melhor aproximagao da solucao final pode ser construida como combinacao linear
das ultimas p aproximacoes, supondo que os coeficientes desta combinacao minimizam,
no sentido dos quadrados minimos, o vetor residual formado pela combinacao dos passos
anteriormente calculados. Existem também variantes dessa estratégia que usam as in-
formagoes dos gradientes correspondentes as p aproximagoes consideradas em lugar dos
respectivos passos corretores (vide Csaszar-Pulay [13] e Farkas-Schlegel [19]).

A nossa proposta de aceleracao é inspirada na técnica DIIS. Entretanto, corrigimos
a direcao de busca usando um numero limitado de valores funcionais computados em
passos anteriores e na iteracao corrente. Esta é uma forma barata de se calcular os
coeficientes da combinacao linear que estima a melhor aproximacao. Além disso, se a
solucao otima x* do problema de minimizacao pertencer ao espaco gerado por estas p
aproximacoes (subespago iterativo) e as componentes da fungao objetivo forem lineares,
o passo dado no processo de aceleracao também sera 6timo, no sentido de apontar para
x*.

Além de escolhermos a direcao Levenberg-Marquardt com aceleracao, propomos um
algoritmo hibrido, no qual substituimos a condicao de Armijo dentro das faces, usada
em Birgin- Martinez [4], por uma condigao de decréscimo suficiente baseada na maneira
pela qual o modelo local quadratico aproxima a fun¢ao objetivo numa vizinhanca da
aproximacao corrente, mantendo a condicao de Armijo para o teste de busca linear.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: no primeiro capitulo fazemos uma
revisao dos métodos tradicionais para a resolucao de problemas de quadrados minimos
e justificamos a nossa escolha pela direcao de Levenberg-Marquardt. No capitulo se-
guinte, introduzimos as técnicas de aceleracao para tentar corrigir a direcao de busca.
No capitulo 3, apresentamos o novo algoritmo para a minimizacao de somas de qua-
drados de funcoes suaves com restricoes de canalizagao. Varios testes numéricos sao
apresentados no capitulo 4, para comprovar a eficiéncia e robustez do novo algoritmo.
Por fim, nos apéndices, elucidamos alguns fatos apresentados ao longo do texto e que

deram suporte a teoria desenvolvida.



Capitulo 1

Métodos para a resolucao de
problemas nao lineares de quadrados

minimos

Considere o problema de minimizar uma funcao f real, consistindo em uma soma de

quadrados de funcoes Tj R - R, j =1,2,...,m, reais, suaves e nao-lineares. Isto ¢,
considere o problema
. 1 =2
ig]ggf(w)Zﬁz;fj(x% (1.1)
]:
ou simplesmente,
. 1 9
min f(z) = S||F ()], (1.2)
onde F(x) = (f,(z),...., f,,(x)) é uma funcio vetorial definida em R"™ com valores em
R™ e || - || denota a norma Euclidiana.

Na medida em que as dimensoes m e n aumentam também se aumenta a dificuldade
de tratar com o problema (1.1). Quando essas dimensoes sao muito grandes, faz-se
necessario o uso de métodos iterativos para estimar uma aproximacao da solucao para o
problema citado.

Um método iterativo consiste em gerar uma seqiiéncia {zy }ren de aproximagdes da

solucdo z* do problema (1.1), tal que:

(i) se para algum k, x for a prépria solucao z*, o método para e fornece x; como

solucao;
(ii) caso contrario, o método gera uma seqiiéncia infinita de aproximagoes para x*.
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Ao longo do texto denotaremos por xp uma aproximacao da solucao do problema
(1.1) numa iteracao k e por fi, gy, Jx € Hj sendo respectivamente o valor da funcao
objetivo, o gradiente de f, a matriz Jacobiana de f e a matriz Hessiana de f, todos
calculados na aproximagao xy.

Dentre os métodos iterativos mais empregados para resolver o problema (1.1), desta-
cam-se 0 método Gauss-Newton, o método Levenberg-Marquardt, o método de Newton
e os métodos quasi-Newton (vide [34, 6]).

O método de Newton é bem determinado se, a cada iteracao k, a matriz Hessiana de f
estiver disponivel e for definida positiva em x;. Neste caso, obtém-se taxa de convergéncia
quadratica se a aproximacao inicial estd suficientemente proxima da solucao. Porém,
este método possui algumas desvantagens. Primeiramente, é possivel que a seqiiéncia xy
gerada nao convirja em virtude da direcao proveniente desse método ser ortogonal ao
gradiente, nao permitindo, portanto, a reducao do valor da funcao objetivo. Em segundo
lugar, a matriz Hessiana em alguma aproximacao x;, pode estar proxima de ser singular
e, assim, a solucao esperada pode nao ser obtida. Além disso, o vetor deslocamento
dy = xp+1—x) obtido pelo método de Newton pode apresentar uma norma razoavelmente
grande tornando os seus valores inadmissiveis ou pode nao ser uma direcao de descida,
no caso em que a Hessiana nao é definida positiva. Finalmente, o calculo completo da
matriz Hessiana pode ter um custo computacional muito alto.

Para contornar a ultima dificuldade, alguns métodos tomam aproximacgoes da matriz
Hessiana que sejam mais faceis de calcular. E o caso do método Gauss-Newton para a
minimizagao de somas de quadrados de funcoes, que s6 difere do método de Newton no
sentido de que a aproximacao da matriz Hessiana é considerada desprezando os termos
que contenham as derivadas parciais segundas das funcoes cuja soma de seus quadrados
definem a funcao objetivo, sendo, portanto, definida pelo produto da transposta da
Jacobiana da funcao objetivo na aproximacao corrente por ela mesma. Porém, o método
Gauss-Newton nao corrige as outras dificuldades ja comentadas.

Em busca de controlar o tamanho do passo, surgem os chamados modelos de regioes
de confianga, em que o passo corretor dj para o novo iterando é obtido minimizando
um modelo local para a funcao objetivo f, adicionando a restricao de que a norma da
diregao dj seja menor ou igual a um nimero real Ay > 0 dado.

O parametro A, desta restricao é expandido ou contraido com base na capacidade
do modelo local em prever o comportamento da funcao objetivo numa vizinhaca de zy.
Desta forma, é possivel controlar a iteracao, de modo que a convergeéncia seja forcada,
a partir de qualquer ponto, admitindo condi¢oes razoaveis sobre a funcao objetivo f.
Entretanto, quando m ¢é suficientemente maior do que n, o subproblema quadratico

pode exigir um esforco computacional muito grande, comprometendo o desempenho do
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algoritmo.

Em 1963, D. Marquardt [28], adotando as idéias de K. Levenberg [26], propos um
método que passa continuamente do método de maxima descida para o método de Gauss-
Newton. Isto possibilita que o algoritmo defina sempre uma direcao de descida e que,
préximo da solugao, obtenha a taxa de convergéncia quadratica derivada do método de
Newton.

O algoritmo original do método proposto por Marquardt é bastante simples. Consi-
dere que xj é a aproximagcao corrente da solugao do problema (1.1), g o gradiente de f
e By, uma aproximacao da matriz Hessiana de f, ambos calculados em xj. Inicia-se pela
resolugao do sistema

(B + Ml )d = — g, (1.3)

para algum pardmetro A, nao negativo, de modo que a matriz (By + A1) seja definida

positiva. Em seguida, define-se como nova aproximacao da solucao, o vetor
Tht1 = Tk + dk,

e compara-se o valor da fun¢ao no novo ponto com o valor atual. Se a nova aproximagcao
define um valor funcional menor, adota-se um parametro A\, menor que A\, para que o
método se aproxime do método de Newton préximo da solucao. Caso contrario, aumenta-
se esse parametro, aproximando a direcao de busca da direcao de maxima descida, ga-
rantindo assim o progresso do método.

Muitos autores associam o método Levenberg-Marquardt aos métodos de regioes de

confianga. Isto ocorre porque o sistema (1.3) pode ser visto como parte das condigoes
KK'T do problema

1
min  q(d) = fp +gid+ édTBkd, (1.4)
deR"
ld]| < Ay

onde Ay > 0 é o raio da regiao de confianga na k-ésima iteragao.

Segundo Gay [23] e Sorensen [43], o problema de encontrar uma dire¢do de busca
associada ao probema (1.4) foi inicialmente discutido por Goldfeld, Quandt e Trotter
[24] em conexao com o problema de minimizagao mais geral, no qual a fungao objetivo
é uma funcao nao linear suave qualquer, restrita ao caso em que By + Ayl é definida
positiva, onde A\, é uma estimativa superior do menor autovalor da matriz By. Para esse
problema, Hebden [25] apresentou um algoritmo que calculava uma boa aproximacao
para dj quando a matriz B+ A,/ era suficientemente definida positiva. Moré [30] refinou

o algoritmo de Hebden para somas de quadrados de fungoes. Sorensen [43] apresentou
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um trabalho fortemente influenciado pelo trabalho de Moré [30], porém um pouco mais
tedrico. Gay [23] e Moré e Sorensen [32] consideraram o caso em que a matriz By é
singular e |[(By + M) 'gi|| < Ag, YA > 0 conhecido como caso dificil, e mostraram
maneiras eficientes de tratar este problema para se obter uma solucao razoavel. Porém,
se o numero de variaveis é grande, o custo computacional pode ser significativo. Mais
recentemente, Nocedal e Yuan [35] mesclaram o algoritmo de Moré [30] com uma busca
curvilinea, obtendo também bons resultados.

Segundo Nocedal e Yuan (ver [35], pagina 2), métodos de regides de confianga sao
muito eficientes quando aplicados a problemas de pequeno porte. Entretanto, se o
numero de variaveis é grande, resolver o subproblema (1.4) pode ser ser muito dis-
pendioso. Primeiro, porque exige a solu¢ao de um ou mais sistemas lineares como em
(1.3). Segundo, porque ¢ possivel que nao exista A positivo tal que |[(B + \)g|| = A
quando B é singular (caso dificil). Por estes motivos, adotamos em nosso algoritmo a
abordagem clédssica do método Levenberg-Marquardt.

Apesar das boas propriedades de convergéncia do método Levenberg-Marquardt, ele
ainda pode fornecer um ponto de sela como solugao. Neste trabalho apresentamos uma
técnica que, além de acelerar este método, tenta escapar de um ponto critico que nao
seja minimizador local para F.

Na préxima segao, fazemos uma breve descricao do método de Newton, ressaltando
as desvantagens supra citadas. Na secoes 1.2 e 1.3 introduzimos o algoritmo Levenberg-

Marquardt irrestrito.

1.1 Método de Newton

Considere o problema de minimizagao

A~

min f(x 1.5
min /(). (15)
onde f é uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel.

O método de Newton é um processo iterativo para a obtencao de uma solugao apro-
ximada de (1.5). A cada iteragdo k, o método considera como nova aproximacao da

solucao do problema o vetor

Tpt1 = Ty -+ dk, (16)

onde o passo corretor d, é solucao do subproblema quadratico

. . 1
min g (d) = fi+ gy d + d" Hyd (L.7)

6



e ¢ ¢ a aproximacao quadratica obtida pela expansao em série de Taylor truncada da
funcao f em zy.

A condigao necesséaria de primeira ordem para o problema (1.7) é dada pelo sistema
Assim sendo, as iteragoes do método de Newton podem ser definidas pela férmula

Ty = 2 — Hy 'gr, (1.9)

quando a matriz Hj, é invertivel.

A condigao necessaria de segunda ordem de (1.7) exige apenas que Hj seja semi-
definida positiva. Neste caso, o problema (1.7) pode ter vérios minimizadores locais. Se
Hy, for definida positiva, o problema (1.7) possui um tnico minimizador global. Este
ultimo caso assegura que as iteracoes de Newton estao bem definidas, no sentido de que
a seqiiéncia gerada ¢ Unica e que di ¢ uma direcao de descida da funcao f .

No caso em que Hj nao é definida positiva, a solugao de (1.8) pode ser ortogonal ao
gradiente g; ou ainda pode apontar para um maximizador local de (1.7). Estas situagoes
sugerem que di nao é uma direcao de descida para a funcao f . Mesmo quando a matriz
Hy. é definida positiva, a direcao dy, apesar de apontar para um minimizador global para
qr, pode ter os seus valores tao grandes que seja preciso executar uma busca linear nesta
direcao para obter um vetor que reduza o valor da funcao objetivo f . No caso de g
ter minimizadores locais, também pode ser necessaria um busca linear na direcao dy.
Entretanto, quando d; é ortogonal ao gradiente g, o método falha em progredir, pois
nenhuma busca linear na diregao dj, surtira efeito para se obter uma estimativa inferior
para o valor da funcao objetivo.

Outra desvantagem do método de Newton é que ele exige o calculo explicito das
derivadas primeiras e segundas da funcao f em cada xp. Neste sentido, quando a funcao
f é a soma de quadrados de fungoes, como em (1.1), o método Gauss-Newton é mais
apropriado, ja que emprega apenas as derivadas primeiras.

Sob hipdteses razoaveis sobre a matriz Hessiana na solucao do problema, o método
de Newton gera uma seqiiéncia {xy }rey quadraticamente convergente a uma solugao .,
do problema (1.1), se a aproximagao inicial xq esté suficientemente préxima da solugao

desejada. O seguinte teorema comprova esta assercao.

Teorema 1.1 Seja p > 0 um numero real dado. Se f € uma funcao conlinuamente

diferencidvel tal que a matriz Hessiana H de f satisfaz a condicao de Lipschitz
[H(z) = H(y)[| < pllz —yl|
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numa vizinhanca do minimizador local x, de f, se x) estd suficientemente proximo de
Xy para alguma iteracao k, e se a matriz Hesstana H, de f em x, é definida positiva,

entao o método de Newton estd bem definido e converge quadraticamente a x.,.

Prova Ver, por exemplo, Fletcher [21], pg. 46.

Apresentamos abaixo algumas situagoes em que o método de Newton pode falhar.
Ao longo dos exemplos, usamos a notagao () para denotar o vetor x na iteragao k, com
o proposito de evitar conflito com a notagao adotada para a k-ésima componente de z,

que é representada por xy.
Exemplo 1.1 (Powell) f(z) = z* + 2125 + (1 + 22)2 com z() = (0,0).

Sejam gy e Hy o gradiente e a Hessiana de f calculadas em z(p). O método de Newton

nao pode ser aplicado satisfatoriamente para este exemplo, pois a matriz Hessiana

01
Ho —

¢ indefinida. Note ainda que qualquer busca linear ao longo de d = H Y90 = (=2,0)7T
altera apenas a primeira componente de (). Assim, x) = (h, 0)” para algum h € R
e f(x(l)) =h*+1>1, VYh € R. Logo, o minimizador na busca linear é h = 0, isto é,
T(1) = Z(p), e o algoritmo falha em progredir. Esta dificuldade surge porque gld=0,eas
direcoes d e —d nao sao de descida. Note, porém, que a fungao possui um minimizador
bem definido, e nao é dificil reduzir o valor da funcao. Por exemplo, tomando d como
solucao do sistema
(Ho+ A )d = —go

e usando A = 2, obtemos z(1) = (2, —4)" e f(x(l)) = B <<1l= f(x(o)).

Exemplo 1.2 f(z) = az? + 2% 4 223 + bad 4 5x129 — a1 + 5 + 10 com z() = (0,0) e
b—a> —3.

Novamente, o método de Newton nao pode ser aplicado satisfatoriamente para este

4 5
Hy =
5 4

é indefinida. Resolvendo o sistema de Newton, Hod = —go, obtemos d = (—1,1)T = go.

exemplo, pois a matriz Hessiana

Isto é, d esta na direcao oposta a direcao de maxima descida. Note que, tomando —d no

lugar de d, conseguimos reduzir o valor da funcao.



Exemplo 1.3 f(z) = ax? + 222 + 223 + ba} + 3x129 + 1 — 25 + 10 com x() = (0,0) e
b—a>—1.

Observe que a matriz Hessiana inicial

4 3
Hy =
3 4

é positiva definida e que d = —H, 'gy = —go é a direcao de méxima descida. Porém, por
um céleulo simples, e usando o fato de que b — a > —1, verifica-se que f (@) > f (z(0))-
Neste caso, deveriamos usar uma técnica de reducao do passo para encontrar um « < 1
tal que o vetor x(1)(«) = (p) + ad tenha um valor funcional menor do que f (). O
método de Newton puro, para este exemplo, falha em progredir porque o sistema de

Newton tem como solucao um vetor d relativamente grande para o problema.
Exemplo 1.4 f(z) = %(e’mﬁ2 + arctg(x2))? com ) = (1,0).

Verifica-se facilmente, pelos autovalores, que a matriz Hessiana em x(g), dada por

0 V2
Hozlﬁ 5v/2

)

é semidefinida positiva. Resolvendo o sistema de Newton, obtém-se d = —Hy'gy =
(—1,0)", que é ortogonal ao gradiente inicial go. Novamente, o método de Newton é
incapaz de encontrar um vetor que torne o valor da fun¢ao menor do que a aproximacao
inicial, mesmo executando uma busca linear ao longo de d. Com efeito, a direcao encon-

trada s altera a primeira coordenada, e

. R 2

Fla,0) = £(1,0) = g Vi, € R™.
Observe que qualquer ponto w = (71, T2) tal que e™72 = —arctg(T,) é solugao global do
problema.

1.2 Método de Levenberg-Marquardt irrestrito

Nesta secao, vamos apresentar o método de Levenberg-Marquardt, que abreviamos
por método LM, para a minimizacao de funcoes que consistem em somas de quadrados,

como no problema (1.1).



As derivadas parciais de primeira ordem da fungdo f do problema (1.1) sao dadas

por

83: ka af’“'), para cadai=1,2,...,n. (1.10)

De (1.10), obtemos as derlvadas parciais de segunda ordem de f(z), que sao dadas por

Pl N~ OTw@) I (w) O
8a:i8xj(x)_z[ a];i @’;j +f(x>axia§;j(x)]’ (1.11)

ondei,j =1,2,...,n
Desprezando os termos da segunda parcela de (1.11), teremos uma aproximagao das

derivadas parciais segundas de f, a saber,

O°f | o\~ Ofw(@) 0Fi(2)

k=1

Podemos relacionar (1.10) e (1.12) usando a matriz

L) L) - )
ofy 9fy 9fy
J(ZL‘) _ 8351'(1’) 8:32‘(%) o 8$n(x) ) (1'13)
af 0 af
Lo () Yz (x) oL (x)

Com efeito, considerando o gradiente de (1.1), segue que
Vf(z) = J(x)"F(x), onde F(x) = (f,(x), fo(x),..., f,.(x)". (1.14)
A Hessiana aproximada, definida a partir de (1.12), pode ser escrita como
V() = ()" T (2). (1.15)
Substituindo (1.14) e (1.15) nas equagoes de Newton (1.9), obtemos
1 = 2 — [V2F ()] 7V f () 2 g — (T ()" T () 71T () F (). (1.16)

Por simplicidade de notagao, sempre que nao houver possibilidade de confusao, usa-
remos Fj, = F(xy), J. = J(x), gr = Vf(xr), e B, = J(xp)"J(2p). Desta forma,

podemos reescrever a equagao (1.16) como
JEIdy, = —J F, (1.17)
onde dj = xp+1 — ). Esse sistema pode ser apresentado na forma
Brdy = —gx. (1.18)
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Na secao anterior, comentamos que, caso nao sejam tomadas medidas adicionais, um
método no qual dj, é obtida a partir de (1.18) pode apresentar alguns problemas. Primei-
ramente, é possivel que o método nao convirja, no sentido de que o vetor deslocamento
dj, pode ser ortogonal ao gradiente g, o que faz com que o algoritmo nao obtenha sucesso
mesmo se uma busca linear for executada, como nos Exemplos 1.1 e 1.4. Além disso, dj
pode ser uma direcao de descida viavel, porém sua norma pode ser grande demais, como
no Exemplo 1.3. Finalmente, a matriz Hessiana pode ser indefinida e a direcao obtida
poderd apontar para um maximizador local como no exemplo 1.2.

O método de Levenberg-Marquardt é uma forma de garantir um decréscimo no valor
da funcao objetivo. Isto é feito somando um termo adicional, \; > 0, a diagonal da
aproximacao da Hessiana By, de modo que a matriz By + Ay seja definida positiva.

Obtém-se, assim, um novo sistema,
(B + Ml )d = =g, (1.19)

onde I é a matriz identidade de ordem n e Ay é um coeficiente que torna a matriz dos
coeficientes do sistema (1.19) definida positiva e sua solugao dp uma diregao de descida
a partir de x;. O escalar \g, determinado a cada iteracao, ¢ chamado de parametro de
Levenberg-Marquardt, ou abreviadamente de parametro LM.

Observe que, quando Ay = 0, o método LM se reduz ao método Gauss-Newton. Neste
caso, se a matriz B, é uma boa aproximacao da matriz Hessiana V2f;, o método terd
taxa de convergéncia quadratica partindo de um ponto proximo da solucao. Se A\, tender
ao infinito, d; tenderd a direcao de maxima descida, porém a sua norma tendera a zero.

Com efeito, os teoremas abaixo, apresentados por Marquardt [28], comprovam o que
foi dito.

Teorema 1.2 Seja d(\) a solugao de (1.19) para um dado valor de \. Entao ||d(N)||? é

uma fungao continua decrescente de A, tal que ||d(N)|| — 0 se A — +o0.
Prova: Ver Marquardt [28].

Teorema 1.3 Seja v o angulo entre d(0) (dire¢io Gauss-Newton) e —g (direcao de
mazima descida). Entao, 7y € uma fungdo continua mondtona decrescente de A, tal que
v — 0 se A = 400. Como —g € independente de X\, seque que d rotaciona na dire¢ao

—g quando \ — 400.

Prova: Ver Marquardt [28].
Na pratica, utilizamos A;_; (usado para tornar definida positiva a matriz By +

Ai—11) para estimar o valor desse parametro na iteracao k, aumentando-o se necessario.
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Os resultados acima sugerem que, quando a direcao de Levenberg-Marquardt provoca
um decréscimo suficiente no valor da funcao objetivo, devemos diminuir o parametro LM
de modo a forgar o método a se comportar como o método de Gauss-Newton proximo
de uma solucao local, esperando assim obter taxa de convergéncia quadratica. Caso nao
se obtenha um decréscimo suficiente, aumentamos o valor de \;, forcando o algoritmo a
nos fornecer uma direcao mais préxima da direcao de maxima descida.

Verificamos se a matriz By + \,I é definida positiva tentando decompo-la usando
a fatoracao de Cholesky. Se o algoritmo da fatoracao de Cholesky é bem sucedido, ou
seja, se encontramos o fator de Cholesky, entao a matriz é definida positiva e usamos sua
decomposicao para resolver o sistema (1.19) através de dois sistemas triangulares. Caso
contrario, aumentamos o valor de A\, e tentamos uma nova fatoracao.

No algoritmo de Levenberg-Marquardt, uma vez obtido o vetor dj, a nova apro-
ximacao da solugao do problema (1.1) é definida como xyy; = xp + dp. Como nos
métodos de regioes de confianca, para aceitar esse ponto, avaliamos quao bem o modelo
quadratico local prevé o comportamento da funcao objetivo. Para tanto, definimos a
reducao real da fungao objetivo como aredy, = fr— fr+1, € a reducao prevista pelo modelo
quadrético como predy = q,(0) —qi(dy). Se a razao py = aredy,/predy, for superior a uma
constante 7, aceitamos a nova aproximagao xx1. Caso contrario, descartamos a diregao
encontrada, aumentamos o parametro LM e definimos um novo passo.

Para evitar problemas numéricos no calculo de py seguimos as idéias de Moré [30].

Assim, observando que

predi = au(0) — au(d) = Melldel > + 5]l (1.20)
obtemos
o — aredy Je = Jkn _ s P = Sl Pl
predi, Nelldil|? + 5l Jedel > Nelldil]? + 3] Tudi|[?
_ L () (1.21)

2

[Tada] e
G ) + 2V M

Por outro lado,

El | = [|Fe 4 Judi| P = —2di JiL Fy = || Jidi]|* = —2d}, g — || Jedi| |”
= 2d}(By, + MNeI)dy — || Judy| |?
= 2Xl[di|]? + || Jedil?,

de modo que
1 Tkdil| < 1Fll e VAllde]] < [[F]l. (1.22)
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De (1.22), concluimos que o célculo do denominador em (1.21) nunca gerard erros
numéricos, uma vez que || F|| s6 é empregada no célculo de 1.21 se x nao estd suficien-
temente préximo a uma solucao e do denominador de 1.21 estar bem definido.

Usamos comos critérios de parada a relacao ||Fg|| < &) para alguma aproximacao
e a condicao auxiliar predy, < e9, onde £1,65 > 0 sao precisoes fornecidas. Em geral,
quando uma dessas condigoes é satisfeita, estamos muito perto da solucao.

Ainda é possivel associar o método de Levenberg-Marquardt as técnicas de regioes
de confianga. Com efeito, nos métodos de regides de confianga, monitoramos o raio Ay,
enquanto no método LM, monitoramos o parametro \,. Além disso, se A\, > 0 tal que a

matriz By + A\iI é definida positiva, podemos definir A, como

Ay =[] = (B + M) gel]- (1.23)

Com isso, prova-se que dj, = —(By, + M\ I) ' gx é solugao do problema
min d). 1.24
o, (@) (1.24)

Portanto, podemos pensar que o método Levenberg-Marquardt ¢ um método de regiao de
confianga no qual o raio Ay, é dado implicitamente em func¢ao de \;, pela equagao (1.23).
A anadlise de convergéncia da maioria dos algoritmos do tipo Levenberg-Marquardt se
baseia neste fato.

Os dois lemas seguintes relacionam o método Levenberg-Marquardt ao método de
regiao de confianca e, ao mesmo tempo, fornecem uma estrutura para implementacoes
numéricas. As demonstragoes dos lemas, encontradas em Sorensen [43], sdo apresentadas

de forma detalhada abaixo.
Lema 1.1 Se d, € uma solucdo do problema

1
i d)=qg"'d+ =d"Bd 1.25
||£lr|1|1§nAQ() gd+g , (1.25)

entdo d, € uma solugcdo da forma
(B+ A\)d, = —g, (1.26)
com B + Xl semi-positiva definida, A > 0 e

A(J|da]] — A) = 0. (1.27)

Prova Das condigoes KKT, segue que d, deve resolver uma equagao da forma (1.26),

com condigoes de complementaridade (1.27). Resta mostrar que a matriz B + A\ é
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semidefinida positiva. Para isto, vamos supor inicialmente que d, # 0. Como d, resolve

(1.26), também resolve o problema

1
min ¢(d) = ¢*d + ~d" Bd.
udu=||d*||q() g 2

Assim, ¢(d) > q(d.), ¥d tal que ||d|| = ||d.||. Ou seja,
T, Lo T L r

Uma vez que g*s = —sT (B + M\ )d, qualquer que seja s, a iltima desigualdade pode ser

reescrita como
1 1
—d" (B + \)d, + 5dTBcz > —dL (B + \)d, + 5d{Bd*. (1.28)

Adicionando e subtraindo %de ao lado esquerdo de (1.28) e reordenando os termos desta

inequagao, obtemos

(de = d)" (B + AI)(dx —d) > S(|d]]* = [|di]|*) =0, ¥d : [|d]| =[ld.]|.  (1.29)

Do| >

1

2
Como d, # 0 e d é arbitrario, a desigualdade (1.29) mostra que B 4+ Al é semidefinida
positiva.

Se, por outro lado, d, = 0, segue de (1.26) que g = 0 e d, resolve o problema irrestrito

in q(d
min ¢(d),

com valor 6timo ¢, = ¢(d,) = 0. Uma vez que, d’ Bd = 2q(d) > 2q, = 0 qualquer que
seja d € R™, concluimos que B ¢é semidefinida positiva.m

Lema 1.2 Sejam X\ € R, d, € R" satisfazendo (1.26) com B + A semidefinida positiva.
(i) SeA=0 e|ld.| <A, entdo d,. resolve (1.25).
(ii) d. resolve o problema
Hdﬁ%illr}l*ll q(d) = g"d + %dTBd.
(iii) Se A >0 e ||d.|]| = A, entdo d, resolve (1.25).

Além disso, se B + N\ € definida positiva, d, é a unica solugao de (1.25).
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Prova: Como (B + A)d, = —g, entao,

dI'(B+X)d, = —g'd. N g'd, +dY(B+ X)d, = 0, (1.30)
d"(B+M)d, = —g'd g'd+d"(B+\)d, = 0. '
Uma vez que B + A\l é semidefinida positiva, temos
(d—d.)"(B+\)(d—d,) >0, Vd € R". (1.31)
Desenvolvendo a ultima desigualdade, obtemos
d2 (B + \)d. +d" (B + X)d > 2d" (B + M\ )d.,
ou ainda . .
d"'(B + \)d, < 5d*T(B + \)d, + 5dT(B + A)d. (1.32)
De (1.30) e (1.32), temos
g'd, +dl(B+ X)d, = g"d+d"(B+X)d,
1 1
< gld+ 5d*T(B + M)d, + 5dT(B + Al)d.
Entao,
1 1
g'd, +d- (B + \)d, — éd*T(B +Ad, < g'd+ 5dT(B + AI)d, Vd € R™.
Logo,
1 1
g'd, + éd*(B +A\d, < g'd+ 5d(B + \)d, Vd € R". (1.33)
De (1.33), obtemos
)\ 2 2 n
q(d) 2 ¢(d) + 5 (lde]|” ~ |ldl[), vd € R". (1.34)

As afirmagoes (7), (7) e (4i7) seguem diretamente de (1.34). A unicidade segue de (1.33)
porque temos desigualdade estrita quando B + Al é definida positiva e d, # d.m

A maior dificuldade para se obter uma solucao de (1.25) ocorre quando By nao é
definida positiva e (1.25) nao tem solucao na fronteira de Q) = {d : ||d|| < Ax}. Com
efeito, nao ¢ dificil ver que (1.25) nao tem solugao w com ||w|| = A se, e somente se, B
ndo é positiva definida e || — B, 'g|] < Ay.

Agora, vamos supor que (1.25) tem uma solu¢ao sobre a fronteira de Q. Se g nao é

perpendicular ao autoespaco
S1={z:Bz= \z,z#0},
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onde A; é o menor autovalor de B, entdo a equagao nao linear ||w(A)|| = A, onde
w(A) = —(B+ M)y,

tem uma solugdo A > 0 no intervalo (—A1, +00). Caso contrario, isto é, se g é perpendicu-
lar a S, entao nao garantimos a existéncia de uma solugao para a equacao ||w(A)|| = A.
Este caso ¢ conhecido como caso dificil ou hard case (ver Gay [23], Moré e Sorensen [32]
ou Sorensen [43]).

Neste caso, uma solugdo do problema (1.25) pode ser obtida resolvendo o sistema
(B—MI)d=—g
para ||d|| < A e determinando um autovetor z € S;. Entao, definimos
w=d+ Tz,

onde 7 é um parametro real tal que ||d+ 7z|| = A. O Lema 1.2 garante que w é solugao
de (1.25).

Gay|[23], Sorensen[43] e Moré e Sorensen[32] propuseram técnicas para encontrar o
autovetor z € S7. Entretanto, elas exigem um céalculo computacional consideravel, prin-
cipalmente se m >> n é muito grande. Para problemas de grande porte, uma solucao
eficiente foi apresentada por Rojas, Santos e Sorensen [39], que criaram um algoritmo
que nao exige o uso de fatoracoes, baseando-se apenas em produtos de matrizes por
vetores.

O caso em que existe solugao A > 0 no intervalo (—A;, +00) tal que |[Jw(A)|| = A é
bastante facil de ser tratado. Com efeito, todos os artigos que tratam deste problema
consideram o subproblema de encontrar um zero para a funcao

1 1

p(A) = oV~ A (1.35)

Na grande maioria dos artigos, aplica-se 0 método de Newton ao problema (1.35) para
resolver a equagao ¢(A) = 0. Este método é muito eficiente na pratica devido a conca-
vidade da fungao ¢.

No Apéndice A, apresentamos os cédlculos para a obtencao de uma aproximagcao
da solu¢do do problema (1.35). Leitores interessados devem ler Moré[30], Gay[23],

Sorensen|[43] e Moré e Sorensen[32], que discutem este aspecto.

1.3 Escolha do parametro de Levenberg - Marquardt

Nesta secao, discutiremos as estratégias para a escolha e atualizagao do parametro g,

que define o algoritmo de Levenberg-Marquardt cldssico apresentado na se¢ao anterior.
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Lembramos que, a cada iteracao do algoritmo de Levenberg- Marquardt, fornecemos

uma estimativa inicial Ay desse parametro, que deve ser aumentado até que a matriz
By, + M\ 1, (1.36)

associada ao modelo quadratico local, seja definida positiva e uma redugao significativa
do valor da funcao objetivo seja atingida.

Mais precisamente, uma escolha admissivel do parametro de Levenberg-Marquardt
pode envolver vérias tentativas de encontrar o fator de Cholesky da matriz (1.36), e
quanto pior for a nossa estimativa inicial maior sera o esforco computacional para obter
uma melhor aproximacao da solucao do problema de otimizagao. Por outro lado, dificul-
dades numéricas também podem surgir quando a estimativa inicial é muito grande. De
fato, quanto maior o parametro de Levenberg-Marquardt, menor é a norma da solucao d
que define a direcao de busca na iteracao atual, e o algoritmo pode parar mesmo estando
longe da solugao desejada.

Assim, a razao de convergéncia do algoritmo LM, bem como a sua eficiéncia, depen-
dem diretamente da escolha da estimativa inicial do parametro de Levenberg-Marquardt
em cada iteracao.

Abaixo, descrevemos algumas possibilidades de escolha do parametro \;. Se By ja é
definida positiva, pode-se tomar )\, = 0. Portanto, resta-nos considerar o caso em que é
necessario encontrar um My estritamente positivo.

Seguindo as idéias de Davies e Whitting [14], definiremos A\, = wik para algum wy, > 0,
de modo que, agora, nosso problema consiste em encontrar wy. Além disso, omitiremos
abaixo o indice k para facilitar a notacao.

Considere a funcao

p(w) = f(z + d(w)), (1.37)
onde
(B + %E)d(w) = —g, (1.38)
com ¥ = diag(ay,...,a,), a; > 0, escolhida apropriadamente. A equacao (1.38) é
equivalente a
(wB + ¥)d(w) = —wg. (1.39)

Para encontrar w, precisamos determinar o zero da expansao linear de ¢(w) em torno

de w = 0, isto é, o zero da funcao
P(w) = ¢(0) + ¢ (0)w. (1.40)
Derivando ¢(w) com repeito a w em (1.37), chegamos a

¢'(w) = Vf(z +d(w))" d'(w),
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em que d'(w) denota a derivada da fungao vetorial d : R — R™. Por outro lado, tomando
w =0 em (1.39), encontramos d(0) = 0. Logo, para w = 0, a tltima igualdade pode ser

reescrita como,
¢'(0) = Vf(z+d(0))"d"(0) = Vf(2)"d'(0) = g"d"(0).
Derivando implicitamente a equacao (1.39), obtemos
(wB+ X)d'(w) = —g — Bd(w). (1.41)
Assim, tomando w = 0 em (1.41), encontramos
2d'(0) = —g,

ou simplesmente

A equagao (1.42) imp6e uma restrigao para a escolha de d}(0). Se g; = 0, consideramos
d; = 0 para qualquer valor de a;.

Agora, escrevamos simplesmente

v=4d"'(0).
Assim, se a; > 0, de (1.42), segue que
v; = g _ giai_l.
Q;
O zero da fungao ¢ (w) é dado por
¢(0) f
Como A = 1/w, segue que
¢'(0)  g'v

O parametro A na equagao (1.44) estd vinculado a escolha da matriz escalamento
Y, que, por sua vez, é usada para determinar o vetor v. Abaixo, apresentamos algumas
sugestoes para o parametro LM, definidas a partir de (1.44), com uma escolha conveniente

do vetor v.

E1 Levenberg [26].
gl
Jr

Ak , obtido com v, = g.
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E2 Levenberg modificado 1.

)\k = ||ng2, obtido com Vg = fk:gk

E3 Levenberg modificado 2.
Ji

/\k = Hng, obtido com Vg = mgk

E4 Fan e Yuan [18].

2fi £
/\k _ HFk||2 _ ka obtido com (Uk)z — { P(%}c)' se (gk)z 7é ’

onde p é o numero de componentes nao nulas do gradiente gy.

E5 Yamashita e Fukushima [45].

Ao = [|Fil| = 2V/fr  obtido com  (vy); = { p(g0):

0 se (gk)z =
E6 Moré [30].
sendo (vo)i = H ag(jo) (a norma da i-ésima coluna da matriz Jacobiana)
e (Uk)z = maX{(Uk—l)i7 H%xxf) } )

A motivagao para definir a estratégia F6 esta associada a técnica para escalar a matriz
Hessiana truncada By proposta por Moré [30]. Porém, o algoritmo proposto por Moré
difere desta estratégia, uma vez que a escolha de A, dada por (1.45) altera uniformemente
as coordenadas da direcao d, enquanto o método de Moré modifica separadamente cada
coordenada de d.

As estratégias E2 e E3 foram motivadas pelas escolhas adotadas em Fan e Yuan
[18] e Yamashita e Fukushima [45]. Porém, em lugar de estimar o parametro LM pelo
valor da funcao, consideramos a norma do gradiente da aproximacao corrente. Esta
escolha é razoavel, uma vez que o valor da funcao na solucao 6tima x* pode nao ser
nulo e, conseqiiéntemente, o parametro LM também nao se anulara numa vizinhanca de
r*. Entretanto, em geral, o gradiente se anula em z*, sugerindo ser possivel atribuir um
valor pequeno a A\, préximo da solugao.

As estratégias F'1— E6 estimam, no inicio de cada iteracao, um valor para o parametro

LM. Também existem estratégias que tentam aproveitar o valor do parametro calculado
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em uma iteracao imediatamente anterior para estimar o valor do novo parametro na
iteracao corrente. Este tipo de estratégia necessita de uma aproximacao inicial \g do
parametro LM e leva em conta que, quanto mais préximo da solucao, menor devera ser o
parametro de Levenberg-Marquardt. Isto é bastante natural, uma vez que, para valores
muito pequenos de A\, o método de LM se comporta como o método de Gauss-Newton,
herdando suas boas propriedades de convergéencia.

Considere o modelo local de f em xy,
1
qr(d) = f(zp) + Vf(zp)'d + idT(Bk + Mel)d,

em que \p um numero nao negativo que assegura a positividade da matriz By + A\gl.
Seja dj, o minimizador irrestrito de gx(d). Defina z} , = x; + dj, como a préxima

estimativa do minimizador de f. Seja

aredy = f(x31) — f(a)

a reducao provocada em f pela nova aproximagao,
predy = qx(0) — qr(dk)
a redugao prevista pelo modelo local g e
pr = aredy,/predy.

Dado Ag, estima-se o préximo parametro A\ a partir da razao p. Se py estd préximo
de 1, entendemos que o modelo local esta aproximando bem a funcao f em torno de xy.
Assim, desejamos que A\,y1 seja menor que \,. Fazemos isto pré-multiplicando A\, por
um numero real a, 0 < a < 1, e atribuimos o resultado a estimativa inicial de Ag41.
Por outro lado, se pr é muito pequeno ou nao positivo, obtemos A1 multiplicando Ay
por um numero real f > 1, uma vez que pode-se garantir o decréscimo da funcao para
algum A, suficientemente grande.

Marquardt [28] utiliza « = 1/, com [ = 10. Outros autores adotam a mesma
estratégia de Marquardt, mas empregam (3 = 2. Osborne [36] sugere « = 1/3 e § = 3/2.

Madsen, Nielsen e Tingleff [27] afirmam que a escolha de a e 3 deve ser feita de modo
a nao permitir que a razao Ap,1/A; varie muito de uma iteragao para outra.

Nielsen [33] sugere um processo de atualiza¢ao do parametro de Levenberg-Marquardt
que procura evitar os saltos bruscos do escalar A entre iteragoes consecutivas. Grandes
oscilagoes do parametro de Levenberg-Marquardt podem exigir um esforco maior para
a obtencao de um valor admissivel. Tal processo tem apresentado bons resultados na
pratica, tornando-o competitivo em relagao as outras escolhas. Supondo dadas as cons-
tantes reais n > 0, u > 1 e > 0, e um inteiro positivo e impar p, o processo proposto

por Nielsen pode ser descrito pelo seguinte esquema:
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Se pr > 1, faga
1
s = demax {0 1= (3= 1)~ 175 v = (1.46)
1

Senao,
A = VA v =2u. (1.47)

Como se observa, se ha uma série de iteracoes consecutivas nas quais a nova apro-
ximacao € rejeitada, isto é, pr < 1, o valor de A\, aumenta rapidamente.

Definimos como a estratégia E7, o processo de atualizacao (1.46)-(1.47), considerando
w=3,0=2ev =2 0 processo de atualizacdo dado por Marquardt [28] (com 5 = 10
e a = 1/f3) define a estratégia ES.

As duas tltimas estratégias avaliadas tém por base o algoritmo abaixo.

Se pr > n, faga
A1 = Qhy; v =[. (1.48)

Senao,
Api1 = VA, vV =2v. (1.49)

Neste algoritmo, o parametro v tem como valor inicial 3, que deve ser fornecido.
Denominamos E9 a estratégia (1.48)-(1.49) com 3 = 3/2 e o = 1/3. Por outro lado,
definimos E'10 tomando = 2 e o = 1/2. Esses valores foram inspirados em Osborne
[36] e em Madsen, Nielsen e Tingleff [27], respectivamente.

Utilizamos os 35 problemas testes descritos em Moré, Garbow e Hillstrom [31], sem
busca linear, para comparar as estratégias acima. Uma vez que 19 desses problemas tém
dimensao variavel, fornecemos na Tabela 1.1 as dimensoes adotadas nesses casos.

Os valores iniciais do parametro de Levenberg que definem as estratégias E7 a E10
sao descritos abaixo, onde €., 45 sao valores definidos a priori. Em nosso testes,

usamos £, = 10719 e g, = 10712

ET: N = max{eqps max((Bo)i), Erel }

ES: )\ = 0.01.
E9 . )\0 =1.
E10: X\ = 1.
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problema n| m

Jenrich e Sampson 2| 10

Gulf 3| 10

Biggs EXP6 6| 13

Watson 9| 31
Rosenbrock Extendida 200 | 200
Powell Extendida 200 | 200
Penalidade I 10| 11
Penalidade 11 10 | 20

Funcao de dimensao varidvel ! 200 | 202
Trigonométrica 200 | 200

Brown quase-linear 200 | 200
Valores no bordo discreto 200 | 200
Equacao integral 200 | 200
Broyden Tridiagonal 200 | 200
Broyden Banda 200 | 200

Linear - posto completo 200 | 200
Linear - posto um 200 | 200
Linear - posto um com colunas e linhas nulas | 200 | 200
Chebyquad 80 | 80

Tabela 1.1: Dimensao (n) e nimero de fungées coordenadas (m) usados nos problemas

de dimensao variavel.

Na Figura 1.1, comparamos o perfil de desempenho? das estratégias mencionadas,
com excecao de F2 e F4, que se mostraram bastante inferiores as demais. Para estas

estratégias, o parametro LM assumiu valores altos, piorando o desempenho do algoritmo.

Conforme descrito no Apéndice C, quanto mais alta a curva do perfil de desempenho,
mais eficiente o algoritmo. Além disso, se o perfil de desempenho de algum programa
consegue atingir o valor um no eixo vertical entao esse programa ¢é robusto, no sentido
de resolver todos os problemas testados. Desta forma, verificamos que as quatro tultimas
estratagias foram as que apresentaram os melhores resultados. Destas, E7 foi a que
consumiu o menor numero de iteragoes para resolver a maioria dos problemas. Nenhuma
das estratégias, entretanto, foi capaz de resolver o problema Gulf, sendo E'3 a estratagia

que obteve o menor valor funcional.

20 Perfil de Desempenho é um grafico criado por Dolan e Moré [16] para comparar algoritmos. O

leitor interessado deve se dirigir ao Apéndice C para maiores detalhes.
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Estratégia de atualizagdo do parametro Levenberg—Marquardt

0. de Problemas: 35

0 1 1 1 1 1 1 Eg
1 15 2 2.5 3 3.5 4 E10

No. de Problemas: 35 T

Figura 1.1: Perfis de desempenho das estratégias de atualizacao do parametro LM em

funcao do ntimero de iteragoes.

Apesar de usarmos problemas de pequeno porte para selecionar a estratégia de es-
timativa do parametro de Levenberg, testes preliminares comprovaram a eficiéncia da
estratégia K7 para problemas com dimensao mais alta. Por isso, adotaremos essa es-

tratégia daqui por diante.
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Capitulo 2

Técnicas de aceleracao

Apesar de ser globalmente convergente, o método de Levenberg-Marquardt apresenta
algumas desvantagens. Dentre elas, podemos destacar a necessidade de se calcular e
armazenar a matriz Hessiana truncada B = J?.J a cada iteracao. Se o niimero de linhas
m da matriz Jacobiana J é grande, o método tera um custo computacional elevado.

E interessante, portanto, buscar novas técnicas que acelerem o método LM, reduzindo
o numero de iteragoes e, conseqilentemente, o tempo gasto pelo algoritmo. Muitos
pesquisadores tém estudado e proposto técnicas para acelerar o método LM . A maioria
delas concentram-se nas técnicas tradicionais de busca linear e na escolha de uma matriz
escalamento para melhorar o niimero de condigao da matriz Hessiana (ver Sakamoto et al.
[40]) ou controlar o tamanho do passo para que a nova aproximacao seja interior a caixa
(Coleman [12]). Outras estratégias consideradas para acelerar o método incluem uma
reformulacao da fungao objetivo (como proposto por Wilamowski, Chen Y e Malinowski
[44]) e a utilizagao de técnicas de decomposigoes matriciais (ver Zhou e Si [47] e Chan e
Szeto [8]) para resolver o sistema Levenberg-Marquardt.

Em 1980, Pulay [37] apresentou uma proposta que acelera o algoritmo LM através
de uma correcao na direcao de busca. Esta técnica, denominada DIIS, é empregada
principalmente na drea da quimica molecular e em otimizacao geométrica (ver, por exem-
plo, Farkas e Schlegel [20]). FEla considera que uma melhor aproximagao da solucao
final pode ser construida como combinacao linear das ultimas p aproximagoes, supondo
que os coeficientes desta combinacao minimizam, no sentido dos quadrados minimos, o
vetor residual formado pela combinacao dos passos anteriormente calculados. Existem
também variantes dessa estratégia, como as propostas por Csaszar e Pulay[13] e Farkas e
Schlegel [19], que usam as informacoes dos gradientes correspondentes as p aproximagoes
consideradas, em lugar dos respectivos passos corretores.

Neste capitulo, apresentamos uma proposta de aceleracao inspirada na técnica DIIS.
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De fato, corrigimos a direcao de busca a partir de observacoes de um nimero limitado de
valores funcionais computados em passos anteriores e na iteragao corrente. Esta é uma
forma barata de se calcular os coeficientes da combinacao linear que estima a melhor
aproximacao. Além disso, se a solucao 6tima z* do problema de minimizacao pertencer
a0 espaco gerado por estas p aproximacoes e as componentes da funcao objetivo forem
lineares, o passo dado no processo de aceleracao também sera 6timo, no sentido de
apontar para x*.

Abaixo, apresentamos a técnica de aceleracao proposta por Pulay e a nova proposta
de aceleracao. Veremos, ao final do capitulo, que estas técnicas podem aumentar o de-
sempenho do algoritmo LM. Esses resultados positivos também sao observados quando
tentamos acelerar o algoritmo GENCAN com dire¢ao de Levenberg-Marquardt no in-
terior das faces ativas, como comprovam os experimentos numéricos apresentados no
Capitulo 4.

2.1 DIIS: Dairect Inversion of the Iterative Subs-

pace

O método DI1S é uma técnica de aceleragao introduzida por Pulay [37]. Este método
propoe que se obtenha uma melhor aproximacao x® da solucao de um problema de
minimizacao a partir de p + 1 vetores 2%, = 0,1,2,...,p, onde xy é uma aproximacao

inicial dada e as demais aproximacoes sao calculadas por algum método iterativo. Define-

se, assim,
p
Tt = E w;x’,
i=1
onde os coeficientes u;, © = 1,2,...,p, sao obtidos de forma que o vetor residual associ-
ado,

p p
d* = Zuidi = Zuz(x’ —
i=1 i=1

seja o menor possivel, no sentido dos quadrados minimos. Exige-se também que

p
i=1

Segundo Sherrill [42], a motivagao para esta ultima exigéncia é o fato de que cada uma

das solucoes z* pode ser escrita como soma da solucao exata z* e de um termo de erro
Z' .

e’, ou seja,

=x"+e, i=12,...,p.
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Assim, a solucao aproximada dada pelo método DIIS é descrita por

p P
¢ = Zuzxz = Zuz(x* + ")
i=1 i=1
p p p
= [Zul —|—Zuiei ::E*+Zuiei.
i=1 i=1 i=1

O objetivo é a minimizagao do erro efetivo, que é o segundo termo do lado direito da

dltima equacao. Na prética, como nao se conhece os valores das componentes e, estas
sao substituidas pelas diregoes calculadas nas ultimas p iteragoes.
Logo, supondo que estejamos na iteracao k e que as direcoes d*, i =k —p+1,...,k

estejam disponiveis, precisamos resolver o problema

1 p
5 || 2 wid
=1

suj. a iui =1.
i=1

Definindo a matriz simétrica A,x, = [A;;] = [(d*PT)Td* 7], as condigoes KKT

do problema (2.1) sao dadas pelo sistema
U 0
_| = : 2.2

ondel=[11...1T R, 0=1[00 ... 0] € R?, u é solucdo de (2.1) e X é o

multiplicador de Lagrange associado a restrigao » 7, u; = 1.

2

min (2.1)

ATA 1
170

Como o sistema (2.2) tem dimensao (p+ 1) X (p+ 1) e p é razoavelmente pequeno,
podemos empregar técnicas diretas para obter sua solucao, tais como a decomposicao
ATA 1

R da matriz dos coeficientes
@ 17 0

2.2 MDIIS: Modified Direct Inversion of the Itera-

tive Subspace

Neste secao, propomos uma nova técnica de aceleracao do algoritmo Levenberg-Mar-
quardt para minimizacao de somas de quadrados baseada nas informacoes da funcao
objetivo nas ultimas p aproximacoes. A essa técnica demos o nome de MDIIS, acronimo
de Modified Direct Inversion of the Iterative Subspace, em alusao a estratégia de acele-

ragao proposta por Pulay.
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Mais especificamente, dadas p aproximacoes z!, 22, ..., 2P da solucao z* do problema
(1.2), definimos a aproximagao z* de z* como combinagao linear dessas aproximacoes,

ou seja,
p
= Zulx’ (2.3)
i=1

Na pratica, supondo que estamos na iteracao k£ de nosso algoritmo principal e que
k > p, calculamos o passo acelerado usando as aproximacoes 2P+ i =1,..., p geradas
nas ultimas p iteragoes. Entretanto, nesta secao, omitiremos o termo k — p dos indices
para simplificar a notacao.

Na iteragao k, os coeficientes uy, us, . .., u,, da combinacdo linear (2.3) sdo obtidos

resolvendo-se o problema de quadrados minimos
2

B ;
min 5 ;ulF(x) (2.4)
p
suj. a Zul = ¢
i=1
onde F(27) = [fi(x?) fo(z?) ... fu(z))]T, j=1,...,p, e cy é uma constante real, nao

nula, escolhida convenientemente.

A principal motivacao desta abordagem reside no fato particular de que se F' for
linear e se a solucao z* puder ser escrita como combicao linear do vetores 2%, = 1,...,p,
estaremos resolvendo o problema (1.2) diretamente, a menos de uma busca linear, uma

vez que os coeficientes do subproblema acelerado seriam a solucao de

1
min §]|F(u1$1 + ugx® + -+ + upa?)|? (2.5)

p
suj. a E U; = Cp.
i=1

Vamos analisar, agora, o papel da restricao do subproblema (2.4). Antes disso,
entretanto, convém simplificar nossa notacao. Para tanto, definamos a matriz A =
[F(zt) F(2%) ... F(2P)] e o vetor u = [uy uy ... uy|”, composto pelas varidveis que

desejamos encontrar. Neste caso, o problema (2.4) é equivalente a
1
min  h(u) = §\|Au]|2 (2.6)
suj.a  ul'l = ¢

A solucao do problema (2.6) é obtida resolvendo-se o sistema

DRE
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onde A é o multiplicador de Lagrange associado a restricao u’'1 = ¢;.
Se o problema (2.6) possui solugao unica para alguma constante ¢, nao nula, o Lema
2.1 abaixo indica que nao adianta alterar o valor da constante ¢, uma vez que a solucao

é Uinica a menos de um escalamento das variaveis.

Lema 2.1 Seja u® uma solugio de (2.6) para ¢, = ¢ # 0 e seja h. o valor dtimo
associado. Entao, para qualquer v € R, podemos encontrar uma solugdo u” de (2.6) com
cp = tal que

yut = cu’. (2.8)

Além disso, se h € o valor dtimo correspondente a v, entao
v*h. = c*h.,. (2.9)

Prova: O caso em que 7 = 0 ¢ trivial. Suponhamos que 7 # 0. Definamos u” = Tu°.

Neste caso,
p v p v
E ul == E uf = —c=1.
, c 4 c
i=1 =1

Além disso,
1 21 2
ha =) = SllAw | = [ 2] SllAwel = | 2] h.
2 cl 2 c

Por outro lado, u7 é factivel para (2.6) com ¢; = 7. Se u* é uma solugao de (2.6) com

cp =, entdao h(u*) < h,, ou ainda

,y2
“he 2 h(@). (2.10)

Agora, definamos v = gﬂ* Neste caso, v ¢é factivel para (2.6) com ¢ = ¢, de forma que
h(v) > h.. Mas, h(v) = %h(ﬂ*), de onde obtemos
2
h. < ?h(ﬂ ). (2.11)

De (2.10) e (2.11), segue que
2
v —x
hy = T3he = h(i).

Assim, u” também é soluc¢ao do problema convexo (2.6) com ¢, = 7, j4 que tem 0 mesmo

valor funcional que a solucao u*.m

Corolario 2.1 Se v = —c no lema anterior, entao podemos encontrar v’ = —u® com

he = hs,.
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Prova: A demonstracao pode ser obtida trivialmente substituindo v por —c¢ no Lema
2.1.m

O corolario abaixo indica que nao vale a pena ampliar o conjunto factivel, visto que

a solugao sempre pertencera a sua fronteira.
Corolario 2.2 A solugio u* = [u} uy ... wj]" do problema
. 1 2
min  h(u) = §||Au\| (2.12)
suj.a  ull >y
satisfaz exatamente a restricao u''l = cy,.

Prova: Sejam u® e u'® solugoes de (2.6) e de (2.12), respectivamente. Vamos supor que

S Puf =~ > c. Entao, pelo Lema 2.1, podemos encontrar uma solugao u% de (2.6) tal

que
7@ = SyR (2.13)
Y
e
_ c? R

h(u®) = h(u®) = ?h(u ). (2.14)

Mas ¢ < 7, de modo que
h(u®) < h(u™). (2.15)

Como Qg ={u : Y Puj=c} CQr={u : Y 7u; > c}, segue que
h(uf) < h(u®). (2.16)

De (2.15) e (2.16), obtemos uma contradigdo. Assim, a solucao de (2.12) satisfaz exata-
mente a condigio Y L uff = c.m
O Lema 2.1 e os Corolarios 2.1 e 2.2 sugerem que a aproximacao x* serd sempre bem
determinada, a menos de um fator de multiplicacao. Com efeito, se X é a matriz cuja
j-ésima coluna é formada pelo vetor 27, podemos escrever a solugao do problema (2.6)
com ¢, = ¢ cOmo
% = Xu.

Se 7% = Xu" é solugao do problema (2.6) com ¢, = v, pelo Lema 2.1, podemos tomar

u)l = suc, e teremos
c

= —z“
Y

Apesar de z% estar bem determinado, o fator de multiplicacao interfere na escolha

fa

da diregao d* = 2% — z (em que z é a ultima aproximagao aceita da solugao z*), como
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Figura 2.1: Como a escolha de ¢, altera a direcao acelerada d* = x
mostra a Figura 2.1. Em algoritmos que utilizam busca linear, a escolha da direcao de
busca é fundamental para obter uma boa taxa de convergéncia. Desta forma, a escolha
da constante ¢, a cada iteracao, é essencial no processo de aceleracao proposto.

Nos testes que realizamos, a determinagao do vetor u através de (2.6) com ¢, = 1
teve um bom desempenho quando aplicada a reslucao de problemas de minimizacao
irrestrita na forma (1.2). Entretanto, resultados melhores foram obtidos por uma es-
tratégia empirica bastante simples. Supondo que z, é a aproximacao da solucao no
inicio da k-ésima iteracao e que d; é a direcao de Levenberg-Marquardt, admissivel ou

nao, calculada nessa iteracao, usamos

o o =L, se [[zg]| > [[dil]; e

e ¢, = 2, caso contrario.

Para justificar a escolha acima, lembramos que ||z%|| < ¢ max ||2"||. Inspirados
ISP

nessa relacdo, se a norma da direcdo de busca é menor do que a norma da aproximacao
corrente, tentamos estimar uma melhor aproximacao z* de modo que sua norma seja
menor ou igual & maior norma entre as aproximacoes ', ..., 2P consideradas. Por outro
lado, se a norma de dj, for maior do que a norma de x;, tentamos aumentar a norma da
aproximacao acelerada, aumentando a constante c.

O desempenho do algoritmo acelerado depende nao s6 do critério de escolha da cons-
tante cp, como também de p, o nimero de pontos usados para determinar o subespaco
iterativo do processo de aceleracao. Na pratica, nao é recomendado usar um valor de

p muito alto, pois o aumento do esforco computacional nao é compensado por uma
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melhoria na qualidade da solucao. Experimentos numéricos sugerem que o nimero de
pontos considerados no processo de aceleracao deve ser tomado como o minimo entre n
e p, tal que 3 < p < 12. Esses valores nao oneram de maneira excessiva o tempo de
execucao do algoritmo.

Terminamos este capitulo apresentando uma breve analise do desempenho pratico
das estratégias de aceleracao. Em nossos testes, utilizamos os mesmos 35 problemas
descritos em Moré, Garbow e Hillstrom [31], mencionados no Capitulo 1. Para tornar
mais desafiador nosso experimento, aumentamos as dimensoes dos 19 problemas com

dimensao variavel, conforme descrito na Tabela 2.1.

problema n m

Jenrich e Sampson 2 10

Gulf 3 10

Biggs EXP6 6 13

Watson 9 31
Rosenbrock Extendida 1000 | 1000
Powell Extendida 1000 | 1000
Penalidade 1 200 | 201
Penalidade 1T 200 | 400

Funcéo de dimensdo varigvel ! 200 | 202
Trigonométrica 1000 | 1000

Brown quase-linear 1000 | 1000
Valores no bordo discreto 1000 | 1000
Equacao integral 1000 | 1000
Broyden Tridiagonal 1000 | 1000
Broyden Banda 1000 | 1000

Linear - posto completo 1000 | 1000
Linear - posto um 1000 | 1000
Linear - posto um com colunas e linhas nulas | 1000 | 1000
Chebyquad 80 80

Tabela 2.1: Dimensao (n) e ntimero (m) de fun¢oes coordenadas usados nos problemas

de dimensao variavel.

Neste experimento, utilizamos o algoritmo de Levenberg-Marquardt apresentado por

Nielsen [33]. O passo acelerado é aceito em duas situagoes:

e se a solucdo aproximada z*™ proveniente do método de Levenberg-Marquardt

provoca um decréscimo suficiente no valor da funcao objetivo, aceitamos z* se

fla®) < famM);
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Av. de tempo de execucao

1k —

Probabilidade

— | MO
= MDIIS
= DIIS
0.1+ No. de Problemas: 34
0 Il Il Il Il Il Il J
1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 2.2: Perfil de desempenho para o Algoritmo com e sem aceleracao, avaliando o

tempo de execucao

e se a solucao aproximada z™M ¢ rejeitada, aceitamos z? se este ponto satisfaz uma
condicao de decréscimo suficiente do tipo Armijo, usando como referéncia a apro-

ximagao corrente da solucao.

Na Figura 2.2, usamos o grafico do perfil de desempenho para comparar o tempo
de execugao do algoritmo de Levenberg-Marquardt sem aceleracao (LMO) com o tempo
consumido pelos algoritmos com diregao LM acelerada pelo processo de Pulay (DIIS) e
pela nova proposta de aceleracao (MDIIS), fixando p = 5.

Como podemos ver, a nova proposta de aceleragao é mais eficiente do que o algoritmo
LM sem aceleragao e do que o algoritmo que usa a estratégia DIIS. A aceleragao também
tornou o algoritmo mais robusto para este grupo de problemas. Apenas para um dos
problemas, todos os algoritmos pararam por falta de decréscimo no valor da funcao
objetivo, sendo DIIS o algoritmo que apresentou o menor valor funcional.

O resultado acima nos motiva a incluir nossa técnica de aceleragao em GENCAN [4],
com o objetivo de minimizar a soma de quadrados utilizando a direcao de Levenberg-

Marquardt nas faces ativas, em lugar da direcao de Newton truncada.
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Capitulo 3

Algoritmo para a minimizacao de
somas de quadrados de funcoes em

caixas

Nos capitulos e secoes anteriores, apresentamos alguns dos ingredientes necessarios
para a definicao do algoritmo principal desta tese, cujo objetivo é a minimizacao da soma
de quadrados de fungoes suaves com restricoes de canalizacao, problema que representa-

mos na forma

z€Q

min () = 3 YT (0), (3.1)

onde Q = {z € R": [ <z < u} é uma caixa compacta em R", e as desigualdades entre

vetores sao entendidas componente a componente.

Nosso algoritmo ¢é baseado em uma estratégia de restrigoes ativas similar ao método
GENCAN, descrito em Birgin e Martinez [4]. Entretanto, duas caracteristicas distinguem
os algoritmos, ambas relacionadas ao processo de minimizacao dentro da face ativa.
A primeira é que, em lugar da direcao de Newton truncada, utilizamos a direcao de
Levenberg-Marquardt. A segunda é que empregamos um novo processo de aceleragao

para corrigir o passo LM.

Antes de apresentarmos o algoritmo, mostraremos, na proxima secao, como € definida
e identificada uma face ativa em (2, bem como descrevemos as entidades vetoriais, tais

como gradientes e Hessianas, a ela associadas.
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3.1 Definicoes

Seja x € () a aproximagao atual da solugao z* do problema (3.1). Definimos a fungao
identificadora 0(z,Q) =0 :{1,2,...,n} — {—1,0,1} como

—1, se x; = lj;
6(i) = 0, se li < 2 < g (3.2)
1, se T; = Uj.

A funcao 0 determina os indices das componentes de x que estao na fronteira da caixa
Q) e, conseqlientemente, os indices daquelas que sao estritamente internas a caixa. Com
efeito, os conjuntos

I={ieNN[Ln]:[63) =1} (3.3)

I*={ieNN[l,n]:|5()| # 1} (3.4)

contém, respectivamente, os indices das componentes de x que atingem a fronteira de {2
e os indices das componentes de x que satisfazem as desigualdades [; < x; < u;.

Como os conjuntos I e I+ sao mutuamente excludentes, e I U I+ = {1,2,...,n},
podemos decompor o espaco R™ em uma soma direta de dois espacos ortogonais que sao
completamente determinados pelos conjuntos I e I+.

Exemplo 3.1 Seja Q = {z € R® : [; < z; < wy, i = 1,2,3}. Supondo que v =

(1, u2,u3), com l; < xy < uy, temos

I=1{2,3}.

Desta forma, a face ativa pode ser descrita por

Fooy ={0 €R*: I} <21 <uy, 79 =uy € 13 = us}.
Enquanto o seu fecho é dado por

Feoy ={0€R®: I <z <wy, o9 =uy € a3 =1us}.

A Figura 3.1 mostra a face ativa para o exemplo acima.
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Figura 3.1: Caixa do Exemplo 3.1, destacando a face ativa, F,,, e a variedade afim a

ela associada, Ve, .

Exemplo 3.2 Seja Q2 como no exemplo 3.1 e x = (x1,us, x3) com l; < x; < u;, 1 =1,3.
Neste caso,

5(1)=0, 6(2)=1 e 6(3)=0

I=1{2}.

A face ativa (ver Figura 3.2) é descrita por

Fowy ={0€R*: [ <x; <y, i =1,3 € 29 =us}.

Definicao 3.1 A dimensao de uma face F em um ponto x é a dimensao do menor

subespaco afim V' de R™ que a contém.

Assim, no exemplo 3.1, a dimensao de F é 1, enquanto que, no exemplo 3.2, a face
tem dimensao igual a 2. Com efeito, as variedades afins associadas a cada face sao,
respectivamente,

Vez, = @ + span{e; }

Vew, = & + span{ei, €3},

onde ¢; é o i-ésimo vetor canonico de R™.
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Figura 3.2: Caixa do Exemplo 3.2. F.,, é a face ativa, e V,,,, a variedade afim a ela

associada.

Definicao 3.2 Uma face é chamada degenerada quando a sua dimensao € zero.
Exemplo 3.3 Se Q={z € R®:[; <z; <w;} ex = (l1,us,ls), entdo
(1) =-1,0(2)=1¢e0(3) =—1.
O conjunto dos indices ativos é dado por
I={1,2,3}

e a face ativa € definida por

F = {x}.

De modo geral, se I é o conjunto de indices ativos em x com relacao a caixa (2,

definimos a face ativa em x por
Fr={oeQ:a=1ised(i)=—1l;z;=u;sed(i)=1;l; <my<u;seic I} (3.5)

Definimos o fecho da face F; por
Fr={zecQ:iaz=lisedli)=—Lz=used(i)=1<z;<useicl-} (3.6)

Também usamos o termo V; para representar a menor variedade afim que contém F7,

e S; = span{e;, i € I} para indicar o subespaco paralelo a V7.
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Observe que podemos definir V; usando a regra
Vi={yeR":y=a+2z:2¢€ S} (3.7)

Como todo vetor w € V; possui as componentes w;, ¢ € I, fixas, podemos identifica-
lo a partir das variaveis livres. Ou seja, se m é o nimero de varidveis livres de x com
relacdo a €2, e se ) é o subconjunto de 2 em que se considera apenas as varidveis livres,
podemos associar a cada w € V7 um vetor w € R". Isto equivale a definir a aplicacao

bijetora projecao

0, QCR" — QCR” (3.8)
1" (3.9)

W o— W= [wj, W, ... Wy

com j; € I+ ordenado de modo que, se s < t, entdo j, < ji.

A inversa de ¢, é definida por

;' QCR" — QCR"

wo o— w,

com

Wy,  S€ Ji € IL;
Wi = .
r;, se 1€l.

Exemplo 3.4 Sejam z € R® e w € Vi com p.(w) =y = (y1,y2,y3). Se I = {1,4} e
It =1{2,3,5}, entdo

SO;I(y) - (xh Y1,Y2, T4, y3)

Dado o vetor x € Fj, aproximagao atual da solu¢ao z* de (3.1), queremos somar a x

outro vetor d, tal que a nova aproximacao
=z +d (3.10)

esteja em F; e seja tal que f(zt) < f(x).
Como nos algoritmos SQP, determinamos a direcao d como uma aproximacao da

solugao do subproblema quadratico aproximante

1
min  q(d) = f+g"d+ idTBd
suj.a I<x+d<u (3.11)
z+delV.
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onde f é o valor da funcao calculada em z, g é o gradiente de f em z e B é uma
aproximacao da matriz Hessiana de f em x.

Como z + d deve pertencer a F; C V7, necessariamente devemos ter d; = 0 para
i € I. Assim, o produto interno e o produto entre matriz e vetor na soma (3.11) sao

reduzidos a

g'd = Zgjidji, com j; € I+ (3.12)
=1
e — —
d"Bd =" B k,drd,, com ki k; € I*. (3.13)
i=1 j=1

As identidades (3.12) e (3.13) s6 dependem das componentes do gradiente g e da
aproximacao B da Hessiana de f correspondentes aos indices das varidveis livres de x.
Com isto, em lugar de resolvermos o subproblema (3.11) no espago original de dimensao

n, resolvemos o problema

1
min  q(d) = f+g d+ édTBd
suj. a [<z+d<u (3.14)
r+deV.

onde g é o vetor gradiente reduzido (obtido usando apenas as componentes de g que
correspondem as variavéis livres de ) e B é a submatriz de B formada pelas linhas e
colunas que correspondem aos indices das variaveis livres de x.

A diregao d resultante do problema (3.14) é calculada pelo método de Levenberg-
Marquardt, o que garante que ela seja uma direcao de descida suficiente.

Na préxima secao vamos definir o algoritmo que age sobre a subvariedade afim V7,

que contém a face ativa F; = Fy(x).

3.2 Algoritmo interno a face

Suponha que conhegamos xj, uma aproximagao da solugao do problema (3.1). Neste
caso, escrevemos [, para representar o conjunto dos indices ativos em x;. De maneira
analoga, Fj ¢ a face ativa em x, Vi é a menor variedade afim contendo Fj e Si é o
subespaco paralelo a V.

Como trabalhamos com um método de resti¢coes ativas, precisamos definir um algo-
ritmo iterativo para minimizacao na face ativa Fj, que parta de um ponto factivel no
interior da face e que convirja para um ponto estaciondrio no seu interior ou atinja a sua

fronteira, obtendo um descréscimo do valor da funcao objetivo.
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Encerramos a aplicacao do algoritmo na face ativa quando nao conseguimos obter um
decréscimo do valor da fungao objetivo, o que ocorre quando nao conseguimos reduzir o
valor da quadratica aproximante, isto é, quando detectamos um passo muito pequeno,
ou quando encontramos um novo conjunto de indices ativos. O abandono da face é feito
utilizando o algoritmo do gradiente espectral projetado (ver [5] e [4]), descrito na segao
3.4.

Voltando a minimizacao na face, como as componentes correspondentes aos indices
ativos I estao fixas e s6 consideramos os indices correspondentes as variaveis livres de
Tk, 0 problema se resume a encontrar o minimizador de f restrito a variedade afim Vj,

ou seja, encontrar uma solugao aproximada do problema

min f(z), (3.15)

z€EQCR™

com f = f|y, e n = dim(Sk). O conjunto
Q={reR": [ <z <7}

representa a face fechada de ) na qual se considera apenas as variaveis livres.

O algoritmo que propomos é baseado no método descrito em Birgin e Martinez [4],
embora contenha duas diferencas fundamentais. A primeira é que usamos o critério de
decréscimo suficiente como nos métodos de regioes de confianca, para decidir quando
aceitamos uma direcao d de descida, com condigoes tipo Armijo quando executamos
buscas lineares ao longo de d, onde empregamos a direcao de Levenberg-Marquardt em
substituicao da direcao de Newton truncada. A segunda, é a inclusao da técnica MDIIS
proposta no Capitulo 2, secao 2.2, para correcao da direcao de busca.

O método de Levenberg-Marquardt foi escolhido porque sempre podemos conseguir
uma direcao de descida suficiente, e também por estarmos resolvendo problemas de
quadrados minimos, ou seja, de somas de quadrados de fungoes. Todavia, a direcao LM
¢ computacionalmente cara de se obter e ; além disso, o vetor diregao pode ter uma
norma muito pequena no caso do parametro de Levenberg-Marquardt ser muito grande.
Por isso, executamos uma busca linear ao longo de dj, com o objetivo de acelerar a
convergéncia do nosso algoritmo.

Como em Birgin e Martinez [4], dadas uma aproximacao xj da solucao de (3.15) e

uma direcao de descida dy, satisfazendo a condicao de angulo
gr di. < =0 |gk| |11 dll, (3.16)

definimos

t
Tpy1 = Tk + apdy,
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onde, inicialmente, ay, é o valor minimo entre o passo unitario e o maior passo que pode
ser dado ao longo da direcdo dj de modo que o vetor zj_, pertenca a Fy.
Em seguida, tentamos acelerar, usando uma das técnicas descritas no Capitulo 2. O

algoritmo que define a direcao acelerada pode ser resumido nos seguintes passos.

Algoritmo 3.1 Suponha que estamos em uma iteracao k e que xp € aprorimacdo cor-
rente da solugao do problema. Suponha ainda que sao dadas as ultimas p = min{k+1, p—
1} aprozimagoes x* P i =1,2,...,p. Defina x}_, como a (p+ 1)-ésima aprozimacao

(que, por simplicidade, denotamos por Ty.1 ).

P1 Encontre u*, solu¢ao do problema

‘ 1 k—pi
min o ZUZF(.T Py (3.17)

suj. a E U; = Cp,.

= _ P+, x, k—p+i
P27=>"" ux :
P3 d¢ =7 — L.
Assim, a solucao acelerada é dada pelo vetor
“ _
Th = T + 0T — xp),

onde «, é definido de forma andloga a ay.
Em cada iteracao do método de Levenberg-Marquardt, s aceitamos o passo do pro-

cesso de aceleracao se a direcao acelerada dj; = xf,, — x} satisfaz a condigao do angulo
T ja a
kg = kIl
gi di. < —01|gi|[]|dz]]

Se tal condicao nao é atendida, encerramos o processo de aceleracao naquela iteracao e
continuamos o algoritmo LM normalmente, tentando acelerar na iteracao seguinte.
Uma vez aceita a diregao dj, resta-nos decidir se xf, serd aceito. Para tanto, divi-

dimos nossa analise em dois casos:

a . . . ~ . a . t
e Se zf,atinge a fronteira da caixa ), verificamos se f(f,,) < min{f(zy), f(2}41)}-
Se isto ocorre, aceitamos d = dj, como nova direcao de busca. Caso contrario,

descartamos a aproximacao acelerada e utilizamos a direcao de LM.
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e Se xf,, estd no interior da caixa, temos duas outras possibilidades. Caso zj ., ja
provoque um decréscimo suficiente no valor da fungao objetivo, adotamos dj, = d}
como nova direcao de busca se f(zf,,) < f(z},,). Se zj,, nao reduz o valor
da funcao, usamos uma condicao tipo Armijo para decidir se aceitamos ou nao a
aproximacao acelerada, isto é, verificamos se f(zf,,) < fi + i (2§, —x1). Caso

isso aconteca, aceitamos a direcao acelerada como nova direcao de busca.

Note que apenas aceitamos a aproximacao acelerada quando reduzimos o valor da
funcao objetivo. No caso em que o processo de aceleragao nao gera uma aproximagcao que
reduz o valor da fungao, adotamos a direcao de LM. Se x;, 1 nao reduz o valor da fungao
objetivo, tentamos obter uma nova aproximacao com valor funcional menor através do
processo de reducao do passo e aumentamos o parametro Levenberg-Marquardt, Ag,
de modo a aumentar as chances de se satisfazer a condicao de decréscimo na proxima
iteracao.

Uma vez obtida a direcao de busca dj, sendo ela a direcao de Levenberg-Marquardt
ou a diregao acelerada, definimos zy.; = x; + dg. Assim com Birgin e Martinez [4],
quando xp,; satisfaz a condicao de descréscimo suficiente do valor da funcao objetivo
e ¢ interior a caixa, analisamos se vale a pena extrapolar ao longo da direcao, o que é
feito verificando se a derivada direcional g,:;rldk é menor do que uma fragao de g{dy.
Neste caso, dj ainda é uma direcao de descida com relacao a xp,; e estd “longe” de ser
ortogonal a gg1.

Com efeito, a condigcao
Gisrdi < Boi de < —0nllgelllldill, 0< B <1, (3.18)

indica que dj, satisfaz uma “condicao de angulo relaxada”. No caso em que a condi¢ao
(3.18) nao ¢ satisfeita, definimos x4, como nova aproximagao e reiniciamos o algoritmo.

Por outro lado, se z;,1 atingiu a fronteira da caixa e tem um valor funcional menor
que xy, tentamos adicionar o maior niimero possivel de restricoes ao conjunto de indices
ativos. Isto é feito iterativamente, aumentando o passo a; e projetando o vetor resul-
tante na caixa. Este processo é encerrado quando uma das projegoes possui um valor
funcional maior do que sua antecessora ou quando duas projecoes consecutivas estao
muito préoximas.

Apresentamos abaixo o algoritmo de minimizacao em cada face ativa. No que segue,

denotamos por P(x) = Pg(x) a projecio Euclidiana de z sobre a caixa ©, onde

li; se  x; <y
Po(z)=¢ z;, se i<z <u;
Ui, S€ T = U



e consideramos .
Ge(d) = fr + 75 d + éolTHd (3.19)
como sendo o modelo quadratico que aproxima f em xy, restrito a V. Para simplificar

a notacao, definimos fp = f(xx), fi 1 = f(2] 1) e fir, = fat ).

Algoritmo 3.2 Algoritmo para minimizacdao nas faces, com busca linear. O algoritmo
comega com xg € Q. Devem ser fornecidos os parametros v € (0,1), 8 € (0,1),0 €
(0,1),7€ (0,1),N >1e0 <1 <7 <1, além das tolerancias €ups, £re; > 0. Inicial-
mente, k = 0.

P1 Calculo da direcao de busca

P1.1 Se ||g;|]| = 0, termine a execucao do algoritmo.
P1.2 Usando o método LM (Algoritmo 3.3), calcule d, € S, tal que gld; <
=01 gr||[|dx]|

P2 Decisoes da busca linear

P2.1 e = max{a > 0: [z, 2x + ady] € Q}
P2.2 «ap = min{ame, 1}
P2.3 ., =z + apdy
P2.4 ared, = fi, — fi1
P2.5 pred, = q:(0) — qx(dy)
P2.6 Se predy < g4, termine a execugao do algoritmo
P2.7 p=ared/pred
P2.8 Sepp > n,

P2.8.1 acxt =1

P2.8.2 A\ = A\ max{1/3, 1 — (2p; — 1)3}
P2.9 Senao,

P2.9.1 acxt =0
P2.9.2 )\ =2)

P2.10 Obtenha dj pelo Algoritmo 3.1.
P2.11 ¢ = max{a > 0: [z, 2 + adf] € Q}
P2.12 ¢; = min{cnas, 1}
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P2.13 7, = 2 + qdj

P2.14 Se acxt =1 e [y < fi

ouse acxt =0, z¢ €It Q e fi < fi+vag dg,
ou ainda se acxt =0, x3, , € Q—Int Q e fi, <[,

P2.14.1 ol =2t

P2.14.2 d), = d¢

P2.14.3 a;, = ¢,

P2.14.4 o,00 = Crraz

P2.14.5 acxt =1

P2.15 Se acxt # 1, siga para P4

P2.16 Se aj, = 1 (neste caso, z, + dy € Int(Q)) e gi,,dy, > Bgrdy
P2.16.1 5.1 = 75, + di
P2.16.2 Siga para P5

P3 Extrapolagao

P3.1 Se o, < Qnaw, riar = min{Nag, ez }
P3.2 Senao, oy = Nay,

P3.3 Se ai > aye. €
|| P(x) + ariadr) — P(zr + cndy)| oo < max{eas, el P(zr + rdi)||oo},

P3.3.1 Lh4+1 = P(Ik -+ Oékdk)
P3.3.2 Termine a execucao do algoritmo
P3.4 Se f(P(xp + ayriwdr)) > f(P(xr + ardy)),

P3.4.1 Lh4+1 = P(Ik -+ Oékdk)
P3.4.2 Siga para P5

P3.5 Senao,

P3.5.1 A = Qrial
P3.5.2 Volte a P3.1

P4 Processo de redugao do passo

P4.1 Repita

P4.1.1 Calcule e € [T10, T20]
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P4.1.2 o, = opew
P4.2 Até que f(zp + ardy) < f(zx) + vyargr d
P4.3 Tpt1 = T + Oékdk

P5 Fim do lago

P5.1 Se ap = qumae, termine a execugao do algoritmo
P52 k=k+1
P5.3 Volte a P1

Como se observa no passo 2.8.2, quando a reducao real da funcao objetivo é satis-
fatéria, A\p41 é calculado segundo a férmula de Nielsen (1.46), tomando § =v =2, u =3
e p = 3. Por outro lado, se nao ha uma reducao suficiente de f, \;,; é igual ao dobro
de )\k

Em P2.14, o passo acelerado é aceito se:

1.z}, satisfaz a condicdo de descréscimo suficiente

pr > 1] (3.20)

e a condicao f,; < fi,;. Neste caso, o passo acelerado proporciona um decréscimo

da funcao objetivo ainda maior do que o fornecido por zj ;;

2. a condicao (3.20) nao é satisfeita por zj_,, mas zf_,, que pertence ao interior da

caixa, fornece um decréscimo suficiente da funcao objetivo;

3. a condicao (3.20) nao ¢é satisfeita, mas xf ,, que pertence a fronteira da caixa,

apresenta funcao objetivo com valor inferior ao obtido por zj ;.

Os passos P2.1-P2.14 estao associados exclusivamente a escolha da diregao de busca
e ao tamanho do passo maximo que pode ser dado sem sair da caixa. Apds executar
esses passos, caso ., ainda nao tenha sido aceito, executamos uma busca linear, que

sO é encerrada quando satisfazemos a condicao de decréscimo de Armijo

[+ apdy) < f(x1) + yarg; dy. (3.21)

Executamos o processo de reducao do passo em lugar de aumentar o parametro \; e
reiniciar o processo de encontrar uma direcao que forneca o decréscimo desejado porque,
em geral, ¢ mais barato calcular alguns valores funcionais do que um vetor direcao, uma

vez que este exige a resolucao de sistemas lineares.
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Por outro lado, se . 41 Nao estd no interior da caixa Q e parece vantajoso caminhar ao
longo da diregao definida por dy, isto é, se f(xr + Qmazdr) < f(xy), entao extrapolamos,
multiplicando o passo por um fator NNV, fixo, e projetando o ponto resultante na caixa.

Além disso, também extrapolamos quando xj+dj esté no interior da caixa, a condigao

de descréscimo (3.20) é satisfeita e a condigao da derivada direcional
Thpadi = Bgidy

(definida no passo P2.16) nao se verifica. Neste caso, a extrapola¢ao pode produzir um
decréscimo no valor da funcao objetivo, uma vez que d; pode ser uma direcao de descida

suficiente para xy,1 (ver Figura 3.3).

et N

_gk

Figura 3.3: Exemplo em que d continua sendo uma direcao de descida suficiente para

Tk+1 € g;ﬂldk < gp di.

Assim como em GENCAN [4], no processo de extrapolacao, tentamos sucessivas
projecoes de x;, + adj, sobre a caixa €, aumentando o passo a por um fator N fixo. Se
o ponto x; + ady estd no interior da caixa, mas x + aNd, nao esta, testamos o ponto
T + Qmazdi. O passo é aumentado até obtermos f(P(xg + qyriqidr)) > f(P(xg + ady)).
Neste caso, aceitamos o ultimo ponto, xyy3 = P(z + ady). Também encerramos o
processo de extrapolagao quando a distancia d. entre duas projecoes consecutivas ¢ muito
pequena, conforme ilustrado na Figura 3.4.

O Algoritmo 3.2 acaba quando um iterando z;,; pertence a fronteira da caixa €2,
tendo reduzido o valor da funcao objetivo, ou quando a norma do gradiente projetado

interno é muito pequena.
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Figura 3.4: Exemplo do processo de extrapolacao.

Assim como é feito para a maioria dos algoritmos que empregam regioes de confianca
e o método de Newton modificado, usaremos o lema de Powell, reproduzido abaixo, para

mostrar que a seqiiéncia dos gradientes gerados pelo Algoritmo 3.2 converge a zero.

Lema 3.1 (Powell) Considere o problema

1
i =g d+ =d" Byd. 22
H£lr|1|1§nAqk(d) gkd+2d kd (3.22)

Se d* é uma solugao de (3.22), entao

00) ~ (@) = gl min {a, 2l 3.23

Prova: Ver Nocedal e Yuan [34].m
O Lema 3.1 fornece uma estimativa da reducao de ¢g. Esta estimativa é utilizada na
demonstracao do Teorema 3.2 apresentado ao final desta secao.

As hipéteses necessarias para analise de convergéncia do Algoritmo 3.2 sao
H1 fecC?
H2 || Ji|| <o, Vk e para algum o > 0.
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H3 supHVf Bi|| < M, para algum M > 0.

O teorema seguinte mostra que o nimero de iteracoes consecutivas do processo de

reducao do passo é sempre finito.

Teorema 3.1 Qualquer subconjunto Ko da seqiéncia {zy} formado por iterandos con-

secutivos que ndo satisfazem (3.20) no Algoritmo 3.2 € finito.

Prova: Suponha, por absurdo, que K¢ é infinito. Neste caso, a partir de uma iteracio k,
a condigao (3.20) é sempre rejeitada e atualizamos o parametro LM usando Agy1 = 2.

Desse modo, A\, — oo. Agora, usando o Teorema do Valor Médio, temos

ared;, = fk — fk+1 — i Clk CZTV f(l‘k + Hdk)dk, 0 e (0 1) (324)

Por simplicidade, vamos escrever V2 f(zy + 0dy) = V%f(@). Assim,
aredy, — predy, = ——dT(V f(0) — By)dy. (3.26)

Dividindo ambos os lados da equagao (3.26) por predy, e usando o fato de que predy >
Ae||d]|? (ver (1.20)), obtemos

aredy,
— V Byl 3.27
ek 1] < g w90 - B (327
Como A\ — o0, temos ||dy|| — 0. Além disso, a continuidade de V?f nos garante
que V2f(0) = Vif. Pela hiptese H3, sup, ||Vif — By|| é limitado, o que implica que
Pr = % — 1. Conseqlientemente, a condigao (3.20) vai valer para algum k muito

grande, contradizendo a hipétese de que K¢ € infinito.g

Provaremos, agora, que qualquer seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 3.2 para em um
ponto estaciondrio irrestrito, ou para na fronteira da caixa €, ou gera, no limite, pontos
estaciondarios irrestritos. Parte da demonstracao do teorema ¢é similar a encontrada em

Birgin e Martinez [4]. Mesmo assim, resolvemos apresenté-la integralmente.

Teorema 3.2 O Algoritmo 3.2 estd bem definido. Se {xy} € uma sequéncia gerada pelo

Algoritmo 3.2, uma das sequintes possibilidades acontece:
1. A sequéncia {x}} pdra na fronteira 9Q = Q — IntQ.
2. A sequéncia {xy} gera uma sequéncia {fr} = {f(zx)} estritamente decrescente.
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3. A sequéncia pdra em xy, com ||g(xy)|| = 0.

4. A sequéncia {xy} € infinita, tendo pelo menos um ponto limite x* que satisfaz
[[g(z)[I = 0.

Prova: Provemos, primeiramente, que o Algoritmo 3.2 estd bem definido. Com efeito,
o lago do passo P4 é o processo classico de reducao do passo e é finito pelos ja bem
conhecidos argumentos da derivada direcional (ver Dennis - Schnabel [15]). O loop do
passo P3 também é finito porque nds apenas multiplicamos uma direcao nao nula por
um um numero maior do que um, ou tomamos o passo maximo factivel permitido.
Neste caso, apés um numero finito de passos, ou a fronteira é atingida ou a condicao
de descréscimo estipulada no passo P3.4 é satisfeita. Claramente, o algoritmo exige que
flzk 4+ agdy) < f(xg), logo a sequéncia { f} é estritamente decrescente.

Como a sequéncia {z;} estd contida no conjunto compacto 2 C R", pelo Teorema
de Cauchy ela possui pelo menos um ponto limite. Resta provar que todo ponto limite
z* da seqiiéncia {xy} satisfaz |[g(z*)|| = 0.

Seja K1 C N um subconjunto infinito do conjunto dos niimeros naturais, tal que

klér[r(ll xp = a. (3.28)

Definamos dj = xp.1 — x%, para todo k € K;. Vamos dividir a prova em dois casos:
Caso A. Existe p > 0 tal que
l|dk|| > p, Vk € K;. (3.29)

Caso B. Existe Ky C K; tal que khr}r(l ||di|| = 0.
S349]
Analisemos inicialmente o caso A. Pelo Teorema 3.1, podemos supor, sem perda de
generalidade (senao passamos para uma subseqiiéncia), que a seqiiéncia {x;} gerada pelo

Algoritmo 3.2 sempre satisfaz (3.20) ou a condi¢ao

fi < fro+vegdy,

definida no passo P2.14 do Algoritmo 3.2. Por outro lado, se o nimero de iterandos
que satisfazem a condigao (3.20) fosse finito, esta condigao falharia sempre a partir
de um certo inteiro k. Deste modo, o passo P2.9.2 do algoritmo implicaria que A —
+00. Conseqiientemente, teriamos uma contradicao. Assim, existe um conjunto infinito
de indices k € K; tal que x; sempre satisfaz (3.20). Porém, vamos supor, para nao
sobrecarregar a notagao, que a prépria seqiiéncia {x;} sempre satisfaz (3.20), isto é, esta
condicao ¢é verdadeira para cada k € K.

Suponhamos, entao, que a seqiiéncia {xy }rek, seja tal que

Tk = fre+1 = 1 predy, (3.30)
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em que predy é calculado a partir da dire¢ao LM df, = .TZ_H — Xk
Usando (3.29) e definindo Ay = ||dg||, temos que Ay > p, k € K;. Pelo Lema 1.2,

item (ii), sy resolve o problema

1
min d) = gld+ =d" B,d. 3.31
||d||§Aqu() g 5 k ( )

Assim, pelo Lema 3.1, segue que

1 .
o= fuor 2 gl { e, 12 . (332

Uma vez que By = J!Jp e que a hipdtese H2 é satisfeita, existe A > 0 tal que
|B]| < A, Vk € K. Logo,

1 .
fie = firr 2 ognllgelmin{pA, [lgil[}- (3.33)

Como o lado esquerdo da ultima desigualdade vai a zero, pois { fi } é decrescente, limitada
inferiormente e f é continua, concluimos que ||gx||rex, também tende a zero.

A prova do caso B ¢ inteiramente anédloga aquela dada em Birgin e Martinez [4].
Entretanto, vamos nos permitir escrevée-la para completar a demonstracao.

Suponha que existe Ky C K; tal que klian |dk|| = 0.
kEKy

Seja K3 C K5 o conjunto tal que «y € calculado no Passo P2.16.1 para todo k € K3.
Analogamente, seja K, C K5 o conjunto dos indices das iteragoes em que oy, € calculado
pelo Passo P3 e seja K5 C K5 o conjunto tal que «y, é calculado pelo passo P4 para todo

k € K. Vamos considerar trés possibilidades:
(i) K3 é infinito;
(ii) K4 é infinito;
(iii) K3 é infinito.
Consideremos, inicialmente, o caso (i). A condigao imposta no passo P2.16 nos garante

que
g(xg + dp)"dy > 87y dy,

de modo que

_ dy. o dy
zp +dp)t —— > BgE—— | 3.34

para todo k € K3. Como K3 ¢ infinito, podemos tomar uma subsequéncia convergente
di/||dg|| — d, passar o limite em (3.34) e usar a continuidade do gradiente, de modo a
obter

g(.)7d > Bg(e.)d (3.35)
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Uma vez que 0 < 3 < 1, a desigualdade (3.35) implica que g(z.)Td > 0. Por (3.16) e
por continuidade, temos
g(z.)"d < —0|[g(x.)]|-
Logo, [[g(z.)|| = 0.
Consideremos, agora, o caso (ii). Como estamos supondo que K é infinito, o processo
de extrapolacao s6 é executado no interior da caixa. Ou seja, P(xy + apdy) = T + agdy.
Além disso, pelo passo P3.1, ayria < apN e P(zy + qpriqidy) = Tk + Qriqrdy. Assim, para

todo k € Ky, escrevendo aj, = typial, temos que ay, € [ag, aN| e
f(xg + ajdy) > f(ag + axdy). (3.36)
Portanto, pelo Teorema do Valor Médio, para todo k € Ky, existe & € oy, o] tal que
g(xr + &di) " (af, — ag)dy > 0, (3.37)
Logo, uma vez que o}, > oy, para todo k € Ky, temos
g(xx + Eedi)"di > 0.

Como ||agdg|| tende a zero (ay é limitado pelo passo maximo permitido na caixa, Gnqs ), €
||t di|| também tende a zero (o), é limitado pelo produto entre um nimero real limitado
N e amaz), temos ||pdi|| — 0. Logo, dividindo por ||dx|| e tomando uma subseqiiéncia

convergente de dy./||dk||, obtemos
g(x*)Td > 0.

Agora, usando (3.16), tomando o limite e considerando a continuidade do gradiente,
segue que g(x,)Td < —0||g(x.,)||. Isto implica que |[g(z.)|| = 0.
Resta-nos analisar o caso em que K3 ¢ infinito. Neste caso, para todo k € K5, existe

d,, tal que
flan+dy) > fxe) +7g)"dy (3.38)
¢ d
1d | < Nl (3.39)
T1

Por (3.39), lim ||d,.|] = 0. Além disso, por (3.38),
[SI3E]

flax + dy) = fwn) > vg(ee) " dy, (3.40)
para todo k € Kj. Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe & € [0, 1], tal que
gl + &dy) "y, = vg(xi)"dy, Yk € K.
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Dividindo por ||d,|| e tomando o limite para uma subseqiiéncia de d, /||d, || convergente
a d, obtemos
g(w.)"d > yg(w.)"d.

Esta desigualdade é similar a (3.35), de modo que, usando os mesmos argumentos, con-

cluimos a tese do teorema.pm

3.3 Implementacao do algoritmo interno a face

O algoritmo irrestrito utilizado dentro das faces exige que, a cada iteracao k, de-
terminemos uma direcao de busca dj que seja uma direcao de descida suficiente e que

satisfaca a condicao de angulo
g di. < —0||gelll1dll, (3.41)

com 0 € (0,1).

O algoritmo GENCAN [4] usa a dire¢do de Newton truncada, calculada pelo método
dos gradientes conjugados. Em nosso algoritmo, empregamos a direcao Levenberg-Mar-
quardt, que é comprovadamente uma direcao de descida suficiente. Além disso, é possivel
fazer com que a direcao LM satisfaga a condigao do angulo (3.41), uma vez que, quando
o parametro LM )\, tende ao infinito, a direcao LM associada tende continuamente a
dire¢do de méxima descida (ver Levenberg [26]). Assim, por continuidade, existe um Ay
que torna admissivel a direcao LM.

Quando o algoritmo principal ¢é iniciado, e sempre que adotamos uma iteracao do
gradiente projetado espectral, atribuimos ao parametro A\, um valor pequeno, na tenta-
tiva de usar a direcao Gauss-Newton. Este valor de Ay é determinado seguindo as idéias

de Nielsen [33]. Mais precisamente, tomamos
/\k - maX{gabs ?:1?%(“(3]@)”‘}7 5rel}7

onde 7 é a dimens@o do subespaco em que trabalhamos, (By);; ¢ o elemento da linha ¢
e da coluna j da matriz By e €,.q, cas sa0 valores fixos nao nulos. Esta salvaguarda é
necessaria para que a férmula de atualizacao Ay = 2\, faca sentido. Doravante, para
simplificar a notacao, escrevemos n em lugar de 7.

Se, para algum A nao nulo, a matriz By + A\iI nao é definida positiva ou se a direcao
correspondente nao satisfaz a condi¢ao (3.41), dobramos o valor de Ay até que as duas
condicoes sejam satisfeitas simultaneamente.

Apresentamos abaixo o algoritmo que calcula uma direcao LM admissivel. Neste

algoritmo, k indica a iteragao atual. Ja a variavel ackey indica o tipo de passo adotado
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na iteragdo k — 1. Se ackey = 0, uma iteragao gradiente projetado espectral (SPG) foi

executada. Por outro lado, se ackey = 1, trabalhamos dentro da face.

Algoritmo 3.3 Direcao de decréscimo suficiente

P1 Se k=0 ou ackey =0, A\, = max{eups max;—1 7{|(B)iil}+ rer}
P2 Se By + \iI é definida positiva,

P2.1 Resolva o sistema (By + A\gI)dr = —gi, obtendo dy

P2.2 Se gl'd;, < —0||gx||||dr]|, termine a execucio do algoritmo
P3 Se A\p < e, Ax = max{eaps max;—1 z{|(Bk)iil}, €rer}
P4 Senao, A\, = 2)\;

P5 Volte a P2

No Algoritmo 3.3 acima, reiniciamos o parametro LM sempre que utilizamos uma
iteracao do gradiente espectral projetado. Dessa forma, sugerimos uma salvaguarda
da aproximacao inicial do parametro LM relativamente pequena em detrimento do
parametro inicial adotado em Levenberg [26] e Marquardt [28]. Aqui utilizamos €, =
10710,

O lema abaixo mostra que sempre é possivel encontrar um parametro A\, tal que a
direcao dj, obtida pelo Algoritmo 3.3, seja uma direcao de descida e satisfaca a condicao
do angulo (3.41). Mais que isso, é possivel encontrar uma estimativa para tal parametro

com base nos autovalores & > & > - -+ > &, > 0 da matriz simétrica By.

Lema 3.2 Seja dado 0 € (0,1). Qualquer que seja X > max{%ll%g", 0}, a dire¢ao d dada
pelo sistema

(Br+ M)d = —g

¢ uma direcao de descida e satisfaz (3.41).
Prova: Seja A\ > %. Dado que 1 — 6 > 0, podemos escrever
A1 —0) > 0& — &,
Reordenando esta desigualdade, obtemos
Ent A2 0(6+ ),

o4



de onde segue que
§n + A

&1+ )
Além disso, é facil ver que, se A > —¢,, entao a matriz By + Al é definida posi-

> 4. (3.42)

tiva. Seja, entdo, By, = U] YUy a decomposigao espectral da matriz By, em que Uy, é
uma matriz ortogonal e ¥ = diag(&y, s, ..., &) é uma matriz diagonal formada pelos

autovalores de Bj. Neste caso,

lgel? = [[(Bx + ADd|[* = [|U; (Zg + A1) Up)d]|?
= [|(Zk + ADwil?,

com wy, = Ugd e ||wy|| = ||d||. Assim,

n

lgwll* = Z(& +A)*(wr);

> (L + A7) (w)]

i=1
= (& M) will”
= (& + NIl

Portanto,
grll = (& + A)Id]]. (3.43)

Por outro lado, para todo A > —¢,,, temos

grde = —gi (Br+ M) lgy
i=1 !
com yr = Urgr € ||yxl| = ||gk||. Como & < &, parai=1,2,...,n, segue que
T 1

grpdr < —mHkaQ‘

Ou seja,
< _llndl® s
&1+ A
De (3.42), (3.43) e (3.44), obtemos
e < (D gl
< —0lgxlll|d|].m
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Podemos determinar o nimero méaximo de iteracoes necessarias para se obter uma
direcao admissivel pelo Algoritmo 3.3. Para tanto, denotemos por A; o parametro LM,

gerado a partir de \g, tal que a matriz
By + .1
é definida positiva e a direcao dy que resolve o sistema
(By + AL )dy, = =g
satisfaga a condigao (3.41). Como
e =27, e A\ >0,

para algum j € N, pelo Lema 3.2, devemos ter

fl gn

R=2N > :
" Ak > max{ 1_9,}

(3.45)

Observe que, se 9511 &n

< 0, qualquer valor nao negativo de \; é admissivel. Pela
regra de atualizacao de A\, definida no passo P3 do Algoritmo 3.3, obtemos um tal valor
positivo no maximo na segunda iteracéo

Consideremos, entao, que 651 = > (). Neste caso, com base em (3.45), obtemos

J >
29\, > .
Assim,
J = loga(0& — &) — loga(Ai(1 — 0)). (3.46)

Logo, em no maximo j + 1 iteragdes, com j satisfazendo (3.46), obtemos A tal que a

diregao LM associada é de descida e satisfaz a condicao do angulo exigida.mg

3.4 Algoritmo principal

Nesta segao, apresentamos o algoritmo que utilizamos para resolver o problema de
minimizagao em caixa

min f(r) = S| F(@)]], (3.47

€N
com F:R" - R"eQ={zeR" : [ <z <u}.
O algoritmo apresentado nesta seccao é similar ao apresentado em Birgin e Martinez

[4]. A diferenga fundamental reside na implementagao da direcao de busca. Por isso,
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os teoremas desta secao foram, originalmente, apresentados e demonstrados em [4], ja
que independem da direcao de busca adotada, exigindo apenas que esta satisfaga uma
condicao de angulo, condi¢ao atendida pela diregao de busca do Algoritmo 3.2.

No Algoritmo 3.4, apresentado a seguir, a direcao adotada a cada iteracao k é definida

com base no gradiente espectral projetado (continuo) em z;, € €2, dado por

gp(xy) = Po(zr — org(xy)) — ok, (3.48)

onde oy, é o coeficiente espectral (ver Barzilai e Borwein [1] e Raydan [38]). A partir
do gradiente projetado, definimos também o gradiente projetado interno (a face), que é

dado por
gr(wy) = Py, (gp(x1)) — T4

A Figura 3.5 ilustra esses dois vetores. Na figura, supomos que x; pertence a face
lateral esquerda do paralelepipedo. Em vermelho, definimos a direcao do gradiente
espectral projetado na caixa e, em azul, a direcao do gradiente projeto interno a face

ativa.

9
2

Figura 3.5: Direcao do Gradiente Projetado

O préximo resultado, citado em Birgin, Martinez e Raydan [5], relaciona a dire¢ao
do gradiente projetado com os pontos estaciondrios do problema (3.47) e caracteriza a
direcao do gradiente projetado como uma direcao de descida.

Dado z € (), escrevemos g = g(z) para o gradiente de f em x, e g, = g,(x) =

Po(r — 0g) — x para a diregao do gradiente projetado.
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Lema 3.3 Seja Q2 um subconjunto convezo, fechado e nao vazio de R™. Seja a > 0 um
nimero real dado. Para todo x € Q) e para todo o € [0,7] as sequintes assercioes se

verificam:

1
1. g%90 < =5ll90113 < —=Ilgo 13-

2. x = Po(x—o0g), Yo >0 se, e somente se, x é um ponto estaciondrio do problema

(3.47).

3. |lgs|] = 0 se, e somente se, x é um ponto estaciondrio do problema (3.47).

Prova: Provemos o item 1. Seja z, = Po(z — 0g),0 > 0. Logo, z, € 2. Pelo Teorema
B.2, item 2 (vide Apéndice B), temos

(2o —y) (20 — (x — 0g)) <0, VyeQ.
Em particular, tomando y = z, e observando que g, = 2, — x, obtemos
99 (95 +09) <0, Vo > 0.

Distribuindo o produto interno e tomando ¢ < @, obtemos

1 1
909 < —=lgslI* < —=llgo|I*,
o o]

encerrando a demostragao.

Provemos agora o item 2. Por definicao, * é um ponto estacionario se, e somente se,
V@) (x—2*) >0, Voe.
Isto é equivalente a
(z* —oVf(x*) —a) ' (x —2*) >0, Yo €Q, Vo >0.

Novamente, recorrendo ao Teorema B.2 da Projecao, item (2), isto ocorre se, e somente
se, o* = Po(a* — oV f(x*)), qualquer que seja o > 0.

Passemos ao item 3. Pelo item 2 anteriormente provado, z* é um ponto estacionario
se, e somente se, r* = Po(x* — oV f(2*)), qualquer que seja 0 > 0, o que é equivalente
a go(x*) = Po(a* —0g*) —2* =0, VYo >0.m

Abaixo, descrevemos o algoritmo definido em Birgin-Martinez [4], para minimizagao
de uma funcao suave, nao linear, com restricoes de canalizacao, com a diferenca de que,

dentro das faces, utilizamos o Algoritmo 3.2 desenvolvido nesta tese.
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Algoritmo 3.4 (GCNDLM) {GENCAN} O algoritmo comega com k =0 e xy € €.
Devem ser definidos os escalares n € (0,1), v € (0,1),0 <11 <7 <1 e0 < opmin <

Omaz < O0.

PO Calcule gp = gp(x0).

P1 o = max{L, [|zo||/llgr|[}

P

N

Se ||gp|| < €, termine a execugao do algoritmo.
P3 Determine a face ativa Fr em xj,
P4 Calcule g; = gr().

P

ot

Se |lgrll = nllgell,

P5.1 Execute uma iteragao do Algoritmo 3.2.

P6 Sendo (execute uma itera¢ao do gradiente espectral projetado )

P6.1 dj, = Po(x), — ogi) —
P6.2 o, =1.0
P6.3 xp11 = o + apdy
P6.4 Enquanto f(zy1) > f(2x) + axygpds,
P6.4.1 Escolha ay, € [mag, o]
P6.5 sy = xk1 — a1
P6.6 yr = gri1 — gk
P6.7 Se s}y, <0,
6.7.1 o), = max{1, ||z[|/[|gr|[}
P6.8 Senao,
P6.8.1 o' = ||si||*/(styx)
P6.8.2 0, = max{oin, Min{ou.., o'}}
P7 E=Fk+1.
P8 Calcule gp = gp(1).

P9 Volte ao passo P2.
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Antes de passarmos a andlise de convergéncia, tecamos algumas consideracoes im-
portantes sobre o algoritmo acima.

Para abandonar a face ativa, no Passo P6, aplicamos uma iteracao do algoritmo
apresentado em Birgin-Martinez [4], que adota como diregao de busca a direcao do
gradiente projetado espectral g, (xy) = Po(xr—0gr) —xk, sendo o o quociente de Rayleigh

TNVErso
T
Sk—15k—1

T 9
Sk—1Yk—1

introduzido por Barzilai e Borwein [1] e depois analisado por Raydan [38].

Como este quociente, também chamado de quociente espectral, pode ser negativo,
nulo ou excessivamente grande, restringimo-lo a um intervalo [0,in, Omaz] previamente
estabelecido. Vale lembrar que, para que a direcao d, = g,(zx) seja de descida, é
suficiente tomar ¢ estritamente positivo. Por isso, escolhemos ,,,;,, > 0.

Cabe observar ainda que o pode ser escrito na forma

T
Sk—15k—1

(3.49)

O’k =
T Y
Sp—1Hk—15K-1

onde Hj;_; é a matriz “Hessiana média”

1
Hk,1 = / VQf(xk,1 + tSkfl)dt.
0

Como o coeficiente de Rayleigh esté entre o menor e o maior autovalor da matriz associ-
ada, estamos dando um passo com informacgoes de segunda ordem ao longo da direcao de
maxima descida. Tal informacao torna-se visivel quando notamos que a expressao dada
em (3.49) é uma aproximagao do minimizador da quadratica ao longo de —g; quando
xp pertence ao interior da caixa 2. Ou seja, com esta escolha, embutimos uma espécie
de busca linear ao longo da direcao de maxima descida, antes de a projetarmos sobre a
caixa.

Enquanto a condicao de Armijo do passo P6.4 nao é satisfeita, reduzimos o passo,
mas continuamos a trabalhar ao longo da diregao di. Em conseqiiéncia, o termo ghdy e
a projecao sobre a caixa sao calculados apenas uma vez por iteragao.

O passo a ao longo da direcao do gradiente projetado espectral é obtido por in-
terpolagao quadrética unidimensional. Como salvaguarda, tomamos o = «/2 quando
o minimo desta quadrética nao estd no intervalo [rja, o). Em nossos experimentos,
adotamos 7 = 0.1 e 7, = 0.9. Cabe notar, também, que a condicao de descréscimo sufi-

ciente imposta no passo P6.4 garante que a seqiiéncia {z}} esteja contida no subconjunto
Qo={xeQ : 0< f(zx) < f(xo)}.
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Observamos que, apés uma iteracao do gradiente projetado espectral, ;. ¢ F; se
x € Fr. Além disso, neste caso, ||g7|]| < nllgp||. Como as componentes de g;(xy) e
gp(xy) correspondentes as varidveis livres sao as mesmas, gp(z;) tem componentes nao
nulas associadas s varidveis fixas. Portanto, zj, + agp(ry) ¢ F; para todo a > 0. Logo,

Po(zy +og(zy)) € Fi, Yo > 0. Uma vez que, de acordo com o passo P6 do algoritmo,
Thp1 = Tp + & [Po(xy, + opglay)) — a1,

para algum o’ > 0, fica claro que x4, & Fr.

Os resultados tedricos apresentados a seguir provam que o Algoritmo 3.4 estd bem
definido e que um ponto Karush-Kuhn-Tucker é obtido com uma precisao pré-estabeleci-
da. Tais resultados, estabelecidos originalmente por Birgin e Martinez em [4], também
podem ser aplicados ao Algoritmo 3.4, uma vez que este so se distingue do algoritmo
GENCAN no que se refere a minimizacao na faces ativas, mantendo a condicao de angulo

exigida na teoria de convergencia.
Teorema 3.3 O Algoritmo 3.4 esta bem definido.

Prova: Isto resulta do fato de que o Algoritmo 3.2 e o Algoritmo do Gradiente Espectral
Projetado (Algoritmo 3.2 em Birgin e Martinez [4]) estao bem definidos.

Teorema 3.4 Seja {x}} uma seqiiéncia infinita gerada pelo Algoritmo 3.4. Neste caso,

{zy} possui pelo menos um ponto de acumulagao.

Prova: Isto é uma conseqiiéncia imediata do fato de f ser limitada inferiormente por

fmin > 0, e de toda a seqiiéncia {xy} pertencer ao conjunto compacto y = {z €

R™ ¢ foin < f(2) < f(20)}.m

Teorema 3.5 Seja {zy} uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 3.4. Suponha que existe
k € N tal que ), € F; para todo k > k. Entdo, cada ponto limite da segiiéncia {x}} ¢

um ponto estaciondrio de primeira ordem do problema (3.47).
Prova: Ver Teorema 3.2 de Birgin e Martinez [3].

Teorema 3.6 Suponha que, para todo z, € Fr, k € N, existe k' > k tal que x & Fr.
Entao existe um ponto limite da sequéncia {xy} que satisfaz as condi¢oes necessdarias de

primeira ordem do problema (3.47).

Prova: Ver Teorema 3.3 de [3].
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Teorema 3.7 Suponha que todos os pontos estaciondrios de (3.47) sao nao degenerados,

1sto €, % = 0 somente se l; < x; < u;. Entao as hipdteses do Teorema 3.5 (e, portanto,

i

sua tese) se verificam.

Prova: Ver Teorema 3.4 de [3].
O 1ultimo teorema deste capitulo garante que, se uma sequéncia infinita é gerada pelo

Algoritmo 3.4, esta possui pelo menos uma ponto limite estacionario do problema (3.47).

Teorema 3.8 Suponha que {xy} seja uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 3.4, e que

e > 0 seja um nimero pequeno arbitrdrio. Entdo existe k € {0,1,2,...} tal que
lgp(zi)l| <&, Vk > k.

Prova: Isto é uma conseqiiéncia direta dos Teoremas 3.5 e 3.6, apresentados acima.
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Capitulo 4

Experimentos numeéricos

A comparacao de programas para minimizar fun¢oes é sempre uma tarefa muito
dificil. Como decidir, por exemplo, que programa foi melhor entre dois que conseguiram
encontrar minimizadores locais distintos, sendo um com valor funcional menor, porém
obtido com maior tempo de execucao? Além disso, sera que uma pequena porcao dos
problemas nao esta interferindo na comparacao dos dados? A analise de resultados ainda
depende muito do julgamento humano, o que torna dificil a obtencao de conclusoes.

Recentemente, Dolan-Moré [16] desenvolveram uma funcao, denominada perfil de
desempenho (ver apéndice C), que indica qual, dentre varios programas, obtem maior
sucesso ao resolver um conjunto de problemas em uma margem de tempo definida. Neste
capitulo, usamos o perfil de desempenho para comparar o algoritmo GENCAN original
as variantes apresentadas nos capitulos anteriores.

Entretanto, o perfil de desempenho sé é empregado quando os programas encontram
o mesmo minimizador ou quando algum programa nao encontra a solucao, de modo
que apresentamos os demais resultados em tabelas, para permitir que o leitor faca uma
analise completa dos algoritmos avaliados.

Antes de passar aos resultados numéricos, que serao apresentados na Secao 4.3, intro-

duzimos, nas Secoes 4.1 e 4.2, a descricao dos problemas que usamos em nossos testes.

4.1 Grupo de experimentos 1

Nosso objetivo é resolver um conjunto de problemas de otimizacao em caixa nos quais
a funcao objetivo é uma soma de quadrados de funcoes suaves. Para criar problemas dessa
natureza, consideramos os tltimos quinze problemas de dimensao variavel descritos por
Moré, Garbow e Hillstrom em [31], e introduzimos restri¢oes de canalizagao utilizando

as idéias apresentadas por Facchinei, Judice e Soares em [17].
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Queremos gerar um problema de otimizacao na forma

Z (4.1)

min

: l\DlP—‘

suj.a [ <x<

Denotemos por g(x) o gradiente de f em x. Vamos relembrar que um ponto z* de
minimo local para (4.1) deve satisfazer

=0 se i<z <u,
gi(x") ¢ >0 se [l =uaf, (4.2)
<0 se wu=ax.

Também podemos caracterizar um ponto estaciondrio de (4.1) a partir do gradiente
projetado continuo gp(z), definido em (3.48). Neste caso, z* é estaciondrio se, e somente
se, gp(z*) = 0.

Usando a caracterizagdo (4.2), podemos gerar, a partir de um problema de mini-

mizagao irrestrito
1 m
_ = 4.
min f(x) = 5 3_Tite (43)

com solugao T conhecida, um problema na forma (4.1) que tem como uma solucao local
z* a solugao 6tima T de (4.3).

Fazemos isto escolhendo uma partigao arbitraria do conjunto de indices {1,2,...,n}
em tres subconjuntos L, F' e U. O problema gerado sera tal que z} = [; para ¢ € L,
l; <azf <w;parai € Fex; =u; parat € U. Assim, L, ' e U sao, respectivamente, os
conjuntos de indices das variaveis ativas inferiormente, livres e ativas superiormente em
x*.

Os conjuntos de indices L e U sao escolhidos de modo a determinar quais restrigoes
serdo ativas na solugao *. Em nossos experimentos, o conjunto L foi formado pelas |n/4]
primeiras componentes e o conjunto U foi formado pelas dltimas [n/4] componentes do
vetor z. Mais precisamente, dada a dimensao n do problema, definimos ml = |n/4] e
mu = |3ml]. Neste caso,

L={1,2,...,ml}

U={mu+1,mu+2...,n}.

Para o limite inferior da caixa {2, tomamos

_i> ‘ € L7
=4 " oot (4.4)
Ti—¢, se 1€ FUU,
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com ¢; > 0 escolhido arbitrariamente. Ja para o limite superior u, utilizamos

_i7 ' S Ua
u=4 " o (4.5)
T;+c¢, se 1€LUF,

com ¢; > 0 também escolhido arbitrariamente. Se ¢; = +00, consideramos que a variavel
correspondente nao tem limite inferior (ou superior).

Nos experimentos, tomamos ¢; = 0,75d(xo,T), ou seja, ¢; corresponde a 75% da
distancia entre a aproximagao inicial zy (ainda nao projetada) e a solugao exata T do
problema gerador (4.3).

Consideremos, agora, a funcao objetivo

f(z) = f(z) + Z Uy(x;) + Z ®;(x;), (4.6)
ieL ieU
onde ¥; é uma funcao C?{R} nao-decrescente, e ®; ¢ uma fungao C*{R} nao-crescente.

O gradiente de f é dado por

Vfix)+ V¥ (z;) se €L,
() se i1€F, (4.7)
Vi) +Voi(x;) se €U,

paracadai=1,2,...,n. Como as funcoes ¥; e ®; sao, respectivamente, nao-decrescente
e nao-crescente, segue que VU, > 0 e V®; < 0. Portanto, de (4.2) e (4.7), concluimos
que T é um minimo local para o problema de otimizacao em caixa (4.1) com f definida
por (4.6).

Deve-se observar que a Hessiana de f s6 difere da Hessiana de f nos elementos
diagonais. Assim, a esparsidade da Hessiana é mantida. Por outro lado, a escolha das
funcoes ®; e ¥; influencia diretamente o condicionamento da Hessiana de f.

Em geral, nao podemos garantir que o problema gerado por esta técnica nao tenha
outros pontos estaciondrios além de . Entretanto, isto pode ser obtido se f for estrita-
mente convexa, o que ocorre, por exemplo, quando f é estritamente convexa e as funcoes
®; e U, sao convexas para i € LUU em (2.

Como estamos interessados em estudar o caso em que a fungao objetivo é uma soma

de quadrados de fungoes, tomamos

Hri =T+ )7 € L
Uy(z) = { WETTALS se del (4.8)
0 se 1€ FUU,
e
0 se 1€ LUF,
af(zv; — T, + ;)7 se 1el,



com as constantes reais 3; > 0, 3; < 0 e «; escolhidas arbitrariamente. Constata-se
facilmente que W, é nao-decrescente no conjunto {x € R" : z; > T; = l;;1 € L}, e ®; é
nao-crescente no conjunto {z € R": z; <7; = u;;i € U}.

Com base nessas fungoes, geramos quatro conjuntos de problemas testes a partir dos
quinze ultimos problemas irrestritos, de dimensao variavel, do artigo Moré, Garbow e
Hillstrom [31], apresentados na Tabela 1.1. Cada conjunto de problemas é caracterizado

por uma combinagao das constantes (3;, 3; e «;. Assim, para cada i € L UU, definimos

Conjunto de Problemas 1: o; = 3; = 3; = 0.

Conjunto de Problemas 2: oy =1 e 3 = 3; = 0.

Conjunto de Problemas 3: o, =1, 3i=1e¢ 3; = —1.

Conjunto de Problemas 4: a; = ||Jac(:,1)||, e B; = B; = 0, onde Jac(:, i) é a i-ésima

coluna da matriz Jacobiana de f.

A escolha de 3; = 3; = 0 implica que o gradiente de f é idéntico ao gradiente de f
na solucao z* = 7. Ja a escolha de «; nao nulo implica na adi¢ao de elementos na forma
a? A diagonal da Hessiana de f, tornando a Hessiana de f melhor condicionada do que
a Hessiana do problema irrestrito. Desse modo, geramos uma diversidade de problemas
para que seja possivel estabelecer com confianca a eficiéncia do novo algoritmo.

Para todos os conjuntos de testes, usamos n = 200 para o problema Penalty I,

n = 80 para o problema Chebyquad e n = 1000 para os demais problemas.

4.2 Grupo de experimentos 2

Nesta segao, descrevemos mais tres conjuntos de problemas testes que compoem
nosso quadro de experimentos numéricos. Estes problemas sao tratados como problemas
esparsos. Os problemas foram extraidos da literatura. Alguns deles foram adaptados ao

problema de minimizacao em caixa.

4.2.1 O problema das esferas [E1]

Este problema, apresentado por Martinez [29], consiste em encontrar p pontos, P, Ps,
..., P,, pertencentes a hiperesfera de raio r definida por 8" ' = {z € R™; [|z|| < r}, tal
que a distancia minima entre eles seja maxima. Isto é equivalente a exigir que o produto

escalar maximo entre eles seja minimo. Um problema equivalente de programacao nao
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linear pode ser definido como

2

e 22 ( d(F, F) “Z‘a‘) | .

onde d(P;,P;) = ||Pi— Pilla e ciy > 0, i € {1,2,....p}, j € {i+1,i+2,....p}. Os
termos ¢;; sao empregados para evitar a singularidade na funcao objetivo.

A dimensao do problema (4.10) é n = pn. Para adaptar este problema & mini-

mizagao em caixas, consideramos um sistema de coordenadas esféricas generalizadas em

R”. Assim, a cada x € 8" ! associamos as seguintes coordenadas:

Tr = psen
Tp_1 = psen
Trp_o = psen

Tn_3 = psen(f)sen

x4 = psen(6;)sen(fy)sen(f3)cos(fy)

T3 = psen(6)sen(fy)cos(ds3)

T = psen(6;)cos(6y)

T = pcos(by)

em que
0 < p <
0 < 6 < w i=12...7-2
0 < 01 < 2m.

Se m = 3, por exemplo, um ponto P, de coordenadas retangulares (x,y, z), é loca-
lizado por suas coordenadas esféricas habituais (p, 01, 6:), onde p = |OP|, 0, é a medida
em radianos do angulo polar da projecao de P sobre o plano polar xy, e 6; é a medida
em radianos nao negativa do menor angulo medido do lado positivo do eixo z a reta OP

(ver Figura 4.1).

Para representar o problema das esferas de uma forma que seja possivel resolve-lo

utilizando o algoritmo GENCAN e suas variantes, associamos ao conjunto de p pontos

Pl(p170%7“‘70711 1) (ppe R nl)

um unico ponto Z € R™, definido por
j}:(pl,ei,...,ei 1,p,0%,...,n1,pp0 ...,nl)
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X

Figura 4.1: Exemplo de um sistema de coordenadas esféricas em R3.

Deste modo, a j — ésima coordenada do ponto F;, é representada por Z(;_i)yn;-.

Expressamos o problema de otimizacao (4.10) no formato geral (4.1), definindo

)
f13($) fplz) = f23(95)

folz) = i ( )
fs(@) = fu(x)  fo(@) = faulz)  fop2(z) = faa(2)
fra(@) = fip(@) fops(@) = fon(@) fapo(®)=Fap o Forp(®) = fp-1p(@)
onde .
Ai» =—;1=1,2,...,p; =1+ 1,...,p.
f]($> d(.PZ,P])+CZ]7Z ) <y 7pa] Z+ ) » P
Para relacionar f; a funcao correspondente fij, usamos a formula implicita
(i —1
k=(¢—1)p—7’(22 ) G-, (4.11)

4.2.2 O problema do Aeroporto [E2]

Considere p circulos C;, 7 € {1,2,...,p}, disjuntos em R? Este problema, extraido
de Friedlander, Martinez e Santos [22], consiste em obter um ponto (x;,y;) sobre cada

circulo Cj, tal que a soma

p
i, yi) — (25, y)|°

NO| —

P
i=1 j=i+1
seja minima.

Em nossos experimentos, geramos aleatoriamente os centros ¢; = (Z;,y;) dos circulos
em [—10,10]*. Os raios, p;, também foram escolhidos aleatoriamente em [0, £], sendo p o

minimo das distancias entre os diferentes centros.

68



Para facilitar a implementagao, escrevemos cada ponto P; = (z;,y;) em coordenadas

polares,

x; = T; + ricos(6;), (4.12)
Yi = Ui+ mrisen(b;), (4.13)

onde 6; € [0,27] é o angulo formado pelo ponto P; e o eixo canénico principal com
origem em ¢;, e r; € [0, p;] é a distancia do ponto P; ao centro ¢;. Desta forma, obtemos

o seguinte problema de minimizacao

IR A - B )
mméz Z (@; 4 ricos(0;) —T; —rjcos(6;))” + (F; +risen(0;) =y, —rjsen(6;))*. (4.14)

i=1 j=i+1

Utilizando a férmula (4.11) para relacionar o indice 1 < k < p(p — 1)/2 aos indices ¢

e 7, e definindo

for—1 = Toio1 + micos(;) — Ty — rjcos(6;),
for = Ty + msen(l;)) — Ty — risen(d)),

podemos expressar o problema (4.14) na forma

min % Z (7). (4.15)

0 S .%21' S 2
1=1,2,...p
onde 7 € R* ¢ dado por
T = (Tl,el,rg,eg,...,rp,ep).

4.2.3 O problema do empacotamento de cilindros [E3]

Este problema, extraido de Birgin e Martinez [4], consiste em armazenar p cilindros
iguais em um contéiner em forma de paralelepipedo. Como os cilindros tém a mesma
altura, o problema se resume a distribuir os circulos C;, ¢ = 1,2,...,p, cada qual
representando a base de um cilindro, no retangulo [0,d;] x [0,ds], de tal sorte que a
intersecao entre dois circulos quaisquer se d4 em no maximo um ponto.

Seja ¢; = (x;,y;) o centro do circulo Cy,i = 1,...,p e r o raio de todos os circulos.

Seguindo o modelo apresentado em Birgin-Martinez [4], o problema pode ser escrito na
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forma

‘ 12 r
min 537 37 (max{0.2r — (= 2,)° + (5 — v’}
=1 j=i+1
suj.a  r<x; <d —r (4.16)

r<y; <dy—r

Utilizando, mais uma vez, a férmula (4.11) para relacionar o indice 1 < k < p(p—1)/2

aos indices 7 e j, e definindo

xr = (5517917372,3/27 cee axpayp)

fi(@) = (max{0,2r — (Zoi1 — Toj_1)° — (Tos — T9j)°}),
podemos expressar o problema (4.16) na forma
1 p(p—1)/2
min. o Z fi(@)

k
suj.a <z

IA L

u.

Se o valor da funcao objetivo deste problema de otimizacao é zero, entao o problema
original foi resolvido.
Em nossos experimentos, adotamos r = 0.5, e dy,dy € {25,50,100}, conforme su-

gerido em [4].

4.3 Analise do desempenho dos algoritmos

Nesta secao, apresentamos os resultados da aplicacao das variantes do algoritmo
GENCAN apresentadas na Tabela 4.1 submetidos aos problemas descritos acima. Todos
os programas foram implementados em FORTRAN 77 e gerados usando o compilador
g77. Os testes foram feitos em um computador com processador Intel Pentium III, com
1Gb de memoéria RAM.

Em todos os problemas testes, usamos p = 5 para o processo de aceleracao, uma
vez que este valor foi aquele apresentou os melhores resultados de maneira geral. Consi-
deramos que um algoritmo converge se ele para porque o gradiente projetado possui
norma Euclidiana menor do que 107% ou norma infinito menor do 10~°, ou ainda porque
o valor da funcdo objetivo ¢ menor que 107%°. Naturalmente, dois programas podem

convergir para minimizadores locais distintos.
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Abreviatura | Algoritmo
GDNT GENCAN com dire¢ao de Newton truncada, segundo Birgin e Martinez [4]
GDLM GENCAN com direcao LM sem aceleragao
GAMD GENCAN com diregao LM e com a aceleragao MDIIS, proposta na segao 2.2
GADP GENCAN com diregao LM e com a aceleragao proposta por Pulay [37]

Tabela 4.1: Algoritmos analisados e suas abreviaturas.

Dizemos que um algoritmo diverge para um problema se atinge 1000 iteracoes ou se
o moédulo da diferenca entre dois valores funcionais consecutivos nao se altera em 5000
calculos de funcao.

Usamos o grafico de perfil de desempenho para comparar os problemas para os quais
os algoritmos atingiram o mesmo valor funcional ou divergiram, apresentando em tabelas
os resultados dos problemas para os quais os algoritmos testados apresentaram diferentes

valores funcionais.

4.3.1 Resultados para o grupo de experimentos 1

Consideremos, inicialmente, os problemas do grupo de experimentos 1 (GE1). Este
grupo possui 60 problemas, divididos em quatro conjuntos de mesmo tamanho, conforme
descrito na Secao 4.1. A Figura 4.2 apresenta o grafico dos perfis de desempenho dos
quatro algoritmos analisados para 42 problemas desse grupo. Como se observa, o al-
goritmo com a nova proposta de aceleracao é mais robusto e mais eficiente do que os
demais algoritmos para este tipo de problemas.

Por outro lado, o algoritmo GENCAN com dire¢ao de Newton truncada (GDNT)
resolveu aproximadamente 45% dos problemas no menor tempo, sendo superado apenas
por GAMD, que foi 0 mais rapido em 50% dos casos.

Entretanto, o perfil de desempenho do algoritmo GDN'T ficou bem abaixo dos perfis
dos demais algoritmos. Em grande parte, esse mal desempenho de GDNT esta rela-
cionado aos problemas 13, 14 e 15. Em trés dos quatro conjuntos de testes de GE1, o
algoritmo nao convergiu quando aplicado aos problemas 13 e 14 (fun¢do linear com posto
deficiente). Ja a dificuldade encontrada por GDNT para resolver o problema 15 (fun¢ao
Chebyquad) ocorreu porque, a diferenga do que ocorre com os algoritmos que utilizam
a direcao LM, a versao de GENCAN que utilizamos nao armazena a matriz Hessiana.
Assim, quando se depara com um problema que exige um numero grande de iteragoes
do método dos gradientes conjugados truncado, o algoritmo perde desempenho.

Analisaremos, a seguir, o comportamento dos algoritmos para cada um dos conjuntos

que formam o grupo GEI.
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Av. de tempo de execucao
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Figura 4.2: Desempenho dos algoritmos relativo aos 42 problemas de GE1 para os quais

todos os algoritmos convergiram ao mesmo ponto estacionario.

Conjunto de problemas 1

A Figura 4.3 apresenta os perfis de desempenho dos algoritmos para os problemas
do conjunto 1 de GE1. Nela, observamos que GDNT é o mais eficiente, pois resolve
50% dos problemas com o menor tempo de execucao. Entretanto, em linhas gerais,
GAMD apresentou o melhor desempenho. Analisando o perfil de GADP, concluimos
que o processo de aceleracao proposto por Pulay foi mais eficiente que o algoritmo LM
sem aceleracao.

A Tabela 4.2 apresenta os problemas para os quais os algoritmos obtiveram pontos
estacionarios diferentes. Observamos nesta tabela que, em geral, GAMD teve um de-
sempenho superior aos demais algoritmos, atingindo o menor valor de funcao no menor
tempo para os problemas 2 e 8. Para os problemas 5 e 6, dentre os algoritmos que usam
a direcao LM, GAMD foi aquele que encontrou o menor valor funcional. Entretanto, no
primeiro problema, apesar de ter encontrado um minimizador local com menor tempo,
GAMD obteve uma solucao com valor funcional maior do que o apresentado pelos demais

algoritmos.

Conjunto de problemas 2

Os perfis de desempenho para o conjunto 2 de GE1 sao apresentados na Figura 4.4.

Observamos que, para esse conjunto, GAMD obteve um desempenho muito superior aos
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Av. de tempo de execucao

Probabilidade

GDLM
0.2f GADP
0.1+ No. de Problemas: 10 GAMD

0 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14

Figura 4.3: Perfil de desempenho para o conjunto de problemas 1 de GE1.

Prob. GDNT GDLM GAMD GADP
£ t(s) £ t(s) f|t(s) £ t(s)

1 0.22842¢-05 71 0.21643e-13 30 | 0.26628e-04 | 25 | 0.49849¢-14 | 31

2 0.26205e-03 4 | 0.24256e-04 6 | 0.87433e-06 2| 0.24256e-04 7

) 0.36027e-11 | 228 | 0.81210e-05 | 47 | 0.85334e-07 | 28 | 0.19290e-05 | 28

6 0.76891e-03 | 4309 | 0.10494e-02 | 206 | 0.89165e-03 | 253 | 0.92276e-03 | 192

8 0.27751e-03 | 216 | 0.20211e-05 1| 0.20211e-05 1] 0.20211e-05 1

Tabela 4.2: Valor funcional e tempo de execugao para os problemas do conjunto 1 de

GE1 nos quais os algoritmos obtiveram pontos estacionarios diferentes.

demais algoritmos. Além disso, notamos que, embora tenha sido o mais eficiente, GDNT
mostrou, mais uma vez, ser menos robusto para este tipo de problema.

Na Tabela 4.3, apresentamos os resultados obtidos nos casos em que os algoritmos
chegaram a pontos estacionarios diferentes. Para os problemas 8 e 9, nenhum dos dois
algoritmos acelerados conseguiu executar uma iteracao do processo de aceleracao. No
problema 8, os algoritmos que usam a direcao LM obtiveram um valor funcional menor
do que GDNT. Ja para o problema 9, GDNT encontrou o minimizador global.

No problema 2, GAMD e GADP encontraram o minimo global, enquanto GDNT s6
obteve um minimo local. Para este problema, GAMD consumiu menos de 50% do tempo
gasto por GDLM e GADP. Por outro lado, para o problema 6, GADP precisou de cerca
de 50% do tempo gasto por GDLM e GAMD para obter o melhor minimo local dentre
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Figura 4.4: Perfil de desempenho para o conjunto de problemas 2 de GE1.

0.9

Probabilidade

0.3

0.2r

0.1

todos os algoritmos.

Av. de tempo de execucao

No. de Problemas: 9

! !

= GDNT

GDLM
GADP
GAMD

5 10

15 20

Prob. GDNT GDLM GAMD GADP
£l t(s) f | t(s) f | t(s) f | t(s)

1 0.90178e-09 7| 0.39447e-05 29 | 0.27717e-04 | 19 | 0.18100e-04 | 28

2 0.44163e-03 41 0.72989¢-04 5 | 0.92323e-06 2 | 0.12137e-06 5

6 0.83773e-03 | 3297 | 0.71238e-03 | 190 | 0.71245e-03 | 215 | 0.58204e-03 | 101

8 0.34916e-03 | 115 | 0.19839e-05 2 | 0.19839e-05 2| 0.19839e-05 2

9 0.35085e-06 | 1168 | 0.66291e-04 | 33 | 0.66291e-04 | 33 | 0.66291e-04 | 33
15 0.12262e+00 | 1316 | 0.90377e-01 41 1 0.91835e-01 | 48 | 0.88304e-01 | 47

Tabela 4.3: Valor funcional e tempo de execucao para os problemas do conjunto 2 de

GE1 nos quais os algoritmos obtiveram pontos estacionarios diferentes.

Prob. GDNT GDLM GAMD GADP
£ t(s) £l t(s) £ t(s) f|t(s)

13 0.19875e+02 41 0.15800e+02 | 11 | 0.15800e+02 5 | 0.15800e+02 | 11
14 0.19913e+02 | 39 | 0.15847e+02 11 | 0.15847e+02 2| 0.15847e+02 11

Tabela 4.4: Valor funcional e tempo de execucao para os problemas do conjunto 2 de

GEL1 para os quais pelo menos um dos algoritmos nao convergiu.
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Analisando a Tabela 4.4, reparamos que, ainda com relacao ao segundo grupo de
problemas de G1, apenas GDNT nao atingiu a solucao 6tima para os problemas 13 e
14 (fungao linear com posto deficiente). Nestes problemas, GAMD foi muito superior
aos demais algoritmos, obtendo um tempo computacional inferior a metade do tempo
gasto pelos outros algoritmos com direcao LM. Nestes casos, o processo de aceleracao foi

fundamental para os resultados obtidos.

Conjunto de problemas 3

Os 14 problemas do conjunto 3 de GE1 para os quais os algoritmos atingiram o
mesmo ponto estacionario estao representados na Figura 4.5. Mais uma vez, GAMD foi
superior aos demais algoritmos, seguido por GADP. Além disso, GDNT foi logo superado
por GDLM, que acompanhou de perto o desempenho de GADP para 7 > 2.

Av. de tempo de execucao

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

Probabilidade

0.4

0.3 == GDNT

GDLM
GADP
GAMD

0.2

0.1+ No. de Problemas: 14

0 1 1 1 1 1 J
5 10 15 20 25 30

Figura 4.5: Perfil de desempenho para o conjunto de problemas 3 de GE1.

Prob. GDNT GDLM GAMD GADP
f | t(s) f | t(s) f1t(s) f|t(s)
15 0.63253e+-01 | 341 | 0.63315e+01 8 | 0.63275E401 17 | 0.63277e+01 17

Tabela 4.5: Valor funcional e tempo de execugao para os problemas do conjunto 3 de

GE1 nos quais os algoritmos obtiveram pontos estacionarios diferentes.

No terceiro grupo de experimentos, houve diferenca entre os valores funcionais apenas

nos ultimos trés problemas testados, como mostram as Tabelas 4.5 ¢ 4.6. No problema 15,
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Prob. GDNT GDLM GAMD GADP
£ t(s) £ t(s) f|t(s) £ t(s)
13 0.35629e+-02 15 | 0.29272e+02 17 | 0.27379e+02 6 | 0.29272e+02 17
14 0.35650e+-02 2| 0.29301e+02 17 | 0.27407e+02 2| 0.29301e+-02 17

Tabela 4.6: Valor funcional e tempo de execucao para os problemas do conjunto 3 de

GEL1 para os quais pelo menos um dos algoritmos nao convergiu.

os algoritmos convergiram para minimizadores locais distintos, sendo GDNT o algoritmo
que apresentou o menor valor funcional, embora com um tempo de execuc¢ao maior. Ja

nos problemas 13 e 14, somente GAMD convergiu.

Conjunto de problemas 4

Os resultados do ultimo grupo de GE1 sao apresentados na Figura 4.6 e nas Tabelas
4.7 e 4.8. A Figura 4.6 apenas reforga a superioridade de GAMD, ja observada nos

graficos dos trés outros grupos de GEL1.

Av. de tempo de execucao

1 -
091
0.8
0.7}
[0}
®
3 0.6 A s
g osf
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0.3 = GDNT
02 GDLM
: GADP
0.1 No. de Problemas: 9 GAMD
0 1 1 1 1 il
5 10 15 20 25

Figura 4.6: Perfil de desempenho para o conjunto de problemas 4 de GE1.

Analisando os problemas da Tabela 4.7, observamos que GAMD nao usou a ace-
leracao no problema 8, enquanto GADP nao acelerou nos problemas 1, 2 e 8. Os algo-
ritmos GDNT, GAMD e GADP encontraram a solucao global do problema 5. Entre-
tanto, GAMD e GADP o fizeram com um tempo significativamente melhor. O algoritmo

GAMD foi o tinico a encontrar a solugao 6tima do problema 2. Dentre os algoritmos com
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Prob. GDNT GDLM GAMD GADP
£ t(s) £ t(s) f|t(s) £ t(s)
0.36739¢-07 6 | 0.77265e-06 9 | 0.43236e-04 | 11 | 0.77265e-05 9
0.11678e-02 3| 0.49567e-03 5 | 0.11209e-05 2| 0.49567e-03 )
0.50819¢-12 | 256 | 0.10880e-04 | 31 | 0.22882¢-06 | 21 | 0.34103e-08 | 22
0.57723e-03 | 7499 | 0.10926e-02 | 258 | 0.92671e-03 | 181 | 0.11302¢-02 | 210
0.34916e-03 | 118 | 0.19839e-05 2| 0.19839e-05 2| 0.19839e-05 2
10 0.17599¢-05 2| 0.21758e-04 4| 0.17905e-05 11 0.21758e-04 )

||| N| =

Tabela 4.7: Valor funcional e tempo de execugao para os problemas do conjunto 4 de

GE1 nos quais os algoritmos obtiveram pontos estacionarios diferentes.

direcao LM, GAMD obteve, com o menor tempo, uma solucao melhor para os proble-
mas 6 e 10. Contudo, para esses problemas, GDNT obteve minimos locais com valores
funcionais menores, apesar de ter exigido um tempo de execucao maior. O algoritmo
GDNT também apresentou o melhor desempenho para o problema 1.

Na Tabela 4.8, constatamos que GDLM e GAMD atingiram a solugao étima nos
problemas 13 e 14, e que GAMD convergiu em um tempo muito inferior ao consumido

pelos demais algoritmos.

Prob. GDNT GDLM GAMD GADP
f | t(s) f1t(s) f | t(s) f]t(s)
13 0.35107e+4-02 | 447 | 0.15800e+4-02 | 773 | 0.15800e+-02 17 | 0.17725e+4-02 | 759
14 0.47248e+-02 | 380 | 0.15847e+02 | 414 | 0.15847e+02 41 0.17847e+4-02 | 409

Tabela 4.8: Valor funcional e tempo de execucao para os problemas do conjunto 4 de

GE1 para os quais pelo menos um dos algoritmos nao convergiu.

Comparando, de uma forma geral, o comportamento dos algoritmos com direcao LM
para os quatro conjuntos do grupo de experimentos 1, constatamos que os algoritmos
acelerados foram os que mais reduziram o valor da funcao objetivo, como se comprova
nas Tabelas 4.2 a 4.5. Observamos ainda que, em alguns problemas, o algoritmo nao ace-
lerado convergiu mais rapidamente para um minimizador, mas obteve um valor funcional

maior do que os algoritmos acelerados.

4.3.2 Resultados para o grupo de experimentos 2

De modo andlogo ao adotado para o grupo GE1, a Figura 4.7 mostra os perfis de
desempenho dos algoritmos para os problemas no grupo de experimentos 2 nos quais
a solucao final coincidiu. Como isto ocorreu em poucos casos, o grafico inclui todos
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os problemas de GE2. Nas tabelas seguintes, apresentamos os resultados para aqueles
problemas em que houve diferenca entre as solucoes.

Apesar de GDNT ter convergido em todos os casos, a Figura 4.7 nos permite concluir
que este algoritmo exigiu um tempo de execucao muito superior ao apresentado pelos
algoritmos que usam a direcao Levenberg-Marquardt. Para estes problemas, nao se
conseguiu nenhuma aproximacao proveniente do processo de aceleracao, motivo pelo qual
ha uma superposicao dos graficos que utilizam a direcao LM. Ainda assim, a figura suge-
re que o tempo computacional adicional gasto na tentativa de acelerar nao comprometeu

o desempenho do algoritmos.

Av. de tempo de execucao

0.9F

Probabilidade
o o o o o
B (4] o ~ =]
T T . r

o
w
T

= GDNT

GDLM
=— GAMD
== GADP

o
N

o

J
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
T

Figura 4.7: Desempenho dos algoritmos para os 10 problemas de GE2 nos quais todos

os algoritmos convergiram para o mesmo ponto estaciondrio.

Observamos na Tabela 4.9 que os algoritmos com diregao LM tiveram um desempenho
melhor na maioria dos testes do problema das esferas. Além disso, o processo de ace-
leracao tornou-os mais eficientes. Constatamos também que GDNT s6 obteve a melhor
solucao nos dois problemas iniciais. Contudo, nestes problemas, o tempo computacional
exigido por GDN'T foi maior ou igual ao obtido pelos demais algoritmos.

Entre os algoritmos acelerados, houve um certo equilibrio, tendo cada algoritmo ob-
tido a melhor solu¢ao no menor tempo para seis problemas. Entretanto, GADP consumiu
um tempo excessivo para resolver o problema em que n = 3 e p = 50.

Na Tabela 4.10, apresentamos os casos em que os algoritmos encontraram minimos
locais distintos para o problema do aeroporto. Como se observa, os quatro programas

encontraram solucoes bastante préximas, com leve desvantagem para GDNT nos casos
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GDNT GDLM GAMD GADP

n p f t(s) f]t(s) f1t(s) f t(s)
2 9 | 0.1420e+02 1| 0.1465e+-02 1| 0.1465e+-02 1| 0.1465e4-02 1
21 201 0.1263e403 339 | 0.1282e+03 1| 0.1282e+03 1| 0.1263e+03 1
3|1 20 | 0.6759e+02 977 | 0.6567e+02 56 | 0.6567e+02 24 | 0.6567e+02 88
31 30| 0.3216e-03 11 0.2262e-03 1| 0.2266e-03 1| 0.2266e-03 1
3| 50 | 0.5703e+01 5795 | 0.5642e+01 | 310 | 0.5643e+01 | 127 | 0.5687e+4-01 | 86104
3| 100 | 0.4045e-02 1025 | 0.2753e-02 33 | 0.2753e-02 34| 0.2757e-02 34
3| 150 | 0.1026e-01 | 69767 | 0.6632e-02 | 212 | 0.6632¢-02 | 221 | 0.6632e-02 212
31200 | 0.1928e-01 | 72982 | 0.1228e-01 | 887 | 0.1228e-01 | 884 | 0.1228e-01 884
41 25| 0.1852¢-03 2| 0.1826e-03 1| 0.1572e-03 1| 0.1751e-03 1
41 50 | 0.8133e-03 62 | 0.5198e-03 37 | 0.5422e-03 24 | 0.5150e-03 26
5| 25| 0.1592e-03 2| 0.1582e-03 1| 0.1582e-03 1| 0.1455e-03 1
5| 40| 0.4312e-03 90 | 0.3362e-03 2| 0.3362e-03 3| 0.4029e-03 2
5| 150 | 0.7141e-02 | 39469 | 0.4404e-02 | 309 | 0.4404e-02 | 322 | 0.4404e-02 308
10 | 50 | 0.6371e-03 | 2085 | 0.5105e-03 | 129 | 0.4922e-03 89 | 0.5082e-03 69
Tabela 4.9: Valor funcional e tempo de execugao para os problemas do conjunto E1 de

GE2 nos quais os algoritmos obtiveram pontos estacionarios diferentes.

em que p = 25 e p = 50. Com relagao ao tempo de execucao, o algoritmo GAMD foi

superior para p = 80 e p = 100, enquanto GADP superou os demais no caso em que

p = 50.
GDNT GDLM GAMD GADP
n p £l t(s) f | t(s) f1t(s) f]t(s)
2| 25 0.1834e+05 66 | 0.1828e+05 1| 0.1828e+-05 1| 0.1828e4-05 1
2| 50| 0.7776e+05 711 0.7775e4+05 | 28 | 0.7775e4+06 | 20 | 0.7775e+05 18
2| 80 | 0.2083e+06 | 1405 | 0.2083e+06 34 | 0.2084e+06 20 | 0.2083e4-06 29
2| 100 | 0.3487e+406 | 4204 | 0.3487e+06 | 120 | 0.3488e+06 | 47 | 0.3487e+06 | 127

Tabela 4.10: Valor funcional e tempo de execucao para os problemas do conjunto E2 de

GE2 nos quais os algoritmos obtiveram pontos estacionarios diferentes.

Finalmente, apresentamos na Tabela 4.11 os testes do problema de empacotamento de

cilindros nos quais houve diferenca na solugao. No primeiro problema, o algoritmo GDNT

obteve o melhor ponto entre os algoritmos, necessitando, entretanto, de um tempo de

execucao significativamente maior. No mesmo problema, GADP nao conseguiu acelerar

e GAMD obteve um minimo local com maior valor funcional. Nos demais problemas,
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GAMD foi bastante rapido e obteve minimos locais com valores funcionais menores. Em

nenhum do problemas apresentados na tabela 4.11, GADP acelerou.

GDNT GDLM GAMD GADP

p| dl| d2 f t(s) £ t(s) £ t(s) £ t(s)
80 | 100 | 100 | 0.3718e+01 | 81349 | 0.4956e+01 13 | 0.5270e+01 14 | 0.4956e+01 14
80 | 25 3 | 0.7388e+01 299 | 0.7371e+01 | 83 | 0.7360e4+01 | 11 | 0.7371e+01 | 87
100 | 25 3 | 0.8525e+01 | 22600 | 0.8354e+01 | 17 | 0.7971e4+01 | 18 | 0.8554e+01 | 17

Tabela 4.11: Valor funcional e tempo de execucao para os problemas do conjunto E3 de

GE2 nos quais os algoritmos obtiveram pontos estacionarios diferentes.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo para a minimizacao da soma de quadra-
dos de fungoes com restricoes de caixa. Este novo algoritmo pode ser classificado como

um método de restrigoes ativas que combina:
e 0 uso do método Levenberg-Marquardt para minimizacao dentro da face ativa;

e 0 uso de uma técnica de aceleracao do método LM que gera uma nova direcao
de busca a partir da combinacao linear convexa das tltimas p aproximacoes das

funcoes f;, i =1,...,n, que definem a funcao objetivo do problema;

e o uso do gradiente projetado espectral para o abandono da face, conforme proposto

por Birgin e Martinez em [4].

Os experimentos numéricos apresentados sugerem que esta nova proposta é eficiente
se comparada ao algoritmo GENCAN original e a técnica de aceleracao proposta por
Pulay, uma vez que, em geral, o novo algoritmo mostrou-se mais rapido e robusto que
os demais, como comprovam os graficos dos perfis de desemepenho.

Com efeito, analisando nosso primeiro grupo de experimentos, nos quais a multiplici-
dade dos pontos de minimo é pequena, notamos uma consideravel diminuicao do tempo
computacional gasto pelo algoritmo para encontrar a solucao.

Para os experimentos que possuiam muitos minimizadores, o novo processo também
foi capaz de encontrar um ponto estaciondrio em um tempo computacional reduzido.
Além disso, na maioria dos casos, os valores funcionais encontrados eram comparaveis
aos melhores valores obtidos.

Para a classe de experimentos com a qual trabalhamos, o algoritmo GENCAN original
encontrou grandes dificuldades ao se deparar com problemas cuja matriz Hessiana ¢é

singular ou indefinida, e foi penalizado por nao armazenar a Hessiana, que precisou ser
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calculada parcialmente sempre que uma iteracao do método dos gradientes conjugados
truncado foi exigida.

Ja o processo de aceleracao proposto por Pulay, apesar de nao ter-se destacado ao ser
aplicado a resolucao do primeiro grupo de experimentos, produziu resultados comparaveis
aqueles apresentados pelo novo processo de aceleracao para os problemas do segundo
grupo.

Em linhas gerais, acreditamos que o novo processo de aceleracao aqui proposto é
uma ferramenta que aumenta a eficiencia do algoritmo de otimizagao. Por esse motivo,
sugerimos, como trabalho futuro, sua aplicacao a outros métodos de minimizacao de
somas de quadrados de fungoes.

Por fim, achamos que é necessario analisar o critério de escolha para a constante ¢
que define a restricao do problema de aceleracao, em vista de atribuir uma regra nao
empirica que melhore o desempenho do algoritmo acelerado qualquer que seja o conjunto
de testes.
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Apeéendice A

O método de Levenberg-Marquardt

e regioes de confianca

Ao tentarmos resolver o subproblema quadratico

1
min ¢(s) = f +¢'s+ —s' Bs Al
Mgﬂ) f+g 5 (A1)

nos deparamos com a possibilidade de B nao ser definida positiva ou o passo de Newton
sV = —B7lg ser muito grande (isto é, infactivel). Nestes casos, o cdlculo do passo
corretor s* que representa a solu¢ao do subproblema (A.1) exige a determinagao de um

numero real A > 0 que seja solucao da equacao nao linear
I[(B+ X)) tg|| = A. (A.2)

Existem muitas iteragoes aproximantes para A (ver, por exemplo, [23], [43], [25], [32] e
[35]). A iterac@o basica, devido & convergéncia rapida provocada pela concavidade da

funcao utilizada, é baseada no método de Newton aplicado a fungao

1 1
)\ = - — —
V=T &
onde w(A\) = || — (B + A)7g||. Se é dada uma aproximacdo )\, que torna a matriz

B + M1 definida positiva, mas fornece uma passo inaceitavel, entao calculamos uma

nova aproximagao, Agy1, da solugao de (A.2), pela férmula de recorréncia

e (M) '
¢’ (Xk:)

O célculo do valor da funcao ¢ e de sua derivada exige o calculo de w e de sua derivada.

N1 = A — (A.3)

Isto nao é um problema sério, uma vez que, nesta etapa, ja temos a decomposicao de

Cholesky R” R da matriz B + A\,I, com R triangular superior.
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o)

Vejamos como reescrever A, simplificando a razao LWL Sabemos que
/ w'(N)
A) = — :
© (N S0V
Logo,
~ ~ w(Xk) — A) w(Xk)
A = A\ — = ) A4
= - (H2R) (A4

Por outro lado, seja s = s(\) dado por
(B+ A )s(A) = —g. (A.5)

Entao,

Pela Regra da Cadeia,

Bs' (A\) 4+ As (A\) +5(0) =0a (B4 X)s (A) = —s()).

Segue que
s (\) = —(B+ ) ts(\) = —(RTR)!s(\).
Portanto,
: s(AN)Ts(A)  —(RTRTs(N)"s(N)
<= TR R
B s(NTRIRTs(\) B (R7Ts(\)T(R7Ts(N))
[s(A)]] [[s(A)]]
Ou seja, o
Wy = —Fs) () (A.6)




Definindo s; = s(A\y) = —(B + M) g e 1y = R~ Ts; e substituindo a expressao
(A.6) em (A.4), com A = )\, podemos reescrever a iteracdo de Newton como

[l ll —A) IEAT
A Il 2

Nep1 = A\ + (

O algoritmo seguinte atualiza A pelo método de Newton aplicado a (A.3), com o

objetivo de garantir a igualdade |[s(\)|| = A.

Algoritmo A.1 Seja X > 0 um nimero real dado tal que a matriz B + N € positiva
definida.

P1 Encontre a fatoracio de Cholesky da matriz B + X = RTR, onde R € uma matriz

triangular superior.
P2 Resolva o sistema RTRs = —g
P3 Se|ls|| =~ A pare! Caso contrdrio, resolva o sistema R'r = v

SRy HSH2<HSH—A)
X=X+ :
2\ A

P4 Calcule

P5 Retorne ao passo P1.

Embora nao tenhamos mencionado neste algoritmo, é necessario definir, a cada ite-
ragao, um intervalo que contenha o parametro A\* 6timo. Este mesmo intervalo é usado
para detectar o “caso dificil”, mencionado adiante. Leitores interessados devem consultar
23], [43] ou [32].

Vejamos, agora, como encontrar o parametro Levenberg-Marquardt aplicando o méto-
do de Newton a fungao ¢.

Considere a funcao

(A7)

onde o vetor s(\) é definido por
(B+ M)s(A) = —g,

com B € R™" simétrica, g € R" e A € R um parametro que torna a matriz By + A
definida positiva.
O Lema abaixo, apresentado sem demonstracao, serd usado para mostrar que ¢

definida em (A.7) é uma fungao concava.
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Lema A.1 Seja ¢ : S C R" — R uma funcgao real, tal que S é um conjunto convexo,
com interior nao vazio. Entao, ¢ € concava se, e somente se, V%o(x) < 0 para todo
reS.

Seja § = (=&, +00) C R. Claramente S é convexo e nao vazio. Seja ¢ : S C R — R
definida por (A.7). Pelo Lema A.1, resta verificar que

V2p(z) < 0.

Com efeito, sejam & < & < ...&, os autovalores da matriz B ordenados em ordem
crescente. Considere B = UTXU a decomposicao espectral da matriz B, onde U é uma

matriz ortogonal e
Y= diag(glv 527 o 7571)
Entao,
s(\) = U+ M) WUg=-U"(S+ )1

(%1 Un
—e T

Como U preserva a norma Euclidiana, temos

n

[ECYIIE Z(& + )

i=1

Denotando por @(\) = ||s(A\)|[?, temos que

1 1
A) = — - —
P(N) Sy A
Usando a Regra da Cadeia, obtemos
/ ]._7§ 7
() = =33 HF ()
¢ 3 1
PN =T E () — 5@ (0 (). (A.8)
Mas,
’ L U; U; ,
P )\ — 3 T
e Py (&Jr)\) (&Jr/\)
_ ~_
— (&G + AP



Escrevendo

= -2 Z &+~ (A.9)

obtemos

= +6 Z &+ N~ (A.10)

Substituindo (A.9) e (A.10) em (A.8), obtemos

" 3 - U2 -
N = ———— |2 : - 6
o ) 40%(N) w(A) [ Z (& + A)?’ 2W(N\)\/T(N) [ 221 (& + A)4
- T >
2(,0 fz + )\ ( ) w( ) i=1 (fz + )‘)
Como A > —&;, temos A+ & > 0 para cadai=1,2,...,n. Assim, cada parcela da soma

Y
Z-Zl (& + A)3

é positiva. Uma vez que a segunda parcela em ¢ é sempre positiva, segue que cp”(/\) <0
qualquer que seja A € (=&, +00).m

No que segue, apresentamos um resultado (ver Nocedal e Yuan [35], ou Nocedal e
Wright [34]) que fornece estimativas inferior e superior para o parametro Levenberg-
Marquardt A que satisfaz

B+ X >0 (A.11)
e

sVl = A, (A.12)
onde s(\) = —(B+AI)"!g e usamos o simbolo > para indicar que uma matriz ¢ definida
positiva.

Lema A.2 O parametro A que satisafaz (A.11) e (A.12) satisfaz a sequinte condi¢ao
intervalar:

P

com o < &, sendo & o menor autovalor da matriz B.

Prova: Considere a decomposicao espectral B = UT XU, sendo U uma matriz ortogonal
e X =diag(&1, &, . .., &) a matriz diagonal formada pelos autovalores § < & < --- <&,
da matriz B.
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Como ¥ ¢ diagonal, o menor autovalor da matriz X+ A é oy(X+ AI) = & + A. Para

que B + A\ seja definida positiva, devemos ter
& +A>0. (A.13)
Por outro lado,

(B+ A)s(
US4+ X)Us(\) =—g =
(X4+M)sS(\) = —7,

A)=—-g =

com$=Useqg=Ug. Una vez que o,(A) < ||A|| temos
o1 (X + AD[s]| < (5 + A5 = [lgl]

Logo
(& + NSl < I3l (A.14)

Por outro lado, como U ¢é ortogonal, temos
S]] = [1Us]| = [Is]] e [[g]| = [IUgl| = llg]|-
Destas consideragoes e de (A.14), segue que

&+ Mlsl] < lgll;

ou ainda que

ae ol g (A.15)

|s]]

De (A.13) e (A.15), com ||s|| = A, obtemos o resultado desejado.m

A.1 Analisando o caso dificil

Considere o problema de minimizar a quadratica

1
: T T
= + —s' Bs. A.16
||£ﬂ1§nAq(S) g s+gs Bs (A.16)
O lema abaixo, demonstrado por Sorensen [43] e analisado por Coleman [10], associa
o Método Levenberg-Marquardt aos métodos do tipo regioes de confianca, a partir do

subproblema quadrético (A.16).
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Lema A.3 O vetor s resolve (A.16) com ||-|| = || - ||2 se, e somente se, existe A > 0 tal

que:
(i) B+ A € definida positiva.
(ii)) (B+ M)s = —g.
(ii3) ||s]| < A.
(iw) A(l|sl] —A) = 0.
Considere que B = UTXU, onde as colunas de U sao autovetores ortogonais de B e
Y =diag(§1, 6., &), &G <& < <&,
é a matriz diagonal definida pelos autovalores de B. Naturalmente,
B+ X =U" (S +\I)U.
Logo, (ii) é equivalente a
(X+AN)s=a«, onde a =—-Ug e 5=Us. (A.17)
Vamos supor que a multiplicidade algébrica de & seja c¢. Assim,
U = [U1,, Uty ooy Uty U1y - -y U,

com uq, e ug representando a k-ésima coluna de U. Os vetores {uy,, uy,,...,us,} sdo
os autovetores associados ao autovalor &, os quais formam uma base para o ntcleo de

B — &1 e sao tais que
wiuy, =0, Vk=1,2,...,c e Vj=c+1,...,n.

Podemos reescrever (A.17) como

51 + Ao 0 0 e 0 §1 aq
0 0 A 0 0 0 Se c
St e = Y| A
0 e 0 £c+1 + A 0 0 Sc+1 Qeyl
0O 0 0 0 0 &+A 3 an

De (A.18), tiramos algumas conclusoes:
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1. Se & > 0, Vi = 1,2,...,n, entao, para todo A > 0, a matriz B + A\l é definida
positiva e o problema (A.16) tem solugao. Para constatar isso, basta perceber
que, se A — 400, entdo ||s(A)|| — 0, e se A — =&, entdo ||s(A\)|| — +oo0. Ou
seja, Im(|[s(A)]]) = (0,400). Assim, se |[s(0)]] < A, entdo A = 0 é solugao.
Caso contrario, pela continuidade da fungao ||s())||, existe A\* € (=&, +00) tal que

[|s(A*)]| = A. Ou seja, as condigoes (i)—(iv) sempre se verificam.

2. Vamos supor agora que exista algum autovalor negativo. Assim, & < 0. Ou seja,
B nao ¢é definida positiva. Suponha que 37 € {1,2,...,¢} : a; # 0. Note que
a; = g'u;. Assim, g tem alguma componente nao nula no ntcleo de B — &;1.
Suponha, sem perda de generalidade, que i« = ¢. Assim, a; = 0, para cada i =
1,2,...,c¢— 1. Logo, para (A.17) ou (A.18) ter solugao, basta exigir que 5, = 0

parai=1,2,...,¢c— 1 e definir
s(\) = i(&)ui, com A\ > —&.
i=c /\+§Z

Com efeito, note que ||s(A)|| — 0 quando A — 400 e que ||s(A\)|| — 400 quando
A tende a —&; pela direita, gararantindo a existéncia de uma solugao para algum
A > —51.

3. Agora, suponha que a; =0, Vi =1,2,...,¢. Logo, g & N(B + &1). De (A.17),

devemos ter

3.a (514-/\)52:0, i:1,2,...,0;
3.b (§1+/\)§Z‘:Oéi, i:c—|—1,2,...,n.

Defina

s(A\) = (i)ui, com A > —¢&.
i;-i—l At& 1

Se |[s(=¢&1)|| > A, existe solugao. De fato, define-se A = —¢&; ou escolhe-se A > —¢&;
de modo que |[[s(A)|| = A. Isto é possivel uma vez que |[s(\)|| — 0 quando
A — +4o00. Caso contrario, nao existe solugao para (A.17), qualquer que seja
A > —¢&;. Este caso é frequentemente chamado de caso dificil. Entretanto, podemos
encontrar uma solugao para (A.16) tomando A = —¢&; e usando as varidveis livres
de s; em (3.a). Fazemos isto através da seguinte defini¢ao:

n

s(—=€) =Y ( Cf&)uﬁz@-ulc, (A.19)

i=ct1 &i i=1

com Y7, F7 = A% — Z?:c—l—l(gio_(igl)?
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Infelizmente, a distin¢ao entre os casos 2 e 3 nao é clara do ponto de vista numérico.
Ainda assim, podemos obter uma solugao para (A.16) através da equacao (A.19), adotan-
do a; = 0 quando «a; é muito pequeno.

Coleman [10] afirma que esta estratégia funciona bem na pratica, uma vez que a
solugao de (A.16) com «; pequeno esta proxima de (A.19) com «; = 0. Para ilustrar
isso, consideremos um exemplo em que a multiplicidade geométrica do autovalor \; é
igual a um, ou seja, ¢ = 1, de modo que & < &.

Primeiramente, suponhamos que a; = 0. Neste caso, a solugao de (A.16) é

n o
§ = ;(H)uz + Bua,

onde 3% = A? = 3" (%)% e consideramos que A* > Y7 (72-)? | caso contrério,

§&i—& §&i—&
s é solucao com 3 = 0. Definamos s; = Z?:Q(gio_‘i&)ui. Neste caso, a solugao de (A.16)
pode ser escrita como s = s; + [u;.
Agora, consideremos «; = &, um numero pequeno. Podemos, entao, escrever a
solucao de (A.16) como
"oy a
s(A) = "V + L.
Mas, se a; — 0, entao A — —&; (para manter |[s(A)|| = A). E se A — =, entao
"«
i
U; — S1,
2iregh e

o que implica que
aq

()\+§Z-

Portanto, a solu¢ao de (A.16) com a; = £ estd bem préxima da solugao (A.16) com

) — 3 sempre que a; — 0.

a; = 0.

Em geral, se ¢ > 1, a solu¢ao de (A.16), com alguma componente «;, i < ¢, proxima
de zero, estard proxima da solugao de (A.16) com esta componente igual a zero. No caso
em que vérias componentes «;, i < ¢, sdo nulas o problema (A.16) nao possui solucao
Unica.

Para mais informagoes sobre o subproblema com regiao de confianca, o leitor deve
consultar [7], [11], [23], [32], [41] e [43].
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Apeéendice B
Teorema da projecao

Neste apéndice, vamos relembrar o Teorema da Projecao que foi usado na demons-
tracao de alguns resultados apresentados nos capitulos desta tese. Os resultados apre-
sentados, bem como as demonstragoes, fazem parte da literatura (ver, por exemplo,
Bertsekas [2]) e sdo apresentados aqui para facilitar o entendimento dos contéudos abor-
dados e de algumas demonstragoes apresentadas. Comecaremos apresentando algumas
definigoes.

Definicao B.1 Seja Q0 um subconjunto de R™.

1. Uma fungao [ : Q — R"™ € continua em um ponto x € Q se lim f(y) = f(z). A
y—a

funcao f € dita ser continua sobre () se € continua em cada elemento x pertencente
a €.

2. Uma func¢ao real f : Q@ — R € chamada semicontinua superiormente (respectiva-

mente, semicontinua inferiormente) em um elemento x € € se f(x) > limsup f(xy)
—00

(respectivamente, f(x) <limsup f(zx)) para cada seqiiéncia xj, em Q convergindo
k—o00

azx.
3. Uma funcao real f : Q2 — R é chamada coerciva se

Jim f(zy) = oo

para cada sequéncia {xy} de elementos de § tais que ||zx|| — oo para alguma
norma || - ||.

Abaixo, apresentamos o teorema de Weierstrass, utilizado na demonstracao do teo-

rema da projecao.
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Teorema B.1 (Weierstrass) Seja 2 um subconjunto nao vazio de R"™ e seja f : Q@ — R
uma fungao real semicontinua inferior em todos os pontos de ). Suponha que uma das

sequintes condicoes vale:
1. Q € compacto.
2. Q € fechado e f € coerciva.

3. Existe um escalar 7y tal que o conjunto de nivel

{reQ: f(z)<q}
€ nao vazio e compacto.

Entao existe um vetor x € Q) tal que f(z) = 1n£f(z)
zE

Prova: Suponha inicialmente que §2 é compacto. Seja {z;} uma seqiiéncia de elementos
de © tais que

Jim f(z) = inf f(2).

z€Q
Como {2 ¢ limitado, esta seqiiéncia tem um ponto limite. Seja x este ponto, ou seja,

lim z, = z.

j——
Uma vez que €2 é fechado, x € ). Por defini¢ao, f é semicontinua inferiormente, o que
implica que
F(@) < lim f(z) = inf f(2).
k—00 2€Q
Mas, ;relsgf(z) < f(z). Portanto, temos f(z) = ;relgfzf(z)

Suponha, agora, o caso 2. Considere a seqiiéncia {z} como na parte anterior. Como f
é coerciva, a seqiiéncia {zj} nao pode ser ilimitada, e a prova segue de modo inteiramente
analogo ao que foi apresentado no caso anterior.

Considere o caso 3. Se 7 é igual a ;g{f) f(2), o conjunto dos pontos de minimo de
fsobre Q é {x € Q : f(x) <~}. Como, por hipétese, este conjunto é nao vazio, a
afirmacao esta provada.

Se v > ;Ielgfz f(z), considere uma seqiiéncia {z} de elementos em €2 tais que

Jim f(z) = inf f(2).

z€Q

Entao, para todo k suficientemente grande, z, deve pertencer ao conjunto {x € ) :
f(z) <~}. Uma vez que este conjunto é compacto, o conjunto {z;} é limitado e a prova

procede como nos casos anteriores.m
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Teorema B.2 (Teorema da Projecao) Seja Q2 um conjunto convezxo e fechado, e seja

|| - || @ norma Euclidiana.

1. Para cada x € R", existe um unico vetor z € Q0 que minimiza ||z — z|| sobre todos
os elementos z € (). FEste vetor é chamado projecao de x sobre (), e é denotado
por

= P = i — x|l
2= Po(r) = argmin ||z — ]

2. Dado algum vetor x € R, um vetor z € €} € a projecao de x sobre ) se, e somente
se,

(y —2)"(x —2) <0, Vye. (B.1)
3. Quaisquer que sejam x ey tem-se

1Pa(w) = Pa)II* < (Pa(e) = Pa(y))" (z — y). (B2)

Prova: Afirmacao 1. Para verificar a existéncia da projecao, fixe x e considere y algum

elemento de €. Resolver o problema mi{rzl ||z — x|| é equivalente a minimizar a mesma
zE

fungao sobre todos os elementos z em ( tais que ||z — z|| < ||y — x||, que é um conjunto
compacto. Além disso, a funcao ¢ definida por
9(2) = ||z — a|f?

é continua. O vetor minimizante segue do Teorema de Weierstrass.
Para verificar a unicidade da projecao, note que o quadrado da norma Euclidiana é
uma func¢ao convexa estrita. Logo, o seu minimo é atingido em um tnico ponto.

Afirmacao 2. Para todo y e z em (), tem-se
ly — 2| = lly = 2| + ||z = 2|]” = 2(y — 2)"(z — 2) > ||z — 2| = 2(y — 2)" (z - 2).
Logo, se z é tal que (y — 2)T(z — 2) <0, Vz € Q, entdo
ly —2l* > ||z — =[], VyeQ,

o que implica que z = Py(x).
Reciprocamente, seja z = Py(x), considere qualquer y € €, e para qualquer o > 0,
defina
Yo =0y + (1 — )z

Neste caso, tem-se

Iz —wall* = NI(1—a)(@—2) +a(@—y)|
= (1—a)f|lz—2]* +®llr — y[|* +2(1 = a)a(z — 2)" (x — y).
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Defina £(a) = ||z — yo||>. Entao

0
Elao = 2l =2l + 2z = ) - y)
O
= 2y —2)"(z-2).
Portanto, se (y — 2)”(z — 2z) > 0 para algum y € Q, entdo

23

— om0 < 0

804‘ 0

e, para « > 0 suficientemente pequeno, obtém-se
|z = yall < [lz— 2]].

Isto contradiz o fato que z é a projegao de x sobre e mostra que (y — 2)"(z — 2) <0
para todo y € €.

Afirmacao 3. Utilizando o item 2 do Teorema da Projecao, tem-se

(Pa(z) = 2)" (Pa(z) — Pa(y)) <0 (B.3)

(Pa(y) —y)" (Paly) — Pa(x)) < 0. (B.4)
Somando (B.3) e (B.4), e usando a identidade

T

lw— 2| =wiw + 272 — 20Tz, Vz,w € R"

obtém-se o resultado desejadom
O item 2, do teorema acima, diz que a direcao dada pela diferenca do vetor x que
se deseja projetar da sua projegao, x — Po(z), forma um angulo nao agudo (ver Figura
B.1) em relagao ao vetor obtido pela diferenga de qualquer y em € pela projegao de z,
y — Po(x),y € Q. Isto equivale a dizer que o produto interno entre estes é nao positivo.
Um consequéncia direta do Teorema da Projecao é o fato de que toda projecao sobre
um conjunto convexo é uma aplicacao nao expansiva. Esta observacao é comprovada

pelo corolario seguinte.

Corolario B.3 Seja Q um subconjunto convero nao vazio de R™. Seja Po(x) a projecdo

de um vetor x € R™ sobre 2. Entao,
[Pa(z) = Pa(y)ll < [lz —yll, Va,y e R™. (B.5)

Prova: Se Py(z) = Pa(y), (B.5) é trivialmente satisfeita. Se Pq(x) # Pa(y), aplicamos
a desigualgade de Schwartz ao lado direito da desigualde dada pelo item 3 do Teorema

da Projecao, obtendo o resultado desejado.m
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x-P_(x)

Vim

Figura B.1: ITlustracao da condicdo satisfeita pela projecao Pyo(z). Para cada elemento
y € Q, os vetores © — Py(x) e y — Po(z) formam um angulo maior ou igual a 90°.

Equivalentemente, o produto interno (z — Po(z))? (y — Pa(x)) é nio positivo.

Corolario B.4 Seja 2 um subconjunto convexo nao vazio de R"™. Seja Po(x) a proje¢ao

de um vetor x € R"™ sobre 2. Se o vetor nulo 0 € (2, entao
[|Pa(2)|| < ||z]|, Vz € R"

Prova: Basta tomar y = 0 em (B.5).m
Finalizamos esta secao apresentando um resultado utilizado para mostrar que a
aplicagao
|| Po(z — sz) —z|| — x

h(s) = 0
(5 - >0,

onde Py(+) é a projecao sobre um conjunto convexo €) e x e z sdo vetores fixados, é nao
decrescente.

Proposicao B.1 Sejav € R" ez € Q C R", com Q convero. As sequintes afirmacgoes

sao equivalentes:
1. Po(zr+v) ==
2. vz >vTw, YweQ

3. Po(x+1tv) =z, para todot > 0.
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Prova: Provemos inicialmente que a afirmacao 1 implica na afirmacao 2. Pelo item 2

do Teorema da Projegao, temos
(z+v— Po(z+v)) (w— Po(z +v)) <0, Ywe . (B.6)
Substituindo Po(x + v) = x e subtraindo os termos iguais em (B.6), obtemos
v (w—2) <0, Yw € Q,

que é equivalente ao resultado esperado.
Vejamos porque a afirmacao 2 implica 3. Suponha que v"w < v'z, Vw € Q, e que

x € Q. Logo, qualquer que seja t > 0, t € R, a desigualdade
(to)'(w—2) <0, Yw € Q, (B.7)

continua verdadeira. Dado um ¢ > 0 qualquer, definamos z = x + tv. Entao, por (B.7),
temos

(z—2) (w—2) <0, Ywe. (B.8)

Pelo item 2 do teorema da projecao, (B.8) ocorre se, e somente se, x = Pg(z). Como
t > 0 foi tomado arbitrariamente, o resultado segue.
A demonstracao de que a afirmacao 3 implica na afirmacao 1 é trivial, bastando

tomar, em particular, t = 1g
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Apeéendice C
Perfil de desempenho

Nosso ultimo apéndice é dedicado ao perfil de desempenho introduzido por Dolan
e Moré [16], que é usado para comparar o desempenho de vdarios programas quando
aplicados a um conjunto de problemas testes.

No que segue, se C' é um conjunto qualquer, card(C') representa a cardinalidade do
conjunto C' e, se x € R, o simbolo |x]| representa o maior inteiro menor ou igual a x.

Seja S o conjunto dos ngy programas que queremos comparar e seja P o conjunto dos n,
problemas testes que pretendemos resolver. Consideremos como medida de comparacao
o tempo computacional, embora a idéia aqui desonvolvida possa ser estendida a outras
medidas, como o nimero de calculo de fungoes.

Para cada s € S e para cada p € P, definimos ¢, ; como o tempo consumido pelo
programa s para resolver o problema p.

Também definimos a razao de desempenho, rp, s, do programa s com relacao ao pro-
blema p, como a razao entre t, ; € o menor tempo obtido por todos os programas para
resolver o mesmo problema, ou seja,

Tps = s
P2 min{t,, : s €S}

Observamos que 7, s > 1, quaisquer que sejam p € P e s € S.

Definimos
~card({peP : 1, <7})

Tp

ps(T)

como a fracao do conjunto de todos os problemas testes resolvida pelo programa s com
uma razao de desempenho menor ou igual a 7. A funcdo ps : R — [0, 1] é constante
por partes e nao decrescente. Além disso, o valor de py(1) é a fragdo do conjunto de
problemas em que o programa s teve um desempenho absoluto melhor que os outros.
Para cada valor de 7, o melhor dentre os n, programas analisados serd aquele que

possuir o valor mais alto de ps(7). Notamos, também, que 1 — ps(7) é a fracao de
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problemas que o programa s nao consegue resolver dentro de um fator 7 do tempo gasto
pelo melhor algoritmo, incluindo os problemas para os quais o programa em questao
falhou.

Vamos supor que 7, seja um parametro real, escolhido de modo que
i) ryy >1ps, VpeP, Vs eS;

ii) r,s = ry para algum problema p e para algum programa s se, e somente se, 0

programa s nao resolver o problema p.

A escolha de r); nao afeta o grafico do perfil de desempenho (ver Dolan-Moré [16]).
Além disso, ps(ry) =1e

ps = lim py(t)

t—ry
é a fracao do conjunto de problemas resolvida pelo programa s, independentemente do
tempo gasto. Logo, se estamos interessados apenas nos programas com probabilidade
alta de sucessos, devemos comparar os valores de p} e escolher o programa que possuir
o maior valor.

Ao tragarmos o grafico do perfil de desempenho de um algoritmo, utilizamos um
intervalo [1, 75/] para a varidavel 7. A selecao do limitante 7, deve ser feita com cuidado,
ja que a escolha de um valor pequeno demais pode nao capturar o comportamento
total do programa com relacao ao conjunto de problemas testes. Além disso, como, em
muitos casos, o intervalo [1, 7p/] é grande, pode ser preferivel tragar o grafico do perfil
de desempenho em escala logaritmica, considerando

card ({p € P : loga(rps) < T})

ps(T) = n, :

Neste caso, ampliamos a regiao abrangida pelo grafico, embora, por outro lado, percamos
um pouco a intuicao sobre o que esta acontecendo.

Em resumo, o perfil de desempenho é a fungdo de distribuicdo (acumulada) que
indica quais programas tém maior probabilidade de serem os mais robustos (aqueles
que atingiram o valor 1) e quais sao (ou possuem maior probabilidade de serem) mais
eficientes. Se o niimero de problemas testes for consideravelmente grande, esta estratégia
elimina o risco de um pequeno grupo de problemas dominar os resultados e é estavel para

variacoes pequenas nos dados de entrada.
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