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Resumo

Neste trabalho estudamos dois modelos enveolvendo fungdes campo de fase para solidificacdo de ligas.
O primeiro modelo discutido é um sistema envolvendo duas fun¢des campo de fase e o segundo é um
sisterna envolvendo trés fungbes campo de fase. Aqui sdo discutidas existéncia, regularidade, estabilidade
em relacdo aos dados iniciais e termo forcante e unicidade de solugido para os sistemas de equagbes
diferenciais parciais nfio-lineares que representam tais modelos.

Também sdo discutidos varios problemas de controle étimo envolvendo esses dois modelos de so-
lidificagfo. Estes problemas consistem em minimizar um funcional de custo utilizando solugbes destes
sistemas sob certas restricdes. S3o discutidos aqui problemas envolvendo varias restrigbes distintas,
sendo elas tanto no controle quanto no estado. Para cada um destes problemas é verificada a existéncia
de controle étimo e também é utilizado o formalismo de Dubovitskii e Milyutin para encontrar condigbes

necessdrias de otimalidade.



Abstract

In this work we study two phase field models for solidification of alloys involving two and three phase
field functions. These models are generalization of model treated by Hoffman and Jiang in [9]. In this
work we discuss existence, uniqueness, regularity and continuous dependence of solutions of these systems
of differential partial equation. We also deal with some optimal control problems involving different
constraints; for each such problem we discuss existence of an optimal control and we use Dubovitskii and

Milyutin formalism to obtain necessary conditions for optimality.



Introducao

Um dos primeiros enfoques para ¢ estudo de mudangas de fase consiste no uso de interfaces tipo
?sharp”para separar as fases. Modelos usando tal enfoque sdo conhecidos por problemas do tipo Stefan.
Posteriormente foram introduzidos modelos utilizando o conceito de fungbes campo de fase. Um dos
primeiros trabalhos a considerar tais modelos, deu origem a vérios outros, foi Fix [6]. Destacamos aqui
os trabalhos de Caginalp e outros [2], [3], [4] e [5] ¢ também o trabalho de Hoffman e Jiang [9]. Nos
trabalhos anteriormente citados Caginalp e outros utilizaram o funcional de energia livre como argumento
para obtencio da equagBo para o campo de fase, analisaram matematicamente tais modelos e também
suas relagdes com modelos utilizando interface tipo "sharp®.

Neste trabalho estudamos dois modelos de solidificagio de ligas metélicas envolvendo duas e trés
fungbes campo de fase, respectivamente, que sdo generalizacdes do modelo tratado por Hoffman e Jiang
em [9]. Estes modelos estdo também relacionados ao modelo de solidificagio envolvendo trés fungdes
campos de fase apresentado em [13] e [14], por Steinbach e outros.

Este trabalho é dividido em duas partes. Na primeira parte discutimos existéncia, regularidade,
estabilidade em relacio aos dados iniciais e ao termo forgante e unicidade de solugao para cada sistema de
equagdes diferenciais parciais que representam o primeiro e o segundo modelos de solidificagdo envolvendo
duas funcdes campo de fase. O sistema que representa o primeiro modelo, que envolve duas fungées campo

de fase, ¢ dado abaixo:

ar Su v

T oAr =, T
o gt AT =hy thy o m ©Q
—t-—klAu=—alu(l—u-v)(1—-2u—v+clr+d1) em @
—v—kgA'vzuagv(l-v—u)(1—20—u+czr+d2) em @
ot Ir du

5}::8—”:%:0 em 5QX[D,T)

T=T, uU=1Uu € V=1 em §x{t=0}

onde @ ¢ R® é um dominio aberto, limitado e de classe €2 ¢ @ = Q x (0,T), com T' < o0; 1 representa
o vetor normal unitdrio exterior a 8,

Aqui a funcio 7 representa a temperatura e as funcdes campo de fase u e v distinguem entre dois
subdominios sélidos apresentando cristalizagdes distintas e um subdominio liguido em . Qs valores de



calor latente I e I3 s80 constantes e tem mesmo sinal, b, &y, k2, a; e a; s80 constantes positivas e ¢, e,

d| e dy sdo constantes quaisquer dadas. Os dados iniciais 79, ug e vp sdo dados adequadamente.

O sistema de equacdes diferenciais parciais que representa o segundo modelo, que envolve trés funges

campo de fase, é dado por:

ar Ju v S

E—bﬂ £1at+£26t+338t+f em Q
?—k;ﬁu——aluw(w—u+clfr+d1)—aguv(v—u+(:31‘+d3) em
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%—1: —kAw=—gqruw(u—w—ecr—d)) —avw(v—w—cr—dp) em @

dr Bu Hv Ow
a_nza_nza_n_a—n_{] em 90 x(0,T)

T=T, U=%uy, U= € w=wy em x{t=0}
onde 2 C R? é um dominio aberto, limitado e de classe C? e @ = Q x (0,T), com T < o0; 1 representa
o vetor normal unitario exterior a 9.

A fungdo 7 representa a temperatura e as fungdes campo de fase w, v e w distinguem entre trés
subdominios sdlidos apresentando cristalizacdes distintas e um subdominio lquide em €. Os valores de
calor latente {4, I2, {5 sdo constantes e tern mesmo sinal, b, k, a:, as e ag sio constantes positivas ¢;, ez,
cs, di, dz e d3 sAo constantes arbitrdrias e f é uma funcio dada. As condigbes iniciais ug, vg € wo s80

dadas adequadamente.

Na segunda parte do trabalho tratamos alguns problemas de controle relacionados aos dois modelos
de solidificagdo mencionados anteriormente. Estes problemas envolvem diferentes restrigbes tanto no
controle, quanto no estado. Para cada problema de controle é discutida a existéncia de controle 6timo e
¢ usado o formalismo de Dubovitskii e Milyutin para encontrar condigGes de otimalidade.

Os problemas de controle relacionados ao primeiro modelo de solidificagdo citado consistem em
minimizar, sob certas restrigdes, o funcional J : £ — IR dado por

Jiru,v, f) = ] /|T—Td|2kd.’l¢dt+ / ]|u~ud|2md$dt
/ /|v—vd|2mdmdt+N/ ]m%dmdt

onde oy, as, g > 0 e N > 0 sio constantes, k, semsio taisque k, sem > 1, 14 € L”‘(Q), g,
vy € L2™() sdo fungdes dadas e E é um espaco adequado dado mais tarde.
Finalmente, os problemas de controle relacionados ao segundo modelo de solidificagéo citado também

consistem em minimizar, sob certas restri¢des, o funcional J : E = IR dado por

(w0, f) = f flr—ml”‘dwdﬂ / /Iu—ud|2mdmdt+ f /]U-—-vd|2mdzdt
/ /Iw wd|2mdz:dt+—/ /|f|2'”dxdt



onde oy, a3, @3, a3 > 0 e N > 0 s80 constantes, s, n € m sio tais que s, n e m > 1, 7¢ € L?(Q), uq,
vg € L?(Q) sdo fun¢des dadas ¢ B é um espaco adequado dado mais tarde.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No primeiro capitulo sio revisados algumas
definigies e resultados que serfio utilizados em fodo o trabalho. Depois, como ja foi mencionade, o
trabalho estd dividido em duas partes. A primeira parte consiste em trés capitulos. No Capitulo 2 sio
demonstradas existéncia, regularidade, estabilidade e unicidade da solugdo para o sistema que representa
o primeiro modelo de solidificagio mencionado. No Capitulo 3 sdo demonstradas existéncia, regularidade,
estabilidade ¢ unicidade da solugfio para um sistema que representa 0 segundo modelo de solidificagdo,
mas sem a equacio para a temperatura. Tais resultados séo utilizados no capitulo seguinte. No quarto
capitulo sfo demonstradas existéncia, regularidade, estabilidade e unicidade da solugio para o sistema
que representa o segundo modelo de solidificagdo mencionado.

A segunda parte do trabalho também é dividida em trés capitulos. No Capitulo 5 séo dados definictes
e resultados sobre o formalismo de Dubovitskii € Miyutin, que serfo utilizados nos dois capitulos finais. No
sexto Capitulo, para cada um dos diferentes problemas de controle envolvendo o primeiro funcional dado
aqui, é demonstrado um resultado sobre existéncia de controle 6timo e também € utilizado o formalismo
de Dubovitskii e Milyutin para encontrar condigbes necessrias de otimalidade. E no sétimo capitulo
80 encontrados resultados andlogos aos do Capitulo 6, mas para o segundo funcional mencionado aqui.
Finalmente, no Capitulo 8 sdo apresentadas as conclusdes sobre este trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Aqui vamos considerar ! C IR? um dominio aberto, limitado e de classe C2, T € IR finito ¢ @ =
2 x {0,T). Usaremos as notagdes usuais de Espagos de Sobolev. Para isto uma referéncia bdsica é
Adams[1).

Em € trabalharemos também no espago

Wf'l(Q) = {f e LHQ): D¥fe LYQ), para 1 < |o| < 2, ¢ ?’j_{ € L‘T(Q)} ,
gl f
onde a = (a3, a3, 3) 6 um multi-indice com a1, as, a3 € N, D¥f = ——"—> e |a| = o1 + a2 + a3.
Oz ey xy

1
Para tais espagos duas referéncias sfio Ladyzhenskaya [10] e Mikhaylov [12).
Com estas notagdes, como §2 C IR® é um dominio aberto, limitado e de classe 2, por um teorema,
de imersdo de Lions-Peetre [11] ou por um caso particular do Lema 3.3, pig.80, de Ladyzhenskaya [10],

temos que W21(Q) C LP(Q) com incluséio continue para p satisfazendo:

1 2\t 5

 —— < —

I
p= gualquer nimero positivo  se g=>5/2
o0 se g¢g>5/2

Além disso, a inclusdo W2H(@Q) C L?(Q) é continua e compacta para todo 2 < § < p, com p dado acima.

Uma conseqiiéncia do tecrema citado acima é que:

ainclusdo WPHQ) C LY(Q) ¢ continua e compacta, V2 < g < o0, (1.0.1)

De fato, para 2 < q < 10 temos que a inclusio qu’l (@) C W2H() é continua, a inclusdgo W2 (Q)
L9(Q) é continua e compacta. De onde, segue que a incluséo W,f'l(Q) C L9(Q) é continua e compacta
para 2 < g < 10.



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Agora para 10 € ¢ < oo temos que 2 < ({1/¢ 4 2/56)"! < 10 < ¢. Logo existe p tal que 2 <
{1/¢+2/5)~! < p < 10 £ ¢. Entdo, W3'(Q) ¢ L7(Q) com inclusdio continua e compacta para todo
r<(1/p- 2/5)7}. Mas como (1/g +2/5)™" < p temos que ¢ < (1/p—2/5)~ . Entdo W2HQ) C LY Q)
com inclusdo contfnua e compacta. Além disso, p < ¢, logo W2(Q) € W2(Q) com inclusdo continua.
Portanto, a incluséo qu'l(Q) C L(Q)} é continua e compacta.

Queremos agora encontrar uma inclusio compacta e continua W2(Q) C L®(Q) para g suficiente-
mente grande. Para isso vamos introduzir algumas defini¢des e resultados sobre espagos de Halder. Uma
referéncia para tais espagos é Ladyzhenskaya [10], pp.6 a 8.

Primeiramente fixemos algumas notagdes. Para @ ¢ R” um dominio aberto e limitado, 0 < T" < oo,
@=0x0,TYeu:Q > IR. Sendor € N e s = (51, 82, ..., 8o) um multi-indice com 81, 59,...,8, € N
denotaremos por |s| = $1 + 82 + ... + 8x,

Oy Alely
Diu=gp ¢ Diu=goimr—
otr Oxirest.. am

Para cada A > 0 ndo inteiro, sendo A =k +a,com &k € IN e 0 < a < 1, definimos o espago de Holder
HM2(GF) como o espago das fungdes u € G°(Q) tais que DI Diu € C°(Q), para 2r + |s} < A, e para as

quais a norma,

3
A=2r— a|
”u”}{"-)‘f:(@} — Z ”D{D;U‘HCD(G} + Z (D;'D,f.u}g‘Q + Z (DID;U)LQ 3
i=0 2r+fs|=j 2f+|3’=k 0<%|ﬂ{1

é finita. Onde,

“UH(;-U('Q') = m@a&c v,

[TJ(:E, t) _ U("":,s f)‘
|z — ']

Wio= swp
(a8}, (="t} EQ

lviz, t} — v(a', t')]
|t =

(DiDjul/ o=  sup _
(@), (" ) €T

Em Ladyzhenskaya [10] (pp.80, lemma 3.3), temos o seguinte resultado:

Lema 1.1 Seja @ C R"™ um dominio aberto, limitado e sotisfazendo a propriedede do come, e sejo
Q=0x0,T), com0<T < . SeQJ—Qr—|s|—&;ﬁ>0, entdo

WHHQ) C HMA(Q), para 0 < A < 20— 2r —|s| — 252

Mais ainda,
||u”7-p‘>-12(§) < C|]u||qu:,:(Q},
com C dependendo de ), T, I, r, 3, n egq.
Além disso, se 2 — 2r — |s] — % ndo é inteiro entdo as conclusdes anteriores sdo vdlides para A =
20— 2r — [s] — 22,



Observacao 1.1 Paera que um dominio Q0 C IR™ satisfaca a propriedade do cone é suficiente que este
seja Lipschitz, o que é satisfeito por todo Q de classe C*, para qualquer k > 1.

Aplicando ¢ lema anterior no caso I = 1, r =8 = 0 e n = 3 obtemos o corolério a seguir.

Coroldrio 1.1 Sejo @ C IR® um dominio aberto, limitado e sotisfozendo a propriedade do cone, e sejg
Q=02x{0,T), com0<T <. Seq>5/2, entdo

W2HQ) c HM2(@), pera0<A<2-5/g
Além disso, ||u||w,u2(@ < C||u||qu.1(Q), com C dependendo de ), T e q.

A partir deste coroldrio podemos mostrar a resultado de imersdio compacta, enunciado a seguir.

Corolério 1.2 Seje Q0 C R® um dominio aberto, limitado ¢ de classe C? e seja Q = Q x (0,T), com
0 < T < . Entdo para todo q > 5/2 temos

W) C L®(Q),

com imers@o continua e compecta.

Demonstragao:

Fixemos ¢ > 5/2.

Pelo coroldrio anterior a inclusio W2(Q) C H»»*() ¢ continua para 0 < A < 2—5/¢. E como
valem as inclusdes HMY2(Q) C C°(Q) continua e compacta, para todo A > 0, e C*(@) ¢ L®(Q)
continua. Obtemos que a inclussio W2 (Q) € L®(Q) é continua e compacta.

Portanto, W2 (Q) C L*°(Q) com incluséo continua e compacta para todo g > 5/2.

Também usaremos o seguinte resultado de imerso em espagos de Scbolev encontrado em Adams [1]

Proposicio 1.1 Seja & CIR™ wm aberto. Sejam § e m inteiros ndo negativos e p satisfezendo 1 < p <
oo, Se (1 satisfoz a propriedede do cone, entdo valem as seguinics imersdes:

1. Suponha que 0 < n—mp < n, entdo Wit™(Q) - W} (Q), pare todo p < g < np/(n —mp).
2. Suponha que mp = n, entdo Wg'*"“(ﬂ) — ij(ﬂ), pare tode p < g < oo,

3. Suponha que mp > n, entdo Wit™(Q) - C%(Q).

Um caso particular da proposigio anterior é o seguinte resultado, que ugaremos vérias vezes durante
o trabalho:
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Corolério 1.3 Seja 0 C IR? um aberto satisfazendo a propriedade do e seja p satisfazendo 2 < 3p/5 <

oa, entéo vale o sequinte imersdo:

2

Wa, s (82) = qu_" (), para todo 3p/5 < g < p.

Demonstragao: Basta aplicar a Proposi¢io anterior com: n =3, m = 2/p, j = 2 — 2/p ¢ 3p/5 no lugar

de p.
[

Agora vamos enunciar alguns resultados que serdo utilizados nas demonstragdes de alguns resultados
dos Capitulos 2 e 3.
Sejam £, T e (} como descritos anteriormente. Consideremos o problema (P):

a—i:—kAu=au+bu2—cu3+f em (@
U
%=0 em SQX(O,T)

u=up em £x{t=0},

onde n denota o vetor normal unitdrio exterior a 852
Procedendo praticamente como na demonstragio do Teorema 2.1 de Hoffman ¢ Jiang [9] mostra-se
¢ seguinte resultado:

Teorema 1.1 Suponha gque k e ¢ sio constantes positivas, a,b € L2(Q), f € LI(Q), com 2 < g < o0, ¢
up € W2(Q) satisfaz Oug/On|pn = 0. Além disso, suponha que Q C R? seja um dominio aberto, limitado
e de classe C*. Entdo, o problema {P) possui uma solugio u € Wg’l(Q) tal que u satisfaz:

ellzo gy < € (luollwzy + luollyzqqy + 1 2@ ) -

Mais ainda, u € Wg‘l (@), onde § = min{10/3, ¢} e satisfaz

||U||W§IJ(Q) <C (Iluollwg(m + ”U‘O”?V._?(Q) + || fllzagy + ||f||,35q(Q)) .

Se, além disso, ug € W.'fp/s(n): pure algum 2 < 3p/5 < 0o, entdo u € W;'I(Q), onde § = min{p,q} ¢ u
satisfaz

lallwzacgy <€ (lluollwz, 0 + ol + £z + 13y ) -

onde C' depende de ¥, T, k, a, b e c.

Procedendo exatamente como na demonstragio do Teorema 2.2 de Hoffman e Jiang [9] mostra-se o

seguinte resultado:



Teorema 1.2 Sejam fi, fo € LYQ) eu,v € W2 (Q) as solugbes correspondentes do problema (P), para
algum 2 < p < g. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 1.1, vale o seguinte estimative de estabilidade:

Il — vllyz1qy < Cllft = fallzays

com C dependende 0, T, k, 0, b, ¢, u e v.

Coroldrio 1.4 Sob as mesmas condi¢ies do Teorema 1, a solugdo do problema (P) € dnica.

Em algumas demonstracdes sobre existéncia de solucio de sistemas de equagbes diferenciais par-
ctais com condig¢bes iniciais e de fronteira usaremos o Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder {ver
Friedman[7]) enunciado abaixo.

Teorema 1.3 Teorema de Ponto Fizo de Leray-Schauder

Sejam B um espago de Banach e T : B x [0,1] =+ B uma transformagdo tal que y = Thx com =,
y€ B e)e|0,1]. Suponha que:
a} Thx estd definido Vz € B eV A€ [0,1].
b) ¥ A €[0,1] fizo, T\ : B —+ B ¢é uma transformagdo continua e compacta.
e) Ve A AC B limitado, Thzx é uma transformacdo uniformemente continug em A.
d) Ty possui um Unico ponto fize em B.
e} Existe constante K > 0 finita tal que toda possivel solucio de 2 = Thx para qualguer X € [0,1] satisfaz
Hzlls < K.

Entio eziste #nico x € B solugdo da equagio x = Tz,

Em algumas demonstracdes sobre regularidade de solugéio de sistemas de equagdes diferenciais par-
ciais com condigdes iniciais e de fronteira usaremos o seguinte Teorema sobre equagdes parabélicas en-
contrado em Ladyzhenskaya[10] (Teorema 9.1, pég.341).

Teorema 1.4 Seja Q1 um dominio aberto, limitado e de classe € C?. Entdo, para todo f € LU Q) €
up € Wf‘”"(ﬂ), com g > 1, satisfazendo a condigdo de compatibilidade Oup/Inlsn = 0, o problema
g—z —kAu = flz,) em @
U
— =0 em 802x{0,T
. ©,7)

u=u em Qx{t=0}

possui nica solugdo u € W2HQ). E esta solugdo satisfaz a estimativa

ellwz1gy < C [l floc@y + livoliya-ora gy -
onde C depende de ), T e k.
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Sejam € C IR® um dominio aberto, limitado e de classe C?, T € IR finito ¢ @ = Q x (0, 7). Consideremos
o problema com condigles de fronteira e condigdes iniciais:

or Ou v
. E_bAT_ll_a_t-l-IzE-Ff em (J
—twklAu:—alu(l—u—v)(l—?u—v+cl'r+d1) em @
i—kgAU:—ag'v(l—U—u)(l—21r—ﬂ+cz7'+d2) em @ (2.0.1)
gt

ér oOu O

v
a—%—%m{] em 00 x(0,T)
T=T, w=y e v=ty em §x{i=0}

A funcdo T denota a temperatura e as fungdes campo de fase ¢ e v distinguem entre dois subdominios
sélidos com cristalizagdes distintas ¢ um subdominio liquido em §. Aqui n representa o vetor unitirio
normal exterior & 80, b, k;, k2, a1 e ay sio constantes positivas, I; e I sfo constantes de mesmo sinal e
c1, €2, dy e dy sdo constantes dadas. Vale observar que em nenhum resultado é utilizado o fato de que {;
e I tem mesmo sinal, isto ocorre por razdes fisicas.

As condictes iniciais 7, %o € vo sdo dadas em WZ() com 87p/0n|aq = Bup/dnlsa = Ovo/dnlsn =
0. Além disso, vamos supor que 0 < ug, 19 < M, onde M > (0 é uma constante que definiremos

adequadamente mais tarde.

Durante quase todo este capitulo discutiremos existéncia, regularidade e unicidade de solugdes do
problema (2.0.1), na peniiltima se¢io trataremos de um problema envolvendo trés fungdes campo de fase
e na ultima do sistema, formado pelas duas ltimas equagdes (2.0.1) e pelos dados iniciais e de fronteira,
sem a equagdo para a temperatura. Com a finalidade de discutir a existéncia da solugéo de (2.0.1), vamos

primeiramente discutir a existéncia de solu¢do de um problema auxiliar.

11
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2.1 Um Problema Auxiliar

O problema auxiliar citado anteriormente é obtido da seguinte maneira: primeiramente rearranja-se
alguns termos da segunda e terceira equagdes do problema (2.0.1) para que elas tenha a estrutura da
equagdo do problema {P) introduzide ne Capitulo 1, isto 8, apresentem um termo que é um polindmio
de grau trés somente em u e em v nos casos da segunda e terceira equagdes, respectivamente, e 0s
demais termos apresentando os produtos entre as funges 7, u e v, e dessa forma possam ser utilizados
os Teoremas 1.1 e 1.2 e o Corolédrio 1.4. Posteriormente, introduz-se adequadamente truncamentos das

funcdes u e v nos termos que apresentam produtos entre funcdes distintas nas equactes obtidas.

Entio, observemos que a segunda e terceira equagdes do problema (2.0.1) podem ser escritas como:

% —hAu=—aull-u)(l—u+d) —au(l—u—v)(—s+a7r)+auwZ-2u—~v+d)e
v
i kahv = —aov(l —v){1 —v +da) —agv(l —v —u)(—v + c27) + aevu{2 — 2v —u + dg),
respectivamente. E consideremos o problema auxiliar:
ar ., Ou Oy
o Ez—bﬁr—ha+12§+f em @
i ki Au = —a1u(l —u){l —u+dy) — aym(u)[1 — w(w) — w{@)][-m{u) + e17)
+arm(u)w()[2 — 2r(u) — w{v) + di] em
g—? — krAv = —aqv(l — v){(1 — v + da) — aan(®)[1 — 7(v) ~ w(wW)][—w(v) + co7] (2.1.2)
+agm(v)w(u)]2 — 2m{v) — w(u) + da] em
or _Bu _ Ov

B_n“B_n_B_nzo em 90 x (0,7}
T=7, =ty e v=vg em Qx{t=0}
onde b, Iy, Iz, f, k1, k2, 01, 032, 1, €2, dy, da, T, o € o 880 como no problema, {2.0.1), o operador 7 é
dado por
w(z,t) se 0<wlx,t) <M
m(w)(z, t) = 0 se w(z,t) <0
M s wzd)>M

e M > 0 é uma constante a ser definida.

Proposicio 2.1 Suponha que b, 11, la, ki, k2, a1, a0, €1, €2, d1 e da 3do constantes, com b, ki, ks,
ay, a2 > 0, f € LQ), com q > 5/2, e 19, up, vp € WE(Q) satisfazem O19/On|ag = Bug/Onleq =
dupfOnlag = 0 e 0 < ug, v < M. Além disso, suponhe que & C R® € um dominio aberto, limitado e
de classe C?. Entdo o problema (2.1.2) possui uma solucdo (7,u,v) € Wg'l(Q) x ngd}s(Q) x Wfd}:,‘(Q),
com @ = min{10/3, ¢}, e satisfaz as estimativas;
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HTHW,}-‘(Q) + ||““W22’1(Q] + ”’”ngﬂ(Q) <C (“TOHW._?(Q) + lluollwzie) + llwollwzeey + ||f|lL2(Q))
(2.1.3)

Irllwzag) + lulwz o) + Iollwzs @) S € [1|T0||wg(n) + llollwg ey + llvollwz )
HIlst@) +irollyzcay + Teollyaiay + lvollyzay + 1712y -
onde C depende de Q, T', M ¢ das constantes do problema (2.1.2).

(2.1.4)

Demonstragao:
Para mostrar a existéncia da solugéio do problema (2.1.2) vamos aplicar o Teorema de Ponto Fixo
de Leray-Schauder (Teorema 1.3} no espago de Banach

B = {(1,%,v) : 7 € L®(Q),u,v € I’(@)} = L™(Q) x L*(Q) x L*(Q).
Para isto vamos considerar o operador T, ; B = B com
TA(B:)'-% V) = (T'IH!U)! v (91!'-"!”) € Bs 0 S A ..<, 1:

definido pelo problema:

or Ju v

. a—b&r::{]a-i-lga—l-f em &
T kiAu = —au(l —u)(1 — u+ di) — daym(p)[l — w(pe) — w(@))[—7(p) + 18]
+Aarm(p)a(v)[2 — 2m{p) — w(v) + di] em Q
% — koAv = —agu(l — v)(1 — v + dp) — Aaem(¥)[1 — w(v) — w(p)][—7(¥) + c28] (2.1.5)
FAraxm(v)m(p)[2 — 2n(y) — 7} + da) em
or Ou

Oy
a_n_%_ga__(] em I x(0,T)

T=7), v=u e v=1v em §x{t=0}

Vamos agora demonstrar que as hipéteses do Teorema de Leray-Schauder sfo satisfeitas.

a) Primeiramente vamos mostrar que T)(#, 1, v) estd bem definido V (#, p,v) € B, YO <A< 1.

De fato, como 8, #(u}, #(¥), m1 € L=(Q), temos que —Aayw{p)[l — 7(p) — 7 (¥)])[—n (1) + c16)
+ dayn () ()2 — 2x(p) — w(v) + da] € L°(Q). Entdo, aplicando o Teorema 1.1 & segunda equagdo de
(2.1.5), temos que existe u € Wf&h[@) solucio desta equacio. Mas como Wfé}a(Q) C L¥(@), temos que
u € L¥Q). Agora aplicando o Corolério 1.4 , temos que a solugiio v € L?(Q) da segunda equagiio de
(2.1.5) ¢ tinica.

De maneira aniloga, aplicando o Teorema 1.1 e o Coroldrio 1.4 4 terceira equacéo de (2.1.5), temos
que existe uma dnica » € L(Q) N Wfd}s (Q) solugdo desta equagdo.

Agora, como (¢,v) € qu‘}s(Q) X Wf&}S(Q), temos que 3%, 4 € L1%/3(Q). Como também temos
que f € LI(Q), entéio o segundo membro da primeira equagio de (2.1.5) pertence a L¥(Q), com § =
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min{10/3,¢}. E como 7 € WZ(Q) C Wfo;ﬁi(Q), pelo Coroldrio 1.3, entdo pelo Teorema 1.4 obtemos
que existe uma tnica 7 € Wg’l(Q) solucdo da primeira equacio de (2.1.5). Mas como § > 5/2, temos
que Wg’l(Q) C L*®{Q)}, e portanto, T € L={Q).

Assim obtivemos que existe dnico {7, u,v) € B solugho de {2.1.5). E portanto, 7y : B — B esti bem
definido para todo A € [0,1]. Mais ainda, para cada A € [0,1], T\ leva B em Wg’l(Q) X Wfd,lta(Q) X
Wi5(Q), onde 7 = min{10/3, g}.

b} Agora demonstremos que para todo A € {0, 1] fixo, T, : B = B ¢é continua ¢ compacta.

Para isso fixemos A € [0,1]. Sejam {61, g1, 1), (G2, tt2,v2) € B e sejam (13, us, v;) = D504, 43, 1),
parai=1,2.

Pela segunda equagio de (2.1.5), temos que u; satisfaz

% —kiAu; = —aru (1 — ws) (1 — we + di) — daaw(pa) [ — wlps) — w(ws))[—w () + c184)
+Aay 7 (g )w(vi)[2 — 2m(p3) — w(es) + di) em ¢
duifdn=0 em 80 x(0,7)
ui=up em OQx{i=0},
parai=1,2.

Pelo Teorema 1.1, temos que u;, 42 € Wf&%(@). Entio pelo Teorema 1.2, temos que

”’t‘.&l = U2z ”Wféi;s(Q)

< Cllw?(p1) — 7% {uz) — *(p1) + 73 (ua) — w(p1)w(v1) + 77 (2w (ve)
—m(p1)01 + 7 (p2)82 + 72 {p1)01 — 7 (12)8a + (1 )W (v1 )01 — w(pa ) (v2) 62
+a(p)w () — w(payr(ve) — 72 (ua)w(n ) + 72 (ue)m(ve) — w(pa)w® (1) + 72 (p2)w? () || prosacgy.-

De onde, usando a desigualdade triangular, a desigualdade de Holder e sabendo que 8;,8; € L®(Q)
e 0 < w1 ), w{sz), m(1), mvn) < M, obtemos

Jlur ~wallyas o) < O [l6r = Ball ey + rlpn) — w(usn)linoi@y + llw o) ~ w(e)llzogn] -
Como [a{p} — w{pa)| < |1 — pel & [7(21) — w(12)] < |11 — va|, segue da dltima desigualdade que
lius = wallyzs (@) < € [lI61 = O2lim(@) + [l = pallzog) + llon = v2llzo(ey]

< Cll(B1, pt1, v1) — (B2, pra, 1) || B-

Usando a terceira equagio de (2.1.5) e procedendo do mesmo modo obtem-se que
flon — Uz||wfd}3(g) < C 161 — OallLeo(g) + it — po2llzocqy + 1 — 22llze¢q)]

< Cl(r, 1, v1) — (02, pa, )i B-
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Apora, pela primeira equagio de (2.1.5), temos que 7, — 72 satisfaz

A ~ 1) N Ju;  Ous du; O
e "M‘g( ™) =h (_& - W) +h (a - E) em ¢
TL — Tg) _
Tv—{} em A0 x(0,7T)

n—-m=0 em x{t=0}
Pelo Teorema 1.1, temos que 1, — 73 € Wfﬁ}s(Q)' E pelo Teorema 1.4 temos que
Su;  Hus Ovy  Ovs
‘l(ﬁ at)”?(at ‘ﬁ)
<C [||u1 ~uzllwz o) + o — ”"’HWf.i}a{Q)] < OBy, p1, 1) — (82, piz, v2)lms
onde § = min{g, 10/3} > 5/2.
Logo, Ts : B = W;‘l (@) x Wf&}s(Q) X leﬁ,lrs(Q) é continua. Como as inclusges Wf[;},:,,(Q) C L=(Q),

Wé’l(Q) C L*(Q) sdo continuas e compactas, pelo Lema 1.2, pois 10/3 e § > 5/2, e como a inclusdo

L(Q) C L°(Q) 6 continua, temos que a incluséio W' (@) x Wis14(Q) x Wiy o{(Q) C B & continua e

compacta. De onde, obtemos que T : B — B é continua e compacta para todo A € [0, 1] fixo.

e — T2||w§!1(Q) <Cfm - TE”wfd}s(Q) <C

Lo/3(Q)

c) Agora precisamos demonstrar que para todo (@, u,v) € A, A C B limitado, T é uniformemente
continuo em A.

Para isso basta fixar A C B limitado e (8, p5,¥) € 4, tomar A1, A; € [0,1] e (73, us,v3) = T3, (8, 1, ),
para ¢ = 1,2, ¢ proceder de modo andlogo ao caso anterior. Dessa forma, obtem-se que T(.)(8, u,v) :

[0,1] — B é continua. Mas como [0, 1] é compacto, conclui-se que T(#, 1, ) é uniformemente continua
em A.

d) A seguir mostremos que o operador 7y possui um Gnico ponto fixo.
De fato, para A = 0 o problema (2.1.5) se torna:

ar du  Ov
E‘bAT‘£1?3?+§+f em @

%—kl;ﬁuz—am(l—u)(lvu+d1) em @
A —ag(l—2)(1—v+ds) em @Q
% 5r ou_ o

e —_—— —— = Q

B In " o 0 em 90x(0,1)
T=T, U=usev=vy em § x{t=0},

para todo (6, 4, v) € B.
Aplicando o Teorema, 1.1 e 0 Corolgrio 1.4 para a segunda e para a terceira equagtes do problema

: . - 2,1 - . ~
acima temos que existem tinicos u,v € W] !3(62) solugdes da segunda e da terceira equagdes do problema
acima, respectivamente.
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Como as solugdes ¢ e v da segunda € da terceira equacdes, respectivamente, pertencem a Wf&;s(Q),
temos que 3%, 22 € L19/3(Q). E como f € L9(Q), temos que o segundo membro da primeira equagio do
problema acima pertence a L7(Q), onde § = min{10/3,¢}. Pelo Teorema 1.4 aplicado & primeira equagéo
do problema anterior, temos que existe 1inico T € WE'l( () solucio da referida equagéo.

Logo existe um tinico {r,u,v) € qu'l(Q) X WfD}S(Q) 1ws(Q), com § = min{10/3, ¢}, solugio
do problema. anterior. Entdo, (r,u,v) € B e satisfaz Tp{8, n,v) = (r,u,v), ¥V (8, nt,v) € B. Portanto, o
operador Tp possui Gnico ponto fixo {T,u,v) € B.

e) Finalmente mostremos que existe uma constante K > 0 tal que todo possivel ponto fixo (7,u,v) de
T, para qualquer A € [0, 1] satisfaz ||(7,u,v)||g < K.

Precisamos entéo estimar as normas dos possiveis pontos fixos de T},

Seja (,u,v) € B um ponto fixo de Ty para algum A € [0,1], ou seja, (1,u,v) = Th(7,u,7). Entdo,
para tal A € [0,1], (7, u, ) satisfaz:

%—bﬂ _flg +£2 +f emQ
% —kiAu=—a1u(l —u)(l —u+d) — degm(u )[1 — a(u) — w(@)][-7(u) + ey 7]
+Aaym(uw(v)[2 — 2n(w) — w{v) + di] em @
P _ N B (2.1.6)
51 koAv = —agu(1 — v}(1 ~ v + d2) — Aagw{v}[1 — 7 (v) — w(w)][—7 (v} + e27]
+Aagm(v)m(u)[2 — 27 (v) — w{u) + ds] em @
dr  du

v
B—H—'a—n—%—(} em 90 x (0,T)
T=Tyg, U=Up €V =1p emﬂx{t:O},

onde 7(w) é como no problema (2.1.2).
Multiplicando a segunda equagio de (2.1.6) por u e integrando em 2 x (0,1), com 3 <t < T, e
utilizando que um(v) < u? ¢ w{u), 7 (v) > 0, temos

i
s [ v v [ [ vupasas
2Jq o Ja
1
5 ||Uu||L=(g) +a / f (1+di)u? + Ce® + eu® — ] dadt
+Aaic / / w{u) [1 + 7(u) + 7(v)] [—u* + e1ruldzdt.
o Ja

+Aay f: /Q m(v) [2 + 2m(u) + w(w) + |d|] uPdwdt

Usando que 0 < w(u), w{v) £ M nas duas Gltimas integrais acima e usando a desigualdade de Holder

no termo 7u da peniltima integral, temos

t 1 t
lf u?(t)dz + ky / / (Vo dedt < 3 (Juoli}2q +/ f [Cev® + (£ — V)ut + C7?] dadt.
2/q 0 Jo 2 0 Jo
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Tomando € = 1/2 na desigualdade acima e multiplicando-a por 2, obtemos

t ¢ : t
[ u*(t)dz + 2k, / / |Vu|?dzdt + / / uldrdt < “Uﬂ”iz(ﬂ) + C/ f (v® + 78 dzdt,  (2.1.7)
! 0 Ja 0 Ju 0 Ja

para todo 0 <t < T
Multiplicando a terceira equagéo de (2.1.6) por », integrando em §1 x (0,%), com 0 < £ < T, e

procedendo de maneira andloga obtemos

t t t
/02(t)d:r: + Zkg/ / |V*u[2dzdt+/ /*u“ < ”‘U[)H%z(n) + C/ / (v? +72) dadt, (2.1.8)
Q 0 Jo 0 Jn o Jo

paratodo 0 < i< T.
Agora, multiplicando a primeira equagdo de (2.1.6) por 7 — liu — lzv e integrando em £ x (0, ), com
0 <t < T, e utilizando as designaldades triangular ¢ de Young, temos

t
% f (r+hu+ Igv)z (tidz + b/ / [|V’1'|2 — U VTV — ,V7V| daedt
) 0 Jo

A
<C [“ﬁl“%zm) + |JuollZ 2y + lwoll2eqoy + ||f||§.’(Q)] + C/O /s; (7 + u® + o) dedt.

Multiplicando a desigualdade (2.1,7) por uma constante A/2 > 0, a desigualdade (2.1.8) por B/2 e
somando-as & dltima desigualdade obtemos

3 [ i s 0 ) + 42+ Bo?()] 0o
2 Jo
& t
+ ] f [6[V7 — by VrVu — by VrVo -+ Aky [Vul? + Bly|Vo[?] dads + % f / (Aut + Bu') dedt
o J9 a J0

£
< C Il gy + ol 2y + voliZzqay + gy +C fo /ﬂ (72 + u? + v?) dadt.

Tomando A = max{1+4Z, (14+bi})/k, } € B = max{1+4Z, (14+bi2)/k;}, temos que (7 4 hiu + lyv)*+
Au? + Bv? 2 VT2 + |Vul? + | Vo] e Au* + Bu* > u* + vt De onde,

t t
/ [72(®) + 4 (t) + v2(t)] da +[ / (IV7? + k[ Vuf® + k2| Vo[?] dedt +/ / (u* +v*) dzdt
") 0 Jg o Jo
L
<C [H‘Tnﬂiz{n) +{[uoliZ 2 + lvollZz(y + ”f”2L2(Q)] + Cfn fn (7% + u® +o?) dadt,
paratodo 0 <t < T
Usando o Lema de Gronwall na designaldade satisfeita pela primeira integral acima, temos
13 : i
f [72(t) + u2(t) + v2(¢)] d= +/ f (V7 + &k |Vul? + k| V|?) dedt +/ ] (u? + o) dedt
2 0 Ja 0 Ja

< C [Iral3aqy + ol + 0ol3ae) + 171320 ]
(2.1.9)
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paratodo 0 <t < T

Agora multiplicando a segunda equagdo de {2.1.6) por Ju/dt e integrando em € x (0,¢), com 0 <
t < 7T, utilizando as desigualdades de Holder e de Young e que 0 < up < M em e 0 < w(u),w{v) < M

¢ au\? k1 5 a1 4
/O /9(5;) d:cdt+?/g|Vu(t)l dm—}—I/s;u (t)de

L a M? ' u\®
< 51 “UOH%{@?(Q) + 12 ”UU”%?{Q)-'- (7&1 +M+2M2)6/0 /Q(E) dadt

em ¢}, temos

t
+C€j / [6? +ut + 7° + 7% (u)] dwdt.
0 Ja

Como g, M < oo podemos tomar € > 0 tio pequeno que (7ay + M +2M?) e = 1/2, entéo tomando
tal £ e usando que #?(u) < u®, obtemos

£ 2
/ / (‘l”) dxdt+k1/|Vu(t)]2dm+a—1/u4(t)dm
0 Jo \ Ot 2 2 Jo

t
< kl”UOHEVZQ(Q) 4 31M2”Hg”iz(g) + C/ﬂ /r; [64? + u' 4 77] dzdt.

De onde obtemos, pela desigualdade (2.1.9),

t du\’ a
— | dzdt Vu(t)|? —f e
/c. / (ar) +k1/9| u@)ide + 5 | wit)de (2.1.10)
< CT“TUH%,Q(Q) + ”uO”%V%(Q) + ”1-’0”21,2(9) + ”f”QLE(Q)] ’

paratodo 0 < ¢ < T.
Multiplicando a terceira equagéo de (2.1.6) por dv/0t, integrando em  x (0,8), com d <t < T e

procedendo de modo andlogo obtemos
/tf (?E)zdxdt+k /]Vv(t)[2dm+a—2/v4(t)dz
o Jo \ Ot *Ja 2 Jg (2.1.11)
< € [lrollZzqy + luoll3aay + IvolBz ) + 1171132y

para todo 0 <t < 7.
Agoramultiplicando a primeira equagio de (2.1.6) por 87 /8¢, integrando em 2x{0,%),com0 <t < T,

¢ utilizando a desigualdade de Young temos

A 2
]ﬂ L(a) dzdt + §/ﬂ|\71’(t)| dz < iHTnHw;(n)

t ar\? ou\? ar\? v\ 2 ar\? 2
+/UL[E(E) + Ce ('é‘t-) -!-E(a) + e (?9;) +£(EE) + C.f7| dzdt.
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Tomando € = 1/6 e usando as desigualdades (2.1.10) ¢ (2.1.11), obtemos

’ o\’ 2 2 2 2
[ [ (5r) s+ [ (9r@7as < 0 roligiey + luolizce + lonliizeey + 1 Bxia]
(2.1.12)
para todo 0 < £ < T,

Finalmente multiplicando a primeira equacdo de (2.1.6) por —A7, a segunda por —Au e a terceira
por —Auw, integrando cada uma das igualdades obtidas em € x (0,%), com 0 < ¢ < T e procedendo de
modo andlogo aos casos anteriores, temos

i
[ 1vroraz + o /0 | 1arPdsat < Il + luolivziay + leoliugiey + 1]+ 2119

t i
f V()2 + ky f f |Auf2dadt + 6a; f / W2 |Vl dedt
) 0 40 0 J0 (2.1.14)
<C [“7'0“%2(9) + ||”0||?,v§(g) + [leoll 72y + ||f||?r,2(Q)] e
4 t
Vu(t)|’dz + & ] / Av|*dzdt + 6e / /'u2 Vu| dzdt
fﬂl @l ? 0 ﬂl | b o Ja IV (2.1.15)

<C [”7'0”252(9) + |[uoliZa gy + “'Uo”%;zg(g) + ||f||i2(Q)} ;
para todo 0 < £ < T,
Das desigualdades (2.1.9) a (2.1.15) temos que

||T“W22'1(Q) -+ ”“Hw,_?'l{(g) + ||UHW22'1(QJ <C [“TOHsz(Q) + l[uollwz(n) + “’UO”W;(Q) + ”f“L%Q)] .

Como W2 (Q) c L'®(Q), da desigualdade anterior segue que

[7lzrogy + Hullzogg) + Ivllzreg) < € [Il‘l’nl!wgm) + llwollwgay + vollwzey + ||f”L2(Q)] . (2116

Como 7,u,v € L'°(Q), temos que o segundo membro da segunda equagso do problema (2.1.6) estd
F e 2
em L193(Q). Temos também que ug € W(Q) C W,(,5*°(Q), entdo aplicando o Teorema 1.4 a esta
equacdo temos que u € Wf&%(Q) e satisfaz

llell s

(@ SO [I- arull — (1 — -+ dy) = Ayt - n{u) — 7(o)][-7(w) + er7]

W,

10/3

+haym(u)r(v)[2 - 2x(u) — 7 (W) + d(]]| pross + [Juol} z_mgﬁ(q)]

< C llullzroey + oy + I (w)llsmorsigy + lirllzongg + luollwzia)] -
Como |n{w)| < || e L¥3(Q) ¢ L19(Q), segue da desigualdade (2.1.16) que

lellwzs @) < € [Irollwzey + luallwgqey + Ivollwzca + 1liz3c@
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Hirollya gy + ol + Iolltyz + 1F1ay] -

Procedendo de maneira andloga para a terceira equagdo de (2.1.6) obtemos que v € Wf{;}:a(Q} e
satisfaz

||U”w125}3(Q) <C [”TUHW,?(Q) + [Juollwg oy + ||”0||W;(Q) +lflle2

+”T0”?PV§(S}] + ||U0||?«v§(n) + ||”0||2vg(m + ”f”i"(Q)] .

Como u,v € Wyg/5(Q), temos que 2%, 4% € L'%%(Q). E como 7o € W3(Q), temos que 75 €

o__2
Wm/gm (@). Entéo, aplicando 0 Teorema 1.4 & primeira equagio de (2.1.6) temos que 7 € Wg’l (@),

onde § = min{10/3, ¢} > 5/2, e satisfaz

Ou v
Fl—= +

Irllz(@) < Clirliwaage) < Cl hoy +lbg +f + II'rong(n)]

L3(Q)
< G [rollwzey + lwollwzey + leollwzcay + 1 llzacay

+Hirollzcay + |1U01|?v22(9) +|lvollivg o) + ”f”%?(Q)] )

ou seja,

Tl £ C [||Tu||w§(n) + lluollwzay + lvollwzcey + 1fllzec@) + 170l ) + uoilSez o

(2.1.17)
+H”°”?y22(g) + ||.f”?i:,=(Q):| = K,

pelas duas dltimas desigualdades.

E portanto, pelas desigualdades (2.1.16) e (2.1.17) temos
l(mu v)lle < C [litileeq) + lullze) + lvlize)
< [Imallwz oy + luollwz) + Iollwg @ + 1 lizscey

Hliroliyzqy + loliyz oy + otz @ + 1135 gy | = K-

Como as hipdteses a) a e) sfo satisfeitas, pelo Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder, temos

que existe {r,u,v) € BN Wé'l(Q) X Wf(;}s(Q) x Wf&}3(Q) ponte fixo de T1, ou seja, existe (1,u,v) €

W2Q) x Wf[;}s (Q) x Wf&%(Q) solugdo do problema (2.1.2), onde § = min{10/3,¢}. Além disso, temos

que essa solugho satisfaz as estimativas (2.1.3) e {2.1.4).
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2.2 Existéncia de Solucao para o Modelo de Solidificagao 1

Seja M dado por
M := 1+ max{|dy|, |dz|} + max{|c1], Jes|} X (2.2.18)

com K =(C [”‘m”wg(g) + Huuﬂwg(n) + ”’UU”W22($]) + ey + ||To||2v22(9) + ”“0”21/;(9) + H”““?ﬁfg(n)
+1£1I3 gy » como em (2.1.17).

Teorema 2.1 Suponhe que b, h, ls, k1, ko, a1, @2, €1, €2, d1 e da sdo constantes, com b, k1, k2, @1, a2 >
0, f € L{(Q), com g > 5/2, e T, up, vo € WZ(Q) satisfazem O1o/On|eq = Bua/On|sg = Bup/Onlag =0 e
0 < ug,vo0 < M., Além disso, suponha que ¥ C ]R? ¢ um dominio aberto, limitado e de classe C*. Entio o
problema (2.0.1) possui uma solugdo {r,u,v) € W;’l{Q) x Wfd%(@) X Wfﬂ}s(Q), com g = min{10/3, 4},

tal que (1,u,v) satisfaz as estimativas:

I7llwz @) +ullwzr @yll Hivllwzr gy £ € (||Tn||wg(n) + llollwzeay + llvollwzey + ||f”L2(Q)) y (2:2.19)

”T”wg-l(o) + ||””wfd}3{Q) + ||’”Hw1'~3;3(cg) <C [||7’0||W2=‘{ﬂ) + luollwzeny + llvollwzcsy + ”f“m(@)]
(2.2.20)
e O0<u,v<M gqip.em Q, (2.2.21)

onde C' depende de U, T, M e das constantes do problema (2.0.1).

Demonstracio:

Pela Proposicao 2.1 existe (r,u,v) € Wg’l {Q) x Wf&%(@) X led%(Q), com § = min{10/3, g}, solucdo
do problema {2.1.2). Agora observemos que se mostrarmos que tal solugéo (r,u,v) do problema (2.1.2)
satisfaz 0 < u,v < M q.t.p. em @, entdo teremos que #(u) = u e w(v) = v. De onde, teremos que
{r,u,v) € W§‘1 Q) x Wﬁ;;a(Q) X Wfo’}s(Q) é solucdo do problema (2.0.1) e satisfaz as desigualdades
(2.1.3) e {2.1.4). Logo, a desigualdade (2.2.19) é satisfeita. Para verificarmos que (2.2.20) ¢ satisfeita

observemos que, como W2'H{(Q) C L1%(Q) da desigualdade (2.2.19) temos

litllzroggy + lleellzroggy + vllarogy £ € [|i70||w;(9) + |luollwz(a) + [vollwz ey + ||f1|L=(Q)] . (22.22)

Como 7,u,v € L'°(Q), temos que o segundo membro da segunda equagio do problema (2.1.2) estd
a_ 2
em L%%(Q). Temos também que 7y, ug, vg € WE{(Q) C W, ;_fi_oﬁ (Q), entéo aplicando o Teorema 1.4 a
esta equagio temos que u € Wﬁ;}a(Q) e satisfaz

”””wfa}s(q) <C [H —au{l ~u)(l —u+d) — dmm(u)[l — a(u) — 7 @)][-7(w) + 17}

+daym(w)mw(v)[2 — 2a(u) - w(v) +di]||grors(qy + ||“0|!W2— 3 (Q)j'

1073

< C [Hlullorsqay + Im ()l rosaqay + il iorsay + lluollwaey) -
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se 0 <u, v <M. Agora, como |r(z)| < |u], pela desigualdade (2.2.22) temos que
||U||w36}3(Q) <C [||To!|w§(n) +lluollwziey + llvollwzy + ||f|lL2(Q)] .

Procedendo de maneira andloga para a terceira equacio de (2.1.2) obtemos que v € led}s(@) e
satisfaz
ollwzs ) < C [rollugiay + Huollwa + lvaliway + 1 fllz2a)| -

Como u,v € Wfd}g(Q), temos que 2% 2t ¢ LY0/3(Q). E como 1o € WF(Q), temos que n €
2"'102

Wioss *(Q). Entdo, aplicando o Teorema 1.4 & primeira equagio de (2.1.6) temos que T € Wé’l(Q),
onde § = min{10/3,4} > 5/2 e satisfaz

du Sv

hag tha +/ + |!T0||w§(n)]

/Loy < CllTllwza o < C [
7z (@) 170)

< © [lhullws

2 (o +lollwzz @y + Il + irollwz o
< C [mllwzcay + luollwaeey + lollwziay + 1 fllzaey) -

Das trés ultimas desigualdades obtemos que a desigualdade (2.2.20) é satisfeita. Entéo para demons-

trar este teorema basta verificar que 0 < u, v < M.

Consideremos entio uma soluciio (r, u,v) do problema (2.1.2) dada pela Proposicio 2.1 e mostremos

que esta satisfaz 0 < u,v < M q.t.p. em . Vamos dividir essa demonstragio em duas partes:

1) Mostremos que u, v > 0 q.t.p em @
Primeiramente mostremos que ¢ > 0 q.t.p em ). Para isto consideremos a func¢io

(o) (e 8) = { v e <0

e observemos que

Ou
—u_ = Aulz,t ) <
& ; )(M) _ ) e seu(m <o Alcu_)(o,) = { u(z,t) seu(st) <0
¢ 0 se u{x,t) >0 0 se u(z,t) >0
Multiplicando a primeira equacio de (2.1.2) por —(u_) e integrando em £ x (0,¢), com 0 < ¢ < T,
temos

t
-;- /ﬂ (w2 (O)dz + ky /0 /ﬂ ]Vu_|2dxdt:% o)~ B2

+ay /:/Q [(—w)(~u_) + da (—w) (—u_) + 2u?(~u_) + dyu?(—u.) — u¥(—u_)] dedt

t
—~101 /n /ﬂﬂ'(u) [l =a(u) — m(v)}|—w(u) + 7] (—u_)dedt
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ta f ‘ fﬂ () [2 — 3m(u) — 7(v) + du] m(u)( . )dodt

= ﬂl/ / [~ (u)? —di{u-)? = 2(u_)® — d1(u_)® — (u.)?] dzdt,
a J

pois 1|(‘uo)—ﬂi=(n) = 0, j& que ug > 0 por hipGtese, e a segunda e terceira integrais sfo nulas, uma vez
que m{u){—u_) = 0 pelas defini¢des de w(u) e de —(u_)}.

Entdo, usando que —(u-)? < 0, —2(u_)* < 0 e a desigualdade de Young no termo —d;{u.)3,
obtemos

%L(u*)z(t)dw—i—kl /:/ﬂqu_|2d$dt < a; /:L [—dl(u_)Z _di(u_)3 _ (u-)“] dzdt

t
<a / / [—di(u_)? + Celdi|u? + eldy|ul — (u_)*] dwdt.
o Jo

Como |d;| < oo, podemos tomar £ > 0 tal que €]di| — 1 < 0. Assim obtemos

¢ t
1 f (u_ )2 (O)de + Iy f / Vu_[Pdzdt < C [ f (u_)2dzdt.
2 Jo 0 Jo 0 Ja
Agora usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira integral acima, obtemos
/ (u_)(t)ydz = 0,
1

para todo 0 < t < 7. Logo, (u-)2(t) =0 q.t.p. em Q, V0 < t < T. De onde, conclui-se que, u(z,t) > 0
q.t.p. em ¢
De modo andlogo, mostra-se que v(x,t) > 0 q.t.p. em Q.

2) Mostremos que u,v < M q.t.p em :
Primeiramente mostremos que « € M q.t.p em ). Para isto consideremos a funcio

w(z,t) - M se u(st)>M

(M —u)-(%,) = { 0 se u(zx,t) < M.

Multiplicando a primeira equagdo de (2.1.2) por (M —u)_ e integrando em 2 x (0,£), com 0 < ¢ < T,
temos

i
3 [0r-wrdeth [ [ 10— Pdadt =5 (M~ vo)-Ilrey

+a; / [—u(l —u)(1 —u+ di }{(M — u)_] dedt
o1
+aq / {—m(u)[1 — w(u) — w(@)][-7(w) + c17)(M — u)_} dzdt
Q1
+ay / {m(u)m(v)[2 - 27 (u) — 7(v) + 17 + di | (M — u)_} dzdt
Loy

+a; / [—e(l —u)(1 —u+ di)(M — u)_] dedt
Q2
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+a; / {—m(@)[1 = #{u) — w{v)][-7w(u) + e17)(M —u)_} dedt
Q2

+a, /Qz {r(w)r(w)[2 — 2r(u) ~ 7(v) + &7 + diJ(M — u) -} dzdt,

onde @l = {(z,t) € Q :ulz,t) < M} e Q2= {(x,t) € @ : ulx,t) > M}.

Em Q1, (M — u)_ = 0, logo as trés primeiras integral do dltimo membro sio nulas. Precisamos
entfo analisar as trés integrais em (2.

Em Q2, u > M = 1+ max{|dy|, |dz|} + max{|cy|, |e2|} K, dado por (2.2.18). Logo, —u < 0, 1—u <0,
1—u+d <0e (M —wu)_ >0. Portanto, [-u(l — u){1 —u — dy }{(M — u)_] < 0, de onde temos que a
primeira integral do segundo membro € menor ou igual a zero.

Em (2, também temos que m(u) = M = 1+ max{|dy|, |ds|} + max{[e1], Jes|} K, entdo —n(u) < 0,
1—7{u) —w(e) <0, (M —u). >0e —7(u) + o7 = =M + 17 < 0, por (2.1.17). Logo,

—w(u){l - 7(u) — 7 (®)][~7(u) + e17](M — )~ <0 q.t.p. em @, de onde temos que a segunda integral do
segundo membro é menor ou igual a zero.

Finalmente, em Q2 temos que m{u) = M = 14+max{|d; |, |dz|}+max{|ci|, |cz|} ], entdo m{u)m(v) > 0,
(M —u)- >0e2-2z{u)—w(v) + 7 +d <0, por (2.1.17). Logo,
m{u}r(v)2 — 2n(u) — n(v) + 17 + L J(M — u). <0 q.t.p. em @, de onde temos que a terceira integral
do segundo membro é menor ou igual a zero.

Entdo, temos que
/Q (M — w2 (8)dz < (M = uo)—{2acqy.

Agora, por hipdtese, uy < M, entdo [|[{M - ﬂg)...”ig(n} = 0, o que implica em

/ (M - u)? (t)de < 0,
o

para todo 0 < t < T. Segue que, (M —u)2(#) =0,Y0 <t < T, q.t.p. em Q. De onde, conclui-se que
u{z,t) < M q.t.p. em Q.
De modo analogo, mostra-se que v(z, t) < M q.t.p. em Q.

O que conclui a demonstragio do tecrema.

2.3 Regularidade de Solugao para o Modelo de Solidificacao 1

Proposicio 2.2 Suponha que b, Iy, lo, ki, ke, a1, a2, €1, 2, di e da2 sdo constantes, com b, k1, ka,
ai, ax > 0, f € LYQ), com q > 5/2, e 10, to, vo € WZ(Q) satisfazem 87p/0nlon = Oue/Onlon =
BugfOn|an = 0 e 0 € ug,vg < M. Além disse, suponha que @ C R® ¢ um dominio aberto, limitado e
de classe C?. Se (r,u,v) € W2HQ) x W2 (Q) x Wl (Q) € uma solugio de (2.0.1), entdo {T,u,v) €

Wg’l(Q) x Wfé}s(Q) X Wfd}3(Q), onde § = min{10/3, g}, e satisfoz a seguinte estimativa
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Iz *+ ez ) + ol @) < C [Irollwzcey + luollwzior + vollwcay + 1oy

Hlirolidzay + luolllyzay + ollaay + 171320y

onde C depende de Q, T, M e das constantes do problema (2.0.1).
Se, além disso my, ug, vy € WEp}'S(Q)’ com 2 < 3p/h < oo, entdo (T,u,v) € Wi‘l(Q) X Wg'l(Q) X
W2HQ), com § =min{p, ¢}, ¢ satisfoz o sequinte estimativa

Irllwzaigy + lillwzs gy + ollwzrgy £ € [”TO“ z @+ lwollwe @ + llvollwz, ) + [ fllea@)

+|l'f‘0l1€v§(n) + Nuolﬁvg(n) + ”‘00”21!3(9) + “f”?EF(Q)] ;
onde C depende de Q, T', M e das constantes do problema (2.0.1).

Ohbservacac 2.1 Na prizime se¢do depois de demonstrarmos a unicidade da solucdo do problema (2.0.1),
enconiraremos melhores estimativas pare HT“Wz 1ot ]|u|lw 2oyt ”vllwfu'}a(‘?) e para

||T||W§ gyt H’h*“lav;,2 @) F Ivilwzag)-

Demonstracao:

Seja (1, 4, v) € W (@) x W22'1(Q) X sz‘l (&) uma solugao do problema (2.0.1).

Procedendo para o problema (2.0.1) exatamente como no final da demonstracio da Proposigio 2.1
paza o problema (2.1.6), obtemos que {7, u,v) € Wg’l(Q) X Wﬁ;}s (@) x Wfo’}g (@), com § = min{10/3, 4},
¢ satisfaz

“‘T”WE 1) T lllwa, L@t ||1?1|W§0}3(Q) < C[lfonwz(n) + luollwzeey + vollwziy + 1 fllLaq)
Hlrolfyzcay + Tuollz oy + Ivollyzey + 12| -

_z
Agora vamos supor que To, tg, to € Wszp /5 (). Entéo, 7o, %o, Yo € W; * (1), pelo Coroldrio 1.3,
Como wu,v € Wfd%(Q) CL®e(QyeT € W-g’l(Q) C L*®{Q), j4 que § > 5/2, temos que o segundo

_2
membro da segunda equagdo de (2.0.1) pertence a L®(Q) C LP(Q). Além disso, up € sz " (2}, entdo
aplicando o Teorema 1.4 & segunda equagio do problema (2.0.1) obtemos que u € W2 (Q) e satisfaz

Hu”wz @) <C [li —au{l —u—v){1 —2u— U+ClT+d1)HLp(Q) + Hu(]“ ( )]

De onde, usando as desigualdades triangular, de Hélder e de Young e também a estimativa anterior
para “TquEJ(Q); com § = min{10/3, g}, Hullwﬁ;}s(c)) € anwfé}s@)a temos

”U”W2 gy £C [““HLSP(Q] + ”“”Lar(cg) FilvllLse(qy + ”UHLSP(Q) +I7llLercy + ”T”L3P[Q) + lzollw; M(n)]
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3 3
<C !|“||wfd;3(c;>) + ”u”Wﬁi}a(Q) + ”'U”w L@t ||1;]|W2 1(Q) +“T“Wq_2'1(Q) +ilrll 21(q) + {Juo)| w2 (Q):[

3p/fa
< C [lImollwacay + luollwz oy + Hoollwz ey -+ 1 oo

+Hirolllyz e + Iollyzcey + ooz + 15 1s0)] -

e procedendo de maneira andloga para a terceira equacéo de (2.0.1), temos

lelwaa @y < € [||"'0||W2(n) + llwollwg @y + wollwg, ) + [1fllza)

3;5

+||’7'0||w2(n) + ||“0|fw;(m + ||”0||?4/2(n) + ”f”?ﬁ?(Q)] :

Agora, como u,v € W2’1 (@), temos que, %’;, ‘g'; € LP(Q), assim o segundo membro da primeira

equagio de (2.0.1) pertence a § = min{p, g}. Além disso, 7y € WSP/E(Q) C 34/5(9) C W~ (Q), j& que
g < p e pela Proposigio 1.4. Ento, aplicando o Teorema 1.4 4 primeira equacio de (2.0.1) temos que
TE Wa%’l(Q) e satisfaz

+Ig +f

Bu
T||14721 < C ||| —= + ||To _2
w2 l 5 gt Il

< C [llullwz gy + Iz gy + U llow@ + Imollw, @)
<C “TDHW2 - /5(2) + ||‘U0HW s T ”’U()”W2 (N il ey
HiroliSragay + IollSnz iy + 1olllycey + 11320y -

Das trés dltimas estimativas concluimos que (7, u,v) € Wg‘l (@) x W2 Q) x W2{Q) e satisfaz a esti-

mativa desejada. [

Proposicdo 2.3 Se (1,u,v) é uma solucdo do probiema (2.0.1) dada pelo Teorema 2.1 e se T, ug,
vo € W2, /5(Q), com 2 < 3p/5 < o0, entdo (1,u,v) € Wg'l (@) x W2H(Q) x WE(Q), onde § = min{p, ¢},

e satisfaz a seguinie estimativa

I7llw21(q) + lullwzr gy + Wliwz gy €€ [[|’TD||w9 o+ tollwz oy + llwollwz (o) + ||f||z.q(cg)]
onde (' depende de (, T, M e das eonstantes do problema (2.0.1).

Demonstragao:

Seja {r,u,v) € Wf‘l(Q) x W, 2’1{62) 2’I(Q) uma solugdo do problema (2.0.1) dada pelo Teorema
2.1. Entio, (T,u,v) € Wg‘l (Q) x W 3(Q) x W, 3(Q) onde § = min{10/3, 4}, e 7, u e v satisfazem
(2.2.19) e (2.2.20).

Como u,v € Wl[l/3(Q) CL®(Q)er€ W;’I(Q) C L>(Q) temos que o segundo membro da segunda
equagdo de (2.0.1) pertence a L*™(Q) C LP(Q}. Além disso, ug € 3p’,5(Q) C Wp Jta(Q) aplicando
o Teorema 1.4 A segunda equagio do problema {2.0.1) obtemos que u € Wg HQ) e vale a seguinte

estimativa:

fullwz gy € C |l -au(l—u—v)(1 ~2u v+ a7 +d)leng + livell - 30
P
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De onde, usando as desigualdades triangular e de Holder, que 0 < 4, v < M, e também a estimativa
(2.2.20) do Teorema 2.1, obtemos

lallyz iy < € [l = 011 = = 0)(1 = 2u = v+ di)llzo(y Loy
+l = aru(l — u = Vet @Iz + luoliwz, o]

< G [leller@) + 7leri@ + Iollwz, @] <€ [lullwz @+ Irlly2s gy + luollwz ]

10/
< [Irollwza + ollws, @ + loollwzay + ooy

e procedendo de maneira anéloga para a segunda equagio de (2.0.1), obtemos

”'U”WEJ(Q} <C [“Tonwg(sz) + ”“tluwg(n) + “T-’UHWS"‘”S(Q) + Hf”Lﬂ(Q)] .

Agora, como u,v € W2HQ), temos que, 9u % ¢ LP(Q), assim o segundo membro da primeira
o . . . 2-2 ‘x
equagio de (2.0.1) pertence a § = min{p, ¢}. Além disso, 7o € Wj, () C Wiy () C Wy *(), j que
7 < p e pela Proposicao 1.4. Entdo, aplicando o Teorema 1.4 & primeira equacio de (2.0.1) temos que
T € W2H(Q) e satisfaz
8u A

lla -f-lz-é't-'f'f

Irllyy200y < €
M@ £3(Q) W @)

< C [luflwz gy + Illwaa gy + 1 ks + Irollywz, o0

<C [”TU“W:;*‘”E(Q) + ”’Honwgﬂs(g) =+ “m”W??p;s(Q) -+ ”f]l[,q(Q)] .

Das trés dltimas estimativas concluimos que (r,u,v) € ||T]|W§,1(Q) % ||T”W:,1[Q) X HT||W§,1(Q), onde

7 = min{p, ¢} e satisfaz a estimativa desejada.

2.4 Estabilidade e Unicidade de Soluciao para o Modelo de So-
lidificacao 1

Teorema 2.2 Sejam fi € fo € LYQ), com g > 5/2, (7§, ul, v§) e (15,45, v5) € W3 (Q)x W3 () x W)
e sejam (13, u1,v1), (T2, u2,v2) € W2 (Q) x WPHQ) x W2 (Q) as solugdes correspondentes do problema
(2.0.1) com ((15,ub,v§), 1) € com ((7§,ud,v3), f2), respectivamente. Suponha que b, I, Iy, k1, k2, a1,
g, €1, Ca, d1 e dy sio constantes, com b, ki, ks, a1, a2 > 0, e 74, ub, v} satisfazem 87/Onjsq =
Bub/On|en = Ovi/Onlsa =0 e 0 < u, v < M, para i = 1,2. Além disso, suponha que @ C R? ¢ um
dominic aberto, limitado e de classe C%. Entdo (11,u1,v1), (72, Uz, v2) satisfazem a seguinie estimativa
de estabilidade
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I = 72llwza gy + lur — wallwza gy + o1 — vallwza g
<C [HT& - llwzeqy + llug — wdllwze + lvs — vllwae + I/ — fzilm(cp)] ,

onde C' depende de 00, T, M, das constantes do problema (2.0.1) e de 11, T2, U1, U2, € V2.

Demonstracao:

Sejam f1 e fa € LY(Q), com g > 5/2, (7}, uf,v}) e (78, 4B, vd) € WZ()) x WE(Q) x WF(Q) e sejam
(71,01,01), (72,2, 22) € WPH(Q) x WZHQ) x W H(Q) as solugdes correspondentes do problema (2.0.1)
com fi e fa, respectivamente.

Sejam 7 =TI —To, U = Uy — Uz, V=V — V2, To = Tg — Te, Up = U — UG, Vo = v§ — V2. Entdo as
fungdes (r,u,v) € W' (Q) x W' (Q) x W2 (Q) e satisfazem o problema

8r ou
5t bAT—ha —Hzat +(fi—fo) em @

6—1: —khAu=Au+ Ao+ Azt em @

— kgAv = Blv +Byu+ B3t em @ (2.4.23)

g; = %ﬁo em 00 (0,T)
T=T u=uy € wv=v em §x{t=0},
onde
Ay =ay [-(1 +di) + (3 +di)(ur +up) — 2(u? +ugug + ud) + (2 + di)vr — 3(us +u2)nn
—v} —eim 4 anm 4 ey +ug)m,
Az = ay [(2+ di)ug — 3uf — uz{v1 + v2) + cruam ],
As=a1¢ [—UQ + Ug + UQ‘Uz],
By = a3 [(2+ d)us — 308 — valu1 + ug) + cavem],
By =as [—(1 +do) + {3+ d2)(v1 +v2) - 2(v? +vvs +v3) + (24 dadus — 3(v1 + v2)ug |
~uf — 371 + e + e2(v +vz)7] €
Bs3 = ascp [—v2 + 1§ + naua).

Multiplicando a segunda equagio do problema (2.4.23) por u, integrando em 2% (0,¢), com 0 < ¢ < T,
e utilizando a desigualdade de Young, temos

2/ t)dx+k1] /|Vu]2d:cdt 2/ dx+/ / [A12? + Aguv + Agur] dodt
3 [ [ [ (o Bl Bl e )

Multiplicando a terceira equagio de (2.4.23) por », integrando em §2 x (0,t), com 0 < ¢t < T, e
procedendo de modo andlogo obtemos

1 t
5 f 2 (£)da + k2 / f | V|2 dadt
2 2 0 JO
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1 ¢ |Ba| B2l | 1Bsl | B/
<z | vid — v+ |B 2 32
—2L90$+,/;f51{2u+ 1+2+2]U+2 dadt.

Multiplicando a primeira equagdo de (2.4.23) por 7! u—Iyv, integrando em Q2% {0,%),com 0 <t < T
e utilizando a desigualdade de Young, obtemos

1 ]
3 f (r = hu—1v)*(t)dz + b / / (V7|2 — L VTVu — [, V7 Vo) dedt
] [UNEY

L L
50/(T§+u§+v§)dm+0/ [(72+u2+v2)dmdt+0/ /(fl—fg)zdmdt.
: Y] 0 J9 o /0

Multiplicando a primeira desigualdade obtido por uma constante 4 > 0, a segunda por B > 0 e
somando-as & terceira desigualdades obtida temos

% fg [(r — hu — Lo)2(t) + Au?(t) + BV ()] dz

t
+/ / (b]VT2 = By VTVu — bly VTV + Ak |Vul® + Bke|Vul?) dadt

<c/ Tu+u0+vu)dx+f/{[A|AI+AM21 A|A3|+Bi322|+0] uz}dxdt

As| B
+/f{[A|T2+B[Bll+B%+B|%3—|+C] u2}dmdt

//{[ A+ !%ﬂ+c]TQ}dzdt+O/0£];2(f1—fz)2dzdt.

Como 71,72, 41, U2, 01, V2 € L®(Q), pela Proposicdo 2.2, temos que A1, Ay, Az, By, Bz e By € L™(Q).
Logo, .
5 f [(7 = hu — 20)?(2) + Au?(8) + Bo?(t)] de
o

i
+/ ] (‘!7'|V""|2 = VTVu — b VTVe + Ak1|vu|2 + BklevP) daodt
0 Ja

SC[L(T§+ug+v§)dx+/ut/n(¢2+u2+v2)d:ndt+/;/n(f1—fg)zdmdt].

Tomando A = max{1+42, (1+bi2)/k, } & B = max{1+412, (1+b12) /ks}, temos que (7 + hiu + lov)* +
Au?+Bov? > §+u2+v2 e b|Vr[2 —bly VT Vu—blyVrVu+ Ak, [Vul® + Bke|Vo|? > §IV7 + Va2 +| Vo).

De onde,

/ [72 () + u>(2) + 2% ()] da:+ftf (1972 + |Vul® + |V|?) dedt
Q [ ]

1 ]
<C {.[rz(rg+u%+v§)dx+£ /ﬂ(r2+u2+v2)d:cdt+/u /ﬂ(fl -fz)adxdt].

Agora, usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira integral acima, obtemos,
/ [r2(t) + w?(t) + v* ()] do + / / (V7 + [Vul® + |Vol?) dzdt
Q

<C'[/g('r0+u0+uodm+//f1 fg)dxdt]

(2.4.24)
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paratodo 0 < ¢ < T,

Agora, multiplicando a segunda equagio de (2.4.23) por du/8t, integrando em 2 x (0,4}, com 0 <
t < T, e utilizando a desigualdade de Young, temos

t du\’ k1
/n L(a) d:rdt+—2~/s;qu(t)!zdxﬁc‘”uo“%VZZ(m

¢ ) A\ ? . du\’® N B\ ?
+/f Ce|Ailu® + £] Ay ("a_) + Ce|Az|v? + €] 4y (—) + Ce| As|? + €| As| (—) dzdt.
0 J0 i ot ot

Como Aj, Az e Az € L*°(Q), temos que existe € > 0 suficientemente pequeno tal que |4, | +&}4z| +
£|As| €1/2 g.t.p. em Q. Tomando tal € e usando a inequagio {2.4.24) temos

¢ B\ ? t
./; ./Q (3_1:) dedt + ky ~/s|2 [Vu(t)*de < C [”“0“%1;;(9) + ./9(1-02 + vi)ds +f0 /ﬂ(fl - fz)zdmzitL,z |
2.4.25

para todo 0 <t < T
De modo andlogo, multiplicando a terceira equacio de (2.4.23) por dv/8¢ e integrando em 2 x (0,),
com 0 <t <T, obtem-se

¢ ov\? ¢
[ (a) dadi-+ by [ 199(0Pd < llnollygay + [ (2 +apaa+ [ [ (fl“‘fz)gdm*ﬂ:t]=
2.4.26)

para todo 0 < ¢t < T
Multiplicando a primeira equagio de (2.4.23) por 87 /8, integrando em @ x (0,t),com 0 <t < T, e
utilizando a desigualdade de Young, obtem-se

¢ ar\? b . 5
/O/Q(E) dmdt+§fg]VT(t)| dz < Cllnollya o)

¢ ou\? ar\? o\ ? ar\? s ar\’
+AL[CE (6—{) +E(—o;-£) +C, ('b—t) +E(E}?) +C:f +E(-5t_) dxdt.

Tomando £ = 1/6 e utilizando as desigualdades (2.4.25) e (2.4.26) obtemos

f:/ﬂ (%)dedt+ b[g |Vr(t)|2dz 2427

t
<C [ll'roﬂ%vé’m) + lluollfoz ey + vollyzay + : ,[Q(fl ~ fﬂszt] ,

para todo 0 <t < T.

Finalmente multiplicando a segunda equacgio de (2.4.23) por (—Auw), terceira por {—Auw), integrando
cada uma das igualdades obtidas em Q x (0,%), com 0 <t < T, e procedendo da mesma forma como foi
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obtida a desigualdade (2.4.25), temos

fg IVa()Pde + b fo t fg |Auf2dedt o

t
<d |:”TU“%V§(Q) + ”“u“%vg(g) + HUU”%’VE(Q) +f0 /ﬂ(fl - fz)gdmdt}

i
f V() 2dodt + ks / / | Av[2dadt
B2 oJe (2.4.29)
< 0 [Imliygey + Molfvzie + oz + [ [ (5 - fiasat).

para todo 0 < ¢ < T
Agora, multiplicando a primeira equagio de (2.4.23) por {—Ar), integrando em 0 X {0,1), com
0 <t < T, e procedendo como foi feito para obter (2.4.27), obtem-se

t
/lvT(t)dede/ [|Ar|2dxdt
fQ 0 Jg ¢ (2.4.30)

< € |lImollwgay + Nuolliyzeny + volliuz ey + (fs — fa)’dwdt]|
3(9) 3@) O N

paratodo 0 <t < T,

Das desigualdades (2.4.24) a (2.4.30) obtemos que

||T||w,_?4(q) + ||“”w,_,2»1(Q) + ||U1|w§'1(Q) <C [||7'0HW§(9) + ||“0[|W§(Q) + ||130||w2?(9) +|lfi— f2l|L2(Q)] ,
(2.4.31)
0 que prova o {eorema.

Corolério 2.1 Sejam f1 e f» € L4(Q), comq > 5/2, (18, ul, v}) e (8,ud,vd) € WZ(Q) xWZ(Q)xW2()
e sejam (11,41, ), (T2, U2,02) € w2(Q) x W2 Q) x W3 (Q) as solugdes correspondentes do problema
(2.0.1) com ((rd,ud,v}), f1) e com ({z2,43,v}), f2), respectivamente. Suponha que b, I1, la, k1, ke, a1,
ay, €1, Ca, di, dz sdo constantes, com b, ky, ks, a1, as > 0, e 75, ub, v} satisfazem O75/Onjsq =
Bl fOn)an = Ovl/On|sn = 0 e 0 < uf, v§ < M, para i = 1,2. Além disso, suponha que @ C R ¢ um
dominio aberto, limitado e de classe C*. Entdo (t1,u1,v1), (T2, u2,v2) € Wﬁz’l(Q) b Wfd;3(Q) X Wfdi,g(Q),
onde § = min{10/3, ¢}, e satisfazern o sequinte estimativa de estabilidade

lIm = 7l gy + llua = uallwz;

1@ il = vellwza o)

o

< C [l = llwzen + b~ wllwzcor + i — Rllwacey + 111 = falleoiay]

onde C depende de Q, T, M, das constentes do problema (2.0.1) e de 71,72, u1,us,v1 € V.



32 CAPITULO 2. MODELQ DE SOLIDIFICAGAO 1

Se, além disso, 7§, uh, v§ € WZ (Q), com 2 < 3p/5 < oo, para i = 1,2, entdo (r1,u1,m1),
(Ta,uz,v2) € Wq—g’l(Q) x W2H{Q) x W2HQ), onde § = min{p, g}, e satisfazem a seguinte estimativa de
estabilidade

llm — T‘lewf'l(Q} + |l - uQHW:'l(Q) + o - U2||W,?-‘-(Q)

<C [||’fo - llwz oy + llug —wdllwz @) +llvg — Uguwgpﬁ(g) +ilfi - f2l|Lﬂ(Q)] )

ap/6 /B

onde C depende de §t, T, M, dus constantes do problema (2.0.1) e de 71,72, u1,U2,¥1 € Vs.

Demonstragio:

Sejam 1,79, ©1, Uz, V1, Va, T, U, U, To, Uo € Yp cOmMo na demonstragiic do Teorema 2.2.

Pelo Teorema anterior temos que (7,u,v) € W2 (Q) x W2H(Q) x W(Q) e satisfaz a estimativa
{2.4.31). Como A, Az, A3 € L*(Q), temos que Aru + Av + g7 € LY(Q) C L9/3(Q). Além disso,
ug € WZ(9Q) e, pelo Corolério 1.3, W2(9) C 'I/V1lj f;‘” (). Ent&o, aplicando o Teorema 1.4 & segunda
equagho do problema (2.4.23), temos que u € W 10 ;3(Q) e satisfaz

]u”w3 o) = <C [||A1U“LWS(Q) + HA2UHL‘-M3(Q) -+ I|A3T”L1Wa(Q) + ”UOH —ﬁ{ )]
10;3
<C [Hunwg-* @ F liwza gy + Tl + iluﬂliwg(m] )
pela desigualdade de Holder. Agora, pela desigualdade (2.4.31), temos
““HWZ @) S ¢ [”TDHW’(Q) + [ollwzcay + llvollwpiy + [1f1 — f2||L2(Q)] {2.4.32)

Como vy & W3 (1), procedendo de modo anilogo para a terceira equagio de (2.4.23), obtemos que
vE Wfo}a (@) e satisfaz

H'*‘J‘”wfé}a(q) <C [“ﬂ}”w;(m + lleollwg ey + llvollwz ey + 112 = f2HL2(Q)] . (2.4.33)

Agora u,v € Wf,:’,i@(Q), logo 8‘:,% e L3(Q). Como fi — fo € L3(Q), temos que o segundo
membro da primeira equagio do problema. (2.4.23) pertence a LY(Q), onde § = min{g, 10/3}. Além
disso, 79 € W2{Q) e, pelo Corolario 1.3, WZ(}) C W, 10 fa (ﬂ) Entao, pelo Teorema 1.4 aplicado a
equagio mencionada acima, obtemos que 7 € W2'(Q) e satisfaz
Ou Ju

‘11 +32 +f1 fa

+
- ol

[ 2
L3(Q) Wm;gb_ﬁ (9):\

<C [”u”wfd}s((g) -+ HU“Wﬁ;}s(Q) + ”fl - f2“L‘n'(Q) + HTU“W:?(Q)] .
De onde, obtemos pelas desigualdades (2.4.32) e (2.4.33) que

“T“W_;-‘(Q) <C [

Iz gy < C |llnllwzey + luollwze@y + lvollwziey + 111 — falizeoy| - (2.4.34)
)

Somando as desigualdades (2.4.32) a (2.4.34) obtemos a desigualdade desejada.
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Suponha agora que 7, uo, vo € W, 5(12), com 2 < 3p/5 < co.

Repetindo o que foi feito na parte anterior, obtemos que (7, u, v) € W; Q) x Wfé;S (@) x W12d;3 (@),

onde § = min{q, 10/3}, e satisfaz a estimativa
|!T”W§'1(Q) + |[“”W126}3(Q) + ||”|1W35}S(Q)

<C [H‘f'ollwg(m + lluollwey + llvoliwz @) + 1 - f2“L9(Q}:| :
Como (r,u,v) € W2'(Q) X Wfé}a(Q) x Wigja(Q) € L2(Q) x L®(Q) x L®(Q) e como A, 4y,
Az € L®(Q), temos que Aju + Aaw + Azt € L®(Q) C LP(Q). Além disso, uo € W:fp{s(ﬂ) e, pelo
-
Corolério 1.3, ng /51 C W; *(£1). Entdo, aplicando o Tecrema 1.4 & segunda equagio do problema
(2.4.23) temos que u € W2'(Q). Procedendo de modo anélogo ao que foi feito para obter a desigualdade
{2.4.32) e usando a desigualdade anterior, temos que u satisfaz

lellypzrqy < € [llTung(n) +lluollwz, @ + llvollwze) + 1L~ fzilm(Q)] : (2.4.35)

Procedendo de modo andlogo para a terceira equagio de (2.4.23), obtemos que

lollywzr gy £ € [Hﬁ)”wgm; + fluollwzey + llvoliwz, @ + 171 = fziqu(Q)] : (2.4.36)

Finalmente, u, v € W21 (Q), entio g, 8v ¢ LP(Q). Como f1 — f2 € LT(Q), temos que o segundo
membro da primeira equagio de {2.4.23) pertence a L¥(Q), onde § = min{p, q}. Além disso, o € w3, /5()

_2
e, pela Coroldrio 1.3, W:fp {5(9) C W,? ? (). Portanto, pelo Teorema 1.4 aplicada & primeira equagao do
problema (2.4.23), obtemos que 7 € Wg’l(Q), com ¢ = min{p, ¢}. Procedendo como foi feito para obter
a desigualdade (2.4.34) e utilizando as desigualdades (2.4.35) e (2.4.36), temos que 7 satisfaz

Irllwzr () < € [H‘Tu]lwgp‘,s(n) +iluollwz, @ + lwollwz oy + 111 = lelLv(Qd : (2.4.37)

Neste caso, a desigualdade desejada segue das desigualdades (2.4.35) a (2.4.37).

Segue diretamente do Teorema 2.2 o seguinte resultado:

Coroldrio 2.2 Suponha quebd, 1y, Iz, k1, ke, a1, @, €1, ¢a, dy e dy sdo constantes, com b, k1, k2, a1, ay >
0, f € L¥Q), com q > 5/2, e To, uo, vo € Wi() satisfazem 819/0n|an = dup/On|sa = dvg/Onjan =0 €
0 < ug,vp < M. Além disso, suponha que 2 C IR® é um doménio aberto, limitado e de classe C%. Entéo,
a solugdo (r,u,v) € WP(Q) x W2H(Q) x W2 (Q) do problema (2.0.1) & dnica.

Do Coroldrio anterior e das Proposicdes 2.2 e 2.3, segue diretamente o teorema abaixo.
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Teorema 2.3 Suponha que b, l1, lo, k1, ko, a1, @2, ¢1, C2, dy e do sdo constentes, com b, k1, ko,
a1, az > 0, f € LYQ), com q > 5/2, e 1, uy, vo € WE(Q) satisfazem O79/0nlan = Ouo/Onlsq =
dva/Onjea = 0 e 0 < up,vg < M. Além disso, suponha que Q} C R? ¢ um dominio aberto, imitado e
de classe C?. Se (1,u,v) € W (Q) x W (Q) x WZHQ) ¢é uma solugdo de (8.0.1), entdo (1,u,v) €
W;‘l (@) % Wfﬁ}s (Q) x Wf&}3(Q), onde § = min{10/3, g}, e satisfaz ¢ seguinte estimativa

1043

I7llwz1 @y + i|u|1w2-; @ T ||”war;}s(Q) <C [||’?'0|lwg(n) + lluoliwzay + llvollwgey + Hf||L‘=(Q)] )
onde C depende de O, T, M e das constantes do problema (2.0.1).
Se, além disso, T, ug, Vo € ng/ﬁ(ﬂ)’ com 2 < 3p/b < oo, entdo (T,u,v) € qu‘l(Q) x Wg'l Q) x
Wg’l (@), onde § = min{p, ¢}, e satisfaz a seguinte estimativa
”T||W§’1(Q) +llullwz ) + I9llwzr gy £ € [HTD”wgpﬁ(a) + ||ﬂ0||wgp,5(n) +ollwg, o) + ”f”L‘?(Q)] ,
onde C' depende de , T, M e das constantes do problema (2.0.1).

2.5 Um novo problema

Sejam ¢ IR® um dominio aberto, limitado e de classe ¢2, T € R finito e @ = 2 x (0,T) como
antes.

Queremos agora obter resultados andlogos aos anteriores para o seguinte problema:

ar Ju v dw
5 a—bﬁ?—ha+£ga+l3ﬂ? em
3_1: —kAu = —qquw(w—u+diT+¢1) em @
v
o y T kAY = —aovw{w — v+ daT +c2) em @ (2.5.38)
5 kAw=—aquw(v —w—di7—c1) —agvw(lv —w —daT —c2) em @

or _du_ov_dw
O n on  on

T=T u=uy , v=v e w=uwy em §}x{=0}

=0 em d9x(0,T)

onde b, U1, la, I3, k, a1, ag, ¢1, c3, d1, dg s80 constantes, com b, k, a1, a2z > 0, f € LI(Q), com ¢ > 5/2,
é uma funcdo dada e as condigbes iniciais 1, up, Vo e wo € WZ(R) satisfazem wug, vo € we > 0 em @,
g + U +wo = 1 em § e 70/Onlag = Ouo/Onlsn = Bug/Onlag = Own/Bnlag = 0.

Além disso, considerando M dado por (2.2.18), isto &,

M =1+ max{|dy |, |dz} + max{|e; |, |ez|} K
com K =C [“'-"onw;f’(n) + luollwziny + lvollwzey + 11220y + ”TU”?JVE(Q) + lluollfyz(qy + ”Uolﬁyg(g)

HIflE2q) + lollfemy + ||vo||gzm)], como em (2.1.17), ¢ claro que 0 < up,vg, wo < M.

Um resultado sobre existéncia de solucio do problema (2.5.38) € o seguinte:
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Teorema 2.4 Suponha que b, I1, la, I3, k, a1, a2, €1, €2, d1, da 3o constantes, com b, k, a1, a3 > 0,
feLYQ), comq>5/2 em, ug, vo € wp € W) satisfazem O70/0n|on = Buy/On|on = Ive/On|sn =
Bwy/Onleg =0, wo, o ewp > 0 ey +vp+wp =1 em Q. Além disso, suponha que Q C R*® & um
dominio aberto, limitado e de classe C?, Entdo (2.5.38) possui uma solugio (T,u,v,w) € Wi (Q) x

W2HQ) x W.f’l(Q) X Wf’l(Q) tal que T, u, v e w Satisfazem as estimativas:

Il gy + Nullwz gy + llwza gy + llwllwzs (g
<C (ﬂ?’ong(g) + luollwz ) + lvollwzioy + Hlwollwa) + i|f||L2(Q)) ,
wmv,w>0 e utv+w=1,

onde C depende de ), T e dos constantes do problema (2.5.38).

Para demonstrar tal resultado basta considerar (v, u,v) € sz‘l (Q) x Wf‘l(Q) X sz’l(Q) a tnica
solucdo do problema (2.0.1) e tomar w = 1~ « — v. Procedendo como na obtengdo das estimativas
para ”“ng'l(g) e para ||v|]W22.1 () 12 Proposicdo 2.1 e utilizando-as, mostra-se a estimativa satisfeita por
||w]|W§.1 (- E procedendo como na demonstragzo de que u,v > 0 no Teorema 2.1, mostra-se que w > 0.

Observagao 2.2 Segue do teorema anterior e do modo como este ¢é demonstrade que se {r,u,v) €
W2HQ) x Wi Q) x W2 (Q) € solugdo do problema (2.0.1), entdo u,v > 0 e w+v < 1. De onde,
0<u,v<1.

Vejamos agora um resultado sobre a regularidade de solugéo do problema (2.5.38).

Teorema 2.5 Suponha que b, 1, la, I3, k, a1, as, €1, €2, dy, dy s@o constantes, com b, k, a1, ag > 0,

FeLiQ), comg>5/2 em, ug, vo € wo € Wi{2) satisfazem 870/0n}aa = Ouo/Onleq = 8us/Onlsa =

Ouwo/Onlon =0, o, vo ewp > 0 e Uy +vp +wo = 1 em Q. Além disso, suponha que Q C R? ¢ um
4

dominio aberto, limitado e de classe C?. Se (r,u,v,w) € [Wg'l(Q)] é uma solugde de (2.5.38), entdo

{r,u,v,w} € W;’l(Q) X Wfdk(@) X Wfd}lm(Q) X Wf&},s(Q), onde § = min{10/3, ¢} e satisfoz a estimativa

||T||w.§_'1(q) + ”“”wfé}S(Q) + ”’Uwad}a(Q) + ”w”Wﬁi}a(Q}

(2.5.39)
< C [Inllwziay + lollwzcay + lvollwaca + lwollwzy + 1 2]

onde C depende de 2, T ¢ das constantes do problema (2.5.38).
Se, além disso, 19, ug, vp € Wy € Wa?pﬁ(ﬂ), com 2 < 3p/hH < oo, entdo (7,u,v,w) € Wg’l{Q) X
W2HQ) x W2 Q) x W2(Q), onde § = min{p,q} e satisfoz a estimativa

Hﬂ!wq%-‘(@) + ”“ij"-(Q) + anwg»l(@ + ||‘w||w§<1(Q)

< Climollws, @ + luollwz, ,

(2.5.40)
@+ lvallwz, @ + lwollws, @) + 1fllzae)) -

onde C depende de 0, T ¢ das constantes do problema (2.5.38).



36 CAPITULQ 2. MODELO DE SOLIDIFICAGAQ 1

Para demonstrar tal teorema, basta considerar uma solu¢do (u,v,w) do problema (2.5.38) e observar
que, como u + v +w = 1, entdo {u,v) € solugdo do problema (2.0.1). Entdo, usando o Teorema 2.3,
obtemos que (u, v, w) pertence ao espago desejado e que u e v satisfazem as estimativas desejadas. Para

obter as estimativas para w, basta aplicar o Teorema 1.4 & terceira equagdo de (2.5.38).

Vejamos agora resultados sobre a estabilidade ¢ a unicidade da solugdo de {2.5.38).

Teorema 2.6 Sejam f1 e fy € LUQ), com ¢ > 5/2, (75, ud,vd,wd) e (73, u%,v¢, wl) € [Wgz(ﬂ)]4 e
sejam (11,11, v1, w1), (T2, 42,02, ws) € [Wg‘l(Q)r as solucdes correspondentes de (2.5.38) com fi e
(78, ub, v, wh) e com fo e (v8,ud,vd, wl), respectivamente. Suponha que k, a1, a2 > 0 sdo constantes e
T8, ub, vh € wh satisfazem Ot§/Onlsq = Oub/On|oq = Ov/Onlsq = OwijOnlaa =0, ud, v§, w§ > 0 e
ub + vf +wh =1, para i = 1,2, Além disso, suponha que Q@ C IR* ¢ um dominio aberto, limitado ¢ de
classe C?. Entdo (1y,uy,vy,w1) € (T2, us2, Ve, wy) satisfazem a seguinte estimativa de estabilidade

llur = waliyzr gy +llon = vallwanggy + llws — wallwza g
<C [“‘?’ul ~ 78wz + llug — wllwzcoy +llvg — villwpcay + lwo — willwz) + 1A - fz“ﬂ(Q)] :
(2.5.41)
onde C depende de Q, T, das constanies do problema (2.5.98) € de 11, 7a, u1, 12,71, U2, Wy € Wa.

Para demonstrar tal teorema basta observar que (uy,v1), (u2,v2) € W2 (Q) x W2 Q) sdo solugdes
do problema (2.0.1) e utilizar 0 Teorema 2.2 para obter as estimativas para |ju; — uzly21.q) € para
| — ”Euw}‘(q)- Para obter a estimativa para |jw, — wquﬁ"(Q)’ basta utilizar que w; = 1 — u; — v,
para ¢ = 1,2, e as estimativas anteriores.

Do mesmo modo que foi feito na Segdo 2.4, segue deste teorema o resultado abaixo:

Coroldrio 2.3 Sejom fi € fy € L9(Q), com q > 5/2, (g, ud, vd,wl) e (3,u,v3,wd) € (WF(@)]" ¢
sejam (Ty,t1,v1,w), (72,u2,v2,wa) € [W;’l(Q}]4 as solugdes correspondentes de (2.5.38) com f1 e
(18, ud, v§, wd) € com fy e (1§, ud,vg, wd), respectivamente. Suponha que k, a1, az > 0 sdo constantes
e 1¢,, ub, v e wi setisfazem 87 [Onlaq = BuljOnlan = Bul/On|eq = Bwl/dnlsq = 0, ul, vd, wi >0
e +vh +wh =1, para i = 1,2, Além disso, suponha que @ C IR® ¢ um dominio aberto, limitado e
de classe C*. Bntdo {r1,u1,v1,w;) € (T2,u2,vs,ws) € W;‘I(Q) x W2HQ) x W2HQ) x W2H(Q), com
g = min{p, q} e satisfazem a seguinie estimativa de estabilidade

flr — "'2”w&?'1(g) + llea - “2HWP3-1(Q) + llvs - Uznwg‘l(q) + flwr = w2||w§-1(Q) <C [HT& - TSngP,B(g)

g = wllwz o) + 6 = viliwz, y@ + lwo = wiliwg, g + 11 - f2||L‘*(Q)] )

onde C depende de U, T, das constantes do problema (2.5.38) e de 71,72, u1,u2, ¥1, ¥, W1 € Wa.

Segue também do Teorema 2.6 ¢ seguinte resultado:
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Coroldrio 2.4 Suponha que b, I1, I, I3, &, a1, ag, ¢1, c3, di, do sdo constantes, com b, k, a1, a2 > 0,
feLUQ) com q>5/2, e, ug, o € wp € WF(Q) satisfazemn I /0nlsq = Oue/Onlag = Oua/Onjsq =
Owo/Onlon =0, up, vo e wo > 0 e ug +ug +wo = 1 em Q. Além disso, suponha que @ C R3 & um
dominio aberto, limitado e de classe C*. Entdo o solugdo (1,u,v,w) € [Wg’l(Q)r do problema (2.5.38)

é inica.

2.6 Modelo de Solidificagao 1 Sem Equacao de Temperatura

Nesta secfio veremos resultados andlogos aos anteriores para um problema formado pelas equagdes
para as funcGes campo de fase do modelo de solidificagio tratado anteriormente, mas sem a equacgio
para a temperatura. Estes resultados serfo dteis quando tratarmos de alguns dos problemas de controle
‘abordados mais tarde.

Sejam @ ¢ R? um dominio aberto, limitado e de classe C2, T € IR finito e @ = £ x (0, 7).

Consideremos o problema com condigbes de fronteira e condigbes iniciais:

% —kAu= —au(l—u—-v){1-2u—v—2m) em Q

(1

=~ koA _a;m(;u_ v-uw)(l-2v-u-2m) em Q (2.6.42)
%=5};=0 el BQX(U':T)

u=uy e v=v em Nx{t=0}

As fungdes campo de fase u e v distinguem entre dois subdominios s6lidos com cristalizagbes distintas
e um subdominio liquide em Q. Aqui %, ks, @1 e a2 séc constantes positivas e m;, mg € L®(6)) sdo
funcdes dadas que dependem da temperatura. n representa o vetor unitdrio normal exterior &4 &§). As
condigGes iniciais ug € vy sdo dadas em WZ{f2). Além disso, denotando por

M =1+ max{|lmi|ge(qy, [Im2!lz=(gy} (2.6.43)

vamos supor que 0 < ug, v < M.

Vamos agora, somente enunciar alguns resultados sobre existéncia, estabilidade e regularidade de
solugdo do problema (2.6.42). Tais resultados podem ser demonstrados de forma anédloga, ou mais simples,
que seus andlogos para o problema (2.0.1).

Procedendo de modo semelhante, mas mais simples, ao que foi feito para a obten¢io do resultado
sobre existéncia de solugdo do problema (2.0.1), obtemos o seguinte resultado para existéncia de solugéo
do problema (2.6.42):
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Teorema 2.7 Suponha que ki, ky, a1, az > 0 sdo constantes, myi, mg € L®(Q) e up, v € W2(§)
satisfazem Oug/Onlag = BuofOnlon = 0 e 0 < w0 < M. Além disso, suponha que I C R® ¢
um dominio aberto, limitado e de classe C?. Entéo o problema (2.6.42) possui uma solugdo (u,v) €

W2NHQ) x W2 (Q) tal que u e v satisfazem as estimativas:

luliwz1(g) < Clluollwziay  Wllwzag) £ Cllwliwzey ¢ 0=wv< M gtp em@Q,

onde (' depende de 3, T, M e das constantes do problema (2.6.42).

Para a regularidade de solugdo do problema (2.6.42) temos os seguintes resultados:

Proposigéio 2.4 Suponha que ki, ko, a1, az > O sdo constantes, my, ma € L®(Q) e ug, vg € WE{(Q)
satisfazem Qug/On|sq = Bup/Onleq = 0 e 0 < up, w0 € M. Além disso, suponha que & C R® ¢ um
dominio aberto, limitado e de classe C%. Se (u,v) € Wol(Q) x W2(Q) ¢ uma solugio de (2.6.42),
entdo (u,v) € Wf(;}:; (@) x Wf{,}3(@) e satisfazem as seguintes estimativas

”L"'“W2 @t HU“W“O} @ <C [HUD”W?(Q) + fluolf3y, wzey T+ llvellwzy + ””0”w2(ﬂ)]

onde C depende de Q, T', M e das constantes do problema (2.6.42).
Se, além disso, (u,v) € W;‘l (@) x Wf‘l(Q) é uma solucdo de (2.6.42) e ug, vo € W,

3,”,5((]), com
2 < 3p/5 < o0, entdo (u,v) € W2HQ) x W2'(Q) e satisfazem a seguinte estimativa

lullwz gy + IWllwz1qy £ € [HM{J“W2 o+ ol o) + llwollwg (o) + Hvuﬂwz(m]

onde C depende de 0, T, M e das constantes do problema (2.6.42).

Proposigiio 2. 5 Se (u,v) € uma solugdo do problema (£.6.42) duda pelo Teorema 2.7, entdo (u,v) €
an}3(Q} W 16/3 (Q) e satisfazem a3 seguintes estimativas

“““leﬁ}a(Q) < Clluollwzy ¢ ||'”||w2 1@ < Clivollwzays

onde C depende de 2, T, M e das constantes do problema (2.6.42).
Se, além disso, ug, vo € Wi, (@), com 2 < 3p/b < oo, entdo (u,v) € W;'(Q) x W“(Q) €
satisfazem as sequintes estimativas

llellwzs gy < Clluollwg s € lollg21gy < Cllvollwz ()

onde C depende de Q, T, M e das constantes do problema (2.6.42).

Para a estabilidade e unicidade de solugfio do problema. (2.6.42) temos os resultados enunciados a

seguir.
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Teorema 2.8 Sejam (m,mz) e (n1,n2) € L®(Q) x L®(Q), (ud,vd) e (ud,v3) € W2{Q) x W) e
sejam (u,v1), (uz,v0) € W2 (Q) x WPHQ) as solugies correspondentes do problema (2.6.42) com
(m1,m2) e (ud,vd) e (ny, na) e (w3, vd), respectivamente. Suponha que k1, ks, ), az > 0 sdo constantes
e ub e vl satisfazem Oud/On|sn = Ovi/Onlen =0 e 0 < wud, v} < M, perai=1,2. Além disso, suponha
que & C IR® ¢ um doménio aberto, limitado e de classe C2. Entdo (uy,v1) e (ug,vs) satisfazem a seguinte

estimativa de estabilidade

fler — uallyzo gy + llor = v2llyza g

< (7 1_ .2 1_ .2 +H _ I _ (2.6.44)
< C Mg — wgllwgioy + llvs — wollwzey +lma — nallpegy + Ime — n2|lLe(gy |

onde C depende de 1, T, M, das constantes do problema (2.6.42) e de u1,us,v1 € va.

Coroldrio 2.5 Sejam (my,ms) e (n1,n2) € L¥(Q)XL™(Q) e (ud,v}) e (ud,v3) € W, s ()XW (),

com 2 < 8p/5 < o0, e sejom (uy,v1), (u2,v2) € sz‘l(Q) x W2HQ) as solugdes correspondentes do
problema (2.6.42) com (ma,m2) e (uf,v}) e com (n1,n2) e (ud,v3), respectivamente. Suponha gue ki,
ks, ay, as > 0 sdo constantes e ub, v} satisfazem = Oub/Onlan = O8vi/Onlsn =0 e 0 < uf, vl < M, pora
i=1,2. Além disso, suponha que @ C IR® ¢ um dominio aberto, limitado e de classe C2. Entdo (u1,v1),

(u2,v2) € W2HQ) x W2H{Q) e satisfaz o seguinte estimativa de estabilidade
lfr — welppza gy + llon — 1»’2||w§"(Q)
<C []lﬂé —udlwz @) + o5 = vllwz, @ + llma = malizeg) + ilma — nz!le(Q)] ;
onde C depende de 2, T', M, das constantes do problema (2.6.42) e de u1,uq,v1 € vg,
Segue diretamente do Teorema 2.8 o seguinte resultado:
Corolério 2.6 Suponha que ki, k3, @1, s > 0 sdo constantes, my, ms € L°(Q) € up, vp € WF(Q)
satisfazem Oug/Onlsq = Bug/Onlen = 0 e 0 < ug,v0 < M. Além disso, suponha que @ C R® ¢ um

dominio aberto, limitado e de classe C2. Entdo, a sobugdo (u,v) € W2 Q) x W2 (Q) do problema
{2.6.42) € inico.

Do iltimo coroldrio e da Proposicio 2.5 obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.9 Suponha que ky, ka2, a1, az > 0 sdo constantes, m1, ma € L¥(Q) e up, vo € WE{{)
satisfazem Oup/On|aq = Ovo/Onlen = 0 € 0 < ug, w0 < M. Além disso, suponha que §§ C R? ¢ um
dominio aberto, limitado e de classe C2. Se (u,v) € W2 (Q) x W2 Q) é uma solugio de (2.6.42),

entdo (u,v) € lec’,;g(@) s Wfd%(Q) e u e v salisfazem as seguinies estimativas

”u”Wfd}a(Q) < Clluollwziay e |]U||W126}3(Q) < C”‘”O”wgm),

onde C' depende de Q, T', M e das constantes do problema (2.6.42).
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Se, além disso, g, vo € Wszm,ﬁ(ﬂ), entdo (u,v) € W2(Q) x W2 (Q) e satisfezem a3 seguinies
estimativas

HUHW]?J(Q) < CllunHw;m(m € “'Uuwg'l(Q) < CHUU||W§W.5(Q]-
onde C depende de 0, T, M e das constantes do problema (2.6.42).

Observagao 2.3 Come foi feito para o problema (2.0.1), pode-se usar o problema satisfeito por (u,v,w),
onde {u,v) é uma solugio qualquer de (2.6.42) e w =1 —u — v, para mostrar gue toda solugdo (u,v) de
(2.6.42) satisfaz 0 < u,v < 1.



Capitulo 3

Modelo de Solidificacao 2 Sem

Equacao para a Temperatura

Sejam Q ¢ IR® um dominio aberto, limitado e de classe 2, T' € R finito ¢ @ = Q x (0,7T), como nos
capitulos anteriores. Aqui vamos discutir existéncia, regularidade e unicidade de solugdes do problema

com condi¢des de fronteira e condicdes iniciais:

% — kAu = —aqquw{w — 4 — 2my) —aguv{v —u —2mz) em @

6—? —kAv = —aovwl(w — v — 2ma) —azuv{u -v+2mz) em Q@

%1{* - kAw = ~aqquw(u — w+ 2m1) — avw(v —w+ 2m2) em @ (3.0.1)
du  fv  Ow
é—ﬁ_%_%_o em 90 x{0,T)

u=1ug, v=uvy € w=wpy em OQx{t=0}

As funcdes campo de fase u, v e w distinguem entre trés subdominios sélidos com cristalizacdes
distintas e um subdominio liquido em Q. Aqui %k, @), 22 e a3 sdo constantes positivas e mi, ma, m3 €
Lee()) sdo funcdes dadas que dependem da temperatura. n representa o vetor unitirio normal exterior
4 0. As condigBes iniciais up, vo € wp sio dadas em W2(Q) e satisfazem Hug/dtlan = 8 /Ot|sq =
Owo /Otsn = 0, ug, vg, wo > 0 e ug + vy + wp = L.

3.1 Resultados Sobre Existéncia de Solugoes

Observemos que no problema {3.0.1) temos que ug + ve + we = 1 e, além disso, somando suas trés
primeiras equactes obtemos {u-+v+w)/9t = 0 em Q. De onde, todas as possiveis solugdes do problema,
{3.0.1) satisfazem v + v + w = 1 em . Entdo substituindo w por 1 — © — v neste problema obtemos o

seguinte problema auxiliar:

41
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%%—k/_\u=—a1u(1—u—v)(1—2u—v—2m1)—aauv(v—uFng) em @
—33;—1 —kAv =—av{l —v—u){l —2v —u - 2ma)} —agvu{u —v+2mg) em @
%—1:—kAw:alu(l—u—v)(l-—2u—v—2m1)+agv(1—-U—u)(l»—QU—u—ng) em @
Ju v Jw
8_71_55_%_0 em O00x(0,T)

u=ug, wv=vg e w=wy em S§Ix{t=0}.

(3.1.2)

Para obter um resultado sobre existéncia de solugdes do problema (3.0.1) vamos primeiro obter um
resultado sobre existéncia de solugdes do problema (3.1.2). E para obter tal resultado sobre a existéncia
de solugdes do problema {3.1.2), vamos primeiramente discutir a existéncia de solugtes de um segundo

problema auxiliar introduzido a seguir.

3.1.1 Existéncia de Solugées de um Problema Auxiliar

O problema auxiliar citado anteriormente é obtido de maneira andloga ac que foi feite para obter o
problema auxiliar do Capitulo 2, isto é, rearranjando alguns termos da segunda e terceira equagdes do
problema (3.1.2) para que elas tenha a estrutura da equagio do problema (P) introduzido no Capitulo 1,
e posteriormente, introduzindo truncamentos das fungbes u, v e w nos termos adequados.

Entdo, para introduzir o problema auxiliar mencionado acima observemos que as duas primeiras

equagdes do problema (3.1.2) podem ser escritas como;

7
a—t: — kAu = —qqu(l — u)(1 — 2u — 2m,) + wv2a1 + {as — 3a1)u — (a1 + az)v — 2mya1 + 2mgas] e
Sv
e kAv = —agv(l — v)(1 — 2v — 2mg) + vu[20a + (a3 — 3az)v — (62 + az)u — 2maay — 2mgaag),
respectivamente, E consideremos o problema. auxiliar;
Su
Eri kAy = —gru(l —u)(l — 2u — 2m;)
+r{u)n{v){2a1 + (as — a1 )w(u) — (@1 + ag)w(v) — 2mia1 + 2mpa3] em  Q
v
— —kAv = —av(1 —v)(1-20-2
T v asv(l — v)(1 — 2v — 2my) (3.1.3)

+a()w(u)[2as + (a3 — 3ax)w(v) — (a2 + az)7w(u) — 2moaz — 2mgas] em @

ou v
%257_3_0 em 90 x (0,7)

u=uy e v=vp em x{t=0},
onde k, a1, a», as, my, ma, M3, Ue € vy S50 como no problema (3.0.1) e o operador 7 é dado por:

fz,t) se 0L f(mt) <M
7(f)e,t) = 0 s  f(z,t) <0
M s flz,t)>M



3.1. RESULTADOS SOBRE EXISTENCIA DE SOLUGOES 43

com
A
M= 43 (3 + 2maz {||m1 HL""(Q): ”m2“L°"(Q)}) y (314)

onde A = mazx{a1,a:} ¢ ¢ = min{a;,a:}. Observe que a¢ # 0, ji que a; e @ sdo ambos ndo nulos.

Portanto, a fragdo A/a estd bem definida.

Proposigio 3.1 Suponha que k, a1, aq, az > 0 sdo constantes, my, ma, ms € L®(Q) ¢ ug, vo € WE)
satisfazem Sug/Onlan = 0 = Ovo/On|sn e 0 < ug,vp < M, com M dado por (8.1.4). Além disso, suponha
que ) C B3 ¢ um dominio aberto, limitado e de classe C%. Entdo o problema (3.1.8) possui uma solugio
(u,v) € Wf‘l (@) % W;‘I(Q) tel que v e v satisfazem as estimativas:

i|u”W3-I(Q) < C”“O”W.‘E(ﬂ} e HU||W22»1(Q) < C”Ucu“wg(g), (3.1.5)
onde C depende de 2, T, M e das constantes do problema (3.1.3).

Demonstracéo:
Para mostrar a existéncia da solucio do problema (3.1.3) vamos aplicar o Teorema de Ponto Fixo
de Leray-Schauder (Teorema 1.3) no espago de Banach

B:= {(u,v) 1 u,v € L(Q)} = L*(Q) x L*(Q).
Para isto, vamos considerar o operador T : B —+ B com
T’\(,‘,L,U)=(U,U), V(#,V)GB, OSASL

definido pelo problema:

%—T'g— — kAu = —alu(l - u)(l — 2u — 2m1)
+ar(p)r(v)[2a1 + (a3 — 3a1)w(p) — (a1 + ag)w{v} — 2maay + 2maaz] em @
% —kAv = —ag‘U(l - 'U)[]. — 29 - 2m2)

+An(v)m{12)[2az + (as — 3az)7(v) — (a2 + az)w(p) — 2maa; — 2mgas] em @
Su v

%—E{—D em 8QX(0,T)
u=uy € wv=wvg em §x{t=0}

(3.1.6)

Vamos agora demonstrar que as hipSteses do Teorema de Leray-Schauder sfo satisfeitas.

a) Primeiramente mostremos que Th{, ¥) estéd bem definido V (4, v) € BeVO <A <L

De fato, como n{p), 7{v), m: € L=(Q), temos que w(p)w(r){2a; + {az — 3a:1)7(u) — (a1 + ez} (v) —
2mia1 +2maaz] € L2(Q). Entdo aplicando o Teorema 1.1 a primeira equagao do preblema (3.1.6), temos
que existe uma solugdo u desta equagdo e pelo mesmo teorema v € W126}3(Q). Mas como W126:,3(Q) C
L2(Q), temos que v € L*(Q). Agora aplicando o Coroldrio 1.4, temos que a solugdo u € L°(Q) da

primeira equacio de (3.1.6) é iinica.
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De maneira andloga, aplicando o Teorema 1.1 e 0 Coroldrio 1.4 & segunda equagao do problema
(3.1.6), temos que existe uma Gnica solugio v desta equagio. Além disso, v € L9(Q) N Wf&h(@)

Logo existe uinico (u,v) € B solugdo de (3.1.6). E portanto, T (g, ) estd bem definido V (g, v) € B
eV0<A<1,eparacada X € [0,1}, Ty leva B em B. Mais ainda, para cada X € [0,1], T leva B em

W:Lzo‘}s (@) x led}s (@Q)-

b} A seguir mostremos que para todo A € [0,1] fixo, T : B — B ¢ continua e compacta.
Para isso, fixemos X € [0, 1]. Sejam (g1, 1), (2, ¥2) € B e sejam (u;,v;) = To(p, vi), parai = 1,2.

Temos que u; satisfaz

681‘: - k‘Aﬂ.,{ = —al‘u.,-(l - 1!4)(1 — 2“1 bt 2m1)

+Am{pg)n(v;)[2a) + (a3 — Bay)w(ps) — (a1 + aa)mw () — 2myay + 2mgas]  em Q
Ju;f/On=0 em 90 x(0,T)

u=uy em §x{t=0},

parat=1,2.
Como u1,us € Wf&;s(Q), entdo pelo Teorema 1.2, temos que

s = wallwzs gy < C AT (ua (o) 201 + (a5 — 3oy () — (a1 + as)r(n) — 2myan + 2moas]
— M{pa)m(va) 2as + (03 — Bar)m{p2) — (a1 + as)(v2) — 2myay + 2mgas]ligorsco
<C [H'N(M)W(Vl) = wlp ) m(va)llprorsiqy + llm(pn)m(va) — w(2)m (V)| faoss g
+ || (pa) o) - ?T(M)z?f(vz)”w;s(m + ()7 (w2) — wlpe) 2w ()|, 10/3(Q)

+ “ﬂ'(”l}ﬂ'(l’/i )2 - 71'(#2)?1'(1}1 )2 "me(Q) + HT"(H2)?T(V1)2 - ?T(#2)T['(V2)2”L10{3{Q)] 1
pois a1, a3, my, mg € L°(Q).
Agora, usando a desigualdade de Holder e que 0 < (), 7{1;) < M, para i = 1,2, segue que

|lue2 — 1"‘2”W126}3(Q} < C [Ilwlu) — w(paMprors(qy + lwlen) — #(w)l| Lrors ()

< Cllw(pa) = mlp2)lizoqg) + lim(wn) — wwalllpae)] < € [”,Ui — pallpoqgy + v — VZHLQ(Q)] )
pois [w(p) =7 (p2)] < | — pol @ 1mGy) — w(2)] < o1 —wal.

Do mesmo modo obtem-se que

flow — v2llwfd;s(Q) <C [“Nl "‘)'—"2HL9(Q} + 1l — V?“LB(Q)] .

Logo, T, : B — Wfd}a(Q) X Wfd}a(Q) & confinua, Agora, por {1.0.1), temos que a inclusio
Wfdj«ﬁ(Q) C LP(Q) é continua ¢ compacta. De onde, segue que T : B —+ B é continua ¢ compacta
para todo A € [0,1] fixo.
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¢) Agora mostremos que para todo (u,v) € A, A C B limitado, Ty é uniformemente continuo em A.
Para isto fixemos A C B limitado e (p,v) € A. Sejam Ay, he € [0,1] e sejam (g, v;) = T, (1, ¥},

para i = 1,2. Procedendo como no caso anterior obtem-se
|| “Uzuwfd}s(q) <CM=2] e Ju _”2”',1/126}3(@) < Cla — Aql,
com C dependendo de A; e As. Finalmente, como Wf&}3 C L2(Q) com inclusdo continua, segue das duas
tltimas desigualdades que
(21, 01) — {2, )l < € [llus = wllyogqy + livs = vl oy

<C [Hul _”2”""125}3(@) + [lvs — w”“"fa}a(Q)] < Clh — Az,
com C dependendo de Ay & Aq.
Logo, T¢y(p,v) : [0,1] = B é continua em A. Mas como [0,1] é compacto temos que Th{u,v) é

uniformemente continua em M.

d) Mostremos que agora que o operador Tp possui um 1inico pento fixo.
Para A = 0 o problema (3.1.6) se torna:

gu _ kAu = —apu(l —uw)(l - 2u—2m;) em @

4
8—1: —kAv = —au(l —v}{1—-2v —2m3) em Q
du v

u=up e v=vyg em §x{t=0},

para todo (u,v) € B.

Aplicando o Teorema 1.1 ¢ o Coroldrio 1.4 para a primeira e para a segunda equagdes do problema
acima temos que existe um tnico (u,v) € B solugio deste problema, ou seja, To(p, v) = (u,v), ¥ (u,v) €
B. Logo, o operador Tp possul tinico ponto fixo (u,v) € B.

e) Finalmente mostremos que existe uma constante K > 0 tal que todo possivel ponto fixo (u,v} de Ty
para qualquer A € [0, 1] satisfaz [|(u, )|z < K.

Precisamos entdo estimar as normas dos possiveis pontos fixos de Th.

Seja (u,v) € B um ponto fixo de T, para algum X € [0,1], ou seja, (u,v) = T)\(u,v}. Entio para tal
A€ 0,1, {u,v) satisfaz:

% ~ kAu = —ayu(l — u)(1 — 2u — 2my)

+Ar{w)w(v)[2e1 + (a3 — 3a1)w(u) — (a1 + as)w(v) — 2mia; + 2mzaz] em @
& _ kAv = —azu(l — v){1 — 2v — 2my)

ot (3.1.7)
+ar(vym(u)[2as + (03 — 3a2)w(v) — (ao + az)m(u) — 2maeaz — 2mzes] em @
Ou  Ov _
3_71_%_0 em Oflx (0, T)

u=ug e wv=vy em §x{t=0},



46 CAPITULO 3. MODELO DE SOLIDIFICACAO 2 SEM EQUACAO PARA A TEMPERATURA

onde 7(f) é como no problema (3.1.3).
Multiplicando a primeira equagfo do problema (3.1.7) por u, integrando em 2 x (0,£),com 0 <t < T,
e utilizando a desigualdade de Young, temos

1 i
—/u2(t)dx+k/ /|vu|2dxdt
2 Jq 0 Jo

1 t
<3 lltoli 220y + 01 /0 /Q [—u? + 2miu? + Cev® + eu® + Celmy|u® + e|my|u® — 2ut] dxdt

+A Az/Q [2a1um (1) (v) + (a5 — 3a)un?(u)a(v) — (a1 + as)um(u)r?(v)
+{—2mqa;1 + 2maaz)ur(u)m(v)] dxdt.

Como m; € L®((}) podemos tomar £ > 0 tio pequeno que ¢ + ¢|m;| < 1 q.t.p. em . Entéo,
tomando tal ¢ e utilizando que un(u) € u?, 0 € 7{u), #(v) £ M, e a1, a3 my, mz € L=(Q), obtemos

¢ ¢
1/ u{t)dx + k/ / |Vu|2dxdt+a1/ /u“dxdt
2 Ja o Ja 0 Jo

t ¢ ¢
< lflun“izm) + C'/ /uzdxdt+ C'/ /uw(u)dxdt < 1 ““0“%2(9) +C'/ /u"‘dxdt.
2 o Ja o Ja 2 0 Jo

Agora usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira integral da desigualdade

acima, temos
t t
l/u2(t)dx+kf /IVu]gdxdt-#al/ /u“dxdtSC'Huoﬂiz(m, (3.1.8)
2Ja o Ja “Jo Ja

paratodo 0 <t < T.

Agora multiplicando a primeira equagéo do problema (3.1.7) por du/d¢, integrando em 2 x (0,1),
com () <t < T, procedendo de modo analogo e utilizando a estimativa anterior, temos

t 2
/ / (@) dxdt+;g/jvujz(t)dx—f-alfud(t)dxﬁ ClluoliZys ey, (3.1.9)
o Ja \ Ot o Q 2

para todo 0 < t < T.

Finalmente, multiplicando a primeira equagio de (3.1.7) por (—Au), integrando em & x {(0,2), com
0 <t <7, e utilizando a desigualdade de Young e integragio por partes nos termo adequados, temos

1 ¢ 1
5 / |Vl (t)dx + k / / |Auf?dxdt < 5 IVeolF2ee)
114 0 J8
t
< +a, / / [a (Au)® + Cou® + glmy| (Au)® + Ce|my|u® + & (Au)® + Ceu?
0 J

i
+Eim1|(Au)2+CEfm1|u4] dxdt — 6a, / / u?|Vu|2dxdt
0 JQ
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+Aftf [sal (Au)? + Ceaym? (u)ﬂz(v} + elay + 3a3)(Au)? + Ce(ag + 30,3)11'4 (u)ﬂ-z (v)
0 Jo
+e(ar + ag)(Au)? + Celay + ag)n? (w)r(v)
+e(arlma| + aslms|)(Au)® + Ce(ar|ma| + asjms|)w? (u)r?(v)] dxdt.

Como my, mg € L®(Q) podemos tomar € > 0 tio pequeno que 5a;e-+3a1|mi|e+4aze+asimsle < 1/2
q.t.p. em Q. Tomando tal ¢, lembrando que my, mg € L®(Q), w{u), 7(v) < M, (ug)? < M, w{u)? < u?,
7{u)* < u* em @, e procedendo como nos casos anteriores obtemos que

¢ i
/ IVul?(t)dx + & / f | AulPdxdt + 1204 f / W?|Vuftdxdt
L o JQ 0 /0

t
< HVUQ”%Q(Q) + Cf f (u2 + u4) dxdt,
0 J0Q

O que nos fornece, pela desigualdade (3.1.8),

i i
f | V) 2(t)dx +- f f | Au| 2dxdt + f / w?|Vuldxdt < Clluollly 2, (3.1.10)
Q o Jo o Jo 2

paratodo 0 <t < T
Das desigualdades (3.1.8) a (3.1.10) temos que J|ulize(q) < Cllullwz, (@) £ Clluollwz(n). E de modo
andlogo, obtem-se que [[v]|zeq) < C”""'“WEJ{Q) < Cllvollwg(ny- Portanto,

s, )l < € liullzoe) + Iollzo@] < € [lwollwziey + Iollwzmy| = .

Como as hipdteses a) a e) sdo satisfeitas, pelo Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder (Teorema
1.3), temos que existe {u,v) € BﬂWf‘l (Q) x W2 () ponto fixo de Ty, ou seja, existe {u,v) € W2 (Q) x
W2 (Q) solugio do problema (3.1.3). Além disso, temos que essa solugio satisfaz as estimativas dadas
por {3.1.5).

3.1.2 Existéncia de Solucgoes de outro Problema Auxiliar

Teorema 3.1 Suponha que k, a1, a2 € a3 > 0 sdo constantes, my, ma, mg € L®(Q) € ug, vy, wp €
WZ(0) satisfazem Oug/Onlag = dv9/Bnlan = Buwo/nlag = 0 € ug,vo,wo > 0 com ug +vp +wp = 1.
Além disse, suponha que @ C R® é um dominio eberto, limitado ¢ de classe C2. Entdo, o problema
(3.1.2) possui uma solugdo (u,v,w) € W2HQ) x W2HQ) x W2 Q) tal que u, v e w satisfazem as

estimativas;

H“HW;’-‘(Q) < Clluollween {(3.1.11)
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”""“wgll(q) < Cllvollwgey: (3.1.12)
”“"”Wg»1 @ < Cllwollwzcay, (3.1.13)
wt,w>0 gtp em @Q e (3.1.14)
ut+v+w=1 qtp. em @, (3.1.15)

onde C depende de Q}, T, M e das constantes do problema (3.1.2).

Para demonstrar este teorema vamos utilizar a proposicio demonstrada a seguir.

Proposicio 3.2 Suponha que k, ar, ax > 0 sio constantes, my, ma, ma € L®(Q) e uo, vo € WE(D)
satisfazem Oup/Onloq = 0 = Ovs/0n|aq, wo,vp > 0 e ug + v < M. Além disso, suponha que 9 C IR?
é um dominio aberto, limitado e de classe C?. Entdo o sistema formado pelas duas primeiras equacées
do problema (3.1.2) com as condicdes de fronteira e iniciais sobre u e v possui uma solucdo (u,v) €
Wf‘l(Q) X W22’1(Q) tal que u e v satisfazem as estimativas:

”U”wj‘l(Q) < Clluollwz(ays (3.1.16)
iz gy < Clivollwziey ¢ (3.1.17)
0<Lu,v< M gtp. em Q, (3.1.18)

onde C' depende de Q), T, M e das constantes do problema (3.1.2).

Demonstragao da proposigao 3.2;

Observemos que se mostrarmos que a solugdo (u,v) do problema (3.1.3) dada pela Proposicio 3.1
satisfaz (3.1.18), ou seja, 0 < v,v < M q.t.p. em @, entdo teremos que w(uw) = u e w{v) = v. De onde,
(u,v) € W2H(Q) x W2'(Q) é solugiio do sistema formado pelas duas primeiras equagdes do problema
(3.1.2) com as condigdes de fronteira e iniciais sobre u e v e satisfaz as estimativas dadas em (3.1.5), ou
seja, satisfaz as estimativas (3.1.16) e (3.1.17). O que demonstra, a proposicio.

Consideremos entéo uma sclugio (z,v) do problema (3.1.3) dada pela Proposigéo 3.1 e mostremos

que esta satisfaz 0 < u,v < M q.t.p. em ¢. Vamos dividir a demonstragéo em duas partes:
1) Mostremos que u,v > 0 q.t.p em ):
Primeiramente mostremos que 4 > 0 q.t.p em (). Para isto consideremos a funcao

u{z,t) se u(z,t) <0
0 se  u(z,i)>0

~u_(z,t) = {

e observemos gue

o u-)y g—":(x,t) seu(@ml <0 { Bu(,f) seu(st) <0
ot 0 se u{z,t) > 0 0 se u(z,1) >0
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Mutltiplicando a primeira equagiio do problema (3.1.3) por (—u_) e integrando em £ x (0,¢), com

0<t<T, temos

1 . t 1
3 [wraxek [ [ [Vududt = 5 o)y
2Ja 0 Ja 2

top /‘/ [(—w)(—u-) + 2mau(~u_) + 3u(~u-) — 2myu®(—u_) — 2u®(—u.)] dxdt
0 J0

+]0 Lﬂ“(u)ﬂ‘(?}) [2a1 + (a3 — 3a1)7w{u) — (a1 + az)w(v) — 2maaq + 2msas] (—u_)dxdt.

Observe gue ||(uo)_!|ig(g) = (}, pois up > 0 por hipdtese, e a segunda integral é nula pois w{u)(—u_) =
0, pelas definicoes de 7(u) e de (—u.). Entdo, utilizando que —(z_)? < 0, —3(z_)* < 0 e a designaldade

de Young na primeira integral, temos

%L(u_)z(t)dx—k k/ﬂt/QWu_Izdxdt

?
<a fo /Q [2m(u_)? + Celma|(u_)? + elma|(u_)* — 2(u_)"] dac.

Como m; € L*®(Q), podemos tomar & > 0 tal que glmi| — 2 < 0 q.t.p. em . Tomando tal € e
usando que m; € L°(Q), teremos

%/ﬂ(u_)%t)dxm/:/g|Vu_12dxdtgo/:/g(u_)2dxdt.

Agora usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira integral acima obtemos

que

/ (u_)2(t)dx = 0,
1

para todo 0 < ¢ < T". Logo, (u-)2(t) =0 q.t.p. em 2,V 0 <t < T. De onde, conclui-se que u > 0 q.t.p.
em Q.

De modo analogo, mostra-se que v > 0 g.t.p. em ¢.

2) Mostremos que u,v < M q.t.p em Q-
Primeiramente mostremos que u +v < M q.t.p em . Para isto consideremos a funcéo

w{z,t) +v(z,t) - M se ulxt)+v(zt)>M

(M—u—v)_(a':,t)={ 0 se  u(z,f) +o(z,t) <M.

Somando as duas primeiras equacdes do problema (3.1.3) e rearranjando alguns termos, obtemos

Hu + v)

T kA(uw +v)

= —(a1u + g0} + 3{ayu? + agv?) — 2{ayu® + agt®) + 2(a1myu + aamav) ~ 2{aymyu’ + azmav®)

+r{uw)r(v)[2a; + 202 — 2a1m{u) — 2a97 (v} — (@1 + @2)(w{w) + 7(v)) — 2mya1 ~ 2maaz).
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Agora multiplicando a 1iltima equagio por (M — u — v)_ ¢ integrando em £ x {0,%), com 0 <t < T,

temos

i
1
L f (M —u—v)2(t)dx + kf / V(M —u—v)_|*dxdt = - ||(M — ug — vo)_Hiz(m
2 11 0 JQ 2
+f {[-(a1w + aav) + 3(aru? + a20?) — 2(a1u® + azv®) + 2{armyu + aamav)
Q1
—2(aymyu? + aamav?)] (M —u — v)_} dxdt

+[ {m(u)m(v) 201 + 202 — 2¢17w(w) — 2a27(v) — (@1 + az)(7(u) + w{v))
Q1

—Zmia1 — 2meag] (M —u — v)_} dxdt (3.1.19)

+ /Qg {[~(a1u + az9) + 3(mu® + a2v?®) — 2(a16® + azv®) + 2(a1myu + aomyv)
—2{aymyu® + aamav®)| (M —u — v)_ } dxdt
+ /Gﬂ {m(u)r(v) [2a1 + 203 — 2a:7(u) — 2257 (V) — (@1 + ap){7(w) + w(v))
=2my ey — 2maaz] (M — u —v)_} dxdt,

onde Q1 = {(z,1) € @ : u(z,t) + v{x,t) < M} e Q2= {{(z,t) € Q : u(z,t) +v{z,t) > M}.

Em Q1, (M —u—v)_ =0, logo as duas primeiras integral do segundo membro membro da equagao
(3.1.19) sao nulas. Precisamos analisar ag duas integrais em Q2.

Primeiramente, vamos analisar a dltima integral da equacio (3.1.19). Em @2 temos que u +v > M,
de onde, —[w(u) + w(v)] < —M, € temos também que —ayw{u) < 0 e —azw(v) < 0. De onde, temos que
207 + 202 — 2ay7{(1) — 2027(v) — {@1 + a2)(w(w) + 7(v)) — 2miar — 2maas < a1 (2~ M - 2m) +as(2- M
— 2mg) <0, pela defini¢éo de M.

Como vale a tltima desigualdade, w(z) > 0, n(v) > 0e (M —u —v)_ > 0, temos que {x(u)nw(v)[2a1
+ 2as — 2a;w(u) — 2a27(v) — (a1 + az){(w(u} + 7(v)) — 2miay — 2mgen[(M —u —v)-} < 0. De onde, temos
que a Ultima integral do segundo membro da equacdo (3.1.19) é menor ou igual a zero.

Finalmente, vamos analisar a terceira integral do segundo membro da equagdo (3.1.19). Para isso
lembremos que a = min{a;, a2}, A = maz{a1,az} e tomemos m = maz{llmi|r=(gy, Imallz=@}

Vamos agora analisar o sinal de

—{a1u + apv) + 3{a1u® + a2v?) — 2(a1u® + 020%) + 2(arMiu + aamav) — 2(a1mau’ + aamav?)

em ()2,
Como u, v > 0 temos que —(a1u+azv) < 0, aju? +agv? < Alu+v)?, —(a1u® +e0®) < —S{u+0)?,
aymy s+ aomav < miaru + a2v) € mAu+v)4 e —aymyu’® — agmov < mA(u+v)?. Entéo em Q2 temos,

—(a1u + a2v) + 3(a1u? + aev®) — 2(ayu® + a20%) + 2aymyu +agmov) — 2 ? + aamav®)
5fu+ﬂ[@+mMAw+m)v%w+MP+2m4

2 A2 242
[Ei?—)é-+%(u+v)2—%(u+v)ﬂ+a+m ]

< (u+v)
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(3+2m)’A2 a a m2A?  a @
< wreR s 2 - = AL ¥ .
_(u+v)[ 16M+a 16M+ " 1‘,),M' lﬁM
(3+2m)2A% o 16(3 +2m)%4° a mlA®  a 16m?2A? e
< _e - _aBm Ayl <
< {uto) [ a 6 & TR T T

pois M =44(3 + 2m) = HHIMA 1500 M > 4o M > 424,

Ent&o, pela desigualdade anterior e como e (M — » —v)}_ > 0 temos que
[~ (a1 + a2v) + 3(a1u? + axv®) — 2(a1® + 020%) + 2(a1m1u + aamav)

—2(amyu? + axmav®)] (M —u —v). <0.

Portanto, a terceira integral do segundo membro da equacio (3.1.19) é menor ou igual a zero.

Logo, temos que

1

t
1
5 ] (M il ¥ 'U)z_ (t)dx + kf [ iV(M bl Tl ‘U)_lzdxdt S 5 ”(M — g — vo)_||i2(g) .
0 o Jo

Mas, por hipétese ug + v < M, de onde, temos que (M — ug — vp)— = 0. Entdo,
/ (M —u—v)2(t)dx < 0,
)

paratodo 0 < ¢t < T. Segue que (M —u—v)2(#) =0,V0 <t T, q.t.p. em . De onde, conclui-se que
u+v <M qtp em@. Agora,comou >0, v > 0eu+v < M, gt.p. em ¢, temos que

u<M e v<M qtp em@

E assim concluimos a demonstragio da proposigio.

Demonstragao do Teorema 3.1:
Pela Proposicio 3.2 temos que existe (u,v) € W2 (@) x W2 (Q) solugio do sistema formado pelas
duas primeiras equagdes do problema (3.1.2) com as condicdes de fronteira e iniciais sobre u e v e tal que

u e v satisfazem as estimativas (3.1.16) a (3.1.18), ou seja,

lullyzs gy < Clluollwzeay lIollwzs(gy < Cllvollwzy €0 <0 < M qtp. em Q.

Tomemos tais u e v dados pela Proposicio 3.2 e w = 1 —u — v. Pela referida proposicio « e v
satisfazem as duas primeiras equaces do problema (3.1.2), as condi¢des iniciais e de fronteira, (3.1.11),
(3.1.12), (3.1.15) e u, v > 0. Para demonstrar o teorema precisamos mostrar entio que u, v € w satisfazem
a terceira equacio de (3.1.2), w satisfaz as condigdes iniciais, de fronteira e a estimativa (3.1.13) e w > 0.

Vamos dividir essa demonstracio em 4 partes.



52 CAPITULO 3. MODELO DE SOLIDIFICACAQ 2 SEM EQUACAQ PARA A TEMPERATURA

i) Primeiramente mostremos que u, v e w satisfazem a terceira equacio do problema (3.1.2).

De fato, como u e v satisfazem as duas primeiras equagoes de (3.1.2) e v + v +w = 1 temos que

dw _Ol—u—v) _ du _f{ov
E—kAw—T—k&(l—u—v)——(}g—k&u) (Bt kAv

= —[-a1u(l —u—v){1 — 2u—v — 2my) — asuv(v — u — 2mg)]
—[—aav(l — v —u)(1 — 2v — u — 2ma) — asvu(u — v + 2ms)]
=gu{l —u—v)(1 ~2u—v—2m) +a(l —v-u){l—2v—u—2my),

ou seja, u, v e w satisfazem a terceira equacio de (3.1.2).

il) Agora mostremos que w satisfaz as condigdes iniciais e de fronteira do problema (3.1.2).
De fato, como u e v satisfazem as condi¢des iniciais de {3.1.2) e wp + v + wy = 1 temos que para
t=0
w(0) =1 —u{0) —v(0) =1 — up — vg = wo.

E como u e v satisfazem as condigdes de fronteira de (3.1.2) e v + v + w = 1 temos que

_ o
oo On

dw| _l-u-wv)
on|sq an

=0.
a0 dn

an

Portanto, w satisfaz as condicdes iniciais e de fronteira do problema (3.1.2).

iii) Devemos mostrar agora que w > 0,

Como w = 1 — u — v, a terceira equagio do problema (3.1.2) pode ser escrita como

% —kAw = —gyw(l —v —w)(1 - 2u—v+2m;) —axw(l —u—w)(1 —2v—u+ 2my).

Multiplicando ailtima equagdo por —(w__), procedendo de modo andloga A parte (i) da demonstragio
da proposigio anterior e usando que v e v satisfazem (3.1.18), mostra-se que w > 0.

iv) Finalmente, mostremos que w satisfaz a desigualdade (3.1.13).

Novamente cbservemos que a terceira equagio do problema (3.1.2) pode ser escrita como

%; —kAw = ~aw(l —v—w)(1 —2u — v+ 2my) — Gow(l —u — w)(1 — 2v — v + 2mg).

Multiplicando esta tiltima equagiio por w, por dw/dt € por —Aw, integrando cada uma das igualdades
obtidas em £2x (0, £}, com 0 < t < T, e procedendo como na obten¢do das estimativas (3.1.5) da Proposigio
3.1 obtemos (3.1.13).

Como mostramos i) a iv), concluimos a demonstragio do teorema.
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3.1.3 Existéncia de Solucdo para o Modelo de Solidificacio

Teorema 3.2 Suponha que k, a1, as e a3 > 0 sio constantes, my, ma, mz € L™{Q) e up, v, wp €
WE() satisfazem Quo/On|oa = Bvo/Onlan = Bwo/On|en = 0 € ug,vo,wo > 0 com ug +vo +wo = 1.
Além disso, suponha que 8 C R® ¢ um dominio aberto, limitado ¢ de classe C%. Entio o problema (3.0.1)
possui wma solugdo (u,v,w) € Wi (Q) x W2HQ) x W2HQ) tal que u, v e w satisfazem as estimativas:

lfeellyy21(qy < Clivollwza). (3.1.20)
Illwz2 gy £ Cllvollwz iy (3.1.21)
lwllwzr gy < Cllwollwze, (3.1.22)
w,v,w>0 e ut+v+w=1 gtp. em @, (3.1.23)

onde C depende de , T e das constantes do probleme (3.1.2).

Demonstragao:

Seja (u,v, w) a solugdo do problema (3.1.2) dada pelo Teorema 3.1. Temos pelo mesmo teorema que
(u,v,w) € W2HQ) x W2 (Q) x W' (Q), u, v e w satisfazem as condigGes iniciais e de fronteira do
problema (3.0.1) e também satisfazem as estimativas (3.1.20) a (3.1.23).

Assim, para demonstrar este teorema basta verificar que {u,v,w) satisfaz as equacbes do problema
(3.0.1). Para isto vamos aplicar a igualdade u + v -+ w = 1 nas trés equagbes de (3.1.2).

Substituindo w = 1 — u — v na primeira equacio de (3.1.2) temos

(;_a: —kAu = —ayu(l —u —v){1 —2u — v — 2my) — aguv(v — u — 2m3)

=—mu{l —u—v)({(1 ~u~v)—u—2mi) — agur(v — u — 2ms)

= —gyuw(w — u — 2m,) — aguv(v — v — 2mg),

ou seja, (u,v,w) satisfaz a primeira equagdo do problema (3.0.1}.

E substituindo w = 1 — % — v no segundo membro da segunda e terceira equagdes de (3.1.2} e
procedendo de modo andlogo ao caso anierior obtemos que (u,v,w) satisfaz a segunda e a terceira
equacdes de (3.0.1).

Portanto, a solugio (u,v,w) do problema (3.1.2) dada pelo Teorema 3.1 ¢ a soluggio do problema

{3.0.1) que satisfaz o Teorema 3.2.
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3.2 Regularidade de Solucio

Proposicio 3.3 Suponha que k, a1, a2 € az > 0 sdo constantes, m1, ma2, mg € L>®(Q) e uo, vy,
wy € W2(Q) satisfazem Bug/On|aq = Ovg/On|sq = Bwo/Onlan = 0 e ug, vo, wo > 0 com up+vp+wo = 1.
Além disso, suponha que Q@ C R® ¢ um doménio aberto, limitado ¢ de classe C2. Se (u,v,w) € Wa''(Q) x
Wit (@)X W3 (Q) é uma solugio do problema (3.0.1), entéio (u,v,w) € Wigo(Q) x Wi (@) x Wiz 14 (Q)
eu, v ew satisfazemn a sequinie estimativa

”“”W2 ors(@) + HUHWIWS(Q] + ”w”wfoia(q)

<C [||uo||w§(n) + Iluollfyz oy + lIvollwzoy + llvollfvzay + llwollwzee + llwulﬁvg(m] .

onde C depende de Q, T e das constantes do problema (3.0.1).

Se além disso, Se (u,v,w) € W2 (Q) x W2 (Q) x W} (Q) ¢ uma solugio do problema (3.0.1) € up,
vy, Wy € ngxs(ﬂ), com 2 < 3p/5 < o0, entdo (u,v,w) € WEHQ) x W2HQ) x W2HQ) e satisfazem
seguinte estimative

||U||w2»1(Q) + ”Ullwg‘l(g) + ||W||Wg.1(Q)

<C [H“D”W’ () R ”uu”w; sy T llvolvw= 2 ot H”n“w? Jo +lwollwz @) + ||’w0||w= (g)]
onde C depende de Q, T e das constantes do problema (3.0.1).

Observagho 3.1 Na prdzima secdo, apss obtermos o unicidade da solugdo do problema (8.0.1) obtere-

mos um teorema com melhores estimativas parg as normas H””wgJ(Q): 1|u||w§‘1(Q) e ||w||wz,1(Q], onde
P

(u,v,w) € solucdo de (3.0.1).

Demonstragao:
Seja (u,v,w) € W2H{(Q) x WPH{Q) x W2 {Q) uma solugio do problema (3.0.1).
Como u,v,w € W2 (Q) € L°(Q) e m1,mz, m3 € L®(Q) temos que

—ajuw(w — u — 2my) — aguv(v —u — 2ma) € L'%3(Q).

E como up € W2(Q) C Ww /3 (Q) pelo Coroldrio 1.3, entao aplicando o Teorema, 1.4 4 primeira equagao
do problema. (3.0.1) obtemos que u € Wi /3(Q) e vale a gseguinte estimativa:

lullwzsy@) < © [H — auw(w — u — 2m) — aguw(v — ¥ — 2mg)|| p1ors(g) + ||u0“W22(ﬂ)] :

De onde, usando as desigualdades de Holder e Young e também as estimativas (3.1.20) a (3.1.22) do

Teorema 3.2, obtemos

]|U|lw= r@ S0 [Huol1w2(9) + lluollfg ey + Ivollwziay + lvolivvzcay + lwollwzcy + Hwolﬁvg(n)] .
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Procedendo de modo andlogo para a segunda e a terceira equagdes do problema (3.0.1) obtemos que
v, w €W 013(Q) e satisfazem

”ﬂ”Wfo',lra(Q) <C [Huu“wg{n) + ||u0||%v§(g) + ”%”W.}(m T ||‘Uu||?¢rg(g) + HWU”Wg(m + ||w0|ﬁ'y22(g)]

“wllwfo'}s(Q) <C [||uﬂ||wg(n) + ||UD||?v§(9) + llvollwz ey + ”U{J”%vg(sz) + [lwellwz ey + ”%H%vg(g)] :

Agora, se ug, vg, Wo € ng/s(ﬂ) com 3p/5 > 2, pelo Coroldrio 1.3, temos que tup, g, wo € Wj_%(ﬂ).
Procedendo como no caso anterior obtemos que u, v, w € W10 /3 (@) C L*=(Q) e satisfazem as trés dltimas
estimativas. F como mq,me € L*°(Q)) temos que o segundo membro das trés primeiras equagoes de (3.0.1)
pertencem a L®(Q} C LP(Q}. Como valem as trés dltimas inclusdes e ug, vo, wo € Wp ? (1), aplicando
o Teorema 1.4 &s trés primeiras equacdes de (3.0.1} obtemos que u,v,w € W,f HQ) e valem as seguintes

estimativas:

filluz g S € [l = ot = = 2m) = oty == 2oy + ol o3 ]

=

[olly21 gy < C [H — agvw{w — v — 2mg) — aguv(u — v + 2mg)|| o) + llvo]| 2_5(9)]

||w”w§'1(q) < [H — guw(u — w + 2my) — agvw(v — w + 2ma)|jpe(Q) + |[wg|[W2_%mJ .
B

-2
De onde, usando as desigualdades de Holder e de Young, que W:fp /5 () C W, "(£1) com inclusio
continua e também as estimativas anteriores em Wf& {3(Q), abtemos
fullyz gy < € [||U0||ng(n) + ol oy + Ioollwg, oo + ol

+|lwoilwz f5(9)+||w0”w2 (sa)]

leliwzrgy <€ [||u0||wp,5(n} +lluolliyz oy + lvoliwz, i + lvolliyz ()

+lwollwz, (o + ”'“"“”Wa*p;s(ﬂ)]

||w|!Wg.1(Q)SC[1|”0||W§,,,E(9)+”“0||9 J@ T llollwz o + lvolliys o)
Hlwollwz, @ + lhwollz ,5(9)J ’

De onde, conclui-se a demonstragdo.
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Proposicao 3.4 Se (u,v, w) € uma solucdo do problema (3.0.1) dada pelo Teorema 3.2, entdo (u,v,w) €
Wm;a(Q) 0,-’3(Q) 0{.3(@) eu, v ew salisfazem as sequinies estimatives

Hu”wﬁi;s(Q) < C|1”D”W§(Q): ”””wﬁi}s(g) < C””DHW,?{Q) € “wuwﬁ;}s(g) < C'||wo||w§(n;.

onde C' depende de Q), T e das constantes do problema (3.0.1).
Se além disso, wg, vo, Wy € W.fp/5(Q), com 2 < 3pf5 < o0, entdo (u,v,w) € W2HQ) x W2H{Q) x

W2HQ) e u, v e w satisfazem as sequintes estimativas
“U”wg‘l(q) < Clluollwgm(n), ”U“w’?J(Q) < C||”U(lt||ﬂr='2 756 € ”’w”w2 g < C”’“}‘U“I—i—’2 /6

onde C depende de (Y, T e das constantes do problema (3.0.1).

Demonstragao:

Seja (u,v,w) € Wa'(Q) x W2 (Q) x W2(Q) uma solugdo do problema (3.0.1) dada pelo Teo-
rema 3.2. Entdo, pelo mesmo teorema, u, v ¢ w satisfazem ““”Wf-‘(@) < Clluollwz oy ||v!]w§,1(Q] <
Cllvollwz ey, lwllwzr gy £ Cllwollwzay e 0 < w,v,w < 1.

Comoe 0 < u,v,w < 1 e my,mo,m3 € L®(Q) temos que o segundo membro das trés equagdes do
problema {3.0.1) pertencem a L=®(Q) C L'%/3(Q).

Como o segundo membro da primeira equaciio do problema (3.0.1) pertencem a L9/3(Q) e ug €
WH) C Wiy
{3.0.1) obtemos que u € Wmfg(Q) e satisfaz

#(Q), pelo Corolério 1.3, aplicando o Teorema 1.4 & primeira equacgéo do problema

|}u]|wz Q) S C l” — ayuw{w — u — 2m) — ezuv(v — u — 2m3)||prors(gy + Jluol| 2__21_(9}]

De onde, usando a desigualdade de Hélder, o Corcldrio 1.3 e também as estimativas dadas acima,

obtemos

lallyz, ) < © [l = @rw(w ~ w = 2ma) — ago (v —  — 2ma) | oy llullors(gy + lollwzay|

< C [l g + lollwzion| < Cllucllwgcen-

Procedendo de modo andlogo para a segunda e terceira equagdes do problema (3.0.1), obtemos

ol w2, @ S Cllwollwzey e ||w|1w2 1@ < Cllwollwz -

Agora, se ug, 1)0, wg € W3p/5 (), com 3p/5 > 2, pelo Coroldrio 1.3, temos que ug, vy, wg € Wﬁ_ ; (€}.
Como u, v, w € W 0/3 (Q) C L*>(Q) e my, ms € L°°(Q) temos que o segundo membro das trés equagies
do problema (3.0.1) pertencem a L=(Q).

Como valem as trés ltimas inclusdes e ug, v, wo € W; _%(Q), aplicando o Teorema 1.4 &s trés

primeiras equagdes de (3.0.1) obtemos que u,v,w € W§=1(Q) e valem as seguintes estimativas:

Iz gy < C |} — aruw(w —u — 2ma) — asuv(v — u — 2ma)l|ze(gy + |qu|]W:_§m) ,
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J|v|IW3,1(Q) <C [H — azvw(w — v — 2mg) — azuv{y — v + 2mg)|ire(Q) + llve“wz_%p(g)] ¢

“‘””Wj»‘(@) <C [f] —auw(u —w+2m1} — agvw(v — w + 2ma)|{Le(gy + |IWU|!W2_%(QJ :

De onde, usando a desigualdade de Halder, o Corolario 1.3, as estimativas anteriores em Wf&}a(Q),
que 0 < u,»,w < 1 e procedendo como no caso anterior, obtemos

lullwzr(g) € Clluollwz 2 Plwzrg) < Clivollwz, @ e lwllwza gy < Cllwollwz , (-

De onde, conclui-se a proposigéo.

3.3 Estabilidade e Unicidade de Solucao

Teorema 3.3 Sejam (my,ma,mz) e (n3,n2,n3) € LPO(Q)x L=(Q) x L>=(Q), (ud, vj, wd) e (ud, v, wd) €
W2(£2) x WE(S) x W2() e sejam (u1,v1,w1), (U2, V2, ws) € Wa (@) x W' (Q) x W2 (Q) as solucdes
correspondentes do problema (8.0.1) com (mi,ma,mg) e (ud,v3, wd) e com {(ni,n2,n3) e (uf, v, wd),
respectivamente. Suponha que k, a1, a3 € az > 0 sdo constantes e ud, v§ e wh satisfazem Ou/On|sq =
v/ On|on = Owi/Onleg = 0, uh, v, wh > 0 cuf +vf +wh =1, para i = 1,2. Além disso, suponha
que §& C IR? & um dominio aberto, limitado e de classe C?. Entio, (111,v1,w1) e (U2, v, ws) satisfazem

a segquinte estimativa de estabilidade

flur — UZHW;'I(Q) + [lor ~ ”2||W§-1[Q) + [ - ‘w2||w;‘1[g)

<C [llué ~- udllwz o) + llvs — vellwz + g — willwza

+lmy = nllzz(q) + lIma — nallzzqgy + lims — nsllr2g)) »

onde C depende de 2, T, das constanies do problema (3.0.1) e de uy,v1, w1, Uz, vy € Wa.

Demonstragio:
Sejam {my,mz,m3) € (n1,n2,n3) € L= (Q) X L=(Q) x L™=(Q), (u§, v3, wp) € (13, v5, w3) € WH(§) x
W2(2) x WZ(Q) e sejam (ug,v1,wy), (U2, v2,ws) € w2(Q) x W22'1(Q) x W2(Q) as solugdes correspon-

2 2 g2

dentes do problema (3.0.1) com (my, ma,m3) e (u},v,w}) e com (ny,na,n3) e (ug, v, wi), respectiva-

mente.
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Sejam 1 = uy — g, ¥ = U] — U3, W = W) — Wy, Up = Uy — U3, Vo = U — v2 € wy = w) — w3. Entio,

as fungdes (u,v,w) € W' (@) x sz‘l(Q) X sz‘l (@) e satisfazem o problema:

%—k&u:Alu-l-Agv#-Agw-i-Adml—n1)+A5(mg—n2)+Ag(m3—n3) em Q
6—?—kAv:Blu+Bgv+B3w+B4(m1—n1)+B5(m2—n2)+Bs(m3—n3) em
&
-é’ti — kAw = D11t + Dow + Dyt + Dy(mi —n1) + Ds(ma —n2) + Dg(ma —n3) em @
du v Bw
a—n—a—n—a—n——-o €In 8QX(U,T)

wu=1uy, v=vp e w=wy em §x{t=0},
(3.3.24)

onde
A1 = aywi(—wy + 1y +ug + 2my) + agvy (~vg + ¥y + up + 2ms),
Az = agug(vy + vg + uz + 2mg),
Az = qpus(wy + we + ug + 2my),
A4 = —211.211!2, A5 = 0, Ag = —~2u2'ug,
By = agva(uy + ug + va — 2mg),
By = apwn(—wy + vy +vg + 2me) + agun (—ur + 11 + v2 — 2ma),
By = asva(wy + wy + v2 + 2ma),
By =0, By = —2vyws, Bs = 2uaus,
D = ogwslug + g + we — 2my),
D2 = azwe(v1 + va + we — 2ma},
Dy = arvi{—wuy + wy +wz — 2my ) + agu(—vy + wy + we — 2mg),
Dy = 2wsuq, Dy = 2wy e Dg = 0.
Aqui adotamos Ag = By = Dg = 0 para que as trés equagdes do problema (3.3.24) tenham a mesma

estrutura.

Multiplicando a primeira equagio do problema (3.3.24) por u, integrando em (% (0,2), com 0 <t < T,

e utilizando a desigualdade de Young, temos

1 : 1
3 [k [ [ [VuPdus < Slunly
4] 0 J0

t
|[A2l | [da] |, 44| | |4s] | |Ael]| 2 | [42] 2 | |A3]
+/D/Q{[A1+2+2+2+2+2u+20+2w dxdt

t
+f / [M(ml - ﬂ,l)z + @(mg — ?'12)2 + I—i{ﬂ(m;; - ﬂ3)2:| dxdt.
o Ja| 2 2 2

Multiplicando & segunda e a terceira equagdes do problema (3.3.24) por v e w, respectivamente,
integrando cada uma das igualdades em O x (0,£), com 0 € ¢ € T, e procedendo de modo anslogo

obtemos
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[
%/vz(t)dx+ k/ f|VU|2dxdt§ Sleolfaa,

t
|B1l 2, |Bl| | Bs| |B4| |Bs| |BGI} 2 |Bsl
el B, 1O, 1osl 193]
+/D/n{2 +][+2 2+2+2v+2wdxdt

t
+/0 j{; P‘%‘—l(ml - n1)2 + E-;s_l(mz - nz)z + f%d(ﬂ% _ ns)z] gt

t
1/v.uz(1t)d:«~+ kf /lelzdxdtS 1I|’~‘-U0H2.r,2(s:;)
2 e} 0 Ji 2

! (D] o [Ds] o, [IDA] | [Do] 1D] _ 1Ds] | IDsl] >
+/;L{TU +—§"—‘U +[T+T+D3+T+ 5 2] }dxdt

¢ D
+f / Pl — )2 4 5 2 1 128l 2] dxar
Lol 3 3

Somando as trés dltimas desigualdades e utilizando que A, As, Az, 44, As, A, By, B2, Bs, By, Bs,
Bs, Dy, D2, D3 , Dy, Dse D € Lm(Q); pois wy, U1, W, U, Vg, Wa, My, Mg, M3, N1, Nz, N3 € Wﬁ;;s(Q) -
L*™(@}) pela Proposicao 3.3, temos que

1

i
ks 2 v? w? - 2 2 2
: L [W2(t) + v2(2) + w()] dx + & fo /Q [IVul? + [Vol® + [Vewi?] dxdt

4
<C {“‘Uo”%z(n) + lwollZ2ay + lwoliZegey /0 fn (u® + % + w?) dxdt

i
+/D fg [(m1 = m1)? + (m2 — n2)® + (M3 — n3)?] dxdt}.

Agora, usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira integral acima, obtemos
: / [W2(8) +v2(t) + (&) dx + k/ / [IVul + [Vof + V] dxds
)

<C { [uollz( + [lvollZegay + lwollfay +/ / [(m1 = 1) + (my ~ n2)? + (m3 ~ ng)? dth}
(3.3.25)
paratodo 0 <t < T

Agora multiplicando a primeira equagéo do problema (3.3.24) por 8u/dt, integrando em §2 x (0,1),
com, 0 < ¢ < T, e usando a desigualdade de Young, temos

] Su 2dxd k v QdXd <C 2
/0/9 = t+ 5 Q[ u(t)[ dxdt < Clluallyz g,

du\? t au\? ou\? A
2 »e g 2 g 2 it
+Ce|Az|v+e| Az (Bt) +/; j{; [6|A1] (8t) + Ce|AL|u” + €| A3 (31‘) + Ce|Asz|lw® + £]A4| (5‘t)

du\? du\’
+C|Asg|(my — n1)? + €[ As| (5?') + Ce|As|(ma — ng)? + ¢|dg| ('{%) + Ce|As[(mg ~ ns)a] dxdt.
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Como Ay, Ay, A3, 44,45 e Ag € L®(Q), temos que existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal
que €|A1| + €[Ag] + €] As| + €| Aa] + €|As| + €]4g| < 1/2 q.t.p. em Q. Tomando tal £ e usando que
Ay, Az, A, Ay, As e Ag € L(Q), temos

t 2
/ / (?E) dxdt + / Va(e)Pdxdt < ClluolPyz,
o Ja \ Ot Q z

i i
+C/ f (u?' + v? + wz) dxdt + C/ f [(m1 — n1)2 + (mg - 'n.g)2 -+ (m3 - ‘3’13)2] dxdt.
0 JQ o J0

Agora, usando a inequagdo (3.3.25) na desigualdade anterior temos que

¢ Ou\
/D ]ﬂ (E) ddt + & /; [Vu(®)dsdt < O [uollz gy + lIvolliaiey + lwoliZaqay +
¢

(3.3.26)
+]ﬂ fg [(m1 —n1)? + (ma — n2)® + (m3 — n3)2] dxdt| ,

paratodo 0 <t < T.
De modo anélogo, multiplicando a segunda equagéo do problema (3.3.24) por dv/8t e a terceira por
Ow/Ot e integrando em £ x {0,1), com 0 < ¢t < T, obtem-se respectivamente

t 2
oy
[/(B‘?) dxdt+k/jVu(:)dedtgc[nuolf%z(m+]|v01I?Vg(g)+||woltizm)+
0 JR ¢ v

(3.3.27)
"'/0 /Q [(m1 = m1)? + (m2 — n2)? + (m3 — n3)?] dxdt]

t w\?
[ [(52) sk [ (vuteasis < [luoliea, * ool + looliuze) +
0o Jo \ 3¢ 0 g

t (3.3.28)
+/0 /Q [(m1 — n1)® + (M2 — n2)® + (mz ~ ns)? dxdt} ,

paratodo 0 <t < T\

Finalmente, multiplicando a primeira equacéo do problema (3.3.24) por (—Aw), a segunda por {~Av)
e a terceira por (—Aw), integrando cada igualdade obtida em £ x (0,2), com 0 < ¢ < T, € procedendo

COmo no caso anterior, termos

[ ivatopase & [ [ |auta < ¢ [luolfuz + ol + ool

(3.3.29)
+C’/ / ma1 — 1) + (mg —n2)? + (m3 ~ n3)? ] dxdt,

L
[ 1votaxae sk [ [ |soPasdt < € [luallaay + oz + loolaa ]
i

+C/0 /(; [(m1 — n1)? + (M2 — n2) + (mg — ny)?] dxdt

(3.3.30)
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e
|V'w(t )Pdxdt -+ k IAwlzdxdt <C|l [|u0”L2(n +llvollZ2qy + ol a
) } wi()
(3.3.31)
+C/ / (ml 71)? + (mg — n2)® + (ms — na)?| dxdt,
paratodo 0 < ¢ < T.
Das equagdes (3.3.25) a (3.3.31) obtemos que
“U”wg-‘(g) + “””W;l(Q) + Hw”w;,l@) <C [“’“0”1—1?(9) + ”vU”W.f(S}) + ”wnlfwg(n)} (3.3.32)
+C {llmy — maliz2(q) + llma ~ nallz2(g) + lIms — nalica(qy) -
Logo vale a estimativa do enunciado do teorema,
]

Coroldrio 3.1 Sejam (my, ma, m3) e {1, n2,n3) € LP(QIxL®{Q)xL®(Q), (uf, v}, wd) e (ul, v],wd) €
W2, 5(2) X W2, 5() x W3,/5(Q), com 2 < 3p/5 < 00, e sejam (ur,v1,w1), (uz,v55ws) € Wy (Q) X
W2HQ) x Wi (Q) as solugdes correspondentes do problema (3.0.1) com (ma,mae,m3) € (ud, v, wl) e
com (n1,n2,n3) e (ug,vg,wd), respectivamente. Suponha gque k, a1, a2 e a3 > 0 sdo constantes, my,
ma, ms € L®(Q) e ud, v} e wi satisfazem 8ul/Bn|sq = Ovd/On|aq = Owh/On|on = 0, u, v, wi > 0
eud +v5+wh =1, pare i = 1,2. Além disso, suponha que @ C R® ¢ um dominio aberto, limitado e
de classe C%. Entéo (u1,v1,w1), (ug,v2,w2) € WEHQ) x W' (Q) x W2L(Q) e satisfazem a seguinte
estimativa de estabilidade

|2 — u2”wf!1(Q) + v - t"2”v[f,,2'1(c;>) + ljwn — w2”w§-‘(q;

<C [Huﬁ — ullwaee) + v = vllwz ) + lhwg - willwze)
+Hmy — gy + M2 — nzlle(g) + llms — nallz-@)] »

onde C depende de Q, T, das constantes do problema (3.0.1) e de uy, v1, wy, U2, va € wq.

Demonstragao:

Sejam w1, v, w1, U2, Vo, Wa, U, ¥, W, Up, Vo € wy como na demonstragio do Teorema 3.3.

Como ug, v, Wy € Wazp/s(ﬂ), com 2 < 3p/5 < oo, pela Proposicio 3.3, (u1,v1,w1), (u2,va,ws)} €
W21(Q) x WEH(Q) x W2N(Q). Entéo (u,v,w) € W21(Q) x W21(Q) x W21(Q).

Para mostrar que a estimativa do enunciado é satisfeita, vamos dividir a demonstragio em dois casos:
2<p<10el0< p< oo

i) Mostremos que a estimativa ¢ satisfeita para 2 < p < 10.
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Como Aju + Asv + Asw + Ay (ml - nl) + As(mg — na) + Ag(ms — ng) € L®(Q) C LP(Q), para
2<p<10,ecomoue € ng /5 () C Wp ?(£2), aplicando o Teorema 1.4 & primeira equagdo do problema
(3.3.24), temos
ullwz1qy £ C [”Alu + Agw + Azw + Ay(my — n1) + As(mp — na) + Ag(ms — ns}llreg) + Huolfwg_g(m
< Cllllzrigy + Wollzeigy + Iwllzoqq) + llma — nallzegy + llma — n2llze(g)

+ilm3z = n3l|Le(qy + [luollwz ;5(91}
<C [”““w;-l(Q) + ”“”wg»l(cg) + ”wnwg-‘(cg) + [lmy — ”1HL°°(Q)

+ma — malipee(g) + Ims — nallzeo() + lluollwg, ;5(9)] ,

pois Ay, Ay, As, Ag, As, Ag € L®(Q) e W2 (Q) € LP{(Q), com 2 < p < 10. Agora, pela desigualdade
(3.3.32), temos
lally 2 gy < € ol (@ + lvallwziey + liollvz e (3339
Fllm1 = nillpeqg) + lima — nallLegy + lIms — nsllze@))] ,
para tode 2 < p < 10,
Procedendo de modo andlogo para a segunda e terceira eguagdes do problema (3.3.24), obtemos

respectivamente

||‘U|lwg»1(Q) <C [”Un”wﬂ(g) + f|ia‘0||w2 s () + “wnnw?(u) (3.3.34)
+lmy — millpeo(y + lme — nallp= gy + lIms — nallee(y] @

”w“W:'l(Q) <C [”Uoﬂwg(n) + llvollwg ey + ||w0|iwgpfs(s1) (3.3.35)
+lma = mallpeqg) + M2 = n2lle@) + lims — nsllze(@)]
para todo 2 < p < 10, E somando as desigualdades (3.3.33) a (3.3.35), obtemos a desigualdade desejada
no caso 2 < p < 10.

ii) Agora mostremos que a estimativa é satisfeita para 10 < p < oo,

Como Ayt + Agv + Agw + Ay(my ~ n1) + As{mz — ng) + Ag(ims — ng) € L2°(Q) € L193(Q) e como
ug € ng /5 () ¢ W), aplicando o Teorema 1.4 as trés primeira equagdes do problema (3.3.24) e
procedendo como no caso anterior obtemos que

lwz o + ol oy + 1ol o) < C [Iluolhwzioy + loollwziay + luollwzqon

10/

(3.3.36)
+|m1 = na|gee (@) + Mz = nallzoe(ey + Ima — nallL=(q)] -
Agora, como Aju + Agv + Asw + Ag(my — nl) + Ag{mg — ng) + Ag{ma — n3) € L=(Q) C LP(Q),
para 2 < p < 10, e como ug € p/ﬁ(ﬂ) C W2 ; (), aplicando o Teorema 1.4 & primeira equacfc do
prohlema {3.3.24), temos que

Hellwz1 gy < C |l A1 + Azv + Agw + As(ma — 1) + As(mz —n2) + As(ms — ng)llze@y + Huonz—%(m
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< O lellwag, o + Il @ + Iehwan, @) + lms = nalliescay

+lime — nallze(g) + {Ims — nsllze(q) + ||u0||wgp,5(m] ,
pois Ay, Az, Az, Ay, A5, As € L®(Q) e Wf(’)}:,'(Q) C LP(Q), para qualquer p > 2. Agora, pela
desigualdade (3.3.36),

lelly21.gy < € [Iluollwz @ + llvollwzce + oz oy

+ma — nallpe@) + Ima — n2llpeo(q) + Ima — nall~(q)] »

para 10 < p < co.
Procedendo de modo andlogo para a segunda e terceira equages do problema (3.3.24), obtemos que

el <C [Uun"wg(n) +llvollwz @ + llwollwzeey

3p/f5

+Him1 = mllze () + M2 — nallre(g) + lIms — naliLe(qy]
lwliwz1q < C [||“0!|w§(n) +llvollwz ey +ilwollwe, @)
+Hllmy = n1ll Loy + e — n2ilzeeq) + llms — n3llL=(gy] »

para 10 < p < co.
A designaldade desejada para 10 < p < 0o é obtida somando as trés tltimas desigualdades.

Segue diretamente do Teorema 3.3 o seguinte resultado:

Coroldrio 3.2 Suponha que k, a1, az e ag > 0 sdo constantes, M1, mg, my € L™(QQ) e g, vp, wp €
W2(Q) satisfazem Buo/On|aq = Bvp/On|sn = Bwe/On]sn = 0 e up,vo,wo > 0 com ug +vg + wp = 1.
Além disso, supanha que @ C R® ¢ um dominio aberto, limitado e de classe C*. FBntdo, a solugdo
(u,v,w) € WaH(Q) x Wyt (Q) x Wi (Q) do problema (3.0.1) é dnica.

Do corolario anterior e das Proposicdes 3.3 e 3.4 obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.4 Suponha que k, a1, as e ag > 0 sdo constantes, My, ma, ma € L®(Q) e ugy, vo, wo €
W) satisfazem Bup/On|on = Buo/Onlan = dwoe/Onleq = 0 e uo,vp,wp > 0 com ug + vy + wp = 1.
Além disso, suponha que 0 C R® é um domindo aberto, limitado e de classe C2. Se (u,v,w) € Wg’l(Q) X
W@} xW2(Q) ¢ uma solugdo do problema (9.0.1), entdo (u,v,w) € Wf{;}3(Q) foc’,}a(Q) fo&}S(Q)

eu, v e w salisfazem a seguinte estimotiva
”u“Wfo'}a(Q) + ”U"Wfd}s(‘?) + ”w““’fd}s(‘?) <C [”uoﬂwg(m + lvollwzo) + ”wunwg(g)] '

onde (' depende de Q, T e dus constantes do problema (3.0.1).
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Se, além disso, ug, vo, wy € Wézpﬁ(ﬂ), com 2 < 3p/5 < oo, entdo (u,v,w) € WH(Q) x W2(Q) x

W2HQ) eu, v e w satisfazem a seguinte estimativa

lwllywza gy + llyza gy + lwlly2agy < € [Iluollwgpﬁ(m +llvollwz @) + |[w0!|w2w5(nj] )

3

onde C depende de 1, T' e das constantes do problema (3.0.1).



Capitulo 4

Modelo de Solidificacao 2

Sejam £ C R® um dominio aberto, limitado ¢ de classe 2, T € IR finito e Q@ = @ x (0,7, como nos
capitulos anteriores. Aqui vamos discutir existéncia, regularidade e unicidade de solugdes do problema

com condi¢des de fronteira e condigGes iniciais:

ar Au v
o — bAT = Ela +sga

— —kAu = —aqquw(w —u+cy7+d1) — aauv(v —u+tcgT+ds) em @

Q‘U

Bg*kAv-_—ang(w—»v+027'+d2)—a3u'u( v—v—cyr—d3) em @
- —kAw = —ajuw(u —w—cr —di}) —mvwv—w—cyr—dz) em @
ot ar du M w

a—nzé-?;:%=8+n=0 em 90 x{0,T)

T=Tp, U=1Uy, VU=V € W=1uy em QX{t:O}_

+53 +f em €

(4.0.1)

As fungBes campo de fase u, v e w distinguem entre trés subdominios sélidos com cristalizacdes
distintas e um subdominio liquido em @ e T representa a temperatura. Aqui b, k, a1, a2 € a3 sdo
constantes positivas I1, Iy, I, ¢1, ¢2, €3, d1, da e d3 580 constantes arbitrdrias e f € LI(Q), com g > 5/2, é
uma funcio dada. Vale ohservar que as constantes Iy, {2 € I3 tem mesmo sinal por razoes fisicas, mas este
fato néo serd mais mencionade, pois ndo serd utilizado na obten¢do de nenhum resultado. n representa o
vetor unitrio normal exterior & 2. As condigdes iniciais ug, vo € wp sd0 dadas em W3 () e satisfazem
Bug/Onlan = Svp/Onlsn = Gwo/Onlsn = 0, up, vo, wo > 0 e ug +vo +wo = 1.

4.1 Resultados Sobre Existéncia de Solucao

Observemos que no problema (4.0.1) temos que o + va + wo = 1 e, além disso, somando suas trés
primeiras equaches obtemos &(u +v+w) /8t = 0 em Q. De onde, todas as possiveis solugdes do problema
(4.0.1) satisfazem u + v +w = 1 em ¢). Entdo substituindo w por 1 ~ u — v neste problema obtemos o

geguinte problema auxiliar:

65
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or _,0u L Ov
) a—bﬁr—llat+lzat+f em ()
i:—kf.\u=—alu(1~u~v)(1—2u—v+clf+d1)—agu'u(v—u+c:3‘r+d3) em
3—3 —kdv=—au(l —v—-u)(i-2v—-u+ecaT+de) —qavu{u—v—cgr—ds) em @ (4.1.2)
dr Hu Hv
%—%—-—a—ﬁ——o em 8Qx(0,T)

T=1, U=up, V=1 em x{t=0},

cnde b, f. k, a1, 21, di, 02, €2, da, a3, c3, da, 7o, Ug, Vo 850 como no problema {(4.0.1) el =5, — L e
LE = !2 - 33.
Para obter um resultado sobre exist&ncia de solugbes do problema (4.0.1) vamos primeiro discutir

um resultado sobre existénecia de solugfes do problema auxiliar acima.

4.1.1 Existéncia de Solugao de um Problema Auxiliar

Proposiciao 4.1 Suponha que b, I, I}, k, a3, 1, d1, as, ¢a, da, ag, €3 e d3 sdo constantes com b, k, ay,
a2, az > 0, f € LYQ), com g > 5/2, e 7, ug, vp € W2(Q1) satisfozem %‘l = %‘1 = %’f} =0, tg, %0 2 0
eug +vg < 1. Além disso, suponha que @ C IR ¢ um dominio aberto, limitado e de classe C2. Entdo,
o problema (4.1.2) possui uma solucdo (7,u,v) € Wgz’l(Q) x Wil (@) x Wi (Q) e T,u,v satisfazem as

estimativas

||T||w§-1(Q) + “u”wg-l(Q) + ||ﬂ|1w§-1(Q) <C [||’?'u||w§(ﬂ) +lluollwzay + llvollwza) + ||f||L2(Q)] )
(4.1.3)

wo>0 e utv<l qtp em(@, (4.1.4)

onde C' depende de 1, T e das constanies do problema ({.1.8).

Demonstragao:
Para demonstrar a existéncia de solugio (7,u,v) € WPH(Q) x W' (Q) x W2{Q) do problema

(4.1.2) vamos aplicar o Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder (Teorema 1.3) no espago de Banach
B = {{r,u,v)i7 € L™(Q),u,v € L(Q)} = L=(Q) x L*(@) x L*(Q).
Para isso consideremos o operador T : B — B, com
T8, p,v)=(r,u,n), V(B,u,v)EB, Y0<ALI,

definido pelo problema a seguir
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or , Ou v
a—bﬂ 516t+326t+f em ()

———kAu—-alu(l—u v)(1-2u—v+rf+dy) —asuv(v—u+ s+ ds) em Q

gt

= kAv = —apv(1 — v — u)(1 ~ 20 — u + Acaf + ) — agvulu — v — Aesf —ds) em Q  (41.5)

or du v
a—n—%-—%—o em 00 x(0,7T)
T=17, u=tuy, wv=vy em §x{t=0},
com b, I}, 15, f, k, a1, &1, da, a2, ¢a, dz, a3, ¢3, d3, T, Uo € vy como no problema (4.1.2).

Vamos agora verificar que as hiptteses do Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder sdo satisfeitas.

a) Primeiramente mostremos que 7', estd bem definido ¥V (#,4,v) € BeV A € [0,1].

Para isso, sejam (8,p,v) € B e A € [0,1]. Como § € L®(Q) temos que Acif +d; € L=(Q),
para i=1,2.3, entio aplicando a Proposigio 3.2 4s duas Gltimas equagbes de (4.1.5) temos que existe
(u,v) € W2 (Q) x W(Q) solucio destas equagdes.

Tomando w = 1 — u — v temos que (u,v,w) € WZ(Q) x W2(Q) x W3(Q) é solugio do problema
(3.0.1), pela demonstragdo do Teorema 3.2. E pelo Coroldrio 3.2 temos que tal solugdo de (3.0.1) é tinica.

Pela unicidade da solugio em WZ(Q) x WE(Q) x W2(Q) do problema (3.0.1), temos pelo Teorema
3.2, queu,» >0eu-+v+w=1, de onde, u+ v < 1, e pelo Teorema 3.4, que (u,v,w) € WfD/3(Q) X

10/3( ) x 10/3( )-

Agora, como (u,v} € an/3(Q) X WfO/S(Q), temos que g—‘t‘, %% € LY/3(). De onde, o segundo
membro da primeira equacio de (4.1.5) pertence a LI(Q), onde § = min{g, 10/3}. Entdo, pelo Coroldrio
1.3 e pelo Teorema 1.4, temos que existe Gnico 7 € qu a (@) solucio desta equagdo. Mas como § > §/2,
entdo W;‘I(Q) C L*{Q), portanto 7 € L=(Q).

Assim, obtivemos que T : B — B est4 bem definido. Mais ainda, T : B — W2(@) x Wi, {3(Q] X

Wi 5(@); onde § = min{g,10/3}.

Antes de continuarmos a verificar as hipéteses do Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder, ob-
servemos que todo (u, v), tal que (r,u,v) = Th(8, 4, v), satisfaz u,v > 0 e u+ v < 1, q.t.p. em Q. Logo,
se tivermos um ponto fixo para 7}, ou seja, uma solucdo para {4.1.2), esta deve satisfazer (4.1.4).

b) Agora mostremos que para todo A € [0,1] fixo, T, : B — B é uma transformagio continua e compacta.
Para, isso, fixemos A € [0,1]. Sejam (8, 1, 1), (82, p2,12) € B. E sejam (73, u;, v;) = T (0:, us, 1),
parai=l2, e w; =1 —u; —v;.
Como (u1,v1,w;) € solucdo do problema (3.0.1) com —2m; = Aeyfy +dy, ~2my = dezfy +dy @
—2mg = Acaby +da, e {ua, v2,w2) ésolugio do problema (3.0.1) com —2n1 = A8z +dy, —2n9 = Aeaba+ds
e —2n3 = Acgfa + d3. Entdo, pelo Teorema 3.3,



68 CAPITULO 4. MODELO DE SOLIDIFICACAQ 2

[lr — Uzllwlzd;a@) + |l — w”Wfd}s(Q) < C [JAe161 +di — Aeyfa — dilpross (g
+liAczb +dz — Aeabs — daf| prorsiqy + [|Acsby + ds — Aczfz — dsllprors(gy]
< Oloy = 82][1=(q)>
onde € depende de uy, 42, v1 € va.
Agora, observemos que T := 11 — 7 Satisfaz

or _ 0t —ws) |, 0(v1 —va)
=h at o at

at
OrfOn=0 em 80 x(0,T)
7=0 em Qx{t=0}.

em

Como u,u2,v1,vg € Wfaljg(Q), temos 8(‘“3:“2), B("‘a?’z} € LY3(Q). Entaor:=71 —m € Wf,;;s(Q) e
satisfaz

Hur —uz) | 8{v1 — v2)
I — 7’2”W§’1(Q) £ Clin - ""anf&}a((;’) <¢ ” ot R

L10/3(Q)
<C [lful —wllyz o) * [ln — Uzllwfd}s(q)] < Clloy ~ b2/l =)

onde § = min{q,10/3}.
De onde, temos que

|22 — uz”w&-h(@) + [los — U2“w126}3(Q) + |l — TZHW;’-‘(Q) < Cllf = 82l L=(q)-

Logo, T : B = Wg’l(Q] x W3 (Q) x Wz’la(Q) é continua. Mas como as inclusbes Wg’l(Q) C

10/3 10/
L*(Q), com § = min{g, 10/3}, e Wf&}S(Q) C L%(Q) sfo continuas e compactas, segue que T : B — B é

continua ¢ compacta.

¢) A seguir vamos mostrar que V (@, ,v) € A, A C B limitado, T)\{0, i, v) é uma transformagio uni-
formemente continua em A.

Fixemos (6, u,v) € A com A C B limitado. Sejam )i, Ay € [0,1]. E sejam (7, us, v} = T, (0, 4, v) e
w; = 1 —u; — vy, para i=1,2. Procedendo de maneira andloga ao caso anterior, obiem-se que

llur —wallwz gy +llvn = v2llwzs gy < Clifllze=(@yAs = Al,

onde C depende de w1, 2, v1 e vs. Agora, como (8, u,v) € A com A C B limitado, temos que

[t — U2”wfd}8(cg) + |l — U?”wfd}a(Q) < C|Ar = Azl

Novamente, observando utilizando o problema. satisfeito por 7 := 1 — 3 € procedendo como no caso
anterior, temos

”Tl - TZHW;J(Q) < CI/\l - '\Zl-
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Das duas tltimas estimativas obtemos que Ty (8, p,v) : [0,1] = W;’I(Q) X W126}3(Q) s Wﬁi}a(Q) é
continua, onde § = min{g, 10/3}. Mas como as inclusdes W-q?‘l (@) Cc L™=(Q)e Wfﬁ}a(Q) C LY(Q) sdo
continuas, segue que 77 (8, 4, ¥) : [0,1] = B é continua. Além disso, como [0, 1] é compacto, temos que

T(,)(8, p, v) é uniformemente continua em A.

d) Agora mostremos que ¢ operador Ty possui um tnico ponto fixo em B.

Para A = 0 ¢ problema {4.1.5) se torna

or , Ou v
a—b& Ilat+123t+f em @

— —kAu=—gqu(l—u—v){1 -2u—v+d} —azuw(v—u+ds) em @

31;

— —kAv=—aw(l-v—u)l-2v—u+ds) —asvu{fu—v—d;) em@Q (4.1.6)

dr Ou v
il il wi =0 em d0x(0,T)
T=7Tn, U=Upy, V=V em .Qx{tz(]}1

para todo (8, u,v) € B.

Seja (8, p,v) € B. Como d; é uma constante finita, temos que d; € L*°(Q), para i = 1, 2, 3, entdo
aplicando a Proposicio 3.2 as duas 1iltimas equagdes de (4.1.6) temos que existe (u,v) € WZ(@Q)xWE(Q) C
L2(Q) x L%(Q) solugdo destas equagdes.

Tomando w = 1 — u — v temos que (u,v,w) € WE(Q) x WE(Q) x WE(Q) é solugdo do problema
(3.0.1), pela demonstracio do Teorema 3.2. Pelo Coroldrio 3.1 temos que tal solugio de (3.0.1) é iinica.
Logo, existe tinico (u,v) € L°(Q}) x L?(Q) solucido das duas 1iltimas equacdes de (4.1.6).

Pela unicidade da solugio em WZ{Q@) x W3 (Q) x WZ(Q) do problema (3.0.1), temos pelo Teorema.
3.4, que (u,v,w) € was( ) x qu/S(Q) X WfU/S(Q). Agora, como (u,v) € was(Q) % WED/S(Q), temos
que ‘g‘t‘, % e LM3(Q). De onde, o segundo membro da primeira equagdo de (4.1.6) pertence a L%(Q),
com g = min{q, 10/3}. Entdo, pelo Coroldrio 1.3 ¢ pelo Teorema 1.4, temos que existe tnico 7 € W-q?‘l (@)
solucao desta equagho. Mas como § > 5/2, temos Wf;‘.”l (@) C L™(Q), e conseqiientemente, 7 € L=((}).

Portanto, existe um tnico {1, «,v) € B solugio de (4.1.6). Comeo tal solugfo € a mesma para qualquer
(8, u,v) € B, temos que Tp{8, 1, v) = (7,u,v), V¥ (8, 1,v) € B. Logo, o operador T possui Gnico ponto
fixo (v,u,v) € B.

e) Finalmente mostremos que existe uma constante & > 0 finita tal que toda possivel solugéo de (,u, v} =
Ty(7,u,v), para qualquer X € [0, 1], satisfaz ||(7,u,v)||p < K.

Precisamos entio estimar as normas dos possiveis pontos fixos de 7.

Seja {T,u,v) € B um ponto fixo de T para algum A € [0, 1], ou seja, Tx{T, u,v) = (7, u,v). Observe-
mos que para tal A, (7, u,v) satisfaz o problema
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o g—:waleig—?+£;%+f em @

i EAu=—au{l ~u—v)(1 - 2u—v+d) — azuv(v — v+ ds)
—darciu(l —u — v)7r — Aagesuur em ¢}

% — kAY = —agv(l — v —w)(1 - 20 — u + dp) — agvult — v — ds) (4.1.7)
—Aageav(l — v — u)T + Aagegvur em
%zg—:=g§=0 em 802 x(0,T)

T=7, u=uy, v=v em x{t=0}
com b, i, 85, f, k, a1, &1, d1, as, ¢, d2, a3, €3, da, To, g € vy cOmO no problema {4.1.2).

Primeiramente, multiplicando a primeira equaggo de {(4.1.7) por 7—I{ju~I5v e integrando em £ x{0, ¢},
com 0 <t < T, e usando a desigualdade de Young, obtemos

"
/ [T(t) — L) — Lo)] dx+ Qb/ / [[Vr|® = VrVu — 1,V Vo] dxdt
p o Jo (4.1.8)

¢
<C [“Touizm) + [luolF 2y + lvollz 2y + 1711320 +f0 /ﬂ (* +u® + %) dthJ -

Multiplicando a segunda equagédo do problema (4.1.7) por u, integrando em 2 x (0,¢), com 0 < ¢ < T,
e utilizando a desiguaidade de Holder nas integrais do segundo membro, visto que 0 < u, v < 1, e portanto
u, v € Lo°(()), temos

t
3 [wacsk [ [ |vurixis < 3ol
0 a Jo

i i
Hlan@-+ 1) + a1+ W=y [ [ wddt + oslen| + asleallymqay [ [ )
1] 1] Q

de onde, utilizando a desipualdade de Young obtemos

1 i £
—/uz(t)dx+ k/ /qu|2dxdtgc[||uoliia(m+/ / (u2+f2]dxdt], (4.1.9)
2 Q 0 J0 0 JQ

para todo 0 <t £ T
Multiplicando a terceira equagio do problema (4.1.7) por v, integrando em Q x (0,¢), com 0 < £ < T,
e procedendo de modo andlogo obtemos

i t
l/vz(t)dx—i-k/ /Wu]"‘dxdtgc [|[vg|1§,2(m+f / (02+72)dxdt], (4.1.10)
2 Q 0o JO 0/

para todo 0 < ¢t < T
Multiplicando a desigualdade {(4.1.9) por uma constante 24 > 0, a {4.1.10) por uma constante 28 > 0
e somando-as & desigualdade (4.1.8), temos
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/ {[‘r(t) —lult) - ﬁav(t)]2 + Aul(t) + BvQ(t)} dx

Q
t

+2 / / BV |* — Bl VT Vu — By VTV + Ak|Vul® + Bk|Vo|?] dxdt
0 J8

i
gc[umll%z@+||uui|iz(m+1|vo||is(m+||f||iz(q)+ /D /Q (2 4 +7) dxdt].

Tomando A = max{1 + 4(1{)%,1 + b(1{)/k} ¢ B = max{1+ 4(1})%, 1 + b(Z})* /k}, temos que (7 — I u
1)+ Au? 4+ Bv? > 22+ o +0? e bV 7|2 — bl VIVu— by VTV + Ak|Vul® + Bk|Vo|?* > 4{VT]2+|Vu)?
+ |Vu|?. De onde,

fn['rg(t)+u2(t)+v2(t)]dx+/o L[|VT|2+k|Vu|2+k|VU|2] dxdt

i
SC[Il‘mlliz(n)+[]uOIIiz(g)+I|voll%=(n)+|[f|[§,2(q;)+ /0 fﬂ (r2+u2+v2)dxdt].

Usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira integral acima obtemos que

/ [F2(8) +12(8) + o2()] dx + / t / (V72 + B{Vuf? + B|Vo?] dxds
Q 0 J0

(4.1.11)
< C [InolFaey + otz + livollGeqey + 11320y

paratodo 0 <t < T.

Agora, multiplicando a primeira equagio de (4.1.7) por 8r/0t, integrando em { x (0,£), com 0 <
t < 7T, e usando a desigualdade de Young, obtemos

: or\? 87 du ar v .
fofg[(ﬁ) ~a S 8t]dxdt+b/|Vf(t|dx<b|['ro|| 2oy gy (4112)

para todo 0 <f < T.
Multiplicando a segunda equagio do problema (4.1.7) por du/8t, integrando em 2 x (0,t), com
0 <t < T, eusando & desigualdade de Holder e depois a de Young, como no caso anterior, temos

/Da/g (%%)2dxdt+g/n]vu(t)izdx

k du\?
§||“0||W2(9)+||01(2+|d1|)+03(1+|d3|)nL°°(Q}2/ / [Cu +€(3—) ]dxdt

1 g 3 du\?
+j|a1|c1!+03[csl[|Lm(Q)§ A Cet? e 5t dxdt.

Tomando ¢ > 0 tal que [||a1{2 + |d1|) + aa(l + |dal)|lzee(q) + llazlcr] + asleslllz=(gy] € = 1, obtemos

que
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t 2 t
/ / (@) dxdt+k/ [Vu(t)|?dx < k!lﬂull%v?(nMC/ / (u? + 1) dxdt, (4.1.13)
a JQ ot & ‘ 0 /0

para todo 0 < ¢t < T
Multiplicando a terceira equacdo do problema {4.1.7) por 8v/8%, integrando em € x (0,£), com

0 <t <7, e procedendo de modo analogo obtemos

t v\ 2 t
/0/9(5) dxdt+k/9|vv(t)|2dx5k||v0|[%V3(Q)+c/[; /Q(fu%fﬂ)dxdt, (4.1.14)

paratodo 0 << T.
Multiplicando a desigualdade (4.1.13) por A, a (4.1.14) por B e somando-as & desigualdade (4.1.12),

temos N
t or , 07 Ju , 01 Bv Ju v
/0 /Ql(a) ~ G 2y at+A(B‘?) +B(8t) Jd’m
+ / [BIVT(8)]? + Ak|Vu(t)|® + Bk|Vo(t)|?] dx
0

¢
< blrollygeay + Akl g0y + BHlolfzioy + 115 +C [ [ (w2407 + ) .
Tomando A =1+ 4(;)% e B =1 + 4(14)%, temos que
or , 0T Ou ar dv du v 1 /6r\? Hu\? Y’
(8t) “hga Y +A(8t) +8 (at) 23 (E) + (Z’E) + (E)

e B{VT(t)| + Ak|Vu(t)|]? + BE[Vo(t)|? > b|Vr(e)|? + k[Vu()|? + k|Vo(&)[?. De onde,

/:/ﬂ l(%)2+ (%)ZJF (?;) }dxdﬂf [V + [Vu@)]? +Vu(t)[*] dx

< € [Imlziay + ol + Iollzn + 1)) +€ [ [ (u 407 4 42) v,

Usando 2 desigualdade (4.1.11) obtemos que

L)+ (3~ (@) o [rveor oo,

<C {”’-"0”%4,/22(9) + ||’U0”%v§(g) + ||T~’0H%V22(g) + ”f”iz(q)} ]

paratodo 0 < ¢ < T.
Finalmente, multiplicando a primeira equagio de (4.1.7) por —Ar, integrando em £ x (0,t), com

0 <t<T,eusando a desigualdade de Young, obtemos
! 2dx+b t ArPdx < = ||Vl
3 ) |Vr(t)[*dx + A [ArPdx < ZlIVTollZL20)

+f ‘ [ [cs (%) (AT 4 C (f;t) + (AT + Cef? +e(m)2} dixdt.
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Tomando & = b/6 e usando a desigualdade (4.1.15), obtemos

it

parg todo 0 < ¢ < T

Multiplicando a segunda equagio do problema (4.1.7) por —~Au e a terceira por —Aw, integrando
cada uma delas em © X (0,¢), com 0 < < T, e procedendo como na obtengiio das estimativas (4.1.13) e
(4.1.14) obtemos

:
/ﬂ ]Vu(t)|2dx+k/0 /(; |Auf’dx < C (“7'0”%2(51) + lluollfyzcay + IlvollZegy + ”f”%ﬁ(Q)) dxdt  (4.1.17)

t
./lev(t)izdx'* kfo /QIA”JZCIX <C (”70”%2(9) + “%“12(9) + ”'*"’n”%v;(n) + ”f”ia(g)) dxdt, (4.1.18)

para todo 0 <t < T\
Das desigualdades (4.1.11) e {4.1.15) a (4.1.18) obtemos que

“T”wg»‘-(Q) + ”“”w,?J(Q) + ||”HW§'I(Q) <C [“TOHWg(n) + ||UIJ”W§(Q) + ||‘U0”W§(n) + “f”LZ(Q)] .
Como W2HQ) ¢ L°(Q) com inclusdo contfnua, da desigualdade anterior segue que

Irllzroggy + llulizioqgy + wllzrog) < € [||7'0”wg(n) +{luollwz oy + livollwzca) + “f”L?(Q)] . (4.1.19)

Agora, como 7,u,v € L1%(Q) satisfazendo a estimativa anterior ¢ 0 < u,v < 1, temos que o segundo
membro da segunda e da terceira equacbes de (4.1.7) pertencem a L'%(Q) c L19/3(Q}. Como uy,
vg € WZ(11), pelo Coroldrio 1.3 e pelo Teorema 1.4 aplicados a segunda e terceira equagbes deste problema
obtemos que u,v € Wfd}a {Q) e satisfazem

lellwz: @) < Cliwollwi@
+Ol - a1u{l —u ~v)(1 ~ 2u — v +d1) — azuv(v — u + ds) — darcru(l — v — v)r — dagequet|| L1os3 (g

<C [HUHLWS(Q) + 17l r0r3gy + ||U0||W§(Q)] <C [“TOHW,}(Q) + lluollwzny + (lvollwz(ay + ”f”Lﬂ(Q)] )

pois 0 < u, v < 1 e pela desigualdade (4.1.19). E do mesmo modo,

“U”Wfd}s(g) <C [lf‘f“nflwg(n) + ”Ho”wg(ﬂ) + ”?"Duwg(n) + “f”L?(Q)] .

Como u,v € Wf&;s (@), temos que 82, %2 ¢ L19/3(Q). Assim o segundo membro da primeira equagio

de {4.1.7) pertence a L7(QQ), onde § = min{g, 10/3}. Entao, pelo Teorema 1.4 aplicado a esta equagdo
obtemos que T € W;’I(Q). Como 7 > 5/2, temos que T € L>(Q) e satisfaz

‘ du Hu

315‘”55 +f }"'”’m”wg(Q)J

Tl|lreetoy < Clltllwarin < C
ITllz=@) < Clirllyzr gy < [ -
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<C |:|IUHW126}3(Q] +liwz ) + 1 lze@) + IIToIiw;(Q)]

1
<C [”Tu”w.g(n) + fluollwzeey + flvallwzio) + HfHLe(Q)] :

Da 1iltima desigualdade e de (4.1.19) temos que

I(r,u,2)lle < C [[I7llge(y + llzoggy + Wil o]

< C [lirollwziey + huoliwaey + ollwzc) + 1 lzo@] = K-

Como as hipéteses a) a e) do Teorema de Ponto Fixe de Leray-Schauder sao satisfeitas, temos
que existe (7,u,v) € BN W2HQ) x WPHQ) x W2 Q) ponto fixo de T4, ou seja, existe (r,u,v) €
Wf’l(Q) b W;’I(Q) X Wf’l(Q) solugdo do problema (4.1.2). Além disso, temos que essa solugao satisfaz
as estimativas (4.1.3} e (4.1.4).

Observacgio 4.1 Sob as hipdieses do teorema anterior, pelos argumentos apresentados na demonstreciio
de que a hipdtese u) do Teorema do Ponto Fizo de Leray-Schauder € satisfeita, temos que se (1,u,v} €
w2HQ) x Wg’l(Q) x W2 Q) ¢ solugdo do problema ({.1.2), entdou,v >0 eu+v <1 gtp. em Q.

4.1.2 Existéncia de Solugao para o Modelo de Solidificacao 2

Teorema 4.1 Suponha que b, L, l2, I3, k, a1, ¢1, di, aq, ¢z, da, a3, c3 e dy sdo constantes com b, k, a4,
as, a3 >0, f € LUQ), com g > 5/2, e 70, ug, vo, wo € WZ(Q) satisfazem %n = %E = %} = %ff =0,
ug, Up,wWp = 0 e ug + vg +wg = 1. Além disso, suponha que Q& C R® ¢ um domz’nia aberto, limitado e de
classe C%. Entéo o problema ({.0.1) possui uma solugfo (,u,v,w) € [Wj’l(Q)] e T,u, v, w satisfazem

as estimativas

71wz gy + sl |22y + ||U||w§'1(Q) + lwllwza g

(4.1.20)
<C [“"“ang(ﬂ) + ““0||w,_?(n) + lvollwzn + ||wo||wg(n) + U fllz2¢g | »

w,,w>0 e utvt+tw=1l gip em(Q, (4.1.21)

onde C' depende de , T e das constantes do probleme ({.0.1).
Demonstragao:

Tomemos | = I —I3 el = l—1l3. Entéio, pela Proposigio 4.1, existe (7, u, v) € Wa (Q) x W2 (Q) x
W2(@) solucio do problema (4.1.2). Além disso, tal solucio satisfaz as estimativas (4.1.3) e (4.1.4), isto
8,

I llwz1 gy + Nulbwzr gy + wllwzr gy < € [ll’follwg(rz) + l{uollwziy + llvollwz) + !lfl|L2(Q):| e
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v,v2>0eut+rv<lqgtp.em@Q. Sejaw=1~u—v. Comou+v <1 q.t.p. em ), temos que w >, ¢
pela defini¢io de w, temos que « + v +w = 1. Logo u,v e w satisfazem {4.1.21).

Como {r,u,v) é solucio do problema (4.1.2), substituindo 1 — % — v por w nos lugares adequados

temnos que:
o —bar=h B ) R -1+ f
=31%§+£2%+z3%(1—u—v)+f=£1%+12%+13%%+f,
%15—kAu=-a1u(1—u—v)(1—2u—v+c1'r+d1)—aguv(v—u+33'r+d3)
= —quw(w —u+ 17+ dy) —azuv(v — u + daT + €3),
%—kAv:wagv(l—'u—u)(l—2v—u+cz7+d2)~a3vu(u—U—C3'r—d3)
= —gavu{w — v + coT + da) — azguv({e — v — ¢cg7 — ds)
e
%_f_ksz-g—;‘+kAu—%+kAv
=aquw(w —uv+ar+d;) +avwliw — v+ cor +da)
= —aruw(u — w— 1T — d1) — avw(v — w — co7 — da)
em .

T=Ty, U=Uy, U=ty € w=l-u-—-v=l-uy-—y=w em Nx{t=0}
Logo (r,u,v,w) € [W3, (Q)]4 é solugdo do problems (4.0.1). Falta agora mostrarmos que w satisfaz
a estimativa (4.1.20), isto é,
llwlwz gy <€ [”Tu”wg(g) + {luollwzey + llvollwzia) + llwollwzia) + “f”Lﬁ(Q)J .

Para isso, muitiplicando a primeira equaco do problema (4.0.1) por w, integrando em (0,%), com
0 <+ < 7T, e usando as desigualdades de Hélder, Young e Gronwall, como nas estimativas dos possiveis
pontos fixos do operador T da demonstracdo da Proposicio 4.1, obtemos

t i
l/ 2(8)dx + k// le|2dxdtSC[|[wg”Lz(g)+/ /T2dxdt].
2Jq aJo 0 Ja

Agora, multiplicando a primeira equagdo do problema (4.0.1) por dw/&t e depois por —Aw, proce-

dendo da mesma forma, obtemos

¢t fow\?® k t
// (___) dxdt+—/ IVw(t)?dx < C [||wu|[wz(ﬂ) -{-[ ]Tzdxdt}
nJo \ Ot 2 Jq 2 0 Ja
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e
1 t i
-/ 1Vw(t);2dx+/ / lAwf? < C [|[wu||wz(g) +/ / r2dxdt] .
2 Ja o Jo 2 0o Jo
Somando as trés desigualdades anteriores e usando a desigualdade (4.1.3) obtemos
”w“wg‘l(q) <C [”ﬁ”wg(n) + lluollwz(y + llvollwziey + llwollwze) + Hf”L"(Q)] .
O que nos fornece a desigraldade desejada.
[
Observagao 4.2 Sob as hipdteses do teorema anterior, se (7,u,v,w) [ ] € solugéiio do proble-

me (4.0.1), entéo u,v,w>0euv+v+w=1qtp. em Q.

De fato, como ug + vg + wp = 1 em {2, somando as trés dltimas equagdes do problema (4.0.1), obtemos
pela teoria de equacgBes parabdlicas em LP, que u + v+ w = 1 q.t.p. em Q. Agora, como (T, u, v, w) €
[It’&f'zz’l((,‘?)]‘1 é solugédo do problema (4.0.1) e u + v + w = 1, temos que (7, u,v) [ ] é solugio
do problema (4.1.2). Entéc pela Observagio 4.1, temos que u,v > 0 e u +v < 1 q.t.p. em Q. De onde,
w,t,w >0eutv+w=1qtp. em Q.

4.2 Regularidade de Solucao para o Modelo de Solidificacao 2

Teorema 4.2 Suponha que b, l1, ls, I3, k, a1, ¢1, d1, a2, ¢z, d2, a3, c3 e ds sio constantes com b, k, ¢y,
az, az > 0, f € LY(Q), com g > 5/2, e 70, up, vo, wo € WZ(Q) satisfazem %}Fl = %‘:} = %‘; = %‘; =0,
ug, Vg, wg = 0 e ug + 10 +wy = 1. Além dsssa, suponha que @ C R? € um domfnio aberto, limitado
e de classe C2. Se (r,u,v,w) € [ Q)] ¢ uma solugdo do problema (4.0.1), entdo (r,u,v,w) €

Ez’l(Q) s 10/3(0,) X DfS(Q) X Wfo,/s(Q)’ onde § = min{gq, 10/3}, e 7, u, v, w satisfazem a estimativa

”T”W;J(Q) + ”U”Hﬂ or2(@) + ”””W? ors(@) + ||wllwf0}3(Q)

(4.2.29)
<C [“TO”W.}(Q) +luollwzey + lvallwziay + Hwollwawy + ”f”Lz(Q)} ,

onde C depende de 2, T e das constantes do problema (4.0.1).
Se, além disso, 1y, ug, Vo, Wy € W3w5(ﬂ), com 2 < 3p/Bh < oo, entdo (7,u,v,w) € qu'] (@) %
W2HQ) x W2(Q) x W2HQ), onde § = min{q,p}, e 7,u,v,w satisfazem a estimativa

!lTllw}!(Q) + ||u”W2’1(Q) + “””W?J(Q) + ”w”w"'l(Q)

(4.2.23)
<C [||‘T0Hw2 @ tlluollwz @) +llvollwz @) + llwollwz (@) + ||f||Lv(Q)]

onde C depende de §), T e das constantes do problema {4.0.1).
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Demonstragao:
4
Seja (r,u,v,w) € [sz’l (Q)] uma solugéo do problema (4.0.1). Procedendo exatamente como nas
estimativas obtidas nas demonstractes da Proposi¢do 4.1 e do Teorema 4.1 obtem-se que

li7llywz gy + el gy + ||”||W,§-1(Q) + llwllwz g

(4.2.24)
<C [”‘m”wg(g) +{luollwz(ey + lvollwz(ay + llwollwz) + “f”L%Q)] .

Agora, como 7,u,v,w € W2H(Q) € L'%(Q) satisfazendo a estimativa anterior ¢ 0 < u,v,w < 1
{pela Observagho 4.2), temos que o segundo membro das trés Gltimas equagbes de (4.0.1) pertencem a
LPQ) ¢ L/3(@). Além disso, 19, to, Yo, Wo € WE(Q) C Wfo-/?’a (Q), pelo Coroldrio 1.3. Logo, pelo
Teorema, 1.4 aplicado a estas equagdes obtemos que u, v, w € W126}3(Q) e satisfazem

“u||W126,1r3(Q] L Clll-mw(w — v +di) — asv(v — u + ds)Ju — [a1e1uw + agesuv] || p10/3 ) + Clhuollwg(q)

<C [HH”LWS(Q) + |Irll gross () + ||u0||w§(Q)]

<C [”‘*"ﬂ”wg(ﬂ) + “UD||W§(Q) + “UD”W§ + ||wﬂ||wg(n) + “f”:ﬂ(Q)] ;

pela desigualdade (4.2.24). E do mesmo modo,

”U||Wf,5}3(Q) <C [||7'0||Wg(9) + lluollwziay + lvellwziay + llwollwz + ||fI|L2(Q)] e

|Iw”W126}s(Q) <C [”‘Tollwg(sz) + [leollwziny + llvollwziey + llwollwz + ||f||L2(Q)] -

Como u,v,w € ch;}g,(Q), entéo %,%‘f,%‘f € LY9/%((). Assim o segundo membro da primeira
equagdo de (4.0.1) pertence a LY(Q), onde § = min{q,10/3}. Entdo, aplicando o Teorema 1.4 & primeira
equagio do problema (4.0.1) obtemos que 7 € W; 1(Q) e satisfaz a seguinte estimativa

dv dw
E +lsa+f

Ou
2

lirllz= gy < Clirll weig £ C [ + “TUHWE(Q)}

L¥(Q)

<C [”“H;ﬁ-} @t ”””wﬁ;}s(Q) + “w”Wfd}s(Q) + £ lizecey + ||To||W§(Q)]

infa

<C [llﬁ)”wgm} + lluollwzay + lvollw2(ey + llwollwze) + ”f”m(Q)] ,

pelas trés 1iltimas desigualdades.
Somando as quatro iiltimas desigualdades obtemos a estimativa (4.2.22).

. 2-2
Agora, se o, Ug, Vg, Wp € W:fp /5 (£2). Entio, pelo Coroldrio 1.3, temos que 7y, ug, to, wo € Wp 7 ().
Procedendo como no caso anterior, temos que u, v, w € Wf&}s (@) e satisfazem a estimativa (4.2.22). Como
u, U, W G W136}3 (@) L@ ere W;’l (@) C L*=(Q), temos que o segundo membro da segunda, terceira

e quarta equagoes de (4.0.1) pertencem a L*=(Q) C L?(Q}. Entédo, aplicando o Teorema 1.4 a segunda,
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terceira e quarta equagbes do problema (4.0.1) obtemos que %, v, w € Wﬁ’l (@) e satisfazem as seguintes

estimativas

lullyzagy <€ {”[-ayw(w —u+di}—azv(v—u+ds)u - [arcruw + agesu] Tl gy + [Iugllwz_g(m]

< € [lullor @y + lrllzsi@) + Muollwg 0] <€ [Mullyza ) + Irllwzaqy + luollws, o0

<C [llfollwg(n) +lluollwz cy + lvollwg + [[wollwgay + Ilfllm(Q}] .

pela desigualdade (4.2.22). Do mesmo modo, obtemos

“'L’”wﬂ g <€ [|[7‘0”W2(n) + llwollwzioy + llvollwz . + [lwollwze) + ”f”L‘n‘(Q}} e

3{5

lellwer gy < C [||T0|lw2(n) + luoliwzeay + llvallwz + llwollwz (o) + ”f”L‘-’(Q)] .

s..rs

Como u,v,w € W2'(Q), entdo 52,82, %2 ¢ [7(Q). Assim, o segundo membro da primeira equagio

- —2
de (4.0.1) pertence a L), onde § = min{p, g}. Além disso, 7g € ng/s(ﬂ) C sz *(§2), pelo Corolario
1.3. Entéo, aplicando o Teorema 1.4 & primeira equagfo do problema (4.0.1), obtemos que T € qu’l(Q)

e satisfaz
Au 4l 6’0 dw
Yar T ot 3 at

”T||W§‘1(Q) <C 1: 4 + f

+lmoll »-2
L3(Q) W, P2}
<C [HunfUla(Q) + [[vllyza @) T lIwllwa o) + I llsse + li7ollw },5(9}]

<C [ll’fo]lwﬂ s+ luallwz) + lvollwz@) + lwollwze + Hfl!m(Q)]

pela desigualdade {4.2.22).
Somando as guatro tltimas desigualdades obtemos a estimativa (4.2.23)

4.3 Estabilidade e Unicidade de Solucao para o Modelo de So-
lidificacao 2

Teorema 4.3 Sejam fi,fo € LYU(Q), com ¢ > 5/2, (13,ub, v}, w}), (7,ud,vd, wi) € [WE(Q)]d, e
(71, U1, v1,w1), (T2, U2, Vo, Wa) € [ 2.1 Q)r solucées do problema (4.0.1) com (f1, (73, ud, v}, w})) e
(fo, (72, ud, v3,wd)), respectivamente. Suponha que b, {1, Iz, I3, k, a1, &1, di1, a2, ¢o, dg, a3, €3 € da
sfio constanies, com b, k, a1, a2, as > 0, e 75, ud, v, wi satisfazem %} = 86‘:1 = %2 = ag:] =0,
wh,ob,wh > 0 eud + vl +w) = 1, pare i = 1,2. Além disso, suponha gue @ C R® ¢ um dominio
aberto, limitado e de classe C%2. BEntdo, (t1,u1,v1,w1) e {72, us, Vo, wa) satisfazem a sequinte estimative
de estabilidade
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I — ’Tznwg-l(Q) + flur — uz”wg“-(q) + v — U2||If1,f§’1(c;g) + [lwn — wz”wf-‘(Q)
<C [||f1 — fallzzgy + %6 — 76 llwziey + |lud — ug“wg(g) + |lvg — g llwzesy + llws — willwzeey | -
{(4.3.25)
onde C depende de §1, T, das constantes do problema (4.0.1) e de uy, v1, w, uz, V2, € wa.

Demonstracao:

Sejam f1, f2 € LY(Q), (75, ug, vh, wp), (18, ud, vg, w3) € [Wzg(ﬂ)]4, e (71, u1,v1, 1), (72, g, V2, w2) €
[sz'l [Q)]4 solugdes do problema (4.0.1) com (1, (75, ug, v5,wp)) e (f2, (7§, 43, v§, wd)), respectivamente.
Esgjam =7 — 7o, 0 = U3 — g, ¥ = ¥1 — U € W = Wy — Wy € sejam Ty = 13 — 7§, tg = u — 43,

4
v = v — vE e wo = w§ —wi. Entéo, (v,u,v,w) € [sz ’1(Q)} e satisfaz ao seguinte problema

ar du v Sw
Egb&f:tl—t+fgﬁ'+laé~t-+f1—fg em )
—u—kAu=A1u+A2v+A3w+A4T em @

gt
v
g%—kAv—Blu+Bgv+B3w+B4f em (@ (43.26)
— —~kAw=Ciu+Coww+C3w+Cyt em@Q
¢
& _ou_ov_ow
n On On  On
T=7Ty, U=, V= ew=wo emx{t=0},

=0 em ONx(0,T)

onde
A1 = —o(wr — w1 —ug +an +di)w —ag(vr — v — ug +czm -+ da)u,
Az = —a3(111 + U —us + 3T + d3)u2,
Az = —ay (w1 + w2 — ug + 11 + di)ua,
Ay = —ayc1uaws — azcatiata,
B1 — a3(uy + uz — vg — 31 ~ da)vy,

By = —ag(wy — 11 —ws + o + do)wi — ag(wy — v — v2 — 371 — da)u,

By = —ay(w + we —va + comy + d2)wy,

By = —azcavows + azcavaug,

Cr=—a (11.1 + Uz —te — €T — d1}w2;

Cy = —0a(v1 + va — w2 — comy — da) w2,

Cs = —al(ul —Un —wr— 0N —'dl)ul —62(‘01 — W) —We —¢Cy7 — d2)1’1 €

Cy = a1c1watia + aaCaWala.

Multiplicando a primeira equacgio do problema anterior por 7, integrando em Q x {0, 1), com
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3 <t <T, e usando a desigualdade de Young, obtemos

£)dx + 2b / / V[ dxdt (4.3.27)

e
/ dx+Cf/l( ) (g—";)?Jr(%"f’t-) +Tldxdt+i|f1-fg|[2bg(Q).

Multiplicando a segunda equagéo do problema (4.3.26) por u, a terceira por v, a quarta por w e

procedendo do mesmo modo com cada uma, das igualdades obtidas, temas

¢
lfuz(t)d;!‘:+f&:/ /|Vu|2dxdt
2 o Ja
|A4|) +|A2| 2 @ |A4| 2] dxdt,

| Az} |A3|
/ dx+//[(|A|+ - : - -
1 t
—/ vz(t)dx—l—k] /WUFdxdt
2 Jg 0 Jo

I LBl | B1] |Bs| | |Bal |Bs{ !B4[
< 2 =12 =1 =31 =21 2 2
_2/§zvudx+/;/ﬂ[2u+(2+|Bz|+2+2 v+2w 5 dxdt
e 1 P
—/wz(t)dx—f— k/ /IVdexdt
2 Jq o Jo
1 LGl |C| |C1] | |Cal |C4] IC'4| ]
< Z e 2 2 2
_QLwﬂdx+[JL[—2u+—2v+(—2 +—~—2 +|Cs| + 2) 5 dxdt.

Multiplicando as trés dltimas desigualdades por 2 e somando-as & desigualdade (4.3.27), obtemos

[72(t) + w2 () + v (1) + wP(t)] dx + 2/7 [3|97® + k| Vu|? + k| Voj? + k|Vw|?] dxdt
0 J5

Q

‘ au\? o\’ A\ > ¢
< En 5 Ty 2402 4?42 (4.3.28)
_C/u .[nl(é‘t) +(8t) +(at) d"dt"'cfo ]g(“ + v +w? + 77) dxdt

2
HI7ollZ 20y + lluollZz(ay + o220y + llwollzgy + I1F2 — fellzzqg) »

pois pela Observagio 4.2, 0 < ug, v, w; < 1, para i=1,2, e assim A;, B;, C; € L*(Q), para j=1,2,3

Agora, multiplicando a segunda equagio do problema (4.3.26) por 8u/8¢, integrando em O x (0,¢)

com 0 < ¢ < T, e utilizando a desigualdade de Young, temos

[ ] (%) wie & [ wuieraxs [ iouoypas
o Jo ot 2 0 -2 Q
¢ A\’ u\?
g]f ColAru® + €| Ay (ﬂ—) + Cel Aalv® + £ Aa (——) + C| Agj?
o Jo ot at

2 2
+E|A3| (%t:) + OE]A“T‘Z +€!A4| (%’%) .| dxdt.
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Como A;, B;,C; € L*(Q), para j=1,2,3, usando a desigualdada de Hdolder, temos que

t Bu\ > k 2 k 2
/0 /ﬂ (5) dit + & / Vu(t) dx < 5lIVuol3aa)

¢ ¢ 2
d
+CE/ / [u? 402 +w? + 7] dxdt + el A1 + A + Ag + A4||Lm(Q)/ / (8_*:) dxdt.
0J0 0 JQ
Tomando € > 0 tal que 4¢|[4; + A2 + Ag + 44|y = 1/2, obtemos

t 2 ¢
[ / (3_“) dxdt+k [ [Vu(t)dx < Hluollge) + / / [u? + 02 +w? + 2] dxdt.  (43.29)
o Jo \ Ot f 2 0 Jo

Multiplicando a terceira equagio do problema (4.3.26) por 8v/dt, a quarta por dw/dt, integrando
em 2 x {0,¢), com 0 <¢ < T, e procedendo de modo andlogo obtemos respectivamente

t 2 i
/ / N gt + & / Vo (t)2dx < Ellvol sz, +C / / [ + 0% +w? + %] dxdt  (4.3.30)
o Ja \ Ot Q 2(8) o Ja

t A\ 2 i
[ (E) st + & [ [Vu(@)Pdx < Hunlyz gy +© fo [ w4, (4330

Substituindo as desigualdades (4.3.29) a (4.3.31) em (4.3.28), obtemos que

/ [72() +u?(2) + 2 (t) + w? ()] dx + 2/t/ [BV7|? + b Vuf® + k[ Vo|® + k| Vw|*] dxdt
12 0 J0

t
50//(u2+uz+w2+7‘2)dxdt
0o Ja

+C [”To”%zm) + Ilwollyz ey + lvollyz ey + llwolfpzce) + I1f1 = lelia(Q)] :

De onde, usando o Lema de Gronwall, obtemos

/ [72(2) + w2(2) +0*(t) + wh(t)] dx + 2/t/ (6197 + k| Vul® + k| Ve|® + k| Vw|?] dxdt
¢ 0 JQ

(4.3.32)
< C [I1mll3aqy + lwoliyzcay + Ivollizz a + loollfyaay + 11 = Follzagy) -

Substituindo a dltima desigualdade em (4.3.29) a (4.3.31) obtemos, respectivamente,

/0 t /Q (%)2dxdt+k fﬂ [Va(t)[2dx w339

<C [”TD”%E(Q) + ”U(}”%V;(Q) + ”UIJH%VQ?(Q) + |'w0”%v,.,2(m +[f ~ f2”i=(Q)] s

/:/ﬂ (%E)zdxdt-k k/ﬂ |Vu(){?dx (43.34)

< C I3y + oIz + loolz q + ooz gy + 11 = Fellfe ]
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/ t / (%—?)dedt-i- k[ 1vutopax -

2
< C [Iollaqey + ol + olyz gy + ol zy + 152 = Fellzegy] -

Multiplicando a primeira equagdo do problema (4.3.26) por 87/0% e integrando em  x (0,1), com

0<t<T, temos
¢ ar\? b . )
/ — | dxdt+ = [|V'.-"(t)| — |V {0 ] dx
o Ja\Ot 2 /g

ol Tle (7Y ve (Y 1o (7Y 1 ae (Y| andes s - a2
_/Gfgsgt" +s§ +e§ ¢\ 5 X ellft = Fzllzzcys

pela desigualdade de Young.
De onde, substituindo as desigualdades (4.3.33) a (4.3.35) e tomando € = 1/8, obtemos

2
<C [”7'0”%(9) + [loll3yz ) + livoll3vzcay + lwollizey + 112 — f2“L2(Q)] .

Finalmente, multiplicando a primeira equagdo do problema (4.3.26) por —A~r, integrando em ) x
(0,8}, com 0 < t < T, utilizando a desigualdade de Young, tomando ¢ adequadamente e usando as
desigualdades (4.3.33) a (4.3.35) como antes, obtemos

1
vt 2dx+b// At dxdt
/nl @) o gf | (4.3.37)

<C [l'm”?yg(g) -+ ”u(}”%vzz(g) + ”U()”%yg(g) + ”w()“%’vg(ﬂ] +|ifi - f2||iz(Q)] -

Multiplicando & segunda equagio do problema (4.3.26) por —Au, a terceira —Aw, a quarta por —Aw,
integrando em ¥ x (0,1), com 0 <t < T, e procedendo de modo andlogo obtemos respectivamente

t
Vu(t)]?d +k/ / Ay dxdt
[ wuoPacss [ [ s 2 459
<¢ [”TU”%vg(g) + ““0”%1@2(9) + !Ivoli%z;(m + IIWoII%,g(g) + |l fi - fﬂ"L?(Q)] 3
t
Vo(t){%d +k///_\.~u2ddt
/ﬂl v dx 0 ﬂ’ I"dx \ (4.3.39)
<C [”7'0”%1/22(9) + ”uUH%VE(Q) + “7-’0“%1122(9) + “wﬂlﬁvzz(m + | f1 - f2“L2(Q)]
¢ i
Vuw(t)|®d +k/ / Aw|*dxdt
/gl wbl dx a n[ | (4.3.40)

2
< [[|m[]?4,§m) + |fuu[]%1,§(ﬂ) + leo||%vg(g) + Hwo”%p»;m) +lf1 — f2”L2(Q)] .

Das desigualdades (4.3.32) a (4.3.40) obtemos a desigualdade (4.3.25).
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Coroldrio 4.1 Sejam fi,fo € L9(Q), com q > 5/2, (7§, ud,vf,w}), (73,1, ¢, wd) € [WE(Q)r, e
4
(‘-"1:“1;”1;101)1(Tzauzavza’wz) € [sz’l(Q)] 80!‘!}.;‘563 do pmblema (“01) com (fl,(’i‘(},u(l),?}é,wé)) =

(fs, (78,43, v, wd)), respectivamente. Suponha que b, Iy, Iz, I3, k, a3, ¢1, d1, a2, €2, ds, a3, €3 € d3 sdo

i 4 4 ; . ord Bul vl _ Bwl P4 4
constantes, com b, k, a1, ag, ag > 0, e 75, up, vp, wp sefisfazem F2L = FL = Fo = F2 =0, ug, vf, wf >

0 eup+vl+wh =1, para i = 1,2. Além disso, suponha que 2 C R® ¢ um dominio aberto, limitado e de
~ 2,1 2, 4, 2,1

classe C2. Entfio, (m,u,v1,w1), (7o, t2,vg,ws) € Wz Q) x W10}3(Q) X W10f1,3(Q) X WlDfE»(Q)’ onde

7 = min{g, 10/3}, e satisfazem a seguinte estimative de estabilidade

7 - "'2||w§"(Q) + |l - “2wad}3(qj + fjor — ”2”ch’,}3(Q) + [fwr — w2”wf(;}s(Q)

<C [||’f'o||w§(fz) + luollwzcay + lvollwzey + llwollwgeoy + 11 - f2”Lq(Q)] ) (4341)
onde C depende de 2, T, dos constantes do problema (4.0.1) e tie U1, Vi, w1, Uz, V2, € W,

Se, além disso, (73, ud,v3, wd), (75, ud, v3, wi) € [ngm(ﬂ)] , com 2 < 3p/5 < 00, entdo, (1, u1,v1,w1),
(79, %z, U2, we) € Wq—?’l(Q) x Wl (Q) x W2HQ) x W (Q), onde § = min{p, g}, e satisfazem a seguinte
estimativa de estobilidade

s = 7ellwza (g + lur — wallwza gy +llor — vallwzr gy + lfwn —wallwza g (4.3.42)
< C liroliwg, 00 + Huallw, oy + Noollwwg, ey + Iollwz, oy + 172 = Follpeqgy )

onde C' depende de 2, T', das constantes do problema (4.0.1) e de uy, vy, w1, Uz, va, € Ws.

Demonsiracgio:

Sejam fi, fa € LUQ), (78, ub, v, wh), (13, u, v8,wd) € (W], & (ry,u1,v1,01), (72,2, v2,2) €
[VVQ2 ot (Q)} ! solugies do problema, (4.0.1) com (fi, (75, ud, v§, wd)) € (fa, (73, &, v3,wd)), respectivamente.
Sejam T =Ty — Ty, U = Uy — U2, Y = V1 — Uz € W = W — W2 € SeJAM Ty = T§ —TF, Up = Uy —us, vo = v§ —v]
ey = 'wol — w2, como na demonstracio do Teorema 4.3.

Pelo Teorema 4.2 temos que (7i,u1,v1,wy), (72, U, U2, Wa) € W;‘I(Q} X Wfoj,s(Q) X Wfé}3(Q) x
Wf&h(Q), onde § = min{g, 10/3}, entdo (r,u,v,w) € Wﬁz’l(Q) X Wf{;}S(Q) P% ledjfa (@) x Wf&}a (@), com
7 = min{g,10/3}. Além disso, (r,u,v,w) satisfaz o problema (4.3.26). Entdo, pelo teorema anterior
temos que (7, u,v,w) satisfaz a estimativa (4.3.25).

Como W2*(Q) C L**(Q) com inclusio continua, temos que o segundo membro da segunda equagio
do problema (4.3.26) pertence a L'°(Q) < L'%3(Q). Além disso, up € WE(Q) e WZ(Q) C an;ﬁi Q)
com imersdc continua, pelo Coroldrio 1.3. Entdo, aplicando o Teorema 1.4 a esta equacio, temos que
u€ Wf,jjs{Q) e satisfaz

||U|lwfﬁ}a(Q) < O |llAr + Ayw + Asw + AaTl| prors(y + lloll 5o 22
Wiapa ' (82)
<C [“”HWg-‘(Q) + vl gy + ollwza gy + Illwea gy + “unuwg(n)] »
pois A; € L(Q), para i = 1,2,3,4, e WP (Q) C L'%3(Q). Logo, por (4.3.25) temos

||U||wl=6}3(q) <C []|T0||wg(n) + |luollwzey + lvollwziay + llwollwzey + (11 — f2|[L2(Q)] . (4343)
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Procedendo de maneira andloga para a terceira e quarta equacoes do problema (4.3.26) obtemos que

Y, W E Wfﬁ}s (@) e satisfazem

llwzgy < € [limliwzce + luollwzy + lvollwz + lwollwaey + 1 — folleaey]  (4:3.44)

ol 2oy < C (lImllwz) + luellwzioy + lvollwzy + lwollwziey + I1fi — follzagy - (4.3.45)
16 (@) 3

Como u,v,w € Wfl]'l/3(Q), temos que 9%, %, 8 ¢ L0/3(Q). Entdio, como f € L?(Q), o segundo
membro da primeira equagio do problema (4.3.26) pertence a LI(Q), onde § = min{q,10/3}. Além
disso, p € W2 (Q2) e WE(Q) C leo_g‘”_” () com imersdo continua, pelo Coroldrio 1.3. Entéo, aplicando

¢ Teorema 1.4 a esta equagio e procedendo do mesmo modo, temos que T € W; ’l(Q) e satisfaz

”T”wgrl(g) <C [”“”Wfé}s(cg) + ”"”wf(;},S(Q) + ”wHWf'si,a(Q) +f1 = flleegy + ”TD“‘WE(Q)] .

O que nos fornece, pelas desigualdades (4.3.43) a (4.3.45),
ITllwz ) <€ [”Toﬂw;(m + [luollwz ey + lvollwziey + lwollwgiay + 1A~ fa”Lq(Q)} . (4.3.46)

Somando as desigualdades (4.3.43) a (4.3.46) obtemos a estimativa (4.3.41).

Vamos demonstrar agora o caso Ty, ug, vg, Wo € W?F/E(Q), com 2 < 3p/5 < oo.

Procedendo exatamente como no caso anterior, obtemos que (7,u,v,w) € W;’l (@) x Wf&}a(Q) X
Wissa(Q) x Wists (Q) e satisfazem a estimativa (4.3.41).

Como Wf&a(Q),Wg‘l (@) € L*®(Q), pois § > 5/2, temos que u,v,w,T € L2(Q). Logo, segundo
membro da segunda equagdo do problema (4.3.26) pertence a L*¥(Q) < LP(Q). Além disso, ug €
W5 () e W2 () C W;_"(Q), pelo Corolério 1.3. Entdo, aplicando o Teorema 1.4 a esta equacio
temos que u € W21(Q) e satisfaz

Ity < € [l + Aov + A + Asrlzoiay + ol 3 |

< C (|41l oy llullLri@y + 1Al Loy llwllzeg) + [|4sll L@y llwllza(o)

+lAall (@I zoc@y + luolhws o]

<C [||ﬂ|fw36;3(q) Hlllwar g + lIwllwz gy + ITllwza g + IIUUngp,S(n)] :
Logo, pela desigualdade (4.3.41) temos

||U||w§-1(g) <C {”Tu”vvg(ﬂ) + llwollwz ) + lwollwziey + ilwollwzy +11f1 - fz”z.q(Q)] . (4.347)

apfs
Procedendo de maneira andloga para a terceira e quarta equagdes do problema (4.3.26) obtemos que
v,w € W2 (Q) e satisfazem

Hellwzig <€ [||TU|[W.§(Q) + {luollwz oy + ||vo|fwgp‘,5(ﬂ) + llwollwzeey + I1fi — leJL?(QJ] (4.3.48)
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lwlipz: gy < € [HTU“W,_?(Q) + llollwziey + lwollwzy + wollwz, @) + 114 - f2”L?[Q)] . (43.49)

Como u,v,w € W2(Q), temos que %‘;,%ﬁf, ¢ € LP(Q). Ent3o, o segundo membro da primeira

equagdo do problema (4.3.26) pertence a LI(Q), onde § = min{p,q}. Além disso, 1y € ng f,5(Q) e

Y
W:fp /5 M cC W; *{1}), pelo Coroldrio 1.3. Entao, aplicando o Teorema 1.4 a esta equagio e pracedendo
do mesmo modo, temos que T € Wf?‘1 (Q) e satisfaz

||T”W;‘1(Q) <C [“““W:J(Q) + ||UHW:'1(Q) + ||w|lw§-‘(Q) + A1 = fallzs(oy + ”’T'flnldf’a2 },5(9)] ’

que nos fornece, pelas desigualdades (4.3.47} a (4.3.49),

Illwz: gy £ € [“’-"u“Wﬂ @+ liwollwz o +llvollwz, o +llwollwz oy + 112 - f2“Lq(Q)]
(4.3.50)

onde § = min{p, q}.
Das desigualdades (4.3.47) a (4.3.50) obtemos a desigualdade desejada, ou seja, (4.3.42).

Segue diretamente do Teorema 4.3 o seguinte resultado:

Corolario 4.2 Suponha que b, by, la, I, k, 01, c1, d1, 02, c2, da, a3, c3 eds séo constantes com b, k, a1,
az, ag > 0, f € LA(Q), com q > 5/2, e 7o, ug, v, wp € WE(Q) satasfazem %‘ﬂl %ﬂu %thf =0,
U, o, wo = O e ug + vp + wy = 1. Além disso, suponha que 2 C R? ¢ um dommw aberto, limitado e de
classe C?. Bnido, o solugdo (1 ,u,v,w) € [Wg’l(Q)] do problema (4.0.1) ¢ inica.






Capitulo 5

Teoria de Controle Otimo e o
Formalismo de Dubovitskii e

Milyutin

Neste capitulo, serfio apresentados as definigGes ¢ os resuliados que constituem o método que usaremos
para obter condigbes necessdrias de otimalidade dos problemas de otimizagao. Tal técnica é conhecida
como Formalismo de Dubovitskii e Milyutin e uma referéncia para esta técnica é Girsanov [8].
Inicialmente consideremos o seguinte problema de minimizar um funcional definido sobre um aberto
de um espaco de Banach sujeito a restrigdes:
Sejam X e Y dois espacos de Banach, e J : X — IR o funcioral a ser minimizado. Consideremos o

{ min J{z) (5.0.1)

sujeitoa  z € Q=nH'Q;,

seguinte problema

onde ©;, i =1,...,n + 1, 850 as restrigdes do problema.

Definigao 5.1 Se intQ; # B dizemos que Q; ¢ uma restricde de desigualdade. Caso contrdrio, dizemos

que Q; € uma resirigio de igualdade
Definicao 5.2 O conjunto admissivel, Uaa, para o problema de otimizacdo (5.0.1) € definido por
Usa={z € Q:J(z) < oo}

Definigdo 5.3 z € U,q4 € chamada solucdo dtima local do problema de otimizagdo (5.0.1) se existee > 0
tal que
J(=) £ J(y)
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pare todo y € Uyg satisfazendo
lz —ylix <e.

5.1 Teorema de Dubovitskii e Milyutin

Antes de apresentarmos o Teorema de Dubovitskii e Milyutin vejamos algumas definigdes e alguns resul-

tados basicos. Nesta secdo consideraremos as notagdes do problema (5.0.1) e um ponto 29 € X.

Definigao 5.4 Dizemos que um vetor h é uma diregio de descida do funcional J(-) no ponto o se existe
uma vizinhance U de h e um mimero estritamente negativo a = a(J, xo, k) tal gue, para todo € € (0,&9)
¢ qualquer h € U,

J{zg +eh) < J(zo) + e

Definicao 5.5 Dizemos que um funcional J(-) € reqguiarmente de descida no ponto g se suas direcdes

de descida em xy formam um conjunie convezo.

Definicdo 5.6 Sende Q; dado por uma restricio de desigualdade, dizemos que o vetor h é uma diregio
factivel para Q; no ponio xg € Q; se existe uma vizinhanca U de h tal que, para todo € € (0,&0) e qualquer
ke U, tem-se que o +ch € Q.

Definicdo 5.7 Dizemos que uma restricdo de desigualdade Q; € regular no ponto xo € Q; se 0 conjunto

das direcées factiveis para Q; em xo € convezo.

Observemos que se @; for dado por uma restrigio de igualdade a definicdo de dire¢éio factivel nio

tem sentido. Entdo, neste caso precisamos de uma nova definigao.

Definigio 5.8 Sendo Q; dado por wma restrigdo de igualdade, dizemos que h é um vetor tangente uni-
lateral ou simplesmente direcdo tangente a Q; no ponto o € Q; se para gualquer € € (0,20} existe um
ponte z(e) € Q; tal gue, se colocarmos z{e) = 1o +ch+r(e), entdo o vetor v(€) € X € tal que, pare qual-

quer vizinhanga UV de zero, %r(s) € U para qualquer £ > 0 suficientemente pequeno, ou equivalenfemente,

(&)l = ofe).

Definicio 5.9 Dizemos que uma restricio de igualdade Q; é regular no ponto xg € Q4 se 0 conjunto das

direcdes tangentes a Q; em Ty € convero.

Observacio 5.1 Quande o conjunto das direcdes tangentes € um subespaco velorial, ele é denominado

espoco langente,
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Proposi¢io 5.1
(i) As diregies de descide geram um cone aberto com vértice em zero.
(it) As direcées factivels geram um cone aberto com vértice em zero.

(i) As diregbes tangentes geram um cone com vértice em zero.

Definicao 5.10 Se K ¢ um cone em X, seu cone dual denotado por K* € dado por

K*={pe X" :¢(z) >0 para todo z € K}.

Observacio 5.2 O uso da notegdo K* para o cone dual pode ndo parecer adequada, pois se K = X,
entio K* = {0} # X*. Porém, esta é a notagiio usual na literatura, ndo devendo, portanto, causar

confusdo.

Vamos agora apresentar o resultado principal desta secéo.

Teorema 5.1 (Teorema de Dubovitskii e Milyutin)

Suponha que J(-) assume um minimo local em Q@ = ﬂf;r]lQ,: 10 porto Lo, J € reqgulormente de descida em
xg, com direcdes de descida Ky, Q;, i = 1,...,p, € regular em zp, com direcdes factiveis K;, 1=1,...,p, ¢
Qp41 € reqular em zy, com diregbes tangentes K,1. Entio existem formas lineeres continuas ¢; € K,

i=0,..,p+ 1, ndo simultaneamente nulas, tais que,
(|DD+(;01 +...+!pp+(pp—|—1 =0'
Tal equacio é chamada Equacdo de Euler-Lagrange.

Observemos que para obter uma caracterizagio analitica das condigfes de otimalidade a partir do
teorema anterior devemos conseguir calcular os cones associados a cada restrigio e seus duais, Isto é o

que veremos na proxima segao.

5.2 Calculo dos Cones

Nesta se¢do consideremos X e Y dois espagos de Banach, Fy, Fy, ..., F;, : X — IR funcionais continuos,
M : X = Y umoperadore J : X — IR o funcional a ser minimizado. E consideremos o seguinte problema

{ min J(z) (5.2.9)

sujeito a  z € @ =Nt Qy,

onde @; = {z € X : F(z) < A} i = 1, ...,n, 830 restri¢es de desigualdade e Qi1 = {2 € X : M(2) =
0} é urna restricdo de igualdade.
Antes de apresentarmos os resultados referentes a calculo dos cones, vejamos algumas definigdes do

calculo diferenciais que serdo utilizadas,
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5.2.1 Algumas Definicoes do Cdlculo Diferencial

Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados, U/ uma vzinhanga de um ponto 2o em X e ' uma. aplicagio
deUemY.

Definicao 5.11 Dizemos gue F tem uma derivada direcional no ponte xo na direcdo h se o limite

lim F(xq +¢h) — F{zo)

g-30+ £

eziste. Notagdo: F'(zo, h).

Definicao 5.12 Suponhamos que pora todo h € X a derivade F'(xo, h) no divegdo h existe. A aplicacdo
3+ F(zp,") : X = Y definida por §.F(xo,h) = F'(xq, h) é denominada u primeire variacdo da aplicagdo

F no ponto zq.

Definigcao 5.13 Suponhamos que I possui uma primeira variagdo no ponto x¢ e gue eriste um operador
linear continuo A € L(X,Y) tal que 6 F(zp,h) = Ah. Enido, o operador A € denominado derivada
de Gdteaur de aplicacéo F' no ponte zg e serd denotada por Ff(zo). Assim, Fi(xe) é um elemento de

L{X,Y) tal que para cada h € X temos a relagdo
F(zo + eh) = F(zo) + eFg(zo)h + o(e),

quando £ — 0.

Definigao 5.14 Dizemos que o operador F' € Fréchet-diferencidvel em zo se, numa vizinhanca de o,

ele pode ser representado sob a forma
F(zg + h) = Fzg) + Ah + a(h}||A]),

onde A € L{X,Y) e limyyp0 [|a(h)l] = |la(®)]| = 0.
Neste caso, o operador A ¢ chamado derivade de Fréchet (ou simplesmente derivade) da aplicagdo F' no

ponte xo ¢ é denotados por F'(xg).

Definigao 5.15 Dizemos que 0 operador F : X — Y € estritamente diferencidvel em xy se existe A €
L(X,Y) tal que, para todo € > 0, eziste & > O tal que para todos x,, x2 verificando ||z1 — xzo|| < 4,

llz2 — zo|| < 4, temos a seguinte desigualdade

| F (1) = Fzz) — Az — 22)|| < eller — 22]l-

Defini¢io 5.16 Dizemos que o operador F : U C X — Y definido sobre um aberte U ¢ de classe C (U}
se ele possui uma derivada em cade ponto x € U e a aplicacdo x — F'(x) ¢ continua.
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Observagao 5.3 As seguintes conclusées sio satisfeitas:

(i) Se F ¢é Fréchet-diferencidvel em g, entéo F € Gateaus-diferencidvel em oo ¢ F'(zo) = F5(o).

(i) Se F ¢ estritamente diferencidvel em zq, entdo F' € Fréchet-diferencidvel em 20 e A= F' (za).

(iti) Se F é Gateauz-diferencidvel em cada ponto © € U, onde U € uma vizinhanga de g, e a aplicagdo
z — Fh(xq) ¢ continua em zo, entdo F € estritamente diferencidvel em zo.

(iv) Se F ¢ estritamente diferencidvel em wmo, entdo existe uma vizinhance de xg onde I’ é Lipschitz
continua.

(v) F pode ser Fréchet-diferencidvel em o e nGo ser estritamente diferencidvel em mg. Por ezemplo, o

operador F : IR = R dade por
se z€Q

0 se zeR\Q
é Fréchet-diferencidvel em xo = 0,mas ndo é estritamente diferencidvel, pois F' 5¢ é continua em x5 = 0.

(iv) Se F ¢ de classe C', entdo ela € estritamente diferencidvel.

5.2.2 Diregdes de Descida

Teorema 5.2 Seja X um espago de Banach. Suponha que o funcional J{-) satisfoz uma condigdo de
Lipschitz em uma vizinhance do ponto ©o € X e que é direcionalmente diferencidvel em xo em gqualquer
direcao h. Se J'(xg,h) € conveza como funcao de h, entdo J(-) ¢ regularmente de descida em zo e seu

cone de diregies de descida Ky € dado por

Ky= {h eX: J"(:r(),h) < 0}.

Coroldrio 5.1 Seja X um espaco de Banach.

(i) Se J(-) € um funcional convezo continuo, entdo J{-) ¢ regularmente de descida em qualguer ponto x,
e Ko={h€ X :J(xg,h) <0}

(i) Se J(-} € Fréchet-diferencidvel, entdo J(-) € regularmente de descida em qualquer ponto xp e Ky =
{he X :{J(zg), h) <0}.

5.2.3 Diregdes Factiveis ou Admissiveis

Sejam Q uma restri¢io de desigualdade e K, seu cone de diregBes factiveis. Nessa secio vamos admitir
que intQ # P, pois caso contrario K, = @.
Lembremos que estamos considerando @ definido por um funcional, isto é,

Q={ze€X:F(z) < F(zo)}.

Se F for contfnuo podemos estudar o caso @ = {z € X : F(z) < A}
Denotando por Ky o cone das diregies de descida do funcional F{-) no ponto xg, vejamos alguns
resultados:
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Observagio 5.4 Sempre vale a inclusio Kq C K. A "reciproca”é dada pelo prézimo resultedo.

Proposicao 5.2 Suponha que F'{-) € direcionalmente diferencidvel em x¢ em gqualquer direcdo. Se existe
R tal que F'(zo, k) < 0, entdo
K,={h € X : F'(zg,h) < 0}.

Observagao 5.5 A condigdo F’(mo,"ﬁ) < {) pare algum hé equivalente a Kq # .

Coroldric 5.2 Suponhe gque gualquer uma dos condicbes abaizo € satisfeita:
(i) X é um espago de Banach, F(-) satisfaz uma condicdo de Lipschitz numa vizinhanca do ponto e €
direcionalmente diferencidvel em o em qualquer direcdo b, F'(zp, h) € convera como fungdo de h e existe
 tal que F’(a:g,?z) < 0;
(it) F(:) € um funcional convero continuo e existe T tal que F(%) < F{zq);
(its) F(-) é Fréchet-diferencidvel em xo ¢ F'(zg) # 0.

Entio, Ko =Kq={h€ X : F'(zq,h) <0}

Proposigao 5.3 Se @ ¢ um conjunto convezo, seu cone de diregées fackiveis é dado por

Ko={h€ X :h=Az—-z), v €ntQ,A >0} ={A(intQ —x¢) : A >0}.

5.2.4 Direcoes Tangentes

Teorema 5.3 (Lyusternik)

Sejam X, Z espacos de Banach, U uma vizinhanca do ponto zg € X, P : U — Z tal que P{zp) = 0.
Se P ¢ estritamente diferencidvel no ponto xp € P'(xg)X = Z (ou seja, P € um epimorfismo), entdo o
conjunto Q = {z € X : P(x) =0} tem no ponto xo um espaco tangente dade por

Tyo @ = ker P' (o) = {h € X : P'(z0)h = 0}.

5.3 Calculo dos Cones Duais
Teorema 5.4 Suponha que 0 cone K & um subespaco vetorial de um espago normede X. Entdo

K*={peX*:p(x) =0, Vzc K}.
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Teorema 5.5 Seja p € X* se
Ki={ze X :plz)=0},
Ko ={z€ X : pla) 20},
Kz ={z € X:p(x) >0}
Entdo,
K} ={Adp: -0 <A< o0},
K ={hp:0< A <00},

x* =
Ki= se =0,
K se p#0O

Defini¢io 5.17 Um funcional suporte pare um subconjunto A C X em xg € A é uma forma linear
continue ¢ € X* ndo nula tal que p{x) > ©(2o) para todo z € A.

Sejam @ C X, g € €, K, 0 cone das direces factiveis para @ em xp, K7 0 cone das diregdes
tangentes a @ em o e @* o cone dos funcionais lineares suportes para @ em =g, isto &,

Q@ ={pe X" : p(z) > p(zo), Vo € Q}.

Teorema 5.6 Se Q € um conjunto convezo fechado, entdo K5 = Q*. Se além disso, intQ # B, entdo
K!=0".

5.4 Generalizacdo do Teorema de Dubovitskii e Milyutin

Nesta secio consideremos X e ¥ dois espagos de Banach, J : X — TR o funcional a ser minimizado e o

seguinte problema

min J{z)
{ n+m (543)

sujeito a x € @ = N2 G,

onde Q;, i = 1,...,n, sdo restri¢hes de desigualdade e @&; = {r € X : M(z) =0}, i =n+1,..,m, sdo
restricdes de ignaldade.

Antes de apresentarmos uma generalizagio do Teorema de Dubovitskii e Milyutin vamos introduzir

a definicdo de sistema cones de mesmo sentide (S38), que serd utilizada no teorema.

Definicio 5.18 Seja {K;}, um sistema de cones em um espago normado X. Dizemos que {K;}2,
& um sistema de cones de mesmo sentido (555) se para qualquer constante M > 0 existem constonies
My, Ma, ..., My, > 0 tais que, para todo = € X com |zllx < M ex = Y ", %;, com z; € K;, para
i=1,...m, tem-se que ||z;||x < M;, para cadai=1,...m.
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Com as notagbes introduzidas no inicio da segio temos o seguinte resultado, que é uma generalizagio
do Teorema de Dubovitskii e Milyutin citado anteriormente (ref. Walczak [15]):

Teorema 5.7 Assuma que

1. ®y € N™,Q; € uma solucdo do problema de otimizagdo min {J(z) : x € NZ™Q;}, associado ao
funcional J : X - IR com cone de descida DCy, cones factiveis FC;, 1 = 1,...,n, ¢ cones
tangentes TC;, i =n+1,...,m, no ponto Tg.

8. Os cones DCy e FC,, i =1,...,n, sdo convezos e abertos.

3. OsconesTCi,i=n+1,...,m, sio convexos e fechados.

4. O cone NE, ., TC; estd contido no cone tangente TC (N, 1Q:) essociado ao conjunto de todas
as restrigoes de igualdade (Q;, i=n+1,...,m.

5. Os cones duais [TC{]*, it =n+1,...,m, formam um sistema de cones de mesmo sentido.

Entio, existem fo € [DGol*, fi € [FC*, i=1,...,n e fi € [TCy*, i =n+1,...,m, ndo todas
simultaneamente nulas, tais que

Zfe:=0-

=0



Capitulo 6

Problemas de Controle Para o
Modelo de Solidificacao 1

Aqui vamos demonstrar a existéncia de solucdo étima para problemas de controle relacionados ao Modelo
de Solidificacéio 1 e usar o formalismo de Dubovitskii e Milyutin para encontrar condigbes necessdrias de

otimalidade.

Neste capitulo vamos considerar & C R® aberto, limitado e de classe C?, como nos primeiros

capitulos, e também os espagos

E:=WHQ) x WP Q) x W (Q) x L7(Q) e (6.0.1)
E = L7(Q) x LI(Q) x LNQ) x WA() x WHQ) x W2(Q), -
onde
r>5/2, 1>r, F=max{2,3r/5} e I=max{23l/5)}. (6.0.2)

Consideremos o seguinte funcional J: E —+ IR

T T
J(r,u,v, f) = %fo L|T-Td|3kdxdt+ %/{; L[u—udizmdmdt 609
T T U
+%/ /|U—'vd|2mda:dt+%f flfi%dmdt,
1] 0 aQ 11

onde ¢, aa, 3 > 0 e N > 0 sdo constantes, &, sem sdo tais que k, s em > 1, e 1y € Lz"(Q), g,
vq € L¥(Q) sdo funcdes dadas.

6.1 Um Problema de Controle Simples
Nesta se¢do trabalharemos com o seguinte problema de otimizagio
min _J(r,u,v, f), (6.1.4)

{ru0,fledd
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onde o funcional J ¢ dado por {6.0.3) e & ¢ dado pela restri¢do de igualdade
Q= {{ru,v, f) € E: M(r,u,v, f) =0},
sendo M : E — E um operador definido por

M(T,U.,’U,f) = (‘pla(p2:(p3:‘:0413059306)1

se, € somente se,

or Ou S
8u -é“t‘—*bAT‘—‘ll‘a'—t-“.{g“a—t-—f——-gol em Q
g{wklAu+a1u(1—u—u)(l—Zu-—’u+cl7‘+d1)=(p2 em @
8—?—kgAv+agv(1—v—u)(1—2v—u+ch+dg)=tp3 em @ (6.1.5)

8r BHu  Ov

%—%—a—o em 8QX(O,T)

T—To=w4 U—Up=@s € v—tp=ts em x{t=0}

Observacao 6.1 Observe que M(r,u,v,f) = O se, e somente se, (T,u,v,f) € solucio do problema
(2.0.1). E observe também que pelas definigdes de E ¢ E dadas em (6.0.1), o operador M acima estd
bem definido.

Na préxima subsecio mostraremos a existéncia de uma solucdo 6tima do problema (6.1.4).

6.1.1 Existéncia de Solucao Otima

Para mostrarmos a existéncia de uma solug¢io 6tima do problema (6.1.4) precisaremos do resultado dado

a seguir.

Lema 6.1 Suponha que b, Iy, Is, ki, k2, a1, a2, €1, ¢2, d1 e da sdo constantes com b, ky, k2, a1, a2 > 0,
eTp € W), uo, w0 € W{E(Q), com 7 e[ satisfazendo (6.0.2), séo tais que 875/0n|on = Buo/Onlsn =
Bug/Onlaa =0 e 0 < ug,vg < 1. Além disso, suponha que @ C IR é um dominio aberto, limitado e de
classe C2, Ser > 25, entio Uy # 9.

Demonstracio:

Seja f € L7((?), como ! > r por (6.0.2), entdo pelo Teorema 2.1, Corolério 2.3 e Teorema 2.3, existe
dnico (7,u,v) € W2HQ) x WEH(Q) x W2 (Q) solugio do problema (2.0.1). Logo, (7,u,v, f) € E, com
E dado por (6.0.1), e M(r,u,v, f) =0.

Além disso, como 7 > 2s, temos que f € L**(Q). E como 7, I > 5/2 temos que W2H{Q) C L**(Q) e
W,Z’l(Q) C L#™(Q) com inclusio continua. Logo, temos que (7,u,v} € L?*(Q) x L¥™(Q) x L*™(Q), de
onde J{r,u,v, f) < co. Assim, (1,u,v, f) € Uua.
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Teorema 6.1 Suponha queb, Iy, ls, k1, ko, a1, ¢1, d1, 02, c2 eda 580 constantes comb, ki, ke, 01,02 > 0,
eTo € W2(), uo, vo € W?(Q), com ¥, | satisfazendo (6.0.9), siio tais que 52 Blon = %139 =8| =0
e0 < ug,vp < 1. Além disso, suponha que Q C R3 & wmn doménio aberto, imitado e de classe CZ. Assuma
também que T4 € L*(Q) e ug, vq € L*™(Q), com k e m quaisquer inteiros tais que k, m > 1. Ser = 2s,
entdo o problema de otimizacdo (6.1.4) possui uma solugde dtima.

Demonstragio:
Primeiramente observemos que se r > 2s, entdo Uyq # 0, pelo Lema 6.1.
Seja {(Tny Un, ¥n, fn)} C Use uma seqiiéncia minimizante do funcional J.
Como J(7y, Ug, Un, fn) < C, pela estrutura de J temos que

Ifallzr@) = fallzzs) < C

e, pelo Teorema 2.3, temos que

”'-"nnw,?"(Q) + ”un”W;“(Q) + ”’Uﬂ“WfJ(Q) <C.

Podemos entdo tomar uma subseqiiéncia de {fsx} e de {(tn,%n,¥n}}, com M{7p,%n,va, fa) = 0, que
continnaremos denotando por {{7, %, Vs, fr)}, tal que

fa— f Iracamente em L"(Q),

Tn = 7 fracamenteem  W2'(Q),
up — o fracamente em W21(Q)e
¥p = v fracamente em  W21(Q).

Como r, ! > 5/2, pelo Corolario 1.2 temos que W21(Q), WH(Q) € L®(Q) com inclusio continua

e compacta. Entdo,
Tan = 7 fortemente em L°°(Q),

Uun, =+ u  fortemente em  L™(Q),
v, =t fortemente em L®(Q).

Mostremos agora que M(7,u,v, f) = 0, ou seja, que (r,u, v, f} € solugdo do problema {2.0.1).

Primeiramente observemos que cada quddrupla (1, un, vs, fn) satisfaz o problema

aTn Bun
N E“bﬂ uha -Hza +fn em Q
—tn —k1Aup = —a1ua{l ~up — )1 —2up —vp + 17 +di) em @
;: k2Avg = —090n (1 —vp — up)(1 — 20p —up + 27w +d2) em Q@ (6.1.6)

Orn  Oun  Bu,
»6—”—5;—-%-—0 £€m SQX(O,T)

Th=1T0, Un=1tg € Vo=t em Qx{t=0}

Precisamos mostrar que (7, %, v) satisfaz o problema (2.0.1).
Como f, — f fracamente em L"(()) temos que f, —+ f no sentido das distribuigdes.
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Como 7, — 7 fracamente em W2!(Q) temos que

O, or
T = — 3 —= e Ar
T T n = AT
no sentido das distribui¢Ges.

Como u, — u e vp — v fracamente em Wf’l(Q) temos que

Up U, %%2—}%, Ay, 2+ Au e
7
Up — U, a—;}tﬁ - 8—?, Avy = Av,

respectivamente, no sentido das distribui¢des.

Finalmente, como 7, = 7, ¥, = u € v, — v fortemente em L°°((}), temos que

Up(1 —tp ~ )l =20, —tn+eiTa+di) 2 u(l —u—v){1~2u—v+ar+d) e
Up{l — vy —un)(1 — 20n —Un + o +dz) 2 {1 ~v —u)(1 ~ 20 — u + ca7 + da)

no sentido das distribuigdes.

Entflo, tomando o limite 7 — oo nas trés primeiras equagdes de (6.1.6) obtemos que (7, u,9, f)
satisfazem as trés primeiras equagdes de (2.0.1) no sentido das distribui¢des. Mas como, (7,u,v, f} €
WEHQ) x W Q) x W (Q) x L™(Q), temos que (7,u,v, f) satisfazem as trés primeiras equagdes de
{2.0.1) neste espago.

Mostremos agora que T, u e v satisfazem as condigbes iniciais e de fronteira do problema (2.0.1}.

Para isso consideremos ¢ € D(IR* x IR) tal que ¢{(z,T) = 0 para todo € £. Maultiplicando a
primeira equacdo de (6.1.6) por ¢ e integrando em  x (0,7) temos

//%fﬁddt /O[Arncﬁdxdt_ff(ha“"ﬂgag“ fﬂ)qsdzdt_

Usando integracio por partes nas duas integrais do primeirec membro da igualdade acima, como

m=Toparat=0,HT)=0¢e ﬁn = 0, para todo n € IN, obtemos

]89

_ /0 ’ f Tn‘;_f ddt ~ f rod(0)dz + fu ) fﬂ V7.V dodt
/ / (sla’”” 42 = +fn) & dedt.

Como f, — f fracamente em L"(Q) e r > 2, temos que f, — f fracamente em L*(Q). Como
Tn — 7 fracamente em W2 HQ), temos que 7, — 7 fracamente em L2(Q). Como 7, ~ 7 fracamente em
W21Q), com r > 2, e %2 = % no sentido das distribuicdes, entéo %’} — & fracamente em L2(Q). E
como T, — T fracamente em Wf HQ), com r > 2, e Vrn = V7 no sentido das distribuictes, temos que
V7 = V7 fracamente em L*(Q). De modo andlogo, Z4» — % e 8—5";& - 8"' fracamente em L2(Q).

Logo, tomando o limite n —» 0o na igualdade anterior obtemos

T T AT
—/ [ fr—a2 dodt — / T0@(0}dz +[ [ Vr.V¢ dedt = [ / (512Ej + Iz@ + f) o dedt.
o Jg O a o Jo o Ja\ Ot Tt
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Agora, multiplicando a primeira equagio de (2.0.1) por ¢ e fazendo as mesmas integragbes por partes

obtemos que

“/UT T%—fdmdt /( dm+/ /VTqudxdt—/ /m ¢ dedt
//(11 2 +f)¢da:dt

Comparando as duas 1ltimas igualdades obtemos

/roqb()dm—ff(ﬂ d:c+/ /m —¢ dadt,

para todo ¢ € D(R® x R) tal que ¢{z,T) = 0, para todo z € Q. De onde, concluimos que 7 = 7(0) q.t.p
em € e gﬁ =0 q.t.p. em 89 x (0,T). De modo anédlogo, obtemos que u(0) = ug e v{0} = vy q.t.p em
e g: = g—:: =0 q.t.p. em 80 x (0,T).

Logo, (t,u,v, f) € E e satisfaz o problema (2.0.1). Além disso, como 7 =2s e r, ! > 5/2, temos que
e WBHQ) C L»(Q), u, v € W (Q) c L*™(Q) e f € LT(Q) = L*(Q), de onde J(r,u,v,f) < 0. E
portanto, (,u,v, f} € Usq.

Como (r,u,v, f) € Uaq, se mostrarmos que
lgl'_l’{gf J(Tn, Uny Uny fn) > J(T} Uy U,y f)

concluimos que (7, u,?, f) é uma solugio 6tima do problema (6.1.4). Entio mostremos a desigualdade
anterior.

Pela estrutura de J temos que este é continuo na norma de L := L#*(Q) x L¥™(Q) x L¥™(Q) x L*(Q),
de onde temos que J ¢ semi-continuo inferiormente na topologia da norma de L. Além disso, J é convexo,
entdo J € semi-continue inferiormente na topologia fraca de L, e portanto, J ¢ sequencialmente semi-
continuo inferiormente na topologia fraca de L. Logo,

(Tm Un,y Vny fn) - (T: u, v, f) fracamente em L,

implica que
lim inf J(Tn, U, Vny fn) 2 J(Ta U, v, f)
n—oo

Como (T, tin, Vn, fn) € uma seqiiéncia minimizante de J obtemos que (7, u, v, f} é uma solugdo étima do
problema. {6.1.4).

Observagao 6.2 Para o funcional de custo dado por

Jlru,v; f] == 011]&; /]Txt - 1a(z, t)|2kdzdt+-—/ /|u:ct ) — ug(z, 2)|*™ dedt

ol t) —va(o )P dade+ 5 [ [ 11,0 dot (617)
5,
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temos que se ug € L™(Q) e vg € L™(Q), com my, Mme > 1 e my # mg, entdo o lema e o teorema

anteriores continuam valendo. Para demonstrar tais resultados baste repefir as demonstracbes anteriores

substituindo m por my ou maq nos locais convenientes.

Observagao 6.3 Resultados andlogos valem para o funcional de cusio dedo por

Truyei fli= 5 [ e T) = ra(a)Phds + [ Julo,T) = wal) P

o3

ma N (T 25 (618
5 LEU(%T)—%(E)F d:r+—:?-/0 /ﬂ[f(x,t)] dxdt,

+

ou seja, se ug € L™ Q) e vg € L™2(Q), com m, mz > 1 podendo ocorrer my = maz ou my # mo, entdo
o lema e o teorema anteriores continuam valendo. Também podemos demonstrar tais resultados repetindo

as demonstragies anteriores, substituindo m por m1 ou mg nos locais convenientes.

Agora estudaremos condigBes necessdrias para que (r,u,v, f} € E seja uma soluco 6tima do pro-
blema (6.1.4).

6.1.2 Condicao Necessdria de Otimalidade

Para obtermos as condicGes necessarias para que (7,u,v, f}) € E, com E dado por (6.0.1), seja uma
solugio Gtima do problema (6.1.4) precisamos calcular o cone das diregdes de descida do funcional J(-),
o cone das diregGes tangentes de @ e os cones duais.

Para isso, congideremos uma solugio dtima (1, u,v, f) € E do problema (6.1.4).

Para o cone de diregbes de descida associado ao funcional J{-} no ponto (r,u,v, f) e seu dual temos

o seguinte resultado.

Lema 6.2 O cone de direcées de descide associado ao funcional J(-) no ponto (t,u,v,f} € E é dado
por
DC{J, {r,u,v, f)) = {(8,w, 2, k) : J'(r,u,v, f)(B,w,2,h) <O}

e seu cone dual é dado por

[DC(J, (7,4, 9, )]
= {go € E' : go(0,w, 2, k) = -AJ'(1,u,v, f)(B,w, z,h) <0, para algum X > 0}.
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Demonstracao:
Comeo J é um funcional convexo continuo, entdo pelo Coroldrio 5.1, parte (1), temos que

DO(J, (r,u,v, f)) = {(8,w,2,h) : J'(7,u,0, /) (6, w, 2, h) < 0}.

Como J'(7,u,v, f) € E*, J'(T,u,v, f) £ 0 e, pela parte anterior, DC(J, (,u,v, f)) = {(#,w,2,h) :
F(ryu, v, )0, w, 2, b} < 0}, entdo pelo Teorema 5.5, temos que

[DC{J, (1 u,v, PO = {—-AT(7,u,v, [Y{f,w,2,h) <0: X >0}
={go € E': go{6,w, 2, h) = ~AJ'{1,u,v, f}{8,w, z,h) <0, para algum A > 0}.

Observacao 8.4 O funcional J(-) & direcionalmente diferencidvel em qualquer direcdo. Sua derivada
direcional no ponto (1,u,v, f) e na direcdo (8,w, 2, h) é dada por

J{ruv, i(0,w,z,h) = alk/ f('r Y2k 19dmdt+a2m/ /(u——ud)ﬂm Lwdwdt
+aamf /(U—vd)g'“'lzdxdt—st[ /fzs"lhd::;dt

Falta somente calcular o cone tangente ao conjunto Q = {(6,w,2,h) € E : M(8,w,z,h) = 0} no
ponto {r,u,v, f) e seu dual. Mas antes precisamos do seguinte resultado:

Lema 6.3 (i) A aplicagio M{-) é Giteaus-diferencidvel e sua derivada de Giteaus no ponto (7,u,v, f)
€ definida por
M,G(Ta 1, v, f)(t?,w, 2, h) = (11')1,11)2,?}53, "}{'4:"1”)511){’6),

s¢ e somente se,

( gt bAf — Ila—w—fggi—h::‘ljjl em @
B’w 8F1 %tFl F1
e BiAw— —80— - Zz=10 em Q
{ gz g 2 (‘?fy éalyg 6.1.9
= —keAz——O0 - ——Fw——z=1Ys em O (6.1.9)
ot or a@u v
o _ow_0z_ 0 em 80x{0,T)
o dn  On !
L 8(0) = Pq, w(0) =5, 2(0) =4 em Q,

onde Fi(r,u,v) = —gqu(l —u—-v)(1 —2u —v+ a7+ di) e B = —aav(l —v —u)(1 — 20 — u+ 27 + da).
(1) A aplicagdo M(.) € estritamente diferencidvel e o operador M'(1,u,v, f) = M{(7,u,v, f) € sobreje-

tiveo.
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Demonstragao:
(i) Para demonstrar que M é Gateax-diferencidvel e que sua derivada de Giteaux M} € como no enun-
ciado, precisamos mostrar que
M{r + k8, u+ kw,v + k2, f + kh) — M(r,u,0, f) _ 0
k E '

Agora, como M ¢é dado pelo problema (6.1.5) e como (8, w, z, h) satisfaz o problema, (6.1.9) temos

Iim

k=0

- M&(Ta u, v, f)(g,w,z,h)

1[M’(T+M},u+ch,v+Jc:z,f-{-lg:!'e) - M(r,u,v, £}

_ (%g—bﬂQHh%?—*h%; h=%t by Aw Fl('r+k6,u+kw,:+kz)—Fl(’r,u,v),
g—:—kgA _ Fa(r + &9, u+kw,z+kz)—Fg(-r,u,v)’9(0)’&}(0)’2(0))
- (%‘6_1:_&1Aw_Fl(f+k8,u+kw,:+kz)—Fl('r,u,v)‘
%‘E“k Az Fg(r+k9,u+kw,:+kz)—Fg(f,u,v),%’%,%)’
E como —Mg(r,u,v, f){(8,w,2,h) = (1,92, 93,94, 95,16}, segue que
éi_% M(’r+k6,u+kw,v+k::,f+kh)—M(T,u,v,f) - My, (0,0, 2, h) .

:E_If})"( %t klAw_Fl(r+k9,u+kw,:+kz)uFl(T,u,'v)_%,

g—j—kzﬂz Fg(r+k9,u+kw,z+kz)—Fg(f,u,’u)_%,0,0’0) .
%—}ma 6‘?9—% —%F—gz %000) E:o,

por (6.1.9), onde Fi{r,u,v) = —qqw{l —u—v}{1 —2u—v+er+diye Fo = —azv(l —v—u)(1 — 20 —
u+ ot +do)
Logo, M ¢ Giteax-diferencidvel ¢ que sua derivada de Gateaux M, ¢ dada por (6.1.9).

(ii) Como M & Gateaux-diferenciavel, pela Observagio 5.3, parte (i44), para concluir que M & estrita-
mente diferencidve, basta mostrar que a aplicagio (7, u,v, f) = M4(r, u,v, f) é continua. E neste caso,
M (1, u,v, f) = Mg{t,u,v, f).
Mostremos entdo a continuidade da aplicagdo acima.
Para cada (8,w, 2, h) € E temos que
(| Me(r,uy, v, f1)(0,w, 2, h) — Mg{ms, ua, va, f2}(0,w,2,h)|| 5
= ||{0, F{(12, us,va)(#, %, 2, k) — F{ (7, u1,v1)(#, w, z, b},
Fi{m,ug,v2)(8,w, z,h) — F3(r,u, v )0, w, z,h),0,0, 0|5
< A F (72, U2, v2, f2) — Fi(m, un,v1)l| g [|(6, w, 2, B)|i g
|F3 {72, u2,v2) — Fy (i, un,01)lg (6, w, 2, R) e
< (0,7, B)e- [lIn — mllwzc gy + i = wallys gy + o1 = wallyzs gy + s = falloeiy]
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por (6.1.9) e porque W2(Q), W'(Q) ¢ L(Q), jé que r, > 5/2. Na tltima desigualdade C depende
de (11, u1,v1, fi) € (72,42, 02, o), Fi(nu,v) = —aqu(l —u—v)(1 —2u—v 47+ d1) e Fa = —agv(l -
v—-u)l—2v—u+car+ds)

Logo, a aplicacio (7,u,v, f) = Mg(7,u,v, f) é continua em (7,u,v, f). Mas como (r,u,v, f) € E é
arbitrario, temos que esta aplicagio é continua. E portanto, M é estritamente diferencidvel.

Finalmente, procedendo como nas demonstragdes da Proposigio 2.1, isto é, aplicando o Teorema de
Leray-Schauder, e dos Teoremas 2.2 e 2.3, obtemos que para todo (¥1,%2, %3, %4, ¥5,¥s) € E, o problema
(6.1.9) possui solugdo Gnica em E, pois I > r e r > 5/2. Logoe M’(7,u,v, f) é sobrejetivo.

Vamos finalmente calcular o cone tangente ao conjunto @ no ponto {r,u,v, f).

Lema 6.4 O cone tangente ao conjunto @ no ponto (7,u,v, f) € o subespaco vetorial
TC(Q} (T‘!‘u’!vi f)) = {(Blw)z!h) € E : M,(T!u)vﬁf)(e!w‘! z!h) = 0}
e set cone dual € dado por

IO (nu,v, )] =
{o1 € E*: g1(8,w, 2z, k) = 0 para todo (8, w,2,h) € TC(Q,(r, u, v, f))}.

Demonstragao:
Pelo lema anterior temos que M é estritamente diferencidvel em (7, u,v, f} ¢ M'(r,u,v, f}: E = E
é uma aplicagao sobrejetora. Entdo, pelo Teorema de Lyusternik, isto & Teorema 5.3, o conjunto

Q={(0,w,2,h) e E: M(8,w,2,h) =0}
tem no ponto (,u,v, f) um espaco tangente dado por
TC(Q,(t,u,v, f)) = ker M'(7,u,v, f} = {(6,w,2,h) € E: M'(r,u,v, /)(#,w, 2, h) = 0L

Observemos agora que o cone TC(Q, (7, 1, v, f}} € um subespago vetorial do espago E, pois M'{T,u,v, f)
¢ um operador linear ji que o sistema 6.1.9 é linear em (¢, w, z, h). Entio, pelo Teorema, 5.4,

[TC(Q‘ (T? u‘l ”’ f))]’ = {gl e E* :91(91w?z’h) = 0’ V(Bﬂ wl z’h) e E}'

Vejamos agora um resultado sobre condigio necesséria de otimalidade para o problema de otimizagio
(6.1.4).
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Teorema 6.2 Seja (7,u,v, f) € E = W2HQ) x W (Q) x WHQ) x L7(Q) uma solucdo dtima do
problema (6.1.4), com r el satisfazendo (6.0.2). Ser > 2s, entio existem funcies (8,p,¢) € W (Q) x
Wat(Q) x WEQ) satisfazendo o sistema adjunto

% pap=9E +%q+alk(7‘ Tg) 2

op O 398 8F1 "\ OF;

TR R

em

—g+aymlu—ug)*™ ! emQ

_9e 2m—1 (6.1.10)
Bt kaAg o Btap 6%;) + 5 220+ asmilv —vg) em )
5 = B az[) em 90 x (0,T)

P=p=g=0 emOx{t=T}

onde Fi(r,u,v} = —aqqu(l —u—v){(1 —2u~v+er+di) e Fo = —apu(l —v—u)(1 - 2v —u+ com + da),

como no problema (6.1.9), e o controle é dudo por

_ {18\ =T
f=- (m) sgnf, gqtp. emte([0,T].

Observacao 6.5 Anies de demonstrarmos o teorema acima observemos que, procedendo como nas de-
monstragées da Proposicéo 2.1, isto €&, aplicando o Teorema de Leray-Schaouder, e dos Teoremas 2.2
e 2.3 para o problemea (6.1.10), temos que se 74 € L*72(Q) e ug,vq € LY 2(Q), entdo o problema
(6.1.10) possui solugio inica (8,p,q) € W2(Q) x sz’l(Q) x W2HQ). Se além disso, 74 € L¥(Q) e
Ug,¥q € L™ (@), com k' > dk~2 em' > 4m—2, entdo por argumentos do tipo bootstrapping mosira-se que
o problema (6.1.10) possui solugdo (8,p,q) com maior regularidade, que depende também da regularidade

dos dados inicisis.

Demonstracao:

Primeiramente, observemos que:

¢ Como J é um funcional convexo continuo, entdo pelo Corolario 5.1, parte (¢), J é regularmente de
descida em (7, u, v, f) e tem diregGes de descida DC(J, (v, u, v, f)) dadas pelo Lema 6.2;

o () tem dire¢des tangentes T'C(Q, (1, u, v, f)) dadas pelo Lema 6.4. Como TC(Q, (r,u,v, f)) é con-
vexo (pois é um subespaco vetorial de E*), Q é regular em (1, u, v, f).

Como J(-) assume um minimo local no ponto {7, %, v, f) € Q com dire¢bes de descida DC(J, (T, u, v, f))
e Q & regular em {7,u,v, f}) com dire¢tes tangentes TC(Q, (7,u,v, f)). Entdo, segue do Teorema de
Dubovitskii e Milyutin {Teorema 5.1) que existem formas lineares continuas go € [DC(J, (7, u,v, f))]* e

o € [TC(Q,{7,u,v, £))]*, ndo simultaneamente nulas, tais que,

go + g1 =0. (6.1.11)
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Seja h € L7(Q) um controle arbitririo e seja (¢, w, 2, h) € F solugéo do sistema
( dp Ow Oz

- =ha+hm-+h em @
ow 8F1 o 8F16 LOF
t —khAw= em @
— —koAz = Y2, em Q (6.1.12)
(% 8y gg—v 3z 8’0
anm%_%—o em 9§ x (0,T)
{ @(0) = w(0) =2(0) =0 em {),

onde Fi(r,u,v}) = —a1u(l—u—v)(1-2u—v+ear+d) e Fy = —apv(l —v—u)(1 - 20 —u+ a7 + dy),
como no problema {6.1.9).

Neste caso, temos que M'(7,u,v, f}{{¢,w,2,k) = 0, e portanto, (p,w,2,k) € TCQ, (r,u,v, f)).
Logo, g1(p,w, 2, k) = 0, e portanto, go(sp,w, z, k) = 0.

Como go € [DC{J, (1, 4,v, f})]*, pelo Lema 6.2, existe A > 0 tal que

goli, w,2,0) = =\ (1,0, )i, )
= --)‘o:1 1/‘('r — 1) Lpdedt — /\agm/ / w — ug) ™ wdadt

—/\agm/ (v — vg)*™ ' zdzdt — )\N.s/ /fm’ Lpdadt = 0.

Observemos que A # 0. Pois, caso contréario, temos que gg = 0, e pela igualdade (6.1.11), temos
também que g3 = 0. O que contradiz o Teorema de Dubovitskii e Milyutin. Entfo, multiplicando a
igualdade anterior por 1/A obtemos

-aﬂc/ L 7 — 1) * L pdadt — ng/ /(u-—ud)zm Lwdzdt
(6.1.13)

—agm/ /v—v Im—lydodt — Ns/ /fz“’_]hd:rdt~0

Encontremos agora o controle 6timo f.

Seja (8, p,q) uma solugdo do problema adjunto (6.1.10), que possui solucdo tinica pela Observagio
6.5. E seja (p,w,z,h) solugio do problema (6.1.12). Multiplicando a primeira equagao do problema
(6.1.10) por ¢, a segunda por w, a terceira por z, integrando cada uma delas em 2 x (0, T") e somando-as

—o:lkf f('r )2k lgadzdt—agm/ / (u — ug)*™ Lwdzdt

—Qgm (‘-‘J - vd)zm_l zdzdt

(04 2 B2

a6 BFI 6F2

T
+./U' /(3t+kIAp llat 3 )tUdIL'dt

T F; F.
/D (__+sz ge+%_vlp+§a?2q)zdxdt.

obtemos

-+
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Integrando o segundo membro da igualdade acima por partes e observando que 22 = gﬁ = gﬁj =
% — 82 = B0 - () em A0, B(T) = p(T) = ¢(T) =0 e (0 )—z[{))—w(ﬂ)—ﬂemﬂ,temos
T T
—alk/ ]('r — 1) pdedt — agm/ /(u — ug)*™ lwdzdt
o Ja T o Jo
—ym / (v — v4)2™ ) zdzdt
T 3! , " i d
- _9 ow L 1,22
o [ (5 e 1)
[ / (_a_f_l.{p_—+k1Aw+ ‘?3 1w+§;—z)pdmdt
8F, IF, OF, / [
A - = hé dxdt
//(BT(p ot + koAz + 6uw+az)qdmdt A wdt,
pois (i, w,z,h) é solugdo do problema (6.1.12).
Apora, usando a igualdade (6.1.13) no primeiro membro da igualdade acima obtemos
T T
Ns/ /fh“lhda:dt= —/ /hﬂ dxdt.
o Jo 0 Jo
Como h € L?*{()) é arbitrdrio, temos que Nsf?*~1 = —f q.t.p. em Q. E portanto,
8\ ™
f=—-1{+— sgnfd, q.t.p. em G
Ns
=

Observacgao 6.6 Procedendo como nas demonstracdes da Proposicdo 2.1, isto €, aplicando o Teorema
de Leray-Schauder, ¢ dos Teoremas 2.2 ¢ 2.3 para o sistema (6.1.12) obtemos que para todo h € L™(@), o
problema (6.1.12) possui solucdo dnica (8,w, z) € W2 (Q)x W (Q)x W (Q), e portanto, (8,w,2,h) €
E satisfaz (6.1.12).

Observacao 6.7 Do mesmo modo como foi demonstrade o leoremae anterior mostra-se que parc o fun-
cional de custo dado por (6.1.7), na Observagdo 6.2, as condigdes de otimalidade sdo: Se (1,u,v, f) € Uaa
é uma solucio dtima para o problema funcional de custo dado por (6.1.7), entdo existem (0,p,q) satis-
fuzendo o problema

50 ar, OF,

gy | Of o y2h—1
5 ~5i - hAf = 8 l;:iF+ o ;F+ kon {1 — T4) em @
- I; kiAp = — : Ly t+mas(u—u)?™l em @
; 3@ I 1
L kaAg = by + ——p+ g + Ma03(v = va) em @
a8t 56 Bt % op dv dg v
ol il el 0 em 80x(0,T)
6=0, p=0 e ¢g=0 em Qx{i=T},

onde Fi(r,u,v) = —qqu{l —u—v){1 - 2u—v+ei7+d1) e Fy = —aav(l — v —w) (1=~ 2v — u+ 27 +do},

como no problema {(6.1.9), e o controle é dado por

f= |—8~|—ﬁh ] t nt € 0,7
=N sgnf, qtp. em 4|
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Observagac 6.8 Também de mode andlogo, mostra-se que pare o funcional de custo dado por (6.1.8),
na Observacio 6.3, as condigdes de otimalidede sdo; Se (1,u,v, f) € Usq € uma solugdo 6tima parae o
problema funcional de custo dado por (6.1.8), entdo existem (8,p,q) satisfazendo o problema

-%i_-me—aﬁ +§§-q em  Q
3‘3 8F1 3F2 0
B VN 00 M
~ Bt y 2 ;p ;qat Bu S0P v T !
" B %_0 em 00 x (0,1

8(T) = ko (7 — 7g) %1 em 0
p(T) = miaa(u — ug)?™ 1 + khoo(r — 721 em 0
q(T) = maaa(v — vg)*™2 7" + klooy (1 — 7)1 em

k=

onde Fi(t,u,v) = —aqu{l—u—0)(1-2u—v+ar+d) e Fo = —aav(l —v—u)(l — 20 —u+ a7 +da),
como no problema (6.1.9), e o controle € dado por

f=- 1] rl_{.s_or;'n,@ gtp. emte[0,T]
N . g.bp. LT

6.2 Um Problema com Restrigao sobre o Controle

Nesta secao trabalharemos com ¢ seguinte problema de otimizacio

roin J(r,u,v, f), (6.2.14)

onde o funcional J é dado por (6.0.3) e @ = @, N @4, sendo Q; dado pela restricio de desigualdade
= {(T,‘U.,‘U, f) eE: ”f”Lz,(Q) S Cl}a
e Oy dado pela restrigio de igualdade
Qo = {(r,u,v, f) € E: M(T’u:”:f) = 0}:

sendo M : E — E um operador definido, como na segio anterior, por M{(7,u,v, f) = (91,02, 93,24, s, P6)
se, © somente se, (7,u,v, f) é solugo do sistema (6.1.5) com néo-homogeneidade (i1, 2,3, V4, 5, 96).
Lembremos que M (7, u,v, f) = 0 se, e somente se, (7, u, v, f) é soluco do problema (2.0.1).

Antes de demonstrarmos a existéncia de controle 6timo para este problema, mostremos que o conjunto

admissivel, Uzq4, é ndo vazio.

Lema 6.5 Suponha que b, I3, 1y, k1, k2, a1, 0g, C1, €2, d1 € dy sdo constantes com b, ky, k2, a1, az > 0,
e € WA(Q), ug, v € Wi—z(ﬂ), com ¥ e satisfazendo (6.0.2), sdo tais que 819/Onloq = Bup/Onlsn =
Ovg/Onlen = 0 e 0 < ug,vg < 1. Além disso, suponha que O C IR® é um dominio aberto, limitado e de
classe C%. Ser > 2s, entdo Uy # 0.
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Demonstragao:

Seja f € L™(Q) C L*(Q), pois r > 2s, tal que ||fl|z,,(q) < C1. Como I > r por (6.0.2), entéo pelo
Teorema 2.1, Coroldrio 2.3 e Teorema 2.3, existe um tinico (r,u,v) € W>{(Q) x PVIQ’I(Q) X W’f’l(Q}
solu¢fio do problema (2.0.1). Logo, (1,u,v, f) € E, com E dado por (6.0.1}, e M(r,u,v, f) =0.

Além disso, como r, I > 5/2 temos, que W21(Q) C L2*(Q) e W/ (Q) C L¥™(Q) com inclusdo
continua. Logo, temos que (7,u,v) € L2*(Q) x L?™(Q) x L™ (Q). Assim, J(r,u,v, f} < 00, € portanto,
(r,u,v, f) € Ugq.

Agora mostremos a existéncia de uma solugdo dtima do problema (6.2.14).

6.2.1 Existéncia de Solugio Otima

Teorema 6.3 Suponhia que b, 11, la, k1, k3, a1, c1, d1, a2, o2 € d2 sdo constantes com b, ky, ka2, a1,
as >0, e 7o € W2(Q), uo, wo € Wi?(ﬂ)’ com ¥ el satisfazendo (6.0.2), sio tais que %Qlan = %":flaﬂ =
%Han =0, ug,v0 > 0 e ug+vo < 1. Além disso, suponha que Q@ C R® é um dominio aberto, limitado e
de classe C?. Assuma também que 7a € L?*(Q) ¢ uq, vg € L*™(Q), com k, m > 1. Ser = 2s, entdo o

problema de otimizagdo (6.2.14) possui uma solugdo dtima.

Demonstragao:

Primeiramente observemos que, como r = 25, temos que U4 # @, pelo Lema 6.5.

Depois, basta repetir a demonstragio do Teorema 6.1, observando que se {{Tn, Un, U, fn)} C Usq €
a subseqiiéncia convergente a (7,4, v, f) da seqiiéncia minimizante do funcional J dada na demonstracio
citada anteriormente, tem-se que || full -0y = || fnllz2rgy € C, paratodon € Ne f, — f fracamente em
L7(Q). Agora, como f, = f em L**(Q) e {|fnll12(q) < C, para todo n € N, tem-se que || flz2.(g) < C.
Logo, (r,u,v, f} € Uyg para o problema (6.2.14).

Procedendo como na mesma demonstragio, tem-se que (7,u,v, f) é uma solugio étima do problema
(6.2.14).

Na préxima se¢io estudaremos condigdes necessirias para que (7,4, v, f) € E seja uma solugso Stima
do problema (6.2.14). '

6.2.2 Condi¢io Necessiria de Otimalidade

Para obtermos as condigbes necessarias para que (7,4, v, f} € E seja uma solugho étima do problema
(6.2.14) precisamos calcular o cone das diregdes de descida do funcional J(-), o cone das diregdes factiveis

de @, o cone das diregbes tangentes de Qs e os cones duais.
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Para isso, consideremos uma solugio étima (r,u,v, f) € E do problema (6.2.14).

Lembremos que o cone de direcdes de descida associado ao funcional J{-) no ponto (7,4,v,f) € E e
seu dual s&o dados pelo Lema 6.2. E o cone tangente ao conjunto Qs no ponto (1, u, v, f) e seu dual séio
dados pelo Lema 6.4.

Vamos agora calcular o cone das diregdes factiveis associado a restricio de desigualdade @ e seu
dual. Observemos que podemeos utilizar a Proposicée 5.3 e o Teorema 5.6 para tais calculos, pois @ pode
ser escrito como Q = {(7,u,v, f) € E : F <0}, onde F é o funcional dado por F = ||f||z2s(g) — Ch-

Lema 6.6 O cone de direcies factiveis de @y no ponto (t,u,v, f) € E ¢ dado por

FC(QII ('r,u,v,f))
={M0-rw—u,z—0v,h—f): A>0e(8,w20h) € E tal que |[hl|g2eq) < C1} #0

e seu cone dual é dado por

[FC(le (Ta u,v,f))]*
={G1 € L"(Q) : fo Grh dwdt 2 [, G1f dudt, ¥ h € L"(Q) tal que ||hllL2(q) < C1},

onde r' ¢ tal que % + ,% =1.

Demonstragio;
Vamos dividir a demonstragéio em quatro partes:
i) Mostremos que FC(Qy,{r,u,v, f)) ={ @ —-mw—u,z-v,h—f): A>0e (f,w,z,h) € intQ1}.
Primeiramente mostremos que @, é convexo.
Para isso consideremos z = (1,4, v, f), y = (6, w,2,h) € Q1 e a € [0, 1] e mostremos que
az+{l-oa)y € ;. Como x, y € E, temos que

ar+(l-ay=(ar+ (1 -, ou+ (1 -a)w,av + (1 —a)z,af + (1 —a)h) € E.

Além disso, como x, y € @1, temos que || fllz2q), l|Bllz2e(g) < €1, € portanto, |laf + (1 — a)hllzesg) <
| fliz2e(q) + (1 — a)l|Rl|g2s gy < @Cy + (1 —a)C1 = C1. Logo, ax + (1 — a)y € Q1. De onde concluimos
que &, é convexo.

Entéo, pela Proposicdo 5.3, temos que o cone de diregoes factiveis de @ é dado por

FC = {AntQ: — (r,u,v, f)) : A > 0}
={A@-mw—uwz—-v,h—f): A>0e (8,w,z,h) € intQ1}.

ii) Agora mostremos que intQy = {(f,w,z,h) € E : ||h|lgze(qp < C1}. De onde, concluimos que
FC(@Q1,(r,u,v, f)) é da forma apresentada no enunciado e FC{(Qy, (r,u,v, f)) # 8.

Consideremos (fp, wo, 20, ho) € Q1 tal que ||ho|| 20y < €1 e tomemos § = Cy — ||hp][z20() > 0.
Para todo (8,w,2,h) € E tal que |[h — hollr2s(gy < 6, temos que

|5l 22e(q) <l — Rallz2e(qy + [lRollz2s(@y < & + hollz2s(q) = Cr ~ ||Rollz2=(g) + |hollz2e(qy = Ch.
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Mas existe uma constante C > 0 tal que ||EI|L2a(Q) < C!|(§,1ﬂ,2,ﬁ)|[5, para todo (8,%,%,4) € E.
Entdo, para todo (8,w,z,h) € Bs;z(6o, w0, 20, ko) C E, ||hllz2e(q < Ci, e portanto, (f,w,z,h) € Q1.
Logo, Bs;c {80, wo, 20, ho) C Q-

Assim, {(8,w,z,h) € E : ||Rljg2e(q) < C1} C int@Q; e intQ; # §. Além disso, pela parte (i) da
demonstragio temos que FC{(Q;, (r,u,v, f}) # 0.

Agora, suponha que int@ & {(#,w,2,h) € E : ||h)|g2q) < C1}

Entdo, existe (8,w,z,k) € E com {|A]|p2¢gy = C\ tal que {8,w, 2, h) € intQ;. Assim, existe R > 0
tal que Bp(#,w,2,h) C ¢1.

Consideremos agora i’ = hR/2C,C € L**(Q) com C dado acima. E tomemos (8,w, 2z, h+ h'} € E,
entio

, , ; R R
i{0,w, 2, h) = (8,w,z,h + )l|lg = |{0,0,0, A)l|g < CllA||20qy = Cm”h”:ﬁ'(m =

Assim, (8,w,z,h+ h'} € Bp(f,w,z, k). Mas (0,w,2z,h+h') € Qu, pois [[h + W'[L2+(q) =
(1 + @}%@-) |All g2s(ay = C1 + £& > C1. O que é uma contradigéo.

Portanto, intQr C {(8,w,z,h) € E: ||hllz2.() < C1}. O que completa esta parte da demonstragéo.

iii) Vamos agora mostrar que [FC(Q1, (r,u,v, f)]* = {; € E' : g1 (8, w, 2, 1) > g1 (7, u, v, f), ¥V (8, w, 2, h) €
i}

Como ¢ é convexo e intQ; # B, se mostrarmos que @y é fechado, pelo Teorema 5.6 teremos o
resultado desejado.

Para isso consideremos uma seqiiéncia {2, = (Tn,%n, U, fn)} C Q1 tal que z, = z = (7,%,7, f) em
E. Precisamos mostrar que € @1 para concluir que @, ¢é fechado em E. Como x € E basta mostrar
aue [[Flz20¢0) € Ch-

Da convergéncia anterior, temos que f, — f em L7(Q). Ent3o se r > 2s, temos que f, — f em
L**(@). E portanto, | fullz2:¢@) < C1, para todo n € N, implica gue H?”L’-"(Q) <.

Vejamos agora o caso, r < 25. Como ||fallz200y £ C1, para todo n € IN, temos que existe uma
subseqiiéncia f,, que converge fracamente em L2*(()) para uma funcio f. Além disso, || f|| L2y < Ch.
Agora, como r < 2s temos que fr, = f em L"(Q). Entéo pela unicidade do limite em L7(Q), temos que
f = J. Portanto, {[fll12(q) < C1.

Logo, x € @y, e portanto, @ € fechado.

iv) Finalmente, vamos mostrar que [FC(Qy, (7,u,v, F))]* = {G: € L™ (Q) : IQ G h dzdt > fQ G\ f duzdt,
Y he L™(Q) tal que ||Rll g2y < C1}-

Primeiramente mostremos que g1 € [FC(Q1,(r,u,v, ))I* encontrado na parte anterior s6 depende
da dltima componente, isto é, g1 (7, %,v, f) = g (f) para todo (r,u,v, f) € E.

Seja g1 € FC{Qy, (r,u,v, f)), pela parte anterior temos que

91 (tpa w, %, h‘) > | (Ta U, f): para todo (‘P, W,z h) € Ql'
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Tomemos (i, w, z, b) € Q; arbitrério. Entdo (—¢, —w,—z,—h) € Q1, pois |l L2y = | - Pllzz(g)»
para todo ¢ € L*(Q). Logo, g1(—¢, —w, —2,—h) > gi(7,u,v, f}. De onde, como g1 ¢ linear, obtemos
que

91(‘P)w: %y h) < —gl(fsu) U’f)r
e portanto,

Cy = 91(1',“,'0, f) < gl(tp,'w,z, h‘) < Co = _91(1-: U, ¥ f):

para todo (@, w, 2, h) € Q4.
Agora, como g, € E’, podemos escrevé-la como

41 (Lpaw:z: h‘) = TPl(‘P) + 1\[)2(1”) + 1;{'3(2) + w‘l(h)s

! I
com ¢1 € (W2H(@)', 2 € (WP@)) s ¥ € (WPHQ) e vue (7Q))".
Tomemos agora w, z € W2 (Q), h € L7(Q) com |Rl|12(y € ¢ € WHQ). Entdo, para todo k € Z,
(kp, kw, kz, h) € @1, € assim C; < g1 (ky, kw, kz, h) < Cy, para todo k € Z, de onde,

€1 < kpy () + kapao(w) + kps(2) + %u(h) < Ca,  para todo k € Z.

Logo, y1 = ¢ = 3 = 0. Entdo g1 (p,w,2,h) = g1(h) = a(h), com 14 € (L(Q)).
_ De onde, pelo item anterior, obtemos que [FC{Gh, (r,u,v, f)I* = {gn € (L™ (Q)) : 1 (R) 2 ;1 (f), Vh €
L7(Q) tal que ||h]| g2 gy < C1}-
Finalmente, mostremos que [FC(Q1, (7, 1,2, f)]* = {G1 € L7 (Q) : fQ Grh dzdt >
o Grf dxdt, ¥ ke L7(Q) tal que ||Allz3+(q) £ C1}, com +' tal que L + X = 1. Para isso basta observar
que {L7(Q)) = L™'(Q). De fato, pela caracterizagdo acima g; € [FC{Q1, {t,u,v, f})]* se, e somente se,
existe Gy € L™ (@) tal que fQ Gih dedt > fQ G\ f dzdt, para todo h € L7(Q) tal que “hHL'z.(Q) <.

Vejamos agora um resultado sobre condi¢io necessaria de otimalidade para o problema de otimizagao
(6.2.14).

Teorema 6.4 Seja (7,u,v, f) € E = W2L(Q) x WPH(Q) x W2 (Q) x L™(Q) ¢ uma solucio 6tima do
problema (6.2.14), onde r ¢ ! satisfazem (6.0.2). Ser > 25, entio existern funcées (8, p, ¢) € W {Q) x
Wa(@QYxWar(Q) que satisfaz o sistema adjunto (6.1.10). Além disso, existe G1 € [FC(Q, (r,u,v, f))]* =
{G1eL7(Q): fQ Gih dodt > fQ G\ [ dadt, ¥ h € L7(Q) tal que ||h||z2+(q) € C1} tal que

T T
/ / (Nsf?*~ ' +60) h dzdt =/ fGlh dzdt,
0 0 Q Q

para todo h € L™{Q}.
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Demonstragao:

Primeiramente, observemos que:

e Como J ¢ um funcional convexo continuo, entdo pele Corolario 5.1, parte (), J é regularmente de
descida em {1, u,v, f) e tem diregdes de descida DC(J, (r,u,v, f}) dadas pelo Lema 6.2 ;

o @ tem diregdes factiveis FC(Q), (r,u,v, f)) dadas pelo Lema 6.6. E como FC(Q1,(r,u,v, f)) é
convexo (& facil verificar pela prdpria caracterizagdo de @1), Q; é regular em (7, u,v, f);

» O, tem diregdes tangentes TC(Qs, (7,1, v, f)) dadas pelo Lema 6.4 . Como TC(Q, (T,u,v, f)) é

convexo (pois é um subespaco vetorial de E'), Qs é regular em {7, u,v, f).

Como J(-) assume um minimo local no ponto {r,u,v,f) € @ = &, N Q,, J tem diregdes de des-
cida DC(J, (r,u,v, f)), Q1 é regular em (r,u,v, f), com diregdes factiveis FC(Q,(T,u,v, f)) ¢ Q2 é
regular em {1, u,v, f), com diregdes tangentes T'C(Qs, (7, u,v, f)). Entio, segue do Teorema 5.1, isto
é, Teorema de Dubovitskii e Milyutin, que existem formas lineares continuas gg € [DC{J, (T, u,v, f))]*,

o1 € [FC(Qy, (7,u,v, )" e g2 € [TC(Qa,(T,u,v, f))]*, ndo simultaneamente nulas, tais que,

go+antg=0 (6.2.15)

Seja b € L7{(Q)) um controle arbitririo e seja (p,w,z,h) € E solugio do sistema (6.1.12). Neste
caso, temos que M'(r,u,v, f}p,w,z,h) = 0, e portanto, (p,w,z,h) € TC(Qs,(T,u,v, f)). Loge,
gl w,z,h) =

Como gq € [DC' (1, u, v, f))]*, pelo Lema 6.2, existe A > 0 tal que

golp,w, z,h) = —AJ' (7,1, v, f)(tp,w z, h)

= —/\alk/ / (1 — 12)** Y pdadt — )\agm/ A u—ug) ™ "wdrdt
—/\agm/ / (v — vg)™ L zdzdt — /\N.S/ /f23 Yhdzdt.

E pela igualdade (6.2.15), como g,(¢, w, z, k) = 0, temos que

Aalk/ /(7 — 7)1 (pda:dt+)ta2mf f u — ug) *™ lwdrdt

(6.2.16)
+)\agm/ /(v — g)*ml zdxdt+)\Ns/ [fg“’_lhd:cdt —g1(h).

Antes de continnarmos a demonstragio, mostremos que A # 0,

Se A = 0, pela igualdade (6.2.15) temos que g, + g2 = 0.

Agora, g1 € [FC(Q1,(T,u,v, f})]*, logo gi{w,w,z,h) = ¢i1(h). Entdo, para todo (i, w,z,h) €
W21(Q) x Wf’l(Q) X W’f’l(Q) x L™(Q), temos que gz{p,w,z,h) = go(h) = —g1(h). Mas, para cada
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h € L7{(Q), existe dnico (¢, w,2) € W2{Q) x W(Q) x W (Q) solugio do sistema (6.1.12). Logo,
(@, w, z,h) € TC(Qy,{7,u,v, f)) , ¢ portanto, gs(h) = g2{ip,w, 2, k) = 0, pois g2 € [TC(Qs, {r,u,v, F))}*.
Assim temos que g0 = 0e g = —gp = 0. Logo, go = ¢1 = g2 = 0. O que contradiz o Teorema de
Dubovitskii ¢ Milyutin. E portanto, A # 0.

Observemos agora que podemos supor que A = 1, para isso multiplicando (6.2.16) por 1/ e conti-
nuando a denotar g; /A por g, temos

T
a;k/ / Td)zk"lcpd:rdt+asz / u — ug)*™ Lwdndt
% (6.2.17)
+agm/ /(v—vd ) 1zda:dt+N3/ / FE thdzdt = ~gi(R).

Encontremos agora o controle 6timo f,

Seja (#,p,q) uma solugio do problema adjunto (6.1.10), que possui solugéo tinica pela Observacio
6.5. E seja (p,w,z,h) solugdo do problema (6.1.12). Multiplicando a primeira equagio do problema
(6.1.10) por ¢, a segunda por w, a terceira por z, integrando cada uma delas em £ x (0, T} e somando-as

—y f /('r Ta)?k- lf,adxdt—azm/ /u ug) ¥ Lwdzdt
_.aamf f(v—vd)zm 1adadt = / / (— + bABS + %F + %—F~ )(pda:dt
3F1 3 b
f /(3t+klAp 11& Bu au )wd:cdt

a8 8F1 dF
/ / (8t + kalAg — lza 5 —=p+ a—q) zdzdt.

Integrando o segundo membro da igualdade acima por partes e usando que {i, w, z, k) é solugdo do

obtemos

problema (6.1.12), temos

— / /(T 7'4)2" Y odrdt — agm/ /u ug) 2'“ Ladzrdt
'"(l’gmf /(v v)*™ Ladadt = — f /h& dzdt.

Agora, usando a igualdade (6.2.17) no primeiro membro da igualdade acima, obtemos

/ / (Nsf**~' +6) h dadt = / / G hdzdt,

para todo h € L7(@Q).
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6.3 Mais um Problema com Restricao sobre o Controle

Nesta secfio trabalharemos com ¢ seguinte problema de otimizacio

min  J{r,u,v, f), 6.3.18
[r,u,u‘f}EQ( f) ( )

onde o funcional J é dade por (6.0.3) e @ = Q; N O, sendo Q1 e Q sio dados pelas restrigdes

Q1={(T,U,ﬂ,f)EEZ|f1503 q.t.p. em Q} € Qg={('r,u,v,f)GE:M(T,%;,ﬂ,f}zO},

sendo M : E = Eum operador definido, como na segfo antericr, por M (7, u, v, f) = (1, Y2, Y3, 1, 5, Vs)
se, e somente se, (7,u,v, f) é solugio do sistema (6.1.5) com nio-homogeneidade (1, @2, ¥s, ¥4, ¥s, ¥e)-

Lembremos que M (7, u,v, f) = 0 se, e somente se, (T, u,v, f} € solugdo do problema (2.0.1).

Segue diretamente dos Teoremas 2.1 e 2.3 e do Corolério e 2.3 o seguinte resultado:

Lema 6.7 Suponha que b, 1, la, k1, k9, a1, a2, c1, ¢z, d1 € dy sdo constantes com b, Ky, k2, a1,
az > 0. Suponha também gque 1o € W2(82), uo, v € W}Z(Q), com 7 el satisfazendo (6.0.2), sdo tais que
B1o/8nlan = Bug/dnlsa = Ovo/Onlag = 0 e 0 < up,v0 < L. Além disso, suponha que @ C R? 6 um
dominio aberto, limitado e de classe C2. Ser > 2s, entio Usq # 8.

Agora mostremos a existéncia de uma soluciio étima do problema (6.1.4).

6.3.1 Fxisténcia de Solucio Otima

Teorema 6.5 Suponha que b, Iy, o, ki, Ko, @1, C1, d1, @2, 2 € do sd0 constantes com b, ky, ka, a1,
az > 0, e 9 € W2(Q), up, vo € WA(Q), com 7 e 1 satisfazendo (6.0.2), séo tais que %%[69 = %Han =
%Han =0, ug,vp = 0 e up + v < 1. Além disso, suponha que ! C IR® é um dominio aberto, limitado
e de classe C°. Assuma também que 43 € L?*(Q), uq, va € LP™(Q), com k e m quaisquer inteiros tais
que k, m > 1. Se r = 2s, entdo o problema de otimizagio (6.3.18) possui uma solucdo Stima.

Demonsiragao:
Primeiramente observemos que ¥/, # @ pelo Lema 6.7, pois r — 2s,
Seja {(7n, %n, Un, fu)} € Uaq uma seqiiéncia minimizante do funcional .J.
Agora, observemos que |fn| < Uz q.i.p. em @ para todo n € N, de onde, || fallz=(g) < Cs paratodo

n € IN. Logo, temos que existe subseqiiéncia, que continuaremos denotando por f,, tal que
fa = f fraco™ em L°{Q),
e consequntemente, || fllz=(g) £ Cs. Portanto,

1fl<Cs3 q.tp. em@.
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Congiderando a subseqiiéncia (Tp, Un, ¥n, fn) obtida acima. Como J{rp, tn, ¥n, fu) < C, pela estru-

tura de .J temos que
Ifelizri) = I fallpze@y £ C

e, pelo Teorema 2.3, temos que

”Tnnwf-l(Q) + ”un”wfﬂ(g) + anllwgn(@ <,

j& que I > r. Podemos entfio tomar uma subseqiiéncia de {(7, %n, Uns fn)}, com M (75, Un,Un, o) = 0,
que continuaremos denotando por {(Tn,%n,%a, fa)}, tal que fr — f fracamente em L7(Q), 7, — 7
fracamente em W21(Q) e u, — u, v, —= v fracamente em Wf‘l(Q).

Depois, procedendo como na demonstragio do Teorema 6.1, obtemos que (7,u,v, f) € U,q para o
problema (6.3.18) e que {7, u, v, f) é uma solugdo 6tima do mesmo problema.

Na préxima secfo estudaremos condigdes necessirias para que (7,u,v, f) € E seja uma solugio dtima,
do problema (6.3.18).

6.3.2 Condicao Necessaria de Otimalidade

Para demonstrarmos condigdes necessdrias para que (r,u,v, f} € E seja uma solugio 6tima do
problema (6.3.18) nfio podemos proceder como na demonstragio do Teorema 6.4, pois intQ, = @ ja que
Q, € L?*{Q) com 25 < o0, e portanto, ndo poderemos utilizar o Teorema de Dubovitskii e Milyutin
(Teorema 5.1). Logo, precisaremos do Teorema 5.7, que é uma generalizacdo do Teorema de Dubovitskii
e Milyutin.

Para obtermos as condicdes necessarias para que (7,u,v, f) € F seja uma solugao 6tima do problems,
(6.3.18) precisaremos do cone das diregdes de descida do funcional J{-}, e dos cones das direces tangentes
de Q7 e Qs e 08 cones duais.

Lembremos que o cone de diregdes de descida associado ao funcional J(-) no ponto (r,u,v,f) € E
e seu dual 580 dados pelo Lema 6.2. E o cone tangenfe ao conjunto Qs no ponto (1,u,%, f) € sue dual
sdo dados pelo Lema 6.4. Finalmente, para o cone de diregSes tangentes de €, no ponto (r,u,v, f) € E
e seu dual, temos que

Lema 6.8 O cone de diregdes tangentes de Q) no ponte (r,u,v, f) € E € dado por

TC{Q1, (r,u,v, [} = {(8,w,2,h) € E: h{z,t) €0 q.t.p. em {(z,t) tal que f(z,£) =Cy} e
hz,t) > 0 qt.p. em {(z,1) tal que f(x,t) = —C3}}.
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E seu cone dual € dado por

[TC(Q:, (r,u,v, H]* = {G: € L7=7(Q) : Gi(z,t) €0 q.t.p. em {(z,1) tal que f(z,t) = C3},
Gi{z,t} 2 0 q.t.p. em {{z,t) tal que f(z,t) = —-Cs} ¢
Gi(z,t) =0 q.t.p. em {(z,t) tal que |f(x,£)] < Cs}}.

Demonstracao:
Por defini¢ao temos que o cone de diregdes tangentes de @y no ponto {7,u, %, f) € E € dado por

TC(er(Tauav: f)) = {(9: Wy Zy h’) 1V0 < e < g, HT(E) € E, com ”T(E)” = 0(5)1
tal que (1,u,v, f) +&(8,w, z,h) + r(e) € N},

ou seja, (0, w,z,k) € TC(Q;, (r,u,v, f)), se e somente se, (,w,2,h) € E e para todo 0 < & < g, existe
r{e) € B, com ||r{e)|| = o(e), tal que

If +eh+ry(e)| < Cs, qt.p. em @,

onde r4{c) denota a quarta componente de r(g).

Seja 0 < € < gg.

Se |f{z,t)| < C3, entdo para todo h{z,t) existe r(e) € B, com [[r(e)|| = ole), tal que | f +eh+r4(e)| <
Cs. Se fiz,t) = Cs, entfo existe r(€) € E, com ||r(e}|| = o(g), tal que |f +eh+ry(e)] < Cs se, e somente
se, h(z,t) < 0. E se f(x,t) = —Cj3, existe r(e) € E, com ||r(g)|| = oe}, tal que |f + eh + ra(g)| < C; se,
e somente se, h{z,t) > 0.

Assim,
TC(Q1, (t,u,v, ) = {(8,w, 2, h) : h(z,t) <0 q.t.p. em {(z,?) tal que f(z,t) =Cs}e
h{z,t) > 0 q.t.p. em {{z,?) tal que f(z,t) = —Cs}}.
Agora, por definigao temos que o cone dual [T'C(Qy, {7, u,v, f))]* é dado por
[TC(Q, (r,u,v, F)* = {g1 € B : g1{8,w,z,h) >0, ¥ {8, w,2,h) € TC(Q1)}-

Do mesmo modo como foi feito no Lema 6.6, mostra-se que ¢1(f, w, z, h) = 9 (h), com 1 € (L"(Q))'.
E como (L7(Q))' = L7=7(Q), para cada g, € E’' temos que existe tinico Gy € L7 (Q) tal que

T
06, w,2,1) = o) = | fQ Grh deds,

para todo h € L"{()).
Agora, como g;(8,w, z, k) > 0, para todo (8,w, z, h) € TC{@1,(7,u,v, f)), temos que

T
/ / G1h dodt > 0,
0 Ja
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para todo h € L7(Q) tal que h{z,t) < 0 q.t.p. em {(z,t) tal que f(z,?) = Cs} e h{z, t} > 0 gt.p. em
{(z,?) tal que f(z,t) = —Cs}. Logo, G deve satisfazer:

Gi(z,t) <0 q.t.p. em {(z,t) tal que f(z,) = Cs},
Gi(z,t) > 0 q.t.p. em {(z,¢) tal que f(z,¢) = —Cs}e
G1(z,t) = 0 g.t.p. em {(z,t) tal que |f(z,t)] = Cs}.

Portanto,

[TC(Q1, (1,4, v, F)* = {G1 € L=T(Q) : G1(z,t) <0 q.t.p. em {(z,1) tal que f(z,) = Ca},
Gi(z,t) > 0 q.t.p. em {(z,1) tal que f(z,t) = —Cs} e
Gi(z,t) =0 q.t.p. em {(z, ) tal que |f(z,t)| < C5}}-

Vejamos agora um resultado sobre condigio necessdria de otimalidade para o problema de otimizacio
(6.3.18).

Teorema 6.6 Seja (T,u,v,f) € E = W2(Q) x W2 (Q) x W' (Q) x L™(Q) uma solugio dtima
do problema (6.9.18), onde v e | satisfazem (6.0.2). Se r > 2s, entdo eristem fungdes (0,p,q) €
WZHQ)x W (Q)x W2 Q) satisfazendo ao sistema adjunto (6.1.10). Além disso, existe G € L%(Q)
satisfazendo:
Gi(z,t) <0 g.t.p. em {{x,t) tal que f(z,t) = Cs},
Gi(z,t) 2 0 g.t.p. em {(z,t) tal que f(z,t) = —Cs} e
Gi(z,t) =0 q.t.p. em {{z,t) tal que |f(z,8)| < Cs},

T T
/ f (Nsf2=1 4 6) b dadt = — f ] G hdwdt,
D ] 4] T

tal que

para todo h € LT(Q).

Demonstragao:

Suponha que J(-) assume um minimo local no ponto (7,¢,v, f} € @ = @1NQy. Pelos Lemas 6.2, 6.4
e 6.8, J tem direcdes de descida DC(J, (1,u,v, f)) e @ e Qs tem diregdes tangentes TC(Qs, (1,u,v, f)) e
TC(Qz, (1,u,v, f)), respectivamente, em (7, u,v, f). Além disso, o cone DC(J, (v, u, v, f)) é aberto, pois
os cones de descida sempre o sio.

Para podermos usar o Teorema 5.7 ainda precisamos mostrar que: os cones DC{J, (7, u,v, f)),
TC(@1, (1, u,v, f)) e TC(Qs, (T, u,v, f)) s80 convexos, os cones TC(Qy, (7, u,v, f)), i = 1,2, sao fechados,
o cone TC(Qy, {r,u,v, f)) NTC(Qz, (r,u, v, f)) estd contido no cone tangente T'C (Q N &z, (r,u, v, f))
associado ao conjunto das restrigdes de igualdade @1 M Q e os cones duais [TC(Q;, (r,u,v, f)]*, i = 1,2,
formam um sistema de cones de mesmo sentido.

Mostremos ento tais fatos:
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i) Primeiramente observemos que os cones DC{J, (r,u,v, f)}), TC(Q1,(r,u,v, f)} € TC(Qs, (7,u,v, f)}
830 CONVEXOS;

De fato, pelo Lema 6.2 o cone de direcdes de descida associado ao funcional J(-) no ponto (7,u,v, f) €
E é dado por DC(J, {1,u,v, f)) = {{¢,w,z,k) : J'(r,u,v, H{p,w,2,kh) < 0}. Como J'(r,u,v, f)(-) é
linear em {ip,w, 2, i), temos que DC{J, (r,u,v, )} é convexo.

Agora, pelo Lema 6.8 o cone de diregbes tangentes de &3 no ponto {r,u,v, f) € E é dado por

TC(Q1, (1, u,v, f) {(8,w,2,R) : hiz,t) €0 qt.p. em {(z,¢) tal que f(z,t) =C3} e
z,t) > 0 q.t.p. em{:cttalquef(mt —Cs}},

logo é convexo,

Pelo Lema 6.4 o cone de dire¢Ses tangentes de Q2 no ponto {r,u,v, f) € E é o subespaco vetorial
TC(Qs, (ryu,v, £)) = {(6,w, 2, k) : M'(7,u,v, f){8,w,2,h) =0}, logo é convexo.

il} Agora observemos que os cones TC(Q, (1, u,v, f)) € TC(Qa, (7,4, v, )} séo fechados;

Pelo Lema 6.4, o cone tangente ao conjunto Q2 no ponto (r,u, v, f) é dado por
TC(Qa, {1,u,v, f)) = {{p,w,2,h) € E: M'(1,u,v, f){,w, z, h) = 0}, que é fechado em E.

Apora, pelo Lema 6.8 o cone de diregdes tangentes de @4 no ponto (r,u,v,f) € F & dado por
TCQy, (7, u,v, £)) = {A(@,w, 2z, k) : h(z,1) <0 q.t.p. em {(z,t) tal que f(x,2) = Ca} e h{z,t) > 0 q.t.p.
em {{x,t} tal que f(x,#) = —Cs}}, que é fechado em E.

ili} Mostremos que o cone T'C(Q1, (1, u,v, f}} NTC{Cq, (7, u,v, f)) estd contido no cone tangente
TC(Q,(7,u,v, f)) associado ao conjunto das restriges de igualdade @ = ¢4 N Qo;

Para isso seja (p,w,z,h) € TC(Qy,{r,u,v, )) N TC(Qa, {1,u,v, f)). Precisamos mostrar que
(p,w,2,h) € TC(Q1 N @y, (7,4, v, )

Seja £ > 0. Queremos encontrar r{) € E, com {|r(¢)l|g = o(e), tal que

(ryu, v, fY + elp,w, 2z, k) + () € @y N Qs
Como (p,w, 2, h) € TC(Q1, (7,4, v, f)), por definigho existe r1{e) € E, com ||r1{c}|| g = olg), tal que
(er We» 2es he) == (1, 0,0, f) + €0, w, 2, ) + r1{e) €
e como {(p,w, z, h) € TC(Qq, {T,u,v, f}), por definicio existe r2(¢) € B, com ||ra2(e)||g = o(e), tal que
(Bey e, Zer he) 1= (10,0, f) + (o, w, 2, h) + ro(g) € Qs

Tomemos k. definido acima e resolvendo o sistema (2.0.1) encontremos ., w e z, tais que
M{pl,wi,zl, h:) = 0. EntSo temos que, (¢L,w!l,zl,h:) € @1 N &a. Além disso, temos que

(@h,wi, 2, he) = (1,u,0, f) + (e, w, 2, h) + 7(€)
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para algum r{¢) € B,
Precisamos mostrar que ||r(g)||z = o{g).
Usando desigualdade triangular e estabilidade do problema (2.0.1}, temos que

ir(@)lle = (0 We, 2es he) — (1,9, ) — e, ws 2, h)||

S I W 2y e = (P e, Zes B + | (B B Fe, Be) — (0,9, ) — e, w, 2, B i
< Ik = Pellywz gy + llwe — Bellwzr gy + 122 = Zellyza gy + [1he — hellze@) + lIra(e)lle
< Cllhe — Fellpaoq) + 125 £ Cll(0er e, 2, he) — (Be, Be, 2 kel + lr2(6) |
< C||(s,We, 2e, he)— (1,8, v, F)—&(p, w, 2, B)|| 2 +C| (7, w, v, F)+&(p, w, 2, )= (Fe, B, 2z, el mHIr2(EMl| 2
< CllriElle + (€ + Dlir2(e)lle = ofe).
Logo, (p,w,2,k) € TC(Q1 N Qz, (,u,v, f)), e assim, TC(Qu, (7,4,v, £)) N TC(Qa, (1,5, v, f}) C
TC(G N Qs (ryu,v, ).

iv) Finalmente, mostremos que os cones duais [T'C(Q;, (1,4, v, f))]*, ¢ = 1,2, formam um sistema de
cones de mesmo sentido;

Seja M > 0 e sejam g; € [TC(Qy, (1, u,v, f))]*, para i = 1,2, tais que ||g1 + g2]|gr < M. Precisamos
mostrar que existem M, M, > 0 tais que ||g;[lgr < M; , para:=1,2.

Como foi visto na demonstragio do Lema 6.8, se g1 € [TC(Qy, {7,u,v, f))]*, entdo

L5 (‘Pa w, %, h) = ’t;’)(h),

com y € (L' {@Q))".
E como g € [TC(Qa, (1,u,v, /))]* C E', entdo

g2, w, 2, h) = 1) + p2(w) + ¢3(2) + da(h),

com ¢y € (W2HQ)Y)', 62, ¢35 € (WM(Q))! e ¢y € (L7(Q))-

Entdo, temos que
Mzlg+gls =C [“‘351”(“;3‘1{9))' + g2l gy + Isll gy + ¥ + dallie- (Q))’] .

De onde, j& temos que u‘ﬁl“[w‘?‘l(Q)]’r l!¢2”(wi“‘1(q])': ”4?53“(‘,,1;!2-1(@])‘ < M/C.
Agora, dado k € L7 (Q) existe (@, w,2) € W2H{Q) x Wf'I(Q) X Wf’l(Q) tal que
M.‘(T: u, v, f)((lo! uw, z, h’} =0. LOgO) 92((:0: w, z, h’) = ¢1 (QD) + ¢2(w) + ¢3(Z) + ¢4(h') =0, enté'oj

|¢a(B)| < |#1{)] + |d2{w)| + |¢a(2)]
< lgallwar gy lellwz gy + 12ll w2 gy IR llwa gy + gsligwas @y =lhwa @)
< % [“‘P“Wf“(@) + “w“W;-’-i(Q) + Hzl]wrz,l(q)] < CM |||z )
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Como h € L7(Q) ¢ arbitrdrio obtemos que

[ $allz (@) < CM,

e portanto,

lgaller < C [[|¢1”(W3‘1(Q))’ + ||¢2||(W12‘1(Q))' + ”963”(1.11‘2-1(@))' + ||¢’4|i(1.r(q))*] <COM =: M.

Finalmente, temos que

lgller < Cllldllzr@yy € C (I + dallzriqyy + lldalliergyy] < CM =: My,

Portanto, os cones [T'C(Qs, (7,4, v, f))]*, ¢ = 1,2, formam um sistema de cones de mesmo sentido.
Como todas as hipoteses do Teorema 5.7 sdo satisfeitas segue deste teorema que existem formas
lineares continuas gy € [PC{J, (r,u,v, f))]*, g1 € [TC(C1, (T, u,v, F))]* e g2 € {TC(Q2, (,u,v, f))]*, ndo

simultaneamente nulas, tais que,
go+tg+g2=0 (6.3.19)

Agora, procedendo exatamente como na parte final da demonstragdo do Teorema 6.4, mas usando
a equacdo 6.3.19 no lugar de 6.2.15 e usando o Lema 6.8 no lugar do Lema 6.6, cbtemos o resultado

desejado.

6.4 Um Problema de Controle com Restricio na Temperatura

Nesta segéio trabalharemos com o seguinte problema de otimizagéo

i J(7,u,v, f), 6.4.20
{ﬁul;lf},l}l)eQ (T ke f) ( )

onde o funcional J é dado por (6.0.3) e @ = &; N @z, sendo ©; dado pela restricio de desigualdade
& ={{ru,v,leB:C, <7<y qt.p. em G}
e O, dado pela restrigdo de igunaldade
Qs = {(r,u,v, f) € B : M(r,u,v, f) =0},

sendo M : E — E um operador definido, como nas seqbes anteriores, por M(r,u,v, f) =

(01,©2,93, P1, ¥5,95) se, € somente se, (1,u,v, f) é solugio do sistema (5.1.5) com néo-homogeneidade
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(01,02, 03, @4, 05, ws). Lembremos que M(7,u,v, f) = 0 se, e somente se, (7,u,v, f) é solugdo do pro-
blema (2.0.1).

Antes de demonstrarmos a existéncia de controle 6timo para este problema, mostremos que o conjunto

admissivel, U4, € nfo vazio.

Lema 6.9 Suponha que b, I1, la, ki, ks, 1, aa, €1, €2, d1 € da sdo constantes com b, ki, ko, a1, az > 0,
e 1o € W2(R), uo, v € Wf(ﬂ.), com ¥ el satisfazendo (6.0.2), sdo tais que O79/Onlsq = Suo/dn|an =
Bup/Onlen =0, 0 < ug,vp < 1 ¢ C1 < 7p € Cy. Além disso, suponha que Q C R? ¢ um dominio aberto,
limitado e de classe C?. Ser > 2s, entdo Ugg # 0.

DPemonstragao:
Seja 7 € W2(Q) solugio de
8_7' —bAT=0 em @
o ar
T=T em x{t=0}.

Pelo principio de méximo para equagdes parabdlicas temos que 7{z,#) > min{r{z) : z € Q} > C1 e
{z,t) < max{ro(z) : z € 1} < Cs. Logo C1 £ 7 < Co.

Tomando —2m; = 7 + d;, para ¢ = 1,2 (aqui ¢, d;, para ¢ = 1,2, sic 05 mesmos do problema
(6.1.5)). Como r > 5/2, temos que W21(Q) c L*®(Q), logo m; € L(Q), para i = 1,2. Entio pelos
Teoremas 2.7 e 2.9 e pelo Coroldrio 2.6 existe unico (u,v) € W' (Q) x W' (Q) solugfio do problema

(3.0.1}. Tomando
ar Bu v
== — i —la—
f=gg—bAr—hy by
como [ > r, temos que f € L7(Q). Logo, (r,u,v,f) € E, é solugdo do problema (2.0.1), ou seja,
M(ru,v, f)=0,e 0 <7<y q.bp. em Q.
Além disso, como r > 2s, temos que L7(Q) C L?¥(Q), e como {, r > 5/2, temos que W2(Q),

Wf‘l (@) € L*=(Q). De onde, J(7,u,v, f) < o0, Assim, (r,u,v, f} € Usa.

Agora mostremos a existéncia de uma solucio 6tima do problema (6.4.20).

6.4.1 Existéncia de Solucgao Otima

Teorema 6.7 Suponha que b, L, la, k1, k=2, ay, c1, dy, a2, ¢2 e dy sio constantes com b, ki, k2, ar,

a2 > 0, e o € WE(Q), ug, v € WI—Q(Q), com ¥ e | satisfazendo (6.0.2), séo tais que %‘1 aq = %}!89 =

%Elan =0, ug,vU 20, u +vo<1eC <1 £ Co. Além disso, suponha que Q@ ¢ IR3 ¢ um dominio
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aberto, limitado e de classe C*. Assuma também que 14 € L*(Q), ua, vg € L>™(Q), com k, m > 1. Se
r = 28, entdo o prodlema de otimizacdio (6.4.20) possui uma solucdo dtima.

Demonstragao:
Primeiramente observemos que, como r = 2s, temos que Uzq # @, pelo Lema 6.9.
Seja {(Tn, Un, n, fn)} C Uag uma seqiiéncia minimizante do funcional J.

Como J{7n, tin, Un, fn) < C, pela estrutura de J temos que

i falleri@) = Fnllpemgy € €

e pelo Teorema 2.3 temos que

”TnHW,?’l(Q) +- ”Un”Wiﬁ,l(Q) + ”vn”Wf,l(Q) <C,

pois { > v, Podemos entdo tomar uma subseqiiéncia que continuaremos denotando por {(mn, #n,vn, fa)}
tal que f, — f fracamente em L7(Q), 7, — 7 fracamente em W2'(Q) e up, — u, Vs — v fracamente
em Wf‘l (@). Pelo Corolario 1.2 temos que W21(Q) < L*(Q) com inclusio continua e compacta, entdo
T — 7 fortemente em L°{Q).

Como 1, = 7 em L*>(Q), ou seja, {|T ~ Tp|| gy — 0 quando 1 — oo, e como C < 7 < C3 q.t.p.
em @, para todo n € N, temos que €y € 7 < 3 g.t.p. em .

Para mostrar que M(7,u,v, f) = 0, ou seja, que (7,u,v, f) € solugdo do problema (2.0.1) e assim
concluirmos que (7, u, v, f) € Uad, basta repetir a parte correspondente da demonstragio do Teorema 6.1.
E para mostrarmos que (7, %,v, f) € uma solugio 6tima do prablema {6.4.20) basta repetir a parte final
da demonstragio do mesmo teorema.

Na prixima segio estudaremos condigdes necessérias para que (r,u,v, f) € F seja uma solugéo 6tima
do problema. (6.4.20).

6.4.2 Condic¢ao Necessiria de Otimalidade

Para obtermos as condigbes necessirias para que (7, %, v, f} € E seja uma solucgio dtima do problema
{6.4.20) precisamos calcular o cone das diregdes de descida do funcional J(-), o cone das diregdes factivels
de @4, 0 cone das diregbes tangentes de s e os cones duais.

Para isso, consideremos uma solucio étima (r,u, v, f) € E do problema {6.4.20).

Lembremos que o cone de dire¢des de descida associado ao funcional J{:) no ponto (v,u,v, f) € E e
seu dual sdo dados pelo Lema 6.2. E o cone tangente ao conjunto Qs no ponto (7, u,v, f) e seu dual séo

dados pelo Lema 6.4.
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Vamos agora calcular o cone das diregdes factiveis associado a restricdo de desigualdade @, e seu
dual. Para isso observemos que podemos utilizar a Proposigio 5.3 e o Teorema 5.6 para tais cdlculos,
pois @ pode ser escrito como @1 = {(r,u,v,f) € E : F < 0}, onde F é o funcional dado por F =

—sup ess(t — Cy).sup ess(Cy — 7).
Lema 6.10 O cone de diregdes factiveis de Q1 no ponte (t,u,v, f) € E ¢ dado por

FC(Q1, (nu,v, f)={M0—rw—u,z—v,h—f):A>0e{8,w,2h) €intQ1} #0
e seu cone dual € dado por

[FC(Q1, (ryu, v, ] = {g1 € (WPHQ)) : q1(0) 2> 1 (r), ¥ O € WEH(Q) tal que C1 S8 < Ca}.

Demonstragio:
Vames dividir a demonstracio em quatro partes:
i) Mostremos que FC(Gh, (r,u,v, ) ={AM0~rw—u,z—v,h—f): A >0e (&, w,2,h) € intQ }.
Primeiramente mostremos que @, é convexo, Para isso consideremos z = (r,u,, ),y = (8, w,2,h) €
Q1 e a € [0,1] € mostremos que ax + (1 — a)y € Q1. Temos que

az+(1-o)y=(ar+{l1-a)fau+(1-aw,ev+ (1 —a)z,af + (1 —a)k) € E,

pois z, y € E. Além disso, como z, y € @y, temos que €y < 7,0 < (5, deonde, C; < ar+(1-a)8 £ Cs.
Logo, ar + (1 — a)y € Q1, e portanto, Q; é convexo.
Entio, pela Proposigho 5.3, temos que o cone de diregdes factiveis de @1 é dado por

FC = {A(intQ, — {1,u,v, f)) : A >0}
={x0-r,w—-u,z—v,h—f): A>0e (0, w,2,h) € intQ }.

ii) Agora mostremos que FC(Qy, (7,u,v, f)) # 0.

Para isso basta mostrar que intQ; # @, pela parte (i).

Seja (8o, wo, 20, ho) € &y tal que Ci1 + ¢ < B < €2 —e em @, para algum £ > 0. Para todo
(B, w,z, h) € F vale

6 — 90“5‘”(6?) <Cllf - 90“Wf-‘(Q)
<C [”9 — Boll w2ty +le = Wollyw21 gy + 112 — zollyy21 gy + i — h(]“L"{Q)]
< C||(9,w, z:h) - (aﬂsw():zﬂa ho)“E

Entio, tomando & := £/C > 0, temos que para todo {6, w,z, k) € Bs(6o, wo, 20, ko) C B, Cy < 0 <
Cs, € portanto, (8,w,2,h) € Q. Logo Bs{fo,wo, 20, he) C Q1. Assim intQ; # 0. Entdo, pela parte ()
da demonstracio temos que FC(Q1,{r,u,v, f)) # 0.
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iti) Vamos agora mostrar que [FC{G, (1, w2, )]* ={g1 € E' : ;1 (0, w,2,h) > (T, 0,0, ), ¥ (6,w,2,h) €
i}

Como Q; é convexo e intQ; # @, se mostrarmos que Q; é fechado, pelo Teorema 5.6 teremos
o resultado desejado. Para isso consideremos uma seqliéncia {Zn = {Tn,Un,Vn, fn)} em @, tal que
r, — & = (7,%,7, ) em E. Precisamos mostrar que = € Q; para concluir que &, ¢ fechado em E. Como
x € E basta mostrar que €1 <7 < Cp q.t.p. em Q.

Mas como W2{(Q) € L*°(Q) com inclusio continua, temos
liTn — Tllreo(@) < Cllrn — Tilwzr g
S C [HTn - ?||W3’1(Q} + ”un - ﬁ“wf‘l(g) + ”"U‘n - i’-||I—'V‘2‘1'((;)} + I[.f‘n - f“L"(Q)] g CHI“ - m”E'

E como |jz, — z{[g = 0 quando n — oo (pois 2, — ) temos que ||, ~ T||z=(g) = 0 quando n — oo.
De onde, obtemos que (1 < 7, < C2 q.t.p. em @, para tode n € IN, implica que C; £ 7 < C; q.t.p. em
. Logo z € &4, e portanto, &, é fechado.

iv) Finalmente vamos mostrar que [FC(Q1, (r,u,v, f))]* = {91 € (WAHQ)Y : ¢:1(8) = gu{7), VG €
WH(Q) tal gue C1 <6 < (h}.

Pela parte anterior e pela defini¢o de @4, basta mostrar que g 6 depende da primeira componente,
isto ¢, 50 depende de @.

Seja g1 € FC{Q1, {7, u,v, f)), pela parte anterior temos que

gl((p:w:z':h) 2 gl(T':u:v‘! f)s para todo (lp!ws Zy h’) € Ql'

@ < Cz, obtemos que C; < § < Cs, e portanto, (ga »&; z k) € Q1. Logo, (5, %,%,k) > g1(7,u,v, f). De

onde, como g ¢ linear, obtemos que
0 (Ci +G2,0,0,0) — qu(p,w,2,h) = (B T, %, ) 2 01 (7, w0, ).
E portanto,
Cr=gi(ru,v f) S gilp,w, 2, k) < Cg:= g (C1 + C3,0,0,0) — gi(r,u,v, f},

para todo (p,w,z,h) € &.

Agora, como ¢ € ', podemos escrevé-la como
1o, w, 2, h) = P1{p) + P2 (w) + th3(2) + Ya(h),

com 1 € (W2H(@))', ¥z, w3 € (W@} ewu € (7(Q)"
Tomemos agora w,z € W»H{Q), h € L™(Q) e p € W2L(Q) tal que C; < ¢ < C,. Entdo, para todo
ke Z, (p kw kz, kh) € Q1, e assim, C; < g1(p, kw, kz, kh) < (5, para todo k € Z, de onde,

C1 < () + kpa(w) + kapal2) + kypa(R) < Cy, paratodo k € Z.

Logo, P2 = b3 = ¥4 = 0. Entio g1(p,w, 2, k) = g1(¢) = 11 (), com 1 € (W21(Q))'.
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Vejamos agora um resultado sobre condicfo necesséria de otimalidade para o problema de otimizagso
(6.4.20).

Teorema 6.8 Seja (1,u,v, f) € E = W21(Q) x W2 (Q) x W Q) x L™(Q) é uma solugio étima do
problema (6.4.20), onde r el satisfazem (6.0.2). Ser > 2s, entdo existem funcdes (8,p,q) € W2H(Q) x
wil (Q)szz,‘; (@) que satisfaz o sistema adjunto (6.1.10). Além disso, eziste g, € [TC(Qy, (7, u,v, f)]* =
{g€ (W2HQ) : g(0) = g(r), ¥ 0 € W2HQ) tal que C1 <8 < 2} tal que

T
[ [ s ). dodt = guto,
[+] &

para todo (o, w,2,h) solugdo do sistema (6.1.12).

Este teorema é demonstrado exatamente como ¢ Teorema 6.4, mas usando o Lema 6.10 no lugar do
Lema 6.6.

6.5 Um Problema de Controle com Restricio no Gradiente da

Temperatura

Procedendo para o problema descrito a seguir de maneira andloga ao que foi feito para o problema (6.4.20)
abteremos resultados semelhantes.

Nesta segdo trabalharemos com o seguinte problema de otimizagiio

in J(r,u,v, f}, 6.5.21
(T,uﬁl.%e o (r,u,v, f} ( )

onde o funcional J é dado por (6.0.3) e @ = @1 N @y, sendo &y e Qs dados pelas restrigdes
Ql = {(T,U-,’U,f) SO 1VT| S C3 q.t'p €m Q} e Q? - {(T,U,’U,f) cE: M(T,U,U,f) = 0}:

sendo M : E — F um operador definido, como nas segGes anteriores, por M {r,u,v, f)

= (1,92, ¥3, 94, ¥s5, Pe) 5, € somente se, (T,u,v, f) é solugio do sistema (6.1.5) com nio-homogeneidade
(©1,92,¥3, 94, ¥5,Pg). Lembremos que M(r,%,v, f) = 0 se, e somente se, (7,u,%, f) é solugao do pro-
blema (2.0.1}.

Antes de demonstrarmos a existéncia de controle étimo para este problema, também é necessario
demonstrar que o conjunto admissivel, Ugq, é ndo vazio. Mas procedendo praticamente como no Lema

6.9, obtemos o resultado a seguir.
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Lema 6.11 Suponhae qued, l1, by, k1, ks, a1, ag, ¢1, €2, di e d2 sdo constantes com b, ki, ks, ay, a2 > 0,
e Ty € W2(S2), up, o € Wf(ﬂ), COmrvT e fsatisfazendo (6.0.2), sdo tais que O19/0n|aq = Oug/dnlsq =
Ovp/Onlaa = 0, 0 € ug,vo < 1 € [V < Cs. Além disso, suponha que Q C IR® ¢ um dominio aberto,
limitado e de classe C?. Se r > 2s, entio Uyg # 0.

6.5.1 Existéncia de Solucdo Otima

Usando o Lema 6.11, de modo andlogo come foi demonstrada a existéncia de uma solugao dtima do
problema. (6.4.20), demonstra-se a existéncia de uma solugdo étima do problema {6.5.21), que é dada pelo

teorema a seguir:

Teorema 6.9 Suponha que b, hi, lz, k1, k2, a1, €1, di, @2, ¢c2 e dy sdo constantes com b, ky, ko, a1,
as >0, e g € W2(Q), ug, vy € WE?(Q)’ com 7 e 1 satisfazendo (6.0.8), sdo tais que %%Ian = %Han =
%Hasz =0, up,to > 0, ug +vg < 1 ¢ |Vro| < Cs. Além disso, suponha que @ C R? & um dominio
aberto, limitado e de classe C%. Assuma também que T4 € L2*(Q), uq, v4 € L*™(Q), com k e m quaisquer
intetros tais que k, m > 1. Ser = 28, entdo o problema de otimizagdo (6.5.21) possui umae solucdo diima.

Na préxima segio estudaremos condigdes necessérias para que (7,u, v, f) € F seja uma solugio dtima
do problema (6.5.21).

6.5.2 Condicao Necessaria de Otimalidade

Para demonstrarmos condiches necessariag para que (7,u,v, f) € E seja uma solugdo Stima do
problema. (6.5.21)} ndio podemos proceder como na demonstragio do Teorema 6.8, pois intQy = 0. Entdo
neste caso Q,; ndo é uma restricdo de desigualdade, mas sim uma restricio de igualdade. Logo nio
poderemos utilizar o Teorema de Dubovitskii e Milyutin (Teorema 5.1). Precisaremos entio do Teorema
5.7, que é uma generalizacio do Teorema de Dubovitskii e Milyutin, como na demonstragio do Teorema
6.6.

Para obtermos as condices necessdrias para que {7, u,#, f) € E seja uma, solugio 6tima do problema
(6.5.21) precisaremos do cone das dire¢des de descida do funcional J{-}, e dos cones das dire¢des tangentes
de @1 e Q; e os cones duais.

Para isso, consideremos uma solucdo otima (7, u, v, f) € E do problema (6.5.21). Lembremos que
o cone de directes de descida associado ao funcional J{-) no ponto (7,u,%, f) € F e seu dual sdo dados
pelo Lema 6.2. E o cone tangente a0 conjunto Q2 no ponto (7, u,%, f) e seu dual séo dados pelo Lema

6.4. Finalmente, temos que
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Lema 6.12 O cone de diregies tangentes de Qy no ponto (v,u,v, f) € E & dado por

TC(QI: (Ts U, ¥, f))
= {{8,w, z,h} € E: {Vr{x,t), V8(z,t)} <0 para quase todo (2,t) tal que |V1{z,t)| = Cs},

onde (.-} denota o produto interno canénico em IR?

Demonstracio:

Lembrando que, por definigéo, o cone de diregdes tangentes de @y no ponto {7,u,v, f) € E é dado

por
TC(Qy, (14,9, ) = {(8,w,2,h) : YO < € < gg, Ir(e) € E, com ||r(e)]|r = ofe),
tal que (7,u,v, f) +e(@,w, 2, k) +r(e) € Q1 }.

Pela definigio de Q;, temos que (#,w,z, k) € @1, (7, u,v, f)), se e somente se, para todo 0 < € < g,
existe r(g) € B, com ||r(e)||g = ole), tal que |Vr +eV8 + Vri(e))| = |V(r + €8 +r1(e))] € C5 q.t.p. em
@, onde ry(¢) denota a primeira componente de r{e).

Mas

V7 +eV8+ Y ()2
= V72 4 2| VE]? + |Vri(e))|? + 25{V, V) + 2e(V8,Vri(e)) + 2(V7,Vri(e)) < C

para todo 0 < ¢ < &g, se e somente se, (V7,V8) < 0 quando |Vr|] = C3. Ou seja, (8, w,2z,h) €
TC(Qy, (r,u,v, f)) se, e somente se, {V7(z,1), VO{z, 1)} < 0 q.t.p. em {(z,1} : |V7(z,t)| = C3}.

Agora lembremos que, por definigio, o cone dual de TC(Qy, (7,4, v, f)) é dado por
[TC(Q1, (ryuy, N ={gn € E' 1 1(6,w,2,h) 20, ¥V (8, w,2,h) € TC(Q1)}.

Para [TC(Q4, (7,u,7, f))]* temos o seguinte resultado:

Lema 6.13 [TC(Qs, (r,u,0, /)" C [W2HQ)]', isto ¢, para coda g1 € [TC(Q1, (ru,v, f))]* existe
P € [WE’I((.?)]r tol que g1 (0, w,z, h) = ,(8), para todo (8,w,2,h) € E.

Demonstragio:
Seja g1 € [TC(Q1, (1w, ))]*. Como [TC(Qy, (ru,v, ] C B, existem y1 € (W2(Q)), v,
vs € (WP(Q)) e s € (L7(Q))', tais que

91(p,w, %, h) = P1{p) + Ya{w) +¥s(2) + Ya(h),

para todo (@, w,z,h) € E.
Tomando w, z € W' {(Q), k € L7(Q) quaisquer e tomando € W21(Q) tal que {Vr(z, ), Vo(z, 1)) <
0 para (z,1) tal que |V7(z,1)| = Cs temos que, (p, kw, kz,kh) € TC(Qy, (7,4, v, f)), para todo &k € Z,
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e assim ¢ (p, kw, kz, kh) = (@) + kpo(w) + kws(z) + kvs(h), para todo k € Z. Mas por definigdo
[TO(QI: ('r; W, U, f))]* = {91 eE 391((,0,%1, Z,y h) = 0: v ((Pswa Z, h) € TC(QI: (T! U, v, f))} Ent'ﬁ'os

g1 (0, kw, kz, kh) = () + ktpa(w) + keps(2) + kypu(h) 2 0,
para todo k € Z. Logo, devemos ter o2 = 3 = 14 = 0. De onde, g, (i, w, 2, h) = g:(p) = ¥ {¢).
n

Vejamos agora um resultado sobre a condigho necesséria de otimalidade para o problema de otimizagéo
(6.5.21).

Teorema 6.10 Seja (r,u,v, f) € E = W2H{Q) x Wf’l(Q) X WEZ’I(Q) x LT(Q) wma solugio dtima
do problema (6.5.21), com r e l satisfazendo (6.0.2). Ser > 2s, entdo evistem fungies {(8,p,q) €
W2HQ) x Wl(Q) x W2HQ) satisfazendo ao sistema adjunto (6.1.10). Além disso, eziste ¢y €
[TC{Qs, (7,u, v, F]* C [W21 (Q)]r tal que

T
/ / (Nsf?~! 4 0) .h dedt = —g1 (),
0 £

para todo (p,w,z, h) solucdo de (6.1.12).

Demonstragao:

Suponha que J(-) assume um minimo local no ponto (7, u,v, f) € @ = Q; N Q,. Pelos Lemas 6.2, 6.4
e 6.12, J tem diregdes de descida DC(J, (7,u,v, f)) e @;1 e @2 tem diregBes tangentes TC{Qa, (7,4, v, f))
e T'C(Qa, (7,u,v, f)), respectivamente, em (7,u,v, f). Além disso, o cone DC(J, (7,u,v, f)) é aberto,
pois 08 cones de descida sempre o si0.

Para podermos usar o Teorema 5.7 ainda precisamos mostrar que: os cones DC(J, (r,u,v, f)),
TC(Q1,{r,u,v, f}) e TC(L2, (1,1, v, f)) séo convexos, os cones TC(Qy, (r,u,v, f}), 4 = 1,2, sfo fechados,
o cone TC{Q, (T, u,v, [)) NTC(Qq, (7,u,v, f}) estd contido no cone tangente TC () N Qz, {1, u,v, f))
associado ao conjunto das restrigoes de igualdade @, NQ1 e os cones duais [TC{Q;, (r,u,v, F)*,i=1,2,
formam um sistema de cones de mesmo sentido.

Mostremos entdo tais fatos:

i) Primeiramente observemos que os cones DC(J, (7,4, v, f)), TC(Qy, (1,u,v, f)) e TC(Qa, (7,1,v, f))
si0 convexos;

De fato, pelo Lema 6.2 o cone de diregdes de descida associado ao funcional J(-) no ponto (7,u, v, f) €
E é dado por DC(J, (r,u,v, )} = {(yww,z,h) : J(r,u,v, g, w, 2, k) < 0}, que é convexo. Pois
J{r u,w, f)(-) é linear em (i, w, 2, h).

Pelo ILema 6.12 o cone de diregbes tangentes de Q: no ponto (7,u, %, f) € E é dado por

TC(QD(T: U’U:f))
= {(8,w,2,h) € E : {Vr(z,t), Vi{z,1)) <0 para quase todo {x,t) tal que |Vr(z,1t)| = C3},
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que é convexo. Pois {V7,V(:})} € linear em 6.
Finalmente, pelo Lema 6.4, 0 cone tangente ao conjunto & no ponto (7, u, v, f) € o subespago vetorial
TC(Qs, (7,u,v, f)) = {(p,w,2,h} € E: M'(1,u,v, f){p,w, 2, h) = 0}, entéo ¢ convexo.

ii) Agora observemos que os cones TC(Qy, {1, 4, v, f)) e TC(Qy, (7,4, v, f)) sdo fechados;

De fato, pelo Lema 6.4, o cone tangente ao conjunto @2 no ponto (v, u,v, f) é dado por TC(Qy, (1, u,v, f))} =
{(g,w,z,h) € E: M'(r,u,v, f){p,w, 2,h) = 0}, que é fechado em E.

Pelo Lema 6.12 o cone de dire¢bes tangentes de ¢; no ponto (7,u,v, f) € E é dado por

TC(Q]-; (T; u,v, f))
={(8,w,2z,h) € B : {V1(z,t), VB(z,t}} <0 para quase todo (z,t) tal que |V1(z,t)| = C3},

que € fechado em E.

iii) Mostremos agora que o cone TC(Qy, (1,4, v, )) NTC(Ls, {7, %, v, f)) ests contido no cone tangente
T7C(Q, (7,u,v, f)) associado a0 conjunto das restri¢des de igualdade @ = Q; N Qo;

Seja (o, w,z,h) € TC(Q4, (r,u,v, f}) NTC(Qy, (7,u,v, f)). Precisamos mostrar que {p,w,2,h) €
TC(@1 N Qe, (1, u,v, f))-

Seja € > 0. Queremos encontrar r(¢) € E, com ||r{e}l|g = o(¢), tal que
(ryu,v, fl+e(p,w, 2, h) +r{e) € &1 N Qq,
Como (p,w, z, k) € TC(Qs, (T,u,2, f)), por defini¢iio existe 71 () € E, com ||r1(e)||g = olz), tal que
(e, we, 2e, he) := (1,u,v, f) + elp,w, 2, h) + 11(e) € Qr
e como (p,w, 2, k) € TC(Qy, (1, u,v, f}}, por definicio existe ro{e) € E, com ||ra(g)||g = o(¢), tal que
(Pe, By %, Be) i= (10,0, f) + (@, w, 2, h) + 12(€) € Qs

Tomemos ¢ definido acima. Resolvendo o problema (2.0.1) encontremos wl, z. e Al tais que

’

M{p.,wl, 2L, kL) = 0. Entdo, temos que, (., w., 2}, hl) € @1NQa. Além disso, temos que (e, w., 2L, kL) =
{t,u,v, f) + (g, w, 7, h) + r(e}. Precisamos mostrar que ||r(e)||z = ole).
Usando desigualdade triangular e estabilidade do sistema linear (6.1.9), temos que

'

lr(@lle = (e, wer 2, ) — (7w, v, f) — e(,10, 2, h) s
< llpe, wh, 24, B) — (Fer e, Zey Bl + (@B e, B ) — (1,0, ) — (0,0, 2, B) e
< Nlwe = Gellwzi gy + llwe — Bellwza gy + 12 — Zellwaa gy + 1h% = Bellzanq) + lIr2(e)lle
< Cllwe — @5|!W§;1(Q) +ilr2(e)le < Cll{@e, e, 2¢, B} — (Pe, We, ZE?‘RE)HE + lir2(e)lle

< C\(pes We, 2, Be) — (11,9, ) — elp,w, 2, B)||g
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+C”(T! usvif) + E(tp,w,z,h) - (GSETEE!EE?};E)”E + ”T’g(E)”E
< Clirfelle + (C + Llir2(e)lis = ofe).

LOgO? (t,D,‘I'.U,Z, h) € TC(Ql n QQ, (Tv U, U f))a e a‘SSim: TC(QE.: (TQUIU! f)) N TO(Q2I (T! U, v, f)) c
TC(Q] M Q2; (T: u, ¥, f))

iv} Finalmente mostremos que os cones duais [TC{@;, (1, u,v, f))]*, i = 1,2, formam um sistema de cones
de mesmo sentido;

Para isso, seja M > 0 e sejam g; € [TC(Qy, (7,u,v, f))]*, para i = 1,2, tais que ||g1 + g2z € M.
Precisamos mostrar que existem M;, Ms > 0 tais que ||g;|lsr < M, , parai=1,2.

Pelo Lema 6.13, temos que g1 (@, w, z, k) = 41 {g), com ¢; € {(W21(Q))'. E como g; €
[TC(Qz,(T,}u,U,f))]* C F, enté.q temos que g2(p,w, 2z, h) = ¢1{p) + ¢2(w) + ¢3(2) + ¢a(h), com ¢ €
(WEHQ) , 2. 6 € (WEn(@)) e du € (@)

Deste modo, obtemos que

M2lg+gle2C [Wl + 81l s gy + 2l wzn gyy + 18sll gz gy + ”¢4H(L'(Q)}'] -

De onde, j4 temos que ”qbg“(wiz,l[m):, |[¢3|I(W,2"(Q))’r [allerm(oyy < MJC.
Agora, dado ¢ € W21(Q) existe (w, 2, k) € W (Q) x W2 (Q) x L7(Q) tal que
M'(r,u,v, f)(ip,w,2,h) = 0. Logo, g2{p, w, 2, k) = ¢1() + do(w) + ¢3(z) + #a(h) = 0, e portanto,

|1 ()] < |dalw)l + |3 (2)] + [Ba(h)]

< ||¢2”(Wf-l(Q))'”wﬂwf"(q) + “‘f’sn(wf-l (Q))'”zllwf'l(Q) + lldallzr @y IRl @)

M
< T [”w”wf'l(Q) + Hz“Wf-I(Q) + ||h||L="(Q)] < CM|lpllwzr(q)-

Como ¢ € W21(Q) é arbitrario obtemos que ”¢1”(W3,1(Q))r < C'M, e portanto,
”92”3: S C [H(“blll(WE‘I(Q))’ + HQSQ“(W‘ZI(Q))I + |I¢3”(WJ2,1(Q))¢ -f— l|¢4||(Lr(Q))!] S CM = Mg.
Finalmente, temos que

loller < Clllllwzr @y <€ [||%b1 + 91l @y + 114 [](W;JI(Q))’] SCOM =: M.

Portanto, os cones [T'C(Q;, (7, u,v, f))]*, ¢ = 1,2, formam um sistema de cones de mesmao sentido.

Como todas as hipéteses do Teorema 5.7 sdo satisfeitas segue deste teorema que existem formas
lineares continuas go € [DC(J, (1,%,9, )], g1 € [TC(Q1, (1,1,0, f))]" € g2 € [TC(Q2, (74,9, f))]*, néo
simultaneamente nulas, tais que,

go+qt+g==0 (6.5.22)
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Agora, procedendo exatamente como no Teorema 6.8, obtemos que existe
M = [TC(Q],(T,U,U,f))]* tal que

T
/0 /ﬂ (ANsf?~! +0) h dedt = g1 (s, w, 2, b),

para todo (@, w, z, h) solu¢io do sistema (6.1.12).
Finalmente, pelo Lema 6.13 temos que [T'C(Qy, (1,4, v, ))]* € (W2HQ))', logo,

T
/0 fn (ANsf*~1 + 8) h dadt = g1 (),

para todo (i, w, z, h) solucao do sistema (6.1.12).

6.6 Um Problema com Restrigoes sobre o Controle e sobre a

Temperatura

Nesta segéio trabalharemos com o seguinte problema de otimizagéo

min  J(r,u,v, f), 6.6.23

onde o funcional J & dado por (6.0.3) e @ = O1 N Q2N Qs, sendo O e Q2 dados pelas restricdes de

desigualdade
Q1 ={(r,u,v, € E:C; <7<y qt.p. em Q}e
Qe = {(r,u,0,f) € E:|flras(qy < Ca}s

respectivamente, com Cs > | |E1(C1, Ca)+ |£2|Eg(cl ,03), onde %, e ko s50 como em (6.6.24) na demons-
tracdo do Lema 6.14. £ Q3 & dado pela restrigio de igualdade

Q3 - {(T,U,'U,f) € E:M(T?uav‘:f) :0}!

sendo M ; E — E um operador definido, como nas segdes anteriores, por M (r,u,v, f)

= {ip1, P2, 3, P4, 5,6 ), 8¢, € somente se, (T, u,v, f) é solugio do sistema (6.1.5) com nio-homogeneidade
(1, 2,93, P4, 5, 9e). Lembremos que M{r,u,v, f) = 0 se, e somente se, {7, u, v, f) é solugéo do pro-
blema (2.0.1).

Antes de demonstrarmos a existéncia de controle étimo para este problema, também € necessdrio

demonstrar que o conjunto admissivel, U/,4, é ndo vazio.
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Lema 6.14 Suponha que b, Iy, b, ki, kg, a1, a2, ¢1, ¢, d1 € dy sdo constantes com b, ky, ks, ay,
az > 0. Suponha também que 7o € W2(Q), ug, w € W-?(Q), com T e | satisfazendo (6.0.2), sdo
tais que O1p/0n|aa = Ouo/Onlaq = Swe/njen = 0, 0 € uo,vp < 1, C1 € 70 £ Oy glp. em @
e Cy > ||k (C1,Cs) + |lafk2(C1, C2), onde ky e ky sdo como em (6.6.24). Além disso, suponha que
Q C R® ¢ um dominio aberto, limitado e de classe C®. Ser > 23, entdo Uyy £ 8.

Demonstragio:
Seja v € W2H{Q) solugdo de

a—T—bA7‘=D em @

ot 8
%: em 80 x (0,T)
T =19 em Qx{i=0}.

Pelo principio de méximo para equagbes parabdlicas temos que 7{x,t) > min{wn(z) : 2 € 0} > C1 e
T(z,t) < max{m(z) 1z € O} < . Logo C; <7 < Cs.

Pelos Teoremas 2.7 e 2.9 temos que existe Unico {u,v) € Wf‘l(Q) X W’f’i(Q) solugfio do problema
(2.6.42) com —2m; = ¢;7 + d;, sendo ¢;, d; os mesmos do problema (6.1.5), para i = 1,2, e, além disso,
u e v satisfazem Hu”Wf‘I(Q) <ki(C1,Ca) e ||‘U||wf-1(Q) < k2(C1,Ca). Como [ > r > 28 temos que

Huilwgf(m < C”””wfﬂ(g) < El(clscﬂ €

~ (6.6.24)
||ﬂ||W22;1(Q) < C“””Wf»‘(@) < ka(Cl1, Co).

Tomando f = -—11‘98—‘; - !2‘2—'; temos que f € L**(Q), (r,u,v, f) € E é solugio do problema (2.0.1) e

£ ez @y < Mallluliwz gy + Palllolhwa gy < Halk1(Cr, Co) + [lalE2(Cr, C) < Cs.

Logo, (Ts u, v, f) € Ugg-

6.6.1 Existéncia de Solucdo Otima

Usando o Lema 6.14, de modo andloge como foi demonstrada a existéncia de uma solugéo étima do
problema (6.4.20), demonstra-se a existéncia de uma sohigio étima do problema (6.6.23}, que é dada pelo

teorema a seguir:

Teorema 6.11 Suponha que b, b1, la, kq, k2, a1, ¢1, d1, @2, &2 e ds sdo constanies com b, k1, ke, a1, a2 >
0, e 7o € W2(Q), up, vo € W-I?(Q), com7 el satisfazendo (6.0.2), sdo tais que 870/0n|on = Huo/On|sq =
Jug/Onleq =0, 0 < ug,vg <1, C1 <79 £ C; gtp. em Q e Oy > |1k {C,C2) + |la]k2{C1,Ch), onde
ki e ky sdo como em (6.6.24). Além disso, suponha que @ C R® ¢ um dominio aberto, limitado e de
classe C%. Assuma também gque 74 € L**(Q), uq, vq4 € L¥™(Q), com k € m quaisquer inteiros tais que k,

m > 1. Ser = 2s, entdo o problema de otimizacdo (6.6.23) possui uma solucéo dtima.



Capitulo 7

Problemas de Controle Para o
Modelo de Solidificacao 2

Aqui vamos demonstrar a existéncia de solugdo dtima para problemas de controle relacionados ac Modelo
de Sclidificagio 2 e usar o formalismo de Dubovitskii e Milyutin para encontrar condigGes necessdrias de
otimalidade.

Neste capitulo vamos considerar @ ¢ IR? aberto, limitado e de classe C2, como nos primeiros

capitulos, e também o$ espacos

E = WELHQ) x W Q) x W (Q) x W' () x L"(Q) e 70,1
E = L7(Q) x INQ) x IHQ) x IHQ) x W(Q) x W) x WH(Q) x W2(D), .
onde
r>5/2, l>r, F=max{2,3r/5} e [=max{231/5}. (7.0.2)

Durante este capitulo vamos tratar de problemas de controle étimo envolvendo o funcional J : E — R

dado por

J(ru, £ = / f I = raf*"dxdt + =X / / fu — gl (7.0.3)

o — vg|“dx W — Wy Xi — Xi
f/| 2™ dedt + 52 //| wq|*™ dxdt + /f}fﬁmdt

onde &, oz, &3, aq > 0 e N > 0 sfo constantes, n, m e s sdo tais que n, me s > 1, e 74 € L>(Q), ud,

ve, wyg € L¥™(Q) sdo fungdes dadas.

133
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7.1 Um Problema de Controle Simples

Nesta secdo trabalharemos com o seguinte problema de otimizacio

i J(T, w, ), 7.1.4
(T,u"?ﬁ})eg (T Uy Uy :f) ( )

onde o funcional J é dado por (7.0.3) e @ é dado pela restricio de igualdade
Q= {(r,u,v,w, f) € E: M(t,u,v,w, f) =0},
sendo M : E - E um operador definido por
M(r,u,v,w, f) = (1p1,02,3; 4,95, V5, 97, P8);

se, e somente se,

ar Ou O Sw _
, a—b&?’-h—t—lz‘a—t—faﬁ_f—@l em @
_?;}_J’ﬁ/_\.'hn-!—.:m.'.'u,f(‘w—Taﬂ‘|"317'+dl)JF"‘S'“"T"(""'_"“"""‘c”+d3):(p2 em @
BE —kAv+avw(w —v+ et +do) taguv(u—v—caT —dz) =3 em @ (7.1.5)
?':;E“kAw+a1uw(u—w—C1T—dl)+“2”w(”_w_czfﬁd2)=[’04 em @
or Oou &
5o =3, =0 em 09x(0,T)

T—To=@s, U—U=@s V—Up=¢y e w—w=ws em x{t=0}

Observagao 7.1 Observe que M(1,u,v,w, f) = 0 se, e somente se, (1,u,v,w, f) € solu¢do do problema
(4.0.1). E observe também que pelas definigies de E ¢ E dadas em (7.0.1), o operador M acima estd
bem definido.

A seguir mostraremos 2 existéncia de uma solugdo 6tima do problema (7.1.4).

7.1.1 Existéncia de Solugao Otima

Para mostrar a existéncia de uma solugio étima do problema (7.1.4) precisaremos do seguinte resultado.

Lema 7.1 Suponhe que b, 11, Iz, I3, k, a3, az, ¢1, c2, d1 € dz sdo constantes com b, k, a1, a3 >0, e
T0 € W2{), up, vo, wo € WE?(Q), com ¥ el satisfazendo (7.0.2), séo tais que 870/0n|aq = Bug/On|sq =
Ovo/Onjan = Bwo/On|sn =0, uo, Vo, wo > 0 e ug +vo +we = 1. Além disso, suponha que {2 C R? ¢ um
dominio aberto, limitado e de classe C%. Ser > 2s, entdo Uyg #£ 0.

Demonstracio:

Seja f € LT{Q), como { > 7 por (7.0.2), entdo pelos Teoremas 4.1 e 4.2 ¢ pelo Coroldrio 4.2 existe
um tnico (r,u, v,w) € W2H(Q) x WHHQ) x W} (Q) x W2 (Q). Logo, (7,u,v,w, f) € E, com E dado
por (7.0.1), e é solugdo do problema {(4.0.1), ou seja, M (7, u,v,w, f) = 0.
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Além disso, como r > 2s, temos que f € L2*(Q). E como r, I > 5/2 temos que W2H{Q) C L™(Q) e
w2 (Q) ¢ L*™(Q) com inclusdo continua. Logo, temos que (7,u,v,w) € L**(Q) x L*™(Q) x L*™(Q) x
L7™(Q). Assim, (7,u,v,w, f) € U,a.

Teorema 7.1 Suponha que b, Iy, la, I3, k, a1, ¢1, d1, a2, c2 € da2 sGo constantes com b, k, a1, az > 0,
ey € W2(R), 1o, vo, wo € W’E?(Q), com 7 el satisfazendo (7.0.2), séo tais que %}“Im = %%Han =
%-?lan = %wflag =0, ug,vo, wg > 0 e ug +vp+wp = 1. Além disso, suponha que 1 C R? & um dominio
sberto, limitado e de classe C. Assuma também gque 74 € L?*(Q) € uqg, va, wg € L2™(Q), comn em
quaisquer inteiros tais que n, m > 1. Ser = 2s, entdo o problema de otimizocdo (7.1.4) possui wma

solucéo dtima.

Demeonstracao:
Primeiramente observemos que se r > 2s, entdo Usq # §, pelo Lema 7.1,
Seja {(Tn, Un, U, Wn, fa)} C Uag uma seqiiéncia minimizante do funcional J.

Como J(Tn, Un, Un, Wy, fr) < C, pela estrutura de J temos que

| fallemi@) = fnllzzegy < C

e pelo Teorema 4.2 temos que

lmnllwzr ) + ”unllwf'l(Q) + H?"n”WfJ(Q) + ||wn”Wf’1(Q) <C.

Podemos entdo tomar uma subseqiliéncia de {fa} € de {{(Tn, tn,vn}}, cOm M {7y, Un,Vn, fr) = 0, que
continuaremos denotando por {{7,, Un, Un, fu)} tal que

fa—f fracamenteem  L7(Q),

Ta ~* 7  fracamente em W2'(Q),
up —u fracamenteem W2'(Q),
vp = v fracamenteem W'(Q),
w, = w fracamente em W (Q).

Como r, { > 5/2, pelo Coroldrio 1.2, temos que W21 (Q) C L®(Q) e W (Q) € L(Q) com inclusio
continua e compacta, Entao,

™ — 7 fortemente em L™=(Q),
Un —+u fortemente em L>®{Q),
v, = v fortemente em L°°{Q),
wy, —+w fortemente em  L2(Q).

Mostremos agora que M (7, u,v,w, f) = 0, ou seja, que {r,u,v,w, f) € solugio do problema (4.0.1).
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Primeiramente observemos que cada quintupla (7, Un, ¥, Wn, f,) satisfaz o problema

—bAT, =] —= 2 41
N en T, Ilat-l-laat-i-sat +f em @
—t” —kAup = —@1 8 Wp(Wy — Uy + e1Tn +d1) — Q3UnVe(v, —Un + 3T +d3) em @
% — kAU, = —02UnWp{1W0n — Uy + C2Tn + do) — A3V Us (Up ~Up — €37 —d3) em @
a
% — kAw, = —a ua Wty —w, — 01T, — 1) — GV wWplv, — W, — 2T —dg) em @

Orn _ Dun _ O _ Oun
dn ~ On ~ On ~ On

Th =Tp, Up=Up, Vn=Vg € wp=wg em x{t=0}

=0 em &2x(0,T)

(7.1.6)
Como f, — f fracamente em L"{Q) temos que f, — f no sentido das distribuigdes.
Como 7, — 7 fracamente em W2>1((Q) temos que

Oy, or
7 e = An
Tn — T, 5t - 5 e Tn — AT

no sentido das distribuigbes.

2,1
E como, un — 4, vn — v & w, = w fracamente em W,”"(Q) temos que

Ou, Ou
n v - = m Aup o
Up = U Y - 7 Up —* Au
Bu, dv
n L] e At A n A
U T ¥ T -+ Y Un — 41 €
Wn — W, un, _, Ow Aw, > Aw,

— _.} —
ot at’
respectivamente, no sentido das distribuigdes.

Finalmente, como 7, — 7, Up = u, ¥4 = v & w, — w fortemente em L>°(Q), temos que

A UpWa(Wy — Un + €17y + dy) = aquw(w — u + ¢ 7 + d1),
Gatinn(Vn — Un + CaTp + da) = aauv(v — u + c37 + ds),
QoUnWn (W — Vn -+ CaTy + da) = Govw{w — v + o7 + dy),
G3UnUn{ty — Vp — €37y — da) = aguv(u — v — e37 — ds),

A1 UnWn(Un — Wy — 1T —d1) 2> muw(y —w—ci7 —dy) e

@aUpWn(Vn — Wa — 02Ty — d2)} =% asvw(v — W — &1 — da),

ne gentido das distribuigdes.

Entdo, tomando o limite n — oo nas quatro primeiras equagdes de (7.1.6) obtemos que (7, u, v, w, f)
satisfazem as quatro primeiras equacoes de (4.0.1) no sentido das distribuicdes. Mas como, (7,4, v,w, f) €
W21(Q) x Wf’l(Q) X Wf'l (@) x Wf’l(Q) x L7((2), temos que (7, u, v, w, f) satisfazem as quatro primeiras
equagbes de (4.0.1) neste espago.

Mostremos agora que 7, u, v & w satisfazem as condi¢Ges iniciais e de fronteira do problema. (4.0.1}.
Para isso consideremos ¢ € D{IR® x IR) tal que ¢{z,T) = 0 para todo = € 2. Multiplicando a primeira
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equagdo de (7.1.6) por ¢ e integrando em € x (0,7") temos

f /6T“¢d dt—/ /Afnqbdxdt—f /(Ilau“ﬂg +£366 +fn)¢dxdt_

Usando integracdo por partes nas duas integrais do primeiro membro da igualdade acima, como
m=Toparat=0,¢{I)=0¢e %Iaﬂ = 0, para todo » € IN, obtemos

T 6¢l T
_ f / T st = / Tod(0)dx + / / V7.V dxdt
0 o Q 4] «
Sy, Ow,
f / (zl 0 m bRt +fn)¢dxdt.

Como f, — f fracamente em L™(Q) e r > 2 temos que f, — f fracamente em L?*{Q). Como
T, = 7 fracamente em W21(Q) temos que 7, = 7 fracamente em L?(Q). Como 7, — 7 fracamente em
W2H(Q), com r > 2, e %= — &L no sentido das distribuicdes, entéio 8= — & fracamente em L3(Q).
Ecomor, = 7 fracamente em W2(Q), com r > 2, e V7, = V7 no sentldo das distribui¢bes, temos

2 8 8 oy , 8
que V7, = V7 fracamente em L?(Q). De modo andloge, temos que 8% — & s o O ¢ T %‘f

fracamente em L?(Q). Logo, tomando o limite n — oo na igualdade anterior obtemos

/ / r=E. dxdt - / To(0)dx + /D ’ /ﬂ Vr.Vé dxdt

S
/ /(llat-Flgat-l-laat —F—f)édxdt

Agora, multiplicando a primeira equagdo de (4.0.1) por ¢ e fazendo as mesmas integragdes por partes
obtemos que

.,[:/QT% dxdt—Lr(O)é(U)&+£TLVT.V¢ dxdt—/: B anqﬁ dxt

Sw
/ /(hat‘l‘zgat-l‘zgat'f'f)(f)dth

Comparando as duas 1ltimas igualdades obtemos

/ﬂ 2(0)dx = fn (0)$(0)dx + fo ' fa ) g%qb dxdt,

para todo ¢ € D(R® x IR) tal que ¢(z,T") = 0 para todo z € 2. De onde, concluimos que g = 7(0) q.t.p
em {le g—; =0 q.t.p. em 92 x (0,T).

Do mesmo modo, obtemos que u(0) = ug, #(0) = vp e w(0) = wo q.t.pem N e g—x = g—: = %‘: =0
q.t.p. em 9Q x (0, 7).

Logo, (7,u,v,w, f) € E satisfaz o problema (4.0.1}). Além disso, comor = 2s e r, I > 5/2, temos que
T € WAHQ) € L*(Q), u, v, w € WPHQ) C L2™(Q) e f € L(Q) = L?*(Q), de onde, J(1,u,v,w, f) <
oo. E portanto, {(T,u,v,w, f) € Usa.
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Como (r,u,v,w, f) € Usq, 5e mostrarmos que iminf,, o J(Tn, %n, Va, Wo, fu) = J{r,u, 0,0, f) con-
cluimos que {7, %, v,w, f) é uma solugio étima do problema (7.1.4). Entio mostremos esta designaldade.
Pela estrutura de J temos que este é continuo na norma de L := L*(Q) x L*™(Q) x L>™(Q) x
L*™(Q) x L**(Q), de onde temos que J é semi-continuo inferiormente na topologia da norma em L.
Alm disso J é convexo, entdo J é semi-continuo inferiormente na. topologia fraca de L, e portanto, J é

sequencialmente semi-continuo inferiormente na topologia fraca de L. Logo,
(Trs ¥ny Uns Wa, fr) = (nu,v,w, f)  fracamenteem L,

implica que

Lminf J (o, un, Uy W, fn) 2 J (1,9, 9,w, f)-

Como {7y, Un, Un, Wy, fr) é uma seqiiéncia minimizante de J obtemos que (7,u,v,w, f) é uma solugdo
6tima do problema (7.1.4).

Observagao 7.2 Para o funcionel de custo dado por

J[r, w,v; fl= [ /|T:rt Td($t|2kdwdt+ / /iuwt —ﬂdmt)|2m1d.’l:dt

/ / |v(z, £) — valz, ¢ |2m2d.1:dt+ / [ lw(z, £) — wy(z, )P dodt + — 5 / / (z, t) [ dzdt
{7.1.7)
temos que se ug € L™ (Q), vg € L™2(Q) e wy € L™3(Q), com m1, M2, ma > 1 ndo todos iguais,
entdo o lema e ¢ teorema anteriores continuam velendo. Para demonstrar tais resultados basta repetir as

demonstracies anieriores substituindo m por my, ma ou ms nos locais convenientes.

Observacao 7.3 Resultados andlogos valem para o funcional de custo dade por

Jir,u,u; f1: wj |T(x, T) — 7a(2)|Pdx + = f lu(z, T) — ug(z)|* ™ da

(7.1.8)
+—/ [v(z, T) — va(z)"™ do + 2 /|w(:c T) - wd(x)[2m3d$+N/ /|f(:.-: £)|2* dadt,

ou seja, se ug € L™1(Q), vg € L™2(N) e wy € L™2(L)), com my, mq, ma > 1 nio necessariemente iguais,
entio o lema e 0 feorema anteriores continuam valendo. Também podemos demonsirar tais resultados

repetindo as demonstragies anteriores, substituindo m por my, ma ou M3 nos locais convenientes.

Agora estudaremos condigbes necessdrias para que {r,u,v,w, f) € E seja uma solugiio Stima do
problema (7.1.4).
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7.1.2 Condi¢ao Necessaria de Otimalidade

Para obtermos as condigfes necessérias para que (7,%,v,w, f} € E, com E dado por (7.0.1), seja uma,
solugdo Stima do problema (7.1.4) precisamos calcular o cone das diregdes de descida do funcional J(-),
o cone das diregdes tangentes de @ e 0s cones duals.

Para isso, consideremos uma solugio 6tima {r,u,v,w, f} € E do problema (7.1.4).
Para o cone de diregbes de descida associado ao funcional J{-) no ponto (7,4,v,w, f) e seu dual

temos o seguinte resultado:

Lema 7.2 O cone de direcies de descida associado ao funcional J(-) no ponto (7,u,v,w, f) € E ¢ dado
por

DC(J} (T}u? ’U,w, f}} = {(9? m? y! z) h‘) : J’(T‘lu!t}’wlf)(g‘! m? y) z? h) ( 0}
e seu cone dual € dado por

[DO(J, (7,u, *u,w,f))]"
= {g0 € E' : go{8,2,y,2, k) = —=AJ'(1,u,v,w, ) (6, ,y,2, k) <0, para algum X > 0}.

Demonstracao:

Como J é um funcional convexo continuo, entdo pelo Coroldrio 5.1, parte (i), temos que
DC(J, (ryu,v,w, f)) = {(6,2,9,2,h) : I (1, u,v,w, /)(6, 2,9, 2, h) <O}

Como J'(r,u,v,w, f) € E*, J'{r,u,v,w,f) £ 0 e, pela parte anterior, DC(J, (r,u,v,w, f}}) =
{(8,2,y,2,h) : J'(ryu,v,w, F)(0,2,y, 7, h) < 0}. Entio pelo Teorema 5.5, temos que

[DC(J! (Ts u, v,w,f))]* = {_/\J‘I(T!u:v:wa f)(ﬂ,z,y,z,h) <0:AZ 0}
= {90 € B :90(6: T2, h) = —-,\J"(T, u, v, w, f)(ea &2, h‘) < 0, para algum A2 O}

Observagao 7.4 O funcional J() é direcionalmente diferencidvel em quelguer diregdo. Sue derivads

direcional no ponto (r,u,v,w, f) e na direcdo (0,2,y,2,h) é dada por

T T
J(r,u,v,w, f)(0,2,9,2,h) = aln/ / (1 — 72)*" ' dxdt + ﬂ'zm/ /(u —ug)?™ Ladxdt
. o Ja . o Ja
+a3m/ /(*u — v " Lydxdt + mm/ / (w — wg)*™ L zdxdt + Ns/ / FA L hdxdt.
o Ja o JO 0o Jo
Falta somente calcular o cone tangente ao conjunto @ = {(#,z,¥,2,h) € B : M(8,z,y4,2,h) =0} no

ponto (7,u, v, w, f) e seu dual. Mas para isso precisamos resultado enunciado a seguir, que é demonstrado
de forma andloga ao Lema 6.3.
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Lema 7.3 (i) A aplicacio M(-) é Giteauz-diferencidvel e sua derivada de Giteauz no ponto (7,u,v,w, f)

€ definida por
M&(T)ulvlw‘l f)(g) 2, h) = (!tbla'd)%'d)i’n 1:b41 11)5:1){)6; iﬁ?ﬂfis),

se e somente se,

( % —BAB— 1, ‘;t Iy gi’ 1 ‘;j b= em  Q
8 8F1 BFI aFl 6Fl
kAz — —-8 — ——z=1; em Q
g af’ﬁ é%zg a% o _ v em O
o e = W3
\ gz (‘?jﬁ; é’}% 53193 g}% _ (7.1-9)
43 a a 9” ) _’”" “heoem 9
8
= az % == em 02 x (0,T)
; 9(0) = 11’5» 27(0) '»bﬂa y((]) w?a (0) = !!;3 em ‘Q:

onde Fy(7,u,v,w) = —gruw(w —u+ 17+ dy) — azuv{v — u+ c37 + ds),
E(ru,v,w) = —agvw(w —v + a7+ d3) — azuv{v —v — g7 —d3) €
Fy(r,u,v,w) = —qyuw{e —w ~ a1 — dy) — aqvw{v — w — ca7 — dp).

(ti) A aplicacdo M(-) € estritamente diferencidvel e o operador M'(r,u,v,w, f) = M&(r,u,v,w, f) é

sobrejetiva.

Vamos finalmente calcular o cone tangente ao conjunto € no ponto (7, u,v,w, f).
Lema 7.4 O cone tangente ao conjunto Q no ponto (1,u,v,w, f) € o subespago vetorial
TC(Q, (ryu,v,w, f)) = {(8,2,y,2,h) € B : M'(r,u,v,w, f)(8,5,y,2,h) =0}

e seu cone dual & dado por

[TC(Q,(T,U,U,w,f))]* =
{g: € E" : g1(8,%,y,2,1) = 0 para todo (8,2,y,2, k) € TC(Q, (7,u,v,w, f))}.

Demonstracao:
Pelo lema anterior temos que M ¢é estritamente diferencidvel em (7, u,v,w, f) e M'{T,u,v,w, f) :

E — E é uma aplicagdo sobrejetora. Entao, pelo Teorema de Lyusternik, isto é, Teorema 5.3, o conjunto
Q={0,z,y,z,R) e F: M(8,2,94,2,h) =0}

tem no ponto (1,u,v,w, f) um espaco tangente dado por
TC(Q, (r,u,v,w, f)) = ket M'(1,u,v,w, f)

= {(B!zlyiz’ h‘) e E : M’(T!uiv?wl f)(g’x?y'l z‘l h) = 0}
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Observemos agora que o cone TC(Q,(r,u,v,w, f)) é um subespago vetorial do espaco FE, pois
M'(r,u,v,w, f) é um operador linear ja que o sistema 7.1.9 é linear em (@, x,y, z, k). Entédo, pelo Teorema
5.4,

[TC(Q, (r,u,v,w, f))]" = {¢ € E" : 91(0,%,9y,2,h) =0, ¥(0,z,y,2,kh) € E}.

Vejamos agora um resultado sobre condigfo necessdria de otimalidade para o problema de otimizagéo
(7.1.4).

Teorema 7.2 Sejo (1,u,v,w, f) € E=W21(Q) x Wff’l Q) x WEHQ) x WAHQ) x L™(Q) uma solugdo
Stima do problema (7.1.4), com r el satisfazendo (7.0.2). Ser > 2s, entdo existem fungdes (6,p,q,9) €
W2HQ) x WL (@) x WEHQ) x Win(Q) satisfazendo o sistema adjunto

g
gt —bAB_—-%ip+ ?;fq-kaa gtan(r—7)"' emQ
39 8F1 8F 0F; 2m—1
; — kAp = ——=g+ =g+ aam(u — ug) em
3 KN 2 .
g kAq 12‘%4—59 +é3 g g+ azm{v — vq) em Q (7.1.10)
g —kAg= 335 + 6—p+ 3_ B g+ azm(v —vg)*™ "t em @
80 8p 8¢ Jdg _
d=p=g=g=0 emQx{t=T},
onde Fy(T,u4,0,w) = —aquw(w —u + 17 + dy) — eauv(v —u + e37 + d3),
Folr,u,v,w) = —agvw(w — v + a7 +dp) — aguv(u —v —e37 — ds} €

F(r,u,v,w) = ~gruvwu—w—a7—di) —egvw(v —w-—cz27 — dz), como no problema (7.1.9), e o controle

¢ dado por

6]\ =T
f=-(ix sgnf, q.tp. emt €0, T]

Observacao 7.5 Antes de demonstrarmos o teorema acima observemos que, procedendo como nas de-
monstracdes da Proposicdo 2.1 e dos Teoremas 4.2 e 4.3 para o problema (7.1.10), temos que se 74 €
Lin=2(0) ¢ ug, v, wg € L™ 2(Q), entdo o problema (7.1.10) possui solugdo tnica (6,p,q,9) €
W2HQ) x WIHQ) x W2HQ) x Wal(Q). Se além disso, 74 € L™ (Q) € ug, va, wa € L™ (Q), com
n > dn—2 em' > 4m—2, entdo por argumentos do tipo bootstrapping mostre-se que o problema (7.1.10)
possui solucdo mais regular, dependendo da regularidade dos dados iniciais.

Demonstragao:

Primeiramente, observemaos que:

« Como J é um funcional convexo coniinuo, entdo pelo Coroldrio 5.1, parte (§), J é regularmente de
descida em {7,u,v,w, f) e tem dire¢des de descida DC(J, {,u,v,w, f)) dadas pelo Lema 7.2 ;
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o (} tem dire¢des tangentes TC(@, (7,u, v, w, f)) dadas pelo Lema 7.4. E como TC(Q, (7, u, v, w, f))

é convexo (pois é um subespago vetorial de E*), @ é regular em (T, u,v,w, f).

Como J{-} assume um minimo local no ponto (,%,v,w, f) € @, com direcbes de descida
DC(J, (7,u,v,w, )}, e Q éregular em (T, u,v,w, f), com diregdes tangentes TC(Q, (T, v, v, w, f)). Entdo,
segue do Teorema de Dubovitskii e Milyutin {Teorema 5.1) que existem formas lineares continuas gy €
[DC{J, (1w, v,w, ))]" e g1 € [TC(Q, (7,u,v,w, f))]*, ndo simultaneamente nulas, tais que,

go+ 91 =0. (7.1.11)

Seja h € LT{()} um controle arbitrario e seja (i, z,y, 2, k) € E solugio do sistema

%f bAp =1, 22 +lzgg+£33 +h em @
eAz 3F1g0 L oA 8F1 8F1 3F12 em O
§y oy % wz? é%% jﬁ% o O
< gz N _59}33 5)& +é3i +@_ - 0 (7.1.12)
Bt o | a‘% V™
B = = on 5;?: =0 em O x (0,T)
y ¢(0) = -’8(0) =y(0)=2(0) =0 em
onde Fi{r,u,v,w) = —qyuw{w — u + 17 + di) — ague(v — v + 37 + d3),
F(r,u,v,w) = —apvw(w — v+ 2T+ dy) —aauv{u —v —car —da) e
F(r,u,v,w) = —aquw({u — w —~ 17 — dy) — agvw(v — w — ca7 — dy), como no problema (7.1.9).

Neste caso, temos que M’(7,u,v,w, f)(p,2,9,2, h) =0, e portanto, (p,2,¥,2, k) €
TC(Q, (ryu,v,w, f)). Logo, gi{p, z,¥, 2z, h) = 0, e portanto, go(yp,x,¥,z,h) = 0. Por outro lado, como
go € [DC{J, (r,u,v,w, f))]*, pelo Lema 7.2, existe A > 0 tal que go{p,x,¥,2,h) =
- AJ’(Tsu;'Uam’f)((P:xays %, h)
-—)\aln/ /(‘r—'rd Zn- lwdxdt—/\agm/ /(u )™ dxdt
—Acmm/ / v — ‘Ud)zm Lydxdt — ,\cu;m/ /('w wy) 2’“ ! zdxdt

—ANs / f F2* Vhdxdt = 0.
a 0

Observemos que A # (. Pois, caso contrério, teriamos que gg = 0, e pela igualdade (7.1.11), teriamos
também g, = 0. O que contradiz o Teorema de Dubovitskii € Milyutin. Entfc, multiplicando a igualdade
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anterior por 1/ obtemos

—ozm/ f(a-—'rd)z" Y odxdt — agm/ f(u ug)?™ L zdxdt

—a3mf /‘U—Ud 2m—Lydxdt — a,;m/ /w wa) ™ Lz dxdt (7.1.13)

—Ns / / FA L hdxdt = 0.

Encontremos agora o controle étimo f.

Seja (8,p, ¢, g} uma solugdo do problema adjunto {7.1.10), que possui solugio dnica pela Observagio
7.5. E seja (g, z,y, z, h) solugdo do problema (7.1.12). Multiplicando a primeira equagdo do problema
(7.1.10) por ¢, a segunda por z, a terceira por ¥, a quarta por z, integrando cada uma delas em 2 x (0, T)
e somando-as obtemos

—alnk/ / T —74) 2 ltpdxdt—asz / — ug) ™ Lodxdt
-agmf /{vvvd rm=lydxdt — a4m[ /(w wa) 2™ zdxdt

f / ( +bAS + %Fl S anq + 83F3 ) pdxdt

39 oF aF,  3F,
f / ( + kAp — 6t+—~—p+a-q+§-u—g) zdxdi

2133 OF; OF;
/ f( + kAg — h@t BU p+ 3Uq+ Eg)ydxdt

o oF, OF;
/ f (—“‘+kA Isat ow —-—p+ '5;@'{'@3) zdxdt,

Integrando o segundo membro da igualdade acima por partes e usando que {i, z, y, z, k) é solucio
do problema (7.1.12), temos

—ozm/ [(T - 71" odxdt - agm/ f U — ug)>™ Y wdxdt
—agm/ /v-vd Y2 tydxdt — a,;m/ fw wq)?™ L zdxdt

/ / ho dxdt.

Agora, usando a ignaldade (7.1.13) no primeiro membro da igualdade acima, obtemos

T T
Ns/ / F# L hdxdt = —/ / h8 dxdt.
¢ Ja 0o Ja

Como k € L?*(Q) ¢ arbitrério, a dltima igualdade implica que Nsf?*~1 = —8, q.t.p. em Q. E portanto,

f=- (%) "~ sgnd, q.t.p. em Q.
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Observagao 7.6 Procedendo como nas demonsiracdes da Proposicio 2.1, isto €, utilizando ¢ Teorema
de Leray-Schauder, e dos Teoremas 4.2 e 4.3 para o sistema (7.1.18) obtemos que para todo h € L'(Q), o
problema (7.1.18) possui solugio dnica (0,z,y, 2) € W2L(Q) x W (@) x le‘l(Q) x W2H(Q), e portanto
em (8,z,y,2,h) € E satisfaz (7.1.12).

Observagao 7.7 Do mesmo modo como foi demonsirado o teorema anterior mostra-se gue para o fun-
cional de custo dado por (7.1.7), na Observacio 7.8, as condigdes de otimalidade séo: Se {7,u,v,w, f) €
Una € uma solugdo dtima para o problema funcional de custo dado por (7.1.7), entdo ezistem (6,p,q,9)
satisfazendo o problema

F}
gf bAG = 83 Lo+ %}éq + %F g+na(r 7)™t em @Q
a'p 6‘ 5F1 aFg 2m -1
r —kAp= 2+ g+ micn(u — ug)®™ em @
g Q& o c‘? L b -
—kAg = —ly— g+m2&3(U—Ud) 2 em
é% é%F 6‘%” a‘%’” a?a” _
—2Z _kAg = —lg— 20+ maaa(w — wg)?™ em @
a?t o aq 3”"3 Ow
- n % =0 em ONx(0,T)
=0, p=40, q=0 e g=0 em Qx{t=T},
onde Fi{r,u,v,w) = —gjuw(w —u+ 17 + di) — azuv{v — u + e37 + d3),
F(ru,v,w) = —agvw(w — v + co7 +da) — aauv{u — v — 37 — ds) e
F(ru,v,w) = —suw(s—w—cr1—d;) —agvw(v—w—caT —da}, como no problema (7.1.9), ¢ o conirole
é dado por

(B
f= (m sgnd, qip. emtc[0,T).

Observacio 7.8 Também de modo andlogo, mostra-se que para o funcional de custo dado por (7.1.8),
na Observacdo 7.8, as condicdes de otimalidade sdo: Se (r,u,v,w, f} € Uyy é uma solucdo dtima para o
problema funcional de custo dade por (7.1.8), entio existem (8,p,q,g) satisfazendo o problema

‘%‘3’59—6& +%£: +%g em  Q
p= 65) aF] 8F2 8F3 em Q
i M_Iga T
ar 2
gg 95 Qﬁ* gﬁ c‘?ﬁ
ot m - 59 Q
ot g gw T Bw
- —q' B em 90 x(0,T)
an 6n, on  8n
8(T) = nou (7 —~ Td)2“_1 em Q
p(T) =myag(u — ug)?™ ! ol (7 — 10?1 em 0
g(T) = maea(v — vg)*™ ™' 4+ nboen (T — )**~1  em Q
o{T) = mam('w — md)?«ma—l + ﬂlaal(T’ _ Td)Qn»—l em 9,
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onde Fi(1,u,v,w) = —aruw(w —u + 17+ di) — @suv{v — 1 + ca7 + ds),

Fy(r,u,v,w) = —agvw(w — v + coT + da) — aguv(u — v — c37 — d3) €

Flru,v,w) = —guw(u-w—cr —d)) — aevw(v—w—cor —dz), como no problema (7.1.9), e o controle
é dado por

f——(lil-)ﬁld—lsynﬂ g.t.p. emte€[0,T)
=T \sN > 4P sl

7.2 Um Problema com Restri¢gio sobre o Controle

Nesta se¢io trabalharemos com o seguinte problema de otimizacfo

mi Jir,u,v,w, 1), 7.2.14
raempee 0 ) (7:2.14)

onde o funcional J é dado por (7.0.3) e Q = Q) N Qa, sendo Q; dado pela restricio de desigualdade
Q1 ={(r,u,v,2,f) € E:||fllze@) £ C1 qtp. em Q}
e Qa dado pela restri¢io de igualdade
Qs ={(r,u,v,w, f) € B : M(r,u,v,w, f} = 0},
sendo M : E — E um operador definido, como na secéo anterior, por

M(Ta u, vV, W, f) = (‘pl 192, 93,94, P54 P8, 74 (98)1

se, e somente se, (7, u,v,w, f) € solu¢io do sistema (7.1.5) com (1, 2, 03, w1, ©s, 8. 97, e ). Lembremos
que M{r,u,v,w, f) = 0 se, e somente se, (7,u,v,w, f) € solugéo do problema (4.0.1).

Antes de demonstrarmos a existéncia de controle 6timo para este problema, mostremos que o conjunto

admissivel, U,q4, € néo vazio.

Lema 7.5 Suponha que b, 1, la, I3, k, a1, a2, €1, ¢z, di e d2 sdo constantes com b, k, a1, a2 > 0, ¢
70 € WE2(9), 1o, vo, wo € Wi?(ﬂ)’ com ¥ el satisfazendo (7.0.2), sdo tais que B1y/Bn)pn = Buy/Onloq =
Ove/On|aq = Owg/On|sa = 0, ug, vo, wo > 0 e ug+vo +wg = 1. Além disso, suponha que Q C R: éum
dominio aberto, limitado ¢ de classe C2. Ser > 23, entdo Uyq # 0.

Demonstragio:

Seja f € LT(Q) € L**(Q), pois 7 > 2s, tal que ||fllL,, (@) £ C1. Entdo, pelo Teorema 4.1, Teorema
4.2 e Coroldrio 4.2, como | > r por (7.0.2), existe Unico {(1,u,v,w) € W2H(Q) x Wf’l(Q) X Wf’l(Q} x
W2H@Q). Logo, (1,u,v,w,f) € E, com E dado por (7.0.1), ¢ ¢ solugio do problema (4.0.1), ou seja,
M(r,u,v,w, f) = 0.

Além disso, como r, I > 5/2 temos que W21{(Q) C L??(Q) e Wf’l(Q) C L?™(Q) com inclusdo
continua. Logo, temos que (7,u, v, w) € L2{(Q)x L*™(Q) x L2™(Q) x L2™{Q). Assim, (1,u,v,w, f) € Uy

Agora mostrenmos a existéncia de uma solugéo étima do problema (7.2.14).
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7.2.1 Existéncia de Solugio Otima

Teorema 7.3 Suponha que b, I1, la, I3, &k, a1, €1, dy, ag, cg € dy sdo constantes com b, k, a1, az > 0,
e 70 € W2(R), uo, vo, wo € WE?(Q)’ com ¥ e 1 satisfazendo (7.0.2), sio tais que %‘Ffm = %‘Hm =
%1‘1 sq = %}]m =0, ug, v, wo > 0 e wg + vy +wg = 1. Além disso, suponha que §§ C R® € um
dominio aberto, limitado e de classe C?. Assuma também que 74 € L*"(Q), uq, va, wq € L*™(Q), com

n, m > 1. Ser =23, entdo o problema de otimizacdo (7.2.14{) possui wma solu¢do diima.

Demonstragao:
Primeiramente observemos que, como r = 2s, temos que U 4 # 0, pelo Lema 7.5.
Seja {(Tn, tn, Uny Wi, fn)} € Upg uma seqiiéncia minimizante do funcional J.

Como J{tn,Un, Un, Wn, fn) < C, pela estrutura de J temos que

| Fallzr @y = lifnllr2 () £ C

e pelo Teorema 4.2 temos que

Hrallwz gy + llunllwzs gy + wnllwza gy + lwnlly2i g < C,

pois [ > r. Podemos entio tomar uma subseqgiiéncia que por simplicidade continuaremos denotando por

{(Tn; Un, Vny Wa, fﬂ)} tal que

fn— f fracamente em Q)

Tn =7 fracamenteem  W2AL(Q),
u, ~u fracamenteem W' (Q),
v, = v fracamente em Wf'l(Q )e

wy — 1w fracamente em Wf’l (@)

Observemos que fp, — f em L2*(Q) e 1 fallL2:¢qy < €, para todo n € IN. De onde, || f||z24¢0) £ C.

Agora, repetindo a demonstracio do Teorema 7.1, mostra~se que M (r,u,v,w, f) = 0e J{r,u,v,w, f) <
0o. De onde, temos que (v, u,v,w, f) € Uyg. E obtemos também que (7,u, v, w, f) é uma solucio étima
do problema {7.2.14}.

Na préxima secdo estudaremos condigbes necessdrias para que {r,u,v,w, f) € E seja uma solugdo

dtima do problema (7.2.14).

7.2.2 Condicao Necessaria de Otimalidade

Para obtermos as condicbes necessdrias para que (1,u,v,w,f) € F seja uma solugdo dtima do
problema (7.2.14) precisamos calcular o cone das direcges de descida do funcional J(-), o cone das diregdes
factiveis de €y, 0 cone das diregdes tangentes de Q2 e 0s cones duais.
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Para isso, consideremos uma, solugio étima, (1,2, v, w, f) € E do problema (7.2.14).

Lembremos que o cone de diregbes de descida associado ao funcional J{-) no ponto {r,u,v,w, f) e
seu dual sio dados pelo Lema 7.2. E o cone tangenie ao conjunte @y no ponto {r,u,v,w, f) e seu dual
880 dados pelo Lema 7.4.

Falta calcular o cone das direges factiveis associado a restri¢io de desigualdade @, e seu dual.
Observemos que podemos utilizar a Proposicdo 5.3 e o Teorema 5.6 para tais calculos, pois @, pode ser
escrito como @1 = {{r,u,v,w,f) € E: F < 0}, onde F é o funcional dado por F' = {|f||g2s(q) — Ch1-
Entéo, procedendo de maneira totalmente aniloga & da demonstragéo de Lema 6.6, mostra-se que:

Lema 7.6 O cone de diregdes factiveis de @, no ponto (T,u,v,w, f) € E ¢ dado por

FO(Q, (1, u,v,w, f))
={df-nz—-wy—v,iz—wh—f):A>0e(8,2,y,2,h) € E tal que ||h||g2(q) < C1} # 0

e seu cone dual € dado por

[FC(Ql y (T., u, v, W, f))]‘
={G1e L"(Q) : [, Gih dxdt > [, C1f dxdt, ¥ h € L'(Q) tal que |[hl] gy < C1},

onde r! etalque—a{-r, =1.

Vejamos agora um resultado sobre condigdo necesséria de otimalidade para o problema de otimizacao
(7.2.14).

Teorema 7.4 Seja (7,u,v,w, f) € E = WEH{Q) x W,z’l(Q) X Wf’l(Q) x Wf’l(Q) x L*(@) € uma solucdo
o’tima do pmblema (7.2.14), onde v el satisfazem (7.0.2). Ser > 2s, entdo existem fungdes (8,p,4,9) €

( Q) x W, (Q) Wg,;( x Wat(Q) que satisfaz o sistema adjunto (7.1.10). Além disso, existe
G; € [FC(QI, ru,, )t = {G1 € L7 (Q) : foGi{h— f) dxdt >0, ¥ h € L7(Q) tal que ||hl|2q) £

Ch} tal que
f [ (Ngf2et )hdxdt—] fGlh dxdt,

para todo h € L7{(Q).

Demonstragao:

Primeiramente, observemos que:

s Como J é um funcional convexo continuo, entdo pelo Corolario 5.1, parte (2), J ¢ regularmente de
descida em (r,%,v,w, f) e tem dire¢des de descida DC{J, (v,u,v,w, f)) dadas pelo Lema 7.2;

o Q) tem direcbes factiveis FC(Q1, (1, u,v,w, f)) dadas pelo Lema 7.6. E como FC(Qy, (7,u,v,w, f))
é convexo {é ficil verificar pela prépria caracterizagao de @), @y € regular em {7,u,v,w, f);
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¢ O, tem diregOes tangentes TC(Qa, (1, u, v, w, f)) dadas pelo Lema 7.4. Como T'C(Q2, (1, u,v,w, f))

¢ convexo (pois é um subespago vetorial de E'), Q3 é regular em (7, u,v,w, f).

Como J{-} assume um minimo local no ponto (r,u,v,w, f) € @ = &;Ns, J tem dire¢des de descida
DC(J, {t,u,v,w, f)) neste ponto, Q1 € regular em (r,u, v, w, f), com direcdes factiveis FC{Q;, (v, u, v, w, f))
e @ é regular em (7, u,v,w, f), com diregdes tangentes I'C(Qa, (7,4, v,w, f)). Entio, segue do Teorema
de Dubovitskii ¢ Milyutin {Teorema 5.1) que existem formas lineares continuas go € [DC(J, (,u, v, w, f))]*,
g1 € [FC(Q1, (T, u,v,w, F))]* € g2 € ['C(Q2, (T,u,v,w, f))]", ndo simultaneamente nulas, tais que,

go+g1+g2=0. (7.2.15)

Seja h € LT(}) um controle arbitrdrio e seja {(p,z,y,2,h) € E solugdo do sistema (7.1.12). Neste
caso, temos que M'{(r,u,v,w, f){¢,z,¥,2,h) = 0, e portanto, {(@,z,¥,2,h) € TC(Qa,(T,u,v,w, f)).
Logo, go{w, 2,4, 2,h) = 0.

Como gy € [DC{J, (v, u,v,w, f))]*, pelo Lema 7.2, existe A > 0 tal que go(w, z,y,2, k) =
=AJ (T u,v,w, f}(e,z,¥,2,h). Ento, usando esta caracterizacdo de go(ip,z,¥,2,h) e o fato de que
g2(p, 2,1y, 2, h) = 0 na ignaldade (7.2.15), temos que

T T
,\aln/ / {r— 'rd)gn"lx,odxdt + Aagm/ / (u — ugY 2™ Ladxdt
o Ja 0 J0
—I—Ao:gm/ ] (v — vg)*™ Lydxdt + Aa4m/ / (w — wg)2™ L zdxdt (7.2.16)
0 Q 0 Q

T
+,\st /fz“"lhdxdt:—gl((p,a:,y,z,h).
Q Q

Antes de continuarmos a demonstragio, mostremos que X # 0.
Se A = 0, pela igualdade (7.2.15) temos que gy + g2 = 0.

Agora, g1 € [FC{Q1,{7,u,v,w, f))]", logo g1(, 2,4, 2,h) = g1 (h). Entéo, para todo (p,z,y,2,h) €
WAHQ) x W (@) x WPHQ) x W (Q) x L™(Q), temos que

gz(w,x,y,z,h) = gE(h’) = _gl(h)'

Mas para cada h € L7(Q), existe tnico {p,z,y,2) € W2H{Q) x W2(Q) x W2HQ) x W>'(Q),
solucdo do sistema (7.1.12). Logo, (¢, z,y, 2, h) € TC(Q2, (r,u,v,w, f)} , e portanto,

g‘Z(h) = 92({:0131352) h‘) = 0:

pois gy € [TC(Qs, {1, u,v,w, f))]*. Assim temos que go =0 e g; = —ga = 0. O que contradiz o Teorema
de Dubovitskii e Milyutin, E portanto, A # 0.

Observemos agora que podemos supor que A = 1, para isso basta multiplicar (7.2.16) por /X e
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continuar denotando g1/ por ¢;. Assim, obtemos

r T
alnf J (r— Td)2n_1§0dxdt + azm/ 7'/‘(u, — ug)™ T xdxdt
1] Q 0 £
0

f (v - 'vd)zm'lydxdt + a4mf / (w— wd)ﬂm‘lzdxdt (7.2.17)
a o Jo

T
+st ] P hdxdt = gy (h).
0 Ja

+3ne

Encontremos agora o controle dtimo f.

Seja (4, p,q, ) uma sclugdo do problema adjunto (7.1.10), que possui solugdo inica pela Observacgio
7.5. E seja (¢, %,y, 2, 1) solugdo do problema (7.1.12). Multiplicando a primeira equagdo do problema
{7.1.10) por ¢, a segunda por z, a terceira por y € a quarta por z, integrando cada uma delas em §2 x (0, T)
e procedendo exatamente como na parte final da demonstracéo do Teorema, 7.2, obtemos

T T
—aln[ /{T — 1) Lpdxdt — asz / (u — ug) ™ lxdxdt
0 Q Q 191

T T
-—a3m/ / (v — vg)>™ Lydxdt — a.;m/ / (w — wg)*™ zdxdt
9 Jo o Ja

T
=—/ /hﬁdxdt.
o Ja

Apgora, usando a igualdade (7.2.17) no primeiro membro da igualdade acima temos

T T
Ns/ f T hdvdt — g1 (h) = — ] [ ho dxdt,
o Jo 0 Jo

mas pelo Lema 7.6, obtemos que

T T
f f (Nsf2*~! +6) h dxdt = f / G hdxdt,
0 Q a Q

para todo h € L7(Q).

|
7.3 Mais um Problema com Restricao sobre o Controle
Nesta secao trabalharemos com o seguinte problema de otimizagio
min _J(r,%,v,w, f), (7.3.18)

{Tau:”vw;f)EQ

onde o funcional J é dado por (7.0.3) e @ = @1 N Qs, sendo Q e Qs sdo dados pelas restri¢des

Ql = {(T,H,‘U}w, f) €E: |f! S 03 qt'p am Q}’ e
Qg = {(T,U,‘U,w,f) = E:M(T:u:v:w:f) = 0}:
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sendo M : E — E um operador definido, como nas segles anteriores, por

M(Ta y ‘U,‘Lﬂ,f) = (Salsﬁohlp?u‘ao‘ls 5,98, P71, (PS);

se, e somente se, (T, u, v, w, f) é solucdo do sistema {7.1.5) com (1,2, ¥3, P4, ©5, Y6, 7, ws). Lembremos
que M(r,u,v,w, f} = 0 se, e somente se, {7, %,v,w, f) é solucio do problema {4.0.1).
Segue diretamente dos Teoremas 4.1 e 4.2 ¢ do Coroldrio e 4.2 0 seguinte resultado:

Lema 7.7 Suponha que b, 13, I3, I3, k, a1, az, ¢1, ¢o, di € dy sdo constantes com b, k, a1, az > 0.
Suponha também gque o € W2(R), uo, v, wo € Wi?(ﬂ), com ¥ e | satisfazendo (7.0.2), sdo tais que
O79/Onlan = Oup/Onlag = Ouo/On|oa = Fwe/Onlsn = 0 e up ,v0, wo <0 e ug +vp + wp = 1. Além
disso, suponha que Q C R® € um dominio aberto, limitado e de classe C2. Ser > 2s, entio Usa # 0.

Agora mostremos a existéncia de uma solugio dtima do problema (7.1.4).

7.3.1 Existéncia de Solugio Otima

Teorema 7.5 Suponhe que b, {1, Iy, I3, k, a1, €1, d1, as, c3 € dy sbo constantes com b, k, a1, az > 0,
et € W2(), o, vo, wo € WE?(Q)’ com ¥ el satisfazendo (7.0.2), sdo tais que %f-lag = %{l aq =
%‘:‘ |an = Qg%u‘ag =0, ug, vg, wo = 0 e ug+v9 +wy = 1. Além disso, suponha que Q C R® ¢ um
dominio aberto, limitado e de classe C%. Assuma também que 74 € L*™(Q), u4, va, wa € L2™(Q), com
n e m quaisquer inteiros tais que n, m > 1. Ser = 2s, entio o problema de otimizacdo {7.3.18) possui

uma solucdo diima.

Demonstracio:
Primeiramente observemos que U,g # @ pelo Lema 7.7, pois r = 2s.
Seja {{(Tn) ¥n, Un, Wn, fr)} C Uag uma seqiiéncia minimizante do funcional J.

Primeiramente observemos que |fa| £ Cz q.t.p. em @ para todo n € IN. Logo, [[fallp=(q) £ Cs
para todo n € IN. De onde, temos que existe subseqiiéneia, que cortinuaremos denotando por f tal que

fo 2 f fraco* em L™(Q).

Logo, [|fllze(q) < Cs. E assim,
lfl<C: qtp emQ@.

Consideremos agora a subseqiiéncia (75, tin, Un, Wy, f.) obtida acima.

Como J{Tn, Un, Un,Wn, fr) < O, pela estrutura de J e pelo Teorema 4.2 temos que

fallzr @) + “Tn||wf-1(g] + ““nnwf"(Q) + ”Unwarl(Q) + ”wnllwf'l(cg) <¢,

j4 que ! > r. Podemos entdo tomar uma subseqiiéncia de {{r,, %, Vn, Wn, fa)}, com
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M (Tq,Un, Uny Wn, o} = 0, que continuaremos denctando por {(7n, Un, Un, wn, fr)} tal que

fa— f fracamente em (@),

Tn =7 fracamente em  W2(Q),
Up = u  fracamente em Wf’l (@,
vy = v fracamente em WP (Q) e

w, > w fracamenteem  W>M(Q).

Repetindo a demonstracio do Teorema 7.1 com esta nova subseqiiéncia obtemos que
M(r,u,v,w, f) =06 J(1,u,v,w, f) < 00, logo (7,u,v,w, f) € Usy. E obtemos também que (7, u,v,w, f)
¢ uma solugio 6tima do problema (7.3.18).

Na préxima segdo veremos condigbes necessarias para que (1, 4,9, f) € F seja uma solugio 6tima do
problema (7.3.18).

7.3.2 Condicao Necessaria de Otimalidade

Para encontrarmos condigGes necessarias para que (7,u,v,w, f} € E seje uma solucio étima do
problema (7.3.18) no podemos proceder como na demonstragio do Teorema 7.4. Pois, neste caso,
intQ; = 0 jd que Q1 € L¥¥(Q) com 2s < oo, & entio, n&o poderemos utilizar o Teorema de Dubovitskii
e Milyutin (Teorema 5.1}. Aqui precisaremos do Teorema 5.7, que é uma generalizagio do Teorema de
Dubovitskii e Milyutin.

Para obtermos as condigbes necessirias para que (r,u,v,w,f) € E seja uma soligdo Stima do
problema (7.3.18) precisaremos do cone das diregOes de descida do funcional J{-), e dos cones das diregdes
tangentes a Q; e Qg e seus duais.

Lembremos que o cone de dire¢des de descida associado ao funcional J(-) no ponto (7,u,v,w, f) € E
e seu dual sd0 dados pelo Lema 7.2. E o cone tangente ao conjunte @5 no ponto (r,u,v,w, f) e seu
dual sdo dados pelo Lema 7.4. Finalmente, procedendo como na demonstragio do Lema 6.8, obtemos o
seguinte resultado para o cone de direcbes tangentes de &y no ponto (7, u,v,w, f) e seu dual.

Lema 7.8 O cone de diregdes tangentes de Q) no ponto (r,u,v,w, f) € E € dado por

TC(Qla (T,U, v, W, f]} - {(9,$,'y,3, h) €EE: h(xw t) < 0 q-t-p- em {(X, t) tal que f(x, t) = 03} [
hix,t} > 0 ¢.t.p. em {(x,t) tal que f(x,t} = —C3}}.
E seu cone dual é dado por
[TC(Q1, (1,1, v,w, ] = {G1 € L7(Q) : G1(x,t) £ 0 g.t.p. em {(x,¢) tal que f(x,£) = C3},
Gi(x,t) > 0 q.t.p. em {(x,£) tal que f{x,t) = —Cs} ¢
Gi(x,t) =0 q.t.p. em {(x,t) tal gue |f(x,1)] < C3}}).
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Vejamos agora um resultado sobre condigéio necesséria de otimalidade para o problema de otimizagéo
(7.3.18).

Teorema 7.6 Seje (r,u, v,w, f) € E = W2H{Q) x W2 (Q) x W2 (Q) x W (Q) x LT(Q) uma solugio
dtima do problema (7.9.18), com r el satisfazendo (7.0.2). Ser > 2s, entdo existem fungdes (8,p,¢,9) €
W2HQ) x WEHQ) x Wg;i(Q) x W;,’;(Q) satisfozendo o sistema adjunto (7.1.10). Além disso, existe
G € Lﬁf—il(Q) satisfazendo:

Gi{x,t) <0 ¢t.p. em {(x,%) tal que f(x,t) = Cs},
Gi(x,t) > 0 ¢.t.p. em {(x,t) tal que f(x,t) = —Cs} e
G1(x,1) =0 g.t.p. em {(x1) tal que |f(x,t)| < (s},

T T
/ / (Nsf**~! +8)h dxdt = —/ / G hdxdt,
0 Q 0 Q

tal que

para todo b € L7(Q).

Demonstragao:

Suponha que J(-) assume um minimo local no ponto (r,%,v,w, f} € @ = @1 N Qa. Pelo Lema 7.2,
J tem direcdes de descida DC(J, (r,u,v,w, f)), e pelos Lemas 7.4 e 7.8, @ e @, tem dire¢des tangentes
TC(Q1, (ryu,v,w, f)) e TC(Qa,(r,u,v,w, f}}, respectivamente, em (r,u,v,w, f). Além disso, ¢ cone
DC{J, (t,u,v,w, f)) é aberto, pois os cones de descida sempre o sao.

Para podermos usar o Teorema 5.7 ainda precisamos mostrar que: os cones DC(J, (r,u, v,w, f)},
TC(S, (r,u,v,w, f)) e TC(Qg,(T,u,v,w, f}} sio convexos, os cones TC(Qy, (r,u,v,w, f)), 1= 1,2, séo
fechados, o cone TC(Qy, (T, u,v,w, f)) NTC(Qs, (7,4,v,w, f)) estd contido no cone tangente
TC( N O, (T,u,v,w, f)) associado ao conjunto das restrigdes de igualdade Q; N &2 e os cones duais
[TC(Qs, (1yu,v,w, ], ¢ = 1,2, formam um sistema de cones de mesmo sentido.

Mostremos entdo tais fatos:

i} Primeiramente observemos que os cones DC{J, (7, u,v,w, f)), TC{Qy, (7, u,v,w, f)) ©
TC(Ds, (1,u,v,w, f)) sdo convexos;

De fato, pelo Lema 7.2 o cone de diregdes de descida associado ao funcional J(-) no porto (7, u, v, w, f)
¢ dado por DC(J, (1,u,v,w, f)) = {{¢,z,9,2,h) : J'(r,u,v,w, f{e,z,¥,2,h) < 0}. Agora, como
J{r,u,v,w, £){0) é linear em (i, z,y, 7, k), temos que DC(J, (1,4, v, 1w, )} € convexo.

Pelo Lema 7.8 o cone de diregdes tangentes de @ no ponto (r,u,»,w, f} € E é dado por

TC(O1, (T u,v,w, £)) = {(8,2,y,2,h) 1 A(x,8) <0 q.t.p. em {(x,t) tal que f{x,t)=Cs}e
h(x,t) > 0 q.t.p. em {{x,1) tal que f(x,¢) = —Cs}},

logo é convexo.



7.3. MAIS UM PROBLEMA COM RESTRICAO SOBRE O CONTROLE 153

E pelo Lema 7.4 o cone de direcdes tangentes de &» no ponto {1, u,v,w, f) € E € o subespago vetorial
TC(Qs, (t,u,v,w, f)) = {(8, z, 4, 2, h) : M'(7,u,v,w, f){8,2,¥, 2, h) = 0}, logo & convexo.

ii} Agora observemos que os cones TC(¢h, (7,u,v,w, f)) e TC(Qz, (7,4, v,w, f}) sfo fechados;

Pelo Lema 7.4, o cone tangente a0 conjunto Qs no ponto (r,u,v,w, f} é dado por
TC(Qs, (tyu,v,w, ) = {(p,2,9,2,h) € E: M'(r,u,v,w, f}{¢, 2,9, 2, k) = 0}, que ¢ fechado em E.

E pelo lema 7.8 o cone de dire¢Ges tangentes de Q; no ponto (t,u,v,w,f) € E é dado por
TC(Qs, (fyu,v,w, f)) = {M8, 2,9, 2, h) : A{x,t) £ 0 qt.p em {(x,t) tal que f(x,t) = C3} e hi(x,t) > 0
a.t.p. em {(x,t) tal que f(x,1) = —C3}}, que é fechado em E.

iii) Mostremos que o cone TC(Qy, (T,%,v,w, f}) N TC(Qs, (7, u,v,w, f)) estd contido no cone tangente
TC(Q, (7,u,v,w, f)) associado ao conjunto das restricdes de igualdade Q = Q) N Oy;

Para isso seja (¢, &, 9, 2, h) € TC( Oy, (r, v, v, w, {HINTC(Qy, (T,u,v,w, f)). Precisamos mostrar que
(¢, 2,9,2, h) € TC{Qy N Qg, (1,4, v,w, f)).

Seja ¢ > 0. Queremos encontrar r(¢) € E, com ||r(e)|lg = o(e), tal que

(1,u,v,w, f) + (g, 2, y,2,h) +r(e) € G N Qs

Como {¢,%,v,2,h) € TC{Q1, (T,u,v,w, f)), por defini¢io existe r1() € E, com |Ir(e)|lz = o(e),
tal que
(@Pey TerYe» 26, he) 1= (T u, 0,0, FY + el 2,9, 2, h) +ri(e) € @

e como {(¢,x,Y,2,h) € TC(Qa, (r,u,v,w, f)), por definicio existe ra(e) € E, com ||r2{g)||g = ole), tal
que
(‘55155)3}‘51 ‘szs hE) = (T} i, v, W, f) + 5(‘.0;3:: ¥z, h‘) + TQ(E) € QQ'

Tomemos h. definido acima. Resolvendo o problema {4.0.1) encontremos ¢}, x., ¥, e z tais que
M{pL, zi,¥i, 26 he) = 0. Entao temos que, (¢}, %¢, ¥z 26, le) € Q1N Q2. Além disso, temos que

(Lp;,&:;,y;,z;, hs) = (1-1 u, v, W, f) + 5(90!:31%21 h) + T(E),

para algum r{e) € E.
Precisamos mostrar que ||r{e)|lg = ole}.
Usando desigualdade triangunlar e estabilidade do problema (4.0.1), temos que

Ir(E)e = ek o 28 he) = (7,0, 0,0, ) = (025,525, )&
< 1l 8, s 2 ) — (BB s B Pl + (s B B e ) — (ryw,0,w, £) — ei,2,9, 2, W)l
< 0l = Bellyyat o + ot = Fellygas g + e = Fellwas gy + 1128 = Ze ity -+ e — Bellzaeqay + lira(e)lle
< Cllhe = Fellgao(@y + 2@l < Cl@er Ter e, e Be) = (FisTer e Zer Bl + lra ()l

< C“(‘Psszs;ys:za:hs) —{ru,v,w, f) — e, 29,2, h)“E
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+Cl[(r,u,v,w, f) + eli, 2,3, 2, b) — (Be, Fe, oy Fos Be) |z + 26l
< ClniElle + (C + Dllra(el| 2 = ole).

Logo, (¢, 2,9, 2,k) € TC(Qy N Qs, (T, u,v,w, f)), e assim,
TC(QI: (T,U,U,w, f)) nTC(Q2= (Ta i, vawsf)) C TC(QI N Q?s (Ta i, U, W, f))

iv) Finalmente, mostremos que os cones duais [TC({Q;, (7, u,v,w, f))]*, ¢ = 1,2, formam um sistema de
cones de mesmo sentido;

Seja M > 0esejam g; € [TC(Q;, (1,4, v,w, f))]*, parai = 1,2, tais que |lg1 +¢2|/ 5+ < M. Precisamos
mostrar que existemn M, My > 0 tais que ||g;||gr < M; , parai=1,2.

Procedendo como na demonstragéo do Lema 6.8 obtemos que se g, € [TC(Qy, (7,4,v,w, f))]%,
entdo g1{(¢, 2, ¥, 4, k) = $(h), com ¢ € (L7(Q)). E como go € [TC(Qq, (r,u,v,w, f))]* C E, ento
92(9, 3,9, 1) = 61(1) + ¢2(2) + a(y) + 9a(2) + d(R), com g1 € (WHQ))', b, s, 1 € (W'(Q))
e ¢s € (L7(Q)).

Entio, temos que
M = |lg1 + g2ll=
2C [“Gﬁl”(wg-l(g})' tlld2ll s gy +10sllgwar gy + lidallwar gy + 119 + fi’s”(Lr(Q))’] .

De onde, j4 temos que “QSIH(W‘EJ(Q))’: Iléz“(Wf'l(Q))' ) ”¢3”(wfl @) ”éﬁ”(wf-l @) <M/C.
Agora dado h € L™(Q) existe (p,=,y,2) € W2LQ) x W(Q) x W1(Q) x W' (Q) tal que

M (1, u,v,w, f}{¢,,y,%,h) = 0. Logo, ga(p, 2,9, 2, k) = d:1(¢) + da{x) + d3(y) + da{z) + ¢s(h) = 0,
entio,

|5 (R)] < [61(0)] + 12 ()] + |83 (w)] + [¢a(2)|
< ”¢I”(Wf,l(Q))‘”‘P”wE-l(Q) t+ ”%”(W"—‘J(Q])’”xl'wf-l(Q) + |l¢s “(WIM(Q))’”y”wf'l(q)

+”¢4”(wf-l(g))’”z“wf'l({g] < % ”‘P“wfslfq} + “:r”wf'I(Q) + ”y”wf-l(Q) + ”z”wa(Q)]
< CM|b|lz-(g)-

Como h € L"(Q) ¢ arbitrdrio obtemos que [|¢s|l(z-(g)y < C'M, e portanto,
el < © [Inligwen oy + Wallgwea ary + allwpniayy + I9allowzary +Isllascan]
S CM=: Mg.
Finalmente, temos que
lglle < CllYli~qy < C I+ dsllwr@y + l1gsllz-@y] < CM =: M.

Portanto os cones [TC(Q;, (r,u,v,w, f})]*, i = 1,2, formam um sistema de cones de mesmo sentido.
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Como todas as hipdteses do Teorema 5.7 sfo satisfeitas segue deste teorema que existem formas linea-

res continuas go € [DC(J, (7, u,v,w, ", g1 € [TC(Q1, (r,u,v,w, f))]* e g2 € [TC(Ds, (1,1,v,w, s,
nae simultaneamente nulas, tais que,

go+og1+g,=0. (7.3.19)

Agora, procedendo como na demonstragiio do Teorema 7.4 , mas utilizando a equagdo (7.3.19) no
lugar de (7.2.15) o Lema 7.8 no lugar de 7.6, temos que existe Gy € L771(Q) satisfazendo:

G (x,t) <0 q.t.p. em {(x,t) tal que f(x,t) = Cs},
Gi(x,t) > 0 q.t.p. em {{x,1) tal que f(x,t) = —Cs3} e
G1(x,t) =0 q.t.p. em {(x,t) tal que |f(x, )] < C5},

T T
/ f ()u?\fs_fz"’_1 +8) h dxdt = —/ / G hdxdt,
0o Jao o Ja

tal que

para tedo k € L7(Q).

7.4 Um Problema de Controle com Restrigao na Temperatura

Nesta segdo trabalharemos com o seguinie prablema de otimizagao
(r,u,ﬂi{})e‘g J(r,u,v,w, f), (7.4.20)
onde o funcional J é dado por (7.0.3) e @ = @1 N Qg, sendo @, dado pela restricio de desigualdade
& = {(r,v,v,w, f) € E:C, <7< (s q.t.p. em @}

¢ @, dado pela restricio de igualdade

Qo = {(r,u,v,w, f) € E: M{r,u,v,w, f) =0},
sendo M : E — E um operador definido, como nas segbes anteriores, por

M(r,u,v,w, f) = (101,92, 93, 91, V5, 96, 97, ¥s),

se, e somente se, (T, u,v,w, f) é solucdo do sistema (7.1.5) com (1, 92, V3, Y4, V5,08, Y7, Pg ). Lembremos
que M(r,u,v,w, f) = 0 se, e somente se, (7,u,v,w, f) é solucdo do problema. (4.0.1).

Antes de demonstrarmos a existéncia de controle 6timo para este problema, mostremos que o conjunto

admissivel, U,4, é nfo vazio.
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Lema 7.9 Suponha que b, 11, Iy, I3, k, a1, a2, ¢1, ¢z, di ¢ dy sdo constanies com b, k, a1, 02 > 0, ¢
70 € W2(82), ug, vo, wp € Wf(ﬂ), com ¥ el satisfazendo (7.0.8), sio tais que 7o /0n|sn = Buo/Onlsn =
g/ Onlan = Owo/Bnlon =0 eup ,vg, wo 2 0, uo+vo+wo =1 e C1 € 79 < Cs. Além disso, suponha
que @ C IR® ¢ um dominio aberto, limitado de classe C*. Ser > 2s, entio Uyg # 0.

Demonstragao:
Seja T € W2 (Q) solugéo de
%—bﬂq’:{] em  x (0,7)
drfdn =0 em 0§} x (0,7
T=1 em §) x {t =0}.

Pelo principio de maximo para equagdes parabdlicas temos que 7(x,t) > min{n(z) : 2 € 2} > Cy e
7{x,t) < max{ro(z) : z € R} < Cs. Logo Cy <1 < Ch.

Tomando —2m; = ¢;7 + d;, para i = 1,2,3 (aqui ¢;, d;, para ¢ = 1,2, 3, sdo os mesmos do problema
(7.1.5)). Como r > 5/2, temos que W21(Q) C L*®(Q), logo m; € L®(Q), para i = 1,2,3. Entao, pelos
Teoremas 3.2 e 3.4 e pelo Coroldrio 3.2 existe tnico (1, v, w) € W' (Q) x W' (@) x WHH(Q).

Tomando

f= %_: —bAr—h%% —328—3 —33%,
como { > r, temos que f € L"(Q). Logo, {r,u,v,w, f) € E, é solugio do problema {4.0.1), ou seja
M(ru,v,w,f)=0,e 0} <7< C; qt.p. em Q.
Além disso, como r > 2s, temos que L7 (Q) C L**(Q), e como I, r > 5/2, temos que W21 (Q),

Wf’l(Q) C L*(6). De onde, J(r,u,v,w, f} < co. Assim, (1,u,v,w, f) € Ugq.

Agora mostremos a existéncia de uma solugio 6tima do problema (7.4.20).

7.4.1 Existéncia de Solugao Otima

Teorema 7.7 Suponha que b, Iy, la, I3, k, a1, 1, ¢1, g, €3 e dy sao constantes com b, k, a1, aa > 0,
e 10 € W), uo, vo, wo € WE (), com 7 e 1 satisfazendo (7.0.2), sio tais que S 80 = %%QJBQ =
%ﬂaa = %Hasz =0, ug, v, wg > 0, ug+vg+wg =1ey <7 £ Cq. Além disso, suponha que
2 ¢ R® ¢ um dominio aberto, limitado e de classe C?. Assuma também que 74 € L*(Q), 24, va €
wg € L2™(Q), comn, m > 1. Ser = 2s, entdo o problema de otimizacdo (7.4.20) possui uma solugdo
dtima.
Demonstragao:

Primeiramente observemos que, como 7 = 2s, temos que U,q # @, pelo Lema 7.9.

Seja {{7n,Un+Un,Wn, fr)} C Uaqg Wma seqiiéncia minimizante do funcional J. Como
JT, Uy Un, Wy, fr) < C, pela estrutura de J temos que

1 fallzw@) = [Ifallz2 @) < €
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e pelo Teorema 4.2 temos que

“7n||wf'1(Q) + “Unilwf-‘-(Q} + ””n”wfsl(Q) + ‘|Un1|wf'1(Q) <C

pois [ > r. Podemos entfo tomar uma subseqiiéncia que continuaremos denotando por

{(Tﬂ! un:”m wﬂ'} f‘ﬂ)} t’a‘l que

fa—> f
Tn =T
ey — U
Up =V

Wp — W

Pelo Corolario 1.2 temos que W2{(Q), W2 (Q) € L*(Q) com inclusdo continua e compacta, entao

Ta T
Un —+ U
Up = ¥

Wy —F W

fracamente em (@),

fracamente em  W21(Q),
fracamente em W' (Q),
fracamente em W2'(Q) e
fracamente em W' (Q).

fortemente em  L2(Q),
fortemente em  L™(Q),
fortemente em  L°°(Q) €
fortemente em  L%(Q).

157

Como 1, — 7 em L®(Q), ou seja, |7 — 7y||gee(g) — 0 quando n — co, e como C) € 7, £ Gy q.t.p.
em @, para todo n € IN, temos que G} < 7 < Cp q.t.p. em .

Para mostrar que M{r,u,v,w, f) = 0, ou seja, que (,%,v,w, f) é solugio do problema {4.0.1) e
assim concluirmos que (7,u,v,w, f) € U,g, basta repetir a parte correspondente da demonstracio do

Teorema 7.1. E repetindo a parte final da demonstragio do mesmo teorema, mostra-se que {7, u,2,w, f)

é uma solugdo étima do problema (7.4.20).

Na préxima segdo estudaremos condigdes necessarias para gque (7,u,v,w, f) € E seja uma solucio

otima do problema (7.4.20).

7.4.2 Condi¢ao Necessdria de Otimalidade

Para obtermos as condigdes necessérias para que (7, u,v,w, f) € F seja uma solugdo 6tima do problema

(7.4.20) precisamos calcular o cone das diregdes de descida do funcional J(-}, o cone das dire¢es factiveis

de @1, o cone dag direghes tangentes de Qo e os cones duais.

Para isso, consideremos uma solugio étima (r,u,v,w, f) € E do problema (7.4.20).



158 CAPITULO 7. PROBLEMAS DE CONTROLE PARA O MODELO DE SOLIDIFICACAQ 2

Lembremos que o cone de direcbes de descida associado ao funcional J(-) no ponto (7,u,v,w, f) e
seu dual sdo dados pelo Lema 7.2. E o cone tangente ao conjunto @z no ponto (7,u,v,w, f) e seu dual
sdo dados pelo Lema 7.4.

Precisamos agora calcular o cone das diregbes factiveis associado a restricio de desigualdade Q;
e seu dual. Observemos que podemos utilizar a Proposicio 5.3 e o Teorema 5.6 para tais célculos,
pois @ pode ser escrito como @ = {(r,u,v,w, f) € E : F < 0}, onde F é o funcional dado por
F = —sup ess(r — Cy).sup ess{Cy — 7). Entéo, utilizando tais resultados e procedendo de modo andlogo
A demonstragio do Lema 7.10 obtemos o resultado enunciado a seguir.

Lema 7.10 O cone de direcies factiveis de Q1 no ponto (t,u,v,w, f} € E ¢ dado por
FC@Q1, (ryu,v,w, ) ={A@—-1,a—u,y—v,z2—w,h—F): A>0e(8,z,1,2,h) €intC1} £ 0
e seu cone dual € dado por

[FC(Qu, (ru,v,w, )" = {92 € (WHEHQ)) : 91(0) 2 9a(7), ¥ 0 € WH(Q) tal que C1 <0 < Cr}.

Vejamos agora um resultado sobre condiglo necessaria de otimalidade para o problema de otimizacio
(7.4.20).

Teorema 7.8 Seja (1,u,v,w, f) € E = W2H{Q)x W (Q) xW’f’l(Q) X IrVIQ’l(Q) x L7(Q) é uma solugdo
dtime do problema (7.4.20), com r el satisfazende (7.0.2). Ser > 2s, entdo ezistem funcées (6,p,q,9) €
W2HQ) x W2HQ) x Wi Q) x W2HQ) que satisfaz o sistema adjunto (7.1.10). Além disso, existe
o € [TC(Qu, (nu,v,w, A" = {g € (WPHQ))' : 9(8) 2 g(7), V8 € WHH(Q) tal que C1 < 0 < Co} tal

que
T
/ f (Nsf2~' 4 0) b dxdt = g1 (p),
0 Jo
pora todo (,z,y, 2z, ) solucde do sistema (7.1.12).

Para demonstrar este teorema basta repetir a demonstragio do Teorema 7.4, mas utilizando o Lema

7.10 no lugar do Lema 7.6. Obtendo assim o resultado desejado.

7.5 Um Problema de Controle com Restricaoc no Gradiente da

Temperatura

Procedendo para o problema descrito a seguir de maneira andloga. ao que foi feito para o problema (7.4.20)

obteremos resultados semelhantes.
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Nesta segio trabalharemos com 0 seguinte problema de otimizagio

i J ¥ 1 1 H ] . .2
(ronunf)EQ (ruv.w, f) (7.6.21)

onde ¢ funcional J é dado por (7.0.3) e @ = Q; N O, sendo Q; e Q» dados pelas restrigdes

Q1= {(T,‘H,’U,w,f) cE: |VT| < 03 g.t.p. em Q}, e
Qo = {(T:utvyw: f) €EE: M(T,U,'U,w,f) = 0}:

sendo M : E — E um operador definido, como nas seches anteriores, por

M(Ta U,y vswsf) = ((Plv‘to% 3, (94;‘:05;‘:96130?:‘708):

se, e somente se, (7,4, v, w, f) ¢ solugdo do sistema {7.1.5) com {¢1,¥2, ¥s, P4, ¥s, V6, P7, P8 )- Lembremos
que M{r,u,v,w, f) = 0 se, e somente se, (7,u,v,w, f) ¢ solugéio do problema (4.0.1).

Antes de demonstrarmos a existéncia de controle dtimo para este problema, também é necesséario
demonstrar que o conjunto admissivel, I/,4, é ndo vazio,

Lema 7.11 Suponhe que b, I3, Iz, I3, k, a1, a2, &1, ¢z, d1 € dz sdo constanies com b, k, a1, a3 > 0, e
1o € W2{§2), o, vo, Wo € WE?(Q)’ COmT e Tsatz'sfazendo (7.0.2), sdo tais que &1 /On|an = Ouy /Onlsn =
vy /On|pa = dun [Onlan = 0, 1o, vo, wo 2 0, ug + v +we =1 € [V1p| < C3. Além disso, suponha que
0 c IR® € um dominio aberto, limitado e de clusse C2. Ser > 2s, entdo Una # B.

Demonstragio:
Para demonstrar este lema, basta tomar 75 € W.2(Q) satisfazendo 87 /dnlpq = 0 e |Vr| < Cs qt.p
em §) e repetir a demonstragio do Lema 7.9 para obter que {r,u,v,w, f) € Usg.

7.5.1 Existéncia de Solucdo Otima

Utilizando o Lema 7.11 e de modo angdlogo como fol demonstrada a existéncia de uma solugdo éiima do
problema (6.5.21), demonstra-se a existéncia de uma solu¢io Stima do problema, (7.5.21), que é dada pelo
teorema a seguir:

Teorema 7.9 Suponha que b, I1, Iz, Is, k, a1, &1, d1, @g, ¢2 e dy sdo constantes com b, k, a1, a3 > 0,

e 1o € WH), uo, vo, wo € W), com T e 1 satisfazendo (7.0.2), sdo tais que Gelon = 3200 =

Bug ___qﬁwl
an lasy — "Bn lan

¢ um dominio aberto, imitado e de classe C*. Assuma também que 74 € L*™(Q), uq, vg, wa € L*™(Q),

=0, up, Vo, wo > 0, ug + v +wo = 1 € |Vrg| < Cs. Além disso, suponha que Q) C R?

com N e m quaisquer infeiros tais gue n, m > 1. Se r = 235, entdo o probleme de ofvmizagde (7.5.21)

possui wma solugdo otima.

Na préxima se¢io estudaremos condigbes necessirias para que (7, u,v,w, f) € E seja uma solugio
étima do problema (7.5.21).
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7.5.2 Condigao Necessdria de Otimalidade

Para demonstrarmos condigbes necessérias para que {7, u,v,w, f} € E seja uma solugéio étima do prob-
lema (7.5.21) ndo podemos proceder como na demonstragio do Teorema. 7.8. Pois, neste caso, int@ = 9,
entdo ¢, nio é uma restricio de desigualdade e sim de igualdade, logo néo poderenios utilizar o Teorema
de Dubovitskil e Milyutin (Teorema 5.1). Aqui precisaremos do Teorema 5.7, como na demonstragio do
Teorema. 7.6.

Para obtermos as condigbes necessdrias para que (r,u,v,w,f) € E seja uma solugio Stima do
problema, (7.5.21) precisaremos do cone das diregoes de descida do funcional J(-), e dos cones das dire¢bes
tangentes de @ e Q2 e os cones duais.

Para isso, consideremos uma solugdo étima (7, u,v,w, f) € E do problema (7.5.21). Lembremos que
o cone de diregbes de descida associado ao funcional J{-) no ponto (,u,v,w, f) € seu dual sdo dados
pelo Lema 7.2. E o cone tangente ao conjunto Qs no ponto (7,u,v,w, f) e seu dual sdo dados pelo Lema
7.4. Para o cone de diregdes tangentes de & no ponto (7,u,v,w, f) temos o resultado a seguir, que é

demonstrado de forma aniloga ac Lema 6.12.

Lema 7.12 O cone de direcées tangentes de Q1 no ponto (r,u,v,w, f) € E é dado por

TC(Ql: (T! u, v, w, f))
={(8,z,y,2,h) € E: (Vr(x,t),V8(x,t)} <0 para quase todo (x,t} tal que |Vr(x, )] = Cs},

onde {-,-) denota o produto interno em IRZ.

Agora procedendo de forma anéloga 4 demonstragio do Lema 6.13 obtemos o resultado dado a seguir
sobre o cone dual de T'C(Qy, (7,u, v, w, f)).

Lema 7.13 [TC(@1, (7, u,v,w, f))]* C [Wf'l(Q)]r, isto €, pora cada g1 € [TC(Qy, (1, u,v,w, f))]" exisie
tinica ¥, € [W21 (Q)]’ tal que g1 (8,z,v, 2, h) = ¥1(8), para todo (8,z,y,2,k) € E.

Vejamos agora um resultado sobre condigio necessdria de otimalidade para o problema de otimizagao
(7.5.21).

Teorema 7.10 Seja (,u,v,w, f) € E = W2HQ) x WA (Q) x W (Q) x W (Q) x L (Q) uma solugio
dtima do problema (7.5.21), com r el satisfazendo (7.0.2). Ser > 2s, entdo existem funcdes (0,p,¢,9) €
Wg;l (@) x erni(Q} X Wgz,‘,}(Q) % Wgni(Q) satisfazendo ao sistema adjunto (7.1.10). Além disso, existe
o1 € [TC(Q1, (Tyu,v,w, f))]* € [WEHQ)] tal que

T
] /ﬂ (Nsf2=1 4 6) b dxdt = g1 (),
0
parae todo (¢, 2,Yy,2, h) solugdo de (7.1.12).

Para demonstrar este Teorema basta repetir a demonstragio do Teorema 7.6 usando os Lemas 7.12

e 7.13 no lugar do Lema 7.8.
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7.6 Um Problema com Restrigoes sobre o Controle e sobre a

Temperatura

Nesta, secdo trabalharemos com o seguinte problema de otimizagio

(T,U,‘H:;f})eg J(T’ U U, U, f)’ (7622)

onde o funcional J & dado por (7.0.3) ¢ @ = Q; N @y N Q3, sendo Q; e Q5 dados pelas restrighes de
desigualdade

A ={{ruy,v,u, fleE:Ci<7<Caqtp. emQle

= {(T,‘U,U,w, f) €E: ”f|1L2"[Q) < C3 q.t.p. em Q}’

respectivamente, com C3 > |I; [E;(C‘l,C‘g) + 1!2[?52(01,02) + |£3]}E3(CI,CZ), onde ki, Ez e k3 s30 como em
(7.6.23) na demonstracio do Lema 6.14. E Q3 é dado pela restrigido de igualdade

Q3 = {(T,u,v,w,f) e R: M(T,U,ﬂ,w,f) = U}1
sendo M- E = E um operador definido, como nas segbes anteriores, por

M(Ty u, v, w:f) = (‘191:(:021{)031 P4, 5, Y6, 3073(:03))

se, e somente se, (1, u, v, w, f) é solugdo do sistema (7.1.5) com {1, ©2, ©3, P4, 5, %P6, P1,8). Lembremos
que M(r,u,v,w, f} = 0 se, e somente se, (1,4, v,w, f) € solugéo do problema (4.0.1).

Para este problema trataremos somente da existéncia de controle dtimo, mas néc das condigbes
necessarias de otimalidade. Neste problema a dificuldade de se demonstrar a existéncia de controle ¢timo

para é verificar que o conjunto admissivel, {44, 4 ndo vazio. Entfo, agora vamas fazer tal verificagio.

Lema 7.14 Suponha que b, Iy, Iz, U3, k, a1, as, ¢1, €2, di e dz sdo constantes com b, k, a1, as > 0,
Suponhe também que 1o € W2(R), up, vo, wo € W'I-?(Q), com ¥ el satisfazendo (71.0.2), sdo tais que
019/ Onlpn = Buo/On|sn = Bug/Onlen = Bwo/Injsq =0, ug, vo, wo 2 0, wo+vo+wo =1, CL <1y £ s
g.t.p. emQ e Cs > ||k (Cr, Co) +|12lka{Cr, Co) +ls|Ea(Ch, C2), onde ky, ;e ks sdo como em (7.6.23).
Além disso, suponha que $t C R® € um doménio aberto, kmitado e de classe C2. Ser > 2s, entio Uyq # 0.

Demonstragioc:
Seja T € W2(Q) solugio de
g—;—b&r:{] em 2 x (0, T)
Orjon =0 em 90 x (0,7}

T="7p em §) x {t = 0}.

Pelo principio de maximo para equagdes parabdlicas temos que 7{x,t) > min{re(zx) : z € Q} > Cy e
7{x,t) < max{r(z) :z € N} < Ca. Logo O <7< Cs.
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Pelos Teoremas 3.2 e 3.4 e pelo Coroldrio 3.2 temos que existe tinico (u, v, w) € W1 (Q) x w2HQ)
Wf'l (@) solugdo do problema (3.0.1) com —2m; = ¢;7 + d;, para ¢ = 1, 2,3, sendo ¢;, d; 0s mesmos do

problema (7.1.5), parai = 1,2,3, e, além disso, u, v e w satisfazem
”u”Wf‘l(Q) < k1(C1, Ca), ”””wf“(Q) <ka(Ch,Ca) e I|w”Wf’1(Q) < k3(C1,Ch).
Como I > r > 2s, das estimativas anteriores e da inclusdo continua W' (Q) C W' (Q), temos
llullwayt @y < B1(C1,Ca)s Hvllyza gy < F2(Cr,C2) e Hwllwza gy < Fs(C1,Ca). (7.6.23)

Tomando f = —h 8% — [, 3 — I39% temos que f € L2(Q), (r,u,v,w, f) € E & solugdio do problema

(40.1) e
Ou v Jw
31@ + lzgg + 335? 120(0) < “1”‘””%2;1(@) + |E2II|U||W22;1(Q} + |£3|||w”w,§;1(Q)

< |l [k (Ch, Ca) + |lalk2(Ch, Ca) + |lafRs(Chr, Ca) < Cs.

I filzzs() <

Logo, (T,U,U,’w,f) € Ugy.

7.6.1 Existéncia de Solugio Otima

Usando o Lema 7.14, de mode andlogo como foi demonstrada a existéncia de uma solugdo 6tima do
problema (7.4.20}, demonstra-se a existéncia de uma solugéo 6tima do problema (7.6.22), que é dada pelo

teorema, a seguir:

Teorema 7.11 Suponha que b, I, Iz, I3, k, a1, e1, di, ay, ¢z e dy sio constantes com b, k, ¢y, a2 >0, e
7o € W2(S1), uo, vo, wo € W-!?(Q), com ¥ e Esatisfazendo (7.0.2), séo tais que B10/0n|sq = Ouo/Onjsn =
Ovp/Onlan = OwofOnlon = 0, ug, vo, Wo 2 0, o+ v +we =1, C1 € 7p < Cp qbtp. em Q@ e
Cs > |1 k1(C1, Ca) + [la|ka(Cy, Co) + |lslks(Cy, C2), onde &y, by ¢ ks séo como em (7.6.23). Além disso,
suponha que @ C R® & um dominio aberto, limitade e de classe C2. Assuma também que 74 € L2(Q),
ud, va € wg € L*™(Q), com n e m quaisquer inteiros tais que n, m > 1. Ser = 23, entdo o problema de

otimizacde {(7.6.22) possui uma solucdo dtima.



Capitulo 8

Conclusoes

Neste trabalho conseguimos atingir nosso objetivo, que era generalizar os resultados Hoffman e Jiang em
[9] para dois modelos de solidificagdo de ligas metélicas envolvendo duas e trés fungdes campo de fase,
respectivamente. E além de generalizarmos o problema de controle tratado por Hoffman e Jiang para
cada um deste modelos, também tratamos alguns problemas de controle envolvendo diferentes restricoes
tanto no controle, quanto no estado. Para cada um destes problemas de controle foi discutida a existéncia
de controle 6timo e, utilizando o formalismo de Dubovitskii e Milyutin, foi possivel encontrar condigoes
necessarias de otimalidade.

A partir deste trabalho nosso préximo objetivo é estudar ¢ modelo solidificacdo envolvendo trés
fungdes campos de fase apresentado em [13] e [14] e generalizar pelo menos alguns do resultados obtidos

aqui. O sistema que estudaremos é o seguinte:

Sw

or du S
» 55“557—31§+32§£+33“§+f
-—1: -k (wAu — uAv) — k3 (vAu —udv) = —qruw(w —u + a7+ di) — aguv{v — u + c37 + d3)
5% — ko (wAY — vAW) — ks (AV — vAu) = —avwl(w — v + 27 + dg) — aguv{v — v — c37 — d3)
S

— — ky (uAw — wAu) — ke (VAw —wAv) = ~qruw(u —w— 7 ~dy) — aprw(v —w — a7 — )
ot 8r Ou By Bw

T=1, u=1uy, vV=t e w=w em x{t=0}

onde 8 C R® um dominio aberto, limitado e de classe C?, T € IR finito e @ = Q2 x (0, T). E n representa
o vetor unitario normal exterior & 642,

As fungbes campo de fase u, v e w distinguem entre trés subdominios sélidos com cristalizacdes
distintas € um subdominio liquido em } e 7 representa a temperatura. Aqui b, k1, k3, k3, ag, az € a3
s&0 constantes positivas, I;, Iz, I3 sfo constantes de mesmo sinal, ¢y, €2, ¢3, dy, da e d3 sd0 constantes
arbitrdrias e f é uma fungio dada. As condicBes iniciais w1, vp e wp serdo tomadas adequadamente.
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Para estudar tal sistema o primeiro passo serd estudar o sistema simplificado dado por:

ar du v

. T bAT £16t+128t+f
?—klAu~(k3—k1)(vAu—uAv)=—alu(l—u~v)(1—2u—v+clr+d1)—aguv(v—u+c37+d3)
a—? — koAv — (ks — ko) (uAv — vAu) = —asv(l —u —0)(1 — 2v —~ v+ co7 + da) — agou(u — v — c37 — d3)
or du Ov
%H%_%—U em 80 x(0,T)

T=1Tg, U=tp, € v=vyg em Rx{t=0},

ondel] =l —lsely, =1 —Is.
O problema acima é obtido do anterior substituindo w por 1 —¢ — v, pois u + v+ w = 1 q.t.p. em
@, uma vez que up + vg + wg = 1 em (2 por razdes fisicas e somando a segunda terceira e quarta equagées

do primero problema obtemos que 8(u + v +w)/dt = 0.
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