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INTRODUGCAKDO

A teoria delinterpolagao, desde geu aparecimento -
com os teoremas classicos de Riesz~Thorin e de Marcinkiewicz
esteve sempre ligada as aplicagdes a Andlise Matematica .

Sio bastante conhecidas as aplicagoes, principal -
meﬁte a Analise Harmonica e as EquagoOes Diferenciais Parciais

Nosso objetivo neste trabalho e desenvolver a Teo-
ria de Interpolacgao na forma dada por J.L.Lions e J.Peetre e
aplica~la a teoria construtiva das fungoes .,

As principais fontgs_de inspiragac foram Peetre[?]
e [Q] e sugerimos ac leitor (desdéqué exista algum) uma com
paragao deste trabalho com os acima citados .

0 éspecto mais interessante agul desenvolvido foi
a utilizagdo de dois teoremas classicos da teoria de aproxi-
macao; os teoremas de Jackson e Bernstein, para caracteriﬁar
o espago de interpolagao (CO,Cl)Q’m e posteriormente proce -
deyr inversamente caraéterizando o espa¢o de interpolacao
(Lp,wm’P)e q € entdo obter como corolario teoremas dos tipos

b
Jackson e Berngtein .

Faremos agora um resumo do material- desenvolvido

em cada capitulo .
No primeiro capitulo, comecamos definindo espagos
intermediidrios. A seguir introduzimos as normas funcionais

K e J e os espagos de Lions-Peetre, Atraves de varios teo-
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remas mostraremos a identidade desses espagos e consequente-
mente a equivaléncia dos métodos X e J de Peetre e ainda dos
métodos de médias de Lions-Peetre., A seguir passamos a estu
dar os teoremas de reiteragao que terdo importancia nos capi
tulos posteriores. Terminando o capitulo, fazemos a discre-
tizagac dos espacgos de interpolagdc intreduzidos .

No segundo ‘capitulo desenvolvemos uma teoria de a-
proximagac para espagos normados, inspirados em Peetre [7] e
[9] . Neste capftulo, fazemos uma conexao entre os espagos
de interpolagdo e um certo espago de aproximagao introduzido
com inspiragao nas desigualdades de Jackson e Bernstein .
Posteriormente introduzimbs_qlasses de espagos dencotados por
D{(a,K), D(a,J) e D(a) que verifiéam'éertas desigualdades de
Jackson e Beprnstein generalizadas. Finalizando o capitulo
fazemos uma aplicacdo dos teoremas cldssicos de Jackson e

. 2 1
Bernstein para caracterizar o espag¢o de interpolacaoc(C,C )9

7

No terceiro capitulo, introduzimos OS espacos de
Sobolev WP e os espacos de Sobolev fracionirios, de Bascwy
ou de Lipschitz generalizados Lip(a,m,p,Q)(Lip(@,l,m,w):Lipe
0 resultado principal e a caracterizagao dos espagos de  in-
terpolacgao (Wk’p,wk+l’p)8 b utilizando os espagos Lip(aim,p,q)

>

No quarto capitulo, fazemos inicialmente um breve
estudo das funcdes inteiras de tipo exponencial inspirado em
Nikol'skii [§] . A seguir utilizamos sequéncias de espagos

~ . . . . . ™ .
de fungoes inteiras de tipo.exponencial em L¥ para fixar as

classes D(a,K) , D(a,J) e D{a) e a seguir caracterizamos o0s
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espagos de aproximagao Lp(a,q), utilizando os resultados dos
capitulos I, IT e III . Finalizando o capitulo apresentamos

os teoremas dos tipos Jackson e Bernstein para espacgos P,



CAPITULO T

TEORIA REAL BE INTERPOLACAQ

1.1. Introdugao

Apresentaremos neste capitulo uma teoria real de
interpolagao .

Fazendo algumas hipcteses ndo muito restritivas -
sobre os parametrros que ocorrem na definigao dos espagos de
interpolagac, vamos poder apresentar as teorias de Lions-Pee
tre [4] e Peetre [7] (ver também Butzer-Berens [1] ) de uma
forma unificada . _ e -~

Comegaremos com a linguagem basica da teoria de
interpolacdo. A seguir introduziremos a ncgac de norma fun-
cional, um conceito gue evoluiu a partir das idéias de  Ga-
gliardo sobre interpolagac (ver Peetre [8] ). A = descrigac
do método de construgdo dos espacgos de interpolagio sera fei
ta no parégrafo seguinte, bem como o estudo de suas princl -
pals propriedades. Entretanto, a principal propriedade dos
espagos de interpolagéo introduzidos, a estabilidade, sera
estudada num parﬁgrafo separado, através do Teorema de Reite
ragao

Em vista das aplicagbes na teoria de aproximagao ,
dedicémos o sexto paragrafo ao problema da discretizacao dos

-

espagos de interpolagac .
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1.2. Nogoes Basicas

Sejam AO e Al espagos de Banach, continuamente i-
merscs num mesmo espaco vetorial topoldgico de Hausdorff\jﬁg*.
0 par (AO,Al) sera denominado um par admissivel .

Podemos entao considerar os espagos A+ Ay e
Aofj Al , respectivamente, a envoltoria linear e a intersegao
dos espagos A e'Al .

Os espagos A  + A e Aofﬂ Ay sao espacos de Banach
sob as normas

inf{||f0||

HfllA'i”A = A +|Ifl||A ’fiEAi}
o 1 -F +f Q 1 .
£ o 1
£ = anel] el L 11El],
A NA A, Ay
e temos
Aoﬂ A < A A+ A (1i=0,1)

Utilizaremos aqui o sinal < para indicar a conti-

nuidade da imersao de um espago vetorial topologico em outro.

1.2.1, Definigao : Um espago Ac:;ﬁLde Banach, & um espago in-

termediario entre p, e A , se satisfizer

AO § Al A _ AO+A1

1.2.2. Exemplo :Sejam ﬂole(ﬁ%,Al:Lm(R) a A:LP(R),com 1< p< =,

Entaoc



-0 =

o

PN Rl el 1 N el SIS )

- .- - . . - . l
1sto e, P & um espag¢o i1ntermediarlo entre L7 e L

Mostremes primeiramente que Peznl 4 L
Seja f ¢ LP®™) . Se definirmos £ e £y » por
\ £ )] se [f&)] < A
f (X) ={ 0 Se |f(x)| >
[T ] se [FGO] > A
fy =1 se [T < A
poderemons escrever
Y .
f = £ + f>L
E claro que £ e LT ®™M
Para mostrar que f ¢ Ll(Rn), observemos que se

E, = {xe R 5 1£6o] » &}

entao €,) < =, pois

J 16 Pax > [ j£2 60 |Pax »f aPax = AP uE)
R ~ R ~E

e se p(E,) =o para algum A > 0 , entdc f ¢ LP®R™)

Pela desigualdade de Holder, temos
1 1
A A ot A ' .
IRn|f (x)[dx:_{E [£7 GO faxe &, )P || £ 2w €, RESE
A

Na primeira imersao, temos que se f ¢ Llf3 L,entio
f e L” ,assim existe M > 0, tal que |[f&x)| < M q.t.p. e como

e Ll, temos

[ 00 lPax = [ £ P! [foo| ax <P7H )],
R R

logo
fe P @M



-07-

1.2.3. Exemplo : Sejanm s, e 5, dois numeros reais positivos
coms <s e 0< &< 1 . Entao

0 0 1
Para r € R , consideremos o espago

w
A
0
1

L2R™y 5 (1+]x1D772 2(x) e L2RM ),

an
g
I
—_—
I....h

munido da norma

' = 1+ x| 52 p(x .
HfHHP = a9 £ )||L2

Vamos teanr

B3l = g <« gS0 -

. . 5 = . o
Isto implica que H® e um espago intermediario en-

“tpe HSC e HO1

g0 M g%l < ¥ < w0 4+ uySr

Para estes espagos, vale o seguinte teorema de in
terpolagao : Suponhamos que T seja uma aplicagﬁo linear so

bre HY , tal que

T(HYY < 10 M St
(1i=0,1)

{|T£] |HSi < M

entao



=08=-
1-6 .6
TE M
| llHS < M lllfllHP

Com efeito, pela desigualdade de Holder,segue

1-8 9
Tf Tf
IITfIIHS = ! IlHSO H IlHSI
0

1-8 1-8 .8 8
i £
M f| IIHP M! II II e

Mi“e Mf ESR
H

. - . g . .
A restrigao que © espacc de partida H seja o mes
mo, nao pode ser levantada sem uma elaboragdo consideravel,
o que justifica o desenvolvimento de uma teoria geral de

interpolacao .-

Sejam (Ao,Al) e (Bo’Bl) dois pares admissiveis em
d%}egg , respectivamente . Denotamcs por Lgﬁgﬁ) 0 esDago
de todas as transformagoes lineares de A+ Ay em %3 B,

tal que se tivermos T ¢ Lﬁﬁ,ié e f. E.Ai , entao

Tfi e By ' (i=0,1)

||Tfi||A. s Mi I[fillA- (1=0,1)
1 i

isto €, a restricac de T ao espago Ai e uma transformacaoc

"

linear limitada de Ai emn Ei, com norma Mi .
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1.2.4. Definicao : Sejam A e B dois espagos intermediarios en

tre AO e A e, B e B

1 0 1?2

Dizemos que A e B tém a propriedade de interpolacdo, se para

respectivamente,

cada T e L94y55 , @ restricac de T sobre A e uma transforma-

cao linear limitada de A em B .

A partir desta definigao, apresenta-se o seguinte -
problema : Dade o par admissivel (A ,A,) ((B_,B,) respect.)
elaborar métodos de construcio de espacos intermediarios A
(B,respect.) de modo que 03 espagos construidos A e B . gozem

da propriedade-de interpolagdo .

1.3. Normas TFuncionais

Seguindo Oklander (s 1, consideremos um espago de

Banach A munido da norma ||, e t um nlimero real positivo.

IR
Entao, o espage TA representa o mesmo espago A, porém agora

munido com a norma t|1.||A .

Seja agora (Ao,Al) um par admissivel. Entao para to
do numero real positivo t , o par (Ao,tAl) também sera um parp

admissivel e podemos considerar os espagos

A+ TA

o 1 e AO N tA

‘L L3
Estes espagos, sao espagos de Banach quando munidos

das normas i
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ik

NESR inf{||fo|]A + t]]r » Tyoe A

B 1 ’
. 1VIA
AO“" t“"\ll 5:1-:‘503‘_§i- O l

It

Hel

maxCl1ell, o tllell, 0
AOQtAl “o S

respectivamente .

Com esta motivagdo e seguindo Peetre [ 7 1 vamos

introduzir as seguintes normas funcionais

1!

t e (0,2) —> K{(t,f) K('t,f,AO,Al) (f ¢ AO+A1)

H

t e (0,w) —> J(t,) J(t,f,Ao,Al) (f e AoﬁAl)

definidas, respectivamente por

1.3.0(1) K(t,fj:;;f{[|f0[|A + t|]fl|lA , o8 A Y(feA +A)
5 Sorda o 1
1.3.0(2) J(t,f)=max{||f||AO , t|[f|!Al } . (feA_NAL)
Chservemos que dado um par admissivel (AO,Al) e

cada t real positivo fixo , K(t,f) e J{(t,f) sao normas sobre

-

A, + A e By (A, equivalentes a |I.||AO+A1 e | IA&ﬁAl ’

respectivamente .
Nao € diffcil verificar que :

1) J(t,f) & uma fungio continua, monotona crescen-

te e convexa sobre (0,«), para todo f ¢ Ao N Al .



-1~

2) K(t,f) e uma funcdo continua, mondtona crescen-

te e concava sobre (0,=) , para todo f ¢ Ay, v AL

1.3.1. Proposicao : Seja f ¢ AO N Al e 0 < T,5 < =, Entao

1.3.1(1) K(t,f) < mincl,-‘si) J(s,f)

Demonstragac : Segue imediatamente das definigoes

das normas funcionais K(t,f) e J(t,f)} .
Fundamental e menos trivial é a seguinte espécie -
de reciproca da proposicac anterior .

1.3.2. Lema @ BSeja f e A+ Ay tal que

1.3.2(1) K(t,£) < C(f) t°

onde C(f) & uma constante dependente de' f e 0 < ©§ < 1 .
Nestas CondiQSGS, existe uma funcao fortemante men

suravel

1.3.2(2) u:(0,») > u=u(t) ¢ AN Ay

tal que
1.3.2(3) £ = £ ult) dgt lem AL+ Ap)

< . ) ]

1.3,2(4) J(t,ult)) < te K(t,f)

Demonstracac : Pela definicao de XK(t,f),temos que




=] P

ara cada n natural, existem f _=f (t) e £, =f. - et o
p 3 [ on JOI'!. 1]] J_n(i),pep{_gﬂ
centes respectivamente a A e A tal que f = f .

L—’I [ o l 5 q .f{:)n T ln

Agsim, por 1.3.2(1) ,

f e ()
on == O

£ - -+ 0
in N 20

n
Pondo, para e < t < e

u{t) = u_ = f - f = fln - fln+l

Assim ,
Tt ule)dgmax{ [ {£ [y +T1E s st e T #tlE 11,0
: o o} 1 1
<CHEgnl I+t ey T 0 E g Ty #e T8y 1, 0

< 2e k(M F) o+ 2 K"

» L)

- - . —
Mas como K(t,f) e monotona crescente, entao

K(en+l,f) < e K",

Jt,ult))

| A

he K(e",f) < e K(t,f)
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1.4. Espagos de Interpolacao

Seja A um espago de Banach. Denotarvemos por LF, (4)
com 1 < p < « , 0 espago das fungoes £:(0,=)—sm A,fortemen~
te mensuraveis com relagao a medida d,t=dt/t,munido da norma

(]

Kial = O] P g )P
LY, (a) 0
com as modificagoes habituais quando pp = « . Guando A = R

. ~ n
usaremos simplesmente a notagao LY, .

1.4.1. Teorema : Sao equivalentes as afirmacgoes
{a) Ixiste uma funcao (+) u=u(t) em (0,=),com valores em
? H

AO(] Ay , Ttal que

F=f uwlt) dgt et 7 dlt,ul0)) e LP

o]

(b) Existe uma fungao u=u(t) com valores em A_ } Ay, tal que:

Lov]

£f = [ u(t) 4.t e 179 y(o) . Lp*(Ai) (i=0,1)
e}
(c) Existem duas fungoes frE () e £o=f,(t) em (0,=) com
valores em AO e Al, respectivamente , tal gue
FQE) = £ (1) + £.() e 79 £.(t) e LP(A)  (i=0,1)
o] 1 3 by i 3
~ - - P
(d) A fungao t K(t,f) e LY,

(+) As fungoes vetoriais consideradas serao sempre fortemen-

te mensuraveis



-

Eggonstqggég 1 (a) === (D) Seja u = ult) una

fungac definida em (0,») , com valores em AO M Ay , tal que:

entaoc

£ = f ult) d*'t
]

7% ger,ute)) e P,
Como
0 a7 maxt]luto ], el lu ], )
i ‘o 1

¢39O ult) e Lp__.:(Ai) (1=0,1)
(b) === (c) Seja f tal que
£f = [ ult) dgt

[
278wy e 1P (120,1)
Fazendo
f o= 1Hu =] ult) d.t

¢ ¥ = convolugdo entre 1 = 1(x) e u = ult) )



¢ decompondo

1 = +
X¢0,1) X(1,0)
temos
- . Y
£ O Xeo,1) F X,y ) U
T X(o,y AV X ey XU
Se tomarmos
Vo * X(o,1) X u
e
Vi T o X(1,ey AU
entaon o

f = vo(t) + vl(t)

e além disso

") ¢ LP*(A )

rt
<
H]
ot
=
!_,..J
8
~—r
K
r’.
—
o

fc) === (d) Sejanm fo(t) e fl(t) fungtes mensura-

vels com valoreg em AO e ﬂl , respectivamente, tal que

179 £ 0y € wPuan) | (i=0,1)

= £ () + £;(%) )
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entao

7% x(e, ) < t"e[Hfo(t)llA e ], 1
o 1-

79 )(e,f) e 1P,

"

(@) ===>(a) Seja i K(t,f) ¢ LP,., Como K{t,f)

e monotona crescente em t , 0 < Tt < « _ temos que

K, £y (f 57 a M < (f (57%%(s,£0)P a,e)17P
entao ’ ’

K(t,£) < (pe)lfp +® ||f\|Lp‘
e pelo lemna fundamental 1.3.2., existe uma funcao u=u{t) em

AO(W A, > tal que

o

£z [ ulr) a.t
0
e
JCt,ult)) < te K(,f)
asslim
7% Jt,ule)) < we 79 K(t,0)
donde
-8 . -8 :
it JCt,utt)) || < e |}t TK(t,f)]]
) IJP = - Lp ot
G

- -8
|]f!|8,p,J < e ||t K(t’f)lle&

o que conclui a demonstragao do teorema .



~17-

1.4,2. Definicao : Sejam © e p numeros reais , 0 < 8 < 1 e

L < p <« . Denotaremos por (Ao’Al)e o © espago das funcoes
2

fe A + A, satisfazendo a qualquer das condig¢oes equiva -

1
lentes do teorema 1l.4.1.
Usaremos as notacces (Ao’Al)e,p,K ou (Ao’Al)e,p,J’
quando estivermos definindo os espacos (AO,AI)8 5 utilizando
3

as normas funcionais K(t,f) ou J(t,f) , respectivamente .

1.4,3. Proposicao : Os espagos (A ,A,) dao espagos de
. _ 0?"1'0,p
Banach intermedidrios entre AO e Al, sob qualquer das normas

equivalentes :

1]

inf( |1t 80t ucem ! 0 )

1.4,3¢1) ||f
1.u.3(2) [1£]] = inff] ]t %) ]| 1 Puce | }
- 9,p Ny LR (A ) LP(a)
a By %\
1.4.303) ||£ll, = inf{l[t"efo(t)ll . +||t1"9fl(t)ll )
>P LY (A ) o OLRAD
~ 1., ~8
43y = K(t,f
1.4.3(8) ][rl[eap NES ( )]ILP

B

Demonstracac : A equivalencia das normas e um €5C0

lio da proposigao anterior .
A demonstragdo que (A ,A ) . sao espagos de  Ba-
B
nach intermediarios entre Ao e Al e feita a seguir ,

0s esgpagos (AO,Al)s p s3ao espagos vetoriais norma—
: )

dos sob qualquer das normas equivalentes,para 0<8<1l e l<p<w=,
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Mostremos que (A SAL ) & completo .
1°8,p,K

0 espago (Ao’Al)e,p,K sera completo, se e somente se

- - oo - -
qualquer sequencia {fn}o_absolutamente somavel for somavel en

(A Al)e,p, .

Seja '{fn}: qualquer sequencia absolutamente somavel
em (Ao’Al)e,p,K ) éntao

Z}((t,fn)cm 0 <t < ®

1

Como Ao + Al e um espago completo, existe um unico

_fo-e AO + Al , tal que

r, = fd , quando n =—>» ©

Além disso,

K(t,f. ) < ?K(t,fn)

assim

'fO £ (A Al)e,p,
e

|1fo - Z fnlle;p,x —> 0 y quando N -—» =
entao

-

oo -
(£ 1} & somavel para f
n’o . o}
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Provemos agora que (Ao’Al)e,q,K — AO + Al .

Para cada f ¢ (AO,A )

le,q,K’O<8<1’ lf_Qf_m:

11479 minc1,0)]] _ [1£]] < Mg o g 2 e %k, 01
L3 A +A, T Al LG
E (8] 1 b
entao
e, o < f”eﬂ“
o1 T it U min(1,0) (] q
Além disso, para cadanf € AO n Al e coms =1 em

1.3;1(1), vem

K(t,£) < min(l,t) ||£]]
’ - ’ Aon Al

Entao

Helle,q,c < (1t ™Pninc, o]0 HEll,
% On 1

assim

By AL (ALA g o T2 AL+ A

desse mado , concluimos que (AO,Al) e um espago inter-

8,4,K

mediario de Banach entre A, e By .



l.4%.4, Teorema : (Ao’Al>e;p C::(Ao’Al)e,q se 1 < p<q< e,

Em particular,

Borhyle,q,x T Bsbyls e

7 xet,£) < c(8,q) [elg g x
b Hl

onde C(8,q) & uma constante positiva que independe de f ,

1.5. Teoremas de Relteragao

1.5.1. Definigao : Seja 0 ¢ 8 gmih';‘ Dizemos que um espacgo

, pertence a classe

intermedidrio A, de Al e Ay

. ' . 8

(1) K(8,A_,A)) === K(t,f) < ¢y t° [[f]l, feA
. -8 _

(11) J08,A ,Ay) s=== [|f]], < ¢, t770(t,f) fe afla;

(iidi) H(Q’AO’AI) <=2 pertence simultaneamente as classes

K(8,A_,8,) e J(8,A ,A)) .

1.5.2. Proposicio @ Um espago intermediario A , de A e Al s

pertence a classe



(;) K(S,AO,Al) ammmmr A c:;(ﬁo,ﬂl)e

(11} J(@,AO,Al) oty (AO’A1)8,1<:: A

Demonstracac : Prova de (i)

Por definigao , A € K(@,&O,Al) , 8e e somente se,

existe uma constante C1 positiva tal que para 0 < t < =

0 ke, <o g, | (f ¢ A)

ou seja

Prova de(ii)

Supénhamos que (Ao’Al)e,l,J « A e fagamos

n se 1 e—l/n < 858 <t

13
——

Gn(s) _
0 nos outros casos

com t ¢ (0,#) e para cada n natural .

Assim, para cada f ¢ AO(} Ay eu un(s)=Gn(s).f

n

temos
0

£ = £ u_(s) dys

entao
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2] L]
||f’|e,1,J < é 5_9 J(s,un(s))dﬁs = n £ Gn(s).sh@ Jls,{)d,.s

e quando N = o . gegle que
< 77 g,

Por outro lado, pela hipotese , existe uma constan

te positiva C? tal que
Hetl, < oy Hellg q g
com f ¢ Aof)Al , implicando o resultado
SG]aIF € (Ao’Al)e,l,J e suponhamos que A ¢ J(eaAoﬁAl)

Pela definicao de J(B,A A1), temos

||f||A < g‘lu(t)llﬂ d,t

acsim
_ < -8
I]f1}A < C, £ 77 J(t,ult)) 4.t
para tode u = u{t) , tal que f = [ ult) d,t , e entao
°

e, = ¢, rllg 1 g
ou seja

(Agshylg 1 5 e A
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Sejam A., e A dois espacos intermediarios de A,

e! eil
,e, 0 <a,8< 1 .

Veremos agora, algumas conexoes entre os espagos -
intermediarios (Ae,,Aeﬂ)G’q’K.' e (Ao’Al)e,q,K 3 entre oS

e tambem entre os

espagos (A31=Ae") e (Ao

a,q,J' ’Al)e:q)J

espagos (Ae"AS")a,q e (Ao’ﬁl)e,q , sob algumas hipoteses -

muito gerais a respeito de Ae, e Ae" .

1.5.3. Egogosigéo : Sejam Ae, e Ae" espagos intermediarios -
de Ao e Al, com 0 ¢ 8' < 8" ¢ 1 , pertencentes respectivamen

te as classes K(G’;AO,AI) e K(8",A_,A) . Entao temos

(Aer ’Ae"){'}.,q,K'C: (AO’Al)B’q,K

.desde que Q0 < o <1 , 8 = (1~a)8' + aB8" e 1 < q < = .

Demonstracdo : Se f ¢ (Aef,Aen) PRE entao f

possul uma representacao da forma f = £gr + fgn e, por hipo

tese
KOE,E) < K(t,£5,) + K(x,fo,)

G'f . e'l'l

< Coo t |If9!!|A * Cgn ® |1fenI‘A

e? 8"
CREEL

el Ce" t

< C t KT ( 7 , T

g! ot

e conséequentemente, para 6 = (1-al)8' + ab" , temos



- f - 1" T (-' 1t n_. 14
R Y R R e R A T
1- .
Cgr Cyn
< 775 Ils 7 K'(s, 00|
CUE AP L4,
Degse modeo ,
1-
el i AR
£Q /< o f
. 8>Q>}\ - (9”"@! )l/q s} ,q,}(*
OI‘ldeE (Ae‘ Jr‘\en)a:q)}{:f "
1.5.4%. Proposicao Sejam Ae, e Ae" espacos intermediarios
de A e A, , com 0 < 8'< 8" < 1, pertencentes respectivamen
o 1 ole
te as classeg J(8', Ayshyd e J(B8",A ,A;) . Entdo temos

1

(Ao dg q,0 T WBer Ay g0
desde que 0 < a < 1 , 8 = (1-0)B' + aB8" e 1 < q < »

Demonstracao Se f ¢ (Ao’Al)G,q,J’ existe uma fun
cao u=uls) em AO(W Ay s tal que

® _
£ =] uls) d.s
0
1 - q

com uf{s) ¢ L 2 (A_+A)) e S J(s,uls)) ¢ L3, ,

assim, u=u(s) ¢ fortemente mensuravel em Ae,{1 Ae"

por hipotese

, entao



VA L

J'(s,us)) = max {[lu(s)[]Ae' R s|[u(s)||A .}

8

~gt
S'S'

J'(s,uls)) < max {C J(s,uls));Cqus 8" J(s,u(s)) }

i

9"-8—(8“-8')8 J(s,u(s)) }

1]
[§p]

onde Cyy e Cgy sao constantes positivas .

e!
, gt C
Se tomarmos ten 6 = _ﬁi 8 ,
entao e
1
‘ Can N | .ot Can 9"-8
J'(s,uls)) < CB' (@g— 5 ) 6r/(er-81) J((Egn ,u(s))
e' 8'
para quase todo s
Entao ,
- gt 1
C Bn el C e""ei
0 l-a .o = 8
|ls” 3 (s,uls))]] q < Cqr Ceﬂ'“‘(‘:‘é‘,” J((-G-é—'-o)_ , uls)il!

ute
T

1

o C
-a ml" N " - !
I 1s Jr(ssu(s))liLg < “8'0 gg"(e ~om9 [1s BJ(S,UCCSFS

[ ]
"8 1
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portanto

Ilf[|A8'+A9" i({ Hucs)“Ae!.l_Ae“ dz’ss

min(l,g) J'(s,uls)) dgs

<

O~ g

entao

.. 1 -
T @ =
1 |IA91+A8" < ||s mln(l,s)ltbq; | |s J(S’u(S))lqu*

e T e (Ae',AB")a,q,J' i

Finalmente concluimos :

o

£ . 1

grogT = gﬁj@T'£ uls) d,s
0 C ‘
B| 8"_81
= u( S d,
L o
e
l..-.
el Cor__Cen
®5q,J" - (gn_etjl“(l/-q) HfHeaqu
: = - ' "
com f € (Ao’Al)e,q,J , onde O (1-a)8'" + ob .
As duas ultimas proposigbes formecem condigdes pa-
ra a demonstragac do Teorema de Reiteraca@o( ou Teoremé de

Estabilidade ) o
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1.5.5. Teorema : Se os espagos intermediarios Agr e Agn >de
A, e Ay , com O ¢ @' < 8" 5 1 , pertencem respectivamente as
classes H(G',AO,Al) e H(S",AO,AI) , entao para €=(1-a)6'+ 8"
com 0 < o< 1l e 1l <gqg< = , temos

(g1 Agnly,q = (Agrhilg g

e as normas desses espagos sac equivalentes .

Demonstracdo : Segue de 1.5.3 e 1.,5.,% e a equiva-

léncia das normas segue das definigoes .
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1,6, Discretizacdo de espacos intermediarios

Seja A um espago de Banach. Denotamos por 1Pea) s
1 < p <« =, 0 espago das sequéncias {fn}n em A tal que as
P

sequeéncias {i|fnf1A} £ . Munimos p espaco 2P(A) . com

a Iorma
£ = {|1f .

com as modificag¢des habituais quando p = = .

Seja (AO,Al) um paf‘admissiyel e consideremos uma

sequéncia f{u } em A () A; , tal que

("8 3 e 4Py (120,1)
entao

o o 1

Com efeito ,

, -n ‘ n

‘lunIIAo+Al < min{l,e ) maX{llunileﬂe |1unl|Al} >

assim
| né_ . -n -n® (1-8)n
u < e Vnin(l,e ) max{l|]e u_ || | e u_ ||
11 nI|AO+A1 — - n AO’ n Al
< enemin(l,e—n}lfe_neu +enemin(l,e_n)]|en(l_e)un||

n|1A
o
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Sonmando e aplicandc a decigualdade de Holder,ven

[x2) =]

ne . -n - '
Ioluglln oa = 1 te™min(,e™3 [l ||, +
- o 1 — o o
T (e™in(1,e ™) |70 )
— o i Al
< 1[{en min{l,e n)}|i p,{ileneun|| +|[en(l e)u ||
2 Pa) ToePay)
Como
;C) A .
|I{en‘m1n(1,e n)}[| . < o
P
£
seguc o resultado desejado
1.6.1. Proposicao : Sac equivalentes as a_firmagaes
Dado I ¢ Ao + Al s
(a) Existe uma fungao t ~—s u(t) ¢ AO N Al , tal que
fo= [ u(t) d.t
0
e
-..9 p
t J(t,ult)) ¢ L .
(b) Existe uma sequencia fu} em A () A , tal que
o
f = gm U
e
i-9 . .
(7 e WPaa) (120,1)

}
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Demonstracao @ (a) == (b) Seja u=u(t) tal que

£f=f ult) d,t e 7% (t,u(t)) € LP,
¢

Se definirmos

en+l
un N j u(t) d*t (en i -t < en'{‘l)
o1
entao _ n+l
‘ . e .
]ien(lue)unliﬁ. < max(l,ep(aﬂl)) f ||t1“eu(t)![i.dkt
e n 3

=

assim

oy . o oo ._e
D110 1D < max(@, e 07 [ e 0o 1] a,t
- 9. 0 1

e

TCAC R RNES R 2P(a) (i=0,1)

Portanto ,

o

© €
u = 3 Joutt) dyt = [ ult)y d.t = f

n 4]
(b) == (a) Seja f e A +A; ,tal que
£ =7 u e ("W 3 e WPay (iz0,D)

Se definirmos

u(t) = u (e < t < en+l)



entao

P12 ¢ max,eP@ D) [ ehE®y e

O 1 '

assim l
7% uey e Py (1=0,1)

e pelo Teorema i.4%.1, concluimes que

£ 8 J(t,ut))y e LP,

Além disoco

" . en+1 -
E=Ju =) fule) de = [ u(t) dgt
L.on fe ' h B2 \ i
e
1.6.2. Proposigao : Se f ¢ (Ao’Al)G,q,J , entao

o0

-g8 -ng n
et [ e atehu »% < Jlllg 4
e
Y -no .
L RN
onde f = 7} u .

Demcnstragao : Pela proposigao 1.6.1,se fE(Ao’Al)e,q,J

existe uma sequeéncia {u }  em Aof\ Ay » tal que

f =7 u e {en(i_e)un} £ 2P(Ai) (i=0,1)



assim, se tomarmos

e usarmos

e
i3
J(e ,un) < in

entao

e™30 7 (e geeMu % = ] e P8 (g u 0l

u(t) = u (e <

-

o fato que J(t,u(t)) ¢ mondtona crescente,

Jit,ult)) « J(en+l

n
< J .
,un) < e Jdle ,un)

Alem disso ,

n+1l

(=51

o/
e

S

™ en+l~8 n '
}o[T (x e J(e ,un))q d,t
- n

e
= g n : L 0
< et e 0 [7 7Y at
5B n

e

e ¥ e 1a8 (J(en,un))q .

- 05

| A

Por outro lado , como
n+l n+l
e

1
e

- o0 00
n+l

0 e
<} e~ (n*1)q8 (f J(eMuend,t )8

-0 n

e

Je™u(t)) det < [ J(t,ult)) dut

en+1)

entao

o e
[ ote,uenda,e = 7 f ¢, uton? 4.t
_ —% 7N ‘
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o n+l
< e (™I e e gt
=" n
< @ oumnd ae = (119 ,

©,q,J

o que demonstra a proposicao

Um resultado equivalente quanto a natureza da pro-

. ~ a 4 [ .
posigao anterior e obtido diretamente como segue ,

, entao

1.6.3. Prop051gao : Se £ ¢ (Ao’Al)e,q,K

(1-e"98%) ] @™ ke, enDe []£]12 @K

el (7 (™™ k(M EnT

-_—o

q
ilfllesq,K <

Demonstragao : Temos que

(1-89%) 7 (70K, = T (k(eP, 0T (718N - o7 (nt1)a8y

) ce n q en+l_qe
= ] (Ke ', £) [ ¢ d,t

e
n+1l
e

<30 %K, 0T dyr

o

-9
) £ (77K, £))8 d,t = |]f1l%,Q:K
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Por outro lado, pela monotonicidade de K(t,f),temos

[ %, )% at -
¢]

£G4k

n+l
= D TR, ENT agt
— 0 a

E jen+i—q9 (K( n+l q
< n e ,E)) d}.‘,_'t
- =)

o n+l
<102 e 70 (keeMen? a ¢
-0 e
o : n+l
< e® 7 (e, N9 f nt d d,t
. [<)

ed § ™M (e, £))1

e O

In

ed ) ((e_ne K(en,f) ’ED)

In

concluindo ¢ resultado desejado .

Para concluir este paragrafo, vamos introduzir uma

analise mais detalhada da discretizacdoc dos espagos do tipo

K .

seja (A ,A;) um par admissivel e consideremos  as
sequencias {fon} e {fln} , respectivamente em Ao e Al 5

tais que , para tedo inteiro n

_ n(i~9) D .
f=f + £ e {e fin} e £ (Ai) (i=0,1)
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1.6.4%. Proposicao : Sdo equivalmntes as seguintes afirmacgoes:

(a) Dado £ c A_ + A 7% (t,6) e 1P,

l 2

(b) Existem sequencias {fon} e {fln

pectivamente, tal que para todo n inteiro

} enm AO e Al, res -

f = fon + fln
e

(P78 £ 3 o 3Py (1=0,1)

in e | _

Demonstragao : (a) == (b) Seja f tal que

%,y ¢ LP, T

Peio\teorema 1.4, , existem dnas fungoes

fo = fo(t) e fl = fl(t) ' (0< t < =)
tal que

. i-9 . P .

fef o4 £ et £ (1) e LPu(Ap) (i=0,1)

T e s : n . n+l
Se definirmos, para ¢ < t < e .
. = T o 1

entao ’

(1P r 1 e 2Py (1=0,1)

in i

alem disso

f =1 + £
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(b} == (a) Se existirem sequenC1as{fon} e {fin}

em AO e A, , respectivamente, tal que para tode n inteiro te

1

nkamos

£ = f + f = cte.

on In
e
n(i-8) _ P .

{e fin} e £ (Ai) (l—O,l)
entio, para e <t o< et , poderemos definir

Foo(E) = £, - (1=0,1)

Daesta forma , vamdé“terhi

n+l

e .
e 1R, £ @ [ AT IR e ol dee
1 1

-in‘IA. n
1 e

onde C & uma constante que independe de p e n

Além disso,

n+l
. - (= .
1P 1P < Praxc1,e® 0 (] [+ 0 (0[] +
in T T i
= .
TR 1R g
i
e Como
54
s 1-8
[t~ £ < ¢y |t £
| 2Py 1 onPan
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assim
ieB .
||en(l )finxl . Cz(max(l,ep(e l))l/P .
2Pay ” .
N | N L e 1 | I
LF(AL) L (AL)
i i
entao
1?48, 11 < ¢y 1M Pg ] :
in 3 1P
2P (A.) i
1
desse modo -
-8 ' Dra. s e _ .
{t fin} e L (Aii_ o S (i=0,1)

e pelo teorema 1.4.1 , conclulmos que

£ xee,6) e 1P,



CAPTTULO II
. . UMA TEORIA DE APROXIMACKO

2.1. Introdugao

0 objetivo deste capitulo & desenvolver uma teoria
de aproximagdo paré espacos normados. Esta teoria de apro-
ximagdo sera inspirada nas desigualdades classicas de Jack-
son e Bernstein e na teoria de interpolagao desenvolvida no
capitulo anterior .

Vamos definir aqui um espago de aproximagdo e o
principal resultado mostrara éﬁé ééteiCOincidiré com um espa
go de interpolagac .

. - .
Terminaremos o capltulo, caracterizande um espago

de interpolagao, usando a teoria de Aproximagao .

2.2, 0s espagos Ala,q,K) e Ala,q,J)

Seja A um espago de Banach e concideremos uma se-

quencia crescente de subespagos tais que

{0} = WD o= U cwnc:wmlc: cee A

] e

Para todo a ¢ A , introduzimos

En(a) = inf{ ||a-w|| 5 w ¢ Wn }
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onde n = 0,1,2, ..

Segue imediatamente que

Hally = E(a) » Ey(a) > ... > E (a) > E__,(a)>...

e . o o~
2.2.1, Definicao : Seja {Wn}n=0 uma Sequencla crescente de
subespagos de A, 0 < a < «,1<J<» ,Denota-

mos por Ala,q,K) o subespago dos a e A, tal que

{eD® E (a)} e [ T

2.2.2. Proposigao : 0 espago Alo,q,K) € um espacgo de Banach

guande munido da norma

- naoa
Hallg g = 117 B @]

Da defini¢do do espago A(x,q,K) e de sua norma se-
gue a desigualdade da proposicao seguinte, que denominaremos

Desigualdade de Jackson

2.2.3. Proposigao : Seja a & Ala,q,K) . Entao

E (a)y < ™% |fal

a,q,K

Ubseprvemos que a desigualdade de Jackson implica :

E_(a) —> 0
n? [ e 00
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Isto nos permite entdo, denominar os espagos do

tipo A(a,q,K) de espagos de aproximagio. .

2,2.4. Definigdo : Seja {wn}nzo uma Sequencia crescente  de
subespagos de A, 0 <g<w, 1<g<«» ,Denotamos
por Alw,q,J) o subespago dos elementos a ¢ A, para os quais

existe uma sequéncia {wn}, com w_ € W tal que

2.2.4(1) a = W

n

ot 8

e

2.2.4(2) {M° wl oe £¢A)

2.2,5. Proposigde : 0 espago Alx,q,J) € um espago de Banach

quando munido da norma

w_}

n

ob~18

”a].la,q,J = inf{]]ena wn!!}.ﬂ,q;a =

Novamente, temos outra desigualdade, que denomina-
remos Desigualdade de Bernstein, gque teve origem na definigao

de A{a,q,J) e de sua norma

2.2.6, Proposicdo : Seja a e woo. Entao

[lall

o ,q ., emllaHA

Demonstracac : Como a € W entao a e Ala,3,J) .

Desse modo, podemos garantir que
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< na
Hallg q,0 < ™ all

Vale a seguinte relagac de inclusao entre os espa-

gos A(a,q,K) e A(a.,q,J)

2.2.7. Proposicao : A(a,q,K) <2A(x,q,0) e

Hally g5 ¢ 2 Hally q.x

Demonstragac : Seja a e A(«,q,K)., Assim,para cada

n=0,1,2,... e € > 0 , existe wé € W tal que

|Ja=swt]], < (L+e) B (@) - -

e desse modo
W! ————> g

n n—s; «

Tomemos entdo

mogal . ogg?

W wo LANEY para n > 0
a

wo=0
assim

Ww_ e W

n n
e

@ N

- 3 T =
) w, = lim Jw, = lim wy T4
0 Ne— o N—s oo

Além disso
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HWn”A HW;I"WI;_IHA

< [lvm-alf, + 1w _;-all,

| &

(1+e) E_(a) + (l+e) En_l(a)

(I

2 (1te) En(a)

assim

[{e™ w_ 1], < 2(1%e) E (a) &

entao

llalla’q’Ji 2 [Ialla,q,x hd

Esta ultima proposigdo leva a conjecturar sobre
uma reciproca e sobre a identidade dos espagos Ala,q,X) e
Ala,q,J) .

Is%o ira ocorrer dentro de algumas hipoOteses adi -

. - -t - - -
clonals e sera tratado no proximo paragrafo
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2.3. Aproximacdo e Interpolacio

Vamos demonstrar neste paragrafo que os espacos de
aproximagao, coincidem sob algumas hipoteses, com-certoé es-
pacos de interpolagdo . Para isso vamos introduzir tres
classes de espagos ligados as desigualdades de Jackson e de

Bernstein, inspiradas na teoria de interpolagao .

. a~ - o
Como antes, consideremos uma sequencia {wn}n*O de

subespagos de um espage normado A , tal que

(0} = W, CH C oo CH S G SA

2.3.1. Definicdo : Seja I um subespago de A, Dizemos que:

v
]
|

2.3.1(1) F e D(a,K)é==> E_(a) < C "% {la|l ,
2.3.1(2) T e Dla,NN&== |lalf; ¢ C en“HaHA , aeW

2.3.1(3) F e Da) <==> [ e D(«,K) N D(a,J) .

Analogamente ao que fol feito na teoria de interpo

lagao,passaremos a estudar uma caracterizagao dessas classes

2.3.2. Proposigao : Seja F <~ A . Entdo

2.3.2(1) F e Do, K}s==m T <« Ala,=,K)
2.3.2(2) " F e D{o,J)é==3 Ala,l,J) < F

2.3.2(3) F g D(a) <= Al(a,1,J) <<= F & Ala,=,K)
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Demonstracao : Prova de 2.3.2(1)

Seja T ¢ D(a,K). Da definicao de D(a,K),temos

E (a) < Ce ™ [lall; n=0,1,2,...
entao

na :
sup {e"" E (&)} < C Hlatlp
e pela definigao do espago Afa,=,K), vem que ;

Hall, gcs © Hallp -
Reciprocamente, se a ¢ F, entao a ¢ Alo,=,K) e pe-

la desigualdade de Jackson, temos @

-

E (a) < e ™% lal| n=0,1,2,...

o,y K

Como por hipotese, |[a|[a w xS C'||a||F, segue
3 3

entao que

E (a) < C e"nallallF ;

ou equivalentemente,

Fe D(ae, K}

Prova de 2.3.2(2)

" Se F ¢ D(a,J) , entao por definigao , temos :

2.3.2(w) ||wn[{F < C el ||wn|{A com wooe W
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Seja a £ Ala,l,J) e W, € W s n=0,1,... , tal que

Entdao, usando 2.3.2{4) , segue que

Halle = 11 w1

<

or~1g

|lwn1|F

< ce flull, .

Como a representagdao a =

or~18

w, » foi tomada arbi -
traria, segue :

o6

||a||F C inf { gllen.w;llA; a = g v }

{ A

c lla!!a,l,J 3

o que implica que

Ala,1,J) <= F

Reciprocamente, se Afa,1,J)<” F , entao existe C>0,

tal que

Hallp = © Hall, 1.5
para todo a g A{®,1,J)

Em particular, se a € Hn e tomando a desigualdade

de Bernstein , temos
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Ila‘la,l,J A ena]|a||A

Portanto ,

lHallp < C e™[lall, ,
ou equivalentemente ,

F e D(a,J) .

Prova de 2.3.2(3)

Segue das demonstragoes de 2,3.2(1) e 2.3.2(2)

—

2.3.3, Proposicao : Sejam Fi e D(o3pK), 10,1 , 0 < B8 < 1 e

o= (1-8)a 4 8 ay Entao

(Fo’Fl)e;q,K — Ale,q,X)

Além disso

l‘alla,q,K < C |la]le,q,K , para algum C > 0 .

Demonstracao : Seja a e (FO,Fl)egQ3K . Assim , para

cada decomposigao da forma a = a, t a; , comay; e Pi’ vem :

E la) = E (a ) + E (a;)

~na
< C, e |[aol\FO +Cy

™ lay by
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assim

) -1 -nay;=-a )’
Ep(a) smax(C_,Cide " (|la ||, +e M ¥17% ] )

a, ||
5 1y

max(C_,C ) e ™% k(e Mle17®0) 4,

6(@1—00) » entao

mas Como o — g

e En(a) < max(Co,Cl) ene(al"aﬂ)K(e“n(ﬁl“ﬂo),a) .

Tomando C! = max(Co,Cl) s vem @

. - no |
Hally g,k = €™ Banll
O - .
= 0V ( % (e—ne(al—ag)K(en(uy—ug) ’a))q )l/q
< ct o« g (e—ne(al—ag)K(en(al—ug), a3 yl/a

(¢78laima0) e1man 49 g,4)1/9

1
o
~

[N

<(C"/(ay-ap)) ( f (s-ers,a))q d,.s )l/q
G

o)

< ?T ) (efne ¥(em,and )l/q
= @17dg

) = C* ||a||8,q,K

onde C" = C'/(ay-ag) , concluindo o resultado desejado .
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2.3.4, Proposicao : Sejam F. ¢ D(ai,J), i=0,1 , 0 < & <1 e
a = (1-9)ag + Bay; , entao

Além disso

l[a||8,q,J < C.l!allu,q,J R Para algum C > 0

[=-]
Demonstragdc : Seja.a e Ala,g,J) e a = } W
0

Tomemos u, = w_, sen <0 eu =0sen>0,

assim ;

Além disso,

i

J(en(al—ag),w )

(ay-ag)
~T1 max(l|w—n||Fo? en 0'1 0;0 llw.—n{IFl)

= o %0 max([]enaow_nllF ,|{enu1w_n|1Fl)
Q .

< 90 (e {lu_ I, Cqflu f10

| A

e 1190 max(C_,Cy) llw-nllA ,

e multipiicando ambos os termos por e Nog (a1=ag)

, vem

e_nao(ql—ag)J(en(al—ao),un) < e—ne(al-au)e_nunct IIW_HI{A ,

onde C' = max (CO,Cl).



..
Entao :

éen(al-ag)J(en(al“ag) -na

0

) < Ce ™ fu_ ], ,
assim sendo
-nd(oy-ag) nla,~ag) v, -
(e 1707 g(e" 170 u ) < o E {e m\lw_nll}g
= cl§ (™ Hw_n]|A)q
0

Se definirmos ~

u(t%17%0y - u_ - (" <t < PRaL )
entao
[Hall o g = J 7% te,uten? ays

? 3

= (ay-ag) | (£79(e1ma0) peo1=an 01700yy,4 dyt
! |

. n+l -
o e
= Capmap) § f (£7Ble1me0) %m0y (%1700 ) ))dg ¢
w0 en .
n+l
T 5 . -8(ay~ag) ., a1-a q
= Coymag) [ f (7OROITNO g %1700y 3y gy
o en
- | en+1
< Cagmagy § ocdmtBanmagd y ja ¢ gm8alentae) g
=

-6 - o
e q (al GG))E (edne(al—aO)J(en(al—ag)’u .

eq(al—ao)(l~
qe -




w50

< eq(al-ao)(a1-au) 7 (e—ne(a;—ao)J(en(a1'ao),un))q

o

e se tomarmos CI = ed{®1-0to) (a1-ag) , vem

< C .
lallg gy c€llallyqy «

2.3.5. Proposigao : Sejam F: € D(ai) s 1=0,1 0 <8 <1 e

a=z (1-8)ay + Bay , entao

2.3.5(1) (Fo’Fl)G,q,K C::(Fo’Fl)Q;q,J

203.5(2) (Fo’Fl)e,q = A(a,q)}() = A(aaan)

Demonstracaoc : Segue das proposigoes 2.3.3 ,2.3.4

e das definigoes dos espagos (Fo’Fl)e,q,K e (Fo’Fl)e,q,J

OBS. :Quando Ala,q,K)=Alu,q,J) escrevemos simplesmente A(w,q)
Para concluir este capitulo, faremos uma aplicacio

da situagdo acima, caracterizando um espage de interpolaggdo

através dos espagos de aproximagdo ,

2.3.6. Exemplo : Consideremos AO = C(T), o espago de Banach -
das fungdes continuas e periddicas de periodo. 27 ,munido  da

norma
I]f[[m = sup { |f(x)], 0 < x ¢ 21 }

e Ay = e o subespago das fungdes continuamente difeven -

 UNicawms

TNy



cidveis , munido da norma

1
el s = Hell, , T1E
0 espago A, € também um espago de Banach ,

Se f € Aj , definimos o modulo de continuidade de

f, por

wlt,£) = sup {|f{x+h)-£(x)|}
- : [h]<t

Introduzimos entdo. o espago Lip 6, como o subespa-

go de Ao , tal que
{£f}y = sup {m(t,f)/te} <

t>

0 espago Lip 6 € um espago de Banach quando munido

da norma
HEllg = [1£]], + (flg
Observemos inicialmente que
clery < Lip 0 < o(m)

isto &,Lip © € um espago intermediario entre C(T) e ctemy .
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Vamos demonstrar que
ey ,etemyy, = Lip 8 | (0<8<1)
>

usando a Proposigdo 2.3.5 . Para isso, consideremos o espa

ofe} wn y como © espago gerado por sen kx e cos kx

W= [sen kx , cos kx 3 k=0,1,...,n ]
e também os espagos de aproximagi@o assoaciados A(8,»,K) e
XCIR |

A demonstragio de tudo © que Segue neste exemplo &
baseada em teoremas classicos de Jackgon e Bernstein sobre
a melhor aproximagaoc com polinamibs trigenométricos. Vamos
enunciar estes teoremas cujas demonstragdes podem ser encon-

tradas, por exemplo, no livro de Butzer-Nessel [2 ] .

Teorema de Jackson : Se f € C(T) ,entaoc para cada n ¢ N ’

temos @

En(f) i 36 m(nnlgf) .o

Prova : Ver 2.2.1,[2]

Teorema de Bevxnstein : Se P, é um polinamio de grau n,entao:
Hegllag 20 Tipg 1

Prova : Ver 2.3,1,[2]
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Teorema : Se, para algum o , 0 < a < 1, f ¢ C(T), existe um
W E wn tal que

En(f) = 0(n~ %) | (n;—ew )

entao

w(t,f) = 0(x® (0 <a < 1)
Prova : Ver 2.3.3, [2]

Teorgma : Seija f ¢ C(T)‘,

(i) Para 0 < a < 1 , En(f)=0(n—a)¢==x> fe Lip a

Eii.) | | Encf);o__gn'l)m felipl

Prova : Ver 2.4%.1 ,[2]
Vamos demonstrar inicialmente que

Lip 8 = A(8,0,K)} .

Mostpemos primeiramente que A(8,=,K) ¢ Lip 6 .
Se f ¢ A(8,»,K) , entdo por 2.2.1 , temos

-n®
EL(E) < Ce g w0 k

assim

_e.
E(f) < Cn |.|f||e’m’K
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e pela desigualdade de FPFernstein, temos
w £/ |£]]) < ¢ +° ¥ f £ 0
assim
0
wt,f) < C t f ¥ f
B e ey
desse modo

wt,£) = 0«
o que é equivalente a dizer que

f ¢ Lip 6

Reciprocamente, mostraremos que Lip 8 A (6,»,K}

Se f € Lip & , ent&ox{f}é< w e f & continua,assim

pela desigualdade de Jackson , vem

E () < 36 wh Lf)

n —
entao
-1
E () < 36 n®)y (o L)y
n - 3]
n
agsim
ene En(f) < 36 w(n_l,f) / n&
e
< 36 sup {w ,f) / t7}
= 386 {f}9
o
ene -

E () <=
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assim

o

(eM® E ()} e &
entao

f e A(B,»,K) .,

Concluimos assim que

Lip 0 = A(B,0:X) .

Vamos agora demonstrar que

C(T) ¢ D(O)."

20,0 N DO,

ch(T)e D(1) = D(1,k) N DL,

Mostremos que C(T) ¢ D(0,K)
Pela definicao 2.3,1(1l), temos que

F & D(0,K) <==> E () cc||fll, ¥feTF .,

Pelo teorema de Jackson, temos que se £ ¢ C(T),

entao

-1

E () < 36 wn™lp)

assim
E (£) 2 72 {[£]],

o que € equivalente a dizer que C(T) & D(0,X)
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Mostremos que C(T) ¢ D(0,J)

A demonstragdoc e trivial e segue da definigao 2.3.

Mostremos agora que ctem e D(1,K)
Pela definigao 2.3.1 , temos que

Fe D(L,K) e===> E (£) < Ce™" ||f]|p

Como Lip 1 ¢Z A(l,») , temos que

. _-n
E(f) <e l|fl]1,w

~—

|~

e £l 315 1

e ™ ( |]f]]_+ sup {w(t,f)/t} )

fA

e pela desigualdade do valor médio , temos

E () e C e[, + 1E 1,0
assim

E (6 < ce™ g,

Mostremos agora que cl(Ty ¢ D(1,J), o que & equi -

valente a garantir que

Pl

lel12 < ce™ Hgll, .
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Temos que

Hellg = el + HE' g

mas, pela dgesigualdade de Bernstein, vem

IIf'Ilm';

an ],

onde n € o grau do polinomio f, assim :

1)

£]1E < Geand) JE] ],

| A~

2 e IIfIT;-~~%M..__

concluinde que ctr) e DL



CAPITULO IIT

INTERPOLACAO DE ESPAGCOS DE SOBOLEV

Neste capitulo, estudaréﬁos a caracterizagao de es
pacgos de interpolaqéd entre espagos de Sobolev., Inicialmente
introduziremos as nocoes de derivada fraca e de espagos de
Sobolev. Apresentaremos entdo o3 espagos de Sobolev fracig
narios ou espagos de Lipschitz generalizados que permitirio
cafacterizar os.espagos de interpolagaoc entre espagos de So-

bolev. .

3.1. Espaéos de Sobolev

1

n ~
loc(R ) o espago das fungoes 1lo

Denotaremos por L

I . - L. «a ! - ) .
calmente integraveis no R, CC(R )} sera o espago da fun-
¢des infinitamente diferenciaveis com suporte compacto no o

Seja a = (al,...,an) uma n-pla de inteiros nao ne-

gativos. Assim, para

|a! z oy toie.n +0tn
fagamos
. 2ol
- ) o
axll ...axnn

-

Vamos introduzir a nocao de derivada fraca para uma
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funcdo localmente integravel .
Se ¥ e CZ(Rn) s @ derivada de ordem [a] esta  bem
~definida no sentido classico
3.1.1. DPefinigao : Sejam f,ga € L%OC(Rn). Diremos que %!é a
derivada fraca de ordem « da fungao £ e

escreveremoes

o
s5¢

f n ga(x)w(x)dx = ("l){alf 0 f(x)w(a)(x)dx
R . R

para toda ¥ ¢ CZ(Rn).. el

Quandb n = 1, pode-se demonstrar (usando o teorema
de Lebesgue que caracteriza as fungdes absolutamente conti -
nuas como as primitivas de fungoes integraveis) que neste ca
so a derivada fraca coincide com a derivada no sentido clas-
sico (de Lebesgue) .

Quando n > 1 , a situagdo ja & completamente dife—

rente, Por exemplo : Existem fungoes f e L%OC(RQ) tal que

5 S
3%3Y
mas as derivadas fracas 3f/9x e 3f£/9y n3o existem. Basta

tomar-

-~

Flx,y) = g(x) + hiy). -

~ ~ —~ Iy
onde g e h sao fungoes nao absolutamente continuas .
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Os espagos de Sobolev sao espagos funcionails cujas

fungces apresentam mailor regularidade .

3.1.2. Definigéo : Uma fungéo fe Lp(Rn), 1 i P f_ mapeptence
| ‘ ao espago de Sobolev WP (R™) se possue
derivadas fracas D" f pertencentes a LP(R™) para todo o tal

que {a| < m .
Vale a seguinte proposicido :

3.1.3. Proposigdo : O espago de Sobolev WP (rR") & um espaco

de Banach, quando munido da norma

Hellnp = ]

‘|.[Duf'|'|fp-

a|<m

Usando técnicas de regularizagao,temos também :

3.1.4. Proposigao : 0 espago Cc(Rn) & densoc em W™MP(R™) .

As fungdes de WT'P(R") apresentam uma certa regula
ridade : S3o fungdes continuas . Para demonstrar este fato,

vamos necessitar da seguinte proposigao

3.1.5. Proposicdac : Seja f ¢ LP(R™)., As seguintes condigdes

sdo eguivalentes :
3.1.5(1) £ & WwPRM

3.1.5(2) (1 + |x|H™?% ¢ LPRY)
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- Alem disso

~ 2.m/2
el p = Ha e ™22l

Demonstracdo : (Faremos para p = 2 € para O caso -

mais geral, ver Calderon [3])

Pelo teorema de Plancherel, temcs

- N, 2
)i [ 1D E[ ]2 )i | [D%E] ],
al<m al<m

2
% NESe4RP!
| <m

j()% |x°‘{2) |f(x)(2dx .
alsm _

Por outro lado,existem constantes positivas A e B,
tal que

2
“’f x5y < @+ [x]1DH" < B ()f 1% %)
Ex‘im a | <m

portanto

ALENY, o< Hasid DML o <onllgll, o

3.1.6. Proposigao : Se f ¢ WP r™y, 1 <p <= ,entéo_f € uma

~ L2
fungao continua -

-~

Demonstracdc : Como f ¢ W' P(r™),entdo pela propo-
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sigao anterior, temos :

g(t) = (1 + J1t|5H™2 2¢ey ¢ LP(RM

e pela desigualdade de Heolder

poils

F(E) = g(t) (2 + [t|2)"_“"2 e LM
. 1 . .

(a+ [e]H™2 o PR

Mais ainda,

(L o+ |t]5H 7 o 1 3@™

para 1 < q < @ e em particular se p > 2, temos na desigualda
1

de generalizada de Holder , que para

donde

'““ = £ - i temos
a 2 p°’
7 e L2(RM)

Se 1 < p ¢ 2 , pelo Teorema de Hausdorff-Young
f
e lP (RM
t - ’ . .
Como T & LY () LP , entao T ¢ LZ(RH), ou seja

e Ll(\ L2

£ = (em™" [ ) et ar
A .

implicando assim o resultado
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3.2, Interpolacao de egpacos de Sobolev

Vamos agora caracterizar o espdgo de interpolagao

(Lp,wm’p)sfm,q = Lip{s,m,p,q) (0 < g < m)

Para isso, introduziremos os espagos de Lipschitz
generalizados . Estes espagos sao também conhecidos como es-
pagos de Besov ou espagos de Sobolev fracionarios

Seja Th s N € Rn, o operador de translagac defini-

do sobre o espago LP(r™) , por "
T £(x) = £(x+h) ..
Consideremos

aTE(x) = (Th—;>m'f(x) =] GO @ £on)

O~

a diferenca de ordem m da fungao f, e, para t > O ,
w_(t,f,p) = supl]] al FGY|| 5 0 < |n] <t}
m 3.3 h . Lp: . =

o modulo de continuidade de ordem m .

3.2,1. Proposigao : Sejam f ¢ LP(rR™) e K(t,f):K(t,f,Lp,wm’p)

Entdo existem constantes positivas A e B

tals que

A KGE,E) < (eMTE) 4 min(1, O] 1£]], < B K(£,£) .
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Demonstragac : Suponhamos inicialmente que t > 1 . .

Como
wmspc: LP
temos que
KCE£) < [IE] ]
portanto
K(t,f) < mm(‘tl_/m,f) + min(l,t)”f]]p
_ Por ocutro lado, se f = f_ + f., com f_ ¢ LP e
o} 1 o
£l e WP , vem que : N
min(L O [[E] ], < [1e 15 + ellg 11
< gty + elleg
donde
min(l,t)] Ipr < K(t,£)
a como
1/ '
wp (e E) < 2R ]
< 2™ min(l,t)[]f[ﬁp
e vamos ter
o (e £y 4 min(L, O 1111 < (Le2™ K, £

ou seja, a equivaléncia estd demonstrada para t > 1 .

-
Suponhamos agora que t < 1 , Faremos a demonstra-
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cdo somente no caso de uma variavel. O caso de varias varia--
veis segue fazendo as devidas modificagdes, com os calculos

devidamente complicados

Temos inicialmente que

1/m 1/m
A" f{x) = ft It £ (x4s 4., 48 24 ds
tl/m - ... - l L I ) m Sl. LI m
o o
e portanto
1/m

m
) < th|S=f]]

w_(t
n dx P

Agora, se £ = f fwfl’ com fO e 1P e £, ¢ WP

o ) 1 ?
segue que -
1/m 1/m o 1/m
(t ,f) < mm(t ,fo) + wm(t ,fl)
m
LRI EN T IR T
donde
1/m m
Novamente, se f = fo + fl,com fo e LP e fl £ wm’p,
vem
oo EYPUEY + min(L, o [1E]] . < 2™ K, 1€ 1]+ t] |5, ]]
m ’ ? p - ? o''p 19 im,p

e finalmente

-

o (1M £ 4 min(L e | [£]] ) < (1+2™ K(t,£)
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Reciprocamente, dada f ¢ LP(R), facamos

1 C
o = L [y () aT1/m £ dy

F o=
o
e
1 m, m |
f1 = £ xm(Y) [l-(—l) aytl/m f ] dy
onde j < ym < J+1 (3 = 0,1,...,m1) e
m k

m k. m—-1
(k) (Y*E)

- m _
Xm(Y) = ET g (-1)

assim por um cileculo de rotina, temos que

1 B e
[ x,r) dy =1 L
O .

Nao e dificil ver que o par f_.f, fornece uma decom

" posicao da fungdo f, isto & ,

e que valem as segﬁintes desiguakdades

e 1y = 2'“||f||p - (i=0,1)
1€ 11, < ¢ ot ™ £)

k 1/k 1/m
t||—~fl|[ DT Rl BRI LY ¢ L)

onde k = 1,2,... , m
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Como t < 1, vamos ter :

K(t,£)

| A

el + ey,

|~

4K
P d

m
AR S

¢ (gl

¢ (w(t1/™ £y 2™ [ £]] + C w (1M £Y)

LA

tl/m

| A

M w JE) + min(l,ﬂllfllP )

concluindo assim a demonstragac do teorema .

Fagamos, para 0 < a < m :

WP,y o= Lip(a,m,p,q) .

Da'pfopbsigao 3.2.1, segue entdo a seguinte

3.2.2. Proposic@o : Se 0 < o <me 1l < p,q < ., Entao

3.2.2(1) f ¢ Lip{e,m,p,q)

se e somente se _

3.2.2(2) t % w (t,f) e L

e as normas .
:]]t"“/m K(t,f,LP, WPy |

3.2.2(3)

|lfl|a:m:q:K LQ

3.2.2(4) |1f]|]|

_ t_q . £ - ]
laymypyq = HTEHGs T e, )liL%

sdaoc equivalentes .,
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Quando q =« , escreveremos

=Lipq

P o M,P
(L7, W )u/m,w- D

ou quando p = Q@ = « , simplesmente escreveremos

(Lm,wm’m) = Lip «

a/m? «

o que € vélido,_tendo'em vista a proposigao anterior,que per
mite também, chamar os espagos de Sobolev fracionarios
Lip(a,m,p,q) de espagos de Lipschitz generalizados .

Vamos agora fazer um estudo de reiteragao da inter
polacgdo dos espagos de Sobolev gue terda uma importante apli-

cagcdo no capitulo seguinte .

3.2.3. Proposigao : 0s espagos Wk’p(Rn), k=1,2,...,m3perten=-

cem a classe K(k/m,Lp,Wm’p)

Demonstracac : Se k = m e f WP (RY), & elaro en

tao que

KCEE, PP e (g

ou seja, pela definigao 1.5.1(i)
WP RY ¢ x(1,LP,w™mP)

Agora, para k=1,2,...,m-1 , suponhamos inicialmen=-
te que n = 1

E

Se f e P , temos
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k k K
b 2 ¥

in

k k Kk k k k
kel < 2% &% |(0Rep] ) < 26521,
pois

. s ) s
k - (k)
Asf(x) = i_ . £ £ (x+t1+...+tk)dtl...dtk

portanto

k kK . -k
]l&sfllpf_ 2" min(l,s i HfHk’p
Agora temos :
m _ m=k K1 —~
Hlagelly = [agmagelly
< 277 [lagel
< 2™ X nincy,s™ |1, .
. 3
= 2™ min(l,sk) ||f||k D
. 3
ou ainda
w (£,£) < 2" min(1,t™) el 5
assim

-k
e el

HES

om -k [ m‘ |
2701t 1.t f
|| min{l, )1|L:|| Ilk;P

2™ VLEll
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ou seja

»P P ,MP
WOP o PPy

e segue entao pela proposicao 1.5.2., que

wk:P e K(k/m,LP,Wm’P)

0 caso geral, n 1, segue com alguns calculos adi

cionais considerando-se a seguinte formula :

- s °m 53 S2
8, £ (x)=m! £dsmf§sm_l

o :
...gds2f(alDl+...+ann) f(x+s +...+s,)0ds,

H
=
®
pu
I
w
Q

onde s = |h| , ¢ = (01500050,) s 1o
.3.2.4. Lema : Seja f ¢ WOPR™, ol <ke0<k<m,
Entao
o ~k/m 1-k/m -
[[D%£]], < D max (¢ REAN el )

Demonstracao : Para n = 1 ,

Seja T, o operador de translacao em LP(R) e consi-

deremos as fungoes vetoriais

A p—— T(-

jltlfm) f e LP(R)

onde A ¢ R e J,= 1,2,...,m .
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Aplicando a formula de Taylor as funcdes considera

dag acima, vem :

m-1 L3
3.2.001) £Gert™ ™y = 307 DPE0i® R 4
420 lal=2 I
1 m=1 i
T+t j -(-l-ilT—-- (7 pPrGenat™iran
| |8=m
onde - 0 < x < 1
Como
det (3% #0 e
j=l,....m , a = 0,...,m~1 , existem escalares Aj tal que pa
ra um determinado «° , tenhamos
. _ Ll se £ = af
L3 Ay = o
. o)
j=1 0 se & £ a

Agora multiplicando 3.2.4(12 por Aj e somando tere

mos
. L L
y ajf(x+tmj) = D*PF(x)t™ +
j=1
1
“t no (1 2T
ij Ot I——«E——Tr(ZD f(x+11. ]}dk

=1
donde
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% -~/ ¥ :
D °F(x) = t m||f[| (} o 5 fix+t™y)y -
J=1 1
1-2/m m, " 1 B m
t zl IW(ZD fix+xtj) da
J
assim

o7 E L1 < M el G ag D e 50 <2|ra o511

]"1 J- )

entao , existe uma constante positiva D , tal que

[10%8 1t < D max 7™ ]|t T4 g

Paran~> 1.

Consideremos agora T, o operador de translagdaoc em

h
LP(R™) e as fungdes vetoriais
1
A >TGE™E & LPRM

onde j:(jl,jz,...,jn) com ji=1,2,...,m para i=1,2,...,n

Pela formula de Taylor , temos

m=1

3.2.4(2) f(x+tl/m y = 1 7 p%Gx) §° EiiT +
=0 G.l:ﬁ I 1
2.
( m=1 i
Q22" — B Lms - B .
+ t } Ty §B|me(x+ht 3) 37 ) da

cnde 0 < A s 1
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. . ' o o o
Assim, como no caso anterior, dado GO?(al,az,...,an)

existem para cada i=1,2,...,n , Aj , ji=1,2,...,m tais que

X jiAj = ot
Ji = 0 se o # af
e multiplicando 3.2.4(2) por_Aj ,...,Aj e tomando a soma
' 1 no

miltipla sobre (jl,...,jn) , teremos

: _ EEEN o . :
DL e DAy As Ay £Get™i) = DY £ gHIm

L ] l

' (1=)n £( d
+ T. z Z Z WAL f—(‘an—I )'-r—-‘ % D X+At :])3 Jdx
34 ]? N 3| B|=m

Explicitando D* f(x) e tomando a norma p, vem :

O e
[10% 211, < D omax (7P fg]] e

que & o resultado desejado .

3.2.5. Proposicac : Os espagoé wk’p(Rn);k=l,2,...,m, perten-

cem a classe J(k/m;Lp,wm’P)

Demonstragﬁb!:'Seja £ ¢ wm’p(Rn) . Entao , se k=1,

25¢+.,m~1 , pPelo lema anterior
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=k/m 1-1/
(1D < D omax 7ML e R L]

~k/m. ' Ce
D t £
nax (el €111, )

t—k/m

= D J(t,f,LP,um Py

portanto, existe C = C(k) tal que

£l , = ¢D £ gt,£,1P, Wm0 P)
A

Para completar a demonétragéo, observemos gue
], < 75 TCEE TR, Wh )

ou sela

WP e g, P, y™P)

Segue imediatamente das proposigoes 3.2.3 e 3.2.5.

a seguinte proposigao
3.2.7. Teorema : Se k=1,2,...,m~1 e 0 < 8 < 1, entao

ky,p 4k+1,p oD oM,P
(Wwr,u ? )e,q“(L LW? )k+e,q

m

z Lip(k+8,m,p,q)

Demonstragado : Segue da proposigao 3.2.6 e do Teo-

rema de reiteragao .
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3.2.8. Proposicao : Se f e Lip(a,m,p,q), a<m, a=k+8, k=0,1,

©2,3,...,m-1 e 0 < B < 1 , entao
3.2.8(1) £ e WoP
o

3.2.8(2) DPf e Lip(e®,1,p,q) | (|8]=x)

Demonstragéo : Se f ¢ Lip{(k+8,m,p,q) , entdao pela

proposicao anterior

fe (wk’p,wk+l’1°)e . W< P

Agora, sg{a]:k, para f=f +f,,com £_ e LF e flewm’p

e, |h|< t ,tetemos :

||ahD“f|[P = ||ahn“(fd+fl)Ljp
< Iap*efl +||ahD“f_.LHp
<2 [p% t], + t] [p%e ]
B ° P _B=mlp
<2 llfollm_l’p + tlffllfm’p )
donde :
| Ha, D el < 2 K(t,£,wm LoD Py
portanto _
w(t,D*f) < 2 K(t, £,u™ TP P
ou seja

D“f ¢ Lip(®,1,p,q)



CAPTTULO v

APROXIMACAO EM ESPACOS DE SOBQLEV

4.1, Introdugao

A teoria de aproximagao, mals exatamente os teore-
mas de Jackson e Bernstein, foram usados no capitulo II para

caracterizar um espag¢o de interpolacao :

(cem,chr), , = Lip o

Neste ecapitulo faremos uma aplicagido inversa. Uti-
. lizaremos a teoria de interpolac¢ao para obter teoremas de a-
proximagdo dos tipos Jackson e Bernstein .

Inicialmente introduziremos a nogao de fungao in -
teira de tipo exponencial. Estas fungoes possuem proprieda -
des anélogas"as dos polinomios trigonomeatricos,no entanto
‘estes servem para aproximar fungoes periddicas e as funcgdes
inteiras de tipo exponencial sdo Uteis para aproximar fun -

—~ Pt . s n
goes nao periodicas sobre R .
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4,2, Fungoes Inteiras de Tipo Exponencial

4,2.1. Definicdo : Seja T > 0 . A fungao
g = gT(z) = gT(zl,zz,...,zn)

& chamada uma funcdo inteira de tipo exponencial .58  sao

satisfeitas as seguintes propriedades :

. ol . — » »>
i) g e uma funcao inteira em cada uma de suas coor

denadas, isto e

glz) = } A, wees 8. ZyT ae. Z
Kj 0 kl kn 1 n

z

ii} Para cama e>0, existe um A_>0 tal que para to-

do complexo Z, = X+ 1y ( kzl,...,n)

. .
letz)l < A explr+e) | | 7|
E . 3
]=1
é satisfeita .
Denotaremos por -
(1P e I PR

o subespago das fungoes f ¢ LP(R™) tais que existe uma fun-

cdao inteira g, do tipo exponencial t , tal que-

g = f _ q.t.p.
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As seguintes propriedades saoc facilmente verifica-

das
19P(r™M = {0}

se t' < 1" , entao

et "
It P Tt P

Estabeleceremos agora um resultado sobre a trans -
formada de Fourier de uma fungdo em I°P¢r™

Considerando as fungoes f € Lp(an como distribui-
¢oes temperadas podemos tomar sua transformada de Fourier £
e a transformada de Fourier in&éféé F no sentido de distri -

buigoes :
-<f,1;,> = <f,£p‘> - a <F u> = <f,§>
para toda fungac ¢ pertencente ao espago S(R™) das - fungoes
rapidamente decrescentes no infinito .
4,2,2, Lema : Se I ¢ Id’l entio F(x) & uma funcio continua
que se anula fora de a{g)={({x 3 Ixj[<o,j:l,..,n}

Demonstragac : Definamos inicialmente a transforma

da de Borel f{(z,6) de uma fungdce holomorfa F{(z), como

w(G)
£(z,8) = [ F(z) e °% dg
Q
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" tomada ao longo de ¢ = ;:\e“ig , 0 <p <o,

Como F e Ia’l(R) , entac f(z,8) converge uniforme-
mente e absolutamente no interior de qualquer regiao A(8)-{0}
cuja fronteira é tangente a |z| =¢ , nos pontos Ceie,logo,pg

demos escrever

f(z) = £(z,98) ' (z ¢ a(8))

Se tomarmos 0 0O e B8 =1 , respectivamente tere -

mos

e-;(x+iy)

() dr : (x>0)

1"
Ny

F(x+iy)

() e 50XV g (x<0)

1
1
[—

f{x+iy)

Para cada e>0, segue

f(e+iy)-f("€+iy5 = () o ity e—slgldc

—rr

e passando ao limite, quando € ———»0 , vem

[ F(z) e Y%7 ag =0 C(ly| > o)
Agora, se o = (0;,02,...,Un) s ciio e I e Ic’liRn),

entio F(x) & continua sobre R, desde que Fuw)=Fluy,...u,)
é uma funcio inteiva de tipo expenencial Uj em u, no espago
Ll(R) para quase todo u':(ul,.,.,uj_i,uj+l,...,un), assim

para um determinado u' , temos !
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" -ix.u. _
[ P(uj,u ) e 7737 duy = 0 (]le > cj)

entao

i
o

-~

F(x) se x ¢ a&lo) .

Hi
..o

4,2.3. Proposicao : Se f € 1P < p £ @) , entao

f tem suporte sobre Alo)

Demonstracao : Seja ¢ € Cz(Rn) tal que supp{y) a(l)

w(ﬁ)i 0 e [Sfyx)dx =1 . Consgideremos
v, ) = e_nw(#fe)Aﬁhh I
definida sobre Afe) , com as propriedades
1) ¢E(x) € CZ
ii) rp; (x) » 0 , xe RY
iii) supé(we) . ET?T

Civ) ! we(x) dx = 1
ACe)
Teremos, evidentemente que ¢E"e S(R™) e tem supop-

te compacto

Fazendo

B GO = 2o™? o
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para f ¢ L? , vamos ter

p
¢ £ L - F
E e —> 0
¥ t
Por outro lade, como ¢ ¢ s(R™) < P, vem
que
¢ f £ Ll .

Cad - e n
Como Qe e a restrigaoc ao R de

.

~ie(t.z)

[ wit)e at

que € uma funcio inteira de tipo exponencial e, segue,usando

a hipotese de que f & do tipo exponencial o, que
o £ e 17°F .

A - — :
Agora, pelo lema anterior, @gf e uma fungao conti-
nua com suporte em A{ot+e) , e, entao se ¢ ¢ S =0 sobre

A{c+e) , teremos

<¢€f,w> =0

e tomando os limites quandee ~———> 0 , vem

<f, 9> = 0O

cencluindo assim que £ tem suporte sobre A{ote) .
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4.3, Caracterizacac do Espaco de Aproximagao

Seja t>0, fixo, e consideremos a seguinte sequen -

cia de espagos

10} = 10°P—1PC .. .cxkToPc 1D P

Tem sentido portanto , para o caso Lp, definir as
classes D(a,K) , D(a,J) e D(a) em relagao a essa sequéncia
(ver a definigao 2.3.1) . Em tudo que segue, estaralimpli

cito que a sequéncia aproximante sera a sequencia

(1XTP | 120,1,2,....}

4,3.1, Proposicdao : O espago whP(r™y & de classe D(a,J),pa-

ra a=mr ; isto € ,
kKay|e
v.3.100)  HEN ) s c e LT
para toda f ¢ T<T>P(R™)

Demonstracdo : Para demonstrar 4%.3.1(1) & Sbvio -

que basta demonstrar que para todo B=(81,...,8. ) com tel< m ,

temos

B ko
.3.1(2 D < ¢ f
4.3.1(2) |[p7El] < CTe | ] HP

Esta desigualdade & por sua vez consequencia de:

—

4,3,2(3) HDBfIIp < EllfHp
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para toda f e Il’p(Rn) .

Com efeito, se definirmos
£F(x) = gle™"Tx)

e tomarmos a derivada de ordem 8 ,|8] < m , teremos

g DPF(x) = & BNT pBy(e™MTy)

onde g € TP .

Passemos entao a demonstrar 4.3.1(3) .

Seja f ¢ Il’P(Rn) . Entao pela proposicac 4.2.3 a

transformada de Fourier f tem-seu suporte contido no cubo -

Ae) . Se ¢ ¢ Cz(Rn) & uma fungao constante e igual a 1, em

uma vizinhanga de A(e) , vamos ter

=9 f

¥

assim

o
"

e
Hy

e portanto

f:{b‘.*f

Por outro lade , vamos ter

(PPF) ® £

e como ¥ & fixa e DB$ SS(R“}QIéntEO pela desipualdade de Young



-84-

1p%et1, < HD®FLT el

Finalmente, como ¥ foi tomada fixa e independente
da fungdo f , fazendo C =||DB$[[ , Segue a desigualdade
1

4,3.1(3)

4,.3.2, Proposicao : O espago Wm’P(Rn) 2~de classe D{(a,K),pa-

ra og=mt 3 isto é,_para toda £ & WP(R™)

temos
¥.3.2(1) B (F) < C e X |£]]
» - . k —_ m’P L]

Demonstracdo : Para demonstrar 4%.3.2(1) & sufi =
ciente mostrar que dada [ = ip;”existe woe IkT’P,tal que
n.3.202) ||£-w|]. < ¢ ke g

P m,p
gue obviamente segue de
4.3,2(3) ||f-w||p_<_E e_k_&HDBpr (|8 l<m)

que por sua'§ez, segue de
- B
.3.2CH - DY f
y ) 5wl |, < ¢ [ID7EH]
1l,p L
onde agora f ¢ I e ainda |8] < m .
Demonstremos 4.3.2(4)

)

Sedja p € Cc(Rn) , ge anulando fora de |C|il e sendo
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igual a 1 em [z]< 1/2 . Se definirmos w pela férmula
w=gp £
teremos, em virtude disso

F(z) - wig) = (1 - o(z) ) £Cz)

-~

(ic)®

assim
/\/'/J\

/’-—‘-—a
T - w =(1 - p)#DPF
logo

—s . a
f - w={L - p) % D°Ff

1

i B
Comp 1 - p € L e D

f ¢ LP, pela desigualdade
" de Young, vem que

el < 12511 HinfelL,

Como p & fixa, podemos tomar
~ Lt
c= {3 - plll ,

[e=ull, < c HpPel .

A conclusao segue analogamente a proposigdo 4.3.l.

As proposigoes #.3.1 e 4.3.2 presumem-se no seguin-

te coroldario
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4.3.3, Proposigéo.: 0 espago WMP(RY) & de classe D(a) para

a=mt 3 em relagdo a sequéncia {IkT’P}kTO.

Podemos ,agora,enunciar nosso principal resultado :

a caracterizacio do espaco de aproximacao LP(a,q) .

4.3.4. Teorema : Para‘k=l,2,...,m—1 y 0 <8 <1 e 1>0, vamos

ter

LP((k+8)1,q) = Lip(k+0,m,p,q)

Demonstragao : Pela proposigao 4.3.3 para k=1,...,

m-1 , vamos ter que WP ¢ Dlxr) . Agora, pela proposigao

2.3.5
(wk=P,wk+1’P)e = LP((x+0)1,q9)
»q
Por outro lado, pelo teorema 3.2.7 , temos
(Wk’P,Wk+l’p)e qc Lip(k+8,m,p,q)
3

donde o resultado desejado .

4,4, Teoremas dos tipos Jacksen e Bernstein

Como consequencia imediata dos resultados do para-
grafo anterior, podemos obter teoremas de melhor aproximagao

dos tipos dos tecoremas de Jackson e Bepnstein .
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4.4.1. Teorema de Jackson : Se f ¢ Lip(a,m,p,q) , entao

"‘kCl.

Ek(f) = O(e )

Demonstragao :Como e<m, entao pode ser escrito

na forma k+8, com 0 < 8 < 1l e 1l <k < m1 -,

Pelo teorema 4.3.4%
Lip(o,m,p,q) = Lp(a,q)

Agora, pela proposigao 2.2.3("desigualdade de Jack

son™) , vamos ter
~ka
£ f
E (f) < e H Ilm Q5K

donde o resultado desejado

4.4,.2. Teorema de Bernstein :.ééjé”f-é LP(R™) tal que

_ -kea
| Ek(f) = O{e )
Entac
f ¢ Lip(a,m,p,q) .

Demonstragao : Como a<m, podemos tomar a=k+6 ,para

0<8<lel<kz<ml, entdgo por 2,2.1(L) , temos
f e LP(a,q,X)
e pela pfoposigéo 2.2.7 , vem que

f e LPCa,q,d) ,
desse modo
£ e LP(a,q)
e pelo teorema 4.3.H, segueﬁimédiatamente que

f E Lip(a,m,PgQ)
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