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INTRODUÇJI,_Q. 

A teoria de interpolação, desde seu aparecimento -

com os teoremas clássicos de Riesz-Thorin e de Marcinkiewicz 

esteve sempre ligada às aplicações à Análise Matemática . 

são bastante conhecidas as aplicações, principal­

mente à Análise Harmônica e às Equações Diferenciais Parciais 

Nosso objetivo neste trabalho é desenvolver a Teo-

rla de Interpolação na forma dada por J.L.Lions e J.Peetre e 

aplicá-la à teoria construtiva das funções . 

As principais fontes de inspiração foram Peetre[7] 

e [9] e sugerimos ao leitor (desde que exista algum) uma com 

paração deste ·trabalho com os acima citados . 

O aspecto mais interessante aqui desenvolvido foi 

a utilização de dois teoremas cl<Íssicos da teoria de apPoxi-

mação; os teoremas de Jackson e Berns·te'in, para carac·teriz.ar 

. - o 1 o espaço de lnterpolaça.o (C ,C ) 9 e posteriormente proce -
' ,~ 

der inversamente caracterizando o espaço de interpolação 

( Lp 1dm )p) e então obte·C' como corolário teoremas dos tipos , e,q 

Jackson e Bernstein . 

Fo.remos agora um resumo do material- desenvolvido 

em cada capítulo . 

No pri:r.1eiro capftulol começamos definindo espaços 

intermediários. i\ seguir introduzimos as normas funcionais 

K e J e os espaços de Lions-Peetre. Através de; vários teo-
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remas mostraremos a identidade desses espaços e conscquente-

mente a equivalência dos mé·todos K e J de Peetre e ainda dos 

métodos de médias de Lions-Peetre. A seguir passamos a estu 

dar os teoremas de reiteração que terão importância nos capi 

tulos posteriores. Terminando o capÍtulo, fazemos a discre-

tização dos espaços de interpolação introduzidos . 

No segundo ·cap.Ítulo desenvolvemos uma teoria de a-

proximação para espaços normaàos, inspirados em Peetre [7] e 

[9] Neste capftulo, fazemos uma conexão entre os espaços 

de interpolação e um certo espaço de aproximação introduzido 

com inspiração nas desigualdades de Jackson e Bernstein 

Posteriormente introduzimos classes de espaços denotados por 

D(~,K), D(a,J) e D(a) qee verificam Certas desigualdades de 

Jackson e Bernstein generalizadas. Finalizando o capÍtulo 

fazemos uma aplicação dos teoremas clássicos c1e Jdckson e 
' o 1 

Bernstein para caracterizar o espaço de interpolaçãoCC,C )B,oo 

No terceiro capÍtulo, introduzimos os espaços de 

Sobolev Vlm' P e os espaços de Sobolev fracionários, de B"'-scv 

ou de Lipschitz zeneralizados Lip(a,m,p,q)(LipCS,l,oo,oo)::LipG 

O resultado 

terpolação 

principal é a caracterizaÇão dos espaços de in-

(\.Jk'P,',•Jk+l,p)e t'l' ct L' c - J u 1 1zan o os espaços Jlp a,m,p,q ,p 

No quarto ca.pÍtulo, fazemos inicialmente um breve 

estudo das funçêícs inteiras de tipo exponencial inspirado em 

Nikol' skii [sJ 1\ seguir ut:ilizarnos seq-G.ências de espaços 

de funções inteiras de tipo.,.. eXponen~ial em LP para fixar LlS 

classes D(a,K) , D(a,J) e IJ(a) e a seguir caracterizamos os 
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espaços de aproximação LP(a,q), utilizando os resultados dos 

capftulos I, II e III . Finalizando o capÍtulo apresentamos 

os teoremas dos tipos Jackson e Bernsteln Para espaços Lp • 



CAPÍTULO I 

TEORIA REAL DE INTERPOLAÇÃO 

l.l. Introdução 

Apresentar~mos neste capÍtulo uma teoria real de 

interpolação . 

Fazendo algumas hipóteses não muito restritivas -

sobre os parâmerros que ocorrem na definição dos espaços de 

interpolação, vamos poder apresentar as teorias de Lions-Pee 

tre ['>] e Peetre [7] (ver também Butzer-Berens [l] ) de uma 

forma unificada . 

Começaremos com a linguagem básica da teoria de 

interpolação. A seguir introduziremos a noção de norma fun­

cional, um conceito que evoluiu a partir das idéias de Ga-

gliardo sobre interpolação (ver Peetre [ 8] ) . A descrição 

do mé·todo de construção dos espaços de interpolação será fei 

ta no parágr'afo seguinte, bem como o estudo de suas princi -

pais propriedades. Entretanto, a principal propriedade dos 

espaços de interpolação introduzidos, a estabilidade, -sera 

estudada num par.;grafo separado) através do Teorema de Rei te 

raçao . 

Em vista das aplicações na teoria de aproximação 

dedicamos o sexto parágrafo ao problema da discre·tização dos 

espaços de interpolação . 
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1.2. Noções Básicas 

Sejam A
0 

e A1 espaços de Banach, continuamente l­

mersos num mesmo espaço vetorial topolÓgico de Hausdorff fl· 
O par (A

0
,A1 ) será denominado um par admissível 

Podemos então considerar os espaços A
0 

+ A1 e 

A
0
n A1 , respectivamente, a envoltÔria linear e a interseção 

dos espaços A
0 

e A1 . 

Os espaços A
0 

+ A1 e A
0 

n A
1 

são espaços de Banach 

sob as normas : 

e temos 

= infl llf0 IIA 
:(=fo+fl o 

= in f { li f li A 

c A. 
l 

o 

f. E A. } 
l l 

(i=O,l) 

Utilizaremos aqui o sinal C para indicar a conti-

nuidade da imersão de um espaço vetorial topolÓgico em outro. 

1.2.1. Definição_: Um espaço AcfiL-cte B~nach, ê um espaço ln­

termed:i.ârio entre 1'1.
0 

e A1 , se satisfizer 

c. A 

1.2.2. Exemplo :Sejam i\ 0 =L
1 c:~"?,A 1 =L"'(R) e A=Lp(R),com l< p< = 

Então : 
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· c - 1P e- · t d · - · entr•e L 1 e ].00 
J_s-t o e, . um espaço 1n ~erme .1_arJ.o . 

Mostremos primeiramente que 1P C 1 1 + L co 

Seja f E Lp (Rn) . Se definipmos f À e f À 

fÀ (x) 
I f ex! I se I f Cxl I < À 

= { 
I f Cxl I o se > À 

I r ex! I se I f ex! I > À 
f À (x) = { o se I f ex! I < À 

poderemos escrever 

- ro n E claro que f c L (R ) • 

Para mostrai' que f E: 11 (Rn), observemos que 

EÀ = { x c Rn 

então ).1 a::),) <. eo, pois 

f n 
R 

1 f ex) 1 > À l 

I f À (x) I P dx ~j À p dx 
E 

Pela desigualdade de Holder, temos 

l l 

por 

se 

f nlfÀ (x) ldx=J lfÀ (x) ldx~(~ CEÀ))P' llfÀIIp~(~ cEÀ))p' llfllp 
R EÀ 

. . . - f ln 00 -Na pr1me~ra 1mersao, temos que se E: L L,entao 

f c 1
00 

,asslm existeM> O, tal que if(x)! ~H q.t.p. e como 

f E 1 1 , temos 

logo 
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1.2.3. Exemplo : Sejam s e s dois nÚmeros reais positivos 
o I 

com s < s e O < e < 1 Então 
o 1 

s < s = (1-0)s + e s 
o o 1 

Para r E R , consideremos o espaço 

munido da norma 

Vamos ter 

Isto implica que H8 é um espaço inter:r:1ediário en-· 

e 

Para estes espaços, vale o seguinte teorema de in 

terpolação : Suponhamos que T seja uma aplicação linear so 

r bre H , tal que 

e 

li Tfll 8 . 
H l 

então 
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1-9 
M 

o llfll r 
H 

Com efeito, pela desigualdade de Holder,segue 

< 

llfll r 
H 

A restrição que o espaço de partida Hr seJa o mes 

mo, não pode ser levantada sem uma el?boração considerâvel, 

o que justifica o desenvolvimento de uma teoria geral de 

interpolação , · 

fle.f3 , respectivamente Denotamos por LVJ,j)) o espaço 

de todas as transformações lineares de 11.
0 

+ A
1 

em B
0 

+ 131 , 

tal que se tivermos T ~ LS/;,]) e fi~ Ai , então 

e 

li Tf. li < 
l /\. 

l 

M. 
l 

isto é, a restrição de T 

li f. li 
l A. 

l 

(i=O,l) 

(i=O,l) 

c:W espaço A. é uma ·transformação 
l 

linear limitada de Â. em llil. , com norma t1. 
l l 
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1.2.4. Definição Sejam A e B dois espaços intermediários e~ 

tre A
0 

e A1 , e, B
0 

e B1 , respectivamente. 

Dizemos que A e B têm a propriedade de iTiterpolação, se para 

cada T E 1Y4,$> , a restrição de T sobre A é uma transforma­

ção linear limitada de A em B 

A partir desta definição, apresenta-se o seguinte -

problema ((B
0

,B
1

) respect,) 

elaborar métodos de construção de espaços intermediários A 

(B,respect.) de modo que os espaços construidos A e B gozem 

da propriedade·de interpolação . 

1.3. Normas Funcionais 

Seguindo Oklander [6 J, consideremos um espaço de 

Banach A munido da norma 11. li A e - positivo. t um numero real 

Então, -o espaço tA representa o mesmo espaço A, porem agora 

munido com a norma t 11-IIA 

Seja agora (A
0

,A1 ) um par admissÍvel. Então paPu tz 
do número real positivo ·t , o par (A

0
,tA1 ) também ser~ um par 

admissÍvel e podemos considerar os espaços 
' 

e 

Estes espaços, sao espaços ele Banach quando munidos 

das normas : 
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!!:til = in f ( !I f !I 
1 

+ t!!r1 !1/\ f. c A. } 
t, o+tAl j":J~·\-;i_ o '~o l l l 

!Ir!! = max( !I f !I, tI !fi 1/\ } , 
A

0
ntA

1 

,, 
o l 

respectiva;nente . 

Cot'l cstu motivação c seguindo Pcetre [ 7 J vamos 

intl'Oduzir as ser;uin-tes nor>mas funcionais : 

t E (O,"") _____, K(t ,f) = K(t,f ,J\
0

,A
1

) (f c A + /\
1 

) 
o ~ 

definidas, respectivar:1ente por 

1.3.0(1) 

1.3.0(2) 

KCt,f)=inf{ !!f
0

!!/\ + 
s-- Su"s-'-. o 

J('t,f)=max( !!filA 
o 

f. c A.}(fcA +A
1

) 
l ]. o 

Observemos que dado um par admissÍvel (A
0

,A1 ) e 

cada ·t real positivo fixo , K(t,f) e J(t,f) -sao normas sobre 

A0 + A1 e A0 (\A1 equivalentes a ll·IIA
0

+/\l e 
respectivamente 

Não é difÍcil verificar que ; 

11. !IA nA 
o l 

, 

1) J(t,f) é uma função contínua, monótona crescen-

te e convexa sobre (O,~), para todo f c A
0 
~ A1 
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2) K(t,f) é uma função contínua, monÓtona crescen-

te e concava sobre CO,~) , para todo f E A
0 

+ A
1 

1.3.1. Proposição 

1.3.1(1) K(t,f) 

Seja f E A
0 

n A
1 

e O < t,s < ~ 

< min(l,!) J(s,f) 
s 

Então 

Demonstração : Segue imediatamente das definições 

das normas funcionais K(t,f) e J(t,f) 

Fundamental e menos trivial é a seguinte espécie -

de recÍproca da proposição anterior 

1.3.2. Lema Seja f E A
0 

+ A
1 

tal que 

1.3.2(1) K(t, f) < 

onde C(f) é uma constante dependente de· f e O < e < 1 

Nestas condiçÕes, existe uma função fortemante men 

surável 

1.3.2(2) u: (O,~) ~ uou(t) e A on Al 

tal que 
~ 

1.3.2(3) f o f u(t) d:':t 
o 

e 

1.3.2(4) J(t,u(·t)) < 4e K(t,f) 

Pela definição de K(t,f),temos que 
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cell-tes respectivamente a A
0 

e A
1 

~ tal que f ;:; f + f on -·ln 

Assim, por 1.3.2(1) 

f on o 
n-...o.?co 

---· o 
n-~OJ 

Pondo, para e 11 
< t < 

Assirr:t_ , 

n+l e 

J ( t , u ( t)) ~max { I I f I I A + I I f 1 11 A 't I I f 1 li A +t I I f 1 1 1 I f l on on+ n 
1 

n+ 1
1 o o . 

< 2e K(e 11 ,f) + 2 K(en+l,f) 

Mas como K(t,f) é BonÓtoria crescente, então 

assim 

J(t,u(t)) < 4e K(e 0 ,f) < 4e K(t,f) 
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Seja A um espaço de Banach. Denota vemos por J)\ (A) 

com l .2. p :5.. ro , o espaço das funções f:(O,oo)--;,... 1\,fortemen-

te mensuráveis com Pelação il medida d~·:tc::dt/t ,munido da norma 

li f li = 
l,P 1,(A) 

00 

( f llf(tJIIP d,.,t )l/p 
o 

com as modificações habituais quando p = oo Quando A = H 

. l - I D usaremos sJ_mp .-:smente a notaçao _,' )': 

1. ~~. 1. Teorema São equivalentes as afirme:çÕes 

(a) Lxiste uma função (t) u:::u(t) em (O,oo),com valores em 

(b) 

(c) 

f = f u(t) d,,t 
o 

e 

Existe uma função u=u(t) com valores em A n A 1 ~ta1 que: 
o 

00 

f = f u(t) d,,t 
o 

e ti-e u(t) € LP,,(Ail (i=O,l) 

Existem duas funções f =f o o 
( t) e fl=fl(t) em (Q,oo) com 

valores em A0 e A1 , respectivamente , tal que : 

ti-B f. (t) < LP.(A.) 
l " l 

(i=O,l) 

(t) As funções vetoriais consideradas serão sempre fortemen-

te mensuráveis . 
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Seja u ::: u(t) ur!l.a 

função definida em (O,oo) , com valores em 11
0 

n A
1 

, tal quc-õ: 

e 

enúío 

e 

~ 

f = f u(t) d t :': 
o 

-e J(t,u(t)) Lp '' t ' 

Como 

i-e 
t llu<tliiA. < t-e max l I I u < t l I I P , t I I u < u I I , 1 

'o r..l l 

i-e p (' ) t u(t) e L ... (A.) l=O,l 
" l 

(b) =(c) Seja f tal que 

f = f u(t) d,,t 
o 

Fazendo 

~ 

f = l ~ u = f u(t) d 0 t 
o 

Ci=O,l) 

( -)f= convolução .entre 1 = l(x) e u ::: u(t) ) 
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c decompondo 

temos 

e 

então 

e além 

e 

l = xco,l) + 

f = c xco,l) • xcl,•l l * u 

xco~l) )fu + 

Se tomarmos 

v o 

vl 

f = 

disso 

-e t 

= 

= 

xco,u 

X(l)m) 

v (t) 
o 

+ 

7( u 

ifu 

v1 (t) 

-e 
X(O,l)) if (t u) E 

1-e. _v 1-e 
= (t 'Y.Cl,~)) "(t u) c 

(c) ==';> (d) -mcnsura-

veis com valores em A0 e A1 , respectivamente, tal que : 

ti-S f.(t) f LP .. (A.) 
l .. l 

(i=O,l) 

e 



-16-

entRo 

assjm 

t-e K(t,fl 

(d) =--ô>(~) Seja t-e K(t,f) E: 1P~·~· Como K(t,f) 

~ mon6tona crescente em t , O < t < m , temos que : 

~ ro 

( (f c-Gp d,.,c··)l/p < (f -8 p 1/p K t,f) '· o (s K(s,f)) ct,,sl . 
o o 

K(t,f) < (pG)l/p t 8 lltll p 
L ,., 

e pelo lema fundamental 1.3.2., existe uma função u:::u(t) em 

e 

asslm 

donde 

e 

00 

f = f u(t) d 0 t 
o 

J(t,u(t)) < 4e K(t,f) 

t-e J(t,u(t)J < -8 
!J.e t K(t ,f) , 

llt- 8 J(t,u(t)) li < 
p -L .. ,, 

lltlle,p,J < 4e llt-
8 

K(t,f) li P 
L ,; 

o que conclui a demonr::~tração do teorema 
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1.4.2. Definição : Sejam 8 e p nÚmeros reais , O < 8 < 1 e 

1 < p .::. "' • Denotaremos por (A ,A1 )8 o espaço das funçÕes 
o ,p 

f E A
0 

+ A1 , satisfazendo a qualquer das condições equiv.a -

lentes do teorema 1.4.1. 

Usaremos as notações (A ,A1 J8 K ou (A ,A1 l 8 J' o ,p, o ,p, 
quando estivermos definindo os espaços (A ,A

1
J
8 

utilizando 
o ,p 

as normas funcionais K(t,f) ou J(t,f) , respectivamente • 

1.4.3. Proposição : Os espaços (A ,A1 J8 àão espaços de 
o ,p 

Banach intermediários entre A
0 

e A1 , sob qualquer das normas 

equivalentes : 

1.4.3(1) llflle,p 

1.'+. 3(2l llfll 8 ,p 

1.4.3(3) llrll
8 ,p 

-e . 
= inf{ llt J(t,u(tl) li ; 

L\' 
;; 

1.'>.3(4) llrll
8 

= llt-8 
,p 

} 

Demonstr~ : A equivalência das normas é 

lia ela proposição anterior 

. 
um esco 

A demons-tração que (A ,A
1 

)
6 

sao espaços de Ba-o . ,p 

nach inhõrL'1cdiários entre A
0 

e A
1 

é feita a seguir • 

Os espaços (A ,A
1

J8 são espaços vetor-iais norma-o ,p 

dos sob qualquer das normas equivalentes,para. 0<8<1 e l.::_p_-:m. 
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Mostremos que (A ,A1 l 8 K 
o ,p' 

-e completo . 

O espaço (A ,A1 )9 K será o ) p) 
completo, se e somente se 

- . qualquer sequenc1.a 00 - -{f } absolutamente somavel for somavel em · n o 

(Ao,Al)6,p,K 

Seja {f }co qualquer sequência absolutamente somâvel 
n o 

o < t < co 

Como A
0 

+ A1 é um espaço completo, existe um Único 

f
0 

e A
0 

+ A
1 

, tal que 

ass1.m 

e 

então 

Além disso, 

00 

K(t,f
0

) c r K(t,fn) 
1 

N 
I I f - ' f I I -o- O , quando N _...., ~ o t.. n e,p,K 

1 

é somável .nara f ·o 
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Provemos agora que (A ,A
1

J8 K r- A + A
1 . o ,q, '--- o 

Para cada f e (A ,A1 J8 K , O < 8 < l, 1 < q < ~, o ,q, 

min(l,t) li 
L~ 

< llfll 8 ,q,K < 

Além disso, para cada f e A
0 
n A

1 
e com s ~ 1 em 

l. 3 . l (l) , vem 

. -- -

K(t,fl < min(l,t) llfiiA n A 
o l 

Então 

llflle,q,K < 

assim 

desse mado , conclu:i.mos que (A ,Al)8 K o ,q' . 
-c um espaço inter'-

mediário de Banach entre A
0 

e A1 . 
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1.4.4. Teorema (A ,A1 J8 =<A ,A
1

)
8 

se 1 < p < q < oo o ,p o ,q 

Em particular, 

(A ,Al)8 K =(A ,All8 oo K 
o ,q' o ' ' 

e 

t-e K(t,f) < C(8,q) llfl1 8 K ,q' 

-onde C(9,q) e uma constante positiva que independe de f 

1. 5. Teoremas de Reiteração 

1.5.1. Definição : Seja O~ 8 ~ 1 . -Dizemos que um espaço 

intermediário A, de A
0 

e A
1 

, pertence. à classe : 

(i) < f E A 

(i i) < 
-e c

2 
t J(t,fl 

-pertence simultaneaeentc u.s classes 

1. 5. 2, P:r;'oposição Um espaço intermediário A , de A
0 

e A
1 

, 

pertence à classe 
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(j.) i\ -- (/\ ,Al)G 
o '00 

( ii) 

(A,A1 J81 c:AC(A,A
1

J
8 

• 
o - ' o ,oo 

Por definição , A E K(8,A
0

,A
1

) , se e somente se, 

existe uma constante c1 positiva tal que para O < t < w , 

t-B K(t,f) < 

OU SCJa 

Prova de(ii) 

se t 
-1/n e < 

(f c A) 

s < t 

nos outros casos 

com t c (O,oo) e para cada n natural . 

temos 

então 

Assim, para cada f c A
0 

() A
1 

00 

f = f un(s) d 0 s 
o 

e un = u (s)=G (s).f n n 



-22-

w -e s Ll(s,u (s))d<s = 
n " 

n J 
o 

e quanclo n --.! .... oo , segue que 

< 
-e 

t J("t,f) 

Por' outro lado, pelo hipÓtese , existe UFta consta_n 

te positiva c2 tal que 

com f c A
0
n A

1 
, implicando o rcsul tado . 

assim 

Pela definição de J(0~A 0 ~A 1 ), temos 

ro 

JJfJJA < JJJuCtJJJ/\ d1,t 
o 

ro 

• c
2 

f t-e JCt,uCt)) d 0 t 
o 

para todo u = u(t) , tal que f = J u(t) d*t , e ent~o 
o 
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Sejam A
8

, e A811 

e A1 ,e, o < a,e < 1 

dois espaços intermediários de A 
o 

Veremos agora, algumas conexoes entre os espaços -

intermediários CA8 , ,A8 .,) K' e (A ,A1 ) 8 K entre os a,q, o ,q, 

espaços CA6 , ,A8 .,l J' e (A ,A1 J8 J e também entre os a,q, o ,q, 

espaços CA
8

, ,A811 ) e (A ,A
1 

J
8 

, sob algumas hipÓteses -a,q o ,q 

muito gerais a respeito de A8 , e A811 

1.5.3. ~oposição Sejam A8 , e A811 espaços intermediários -

de A
0 

e A1 , com O ~ 8 1 < 8" $. 1 , pertencentes respectivame!! 

Então temos 

(A ,Al)8 K o ,q' 

desde que O < a < 1 , e = (1-a)S' + aS" e 1 < q < o:. 

Demonstração Se f f: 

possui uma representação da forma 

CA8 ,,A8 ") ,q,K'' então f 

f ::: f 8 , + f 911 e, por hip-ª. 

·tese : 

K(t,f) c K(t,f
8

,) + K(t,f
8

,,) 

< + ce'' 
8" 

t llf8 .,11A 

c 

8"-8 1 

c8 n t 
K 1

( C ,fl 
e• 

e consequentemente, para e = (1-a)S' + a.8 11 
, temos 

8" 
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llt-(e"-B') 

l-a a c8
, c

8
n 

< 
(~u- e -;)T/q 

Desse modo , 

llrll 6 ,q,K < 

onde f c (A8 , A8 ,l K' 
' o:,q,, 

c) I 
'" I 

1. 5. 'f. Proposic~o 
-~-~~-

Sejam A
8

, e Aen espaços intermediários 

de A
0 

e A1 , com O < 8 1 < 

te as classes J_(8 1 ,A
0

,A
1

) 

9'' ::;_ 1, peFtenccntes respectivame.~1. 

e J(8 11 ,A
0

,A
1

) . Então temos 

desde que o< 0'. < 1 ' 8 = (l-a)8' + aen e l < q < "" 

Demonstracão : Se f c (A ,A1 J8 J' existe uma fun 
o 'q' 

ção u~u(s) em A
0 
n A

1 
, tal que 

com u(s) E: 

~ 

f= f u(s) d,.,s 
o 

l 
L ... (A +A

1
l .. o e 

assim, u~u(s) é fortemente mensurável em A
8

, n A911 , 

por hipÓtese : 

então 



J' (s,u(s)) 

e 

J 1 (s,u(s)) < max 

-
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-8" J(s,u(s));C811 s J(s,u(s)) } 

max s-(e"- 8 ' )s J(s,u(s)) } 

onde ce, e ce" sao constantes positivas 

Se tomarmos 

então 

J'(s,u(s)) < ce, 

para quase todo s 

Então , 

lls-"J'(s,u(s)lll 
L~ 

e 

lls-"J'(s,u(sllll < 

L~ 

8"-8 1 

t = s , 

l 
c " e11 -e 1 

J c c c e l 
8' 

,u(s)) 

- 8' 
c 8 11 -8 1 

a e 11 

ce, li c-c l e, -

l 
c 8"-8 i e" JCCc-sl , u(sl)ll 
8' 

l 

~l-a C0 (8''-S')q -e ce, e''-e' 
lls J(s,uCz;-s )) li "'e' e" e" 



portanto 

então 

e f o 

e 

com f E 

CAe, Aeu),.., q J' 
' v. ' ' 
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< I llu(s) liA +A d,,s 
o 9' 9" 

< I 
o 

min(l,!) 
s 

J'(s,u(s)) d
1
-:s 

liS-a J(s,u(s))ll 
L\, 

Finalmente concluímos 

f 
00 

l 
I u(s) d~·~s en-et = 8 11 -9 1 
o 

00 cs' 
I 

8"-8' 
dl':s = u(c:-:: s ) 

o 8" 

< llflle,q,J 

(A ,A1 ) 8 J , onde 9 = (1-a)S' + aS'' 
o ,q' 

As duas Últimas proposiçÕes forseccm condiçÕes pa-

ra a demonstraçãc do Teorema de Reiteração( ou Teorema de 

Estabilidade ) : 
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1.5.5. Teorema : Se os espaços intermediários A8 , e A811 ,de 

A
0 

e A1 , com O ~ 8 1 <- 8" s 1 , pertencem res~ectivamente às 

classes H(S' ,A
0

,A
1

) e H(8 11 ,A0 ,A1 ) , então para 8:;(1-a}8 1 + o.8" 

com O < a < 1 e 1 2 q 2 oo , temos : 

= 

e as normas desses espaços sao equivalentes . 

Demonstração : Segue de 1.5.3 e 1.5.4 e a eqúiva­

lência das normas segue das definições 
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1.6. Discretização de espaços intermediários 

Seja A um espaço de Banach. Denotamos por tP(A) , 

1 ~ p 2 ~ , o espaço das sequências {fn}n em A tal que as 

sequências !I !fnl IAl e ip , Munimos p espaço ip(A) com 

a norma 

com as modificações habituais quando p = = 

sequência 

então 

assim 

Seja (A ,A
1

) um par· admissível e consideremos uma 
o -

{u } 
n 

em A
0 
n A

1 
, tal que 

(i=O,l) 

Com efeito , 

!lu liA A .::_ min(l,e-n) max{ !lu li\ ,en!lu liA} , 
n o+ 1 n L o n 1 

ne -n -ne li n8 -n li n(l-8) 11 <e min(l,e )))e u A +e min(l,e ) e u 
n .

0 
n 



-29-

Somando c. aplicandc a desigUélldade de Iiolc1eP, v~-om 

~ 

li li I { n8 . ( -n u c e m1n l,e )} 
n A +A 

O 1 -oo 

+ 

00 

' ( n8. ( -n)} llen(l-G)u.ll ~ e m1n l,e 
1 

A 
- CQ ) "l 

Como 

11 ng -n 11 {e 'min(l,e )} 
1 ,P 

segue o resultado desejado . 

1.6.1. Proposiç~o são equivalentes as afirmaçÕes 

(a) Existe uma função t ~ u(t) E A
0 

n Al , tal que 

e 

f = f u(t) ct,,t 
o 

t-e JCt,u(tJJ 

- . (b) Existe uma sequenc1a 

e 

00 

f = ' u l n 
-oo 

(u } 
n 

{ nCi-BJ 1 ,r(A.) e un o 
' 

(i=O,l) 



então 

asslm 
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(a) =o;;. (b) Seja u=u(t) tAl que 

f = f u(t) d 1,t 
o 

se· definirmos 

n+l 
e 

u
0 

= f u(t) d 0 t 

en 

e -e P 
t J(t,u(t)) E L * 

n+l 

llen(i-8)u I 'IP (' p(B-i) 
A < ~ax l,e ) 

n . 
f llti-eu(t) 11~. d,.,t 

l e" l 

I I I e n (i- 8 ) U
0 
li À. < max(l,ep(B-i)) 

ro 

f llti-eu<tlll~. 
l 

e 
-00 l 

{en(i-8) u-) 
n 

Portanto , 

ro e 
n+l 

u = I f u (t) 
n ro n e 

(b) ==?> (a) 

.e 

Se definirmos 

u(t) = 

o 

(i=O,ll 

ro 

d,.,t = f u(t) d,,t = f 
o 

(i=O,l) 



então 

00 

f 
o 

assim 
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c LP .. (/1.) 
•. l 

e pelo teorema 1. 1+ .1, conclui mos que 

t- 8 J(t,u(t)) c 
p 

L :': 

Além disGo 

n+l 
00 00 e 00 

f " )' u " L n f u(t) d,,t " f u(t) d,.,t 
-oo - 00 n o e 

Se _f E (A ,A1 ) 8 J , então 
o ,q' 

-qe 00 -ne 
L (e J(e n 

,un))q < llfllª,q,J e 
-oo 

e 

00 

llfllª,q,J.". eq L (e-ne J(en,u ))q , 
n 

- 00 

00 

onde f " L u n 
- 00 

Demonstr~ão Pela proposição l.G.l,se 

existe uma sequência {un} em A
0 

(\ 1\
1 

, tal que 

f " ' u L n e 
-oo 

fdLI ,A1 ) 9 J 
o 'q' 

(i:::O,l) 



assJ.m, se tomarmos 

u(t) = u n 

e usarmo~; o fato qw~ J ( t, u ( t)) é monótona cres ceni:e, 

então 

Além dis~w , 

00 

f (t-e J(t,u(t)))qd
0

t 
o 

00 

< L eq (J(en,un))q 
n+l 

f e t-qe ct,,t 
-oo 

-oo 

Por outro lado , como 

< L 
-oo 

- (n+l)q8 
e 

n+l e 
f J(t,u(t)) d 0 t , 

en 

-(n+l)q8 n q 
e (J(e ,un)) 

então 
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~ 

c f (t-e Jlt,u(tlllq d 0 t 
o 

= llfllé,q,J, 

o que demonstra a proposição 

Um resultado equivalente quanto à natureza da pro-

posição anterior é ob·tido diretamente como segue • 

1.6.3. Proposição Se f E: (A ,A1 l 8 K , então 

e 

Demonstração 

o ,q, 

(e-08 .. K(en,fllql_< llfllq S,q,K 

< E (e -ne K(en ,f) /1 ) 

Temos que 

-~ 

oo n+l 
= I (K(e 0 ,f)q f" t-qB d

0
t 

-~ 

n+l 
oo e 

< E f
0 

<t 9Kit,fllq 
-ru e 

00 

= f <t- 9K<t,fllq ct 0 t = li f llq e,q,K 
o 
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Por outro lado, pela monotonicidade de K(t,f),temos 

~ 

llfllª,q,K = f (t-
8
K(t,f))q d;,t 

o 

"" n+l 
< < fen t-q8 ( n+l q L K(e ,f)) d 0 t 
-~ e 

= n+l 
< I J: eq t-qB (K(en,f))q d

0
t 

-oo e 

< 

en+l 
n q f -qe (K(e ,f)) , n t 

-oo e 

< 

00 

L ((e-ne K(en,f) )q) 
-oo 

concluindo o resultado desejado , 

Pa~a concluir este parágrafo, vamos introduzir uma 

análise mais detalhada da discretização dos espaços do tipo 

K . 

Seja (A
0

,A
1

) um par admissível e considere~os as 

sequências {f } 
on 

, respectivamente em A e A1 o . 

tais que , para todo inteiro n 

f = f + f on ln e (i=O,l) 
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1.6.4. Proposição Sã.o equivalentes as seguintes afirmaçÕes: 

(b) Existem sequências { f } 
on e 

pectivamente, tal que para todo n inteiro 

e 

tal que 

então 

além disso 

f = fon + fln 

{en(i-9) f. } 
1n 

Demonstração (a) == (b) 

(i=O,l) 

Seja f tal que 

Peio teorema 1.4.1 , existem dnas funçÕes 

f = f (t) 
o o 

f = f + f o 1 

e 

e ti-B f.(t) o LP.(A.) 
l .. l 

Se definirmos, para cn < t < 
n+l 

e 

(0< t < ro) 

(i=O ,l) 
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(b) =='> (a) Se existirem sequências{f } e {fi } on n 

em A
0 

e A
1 

, respectivamente, tal que para todo n inteiro te 

nàamos 

f = f + f = cte. on ln 

e 

n n+l então, para e < t < e , poderemos definir 

f. 
ln 

Desta forma , vamos· ter ___ :_ 

-onde C e uma constante que independe de p e n 

Além disso, 

(i=O,l) 

(i=O ,l) 

+ llti~efi (t) 11]:~ d,.,t 
l 

e como 

e 
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assim 

então 

, 

desse modo· 

(i=O,l) 

e pelo teorema 1.4.1 , concluimos que 



CAPÍTULO II 

UMA TEORIA DE APROXIMAÇÃO 

2.1. Introdução 

O objetivo -deste capítulo é desenvolver uma teoria 

de aproximação para espaços normados. Esta teoria de apro-

ximação será inspirada nas desigualdades clássicas de Jack-

son e Bernstein e na teoria de interpolação desenvolvida no 

capítulo anterior 

Vamos definir aqui um espaço de aproXimação e o 

principal resultado mostrará que este- coincidirá com um esp~ 

ço de interpolação • 

- . Terminaremos o capltUlo, caracterlzando um espaço 

de interpolação, usando a teoria de Aproximação . 

2.2. Os espaços A(a,q,K) c A(aJq,J) 

Seja A um espaço de Banach e consideremos uma se-

quência crescente de subespaços tais que : 

{O} = 

Para todo a e: A , introduz-imos 

E (a) = inf{ lla-wll 
n 

w 1': w } 
n 
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onde n = O, 1, 2 , ... 

Segue imediatamente que 

2.2.1. ~finição Seja {W } ~ uma sequência crescente 
n n=O de 

subespaços de A, O < a < co,l.::_q5._co .Denota-

mos por A(a,q,K) o subespaço dos a~ A, tal que : 

2.2.2. Proposição O espaço A(a,q,K) é um espaço de Banach 

quando munido da -norma 

E Cal}!! 
n ~q 

Da definição do espaço A(a,q,K) e de sua norma se­

gue a desigualdade da proposição seguinte, que denominaremos 

Desigualdade de Jackson 

Seja a~ A(a,q,K) Então 

ÕDservemos que a desigualdade de Jackson implica 

o 
n -~co 



-40-

Isto nos permite então, denominar os espaços do 

tipo A(a,q,K) de espaços de aproximação • 

2.2.4. Definição de 

subespaços de A, O <a<oo, l~q~oo .Denotamos 

por A(a,q,J) o subespaço dos elementos a c A, para os quais 

existe urna sequência {wn}' com wn E: Wn tal que 

2.2.4(1) a= r wn 
o 

e 

2.2.5. Proposição 

li ali" ,q ,J 

O espaço-A(a,q,J) -e um 

quando munido da norma 

in f{ li e 
na wnllltq;a = 

espaço de Banach 

m 

r } = w 
o n 

Novamente, temos outra desigualdade, que denomina-

remos Desigualdade de Bernstein, que teve origem na definição 

de A(a,q,J) e de sua norma , 

2.2.6. Proposição Seja a E': W 
n 

Então 

Demonstração Como a E ~v 
n 

então a E A(a ,q,J) 

Desse modo, podemos garantir que 
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llalla,q,J 

Vale a seguinte relação de inclusão entre os espa-

ços A(a,q,K) e A(a,q,J) 

2.2.7. Proposi~~ A(a ,q ,Kl C:A(a ,q ,J) e 

llalla,q,J < 2 llalla,q,K 

Demonstração : Seja a € A(~,q,K), Assim,para cada 

n=O,l,2, .•• e E> O , existe w~ E Wn tal que 

e desse modo 

w' 
n n---... oo 

Tomemos então 

w = w' - w' n n n-1 

e 

w = o o 

assim 

e 
00 N 
I w = lim I n o N-""' o 

Além disso 

a 

para n > o 

w = lim wl\r = a n N-> 00 
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< (l+el E (a) + (l+el E 
1

<al 
n n-

J/ena w /IA < 2(l+ol E (a) ena 
n n 

então 

//a//a,q,J < 2 /Ja//a,q,K 

Esta Última proposição leva a conjecturar sobre 

uma recíproca e sobre a identidade dos espaços A(n,q ~K) e 

A(a,q,J) 

Isto irá ocorrer dentro de algumas hipóteses adi -

cionais e será tratado no prÓximo parágrafo . 
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2.3. Aproximação e Interpolação 

Vamos demonstrar neste parágrafo que os espaços de 

aproximação, coincidem sob algumas hipÓteses, com certos es-

paços de interpolação . Para isso vamos introduzir três 

classes de espaços ligados às desigualdades de Jackson e de 

Berns·tein, inspirad.as na teoria de interpolação 

Como antes, consiàeremos uma sequência à e 

subespaços de um espaço normado A , tal que : 

2.3.1. Definição Seja F um subespaço de A. Dizemos que: 

2.3.10) F E D(a,K)< > En(a) < c e -no l!ai!F , a E F 

2.3.1(2) F E D(a,J){ > !!ai!F ~ C ena !!aliA , a E w 
n 

2.3.1(3) F o D(a) '( > F E D(a,K) í'\ D(a,J") 

Analogamente ao que foi fmito na teoria de in·terp~ 

lação,passaremos a estudar uma caracterização dessas classes 

2. 3. 2. Propos~ : Seja F c:_ A Então 

2.3.2(1) F E D(a,K)=~ F = A(a,oo,K) 

2.3.2(2-}. F E D(u,J)4--;!> 1\(a.,l,J) = F 

2.3.2(3) F E D(a) "" 9 A(a,l,J) = F C: A(a,=,K) 
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Demonstração Prova de 2.3.2(1) 

Seja F c D(a,K). Da definição de D(a,K),temos 

n=O,l,2, ••• 

então 

e pela definição do espaço A(a,m,K), vem que 

llalla,q,K < 

Reciprocamente, se a c F, então a € A(a,ro,K) e pe-

la desigualdade de Jackson, temos 

n=O,l,2, •.• 

Como por hipÓtese, li a li oo K < C li a li F, a , , 
segue 

então que 

, 

ou equivalentemente, 

F c D(a,K) 

Prova de 2.3.2(2) 

Se F € D(a,J) , então por definição , temos 

2.3.2('•) < 
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Seja a E ACa,l,J) e wn c í-'ln , n=O,l,.,. , tal que 

Então, usando 2.3.2(4) , segue que 

00 

Como a representação a = l wn , foi tomada arbi -
o 

trária, segue : 

inf { 

= C llall 0 ,l,J , 

o que implica que 

A(a,l,J)C F 

" n 
} 

Reciprocamente, se A(a,l,J)C f , então existe C>O, 

tal que 

llallr .::_ C liaii., 1 ,J 

para todo a E A (a , 1, J) • 

Em particular, se a c H e tomando a desi..::ualdade 
n 

de Bernstein , ·temos 



-46-

Portanto , 

ou equivalentemente , 

F c D(a,J) 

Prova de 2.3.2(3) 

Segue das demonstrações de 2.3.2(1) e 2.3.2(2) 
--~-

2.3.3. Proposição : Sejam Fi e: D(o:i,K), i;:O,l , O< 9 < 1 e 

Então 

(F ,F1 J6 K C: A(a,q,K) o ,q, 

Além disso 

< c li a 11 8 K , para algum C > O • ,q, 

Demonstrasã~ : Seja a € (F ,r1 J8 K . Assim , para 
o ,q' 

cada decomposição da forma 

< c 
o 

-na 
e 

a~ a + a
1 

, com a. € F., vem: 
o l 1. 

li a li F + cl 
o o 

-na e 



assim 
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-na e 

mas como a - ao ~ e(al-uo) , então 

l!all.,q,K = lllena E (allll 
n tq 

w 
(en8(al-uo)K(e-n(al-ao) < C' ( L ,a) )q )l/q 

o 

o 
= C' ( L (e-n6(a,-ao)K(en(a,-aol ,a))q )l/q 

w 

w 
(e-n8(al-ao)K(en(al-ao), < C' ( L a) )q )l/q 

-
00 

w 
= c• c f lt-ec.,-.,J Klt" 1-"',aJJq d

0
tll/q 

o 

w 

~CC'/Ca,-a,Jl C f ls-6Kis,allq d0 s Jl/q 
o 

< c I -ne n J q (e K(e,a) 

= C" llalle,q,K 

onde C 11 ~ C 1 I (a 1-a 0 ) , concluindo o res ul tacto des ej acto • 
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2.3.4. Proposição : Sejam F. E D(a. ,J), i:-:0,1 ' o < e< 1 e 
l l 

a = (1-S)ao + 6a 1 , ent;o : 

A(o,q,J) c= (F ,Fl)9 J o ,q, 

Além disso 

llalle,q,J < C llall.,q,J , para algum C> O • 

Demonstração : Seja a E A(a,q,J) e 

Tomemos un = w -n se n < O 

assim 
~ ~ o 

a = L un <= L wn = L 
~ o ~. 

Além disso, 

J(en(ol-•nl ,w_nl = max( llw_nllr ' 
o 

w ) -n 

a = L 
o " n 

= O se n > 

e multiplicando ambos os termos por e-naoCat-ao) , vem 

o , 

e-nao(cq-a 0 )J(en(c:q-ao),un) < e-neCat-ao)e-na:oc' ]]v;_nllA, 

onde C = max (C
0

,C
1
). 



Então 

assim sendo 

(e-n9(al-a 0 ) J{en(a 1-ao), 

então 

Se definirmos 

u(tcq -ao) ;:: u 
n 

00 

un l < -

= 

llallª,q,J f 
-e q = (s J(s,u(s)l d 0 s 

o 

-no 
e 

00 

cq I 
00 

00 

cq I 
o 

{e-n"llw_nlllfi. 

(e -na 
llw_ni!Alq 

00 

= (a 1 -o 0 l f (t-e<a,-aol J(t01 - 00 ,u01 -" 0 lllq d
1
,t 

o 

d,.,t 

-qe(o 1 -o 0 ) 00 

q (o 1-o 0 ) l-e v 
= e ( e )" 

q 00 

d,,t 
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< eq(a,-a,)(a,-a,) I 
~ 

li a li 8 ,q ,J < C I I a li a ,q ,J 

2.3.5. Proposição . Sejam Fi e: D(ai) , Í;Q,l , O < 9 < 1 e 

a= 0-elao + 9a 1 então 

2.3.5(1) (F ,Fl)8 K C (F ,Fl)8 J o ,q, o ,q, 

2.3.5(2) = A(a,q,K) = A(a,q,J) 

Demonstração : Segue das proposições 2.3.3 ,2.3.4 

e das defini"ções dos espaços (F ,F
1

l
8 

K e (F ,F
1

l
9 

J • 
o ,q' o ,q' 

OBS. :Quando A(a,q,K)=A(a,q,J) escrevemos simplesmente ACa,q) 

Para concluir este capítulo, ·faremos uma aplicação 

da situação acima, caracterizando um espaço de interpolaçção 

através dos espaços de aproximação . 

2.3.6. Exemplo : Consideremos A
0 

= C(T), o espaço de Banach 

das funções contínuas e periódicas de perÍodo. 2~,munido da 

norma : 

llfll~ = sup ( lf<xll, O< x < 21T} 

e A
1 

= c1 (T) o subespaço das funções continuamente diferen -

UNICAMP 
. " ,:r 
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ciáveis , munido da norma 

f, por 

O espaço A
1 

é t'ambém um espaço de Banach • 

Se f E A
0 

, definimos o mÓdulo de continuidade de 

w(t,f) = su~ {if(x+h)-f(xlll 
lhl.:'_t 

Introduzimos então o espaço Lip e, como o subespa-

ço de A
0 

, tal que : 

da norma 

= sup {w(t,f)/t9 } 
t>o 

-O espaço Lip G e um espaço de Banach quando munido 

Observemos inicialmente que 

c1 (T) C: Lip 9 C: C(T) 

isto é ,Lip 9 é um espaço inter,mediârio en·tre C(T) e c 1 (T) 
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Vamos demonstrar que 

(C(TJ,C1(T)J 9 = Lip 9 
,~ 

(0<9<1) 

usando a Proposição 2.3.5 • Para isso, consideremos o esp~ 

ço Wn , como o esp~ço gerado por sen kx e cos kx : 

Wn :: [sen kx , cos kx , k=O,l, ••• ,n J 

e também os espaços de aproximação assoaciados A(S,w,K) e 

A(9,m,J) 

A demonstração de tudo o que segue neste exemplo é 

baseada em teoremas clássicos de Jackson e Bernstein sobre 

a melhor aproximação com polinômios trigonométricos. Vamos 

enunciar eStes teoremas cujas demonstrações podem ser encon-

tradas, por exemplo, no livro de Butzer-Nessel [ 2 J 

Teorema de Jackson 

temos : 

Prova 

36 

Se f e: C(T) ,então para cada n e: -N 

-1 w(n ,f) 

Ver 2.2.1,[ 2] 

, 

Teorema de Bernstein Se Pn é um polinÔmio de grau n,então; 

Prova Ver 2,3,1,[ 2] 
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Teorema : Se, para algum a , O< a< 1, f e C(T), existe um 

w e wn tal que 

(n_,.oo ) 

então 

w(t,f) = O(t") (O < <:< < 1) 

Prova Ver 2. 3, 3, [ 2 ] 

Teofjêma : Seja f E C(T) , 

(i i) 

assim 

f E Lip <:< 

f e Lip 1 

Prova Ver 2.4.1 , [2] 

Vamos demonstrar inicialmente que 

Lip 6 = A(6,oo,K) 

Mostremos primeiramente que A(e,oo,K) C: Lip 9 • 

Se f e A(S,oo,K) , então por 2.2.1 , temos 

E (f) < C e -ng li f li 
n 6,oo,K 

E (f) < C n-6 
n llrll 8 00 K 

' ' 
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e pela de~igualdade de furnstein, temos 

w(t,fl!lflll <c t 8 v f 7- o 

assim 

w(t,f) <C te llflle m K V f 
' ' 

desse modo 

w <t,fl =o <tel 

-o que e equivalente a diZer que 

f < Lip e 

Reciprocamente, mostraremos que Lip 9 C A (9 ,m ,K) • 

- -~ -

Se f € Lip 8 , então {f} 8< ro 

pela desigualdade de Jackson , vem 

então 

assim 

E (f) < 36 
n 

E (f) < 
n 

-1 
w (n ,f) 

ene En (f) < 36 w (n - 1 ,f) I ne. 

- . . e f e contlnua,asslm 

< 36 sup {w (t ,f) I t
8 } 

e 

= 36 {fl 8 

ene E (f) < m 
n 



assim 

então 

e 

então 

assim 
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f E A(9,m,K) • 

Concluimos assim que 

Lip Q ' A(Q,ro;K) . 

Vamo~ agora demonstrar que 

c1 (T) e D(l) = D(l,Kl n D(l,J) 

Mostremos que C(T) E D(O,K) 

Pela definição 2,3,1(1), temos que 

VfeF 

Pelo teorema de Jackson, temos que se f E C(T), 

E (f) < 36 
n 

-1 w (n , f) 

o que é equivalente a dizer que C(T) E D(O,K) 
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Mostremos que C(T) e D(O ,J) 

A demonstração é trivial e segue da definição 2,3. 

Mostremos agora que c1 (T) e D(l,K) 

Pela definição 2.3.1 , temos que : 

Como Lip 1 C A(l,co) , temos que 

-n < e 

~ip 1 

~ e-n C !!f!!~+ ~up {w(t,f)/t} ) 

e pela desigualàade do valor médio , temos 

assim 

-n < e ( llfll~ + lif'll~) 

Mosrremos agora que c 1 (T) E D(l,J), o que é equi­

valen·te a garantir que : 
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Temos que 

mas, pela ctesigualdade de Bernstein, vem 

onde n é o grau do polinômio f, assim 

' 
llfll! < (l+2n) llfll~ 

concluindo que c1 (T) e D(l) 



CAPÍTULO I II 

INTERPOLAÇÃO DE ESPAÇOS DE SOBOLEV 

.. ·.-· -
Neste capltulo, estudaremos a caracterizaçao de e~ 

paços de interpolação entre espaços de Sobolev. Inicialmente 

introduziremos as noções de derivada fraca e de espaços de 

Sobolev. Apresentaremos então os espaços de Sobolev fracio 

nários ou espaços de Lipschitz generalizados que permitirão 

caracterizar os espaços de interpolação entre espaços de So-

bolev. 

3.1. Es2aÇos de Sobolev 

Denotaremos por Li
0

c(Rn) o espaço das funçÕes lo­

calmente integráveis no Rn. C~(Rn) será o espaço da fun­

çoes infinitamente diferenciáveis com suporte compacto no R~ 

Seja a~ (a
1

, ... ,an) uma n-pla de inteiros não ne­

gativos. Assim, para 

•• o + "n 

façamos 

Vamos introduzir a noção àe derivada fraca para uma 
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função localmente integrável . 

Se$ e C~(Rn) , a derivada de ordem !al está bem 

definida no sentido clássico . 

3 .1.1. Definição Sejam f,g 
" 

Diremos que ~ ê a 

derivada fraca de ordem a da função f e 

escreveremos 

se 

f g Cxl> (x)dx 
Rn " 

Quando n = 1, pode-se demonstrar (usando o teorema 

de Lebessue que caracteriza as funções absolutamente contf -

nuas como as p~imitivas de funçÕes integráveis) que neste c~ 

so a derivada fraca coincide com a derivada no sentido clâs-

sico (de Lebesgue) 

Quando n > 1 , a situação já é completamente dife-

rente. Por exemplo : Existem - l 2 funçoes ~ e L10b(R ) tal que 

= o 

mas as derivadas fracas af/ax e af/ay nao existem. Basta 

tomar 

f(x,yl = g(x) t h(y) 

onde g e h são funções não absolutamente contÍnuas . 
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-Os espaços de Sobolev sao espaços funcionais cujas 

funções apresentam maior regularidade . 

3.1.2. Definição 

ao espaço àe Sobolev Wm'p(Rn) se possue 

derivadas fracas Daf pertencentes a Lp(Rn) para todo a tal 

que I a I ~ m . 

Vale a seguinte proposição 

3.1.3. Proposição O espaço de Sobolev Wm,p(Rn) é um espaço 

de Banach, quando munido da norma 

IIIIIm,p = 

Usando técnicas de regulari2ação,temos também 

3 .1. L~. Proposição O espaço C (Rn) e denso em VJm,p(Rn) , 
c 

As funções de \•Jm'p(R0
) apresentam uma certa regul~ 

ridade : São funções contínuas . Para demonstrar este fato, 

vamos necessitar da seguinte proposição : 

3.1.5. Proposição Seja f e Lp(Rn). As seguintes condições 

sao equivaleQtes 
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Além disso 

Demonstração (faremos para p = 2 e para o caso 

mais geral, ver Calderón [ 3 J ) . 

Pelo teorema de Plancherel, temos 

2 
llíhll~ f a l~m 

I !D"f 112 = f a l~m 

= f a l~m 
llx"r li; 

fcf lx" 1
2

> 
2 

= lfCxll dx 
a I "m 

Por outro lado,existem constantes positivas A e B, 

tal que 

2 
A(f lx"l ) < 

Ta! <m 
(l + 

2 m 2 I x I ) ~ B C f I x" I ) 
Ta l~m 

portanto 

3.1.6. Proposição ,então -f e uma 

função continua .• 

Demonstração : Como f e: \'Jm'p(Rn) ,então pela propo-
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sição anterior, temos 

e pela desigualdade de Holder 

pois 

t1ais ainda, 

para 1 < q < ~ e em particular se p > 2, temos na desiguald~ - ---

de generalizada de Holder , que para temos ; 

Se 1 < p < 2 , pelo Teorema de Hausdorff-Young 

donde 

f(x) -n = ( 2n) 
~n 

implicando assim o resultado . 



-63-

3.2. Interpolação de espaços de Sobolev 

Vamos agora caracterizar o espaço 'de interpolação 

(LP ~Jm'p) ;; Lip(s,m,p,q) 
' s/m,q 

(O<s<m) 

Para isso, introduziremos os espaços de Lipschitz 

generalizados . Estes espaços são também conhecidos como es­

paços de Besov ou espaçqs de Sobolev fracionários . 

Seja Th , h E Rn, o operador de translação defini­

do sobre o espaço Lp(Rn) , por 

Consideremos 

m 
6~f(x) = (Th-I)m f(x) = I (-l)m-J <jl f(xtjh) 

o 

a diferença de ordem m da função f, e, para t > O , 

w (t,f,p) = sup!ll b~ f(xlll ; O< lhl < t l 
m Lp 

o mÓdulo de continuidade de ordem m , 

3. 2 .1. Propo~ic:ão Sejam f E Lp(Rn) e K(t,f):::K(-t,f,LP,v;m,p) 

Então existem consta~tes positivas A e B 

tais que 

A K(t,f) < w (tl/m,f) + min(l,tlllfll < B K(t,f) • 
m p 
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Demonstração suponhamos inicialmente que t > l • 

como 

temos que 

portanto 

K(t,f) 2_ + min ( 1, t) li f li p 

Por outro lado, se f= f
0 

+ f
1

, 

f E 'l'i'm,p , vem que 
1 

donde 

min(l,t) llfllp < K(t,f)' 

e como 

e vamos ter 

com 

w (tl/m,f) + min(l,t) llfll < Ü+2m) K(t,f) 
m p-

ou se]a, a equivalência está demonstrada para t > 1 

, 

e 

Suponhamos agora que t < 1 , Faremos a demonstra-
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ção somente no caso de uma variável. O caso de várias variá-

veis segue fazendo as devidas modificações, com os cálculos 

devidamente complicados 

e portanto 

segue que 

donde 

vem 

Temos inicialmente que 

w (tl/m,f) < 
m 

< w (tl/m,f ) 
m o 

w Ct11m,f) < 2m K(t,fl 
m 

e finalmente 

-

' 

+ w. (tl/m f ) 
m - ' 1 



e 
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Reciprocamente, dada f s Lp(R), façamos 

1 

f 
o 

1 
f 1 =f xm(y) [1-(-1)m'~t1/m f] dy 

o 

onde j < ym < j+l (j = 0,1, •.• ,m-1) e 

( k)m-1 y--
m 

asslrn por um cálculo de rotina, temos que 

1 
f xm ( y) dy = 1 
o 

Não é difÍcil ver que o par f
0
,f

1 
fornece uma decom 

posição da função f, isto é , 

e que valem as seguintes desigua~dades 

llf
0
llp < C" w<t

11
m,f) 

dk 
tll~f111p 

dx 

onde k = 1,2, ... , m 

< C" w(tl/k,f) < 

(i=O, 1) 
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Como t < 1, vamos ter 

K(t,f) < !!f !I + t!lfl!l o p m,p 

< c 

< c C" w(tl/m,f)) 

< M ( ~(tllm,f) + min(l,t) !!f!! ) 
- p 

concluindo assim a demonstração do teorema . 

Façamos, para O< a < m 

Da proposição 3.2.1, segue então a seguinte 

3,2.2. Proposiç~o : Se O < a <me 1 < p,q < m, Ent~o 

3.2.2(1) f e Lip(a,m,p,q) 

se e somente se 

3.2.2(2) t-a w (t,f) € L~ 
m 

e as normas 

3.2.2(3) !! f!! =!!t-a/m Kc-t,f,LP,I,!m'p)!! . a,m,q,K Lq 

!!f! !a,m,p,q = !!f!!p+ ,!!t-a wm(t,f) 1\~ 
-:: 

3.2.2(4) 

sao equivalentes , 
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Quando q =oo , escreveremos 

ou quando p = q = oo , simplesmente escreveremos 

(Loo Wm'oo) = Lip a 
' cr/m' oo 

o que é válido, tendo-em vista a proposição anterior,que peE 

mite também, chamar os espaços de Sobolev fracionários 

Lip(a,m,p,q) de espaços de Lipschitz generalizados . 

Vamos agora fazer um estudo de reiteração da inter 

polação dos espaços de Sobolev q~e terá uma importante apli­

cação no capítulo seguinte . 

3.2.3. Proposição O '·Jk'p(Rn), k l 2 t s espaços ~" __ = , , ••• ,m;per en-

cero ã classe K(k/m,LP,wm,p) 

D~monstração Se k = m e f 

tão que 

K(t,f,Lp,Hm'p) < t jjfjj · 
m,p 

ou seJa, pela definiçao l.S.l(i) 

Agora, para k=l,2, ... ,m-l , sUponhamos inicialmen-

te que n = 1 

Se f E wk,p ' temos 
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e 

pois 

s s 
= f ... f 

o o 

portanto 

Agora temos : 

m-k k . k 11 11 .::_ 2 2 mln(l,s ) . f k,p 

ou ainda 

w (t,fl < 2m min(l,tm) llfllk . m ,p 

aSSlffi 

= 2m li f li k ,p 
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ou seja 

e segue então pela proposição 1.5.2., que 

O caso geral, n > 1, segue com alguns cálculos adi 

cionais considerando-se a seguinte fÓrmula : 

3, 2. 4. Lema Seja f e Wm,p(Rn),!al < k e O < k < m . 

Então 

Demons-tração Para n = 1 • 

Seja Th o operador de translação em Lp(R) e consi­

deremos as funções ve·toriais 

onde À E R e J , = 1 , 2 , ••• , m 
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Aplicando a fÓrmula de Taylor às funções considera 

das acima, vem : 

3.2.4(1) f(x+t 11mil 
m-1 

= l: 
~ 

l: D0 f(xlj" tm 

1•1=~ ~: 

+ 
t=O 

+ t 

m-1 

f
i (l-À) 

(m-1). 
o 

l 

<l: D6f(x+Àtrnjlj 6 )dÀ 

IBI=m 

onde O < À < 1 . 

Como 

det (j") # O 

j=l, ... ,m , a= O, ... ,m-1 , existem escalares A. tal que p~ 
J 

. o 
ra um determinado a , tenhamos 

mos 

donde 

i=l o 

Agora multiplicando 3.2.4(1) por A. e somando tere 
J 

+ 

i=1 
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m 
1 

(r "j f(x+tmj) -

j:1 

assim 

então , existe uma constante positiva D , tal que 

Para n > 1 . 

Consideremos agora Th o operador de translação em 

Lp(Rn) e as funções vetoriais 

1 
____ _.,T(Hmj )f E Lp(Rn) 

onde j=(j
1
,j

2
, ... ,jn) com ji=l,2, ... ,m para i=l,2, •.. ,n 

Pela fÓrmula de Taylor , temos : 

m-l 
3.2.4(2) E 

~=O 

Y D0 f(x) 
TaJ=t 

+ 

l 
l (l-' )m-l f B · m. 

+ t J ( -lY' ( D f(x+lt J) 
o m • B J =m 

onde O < >.. "" 1 
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Assim, como no caso an-terior, dado ao=(a~,a 0

2 , ••• ,a 0
) - n 

existem para cada i=l,2, ... ,n ' A. ' J. 
j.=l,2, ... ,m tais que 

1 
1 

l o se a = a. 
l: . a 

Aj. { 1 
J. = 

j . 1 
1 o t 

o 
1 se a a. 

1 

e multiplicando 3.2.4(2) por e tomando a soma 

mÚltipla sobr·e ( j 
1

, ... , j n) , teremos 

+ 

·--

l: .. ·L A •••• A. 
j j Jl Jn 

2 _ n 

----] l l --_- - m- -
.m .mf(l-Ã) (f DBf( tm. )'B)dX 
J 1· · · J .,.-=rl"' · x+X J J n ,m -- • o l-o P -m 

o 
Explicitando Da f(x) e tomando a norma p, vem 

que é o resultado desejado • 

3. 2. 5. P:ropos iç~10 k,p n) 2 Os espaços ~-1 (R ,k=l, , ••. ,m, perten-

cem à classe J(k/m,LP,v/n,p) , 

D t - ·. S"J·a f c 1,-)m,p(Rn) • Ent;o emons-·rac::ao ..... ... .:.• 

2,, , , ,m-1 , pelo lema ante1~ior 

. ' 
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= D t-k/m J(t,f,LP,Hm,p) , 

portanto, existe C = C(k) tal que 

Para completar a demonstração, observemos que 

ou seJa 

E 

Segue imediatamente das propos1çoes 3.2.3 e 3.2.5. 

a seguinte proposição 

3.2.7. Teorema Se k=l,2, ... ,rn-l e O< e< 1, então 

(\!lk,p tvk+l,p) :(LP Vlm'p) = Lip(k+9,m,p,ql 
' e,q ' k+S,q 

m 

Demonstração Segue da proposição 3.2.6 e do Teo-

rema de reiteração • 
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3.2.8. Proposição Se f € Lip(a,m,p,q), a<m~ n=k+8, k=O,l~ 

2,3, ... ,m-l e O< e< l, então 

3.2.BCll f o wk,p 

e 

3.2.8(2) Dsf" Lip(e,l,p,ql 

~monstração : _Se f s Lip(k+8,m,p,.q_) , então pel.a 

proposição anterior 

Agora, se!aJ~k, para f=f
0

+f
1

,com f
0 

E Lp e f
1

EWm,p 

e, Ih!~ t ,teremos : 

< 2 

donde 

portanto 

ou seja 



CAPÍTULO IV 

APROXIMAÇÃO E!·! ESPAÇOS DE SOBOLEV 

4.1. Introdução 

A teoria de aproximação, mals exatame·;1.te os teore­

mas de Jackson e Bernstein, foram usados no capitulo II para 

caracterizar um espaço de interpolação : 

Neste capítulo faremos uma aplicação inversa. Uti­

lizaremos a teoria de interpolação para obter teoremas de a­

proximação dos tipos Jackson e Bernstein • 

Inicialmente introduziremos a noção de função in -

teira de tipo exponencial. Estas funções possuem proprieda 

des análogas às dos polinômios trigonométricos,no entanto 

estes servem para aproximar funções periÓdicas e as funções 

inteiras de tipo exponencial sao Úteis para aproximar fun -

ções não periÓdicas sobre Rn 
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~.2. Funções Inteiras de Tipo Exponen~ial 

4.2.1. Definição Seja T > O . A função 

é chamada uma função inteira de tipo exponencial , se -sao 

satisfeitas as seguintes propriedades 

i) g é uma função inteira em cada uma de suas coor 

-denadas, isto e 

g(z) = I ak "• 
K.>Q 1 
.J-
]=1, ••• ,n 

... 

ii) Para carla e>O, eXiste um A >O tal que para to­
< 

do compiexo zk = xk +i yk C k=l, .•. ,n) 

JgCzll < A 

é satisfeita . 

E 

n 
exp(T+E) I J z.J 

j=l J 

Denotaremos por 

o subespaço das funções f E Lp(Rn) tais que eXiste uma fun-

ção inteira g, do tipo exponencial T , tal que 

= f q.t.p. 
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As seguintes propriedades são facilmente verifica-

das 

se T' < T" , então 

Estabeleceremos agora um resultado sobre a trans -

formada de Fourier de uma função em I-r'p(Rn) 

Considerando as funções f e: LP(Rn) corno distribui-

-çoes temperadas podemos toma~ sua transformada de Fourier f 

-e a transformada de Fourier inversa I no sentido de distri-

buições : 

e 

para toda função ~ pertencente ao espaço S(Rn) das funções 

rapidamente decrescentes no infinito . 

4.2.2. Lema Se F e: I 6
'

1 então fCx) é uma função contínua 

que se anula fora de ó(cr)~{x \xj \<cr,j;:l, •• ,n} 

Demonstração : Definamos inicialmente a transforma 

da de Borel f(z,e) de uma funç~o holomorfa F(z), como : 

oo <e) 
f(z,e) = f F(ç) e-çz dç 

o 
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-i e 
tomada ao longo de S = pe 

Como F E I 0
'
1 (R) , então f(z,e) converge uniforme-

mente e absolutamente no interior de qualquer região A(9)-{0} 

cuja fronteira é tangente a [zl =a , 
i e nos pontos çe ,logo,p2 

demós escrever 

f(z) = f(z,el (z o 6(8)) 

Se tomarmos 9 = O e 9 = ~ , respectivamente tere -

mos 

- -ç(x+iyl 
f(x+iy) = f F(J;) e dç (X> O) 

o 
e 

o -ç(x+iy) 
f(x+iy) = -f F ( ç) e - -- dç (x<O) 

~ 

Para cada E:> o' segue 

f(o+iy)-f(-o+iy) =f 

e passando ao limite, quando E ---o , vem 

f F(ç) e-içy dç = o <lyl>ol 

Agora, se a 

então fCx) é contÍnua 

= (ol,o2,••• ,o ) ' 0.>0 e r E I 0 ' 1 (Rn~, . n l-

sobre Rn, desde que F(u)=FCu1 , ... ,un) 

é uma função inteira de tipo exponencial oj em uj no espaço 

para quase todo u'=(u1 , ••• ,uJ.-i,u'+l'''. ,u ), 
~ J n 

ass~m 

para um determinado v' , temos : 



então 

logO 

.p(x)~ O e 

-so-

f F(u.,u') -ix.u. du. o <I xj I cr. ) e J J = > 
J J J 

f(x) = o <I xj I > cr. ) 
J 

f(x) = o se X {. ~(cr) • 

Se f E I 0 'p (1 ~ p ~ oo) ' então 

-f tem supàrte sobre ~(cr) 

Demonstração : Seja $ E C~(Rn) tal que supp($) 6(+) 

r .p(x)dx = 1 

.p (x) = ,-n.p(x/o) 
< 

Consideremos 

~----

definida sobre A{E) , com as propriedades 

ii) .p
0 

(x) > O n , X E: R 

iv) r .P,(x) dx = 1 
~{<) 

Teremos, evidentemente que $ 'E S ( Rn) e tem supor­
< 

te compacto . 

Fazendo 

ó (x) = (2n)n/Z ~ (x) 
< < 
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para f e Lp , vamos ter 

que 

• f 
e o 

f 

Por outro lado, como • E 

Como ~ é a restrição ao Rn de 
e 

J f(t)e-ie(t,z) dt 

vem 

que é uma função inteira de -tipo exponencial e::, segue ,usando 

a hipót.ese de que f é do tipo exponencial cr, que 

Agora, pelo lema anterior, ~ é uma função contí­
< 

nua com suporte em ~(a+e) , e, então se ~ e S ; ~~O 

f..(o+E) , teremos 

e tomando os limites quandbE O , vem 

<f' TjJ> = o 

concluindo assim que f tem suporte sobre f..(cr+E) 

sobre 
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4.3. Caracterização do Espaço àe Aproximação 

Seja T>O, fixo, e consideremos a seguinte sequên -

cia de espaços 

Tem sentido portanto, para o caso LP, definir as 

classes D(a,K) , D(a,J) e D(a) em relação a essa sequência 

(ver a definição 2.3.1) Em tudo que segue, estará impli 

cito que a sequência aproximante será a sequência 

{!kT,p 1<=0,1,2, .••• } 

-ra a=mT ; isto e , 

~.3.1(1) li f li < C eka li f li m,p - p 

para t~da f~ IkT,p(Rn) 

Demonstração Para demonstrar 4.3.1(1) é Óbvio 

que basta demonstrar que para ·todo 6 = ( í31 , ••• > Sn) com I S \ ::_ m , 

temos 

4.3.1(2) 

Esta desigualdade é por sua vez consequência de: 
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Com efeito, se definirmos 

f(x) 
-m = g(e x) 

e tomarmos a derivada de oràem B , I si < m , teremos 

onde g!;: InT,p 

Passemos entiio a demonstrar 4.3.1(3) , 

Seja f s I 1 'P(R11
) • Então pela proposição 4.2.3 a 

transformada de Fourier f tem-seu suporte contido no cubo 

;(E) • Se~ e C~(R 11
) é uma função constante e igual a 1, em 

c 

uma vizinhança de ~(e) , vamos ter 

f = " f 
assim 

f =$ ~·: f 

e portanto 

f =~ 
,, f 

Por outro lado , vamos ter 

e como lJ! então pela desigualdade de Young 
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Finalmente, como $ foi tomada fixa e independente 

da funçio f , fazendo C =I IDSil I , 
l 

segue a desigualdade 

4.3.1(3) . 

4.3.2, Proposição O espaço í>Jm,p(Rn) é-de ·classe D(r::t,K),pa­

ra o;=mT ; isto é, para toda f e: íVm,p(Rn) 

temos 

4.3.2(1) Ek(f) < C e-kallfll 
- m,p 

Demonstração : Para demonstrar 4.3.2(1) é sufi 

ciente mostrar que dada f e: LP ~ exis·t_e w o Ikr ,p, tal que 

4.3.2(2) llf-wll <C .-kallfll 
p . m,p 

que obviamente segue de 

4.3.2(3) <lsl<m) 

que por sua vez, segue de 

onde agora f e: r1 'P e aiTida ]s] < m. 

Demonstremos 4.3.2(4) . 

Seja p e Cc(Rn) , se anulando fora de ]s]<l e sendo 
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igual a 1 em [çl~ 1/2 • Se definirmos w pela fÓrmula 

w = j) f 

teremos, em virtuàe disso 

assim 

logo 

• 
f(ç) - w(ç) ; (1- p(ç) ) f(ç) 

/"'--. 
f - w 

= 1 -õ<O <ida f 

<ir, la 

~--
= <1 - P Po 6f 

~ e f- w; (1- p) I D f 

~ 
Como 1 - p e e 

de Young, vem que 

assim 

llf-wll < 11~11 
p - l 

Co_mo p é fixa, podemos tomar 

c= llr-::--;;11 , 
1 

l lf-wll <C IID6fll . p- p 

A conclusão segue analogamente à proposição ll.3.1. 

As proposiçÕes 4-, 3.1 e l~. 3. 2 resumem-se no seguin-

te corolário 
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4.3.3, Proposição O espaço Wrn'p(Rn) é de classe D(n) para 

Podemos,agora,enunciar nosso priTicipal resultado 

a caracterização do espaço de aproximação LP(a,q) • 

4.3.4. Teorema Para k=l,2, ... ,m-l , O< 8 < 1 e <>0, vamos 

ter 

LP((k+S)t,q) = Lip(k+S,rn,p,q) 

Demonstração Pela proposição 4,3.3 para k=l, ••. , 

m-1 , vamos ter que Hk,p E D(kT) . Agora, pela proposição 

2. 3. 5 

Por outro lado, pelo teorema 3.2.7 , temos 

( '·lk ,p '·lk+l ,pl = L. (k e ) ~ ,v, e,q lP + ,m,p,q 

donde o resultado desejado • 

4.4. Teoremas do~_!ipos Jackson e Bernstein 

Corno consequência imediata dos resultados do pará-

grafo anterior, podemos obt:r~r teoremas de melhor aproximação 

dos tipos dos teoremas de Jackson e Bernstein . 
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4.4.1. Teorema de Jackson Se f e: Lip(a.,m,p,q) , ent~o 

Demonstração :Como a<m, então pode ser escrito 

na forma k+9, com O < e < 1 e 1 < k < m-1 -

Pelo teorema 4- •. 3. 4 

Agora, pela proposição 2.2.3("desigualdade de Jack 

son") , vamos ter 

donde o resultado desejado . 

4.4.2. Teorema de Bernstein 

Então 

f e Lip(a,rn,p,q) 

Demonstração : Como ~<m, podemos tomar a;k+8 ,para 

o< e< 1 e l < k < m-1 , então por 2.2.1(1) , temos 

e pela proposição 2.2.7 , vem que 

f e: LP(a,q,J) , 

desse modo 

f e Lp(a,q) 

e pelo teorema 4.3.4, segu8 imediatamente que 

f e: Lip(a,m,p,q) . 
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