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INTRODUGAO.

A teoria dos espagos de interpolacac €& hoje um ramo da ana
lise funciconal. A teoria teve suas origens na anilise de Fourier

classica guando procurava-se meios elementares de obter estimadas
P P1

em Lp, P < p < Py, umd vez obtida as estimadas em L " e L .
o — =

Tipicamente, se (XB; 0 <8 <1)e (Ye: 0 <8 < 1) sao familias
de espagos de Banach e T & um operador linear limitado entre os
espagos X5 e Y, quando 6 =0 e 6 =1 gueremos entaoc con-
cluir que T €& também limitado de X, em Y, para todo o cojun
to 0 < 8 < 1. Ainda mais, gostariamos de ter a estimada:

y 1 6

- )
< CUITI, (IThy Ly )

- Y Y,

o] 0

T,
X7 %

O problema € entaoc procurar métodos de construgao de espa-
¢os X, a partir de pares de espacgos dados (¥Xg,X;) gque satisfa
cam a propriedade de interpolag¢ao acima. Neste contexto, traba-

lha-se entao, com dois espacos Xy e X; € um parametro 6.

A idéia de se desenvolver teorias de interpolacac para va-
rios espagos de Banach comegou, independentemente em varios pai
ses, em 1958. Uma variedade de métodos para encontrar teoremas de
interpolagao foram criados: o método dos tragos (Lions -{21]), o
metodo dos.espagos intermediarios (Gagliardo - [16]), o© método
das médias {(Lions-Peetre - [24]), © K e o J-método {Peetre-[26]),
¢ método complexo (Calderén — [4]), o método das escalas (Krein-
[18]}.

0 estudo completo e sistematico da teoria complexa de in-
terpolagao para dois espacgos e um parametro foi feito por Calderdn
em [5]. Por outro lado, extensoes desse métodc foram feitas por

A. Favini {91, A. Yoshikawa [33], G. Sparr [31], D. L. Fernandez
[12], J. I. Bertolo [2] e G. Dore, D. Guidetti, A. Venni [6].
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As extensoes feitas por Favini, Yoshikawa e Sparr conside-
ram (n + 1) espagos e n parametros e as extensodes dadas por
Fernandez, Bertolo e Dore-Guidetti-Venni tratam com 2P espagog
e n parametros. Esta passagem & til nas aplicacgbes comc  por

exemplo na teoria da aproximagao multiparamétrica.

O objetivo deste trabalho € generalizar o método das esca-
las entre dois espagos de Banach e um parametro para escalas bi
paramétricas entre quatro espagos de Banach e estabelecer algunas
relagoes entre o método das escalas e o método complexo de inter
polagao. |

Para termos uma idéia geral deo trabalho passamos a descre-~

ver de forma suscinta o contelido dos capitulos.

No Capitulo 0 damos algumas definicoOes basicas e teoremas
que serao sistematicamente usados nos outros capitulos. 0Os con-~
ceitos e teoremas enunciados podem ser vistos em [ 20] . 0 Gnico
fato novo neste capitulo (pelo menos nao temos referéncia) & o
critério de analiticidade para fun¢oes definidas na polifaixa S
(Teorema 0.5.8).

No Capitulo 1 estudamos a teoria das escalas miltiplas de
espagos de Banach e estabelecemos teoremas gerais de interpolagac

(Tepremas 1.7.10 e 1.8.1}).

No Capitulo 2 estudamos o método complexo de interpolagdo
para gerar espagos intermediérios_entre quatro espacges de Banach.
Neste sentido os trés primeiros paragrafos sao devidos essencial
mente a D. L. Fernandez [12] e J. I. Bertolo [2]. Em seguida
obtemos um teorema de interpolacac (Teorema 2.8.1) utilizande a
nogac de completamento relativo. Esta nogao, embora simples, se-
ra fundamental no estudo da dualidade dos espagos intermedidrios
(Teorema 2.9%9.4) pois evita a apresentagac de um segundo método
complexo de interpolacdo para o estudo da dualidade como visto em
[2]. No § 11, relacionamos ©os espagos intermedidrios obtidos pelo
método complexo com a teoria das escalas miltiplas do Capitule 1

e como aplicagao obtemos o0s espagos de Bessel-Nikol'skii comouma
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escala multipla obtida da interpolacac complexa entre guatro es-
pagos de Sobolev-Nikol'skii. No § 12 definimos a escala analiti
ca de espages e obtemos um tecrema de interpolagéock)tigj Riesgz-
Thorin para estas escalas.
Quero deixar agui meus agradecimentos aoc Prof. Dr. Dicesar
Lass Fernandez pela dedicacao e orientacao neste trabalho.
Agradego também ac Prof. Dr. Jozo Ivo Bertolo pela pacién-

cia em ouvir-me nas minhas exposigoes.

Finalmente & Bell e meus filhos Ivam e André pelas possi-

veis e certas omissoes.



CAPITULO O

IMERSAO DE ESPACOS DE BANACH, FUNCOES BIHARMONICAS E
UM CRITERIO DE ANALITICIDADE

INTRODUGCAQ. Neste capitulo daremos algumas definigoes bdsicas e
teoremas que serao sistematicamente usados nos outros capituloes,
razac pela qual rescolvemos enuncia-los agui. Os conceitos e teo-
remas, bem como suas demonstragoes, dos quatro primeiro paragra-
fos, podem ser visto em [20]. © nico fato nove neste capitulo
(pelo menos nao temos referéncia) & o critério de analiticidade

para funcoes definidas na polifaixa S, (Teorema 0.5.8).

0.l. IMERSAO DE ESPACOS DE BANACH

0.1.1. DEFINICAC. Diremos gque um espago de Banach E; esta imex

40 em um espago de Banach EO se as seguintes condigoes sao sa-

tisfeitas:

(1) X € E; implica que x € E_.

(11) O espago E_ induz uma estrutura de espago vetorial

sobre E; coincidindo com a estrutura de E,;.
(iii) Existe uma constante ¢ tal gue

_ c x. .
(1) ”X"Eo'ﬁ c IIxIIE1 para todo X € E;

0 menor valor possivel da constante ¢ em (1) . .chamada
constante de imersio de E; em E . Dizemos também que E; esta

algébrica e topclogicamente imerso em E, -



Algumas vezes o termo imersao & usado num sentido mais am-
plo. Ao invés das condigoes (i) e (ii) exigimos a existéncia de
uma transformagac linear injetora j (o operador de imersao) le-
vando E; em E_ e entao a condigdo (1) '& escrita na forma

3 (=)l g i.C||X”E1° Em tal situacaoc sempre identificamos E; com
- Q
sua imagem J{(E,).

0.1.2. DEFINICAO. O espago E; estd densamentfe {merso em E se

as condigoes (i)-{iii} valem e também:(iv) E; & denso em Eo.

No que segue nds denotaremos a imersac de E; em EO pe
lo simbolo E; C E_. -

0.1.3. DEFINIGCAC. Diremos que o espago E; esta nowmafmente imer
s0 em E_ se E; €& denso em E, e a constante de imersdo nao

excede 1, isto &, IIXHEO < IIXllEl.

0.2. COMPLETAMENTO RELATIVO

Sejam EO e E; espagos de Banach tais que E; C EO. De
notaremos por E’! o conjunto dos elementos de E_ gue sdo 1i-
mite, em E , de sequéncias de elementos de E;: limitadas na nor
ma de E;, ou seja:

01 - = : = ] : < e | < R
(1) E {x Eo : X gﬁfi'xn (em EO), X E; anEl < R}

Obviamente E%! & um subespago vetorial de E . Definimos una

norma neste espago Por
1x1 %! = inf R

onde o infimo & tomado sobre todos os R para os duais -existem

sequéncias {x, } com a propriedade (1}.



Temos entdo E; C EP! C E, e

uxuﬂli.uanl (x € Ey); Oxl < Cuxp’’ (x € EO1)
8]

onde C & o constante de imersao de E; em E . Assim, se E,
o
esta normalmente imerso em E  entao E%l  também estari. O es-

pago E®! & chamado completamento de E; relativo a E, -

Veremos agora o significado geométrico de E®!. Seja x €
91 e Ix1 %! = r. Por definigdo o elemento x pertence ao fe
cho em E0 de gualguer bola de E; com raic R > r. Tomando uma
sequéncia Rm - r e para todo Rm escolhendo uma sequéncia.@gqg*

priada de elementos de E; com a propriedade (1), ndés podemos

construir uma sequéncia {xﬁ} C Ey tal que xﬁ - X em EO e
" — -1
! > r uando m - «., Enta = rx'{lx Da
meHEl g o X m(H m“El) converge pa
ra x em E e "EmHE = r. Entaoc x pertence ao fecho em E_ da
1

bola {e até mesmo da esfera) de raic r de Ej.

0.2.1. TEOREMA. O espaco normado EU! & um espago de Banach.

A seguir enunciaremos alguns resultados cujas demonstraﬁks

podem ser encontradas em [28].

0.2.2. LEMA. Se E; ndo coincide com E entao EC0l . também

nao coincide com EO.

0.2.3. LEMA. O completamento E®! de E®! relativo a E_ coin

cide com E?1,

0.2.4. LEMA. Uma condic¢ao necessaria e suficiente para gue E; se
ja isometricamente imerso em EC1 & gque a bola de E, seja fe-

chada (em E;) na topologia induzida pela norma de E -

0.2.5. DEFINIGAO. O espago E; & dito completo em relagao a E



se EU! coincide
0.2.6. LEMA. Se
E, em relacao a

sao nao excedendo
coincide com E02

0.2.7. COROLARTO.

El2 coincide com

0.3. ESPACOS DUAIS

Se 0 espacgo
E; de todo

induz um funci

cao a
BE
Q

nal & continuo na
|£(x) |

Entdo, uma transfo
nao & denso em E,
se anula identicam
injetiva. Por outr
formagao & injetiv

imersao nao excede

A guantidade

sSup
XEE]_

sera uma seminorma

nerma sobre Ei 5

com E; (isometricamente).

E, C E; C E; entdao o completamento El?, de

E;, estd imerso em EY? com constante de imer

1. O completamento de E!'? com relagio a E_
{(isometricamente).
se E!2 & completo com relacgdo a E, entao

E02,

DE ESPACOS DE BANACH IMERSOS

E; estd imerso no espago E, entao a restri
funcional linear continuo f(x) definido em
cnal sobre E; de modo natural. Este funcio-
norma de E;. Com efeito,
< Bfbgelxly <@ Bflg, Ixlg .
4] 8] o]
rmagdo linear de E! em Ej € obtida. Se E;

entac existe um funcional nao nulo em El que

ente em E;. Neste caso a transformagac nao &

o lado, se E; & denso em E, entdao a trans-

ae E! estd imerso em E! e a constante de
C.
£ (x) |
= fcr'
-~y HfHE; { 0)
E,
sobre E' se E ndo & denso em E_ e uma
e E; € denso em E, -



A seguir enunciaremos alguns resultados cujas demonstragdes .

podem ser encontradas em [20}].

0.3.1. LEMA. O completamento E?! de E, relativoa E con-
e]

siste dos elementos de E0 induzindo funcionais sobre E', limi-
8]

tados na seminorma llfHE, , de acordo com a formula x{£f) =f(x).
1

0.3.2. COROLARIC. A norma do funcional x(f) com respeito a se-

. - . 01 . -
minorma 1IfHE. e igual a lixll , isto e,

(1) Ixn®t = sup [£(x) .
fEEé,HfHE.il
]
0.3.4. DEFINICAO. Seja E um espago de Banach. Um subespaco ve-

torial M' € E' & dito noimaiivo se

HXHE =  sup | £(x) | (x € E).
FeM, I £, <1

A igualdade 0.3.2.(1) e o lema 0.2.4, implica ¢ seguinte teorema

0.3.5. TEOREMA. Sejam E; e E ~ espagos de Banach com EC E -
A condigéo necessaria e suficiente para que Eé C Ei séja-normg
tiva € gque E; seja isometricamente imerso em EO°I, ou;’equiva—
lentemente, a bola de E, seja fechada,em E,,na topologia indu-

zida pela norma de E_.

No caso em que E; estd densamente imerso em E_ - temos
o}

os seguintes teoremas.

0.3.6. TEOREMA. Se E; € densamente imersc em B entao iE; é

completo com respeito a E,. o

M

0.3.7. TEOREMA. Se E; CEy; e E; & reflexivo entao E,



completo em relacao a E_

0.3.8. TEOREMA. Se E; & densamente imerso em E e E é
densamente imersc em Ei entao E; estéd isometricamente imerso
em E®1. 0 espaco E?! pode ser isometricamente imerso em E] de
modo natural e, nesta identificacao natural nos podemos assumir

que EYl = E; n E?.

0.4. ESPACOS DE BANACH INTERMEDIARIQS

0.4.1. Denotaremos por O o conjunto dos pares k = (k;,ky) ER?

tais que kj =0 ou 1 {(j=1,2), ou seja

O={(0,0), (1,0), (0,2), (L,1)1}.

0.4.2. Consideremos a familia E = (Ek r k € 0) de guatro espa-
¢os de Banach imersos (continuamente) num mesmo espago vetorial
topologico Hausdorff V. Familias deste tipo sao chamadas fami-

lias admissiveis de espac¢os de Banach em relagao a V.

S¢e E = (B ,k <D) € uma familia admissivel de espacosde
Banach em relagao a V, consideremos sua envoltdria linear IFE

e sua intersecgac NIE, definidas por,

IE ={x€V ] x= 2 %, %x_ € E}
kern k k k

{x €V | x EE vk € O},

NIE k

Estes espagos sao espagos de Banach quando considerados,res

‘pectivamente, com as normas



il

(1y  ixl inf { 2 x|l | x = 2 %, x, €E}
ZE KE O k E. ke D k k k

n)!

E max {[ixilE ;

{2) !lxllﬁ
k

Notamos =~ que NE C E C IE com constante de imersac me-
nor ou igual a um.

No caso em gue os espagos da familia I sao tais que se
k > k' (ordem parcial) entao Ek C Ek' nos temos gue NE c¢oin
cide com 33 como conjunto e o espage ILIE com Eoc’;' Ainda mais,

estes espagos sao isomorfos, pois se x € E;; entao

[

It | s If = max (JIxI r I x P I x1 s x|l )
By — NIE Eiq Eyp Ep1 Epg

< max({(l, Cyp, Cg1, Cpp) IIX[!E11

onde Ck & a constante de imersaoc de Eyy -em Ek . Agora, para

x € Egg teremos

x| > lIxlh =inf { Z x| X = 2 x ) >

Epp — 2I1E ken k Ek' xeo k —
1 1 1

> min (1, ; p ) inf ( 2 lix | X = = X )

- Cip Co, Ci e *x Ego' xeo ¥
1 11

b in (1, Y lixH

2z min ( S Cip " Cor T Ci Ego

onde C, & a constante dg imersac de. E; em Egg.

-

0.4.3. DEFINICAO. Um espago Ge Banach X & chamado espago inter
nediario em relaczo a familia admissivel E = (B, , k € O) se ti

VeTmOS as 1mersoes

(1} NE C X C ZIE.



Lembremos que o gimbolo € significa algébrica e continuamente

imerso.

0.5. FUNCOES BIHARMONICAS, NOCLEO DE POISSON E UM CRITERIO DE
ANALITICIDADE PARA A POLIFAIXA S,

0.5.1. Denotaremos por S; = S; x 5; a 2-faixa unitaria, istoé,

o conjunto dos pares z = {(z;,z,) em €% tais gue 0 <Relz;) <1

. Q
e Dnzj € IR, J =1,2. Por S, entenderemos © interior de So.

Sendo z. = x., + iyj escreveremos z x + iy onde x=(x;,x3)

3 3
e yv = (y1,¥2).

Observe que a fronteira de S, & o conjunto
85; x S; U S{ x 238;.
0 conjunto
F=1{z€8,:2z2=k+iy, k € O} = 38; x 35,

& dito fronteira reduzida de S; e no nosso estudo desempenha

um papel fundamental.

0.5.2. DEFINICAO. Dizemos gque uma fungao u (real ou complexa)
definida em 8, & biharmonica em um dominic E = E; x E, C 8, se

u(zy,z,) €& harmdnica separadamente, em cada par de varilaveis

: : - 2 2
(Xerj)r j = 1,2, isto &, uzz(x1:Y1) € C°(Eq), uzlb@rY2}E C* (E;)
e
2 2 2 2 N
au+au =0; g <u +B'L1:0 (zjzxj-Fiyj; j:]-rz}-
8x4 2y? ax7 3Y3

Observe gue toda fungdo holomorfa u : E > € € biharmdnica em E

L3



pois se fatorarmos o operador laplaciano na forma

e escrevermos u(zp,zp} = U(x1,¥1:X2,¥2) + iV(x),v1:%X2,V2) tere

mos, em cada variavel zj separadamente, que a condig&o

Uy =V,
su .. au i, _ . J 3 :
TR +J'ay. = {0 e equivalente ao sistema < j=1,2
J J

U, ==V
X
J J

que sado precisamente as condigoes de Cauchy-Riemann. Também, a

-

parte real de qualquer fung¢ao analitica em E & biharmdnica em E
mas nao & obviamente, analitica, se u{z) nac & constante. Ainda
maigs, u €& biharmbnica em E se e somente se as partes real e

imaginaria sao biharmonicas em E. (Ver [27]).

0.5.3. O nucleo de Poisson para a faixa unitéria S; pode  ser
obtido do nicleco de Poisson para o semiplano através de uma apli

cacao conforme do semiplano sobre a faixa.

Explicitamente, estes nlicleos sao:

senwtx
(1) P (z,t) =% ' y Z2=x + iy e 0 < x < 1.
0 coshn{t -y) —cosax
: seny x
(2) Py{z,t) = % r 2=%x + iy e 0 < x < 1.

coshrn{t -y) +cosrx

Agora para k = (k;,k;) € 0 definimos o k-niicleo de Poisson pa

ra a polifaixa Sz como sendo:

(3} P (Zrt) = H p (z :t-)
K sy Ty P
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ocnde z = (zy,2,) com zj = Xj + iyj (73 =1,2}) & t=(t),t) € B -

Observemos gue Pk(z,t) sa0 nao negativos e

J , Pk(z,t)dt = x(k)
R

onde
2 1-k
x(k) = I [(1 -%.) + (-1 x.]
j=1 ’
e que
T P, (z,t)dt = 1 . = R ), 0 = , 1
ke O Jﬂx2 k( ) (XJ e(z]) <X (x1,%2) < 1)

0 Lema a seguir € uma versac do principio do mddulo maximo

para a peolifaixa §5;.

0.5.4. LEMA. Sejam F um espago de Banach e f : S, = F uma
: O
funcao continua e limitada em S;, holomorfa em 8, tal gue pa-

ra todeo y € R’ e k = (ky,kp;) € O temos

£ + dy)li, < M.

Ent3o

Ilf(z)llF < M para todo z = {z7,2%,) € S,.

DEMONSTRACRO., Ver [2], pg. 3.

OBSERVACAO. Se F = 1R ou, € entao podemos substituir a anali
o Ll o
ticidade em S, pela biharmonicidade em §;.

Veremos agora um critério de analiticidade para fungoes
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definidas na polifaixa Sj.

0.5.5. LEMA. Sejam gk(t) fungoes (reais ou complexas) continuas
e limitadas em 1IR?, para cada k € O. Entdo existe uma fungdc F

definida em S, satisfazendo as condigoes:

o)

(1) F & biharmbénica em Ss.
(2) F & continua e limitada em Sy.
(3)  Fk + it) = g (t), t€ R*, k € O

Mais ainda,

(4) F{z) = p> J Pk(z,t)gk(t)dt
kel /IR
onde 2z = (21,2;) = (x1 + iy1,%X2 + 1iy3) = (X1, %) + i(y1,v2) =
=x+1iy e t = (t;,t2) € RZ.

DEMONSTRACAO. Ver {21, pg. 158.

Do principio do mddulo méximo para a polifaixa §, e do

lema anterior segue o ceroladrio abaixo.

—_ - o
0.5.6. COROLARIO. Seja F(z) uma fungao biharmdbnica em S22, con

tinua e limitada em S,. Entao

F(z) = Z j F(k + it)Pk(z,t)dt
xen /IR?
0.5.%. COROLARIO. sSeja A um espago de Banach complexo e

O -
f :+ S,» A analitica em S,, continua e limitada em §,. Entao:
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f(z) = Z J f(k + it)Pk(z,t)dt
k€D /J1r2

DEMONSTRAGAO. Considere a funcdo h{z) igual ao membro direito
da igualdade acima e para L € A' teremos pelo corolério ante-

tior:

L{h(z)) = z J L{f{k + 1t))P, (z,t)dt = L(f{z))
k€D J1Rr2 k

portanto hi{z) = f£(z).

0.5.8. TEOREMA. Sejam g, (t) fungdes complexas continuas e limi
tadas em 1R?, k € O. Para que uma fungdo . ¥(z), z € §,, da for-

ma:

y(z) = X J g, {t})P (z,t)dt
xen JR2 X k

[ v o - " - - » . -
seja analitica em 8, €& condicao necessaria e suficiente que pa

ra qualquer fungao escalar ¥ (z) continua e limitada em Sy, ana

0
litica em S, e nulaem z =6 = (8,,8,) valha a igualdade
(1) z J p(k + 1t)g, (£)P, (®,£)dt = 0 (0 < © < 1)
ked /R?

DEMONSTRAGCAO. Condigdo Necessaria.

e}
Como ¢(z)v(z) & analitica em S;, continua e limitada em

S, segue do corolario 0.5.6 que

w(z)uwiz) = . Z J e(k + 1it)¢(k + it)Pk(z,t}dt.
kel J1r?

Em z = © teremos, como ¢(k + it) = gk(t),'
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0 =¢(@)yY(OB) = I J m(k+it)gk(t)Pk(®,t)dt .
kel e

Condicac Suficiente. Pelo lema 0.5.5. podemos encontrar uma fun-
~ - .. . - Q
gao ul(z) continua e limitada em §,, biharmonica em 53 e tal

gue ufkt+tit) = gk{t), k € 0, Assim

f
z J u(k+it)p, (0,t)dt = u(®) = u(f; (0}, £,(0)) =
kebl R?

. 2% 2m is, is,
_ J J u(f, (e ),f,(e ))ds.ds,

(2my2. Jo 0

onde f.({(z) & uma transformagao conformedo disco D(0,1) na faixa $3

tal que fj(O) = ej e dada por:

£ = f.(z) = = log(—28 & Ly ,z€C,z#le I;i=1,2.
] T z -1
: . iwh, . =iTm8h
OCbservemos gue z = [.(equg - a J)/(elvg -a. j)] e aue

f.(els) & igual a it ou 1+it (0 < s < 27).

. is, iS_Z
Definindo h(s) = h(s;,sz2) = gk(ikz - ifi(e ). iké-ifz(e ))
is. - . .
se Re f. (e J) = kj onde k = {ki,ks) € O (neste caso chamamos
h de "fungao associada" a g¢,) teremos:
. 1 2T 2m
(2} X J gk(t}Pk(G,t)dt = J J h(si,8;)dsids;,
keD Jr? (21)* 0 ‘0

A igualdade (2) permanece valida se substituirmos a fungao
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gk(t) por B(t}gk(t) onde g{t) & continua e limitada em IR? e

h; €& a funcgao associada a B(t)gk(t). Assim

1 2w (2T
(3) pX f B(t)gk(t)Pk(B,t)dtz : J ' J h1(Sl,Sz)dS1d52
Kk €0 JIR? (2m)% Jp 0
Agora, para 2z = (21,z22) € 8 , € >0 e nj(j=l,2) um nimero in

teiro positivo, sejam:

imz imh, inz -i70 n
0 (z) = [ (e J e dyse I -e 3 J
2 —cz?
plz) = 1T o.(z.)e
j=1
2
e Blz) = T e.(z2.)
j=1

Da igualdade (1)} temos

z ( 2(ﬂk+it)g

(t)Pk(@;t)dt =0
kel 1R

k

e passando ao limite gquande € -~ ¢ obtemos

(4) z J BGctit) g, (£)P, (O,t)dt = 0
xell ‘IR

e da igualdade (3) temos

1 21 27
‘ J J hi-(slls?_)dsldSZ = Q
(27) 2 0 ..-0 :

onde
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o . igy isg
hy{sy,s2) = B{ky + i(ik; - ify (e 1), ko 4+ i(iky - ifo(e )))
isg isy
x gk(ikl - if (e ), ik; - ifs (e 1)
is.

(Re £, (e J) =k, ko= (kiky) €0),

Ou seja
is3 igs
hy{sy,82) = B(f;(e ), Eole Yih(sy,s2).

is. in.s.
Como @j(fj(e J)) = e 3, j =1,2, temos

iSl iSz
B(f; (e ) fole ))

1l

fam I S
D
[
o
{

1]

el

T

I_l
4
o]
1]

Assim
2 .
hi(si1,s2) =lexp (i ¥ n.s.)] hi{si, s3)

e portanto

1 21 (27 i{nisi+nsss)
—_— J J h{gi,s2)e dsds, = 0.
o 0

(27)7

Vemos enta@c que os coeficientes de Fourier C__n = C_nl “n, de h
r

saoc nulos se - nj <0, j=1,2..

Mostraremos a seguir gque se uma das componentes dos indi-
ces dos coeficientes de Fourier de h for negativa entaoc o res-
pectivo coeficiente serd nulo. Vamos entao mostrar que C nion.

i L L

=.C =0 n. > 0 j=1,2.
. My 7ng J

Consideremos, para t, fixo em 1R, as fungoes:
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go (t1) = ggglty,ty)

(t; € IR)
g1(ty) = gig(ty,t2)
Para qualguer fungac ¥ : S; * € continua e limitada em $,, ana
litica em gl e nula em 2z = 68; a igualdade (1) nos permite es
Crever:
+-o0
(5) J w{it))ggo(ty,t) P {6,,t)dEy +

-_—

+

+ J (1 + ity)giglty,ts)P1(8;,t;)dt; = 0.

—_o

Analocgamente, para ¥ nas condigaes acima, teremos:
+ o

{6) J vi{it1)go1(ty,t2)Pp {8y, ,t1)dty +
+

+ J w{l + itl)gll(tl,tzJPl(el,tl)dtl = 0.

-_—0

Escolhemos agora um nimerc s, em (0,2r) distinto de 27n8,.
» - N is
Para este niimero hd duas possibilidades: Re fy(e ~2) = 0 ou
i52 : iSZ
Re £, (e ) = 1. Consideremos inicialmente o caso Ref, (e )= 0
' iss '
e fixemos to, (t, =-ifs(e }). Como go(tl) e gp(t;) sao con-
tinuas e limitadas em R entao pelo Lema anterior existe uma fun

a~ - . 0 - - .
gao u(z;) harmonica em S;, continua e limitada em 5,, tal que

U{itl) = gg(tl) € U(l + 1t1} = gl(tl)"

Ainda mais, associadas as fungoes gp(t;) e g;(t;) temos as fun

coes
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is, isgy
h{s),sz) = go(- ifq (e 3 se Re £, (e ) =0
e
iSl iSl
h{s,,s,) = g;(i - if, (e 1) se Re £q{e ) = 1.
Assim:
+w 4o
J gg(t]JPU(e}rtl)dtl + J 9‘1_(t1)P1(61,t1)dt1 =
21 .
l 15
)
2
1
= == ( hisy,sz)ds,
JO
onde
iSI 152 iSl
his;,s2)} = ggol-ifi(e ), - ifs{e 1)) se Refile ) =
e
is, issp isy
his;,s;) = g;¢{i-1if, (e ), —ifs (e )) se Re £ (e ) =1
ou seja
+oo 2T
- - 1
(n Z [ 950 (B1rta) Pyl ) dEy = 21;-[ hisy,sp)dsy.
=0 0
iss
De modo analogo, se Re fol(e ) = 1 obtemos
o 271
1 . 1
(8) b J g, (t,,£,)P.(8,,t1)dt; = —-—J h(sy,sp2)ds;
- Jl J 27w
3=0 e o
onde
is, is, ig,

h(SIfSZ) = gﬂl(— ifl(e }; i - ifz{e )) se REfl{e ) = 0
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. . iS] i52 iSl
h(sy,s;) = g (i -if,y (e ), i-1if, (e )) se Ref;le ) = 1.
Agora sendo

inz ingq inz -ingy ni ez?
p{z) = [ (e - e y /(e - e Y] e

definida para 2z € 5;, usando (5) e (7) e procedendo como ante-

ricormente encontramos

211_ JA h(Slsz)e dSl = Q.
o
Assim,

1 J‘2TT J2Tr in151 —in252
- i — h{s;,s5)e e dgq,ds, =
n;,ne (2.”.]2 o o

1 am 2m inlsl ’-iﬂzSz
S J [J h(Sl,Sz)e dslle dSZ = 0.
(2m)? 0 0

De modo analogo, usando (6) e (8) obtemos

e portanto, se pelo menos uma das componentes dos indices dos coe
ficientes de Fourier de h for negativa entao o respectivo coefi
ciente & nulo.

Desde que O sistema {e / ny,n, € &}

& um sistema ortogonal completo em L2([0,2«1 x [0,27]1) e h
pertence a este espago segue que h & a soma de sua série de

Fourier. Logo,
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i(nistngss)

h(51152} = 2 C e
nliU R1r02
ngf_g
onde
2w 27 , .
1 J J- -1n;81—1Ny8s
= h(sl,sz)e dsldSZ‘
e ame e U
Desde que h & limidada .temos gue ° |h(s;,s;)| < M para todo
(s1,52) em [0,2n] x [0,2nr] e assim |Cnl nzl_gMJ Portanto pa-
ra zy e 2y em € lz;] <1, |z,] <1 teremos:
N3 s PR
z z '|Ci' zgz;] < 2
1=0 i=0 ] (L- |z (1~ z,])

quaisquer gue sejam os nimeros inteiros nao negativos n, e n,.

Isto implica gue a série dupla

z X C Zy) Zyp
n;>0 ny>0

é absolutamente convergente em D(0,1) x D{(0,1).

Portanto a série acima define uma fungao h(z,,z;) holomor
fa no disco duplo D(0,1) x D(0,1). Como h(z,z,) & limitada

neste disco temos, para 1z, fixo, que existe o limite

lim 151H(21122)

z2,> e

para guase todo s; em [0,27]. De modo analogo existe o limi-

te

lim iszh(zl,zz)

29 >
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para quase todo s; em [0,27], com 2z; fixo em D(0,1).

Finalmente, sendo h analitica e limitada em D(0,1) xD(0,1)
seque gue ¢ limite n3c tangencial de h existe -em gquase _todo
ponto da fronteira reduzida

isy 1isz

C(0,1) x Cc(0,1) = {(e ,e ) /si1,82 € [0,27]}

is, 1s,
e seu valor em (e e ) & igual a hi(si,s2).

Definimos agora a fungio

G(z1,25) = E(f;1(21), fglfzz))-

o]
Obviamente G(21,22) & holomorfa e limitada em S2 e pode ser

extendida continuamente em So.

Ainda mais

R — -l :
Glky + iti, Ko + its) = h(f) (kg + ity1), £ (ks + itp)) =

i81 i52
= hie ,e ) = h(g;,s2} =

is) . isg
= gk(ik1 - if4 (e Yy, iks - i#z(e )) = gk(t1,t2J-
Portanto obtemos uma fungdo G(z),z2) continua e limitada em 83,
0 —
analitica em S; e tal gque G(k + it) = g, (t) . Entdo pelo Coro-

lario 0.5.6, temos:

G(zy,22) = % J g, (£)P, (z,t)dt
e w2k k

ou seja G(z}) = ¢{z2).



CaPITULO 1

ESCALAS MOLTIPLAS DE ESPACOS DE BANACH

Neste Capitulo desenvolvemos a teoria das escalas multiplas
de espacos de Banach. A idéia desta teoria & baseada na interpo-
lagao de guatro espagos de Banach e dois parametros desenvolvida
por Fernandez em [10], [11] e [12]. Assim, da teoria usual de
escala a um parametro entre dois espagos de Banach passaremos a

estudar as escalas biparamétricas entre quatro espagos de Banach.

Nos §1 e §2 deste Capitulo o conceito de escalas mialtiplas
de espagos de Banach & introduzido e simples propriedades Sa0 es
tudadas. Nos §3 e §4 nds introduzimogs o conceito de escalas
normais e familias relacionadas, definidas como aguelas familias
gque podem ser conectadas por uma escala normal continua. N&s ob-
temos uma condigado necessaria e suficiente para que duas familias
sejam relacionadas (teorema 1.4.5). No §5 estudamos os efeitos
sobre uma escala normal guando tomamos o seu completamento rela-
tivo. Nos §6, §7 e §8 nds construimos as escalas normais maximais

e minimais e teoremas gerais de interpolacdc sao estabelecidos

(Teoremas 1.7.10 e 1.8.1).
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1.1. DEFINICAO E PROPRIEDADES BASICAS .

Vamos denotar por D o conjunto dos k = (kj,kp) € R? tais
gue kj =0 ou 1, j=1,2.
_ _ 12 _ = b2 2
Dados o, = o, = (ao,ao) e op=o0o; = (aj,07) em IR*, o
conjunto

A = {ak,k € 0O} = {aggs g, Gy sQ17 3

onde o, = a = {al ,a? ) serd chamado de familia de vertices
i .
pivoteada por aoo e daq;

Uma familia de guatro espagos de Banach

E = (Eak, ke 0

denomina-se um esqueleto de espagos pilvoteado por Ea e Eull.
lole}

Em tudo gue se oramos que E E e gue o  <0yq-
q gue sup q o, # ay, ¢ o S 1L

1.1.1. DEFINICAO: Uma familia (Ea’ a < o < agp) de'eSpagos de

00

Banach & uma escala maltipla relativa ao esqueleto E=(E, ,k €0
k

quando verificar as seguintes condigoes:

(EM1) se B = (Bl,B8%) > a = (al,a?) entao Eg estd densamen

te imerso em Ea e

(1) Iy < Cla,B)lixly , x€&Eg.
o B
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{EM2) Se a < B_ <y < B <, (B < B71), entao existe-

00 — 00 O

C = C(SO : Y,B1) tal que

1 2 1 2 1 2 1 2
UgUyg 11ldp Upgly Ui,
< c
(2) IIXHE_ <C IIXI!E EIXHE "X”E tIXiIE . X EB11
Y BOO 810 801 811

onde

W= e -vhsel-e) e wl = o - el -8 5= 12

A condigao (2) pode também ser escrita na forma

ixly <c I uxig™, xem
Y k€O Bl L
onde
aG) = I ow) e wp o= (8] - ¥Y)/(B] - B))  se k, =0,
j=1 73 J
3 (J - 23 3 _ o3 _
ukj = (y B2/ (B = B.) se kj =1,
Observamos que £ u(k) =1 e que
ken
3.3 _ L3y ad _ RJ 3,3 - oy (el _ pdy o .
BO(B7 — v")/(By - BJ) + By BJI/(B] = B) = v j=1,2

ou seja ; i
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1.1.2. EXEMPLO. Dado guatro espacos de Banach E = (E k & &)

k f

tal que se k > k' entac E; estd densamente imerso em E_, en-

tao podemos construir uma escala (Ea’ 0 < o < 1} como segue:

E, = E,, Dpara (0,0) < (al,a?) < (1,1)
E, = En para (al,a?) = (1,1)
Ea = Ejp para al =1 e
E, = Eo vara af = 1.
Neste caso C(B_,v,B;) = 1 para 8; = 833 < (1,1) e sendo Cqq,

Cior €17 as respectivas constantes de imersao de Ep; , E;g e

; E teremos e
Ei;; em 00 Ccs gu

12 1 2 1 2
ujlag gug Uy,

C{B,rvs1) = Cyp Co1 Cny para £; = (1,1)
pPois _
1 2 1 2 1 2 1 2
Uglug Uilg uﬁul ulul
]IXJIE = Hxﬂioo = Hxlfoo HxliDO ILxﬂOO ”thao
Q0 i
1l 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Wilg Bgup uaug Yol Uplp Uoly uilg
< .
_CIU COI Cll "X"E ”X"E IiX“E ”X“E
Boo Bio Bo: B1i
Analogamente
1 2 1 2
ujug+tu;u; 2

i
C(BOrY;Bﬂ = Ciop vara fBy; = {(1,B1), 0 < By <1
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1 2 1
Upu;+tuju, 1 1
C(BOIYIB]_) = Cgl . para 811= {Blrl)r 0 < 81 < 1,

A configuragac & a seguinte:

02
By B g,
1
B
Eop Epo 10
Eqp
1
> Q
Ego Ego !

Uma escala construida deste modo & dita escala triwvial.

1.1.3. EXEMPLO. Seja P = (pj,pp) um par com 1 <p; < ©, i=1,2.
Uma segueéncia dupla a = (a ) de numercs reais (ou complexos)
P

pertence a £ = Epztﬂpl) se © numero obtido tomandc-se a p;-nor

ma em m e a pp;-norma em n & finito. O . nimero assim obtido sera

denotado por

L

ha | .
P1P2 mn P

I1aHP = lal

Assim

pl] Pz/Pl] l/Pz‘



No gue segue as letras P, Q, R,... sempre designarao pares
P = (p1sp2)r Q@ = (g1,92),... com componentes entre 1 e , is
to & 1 <p, <« i=1,2. Também se G(P,Q,...,R) & uma relagao
entre P, Q,...,R isto significa gue a relagao vale para cada
componente pi,qi,...,ri, i=1,2.

Aplicandc sucessivamente a desigualdade de Minkowski tere-

mos, para a € b em 25,

la + bl < lall + libl

oF Fad 2F

- P , . P
isto &, £ € um espag¢gc normado. Ainda mais, £ e um espage de
Banach.

Temos também:

(i} Se Q > P entao EP C KQ com imersao densa e cons-

tante de imersao igual a um.

Com efeito, usando a desigualdade E]xn]Ot < [E|xh]]a,azl,

teremos
Dl (zi | '[ql '] Qo/d1 ]l/qz
a = a <
Q 'n m ™ -
P1 d2/P1 l/4,
<2 [Z]a ] <
n m
p1 Px/P1 1/p2
<{Z [Z ]amn[ ] ] = HaHP
n m

A densidade decorre do fato que o conjunto das sequencias
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(amn) tal que a = 0 para m>N_, n > N, & denso em &
(ii}) Se Q>P e a € RP entao a € QR onde 1/R= 8 /P+ (1-8)/Q,
0 < & = (8,,08,) < 1. Com efeito, usandc sucessivamen-

te a desigualdade de Holder teremos:

r; rp/ry l/r,

HaHR = [ 2] 2 1amn\
I I
611‘1 (1‘""81)1’1 rz/rl l/rz
=02 ‘amnl mnl ; ad
n
p1 01ry/py gy (1-81)rp/gy 1l/r;
<L 02 |a x [ Zla | ] ] =
n m
D1 ry/p1 61/%, d; Yy/qyp (1-87)/x,
<10z la_| 1 | (z(z]a_| 1
n m n m
: P1 Ll/p(9;,ry) P 1/p1(1-83)r, 8;/1,
=[Z2[2 |a nl ] z a o ] ] x
n m
. d; /g, (8,x,) gy 1/gq,(1=83)r, (]_.—.81)/1"2
« 12 (% Ja_| ] (2 la | ] ]
n m m
8182 91 (1"82) (1—81)82 (1-81) (1_82)
< fal lall [fall lal
- P1P2 P1d2 gi1p2 d142
) e rR(8) _ _ :
e portantc com a identificagao £ = E8 teremos gue

(E 0 <8 < 1) & uma escala relativa ao esqueleto

8 r

9192 49i1Pz P19z PiP2 :
£ £ £ £ ) = (Egg»Eq10+Bpg1,Eyy )

H
1
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1.2. PROPRIEDADES DAS ESCALAS DE ESPACOS DE BANACH

1.2.1. PROPOSIGAO. Se numa escala milltipla (Ey,0_ < o < op)) re
lativa ao esqueleto E= (Ea k € O0) substituirmos o indice o

k
por um indice o de acordo com a formula:

ol =135 + 8 ® >0y, 4 =1,2.

entdac os espagos F_ = Exsig ’ Op < & < a,, formam uma escala mil
= L a < 1

tipla relativa ao esgueleto E = (Eﬁ kK € 1), Isto segue das equa
k

¢des (y - B)/(y —a) = (y-B)/y-a) e B-a)/(y-a=(@EB~-0/(y-0).
Entac, sem perda de generalidade, podemos assumir que %}Zaoo:(O'O)

e a; = Cti]_ = (lrl)-

1.2.2. PROPOSICAO. Se normas equivalentes sao introduzidas nos
espacos Ea de uma escala-mﬁltipla entac eles ainda formam uma

escala multipla.

1.2.3. PROPOSIGAO. Consideremos uma familia de espacgos de Banach

E o < o < e o um par ordenad ntr = a
By r Bpp £ @ < O22) 11 P © entre o, fele

@y = tg,. A configuracao € a seguinte:
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< <
(@, < 011 < @22) ")
o4 o
o2 02 12 _ 1 2
2 qo-mopstoeptmoopoap = (p,0)
I i i
af R S
Qo1 011, L Q21
S R S S a
Qo 19! 020
1 N L — 0.,1
al ol ol
1 2

Suponhamos que as subfamilias E formam escalas miltiplas

relativas aos esqueletos pivoteados por 0, € o1, 0y e Oo

Gip € Ggy, Qg € G1p. Entdc a condigao necessaria e suficiente
para que a familia (Ea’ oy £ o < ap) forme uma escala multipla

relativa ao esqueleto pivoteado por «o 2 0O e que as duas

o
CondiQGes abaixo sejam satisfeitas:
(i) Para todo Yo € @1 @ Y1 > o vale -
HxHE < Cly_,ap1,vy) 1 quu(k)
- 0 E
o . ke ‘Yk
onde
2 - ) . .
(k) = jgluij e u]ﬂj = (]-a)/(}-v)) se kg =0,
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(ii) Nos lados do quadrado pivoteado par o e o0 temos-

escalas simples, isto &;

(Eyr @, < o < agzp), (E , o < a < dgp)

(Ea, gz < o < ap) e (E , 029 £ 02 0z)

sao escalas simples.

Lembrames que uma familia de espagos de Banach (Ea,uofﬁyiﬁd

(0 € R) & uma escala simples se as duas condi¢oes abaixoc forem-

satisfeitas:

{a) Para B > o o espago Eg estd densamente imerso em

Ed e portanto

IixllE < Clao,B) ]leiE .
o B
(b) Existe uma constante C{(a,8,y) finita em todos os pon

tos do dominio g <o < B <y E_BO tal gue

Ixly < Cla,8,y) Ixl Y78/ 070y (870 /(vma) y e p ),
B o Y Y

DEMONSTRAGAO. Condigao suficiente. Suponhamos gque para todo

Yo € %1 € Y3 > o7 e sendo E = (EYk, k € O0) o esqueleto pivo-

teado por Y, e Y, tenhamos:
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1— 1 1._ 1 2_ yi 2_ 2
T P Tt e MU B LA RN
RS Sl P 6 E
a3
4]
1 1 1 1 5 9 ) ”
(al—Y )/(Yleo) X(Yl—al)/(Yl Yo)

ol

>'<Iiz><IIIE %

Y10

2 2 11,1 1 2 2

At R R e Ve e B Cre e VAR W N Ui VAV

Q 1 "o"" 771 o 1 "o 1 0 1 'o"" "1 ‘o

X liX”E . x Il
E

Yo1 LE}

Seja & tal que a, < 8§ < wo. Devemos provar gue

(a3-81)/ (aj-al) x (a3-0%)/(af=a?)

IIXHEe < Cla ,8,a2) Ixlg
o
‘ 0
1_pyl 1_,1 2_gp2 2_n2
- ”(6 cto)/(u,2 O‘.O) % (0.2 8 )/(Ct2 Oto)
Vg
Qo2p
1_pnl 1_.1 2_n2 2_n2 | 1_n1 2_ 2 22
(@ -6}/ (a, ao)x (65-a2)/ (o -a%) (6 ao)/{a2 aO)><(6 uo)/(m2 al)
X HxHE xHxHE
Go2 a2
Se 6 = o; {jbasta tomar vy = ai Y1 = 9z

i

Suponhamos entao que a, < ¢ < a;.- Como 2%1 & uma escala em

o, <0 <o temos:

IIXIFE8 < C(ao,e,al) X ByA,R3Ay,

onde
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®

(a1-81)/ (a1-0a;)
Al = IIXIIE

o
0]

(a1-8%)/ (ad-a)

*

(6-al)/(ai-0)) * (a1-8%)/ (af-a?)
Ay = lixlg

&ip

(ai-6")/(ai-aly x (8%-al)/(af-0])
az = lxl
E
Qo1

b

'{el—aé)/(ai—aé)
Ay-= Hxll B
23]

(67-a2) /(af-a2)

Em A, usando a hipdtese. com Y,= %, e Y1 = o, teremos:

(8'-al)/(ai-al) x (8%-02)/ (af-a2)

(1Y Ixl B =
o
(el-ai) /(aj=al) x(0g-0d) /(@3=a2)  (aj=al)/(as-al) X (a%—a%)/(a%‘u?)
<lcixly 0 “hxiy o ° © v
o0 20
i1 1_.1 2_ .2 2.2
_ (a,~0q)/ (ay o:OJ x (ay-a’)/(ag=al)
x Mzl ° x
Gp2
il (a%-aé)/(a%-‘aé) X(ot%*ag)/(a%—aé) [Sl—aé)/(a%—aé] X (82—{15)/(&%"&;)
E
Go2.
(a%"u%)/(a%-oté) x (a3-a2) /(aZ-a?) (al=al)/ (ad-al) X (ad-a?) / (a3~a?)
= Cllxl “xg o ° 0 o
33 Goq

o]

(a0} / (eg=0l) x (uf—ug)/(ag—ug)] (8'-a)/ (ag-al) x (8%-02)/ (af=a?)

bl o ©
Qg2
1., 1 1_. 1y 2_,.2 2_42
-"X"E(B a )/ {a; a ) x (8 at)/ (a3 aOJ-

By
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Como E_ €& uma escala simples nos lados do quadrado temos:

(@3-01)/(oz-a,)  (ai-a’)/(oz-a:)
HXHE < C HXHE ixlg .

a
G110 g, 20

Substituindo esta expressao em A; teremos:

(6'-al)/(ai-al) x (af-8%)/ (af-a?)

2y xig ° <
210
(a%—u%)/(a%—a;) (a%—a;)/(aéwaé) (Bl—aé)/(a%—ué)X(a%-@z)/(ui—a;)
<ci HXHE ”XHE ]
ag 42g

Como EOL & uma escala simples nos lados do guadrado temos:

2 2 5 2 ) 2 2
(az‘ﬂl)/(&z-ao) (al—ao)/(uz—ao)
ixlly < Clixlg bl

ol ao Qp2

Ssubstituindo esta expressaoc em A3z teremos:

(@1=6")/ (ai=a)) x (6°-a2)/(al-a)

E
o1

(3)  Ixl

<

2 2 2 2 2 2 ,, 2.2 1 1 1 1 2 2 2 2
(oa—01) / (Co—at )} (a1=a )/ (as—0 ) (a1=8)/(aj—o ) x (8 = )/ (ay~a )
<clhxl B P © °1] o 0 o
- Ea Eﬁ
o 02

3 S
'.‘] \
Agrupando os termos envolvendo 1xlig em A,, (1), (2) e

a .

o
(3); idem para os termos envolvendo [leE em (1) e (2) e agru
o ' %20
pando os termos envolvendo lxll em (1) e (3) teremos a nossa

Gg2
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tese. O raciccinio & analogo para 6 nos outros "guadrados".

1.2.4, PROPOSICAQ. Se uma familia (E,r o, < o < ay) de espagos

o

normados & dada satisfazendo as condig6es (EM1) e {(EM2) da defi-
nigdo 1.1.1, e pelo menos um dos espagos nac e completo entao

(E_, o, £ a < ap) & dita uma escala incompleta.

Consideremos o completamento Ea dos espagos Ea.

Assumimos gue a seguinte condigdo & satisfeita:

) Se {xn} & uma sequéncia de Cauchy em EB e lIx iz, =0

8
O

gquando n —* ® entao também lx_|I ~ 0.
n EB

OBSERVACAC. Como 2 & denso em E, a injecdo de Eg em Eu (B> a)

P

pode ser estendida a um tnico operador continuo e :'EB e Ea. Co

mo ¢ niicleo de e & o conjunto dos elementos de EB que sao 1i

mite de uma sequéncia de Cauchy em Eg que tende a zero em E_

vemos quea condigao T) & necessaria e suficiente para que e seja

uma injegao, ou seja, podemos identificar EB como subespagc de
E_.
o

Em outras palavras seja x € EB' Entao existe uma sequéncia

[= —
de elementos x Eg tal que lx }{HB 7 0. Como EgC Ej (B> a)
os elementos x € E e por 1.1.1(1} formam wuma sequéncia de

Cauchy em Ea' Logo existe um Unico ponto limite da seguéncia

{xn} em E_ que & naturalmente identificado com o elemento
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original x € E,. Entao cada elemento de EB corresponde de mo-

B’
do natural a um elemento de Eu' 0O gque a Condigao m) ense’ja &
que varios elementos de EB nao pedem ir no mesmo elemento de
Ea’ pois se x' e x" em EB sao identificados com © mesmo ele-
mento de Ea entao existem seguéncias {xﬁ} e {x;} em  Eg

tais que:

| v i "o n | "
[lxn x*Il, =0, IIxn X IlB - 0 e Hxn Xn[‘a - 0

B

e de 1.1.1(1) temos gque Hxn + 0 e da condigao ) te-

mos Hx! - x"lI, > 0. Logo x' = x
n n g rg

Entao 0Ss espagos {Ea' o, < o < o} relativos-ao esqueleto

E = (Ea , k€ ) formam uma escala com as imer86e53uﬂxmahsEB(1E&
k
(B > o). A validade de 1.1.1(1) e (2) para os espagos Ea segue

de um Obvio processo de limites.

Encontraremos casos especials de escalas inccompletas onde
todos 0s espacgos Ea coingidem como conjuntos, ou seja, EOL =M,

ao < o < o, mas diferem na norma. Esta escala sera chamada esca

la incompleta com base M,

Toda escala (E , o < o < o;) pode ser obtida completando
a escala com base E_ e as normas dos espagos E

1 a’
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1.3. ESCALAS NORMAIS

1.3.1. DEFINIGAO. Uma escala multipla (E,e_ < o < ojp) rela-

tiva ao esqueleto E = {Ea , k € 00 & dita normal se Cl{a,B) =
k

= C(BO,Y,Bl) = 1 na definicao 1.1.1, istoc &, se as seguintes con

digoes sao satisfeitas:
(EN1) Se o < B entao EB esta densamente imersc em E, e

(1) I < frxfig o« X € E,.
Ea Eg B

(EN2) Se a_ < B, <Yy <8113 201, B, < By e E=(E

€
00 — QO 00 %{ kel
& o esqueleto pivoteado por E e E entao
Boo B
e
(2} Ix < x| = Tlhxdl Ihx I , X € E ,
E - E E E E 811
Y Boo B1o Bo1 fn
onde
w=g) - yhsel -8l e wl = -8zl -6y 3=12

1.3.2. OBSERVACAO. A desigualdade 1.3.1(1) mostra que a fungao

e (@) = Bxlg (x € B, ) & "ndc decrescente" e limitada. Ainda
o 1

mais, se Boo e B,; sao dois pontos guaisquer do guadrado pi-

voteado por o, . € aj1s O 2 Boo < Bl 2 a1y entao a
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combinagcac convexa de Boo € Biy mOS darad um ponto g tal que: °

1 1 1 2 2 .2
t8,,* (L-t)B); = B onde t =(B] - sl)/(8 - eo)=(51—82b451-38,

t € (0,1), e das desigualdades L.3.1(l) e {(2) teremos:

2 - — - -
iy < s T E s DOTEN g [TE (70
B Boo Bio Boa B1,
2 2
< xnE uxpitt (x € B, )
= Eg Eg 811
00 11
ou seja
2 2
t 1-t
(1) o (B) < ¢ (B ) -9, " (Bi1) (x € By )

1.3.3. PROPOSICAO. Seja K o guadrado pivoteado mor « e 01

o0
A fungao o y) = lxlg (x € E_ ) & continua no interior de K.
v 11
DEMONSTRACAC. Se x = 0 entao wx(y) = 0 para todo Y. Para

Xx # 0 seja ﬂhk(y) = log @X(Y). De 1.3.2.(1l) temos:

. 2 2
(1) h (68, + (1~ £)811) < £'h (B ) + (1 - £9)h (By).

<o jale]

Q
Provaremos que h_ & continua em K.

O
Sejam Yo, € K, d = dist(YO,BK) e € o guadrado com centro



em Y, e lados de comprimento 26 onde V2§ < 4.

A fungdo h (y) & limitada em X pois

h (a3 < b (y) < hy(ar)

e portanto

i (] <M, v €K 28

Seja vy um ponto gualguer tal gue
< -
0 < |y - v, | <38

e definimos Yot uw e Y, - u na reta que passa por Yy, € Y.

Vamos escrever Y como combinagao convexa de Yo + u e Yo

e escreveremos Y, como combinagac convexa de Yy e Yo T U- As-

-1
sim, se t = |y - YO] . 8 teremos
Y = tly, T u) + (l—t)YO
1 T
Yo 7 Y + (YO - u).
1 +t 1l + ¢

De (1) teremos:



h () < t%h (v, +w + (1= £Hh (v)) <M+ (1 - tHn (1)
ou seja
(2) h () -h (y ) <t [(M-h (v )] < t7[M ~ h (v ) + 2M/t]
e também
2 2 2 _
h (v} </ 4+t 0h (vI+H(e"+t2)/(1 +£) " Th (v - u)

5[1/u+wfnhx(y)+£(t?+2t)/(1_+ t2)] m
isto €&,

h (vy) + chX(YO) < h {y) + (£? + 26)M

2

(3) h (v} - h {v,) > - t7[M-h (v)) + 2M/¢]

De (2) e {(3) teremcs

2
b (V) - hX(YO}I <Im-n (y) +24/t]t

2
(M - hx(yo)] t° + 2ZMt

| A

f A

aMt =T14mM/81 |y - YO[.
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- . . 0 U
Loge a funcgao hx(y) & continua em X e portanto a funcao

- - - o . g ]
wx(y) tambem sera continua em K e a proposicac fica demonstra-

da.

1.3.4. OBSERVAGAQ. Consideremos agora uma escala normal incom-
pleta com base M, isto &, um espa¢o vetorial M no qual uma famé

lia de normas IIxHa ' (aoo < o < ow11), €& dada satisfazendo as

-

desigualdades 1.3.1(1) e (2). A funcgao p ey = Uixll_ (x €M) €

continua no guadrado pivoteado por %, © 011 exceto possivel

mente na fronteira do quadrado. Vamos denotar por K este gua-
drado. Se x = 0 entao ¢ (a) = 0 para todo o em K. Seja entao
x # 0. Provaremos que wx(a) & continua em G ® Com efeito, co

mo wi{x) e limitada e de 1.3.1(1l) teremos

(1) ¢lo ) < lima @ ()
¥ 0o
De 1.3.1(2) com Boo =a,, € 8117 = 011 teremos
(2) _ lim ¢ (y} < ¢w(a_ )
v 0o
00

Assim (1) e (2) implicamgue a fungae ¢{a} & continua em ¢

Ainda mais, provaremos que ¢{a) € continua em todos os pontos
2 1 2 .

(al,aj) e (al,a?) com a! < el e o < o). Geometricamente, a fun

cao w¢(a) & continua em:
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. . 2 —
Com efeito, consideremos um ponto (al,ao) que denotaremos por o.

Lembramos inicialmente gque a definicdo 1.3.1 implica que

0S espagos (Eu’ uoo < o < ay;) formam escalas simples nos segmen

tos de X paralelos aos eixos coordenados. Portanto, nestes seg-
mentos a fungao v (a) & continua, como fungao de uma variavel,

exceto possivelmente nos pontos finails destes segmentos.,

Analogamente a (1) e (2) concluimos que ¢ (o) & “"continua®

em o para "semi-viginhancas" da forma
Via) = {le € K|a > a}

- - > - — . + — .
ou, eguivalentemente se {an} > o, o > o @ﬁﬁo_wx(an) v, (@)

Entao, de 1.3.1(1l) temos que

(3) Lim_ ¢ (o) = ¢ (a).
oo = 2

< ol « ap-fzdejﬂ3jil)tamm

Agora, como vx(al,az) & continua (aé
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(4) lim ¢ (o) = ¢_{(a).

oo

De (3) e (4) temos a continuidade desejada. De maneira analoga

segue que @X(al,az) é continua nos pontos (ué,az), ag < gl < u%.

1.3.5. DEFINICAO. Uma escala normal (E,r 0, SO 2 ;) relati-

folo)
va ao esqueleto E = (E_ ,k € U) tal que a fungao v ()= lixhg
k s
{x € E ) e continua para todo o no quadrado pivoteado por uoo

@11
e oy; € dita uma escala neimal continua.

Neste caso dizemos que a escala (E , a < & < ay1) conecta

oo

a familia E = (E , k€ Oy,
Y

1.3.6. EXEMPLO. Seja P = (p;,pz) um par cocm 1 < Pi < w,i=1,2.
Uma fungaco £(x,y) mensurdvel no espago produtc [0,1] x [0,1]
com a medida de Lebesque pertence a LP(IO,l] x {0,1}}) se o nu-
mero obtido tomande a p;-norma em x e a pe-norma €m Yy, nesta
ordem, € finito. O nimerc assim obtido, finitoc ou nac, sera deno

tado por £l ou Il £ .
@ P P P1P2

Quando p; < o, i = 1,2, nds temos em particular:

Lot =3 P2/P1 1/p2
iei, = U] e e T ey T
O O
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S5e, ainda mais, cada P; = P

1

1N, = [J 1£(x,y) |Paxay 1772 = 1t
0 p
e
P P
L ([0,1]1 = [0,1]) = L ([0,1] x [0O0,11]).

As letras P, Q, R,... sempre designarao pares P = (pi,ps).

.. com componentes entre 1 e =, Também, se p' =p/{p-1) & o

valor complementar de p entdo P' = P/(P-~1) € ¢ par cujas com-

ponentes sao os valores complementares das componentes de P,

aplicando sucessivamente a desigualdade de Minkowski tere-

mos, para f e g em LP:
e + gHP < IEhg + hglly

. = P = . . P .
isto €, L € um espago nermado. Ainda mais, L e um espago de
Banach.

Como estamos em espagos de medida unitaria teremos, usando

a desigualdade de Holder:

(1) Se Q > P entao LQ C LP e IIflEP < lEfHQ com imer

sao densa.

Com efeite:
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P2 1 1 P1 P2/P1

£ = f{x, 4d d <
PiP2 L)[ L)l x y)\ * ] vz
ool a P2/d1
< J [ J |£(x,y) | ax] dy <
o 0
1 ! a; 92/491 P2/95
< IJ [f |f(x,y)] axl dy |
0 o
Q
e portanto  Hfl, < IIJ‘E!IQ (f € L7).

Ainda mais, © conjunto das fungCes simples mensuraveis (com
binagac linear de fungoes caracteristicas) € denso em gualguer

espago F e portanto 19 & denso em L.

(1i) se £ e nL¥([0,1] x [0,1]) e P <R < Q entdo

1 1 ry r2/r1 l/I2
e = 0]t deean ) e ey :
o o
vt , ry@i-ry)/@ipl . TPl arp1) ro/r o U,
=[J [J |£ix,y) | £ (x,y) | dx ] dy )
o o
1o P1 ra(qi1-r1)/p1{q1-p1)
i[J [J |f(XrY)| dx | x
0 0

1 dq; rpl{ri-p1)/qg(g;-p1) 1/r;
1] ltean |l R
O
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L p1 ro/p1 (qi-ri)/r2lq1-P1).
[J [f Eix,y) | dx] dy ] X
o ]

1 1 di ro/d; (r1-p1}/r2 (d1-pP1)
x [J [J [f(x,y)| dx] dy } =
9] O

! 1 p1 1/p1 rolda-ry)/{qo-py)
= {J [(J [ £(x,y)| dx) 1 X
o 0

1 P1 1/p1 Ty (ro-po)/{dy-p2) {g1-11)/r2 (g1-P1)
x [(J L £(x,y)Y| dx) ] dy }
0

! ! d1 /gy rplge-xr2)/{q2-pP2)
{J [(J [ £(x,y)| dx) ] x
8] o)

! d1  1/ayr ra{rs-pp)/(d2- p2) (r1-p1)/xr2 (gq1-p1)
[(J |£(x,y)}] ax) ] _ dy}
Q

ES

(a1~ry)/la1-p1) x (@o-r2)/{qo-p2)
£ I %
2

| A

®

(Q1‘r1)/(Q1—Pi) (rpo-p2)/(d2-p2)

x I £l X

P19z

>

(ri-p1)/{d1-p1) x (do-T2)/(da—P2)

£ x
8 q1p2 :

(r1-p1)/{g1-p1) *x {rp-p2)/(d2-pP2)

£
g1d2
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e portanto temos que (LR, P <R < Q) & uma escala normal relati-

q. g
va ao esqueleto E = (Lplpz,Lpqu,qupz, L 172y, Ainda mais,

1i E = £
o p D,q
(pn;qn)‘*(p:q)

Com efeito, usando sucessivamente o resultade em um parametro te

remos:
(1)
e I =ME N _|{<e=IIEN_ —-UEN NI < e=|Ifl -~ IE0__ |<e
Y Pp Yy p - Y Pp Yy p 9,— Py Pd, —
De (1) teremos:
£ - {Ifl + ) < Il - £l < E
P49, Pq - P 49, Pd, -
e portanto
(2) NE < HE + 2¢
P 9 g
Usande (1) novamente:
(£ - ey - Ufll < NIEI = £l <
P p.d, - pa, ICTEE

e portanto
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3 £ > IEl_ - 2¢
) Py Pq

De (2) e (3) temos gue !1fllp - llfllpq guando (pn'qn} ->

n-n
- (p,q).

Assim (LR, P < R € Q) & uma escala normal continua relativa

ac esqueletc E.

1.4. FaMILIA RELACIONADA

1.4.1. DEFINICAO. Uma familia E = (E, » k € 0) de espagos de Banach
e dita relacionada se Ej estad normalmente imersc em E . para

k > k' e existe uma escala normal continua conectando a familia

E.

1.4.2. LEMA. Se (E, 0 < @ < 1) € uma escala normal relativa ao

esqueleto E = (E, , k € O). Entao
lim x| < il ' X € Ey,y
%> (1,1) Ta g0l

onde E?! & o completamento de E;; relativo a Egg.

DEMONSTRACAO. Pela definigao da norma .em . Egl existe uma se-

uéncia {x_} C E tal gue lx_I = x| e x converge
4 n L E noHpy EO01 n g

para X em Egg. Entdo temos:
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(1-al) (1-a?) al(1-a?)
hx = x_| < Ix - x| hx - x_|l %
n E(x n EOO n Eig
(1-alyo? ata? (1-al) (1-a?)
-— - —_— X
X I x XD”Eol x JIx Xn”Ell < lx Xn”E
00
ot (1-a2) (1-ol)a?
X + X x X + HBx_ i
{HXHEIU 1 n"Elo) (l ”E01 n E01)
0'.1&1 (l—Otl) (l"*OLZ)
X (I]xHE11 + HanEll) < Ix - XDHE x
0o
al (1~a?) (1-al)a?
x (hx + x| ) x (=l + Xl 5q)
Eip EOl Egi B
ala?
X (HxHEll + IIXI%DJ) - 0 (n — =),
Em particular [ix “E *‘I]XHE (n > «), Agora, dade e > 0
oSy o
egcolhemos o tal gue [Ix[FE > 1im [IxilE - £. Entéb, para o
o -1 Q :
grande temocs:
[l = x| > lx_ > x| - e > lim Ixl_ - 2e,
Eg] n Ell n ECI'. ED’. a-1 E[},

Comoc ¢ €& arbitrario seque a tese.

1.4.3. OBSERVACAO: Segue imediatamente das escalas simples que:

lim Ixt, < (xl (x € Eyy), k€ {(1,0),(0,1)}
a—> k Ea E Ok
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onde %% & o completamento de E, relativo a E__ .

1.4.4, COROLARIO. Para B < 1 o espago Eg esta isometricamen-

te imersc em seu completamento relative a Eoo'

DEMONSTRACAO. Para x € E;; a funcgao H}{HE e continua no pon

o
to B <1 e pelo lema temos:
I > lim Ixl. = lIxl
EOB T -8 Ea EB
aj_B

Como a desigualdade contraria vale sempre temos:

Il . = lx) (x € Eqp)
gOP Eg

Como E,; € denso em Eg esta igualdade extende-se a todos os ele

mentos de E B’

1.4.5. TEOREMA. Seja E = (E, ,k € D) uma familia de espagos de
.Banach tal que‘se k> k! entao Ek, estd normalmente imerso em
E.v . Para gue a familia E seja relacionada & condig@o necessd

ria e suficiente que Ek(k €0,k # (0,0)) seja isometricamente

imersoc em seu completamento relativo a Eoo'

]

CONDICAO NECESSARIA. Se a familia E & relacionada entdo existe
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uma escala normal continua (Ea’ 0 < a < 1) conectando esta fami-

lia. Peleo Lema 1.4.2 temos:

il x I = lim x| < xd
a=>(1,1) a g0?

Como a desigualdade contriaria vale sempre temos gue as normas dos
espagos E;; e E%!  coincidem sobre E;j;. Para k = (1,0) cu

(0,1) segue analogamente da observagao 1.4.3.

CONDIGAO SUFICIENTE. No espago vetorial E;; nds introduzimos

uma familia de normas pela formula:

{1)

|£x) |
bxily = sup 71—l 2 1 2y 1342 142
@ E€Bgo g 3T Hmeth gy e Umat gy Lmatiely gy o e
o0 10 g1 11
= sup ]f(X)I
T e 3]
fEEoo il HfHE.
keO k
cnde
2 . 1-k. .
atk) = M [(1 -k, + (-1) Jo3].
j=1 ]

A guantidade Ii:xIIE tem todas as propriedades de uma norma. Ain
4.1

da mais, para todo x € Eq, e f € Eéo a fungao Fx,f(a)
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definida no gquadrado pivoteado por (0,0) e (1,1) dada por:

B | £ () |
(2) Fx,f(a) - a (k)
noEl
ked E];
<ol (1-07) (1-al)a? ala?
f00] /1 ENg: /Hﬂl /5l
_ o0 oo { 00
— '.
NEl, \ T£l, \Jfﬁ, Il
EBD \\ 10 E \\ 11

continua neste quadrado. Como llfHE. < llfHE. para k > k' e
k k! -

o

fer., a funcao (2) é também "nao decrescente" em o. Com efei

to, basta observar gue

l—dz - ) dz &1
(60 | £, /uan{;1 _
1 42y = - — Q0 —_—
Fxff(a g O l_a2- 32 \
£ €N,
IEflg. IIfIIE[,]1 ?Q 4 \\ E
= 1 2
N, \l“ I£0 \“ *
| £ (x) | E
F o (al0?) = ———ﬁL —_—
Xy ’ | 1
fl“ e’ £, MH
IElg WElg "E§) _

e portanto f(al,az) & "crescente” em cada varidvel separada-—

mente. Assim, se o < B temos:
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(3) fxly < Ixlg
o B
Ainda mais, se (0,0) < ag <Y < ey < (1,1) teremos:
1, .2 1 1 2 2 1.2 2
(1 - vy )y = (1 - ao)(uouoao + uoulal) +
1 1.2 2 2.2
-+ (l - 0'.1) (UluOOLO + ululal)
1 2, 2 121 1 2 1
Yy (1 - y7) = (1 a ) {u uje  + upu o) +
+ (1 - a%)(uéu%u; + u}u%al)
1.2 1, 1.2 2 1.2 2 1,1 2 2 1.2 2
Y'Y = ao(uouoao + uoulal) + al(uluoao-+u1u1a1)
onde
3 _ .3 J -
R S oSN -
=S I R s s IR
O‘.1 - U.O 0!.1 - OCO
e
i, 3 - 3] Jod = 3 .
uy -hoouy = 1, uouo + ey =Y, J = 1,2.
Das igualdades precedentes segue imediatamente:
1.2 1.2 1.2 1.2
r ( ) i [F ( ) Uouo uluo_F ( )}uoul ) uil,
w00 = LE gla 01 - F, gleagd]l EF, plagy [Fy,¢lerr)]
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e portanto, tomando o supremo quando £ € Eéo teremos ]

1 2 1 2 1 2 1.2
U.OU.O uluo 1.10111 s
(4)  Ixlg < tixilg =l sl HXHE (x € Eqy)
¥ %50 %10 Qo3 G
Assim, o conjunto E11 no gual uma familia de normas lleE
o

(0 < o < 1) & dada satisfazendo as desiqualdades (3) e (4) nos

fornece uma escala normal incompleta continua de espag¢os com ba-

)

se Ej;;. As desigualdades (3) e (4) implicam que a condigac

da proposigac 1.2.4, & satisfeita e portanto os espagos obtidos

completande ¢ conjunto E;; mnas normas lxlg formam uma esca-
: o

la normal continua. Com efeito, seja (xn) C Ejq uma seguéncia

HanE - 0 guando n - «. Entao

de Cauchy na norma de E e
i feYa)

de (4) teremos, para 0 < B < v, que

1 2

u;ui u%ui uéu% uiu;

HanEB < HanEoo HanE 1 HanE , HanE L,
Y0 Oy YUY

Como as trés ultimas parcelas do segundo membro da .desigualdade

sao limitadas temos que:

(5) Han - 0 quando n - o para 0 < B < y.

A seguéncia (wn(B)} = (HanEB) de fungoes continuas de B

converge uniformemente no %uadrado pivoteado por 0 e vy pois:
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[ tx llg - meHB| < hxy moxp g < hx = x b~ 0 quando n, m .
Assim,
he, - ¢ I = ;:E |¢n(8) - @m(B)l - 0 gquando m, n > ©,

Entdc a fungao limite ¢(B) & continua no quadrado pivoteado por

0 e Yy e de (5) temos que ¢(B) =0, 0 < B < y. Entao ¢(y) =0

e lim x ”E = 0. Ainda mais, de (3), (4) e da observacgao 1.3.4

temos que a funcao wx(a) = H}{HE & continua no guadrado pi-
o

voteado por (0,0) e {(1,1) exceto possivelmente nos pontos (1,02)

e (al,l), © < al, a? < 1, pontos estes gue chamaremos de «a.

Como ¢ supremo de func¢oes continuas € uma fungao semi-contl

nua inferiormente temos gue:

lin ¢_(a) 29 (0).

— X
oo

Como nos lados do guadrado temos escalas simples e usando (3) te

remos:

liqux(a) = @X(a).
o> o

Assim ¢ _(a) é continua no quadrado pivoteado por 0 e 1.

Ainda mais, para o = ({,0) temos
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hxl = sup \f(x)l JIEN ., = Ixl
Ea=(0,0) terp’ Eoo Eoo
00
e como E;; € denso em EOO na norma de E_ O completamento
de E;; na norma lxl coincide com E_ .
E _ 00
Também, para o = (1,0) temos
[y = sup (|f(x)|)/ltfHE,
a=(1,0) fEEéo : 10

e como Ej;g esta isometricamente imerso em seu completamento re
lativo a EOO teremos pelo tecrema 0.3.5, que:

I = Uxlb. .
Ey=(1,0) E1o

Analogamente

s = Uxl. i Ixl - ixl. .
Ey=1(0,1) Eo1 Eo=(1,1) F11

Come E;; & denso em Ek , k € 0, na norma de Ek-’ o completamen

to de E;; na norma H:cHE coincide com o espago E, ., k € 0.
' o=k

Ent3c a familia ®E & relacionada, isto &€, o. completamento
de E;; nas normas (1} ncs da uma escala normal continua

(Ed,o < a < 1) conectando esta familia.
i

Pelo Teorema 0.3.5 as hipbteses do Teorema 1.4.5, admite
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varias formulagoes eguivalentes:

1.4.6. TEOREMA. Seja a familia E= (Ek , k € 0) tal que se k>k'

entac E esti normalmente imerso em Ek' . Para que I seja re-

k

lacionada € necessario e suficiente gue as sequintes condigoes

equivalentes sejam satisfeitas:
(i) As hipbteses do Teorema 1.4.5.

(ii} © espacgo & normativo em E! , k€ 0O, k # (0,0).

El
el

(iii) A bola de Ek (k€ O, k # {0,0)) & fechada (em Ek) na

topologia induzida pela norma de Eoo .

Pelo Lema 0.2.3, teremos os sequintes Corolarios:

COROLARIO 1. Seja E = (E, »k € 0) uma familia tal gue se k > k'

entao E) estd normalmente imerso em Ep . . Ent3o a familia E =

= (EOk, k € 0), onde %% & o completamento relativo de E, em

E _, €& relacionada.
oo

COROLARIO 2. Seja E = (E k€ O) uma familia tal que se k>k'

entao Ek esta normalmente imerso em E

kl
Se E, € completo em relagdo a E,, (k€ 0) entao a familia

E & relacionada. Em particular, se E k # (0,0) & reflexivo

k r

entao a familia T & relacionada.
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O Teorema 0.3.8. nos conduz a:

COROLARIO 3. Seija E = (B » k € 0O) uma familia tal que se k > k'

entao E, esta normalmente imerso em By v

Se estd densamente imerso em Ei {k € O) entao a fa-

'
EOO

milia TE & relacicnada.

0 Teorema 0.3.6, implica o seguinte corolario:

COROLARIO 4. Sob as hipdteses do Coroldrio 3 a familia E' =

(Ei , k € 0) & relacionada.

1.5. CONDENSACAO DE ESCALAS NORMAIS PQR MEIO DE COMPLETAMENTO

RELATIVO

Seja uma escala normal de espagos de Banach {E , 0 <a <1}

relativa ao esquéleto E = {Eklk € 0}.

. . oo ~
Construiremos uma familia de espagos E gue sao os com-

oo

pletamento de E_  relativo a E , E CE_, e veremosg as pPro-

priedades desta familia.

1.5.1. PROPOSICAQO. Para a<y O espago %Y ¢ 8°* com constan-

te de imersac 1.

a
T

Seja x € E°Y, entdo existe uma sequéncia {Xn}(:Ey' X, 7 X
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em E e = Il = llx]| .
a) n EY 5O
< — [} q E ”
Entao "Xn“E < "Xn”E hx il oy o que implica que x E
o Y E
e lxl < lxl .
EOO‘. - EOY

- 87
1.5.2. PROPOSICEO. O completamento E ' de E, relativo a E,

{(a < v) coincide com EOY.

Temos gque E C E C E
Y o 0

seja x € EYY. BEnt3o existe uma sequéncia {xn} c EY com

¥x -+ x em E e x| = [Ix] . bPela imersac E_ C E a se
n o n EY an o

ar N O
guencia {xn} converge para X em E0 e portanto x € E Y e

li 2 Il <lxl .
oy —

E E*Y
Inversamente, se x € E°Y  existe uma sequéncia {xn} cC EY
- =
com X, X em Eo e [lxnll EY "X”Eoy'

Como {Ea :0< a < 1} &€ uma escala normal temos para 0 <a <y

que:
(1-al/yl) (1-a2/v2) (1-al/y1) (a2 /v2)
Iz —-x o <M -x 1o Iz, - x g , X
o 00 oy
(el/y1) (1-a2/y2) (al/y1) (a2/v2)
x ix - x fo lx, - % g " <

vlo vy
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(1-al/y1) (1-a?/v?)
lx - x g X ’
L 00

(1-cl/vyH (@2 /y2)+ (al/y1) (1-a2/y D)+ (al/v 1) (@2 /vy2)

<

(L-al/y1) (1-a?/y%)
i”xn—meE X
o0

(I—al/y1) (a?/y2)+(al/y1) (1=a2/v2)+ (al/y1) (a2/42)

x {2 Ix] )
gCY

Como {xn} converge para X en EOO entao pela desigualdade

acima {xn} & uma sequéncia de Cauchy em E, € como E, © Ey

. o
ela converge para o mesmo elemento x em Ea. Assim, X € E ¥ e

”X"EGY = ”:{"EOY' A desiqualdade inversa mostrada antericrmente

. . o 0 s . .
implica que os espagos E T e E°Y coincidem isometricamente.

A Proposicao 1.5.2, e o Lema 0.2.2, implicam:

1.5.3. PROPOSIGAO. Se v > & e E G B, entdo o espago %Y es-

td imerso em E_ = e ndo coincidem com ele.

1.5.4. PROPOSICAO. Se o espago .Eu nao & completo relativamen-

: P S + 1+ RS 0 -
te a Eoo' isto e, E # Ea’ entao 0s espacos E Y estao imarsos,

= 00
nac densamente, em £ para o < Y.

Com efeito, para 0 < g < 1 o Corolario 1l.4.4, implica que

EO~ estad isometricamente imerso em seu completamento relative a
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E e como ‘E_ nao € completo relativamente a E entao E
oo a 00 o

- P oa
€ um subespaco propric de E .

Por outro lado, para o < y temos e°Y ¢ EDL e conseguente-

o} - ~ oo
mente E ¥ esta imerso nao densamente em E .

1.5.5. PROPOSICAO. Para 0 < B <y < By <1 (B __ < By;) temos

0 00
ainda
1111.12 'L11 (l_UZ) (l—ul)u2 (l—l.ll) (l"l.'lz)
< < flxll I3 ) =1 Il > Il
g0~ 2°Bo0 £°Bo1 £°B10 0811
€ E )
( B11
_ el _ 3 3 _ L3 o
onde u, = (B1 Y )/(B1 BO) 3 =1,2.
OBk
Convéem lembrar gue E é o completamento de E, relati

k

vo a &B , ke Dd.
Qo

DEMONSTRAGAQ. Seja x € EoBll. Entao existe uma sequencia

C <
{x } CE tal que x - x em E__ e Ix Iy <Ix] 0811'Como

B11 811 E

{Ea} & uma escala normal temos:

iU, u; (1-uy) (l"ul)_uz (1-uy) {(1—uy)
W el s ble g gl b,
L w e (l-upu,  (l=ug) (1-up)
ST P
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Na demonstragao da proposicao .1.5.2, mostramos que X, X em

5 - Agora, pelo Corolario 1.4.4, temos gue EB esta imerso
00 : 00

. . o - )
isometricamente em E EOO. Entao, para todo € > 0 e n sufi-

E

cientemente grande temos fx_ . < = + . Analoga=
n'E - O0Boo
Boo B
mente, para B;3; < 1, temos:
x| < Ixl +oer lxl < Ixi T (n > N)
n'E - 0 n E - 0
8ot %801 814 E0B10

Substituindoc em (1) obtemos:

(l—ul) {1-uy)
[ 0 Cixll + )Rk 08
£OY xe O 2Pk P11

k#(1,1}

il =i

{Wa

Como & & arbitrario segue a tese.

Ent3o a familia de espagos de Banach E°% tem todas as pro

oo

priedades de uma escala normal (™, a, < a j_al)(0;3a0 <o < 1)

exceto que as imersdes ndo sao densas.

l1.6. ESCALAS NORMAL MAXIMAL E MINIMAL

1.6.1. ESCALA NORMAL MAXIMAL DE ESPACOS DE BANACH

Seja F= (F .,k € U) uma familia de espagos de Banach tal

-
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que se k > k' entac . esta normalmente imerso em P -

Consideremos agora todas as escalas normais continuas incom

pletas (Ea' (0,0) < a < (1,1)) com base F;; tal que

4

(1) "X“E ”X"F r kED, XEFll.

ko k

Notemos que existe uma tal escala, a escala trivial, assim defi-

nida
Il =hxl, 0 <ac<1l
a 0o
ou seja (E_, 0 < a < 1) = (Fyq,lixl ).
vl - — F
00
Em Fj3; nds introduzimos uma familia de normas Fxll,

0 < a <1, pela formula:

{2) hxll, = suplixlig (x € Fy,)
a

onde o supremo & tomado sobre todas as escalas com a. propriedade

acima.

Para uma escala fixa Ea e fixado x em Fi11 =a fungao

wx(u) IIXHE satisfaz 1.3.1(2), & crescente e continua em «a,

o
(0,0) <o < (1,1).

A colegao de tais fungbes € uniformemente limitada para  x

fixo:
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(3) v (o) = hxlg < xllg < hx

o 11

11

Entao Mxi = supllxlly para esta colecao de fungoes satisfaz
o
1.3.1(2),- & crescente e continua em a, 0 < a < 1.

0 completamento do espago Fi1; 7nas normas Ix! ~ nos da uma

. max .
escala normal continua de espagos Ea y 0 <o < 1, relativa ao

esqueleto (B‘]‘{‘ax, ke d). Como lIxl, <ixig (x&TFily de (2)

o) o)
e da escala trivial segue que H:cﬂo =H><HF e conseguentemente
0.
max . .
0Ss es5pagos Eo e F coincidem.

Temos entao

i1 11 o o0 00

onde “— significa normalmente imerso.

A escala entao obtida e chamada escata noamal maximal cons-

truida da familia F = (F , k€ 1) e tem as propriedades:
a) Emax -
o0 00
a - . max
b) Ei estid normalmente imerso en Ek , ke O,
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c) Se para alguma escala continua (Ea, 0 < a < 1) rela-
tiva ac esgueleto E = (Ek , k€ U) as desigualdades (1)

valem entao

(4) ”X"E i Il max * Oiuil (XEFll).
o ECL

Da preopriedade c) segue gque a escala normal maximal & defi-

nida de maneira unica.

Se a familia F = (F, » k €10) & relacionada entao a escala
normal maximal conecta esta familia pois neste caso_H}{Hk = lIxlg
k
(x € Fy;), k € 0, e portanto E]Tax = F .

0 lema seguinte € mais geral.

1.6.2. LEMA. O espago EEaX coincide com o fecho de Fy em FOE
onde 7oK é o completamento de F, relativo a F__.

DEMONSTRAGAC. Pelo Corolidrio 1 do Teorema 1.4.6, a familia

ok - , - .
¥ = (F%, k € O) & relacionada. Se ¥, € a escala normal contl

nua conectando esta familia e como

Il x| < Axly . k€D (x € Fq,)
Fok Fy

entao as propriedades l.é.h(l) sao satisfeitas para a{.familia

F- Entao de 1.6.1(4) teremos:
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€
{1} i x i oki fix i nax ’ k O (x € F11) -
F E
k
. max
Considerando agora & egcala Eu teremos
- max
< S (= =
['al nax — ilxliF , K o, x Fi1 e E_J Foo
E k
k
Também, para tedo x em Fp existe uma sequéncia {xn} C Fys
X, - X em Foo e llanF =flxl ok * Entaoc
k F
hx_ |l < x| ={xl .
n Enk1ax n Fk Fok
Como X —+ X € Emax temos
n fole)
' IS
(2) Txl Ok;gllxll ok x € Fy_ . k € 0,
E F
k. .
onde E® & o completamento de E‘.I]Zax relativo e Eggx. Como &
familia Er]:ax & relacionada entao pelo Teorema 1.4.5, e de (2)
teremos:
= e O S :
s I MAX <1 Okillxll ok ’ k ; x Fqi1-
Ek E 2

Usando (1) temos entao:

.

Ixlh = ”X"Fok 2 k € 0O, x € Fia
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e 0o lema fica demonstrado.

1.6.3. LEMA. Seja F = (Fk ; k€ 0) uma familia de espacgos de

Banach tal que se k > k' entao Fk esta normalmente imersc em

Fk' . Seja ainda um funcicnal H(x,a}, 0 < a <1, x & F;;, dque

é uma seminorma para o fixo, satisfaz 1.3.1(2.) e & continua em

o para x fixo e H{x,a) # 0. Se

Hi{x,k} < lIxlg , k€0
k
entao
Hix,a) < H><HEmaX 0 <a<1l, x€&F,;.
1

DEMONSTRAGCAO. Definimos o funcional

G(x,a) = sup H(x,03) e G(x,0) = H(x,0).
(Ili(l
Este funcional & também uma seminorma para o fixo, satifaz.

1.3.1(2)’ e & uma fungao continua e crescente de o para x fixo,
0 <a < 1.

Ainda mais

Gix,k) < lixl ' ke .

Temos entac uma escala normal incompleta continua de base F;; com



67

norma
qua = max {G(x,a}, HX”Emax}'
o
Esta escala satisfaz 1.6.1(1) e conseguentemente 1.6.1(4) vale
para ela. Portanto H(x,a) < Ixl .o (x € Fiy).
EC¢
1.6.4. TEOREMA, A escala normal maximal Ezax' 0 <a <1, cons—

truida dos espagos Fk , ke, & a escala maximal construida dos

max . . .
espagos Eaa sobre todo guadrado interior pivoteado por )

X

QO

e QO11-

DEMONSTRACAC. Scja H, a escala maximal construida dos espagos

ghéX g < a < oqy- Entao
&1 oo — -
k
max
< € <
(1) =il ok < hxly x € B L @, £ Lo
E o 1
84
e
b=l o = iIxHH para o= Oy s k € 0O,
E o
o
. - . - max - .
pois 2 familia E = (Ea ke ), e relacionada.
k
pefinimos agora a familia E_, 0 <o <1 assim: E = Egax

para :0 nao pertencente ac guadrado pivoteado por o, € ©11 e

E =% ara o < 0o < 0i7-
a a P o =~ & 2 %11
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Pelo gue vimos em 1.2, os espacos Ea, 0 <o < 1, formam
uma escala normal. Ainda mais, esta escala e continua, tem as
propriedades 1.6.1(l} e portanto 1.6.1(4) vale para ela. Em nos-

so caso, para o <@ < o) a desigualdade 1.6.1(4) &

S
{(2) HX”H < Ixl max (x Fiq).
o] E
4.3
Como Fyp; C ET?X C EmaX de (1) e (2) segue gue JIxl =[x ,
Q14 Ha grax
o
XeFll; Goiaiall-
- . max
Como o espago Fi131 e densamente imerso em ambos an e
H entdo H = EN°F,
o3 a o
1.7. ESPACOS DE INTERPOLACAC E PARES DE INTERPOLACAO
Sejamn Tk = (Ek yk €1y e T o= (Fk , k € 0) duas familias de

espacos de Banach imersas, algébrica e topologicamente, nos es-—
pagos de Hausdorff V e W respectivamente. No que segue as fami

lias E e TF sempre satisfazem esta condicgao.

1.7.1. DEFINIGAO. Uma transformagao linear

T. X E ~»> X F
kel ked
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& um operador limitado da familia [E na familia T se a restri -

¢ao T/Ek & um operador limitado de Ek em Fk , ke 0.

N&s denotamos por L(IE, F) © espago vetorial de todos o0s
operadores limitados da familia ® na familia 1Ir. Este espago

& um espago de Banach na norma.

T = max {ITI L.
L{E,TF) K€ O E 7F
com efeito seja {Tn} uma sequdncia de Cauchy em L{IE,F). En-
tAc suas restrigoes a Ey s x € O, convergem em L(Ek,Fk) para

operadores T, OS quais coincidem em NE. pois, se x € NE

entao Tn(x) - Tk(x) em Fk e Fk C W, k €0.

Entic a sequéncia {Tn} converge em L(IE,F) para um ope-

rador T definido (de maneira finica) pela férmula:

T{x) = Z T (e )
ke k k
onde
v = X e , e €E .
xED k k k

1.7.2. LEMA. Um operador limitado T € L(E,F) gera um operador

limitade de EEk em EFk e de NE  en NF, - Ainda mails

1y 0T < T
(1) ZE, > ZF, ~ M, F)
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{2) T il HTHL

NE, - NF (IE, )

DEMONSTRAGAO. Para x € I Ei e pela definigdo da norma na so-
kel

ma de espagos de Banach temos

IT (%)l < inf (T HT{e M_ )
EFk x:Eek kel k Fk
< inf (Z T le. 1T )
x=2ek ke O Ek—> Fk k Ek
< ”T”I;CE,EW ”XHEEK 0 gue implica (1).
Se x € FlEk entao
1T e = max (IT(x), ) < max (ITH_ - lxf, )
¥y ke D F' ~ xen B Fk Ey

| A

Tl JIXEIn o gque implica {(2).

L(IE,F) B

k

1.7.3. LEMA. Sejam G e H espagos de Banach e E e F espagoes
de Banach imersos em G e H respectivamente. Se um operador li-
mitado T de G em H leva E em F entao a restricao de T a E

& um operador limitado de E em F.

DEMONSTRACAO. Basta mostrar que a restricao de T e E & um ope

rador fechado.
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Seda x X en E e T(xn) -y em F. Entao X > X em -
G e T(x,) »y em H. Logo T(x) =y. Assim o operador T é fe

chado e pertanto limitado.

1.7.4. COROLARIO. Sejam E = (B, +k € 0) e F = (F, ,k € 0O) duas

familias de espagos de Banach. Se um operador limitado de I Ek
ked

em 2~ F leva E em F,_, k€ 0, entao este operador € limita

keo X k k -

do da familia TE na familia TF.

1.7.5. DEFINICAO. Sejam E = (E, vk €0) e F = (F,,k €0) duas
familias de espa¢os de Banach e G e H espagos intermediarios en

tre as familias E e TF respectivamente, ou seja
NECGCZIE e NFCHCESTF,

onde o simbolo € significa algébrica e continuamente imerso. O
par (G,H) & chamado pan de inZexnpolacae relativo a (E,TF) se to-

do opérador limitado de E em F leva G em H.

Segue dos Lemas (1.7.2) e (1.7.3) gue nas condigodes acima

todo operador T € L(IE,F) & um operador limitado de G em H.

1.7.6. LEMA. Se o par (G,H) € um par de interpolagao relativo a
(£, F) entaoc existe uma constante ¢ > 0 (constante de iﬁ?erpoli

cao) tal que:
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(1) ”T“G—* < C1ITI para todo T € L{(E,TF).

H - L{E,TF)

DEMONSTRACAQ. Para todo operador T € L(E,F) nos tomamos sua
restrigdo ac espago G ¢ definimos uma transformagao linear ¢ tal

que
¢ : L(E,F) = L(G,H)

T B T /G.

Como vimos acima ¢{T) & um operador limitadoc de G em H. Vamos
provar gue a transformagao ¢ & fechada. Com efeito, seja 'I‘n =T
em L(E,F) e dJ(Tn) -8 em LI(G,H}). Do Lema 1.7.2, segue que

Tnx - T{x) em z Fk , X & Z Ek e, em particular, para x € G.

ked kel

Como cb(Tn) - S temos que Tnx > 5x em H (x € G). Da imer

1

sao HC I F,. nods temos Tx = 8x (x € G), isto &, ¢(T) = T/G
k€D

= 8. Como ¢ & fechada entaoc ela € limitada e (1) vale.

1.7.7. LEMA. Se o par (G,H) &€ um par de interpolacao relativo a

(E,F) e G e H denota o completamento de G e H relativo a

£ E, e I F respectivamente entdo o par (G,H) & um par de
ked kel

interpclagac relativo a (E,TF). Ainda mais

~ -
Tl 5 < TG, -
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DEMONSTRACEO. Se x € G entdo existe uma sequéncia {x,} C G-
tal que X 7 X em ZE, ¢ Ix, Mg = I1x|!a. Ent3o, para todo

operador T € L(E,F) nos temos T(xn) > T(x) em EFk e

IiTxnllH < WTlg,g Ix g = HT"G—*H iI:»iH('~3 .

H ~ ~
Logo Tx € H e EiTxHH_iITIIG_*H!IXHG.

1.7.8. TIPO DE UM PAR DE INTERPOLAGAO

DEFINICKO. O par (G,H) & dito um paz de interpolagas do Zipo o,
(0,0) <o < (1,1), relative ao par (E,F) se ele & um par de in-

terpolagdo e vale a desigualdade:

(1-ot) (1-a?) al(l-a?) (1-al)a? atol
1y 0Tl <c Tl 1TV BTl T
( G7H — Eoo ~ Foo E1;p~Fio - Eoni”Fo Ey 2 Fiy
a (k)
—c W UTH,
reo BTk
2 k.+1 .

onde a(k) = I [{1 - ky) + (-1 3 ot 1.

J=1

Se a constante c em (1)} & igual a 1 entao (G,H) & dito um

par de interpolagao normalizado do tipo o relativo a (IE,F).

! O

Teoremas gque estabelecem que um par (G,H) & um par Jde
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interpolacao relativa a um cutro (E,F) sao chamados teoremas de

interpolacgao.

B

= (EOL

1.7.9. DEFINICAO. Dizemos gue a familia (E_, «

(2)

00

k

Consideremos agora as familias (Ea’ o

< <
0o L @ < app) e (F

Bf

< B < By;) de espagos de Banach relativas aos esgueletos E=

,kED) e F = (FB . k € O) respectivamente.

k

i o _<_ Ol'.ll) tem:

o 00
(a) a propriedade de interpolacgac relativa 3 familia (FB,
Boo < B < B,;) se o par (Ea’FBJ € um par de interpola-

(b)

(c)

cao relativa a (E,F) onde £ satisfaz a igualdade
A RN I RS NS B J _ o] . _
(a az)/(ay = az) = (B B/ (BT - B)  j=1.,2,

a propriedade de interpolacao normalizada relativa a fa

milia (FB, Boo < B < B11) se o par (Ea’FB) e um par de

interpolagac normalizada do tipe © relativo a (B, T)

onde

o U T N I .
B8 = . (& ao)/(al ao) J=1,2..

a propriedade de interpolacao forte relativa .a familia

{F B < B < By;) se cada parte dela'(Ea,Ii < a <o)

B' Yoo — 00

U Lag < @13 < @31 r tem a propriedade de interpola-

cao normalizada relativa a correspondente parte da
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familia (Fg, B B < Bi;). A correspondencia e dada

A

0o

por (2).

1.7.10. TEOREMA. Seja F (F + kK € 0) uma familia de espagos de

Banach tal gue se k > k' entao Fp cgta normalmente imerso em

Fk' e seja (Eiax, 0 <a <l)a escala normal maximal construida

da familia TF. Entao esta escala tem a propriedade de interpola-

cao forte relativa a qualguer escala normal (Fa,(OAD <a < (1,1}}.

DEMONSTRACAO. Seja A o operador linear limitado levando Ejq

em Fp; tal que

max

Iaxil f_ckllxﬂ (x € E,7), KE 0.

k Emax

k

Mostraremos agora gue a fungdo

(al-1) (1-0?) al (02-1) (al=1)ca? ~glg?

H(X,O’.) = COO _ C].O COI Cll ”AXHFOL

catisfaz as hipbteses do Lema 1.6.3.

£ imediato que H(x,2) & uma seminorma para o fixo. Para
verificar que H(x,a) satisfaz 1.3.1(2)° para x fixo basta ob-
<y < By E_l" LEemos :

servar gque para 0 < B .
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(vy! - 1)(1

v2) = alu2(gl - 1) - 82) + ulu?s! - 1) - 82) +

1.9 /a2l _ _ a2 142 (gl . - Rr2
+ uoul(BO 1y 81) + ulul(Sl 1) (1 R<)
yi(y¢ - 1) = u

(82 = 1) + uluZpl(BZ - 1) +

1,201 (2 - 1.221 (a2 _
Tugugb (B - 1) + wpuik (BY - 1)

(v} - L)y? =ulu(8! - 1)82 + ulu2(pl - 1)8Z +

1,2 a1 _ 2 1.2 /01 _ 2
+ uoul(BO l)B1 + u1u1(81 l)B1

1,2 = 1,.2ptp2 1..2p1p2 1..2plp2 1.,2p1n2
. = 1 u + + + :
L o] oBoBo uluoBIBo uoulﬁoBl ululﬁlsl

onde uwl = (83 - yI) ) -8y 5 =1,2

J
o} 0

aj = () - 8y/e8] - 8)

e cbservando gue ugﬁg + U?B% = yj, ug + ug =1, j=1,2,
Destas igualdades temos imediatamente

2 1.2 Z 2
o U u, urua,

1 2 1
u u uju o
H(XrBUI) H(X;811)

Hix,v) < H{x,8_) ° “H(x,81¢)

e portahto a fungao H({x,a) satisfaz as condigoes do Lema 1.6.3.

Logo
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(1-01) (1=a?) al{l-a?) (l-al)a? alg?

"AKHF < Cgy Ciy Cp1 C1y Il = il Max
a E
o
~ max . .
Procvamos entao que a escala Ea tem a propriedade de in-

terpolagao normalizada relativa a F,, 0 < a < 1.

max - . . .
Desde gue Eu € maximal em gualquer quadrado interior a

0 < g <1 isto implica que ela tem a propriedade de interpclagao

1.8. ESCALAS MINIMAIS DE ESPACOS

Na demonstragéo do Teorema 1.4.5, em que demos uma caracte-
rizagéo para que uma familia E = (Ek k€ 0) seja relacionada

nds construimos uma escala normal continua completando © espago

E,; relativamente ac sistema de normas

LE (%) |
I x Ul = sup
Ey fer' m ne32®
00 ke Ek
> . . k.41 .
onde oalk) = 0 ul e w =[(l-%k.) +1 I 4I]. sea
5= %3 53 -

. W
familia E & relacicnada entac a escala acima conecta esta fami

lia. Esta € a escala ~minimal e-vamos denotd-la por . @ﬁuﬂ 0<a<l)

relativa aé esqueleto E = (E ,k_E%D)l 4
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1.8.1. TEOREMA. Sejam E = (Ek fk€0) e T = (Fk » kK € 1) duas
familia de espagos de Banach tal gque se k > k' entao By (Fy)
esta normalmente imerso em Ey (Fk') .

Se as familias E e F sdo relacionadas entao a escala
(Ergln’ 0 < a < 1) tem a propriedade de interpolagao nermalizada
relativa a8 escala (Fgln, 0 < a < 1).

DEMONSTRACAO. Seja A o operador limitado tal que
iaxtl, < C ixll, , x €l (x € E1) -
k k
Entac o operador adjunto A* leva Fﬁ em Eﬁ e
Ia*El_, <c N£l_,, (ke 0.
Ek — 7k ]:"k
Seja x € Ej;. Entdo
| | £ (ax) | |A*f (%) ]
lAx . = sup = sup
min
B cpt cmt
o £€F% [rfug.(k) F€F0 m g2
kel k kel k
|B*f (x) |
< “D C}f(k} sup <
€ EF?
K FE%0 @ paren 2
ked k



lg{x) |
<« It C]f(k) suv N
kel 9€E, 1 ﬂgllg.()
ked k
k}
- % yxn .
cen K Zin
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CAPITULO 2

ESCALAS MOLTIPLAS E UM METODO COMPLEXQ DE INTERPOLAGAQ

Exporemos aqui um método complexo de interpolacao para ge-
rar espagos intermedidrios entre gquatro espagos de Banach. Este
método foi introduzido por D. L. Fernandez em [11] e algumas de
suas propriedades foram estudadas por J.I. Bertolo-D.L. Fernandez
em [3]. Os pardgrafos §1 ao §é sao devidos, principalmente, a
estes autores. Usaremos aqui, sistematicamente, as k-integrais de
Poisson (integrais de Poisson multiplas) ja utilizadas em [31}.
No § 8 obtemos um teorema de interpolagac utilizando a nogao de
completamento relativo introduzida no Capitulo 0. Veremos que es
ta nogao, embora simples, sera fundamental no estudo da dualida-
de dos espagos intermediarios (teorema 2.9.4). No § 10 damos um
tecrema de reiteragéo. No § 11 relacionamos os espagos interme-
diarios obtidos pelo método complexo com a teoria das escalas mil
tiplas do Capitule 1 e como aplicagac obtemos os espagos de
Bessel-Nikol'skii como espagos de interpolagac complexa entre
guatro espacgos de Sobolev-Nikol'skii. No §12 definimos a escala
analitica de espagos e obtemos um teorema de interpolagao do ti-

po Riesz-Thorin para estas escalas.

2.1l. PRELIMINARES: Consideraremos. familias E = (B, k € 0O) de
quatro espagos de Banach imersos continuamente num mesme eSpago
vetorial topoldgico Hausdorff V. PFamilias desse tipo sac chama-

das familias admissiveis de espacos de Banach em relagBo a V.
Lembramos que se E = (Ep,k € ) & uma familia .admissivel
de espagos de Banach em relagao a V entao sua envoltdria linear

ZAE e sua intersecgdo N E sao definidas por

-



IE = {x €V | x X, € E, }

k" Tk X

3
4
b

Il

kel

NE ={x€vV | x€&E k € O}.

k f

Estes espacos saoc espagos de Banach gquando considerados, respec-

tivamente, com as normas

(1) If x| =inf{ = x| / x= .2 x , % €E}
E xeg K By keo X k X
(2) hxll g = max {!IXIIE / k € 0O},

k

Ainda mais, um espago de Banach X que satisfaz a condig&::: .
{3) NE C X C ZIE

com inclusdao continua, serad chamado um espago intermedidrio  em

relagao a familia admissivel IE.

2.2. O ESPACO H(IE)

2.2.1. DEFINICAO: Dada uma familia admissivel E = (Ek,k € 1)
de espacos de Banach complexos definimos o .espago.. “H(IE) como
sendo constituido de todas as fungOes f definidas em S, com va
lores em X% IE, continuas(.) e limitadas em S, em relagao a norma
de ZIE, analiticas em S, e tal que £(k + it) € El e Ek—con—

tinua e limitada para todo k € 0.

Sobre o espagoc H(IE} definimos

(1) I £ = max sup £k + it)ll .
H(E) k€O ter? By
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Como consequéncia do principio do médulo maximo para a po-

lifaixa 52 (Lema 0.5.4) obtemos que o funcional ll'“H(EU defi

ne uma norma em H(IE).

2.2.2. TEOREMA. O espago H(E) munido da norma 2.2.1(1) e um

espago de Banach.

DEMONSTRACAG. Ver [2].

2.3. O ESPACO INTERMEDIARIO Egy =[Elg = [E -k € Olg

Seja © = (8;,07) e:mz tal que 0 i_ﬁj <1, j=1,2. Nes~-
te caso & usual escrever 0 < © < 1.

2.3.1. DEFINIGCAC. Dada uma familia admissivel E = (Ek ko€ 0O
de espacos de Banach complex0os e um par 0 <®= (6,6} <1 con
sideremos o espago Eg definido por

(1) Eg=1x € IE / x = £(0), £f € H(E) }.

2.3.2. PROPOSIGCAO. A fungac

(1) Ixl g = Ixlg = inf (I, py / x = £(6))

& uma norma em Eg .

DEMONSTRACAOQ. Ver [21].

2.3.3. PROPOSICEO. O espago Eg com a norma | lg & um espa-
co de Banach e NE C Eg ¢ ZE com constante de imersao 1.

DEMONSTRAGAC. Ver [2].

—
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OBSERVACAO. Do Coroladrio 0.5.7 segue que toda fungao £ € H(IE)
pode ser escrita como a integral de Poisson de seus valores na

fronteira reduzida de 8S,.
2.4. CARACTERIZACAO DE [ IE 19 ENVOLVENDO. O NOUOCLEC DE POISSON

2.4.1. Para as caracterizacdes que temos adiante os trés proxi-
mos resultados sao fundamentais e suag demonstragoes podem ser

encontradas em [{517.

Entretanto, estes resultados foram demonstrados para fami-
lias IE = {Ey3,E;} com dois espagos de Banach e um . parametro
6, 0 <8 <1 e Pyp(6,t) € o nucleo de Poisson para a faixa uni-
taria §,, k = 0,1.

2.4.2. LEMA, Para toda f € H{(IE} e 0 < g < 1 temos:

(1) long(E)He < % J floeg I £(k + ity ]Pk(e,t)dt.
k€0 ‘IR k

2.4.3. COROLARIO. Para toda f € H(IE) e 0 < 8 < 1 temos

1 . 8 (k)
(1} NE(eyl, < I [ e J NE(k + it} P. {g,t)dt]
6 = en ' 80 g E Tk
onde o(k) =[(1 -k + (- %61, k=o0,1,
e
(2) . NE(e)l, < = J I£(k + it} P (8,t)dt.
5 - xed 'R Ek k

2.4.4. TEOREMA., Se a € IEB, 0 < 9 <1 temos

q
fal. = inf{ I NE(k + ity &

6 N / a= £(8), f € H(IE)}
kE O L (Ek)
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Entretanto, quandc trabalhamos com familias de quatro es-~
pagos de Banach IE = (Egg,E;0,Ep1,Ey;) e dois parametros 0 =
(6,,062) a situagao & mais complexa. A desigualdade 2.4.2.(1),
neste caso, nao & valida em geral comc foil mostrade em {6}. As-
sim, perdemos também as desigualdades 2;4.3.(1), 2.4.3.{(2) e o
teorema 2.4.4. cujas demonstragOes, como sao conhecidas na lite-—
ratura, decorrem da desigualdade 2.4.2.(1). N6s iremos entao par
ticularizar a familia IE sem perder de vista que os principais
espacos aos quais se aplica a teoria de interpolagao satisfazem
esta particularidade e entao recuperaremcsas desigualdades 2.4.3. (1)
e (2) e o teorema 2.4.4. gque serao essenciais nos resultados sub

sequentes.
A seguir denotaremos por Hy(JE) o conjunto das fungoes da
forma

2 N
g(z) = [expl(és = z?)] T x_exp(x T z.)
=1 J p=l B P gm

onde Xp e Nk, Ap € IR, § > 0 e z = (2,,25) € Sg.

Consideremos agora as fungdes holomorfas £ :C? - NIE tal

que

3 lim £ (2) 1 =0
s ZESZflzl_)‘” nE
e chamaremos de Fp(IE) o espago das restrigbes a Sp destas fun
coes.
Como Hy(IE) € Fp(IE) C H(IE) e Ho(IE): & denso em - H(IE)

{ver [111) entﬁo temos.
2.4.5. PROPOSIGAO.. F,(IE) & denso em H(IE).

2.4,6. PROPOSICAQ. Seja IE = (E,, k €0) uma familia - admissi-
vel de espagos de Banach e 0 < 8 = (93,685} < L.
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Entao

1

[E ., kX € O) “— [[Eo0s E1oly / [Eo1Eyy g ]

B1:.09 62 °

DEMONSTRACAC. NOs provaremos inicialmente gue para toda f € Fy(E)

temos

(1) I£(6y,000y < HEN 4 gy

OI'lde X = [{E{]O,Elg]el, [Egl,Ell]al}Bz.

Observamos que se £ € Fy (IE) entac
f(e,,2,) € H{ IEOO’EIO]Bl’[EOI'Elllel)’
f{zy,its} € H{Egg,E19) e f(zy,1 + ity) € H{Eg1,E11) -
Usando sucessivamente 2.4.3. (.2) para n=1 teremos:

dtz +

I£(8y,82)0 < LRPO(Szrtz)”f{elfit2)“[Eoo,Elo]el

+ Py{65,t,)1£(67,1 + it,)l, dt, <
Ir 1 2r>-2 Lr 2 [EOIIElllgl 2 =

E
Pgloz,ty) LRPO(Sl,tl)Hf(itl;itz)UE Sdt, +
’ : 00

| A

‘IR

¢
IR 10

+ J Py(6s,t0). J Pygl(ey,t1)lE(ity, 1 +it2)|lE dt; +
R R or 8

+ J Plfel,tl)“f(l -+ itl,l + 1t2)HE dtl]dtz =
R ) 11
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= = sz_.-Pk(B,t)IIf(k +it)lp dt < :

ke O k
< max sup NE(k + it)li = {t£l
kKE O t€R? By B (IE)
e portanto (1) fica demonstrada para f € Fy(IE} .
Sejam agora X € IEg, £ € H{(IE) com £(®) =x e anFg(IE)

tal que If - £ 0 e assim an(@) -xlg > 0.

"H(IE)

A desigualdade (1) mostra gue {fn(@)} & uma sequencia de

Cauchy em X e como LEg e X estdo imersos em ZIIE segue due
x € X e Bf (0) - xly= 0.

Agora,
- 1 + .
[EXHX < {Ix fn(ﬁ))llx + Ilfn(e)lix < g ”fn"H(IE)
Como ¢ & arbitrario e fazendo n - + « temos

=iy =< HfltH(H”

e como f é arbitréria temos
Ixll, < Ix{ .
X :Ee

2.4.7. DEFINICAO. Diremos que uma familia admissivel de espagos
de Banach IE = (E ,k € ) & iterativa se '

[Ek,k € U] [ [EOOFEIUISI! [E01;E11]e ! '

81,82 )

com normas iguails.
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OBSERVACAQ. Se IE = (Ek,k € 0) & uma familia iterativa e x €

NIE entao definindo a fungcao £ : S, > NIE por f(z1,z;) = x

teremos que f e H(IE), £ € 8[| EUU'EIU}BI’[EUI’Elllel) e ainda

mais:
1"92 85
If il = lixl < Ixl i Sl
81.982 [[EoorE1u]elr [Eﬁl’Ell]eljez'_ {EomEmle1 [Eo3 - Enily
1—81 61 1_82 1—81 81 62
< fl x| =} = i lx It ]
- Egg Ejg ] [ Eg Eql
Ou seja
S
X, o< T dxiy
lrblto ]'{ED k
2 1-k.
onde O(kk) = T [(1L-%k.) + (-1 Je.1l.
j=1 J 3
Veremos agora uma afirmacao mais geral:
2.4.8. TEOREMA. Se IE = (B, k € 0O) & uma familia iterativa e
x € Eg, 0« @ = (8;,6,) <1 temos

(1) Uxllg=inf T NGk +10) 28 | x = £(0), £ € H(E) )
k€O L (E.) -
k
e
(2) lixlg < 0 _{——}—-——J 1£(k + 10)15 P (O, 0)ae] 0K
k€D  O(k) ‘R? Bt -

DEMONSTRAGAO. Provaremos inicialmente gque se £ € Fy(IE) entao

(1) e (2) sao verdadeiras.

Com efeito, se f € F,(IE) entao f € H(IE),
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£(8y,22) & H({EOOJElﬂ}Blr IE01rE11]61)r f{zy,ity) € H(Ego,E10) .
f(Zl,l + ltz) = H(E01,E11)

e usando 2.4.3.{1) teremos:

”5(61*92)"@::Hf(81’92}“[[EoorElﬂ]el’ [E01,E11}81 ]82 -

1 1-062

< | J ilf(el,:‘Ltz)ll[EU0 o] Pol6y,tp)dts]
’ 81

1-02 ‘g

3]
1 ] 2
——— P,(6,,to00E{8y,L+it,) dt,]
[ 82 LR 1(02%2 L 21 Eo1 Bl g, z

g portanto

1-5;
(3) "f(@)”@ i {"i'_i'_ez LRPG (ezgtz) [ (_'1'}_-_8"1' J PO(81:t])“f{itl,itz)“EDDdtl)

R
— + i i - dt dt
( 81 JRPI(Bl;tl)"f(l ltl,ltz)”Elo ]_) ] 2}
1 1 .. - 1-0,
o {— f Pi{éy,t) [ (— leo(el,tl)nf(itl_,l+it2}IIE dtq)

86, ‘R 1 -6; “R 01 :

(—e—-—- J‘ Pl(el,tl}"f{l + 1t,,1 +it2)l[E11dt1) Jdts,}

1

R

Agora, Como

8,

1-9,4
[ Po(B2,t2) /{1 -02)]

Pol8a,to)/ELl -85 = [Polan,t2) /(L —85)]

l-8; 81
P1(623t2) /G.z = [P1{62;t2} /92] [ PI(GZrt,Q) /82]
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e usando a desigualdade de HOlder:

J g(t) h{t) dt < [J git)dt ] [J hit)dt ]
r R R
teremos de (3}):
(4) WE(By,8,0lg < T [ — f £+ 100 P (@, t)ar] O )
n (k) ‘R? k
2 1-k.
onde ©(k) = I [(l1-%k.) 4+ (-1) Je.1 e f & Fyl(IE).

Agora, de {3) obtemos imediatamente:

{1-8,) (1-85) 81(1-085)
FEOMg < HE(ity, i)l HE(L + dity,to)l
Lt(Eog) Lt(Elg)
{1-6,186, 8102
HE(iey,1 + dit)l CHE(L 4+ ity , 1 4+ dty)l
L {Egy) Li(Epy)
ou seja
(k)
(5) Ilf(@))ll8 < I ek + 1830 (f € Fe(IE)) .
k€O L (Ey)

Seja agora xEI._E@, f € H(IE) com f(®) = x e anFo(IE) tal

que an_— £ - 0 (i.8, max sup £

HOE) Leit) <Ek+i0) L = 0).

keED t€ R? k

Portanto an(e)

f(®)H® -+ 0 e assim

Hxlle ==[ff(@)ﬂ®

i A

I £(©) —.fn(@)H@ +%an(®)H® <

ia

C o 9k)
e + 11 an(k + it} - .
ked L (Ek)
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Fazendo n > + « teremos:

O(k)
HX||® < g + NI j£f(k + it)h .
xe O L (Ek)
e como € & arbitrario temos:
O(k)
(6) HX”® < I I £(k + i)l _
kel L (Ek)
para toda f € H(IE) com f(@) = x.
Logo
O(k)
Ixlig < inf I If(k + iv)l
£ keO L (Ek)

Para provar a desigualdade contraria consideremos uma fungcao f€

H{IE) com £(0O) = x. Assim
B(k) @ (k)
kgl:l h£(k + it)liLm(Ek) < };IGID £ H(E) - "f”H(IE)
pois Z@®(k) = 1.
Logo
f,fﬁ%ﬁ:x kgtiﬂf{k-+ lt)"Lm(Ek) < f,fﬁ%ﬁleif"H(IE) = Hx![@

e portanto:

O (k)
hxlg = inf { T BE(k 4 it)il / £ e B(®), £f£(© = x}.
_ ken L (Ek)

Por um argumento andlogo ao usado na obtencdo da desigualdade (6)
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temos também:

1 . O (k)
HE(8y,0,)1g < kgﬂ[ o JRZ!If(k + 1t)uEkPk(®,t)dt] .

2.4.9. TEOREMA. Seja 1IE =(Ek,k € 1) uma familia iterativa. Pa

ra toda. £ € H{IE) e 0 < ©= (8;7,089) < 1 temos

(1) IE@® g < z J TE(k + i)l P, (@, t)at.
kEO ‘R2 k

DEMONSTRACAO. Provaremos a desigualdade (1) para £ € Fo {IE) e
por um argumento analogo ac deo teorema anterior teremos o resul-

tado desejado.

Com efeito, de 2.4.3.(2) para n = 1 temos:

NEICY

NE(8,,6,)0

| A

s
[[EOOIEIO}elr [EDI:Ell]Bl]62

¢

| A

dt,

4

Pylo,,t31£(8,,4it
0 (02 )V E (01, 8t) g gy

+ | Pyles,tp)lif(0y,1 + ity)l
R ‘a

dtz <
[Eﬂlell]el -

| A

[ J Pp(bso,to) ([ Pg{elrtl}"f(itlritz)”E dt, +
R : m : 00

+ JIPI(Bl'tl)”f(l + itl;itz)“E _dtl) dt2] +
R 1o

+ 1 J Pl (82;t2 ) (J Po{el,tl}"f(itl,l -+ itz)"E{)ldtl +
- R

- H

+ JP](SI,tl)"f(l'i’ it1,1+ ltz)”E dtl)dtzl =
R 11
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= b J Pk(G,t)Wf(k + it)HE dt
ken Rr? k

e portanto

TE@®)hg < 2 J I£{k + it)ll; P, (O, t)dL (£ € Fp(IE) )
ked 'R k

como gueriamcs demonstrar.

2.5. TEOREMA DE INTERPOLACAO. Sejam IE = (B, k € O) e T =
(F) rk & 0) duas familias admissiveis de espagos de Banach. Entao
o par (IEQ,IF@) €& um par de interpolacac relativo ao par (I, T) .

Se ainda mais, a familia IF & iterativa entdao o par {IEB’IFG) é
um par de interpolacao normalizado do tipo © relative ao par

(I, IF ).

DEMONSTRAGAQ. Dados x € Eg e e > 0 existe f € H(IE) tais

gue ' x = £{®) e _[tf“H(DE} < Ixlig + e-

Se T & um operador limitado da familia IE no familia F

(veja definigao 1.7.1.) entao a funcdo g definida em S; por
gl{z) = Tof(z)

pertence a H(IF) pois T & uma .aplicagao linear continua de ZIE

em IIF e T(E) ={Ty/y¢€ E .} CFp - Assim

Tx = TE(O) = (T o£)(®) = g(B) € Fg -

Acsim dos Lemas 1.7.2. e 1.7.3. segue a primeira parte do

nosso teorema.
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Se, ainda mais, IF e iterativa, pelo teorema 2.4.8. tere-

moas:
©(k) - O(k)
el < T gk +it)l = 0 IT(£(k + i)l
o kel L (F ) k€O L (Fy)
®(k) O (k)
< I ”T"E . ME(k + it)lh <
kEO k "k L (Ey)
©(k) e (k) |
< [ H v, THED <t O 0Tl Lo 1tlixglg+e)
= ren E, > Fp H{IE) wen E, > Fy 0
e portanto
B(k)
I TxIf < [ T o1 0xl
Fg KE D BTy Eg

como queriamos demonstrar.

2.5.1. OBSERVAGCAC. Sejam IE = (Ek,k eDN) e IF = (Fk,'k € 0O)
duas familias admissiveis de espagos de Banach, 0 <® = (8,,8,) <1.
Sejam X = [[EDO,Em]el, [Egl,E”]el]a2 eY =] I-Fgg;Flo]élr[FﬂlrFll]el]82-
Entac por aplicag¢oes sucessivas do teorema de interpolagao para

n =1 temos gue o par (X,¥) & um par. de interpolagaoc normalizado

do tipo 6 relativo ao par (E,TF).

2.5.2. A seguir determinaremos o espa¢o de interpolagao .entre qua
tro espagos LP(E) com normas mistas e utilizando o tecrema 2.5
enunciaremos um teorema do tipo Riesz-Thorin. . Veremos tambem

gue estes espacos fornecem um importante exemplo de familias ite

rativas e através da nocao de retracdo, gque sera definida logo .

- adiante, veremos que os mais importantes espagos .a0s guais : se !

aplica a teoria de interpolagao sao familias iterativas.
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Seja E um espago de Banach, (X; * Xz,u) suol) = (X, u) um
espacgo de medida o~finito, 1 < P = {p1:,p2) <= e I?(E)=LPQQp,E)

o espago das fungoes fortemente mensuraveis com normas mistas in

troduzidas por Benedek-Panzone [T].

2.5.3. LEMA. Para toda fungéo £ e LP(E), 1 <P = (pP1s,p2) < =
temos:
hEN p = sup | J C£(s),g(s)>duls)] =supj [(£(s),g(s) ?]au

L (E) X X

I

sup [ IHfs)g Hg(s)HE.du

onde o sup & tomado sobre as fungoes simples com valores em E',
i.&, g € S(E") e gl 0 = 1.
L(E")
o simbolo (f£(s),g(s)) denota o valor do funcional linear
limitado g(s) aplicado em f{s). Lembremos que se& f: X E e
g : X >~ E' sao fortemente mensuraveis entaoc a.fungéo "h : X—= K

definida por his) = (f(s},g(s)) @& mensuravel.

DEMONSTRAGCAO. Se £ € LP(E) e g€ S(E") com gl 0 =1 en
- LT(E")

tdo da desigualdade.dé HOlder teremos:

SREICITICRENE [lese g o <
X X

< | HEI, Ng(s)l,du < NEY .
Jx E E ¥ (E)

Basta entdo provar a desigualdade:

£l p < sup [J (£(s),g(s) ) dul
L (E)
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para g € S(E') e iIgIIQ_:l.

se Nl = {0 a desigualdade & imediata.
L™ (E)

Suporemos entao Ifl 5 > 0.
L (E)

NOs vamos considerar varios casos.

l¢ CASO. Seja P = (p;,p2) = (1,1) e £ € S(E) isto &, f(t,,t,)
= Z Xpoo X1 4 37 (t1,t3), 0 # X oo € R, Ir disjuntos e Js dis-
51 r =1
juntos. Assim IIf{t)IIE = X ”er”E X1 x g (_t).
i r s
Seja € > 0. Para cada r e s exXxiste um elemento YISEE‘
comnm ”Yrs"E' =1, <er’yrs) positivo e (xrs,yrs) > (l_-.a)llerIIE.
A fungao g = 2 Yor X1 x g pertence a S(E') e
ST r s
gl = Ilhglty,ta) o I o, = sup sup IIyrSIIE, = 1.
L (E") L L s r
€1 Tt
Assim:
CE(E),g(t)y = & x__x ' Yoo X ) =
! sy IS I XJS op IS Ir><J
= Z{xX__,¥_ X > (L - e) T hx__ Il x .
sr LS LS Ir ><J’s sr s L IJ: st
_'_-"l_
Logo: g
]J (L), g(B)Yau(t)| = J (£(t) ,g(t)ddu > (l_E}J 2 {Ier!IExI «J
. .ayr r s
A
= (1 - ¢) Z "xrs"E”l(Ir) . uZ(Js) = (1 - e) £l

or L) gy
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Portanto:

sup [f (£(t) ,g(t))du(t) | z W, g,

para g € S(E'}) e gl = 1.
L (E")
2¢ CASO. Seja 1 <P = (p;,py) <= e £ = ZX _ Xy g onde
ST r s
0 # L E, I_ disjuntos e J_ disjuntos.
Suponhamos ainda que [Tfll 4 = 1, ou seja:
L (E)
P1 P2/P1
[ J (J £, du) duz]l/p?- =
Xo Xy
: o ”p1 5 )Pz/Pld }l/Pz
= J J z X X IR M2 -
X, 1% 5 T rs E IIXJS
D3 P2/P) 1/p2
_— J 2 (T kMg m (I )%y ) dusl =
X 8 T S
_ P1 P2/pP1 - 1/p>
= | J z(Z “er"E u1{Ir)) X3 dusl =
X2 5 s
P1 P2/P1 1/p>
= [ i (Z "er"E u1(Ir)) ug(JS)] = 1.
Seja € > 0. Para cada r e s existe Z, '€ E! coIm
"er"E' =1, (er’zrs> positivo e (er,zrs> > (1 “E)”XrSHE'
. _ pi1-1 P pz2/p1-1
Seja y, o = z.o 12 Tg [Z Ix Ny ni(I)] que

p1—1 p2/p1-1

I - A

os denota or z
Vv am r p Yyg rs 1¥, s lg s
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Assim:

p1-1 po/p1-1

(er'yrs) "er”E A (er’zrs> >

Y%

(L~ edllx, Mgy, Mgi--

Definimos agora a fungao g € S(E') por

g = z yrsxl xJ
sr r 5

Temos entao:

S =y duy]

d3 d2/491 1/aq
=1 f (J rs'EY X1_x g d¥1)
X r s

gl
12(E")

z['L

2 Xlsr

Pig1—91 [pa/p1-11a) gs/d) 1/40
(jx .

22 fx, I A Xr_ XJSdpl) dy,]

2 1 S5 ¢

N HPIA[PZ/Pl_l]qI (1)) ]qz/qzd }l/qz
X pp I X U2
X, s v re E s r Js

n
~—
ey

P1 [pa/p1-11q, d2/91 1/q9
{f (2 x__llg A I Xy duiz]
Xz S r 5

: ( [po/p1-1lqs  az/dy 4 1/q,
A _ - A X Usl :
JXZ s S = JS

[J - APz/Pl 5 ]1/Q2 - P2/P1 ) 1/95
= X U2 = A uo (J_)1
X, s S T . s s

P1 P2/Py, 1/qz - o
= 2 (i "er"E “1(Ir))  u2(JS)] = 1. 4

Agora



| ¢£(t),g(t)? |

> (L -¢€) Z er IIE HyrSHE. X1 w3
rs r s
e portanto teremos:
|J<f(tJ;g(t)>du(t)| = J(f(t);g(t)>du(t) >
[
> (1 - €) J z “XrS”E [iyrS“E' XI x J dulduz
ST r s
= (1l - e} Z IIXrSIIE HyrSHE,ul(Ir}ug(Js)
sr
| p1-1 [pz/p1-1]
= (1 -e) T Ix__lg Ix_ Mg By pi{I ) (J)
sIr
p1 [p2/p1-1]
= (1 - ) T ZIlx Jpag w1 (I w2 (3 )]
s r
{py/p1-1] P1 |
= {1 - €} [ £ AS (= "XI'S"E pl(Ir))UZ(JS)_
s r
P2/P1
= (1l -e)Z A_ uz(JS) =
=
Pi Ps/P1
= (1 - ¢) 2 (i “er"E ul(Ir)) ug(JS) =1 - g.

Portantbi

Il

(£(t) ,g(t)’?

={ Z X
rs

= I
rs

)
<er’yrs XI xJ

=
rs X1 xg ! .yrs I xJ
r s

rs r s

1R%

r s

98,
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sup | J(f(t),g(thdu(t)l > 1
para g € S(E') e lgl 0 = 1.
L7(E")
39 CASC. Se 1 <P = (py,py) <= e £ = Z X oo X1 x g - com
rs r s
Il £ 1 = a > {.
L (E)
Entao £, = % fe€s(B) e 15l 4 = 1. Se g € S{(E")
L (E)
com gl 0 = 1 +temos
L(E")

J (fis),g(s)duls) = J {af;,g) dy

- 4 J( (flrg>d1-l

e portanto

sup J {(£{s) ,g(s))dp a sup J {£,{s),g(s})?du

| v

a= Izt
: LP(E)

49 CASO. Sejéﬁfégora 1 <P = (p1,pp) <= e £ fiﬁijE) com

£ > 0
LP(E)

Seja ¢ > 0. Entao existe uma fung¢ao simples £; € S(E) com

I - £l < e e Nfqll > 0.
P 1
L” (8) L” (E)
H Do 39 caso temos que existe uma funcao g €.5(E') com
3 :
gl Q =1, (f,(s),g(s)) positivo e

L7(E")



J (f(s),gls)rdu > N1l o -e > BEH 5
L (E) L (E)

Desde que

|J (f - £,,9)du| < J | (f - £1,9) |dp <

< IE - £ gl - < e
Py tfEn

nds temos entao

- 2eg.
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um

|J (f,g)du| = [J((fl,g) + (f - £,,9))du|
> \J(fl,g)du| - |J (f - £,,9>dp] >
E_J (f,,9)dy - J | (£ - f1,9) |dy = I£l p
L (E)
Assim,
sup|J(f(S');g(s))du| > £l 5
L (E)
para g € S(E') e gl 0 = ], como queriamos demonstrar.
L7{E")
Seja E um espag¢o de Banach, (X; X Xz}u1 cuy) = (X u)

espago de medida o-finito, 1 < P = {pl,pg) <= e IF(E)=IP(X”“E)

o espago das fungdes fortemente mensuraveis com normas mistas in-

troduzidas por Benedek-Panzone [1] -

2.5.4. TEOREMA. Seja P = (B,,k € 0} a familia admissivel

parametros associada a 1 < Ppg = (péypg): Py = (P%:Pﬁ) < @

0 < ®= (6;,8,) < 1. Entao

de

e
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Pog Py Py P11 p
(1) [L (E), L (E), L (E), L (E)]@) = L (E)

onde P = (pl,p2) e 1/p° = (1 - ei)/p; + ei/pi , 1= 1,2.

DEMONSTRACAO. Seja S(E) o espago das fungoes simples com valo-

res em E. 8 & denso em n L X@E e portantoc e denso em
p ked

[ L k(E),k € Ei]e e tambem em LP(E). Entac basta provar o tecre

ma acima para fungtes u € S(E) isto &,

u=2xc c € E, ul(Ir) < e a uZ(Js) < w,

rs ‘T xJ ! rs
X S

Podemos ainda admitir gue [ull p = 1.
L (E)

Para € > 0 definimos a fungao f em S, por

e [(zi-0d)+(22-02)1 ,  pl/pl(zy)
£(zy,25) = ¢ fall & .
lull g
pZ/PZ(ZgJ—pl/pl(zl)
- llual .
P
LXI(E)
onde l/pl(zi) = {1 - zi)/p% + zi/pi , 1 = 1,2. Esta fungao per-
b
tence ac espaco HI(L F(E),k € O) e ainda £(8;,6,) =u e por—
P

tante u € [L k(E),k € 0] o - Ainda mais

HE o < e
k
H(L “(E),k€0)

para todo numero positivo £. Logo
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I £l p < 1. .

H(L X(g), k € O)

Assim
(2) lullg < 1 = Hul p .
' L (E)
Reciprocamente, seja Vv uma funcdo simplescom Ivl 0 =1,
L¥(E')
1 -8, B
_ 1 2 = 1 1 1 1 -
Q= (g°,9%), —3 + e —f t+ -3 =L
g Qo q3 Qo Py

Para cada nimerec positivo e definimos a fungac g em S, com V&

lores em E' por:

ql/ql-(zl)
g{zq,22) ={exp e[(z?—ef) +(z§-9:§_)}} v (%) v ()0 .
I () 5
a2/g%(zp)-q' /gt (z,)
< At
13 (")
X .
1 1 -z Zi
Onde = = - . + _= i = 1,2.
i i i .
g (Zi) dyq d;
Fx
Consideremos agora um elemento -u no espago [L (E),k € Olg
com lullg = lfull 61,85 = 1. Da. definigao .da norma no  espago

P : P
[L k(E) k€ 0] o podemos considerar uma funcao f em H(L k(]E}),.ke )

tal gque f(8y,085) =u e ILfll P < ef.

H(L ¥(E),k € 0)
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A funcao F definida em S, por

Flzy,25) = J (f(zy,29)(X1,X9),9{z1,25) (x3,%Xp) } duj (xy)duy (x3)
X]. XXZ
0 —
& continua e limitada em S, e holomorfa em S,. Entac pelo le-

ma 0.5.4., temos:

|Flz,,2z5)]| < max sup  |[F(k + it)].
x€D t€ 1R?
Desde que |F(k + it)[ < e3€ com et » 0 segue que
[F{zy,2,) | <1 Y{(z1,25) € S,.
Assim,
| J (ulx,%,), vix;,x,)du; (%) duy {x,) | = |F(8,85)}< 1= Hu"ellez.
X1 x Xg

Entao do lema 2.5.3. temos:

{(3) Il < 1= llul
LP(E) 01,62

As desigualdades (2) e (3) nos dao

[l = Jlual =

L (E) - 01r B2
comoe queriamos.
i Py
A segquir mostraremos que a familia IL {(E}) = (L "(E), ked)

& iterativa. Para isto precisaremos do seguinte teorema de inter

polagao para dois espagos de Banach e um parametro 6.
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2.5.5. TEOCREMA. BSejam E;, e E, espagos de Banach, 1 < pg,p; <=

e 0 <8 < 1. Entao

Eg), = ' i i
[LPU( o) Lpl(El)]e Lp([EU El]e) {nocrmas iguais)

onde 1l1/p = {1 - 8) /pg + 8/p,.

DEMONSTRAGCAO. Ver Bergh-Lofstrdm, Interpclation Spaces, teore-
ma 5.1.2.

Por aplicagOes sucessivas do teorema acima e do teorema

2.5.4. obtemos que a familia IL]P(E) & iterativa, ou seja:

(P. ,k € 0) a familia admissivel

]

2.5.6. PROPOSICAO. Seja TP

k
de parametros associada a 1 < Pgg = (pé,pg), Py, = (p%,pf) <
e 0 <®= (8;,8,) < 1. Entao
Poo Pyg Poa Piy
[L  (E),L (E},L (E),L (E)lg =
Poo Py Pps Py

0 1
=l (B),L @], ,IL @®,L (@, 1, =L (&)
1 1 2
onde 1/P = (1 ~-0) /Pyg + ©/P15.

Como consequéncia dos teoremas 2.5, 2.5.4. e 2.5.6. obtemos

o seguinte teorema de interpolagao do tipo de Riesz-Thorin.

. 1 .
2.5.7. TEOREMA. Sejam 1 < Py = (py,pa), P1 = (pj,p.) < = e

1 i.Qg = (qé,qg), Ql = (qi,q?) < » e consideremos as respectivas.
familias admissiveis associadas, 1P = (fk,kEED)' e Q=4QKJ(EED.
Se T & uma aplicagac linear tal que , A

P Q K

T ;L F(X,u,E) > L F(Y,v,F)
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limitada para todo k € O entao

M

T LP(x,u,E) - LQ(Y,v,F)

e limitada, onde 1/P =(1-0)/Py, +0/P;, 1/0 =(1 - @) /0, + 8/0Q,
e 0 < © = (61;92) < .
Ainda mais
®
iTh < I _amit
L ~L k€D Tk 7k
2 1-k.
onde ©(k) = II [(lL-%.)+ (1 Js.].
=1 3 j

Veremos ainda que outros importantes espa¢os aos quais se

aplica a teoria de interpolacgac formam familias iterativas.

2.5.8. DEFINIGAO. Um espagc de Banach B & uma retracaoc de um
espago de Banach A se existem operadores = lineares limitados

I :B~»A e P:A>B tal que Pol & a identidade em B.

Se B & uma retracac de A nds temos o seguinte diagrama

comutativo:
id
B — B
I\ / P
N
NGs diremos que uma familia ‘IE = (Ek'k € 0) & uma retra-
cac da familia IF = (F, ,k € O} se existem operadores lineares li

k
mitados I de IE em TF e P de IF em IE (veja definigac 1.7.1)

tal que P oI e a identidade em ZIIE.
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2.5.9. TEOREMA. Sejam 1IE = (Ek,k €0) e TF = {Fk,k € 0} duas

=

familias admissiveis de espagos de Banach. Se a familia IE e

iterativa e IF & uma retragao de I entao a familia T & “"ite-

rativa" {(normas equivalentes).

DEMONSTRACAQ. Como I/Fk : Fk -> Ek e P/Ek : Ek - Fk sac ope-
radores  lineares continuos entdo da observagdo 2.5.1. e como E

& iterativa temos que
IE€ L([[FUU:F10191: [Fnszlllellezr [Ek'k € Ulg)
e do teorema 2.5. temos

PEL([E. kED]g, [F,k€DOlg).
Assim

Pol S L([[FUO'rFlo]el J[FOIIFll]Bl]BZ r[.Fkrk € D]@)*

como P oI & a identidade em ZIIF temos que
[[FooFrolg » [ForsFraly Jop o [Fyok € Olg -

A inclusdo contraria segue da proposigdo 2.4.6. e assim o teorema

fica demcnstrado.

2.5.10. TEOREMA. Seja IE = {Ek,k € 0) uyma familia admissivel
de espagos de Banach tal que 0NIE e denso em Ek' x e, 1 <

Pyy < Py <=, 0 <©®= (8;,8) < 1. Entao se IE & iterativa e
p% > p} tamos:

Poo Pro Po1 - P ] P
[L (EOU):L (Elﬂ)rL {E[)]}:L --f:(El-]_}]@':L ([E]@)
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onde 1/P = (1 - ©)/Pyg +8/P11, Pogo = (Po,Py) e P11 = (p;.Py)-

DEMONSTRACAC. Seja S{NE) o espago das funcoes simples com va-

lores em NIE. Como NIE & denso em [IE]gq entao S é denso em
P
P - k ~ -
L ([33]6) e como S & densoc em N L (Ek} entac $ e denso em
k€
P
[L k(Ek):k € O]y . Entao basta considerar fungdes em S{NIE).

NOs provaremos inicialmente gque

Tall - < fall

P P ’
k L (IE)
[LX (Ek),k = E]]® X @
Como a € S existe uma fungao g{( - ,x) € H(IE) ~::tal que
Ng( -« ,x)l < {1 + g) Na(x)f (x € X, ¢ > 0), e com g(0,x)
H(IE) Eg
= alx).

Definimos agora

| pliz;)
(la(x)lg) p?(z)-pl(z))
f(z,x) = g{z,x%) " fal .
pPT(zy) P
LXI(EG

(lall o ) o)

L (]E@)

onde 2z = {(z7,29) © pl(ziJ = pl(l/Pﬁ - l/p;')(ﬂi - Zil; i=1,2.

Px

Esta fungio pertencde ao espaco HI(L (B ),k € O) e £(8;,8;,%)
= a(x).

Ainda mais:
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Y pe/ey L,
I£(ity,ity,x)l 5 = [ (J VE(ity ity 0l duy) dus]
00 00
L, (Eoo) X %

{1 + e) ol pépz/pé-pl pﬁ/pﬁ l/Pg
< [ J (J la(xMig lla)l duy)  dngl
- PP/bl gk Pl

[lall, ] 2 X Ly, (Ee
Ly (Bg
2
(1 + €) 9 1/p,
< - [ J la(x)I® 1 dy,]
p2/pi-1 X3 p
[hal e Ly, {(E ¢
LY E)
X' e
= (1 + ¢) lall p .
LX(IEQ)
Analogamente
1£(k+it, )l o < (L+e)lal 5 ke {(1,0),(0,1),(1)1}}
L X@ ) Ly (Eg)
X Tk
Asgim
hEL g < (1 + ) llal
k L (IEL)
H[LX [E&),k € 0} X'e
Como e & arbitrario e £(0,,62,%) = a(x) segue gue
lal | < jal
P = P
k Lo (IE,)
(L, (B, k€0lg X' e

A desigualdade contraria segue do teorema 2.4.8. e da de-

sigualdade de H&lder (pg/p™(1 - 67) > 1; py/p 6> > 1; 'i =1,2).
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Com efeito, seja f( - ,x) € H(IE) e £{8,x) = a{x}) (x € X). As-

sSim

1 2 1 2
lall - {J (J a2, dup)® Py, R o
x ' Ee X, X ©

l/7_nl —_n? lalii—_n2 Ir1onlyg2 plpagla2 2 /1 12
) [J (J Agou.a ) (1-0%) plol (1-6%) ,p* (1-61) 6% plole” 4 P /P du,] /P

10 01 11
Xy X3
cnde Ak = 1 J HE(k + it,x)llE Pk(@'t)dt e
@({k) R? k
2 1-k.
G(k) = I [(1 - k.) + (- 1) Je.1, keOo.
=1 ] 3

Agrupando o8 termos e aplicando a desigualdade de Holder:

1-82 g2
J f g du; < [J
X X

1-g2 62
fdu,l [J gdu; |
1 X

1 1

teremos:

1(1-gt igl 2¢1-p82 1
lal ( J aP (m8h)gpioty, ) pr(1-0%)/p
X

P < 1 J
L (IE@) Xz_ 1 0 . 10

1(1-g1) plgl 292 /pl 1/02
x J A%l( 8 )A?le dul)P /P dusl /P
X1

Aplicando a desigualdade de Holder

(py /' (1 - 8%) > 1; pl /p'e! > 1)

teremos:
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Aoudul) X

p; . p2(l-8l)(1-82)/pl
J
X

lail o < J
L (IEg) X
pl  p2el(1-82)/pl (J p;  p (1-eh)e’/p}
hd
X

¢
x J Ajodypq) Agldplj X
X, 1

pl  p?ele?/p] 1/p?
x J A, duy) duz]

Xy
p2(1-81) (1-82)/p}  p?el(l-0?)/p} pZ(l-81)62/p]

= [J Byo xBig xBg x

2nqlpg2 1
p“8+8</p 2
1 1
x By dus]l /P .

Agrupando os termos e aplicando a desigualdade de Holder .

1-gt gl f -l ol
[ £° ge duz =< | J fduzll B J gdyps]
jXZ ). ¢ Xs
teremos
p? (1-82)/p} p2e2/p, (1-81) /p2
lall p < 1 J By Bgy o) .
L (Eg X5

p2(1-02)/p} p?e?/p]  6'/p?
[ J BlO Bll dUZ]
X

2
aAplicando novamente a desigualdade de Holder .
(p2 /p? (1 -8%) > 1; p? /p?8? > 1)

teremos:
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p2/p} (1-01) (1-02) /p2
L {IE
(IE @) X,
2,1 2 5.1 1 2 2
p1/Pp TP Py/P] 6l {1-0°) /py
x f Boy duy ] (1-eh)et/py J Big duyl X
X, X2
p?/p) 062/p}
X2

Analisando separadamente as quatro integrais do segundo membro

da desigualdade acima teremcs:

p5/pl (1-e1) (1-02) /p3
{ J Bog d sl =

pi p2/p} (1-81) (1-02) /p2
= [J ( [ BAgp duy} d ol =

P5/Py

Po
= { J [J ( L J i[f(itl,itz;X)HE Pgo(®,t)dt) dul]
(L-01) (L-8y) Iy 00

(1-81) (1-82) /p} \
dyuy} .

Sendo ae(t) = 1 Ppp{@®,t)dt e aplicando a de-

(L~ el)(1 - ¢2)

sigualdade -de Holder teremos:

Boo du

P%/Pé (1-61) (1-82)
[ 2]

X
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1 Py Py/Pg
< { J [f | J ilf'Litl,itz;x)iIEoong(G,t)dtdpl]
- _aly{1-a2
X, Xl(1 6!) (1-82) ‘g2
(1-81) (1-62) /pj
duZ}
1 P RN =¥ - S o 1(0)% <11
=1 J ( ) J “f(lt;XZ)" 1 Pgo{e,t}dt) duz}
1-8Y)(1-04) 0
N Py (1-61) (1-02) /p3
< [ J 1 - J jEtixg) du,]
B (1-81)(1-¢4) 2 p
X2 R LXO (Egg)
1
1 PG (1-81) (1-82) /p}
= [J ) ) ||f(it1,it2)” Pyo dt ]
Rg(l—e)(l—e) L (Egq)
(1-81) (1-02)
< (tiggkzlif(ltl,ltz)ﬂ Pyo )
LX (Egg?

Analogamente para as outras integrais do segundo membro da desi-

gualdade (1} teremos:

lall o < om o (sup itk +i0n 5, OO <
tP(Eg) “kEO t k
X 0 | L, (B )
< bEl g

H(ka(Ek),k € 0)

A
[

Agora, tomando o infimo scbre todas as fungaes fﬁﬁais gue £(0O,x)

= a{x) teremos
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tall o < Fali 4
L {IE o) k :
x'¥e (L, (B) .k € O] g

e a demonstracgac fica completa.

Assim, 4o tecrema 2.5.10. e por aplicagoes sucessivas do

teorema 2.5.5. temos a seguinte propeosicgao:

2.5.11, PROPOSICAQO. Seja IE = {E, » k€ O} uma famlia admis-

sivel de espagos de Banach tal que NIE & denso em Ek,k € O,
P = (P .,k € 0) & a familia admissivel de parametros associada
1 2 1 2 '
a 1 < Pgp = (Po,Pp) < P11 = (P1,pP)) < = e 0 <0O= (6;,06;) < 1.
Entdo se IE & iterativa e pj5 > pi temos gque a familia
P .
{L k(Ek),k € 0} & iterativa ou seja:
Py c g . Poo Pyg | Ppy Py1
L (Ek)’k }81;62 =[1TL (Bpg), L (Eyg)l 8, AL {Egy), Lo (El'l)]ﬁl]eg"

cOom normas iguais.

2.6. Como vimos anteriormente HO(IE) e o conjunto de todas as

fungoes da forma:

2 N 2
(1) g(z) = [exp(s % z%)] 2 x_ expi{a 2 2.}, z = (z1,23),

cnde x € nNIE, A2 &€ IR e & = 0.
P P

Os dois proximes resultados sac devidos a D. L. Fernandez

€ suas provas podem ser encontradas em [11].
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2.6.1. PROPOSICAD. O espago HO(ED e um subespago denso NO es-

pagco H(IE).

2.6.2. OBSERVACAO. O0s elementos X podem também ser escolhidos

de um conjuntc arbitrario M dense em NE.

2.6.3. PROPOSICRO. O espago NE esté densamente imerso em qual

quer espago [E ]lgs 0 < ® < 1.

2.6.4. OBSERVACEO. Se x € NE e 0 < ©® < 1 entdo no célculo

da norma IXllg © infime pode ser tomado sobre as funcoes da

forma

f(z) =
I

M=

a {(z)x onde x € NIE, a_ € H(C).
;1 ¢ n n n

4 1 (= 8 = . <
Com efeito, seja f € H{E) com £(O) x e ”f"H(E) __H$H®-+€.
Sejam r,lz) e r,(z) as fungoes transformando a faixa unitaria
51 conformalmente scbre o disco unitaric tal gue 1r,(8;) =0 e

r,(8,) = 0. Assim lrj(it)i = ]rj(l + it)| =1, 3 =1,2.

Consideremos agora a fungao

S [ (21—91) 24 (2.2_82)2].

p(z) = vlz;,2,) =[£lz) - e x] /. [r1(z1) +13(2)1.

Pelo teorema de Hartogs para extensdo analitica de fungoes segue
que ¥ € H(En' e pela Proposigéo 2.6.1, existe uma fungao gz}
da forma 2.6{1) tal que Hp(z) - g‘(z)uH(E) < g, ou seja
) [(21"_51)2*'(22'—82)2] -1
i[f(z) - e S : x] r “(z) - g(z)HH(En < g

onde r(z) = ryl(zy) + ry{zy).

3 [(21_91]2"'(22"92)2 ]
Seja £f£,{z) = e _ - x + riz)gl(z).
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Esta fungac tem a forma requerida, £,(@) = x e

N

g < TEl + hf - £

<
(E) ,I.HH(]E) < IIxII8 + 3e.
2.6.5. OBSERVAGAO. Segue da Proposicaoc 2.6.3, e da observagio an
terior que os espagos [IE!}@ podem ser definidos do seguinte mo
do:

Seja H({ NIE) o conjunto de todas as fungoes f definidas

em §, com valores em (NIE, |}~ | ), continuas e limitadas em S,

NIE
-~ 0
em relacaoc a norma de NIE, holomorfas em S; e .assim . flk+ it)

e E,~continua e limitada para k € O.

Para x € NIE c¢onsideremes a norma |

Ixihd = inf {HE £(®) = x, £ € H(NE) }

H(E)'
e completamos MNIE nesta norma.

Segue da Observacdo 2.6.4, gue

L]
1lxllei IIxIIB < I!xlle.
2.7. Os ESPAGOS EXTREMOS [E], , k €0
Estudaremos agora os espacos extremos [E], ,k €0. Se
x € [E],, 0= 1(0,0), entdo f(0) = x para alguma f € H(E) .
Por outro lado f{it) € EO para todo t e portanto f£(0) =x EEO.
Ainda mails
i I ) l
£l = max sup [Tk + i)l > £(0)1 = lIx} .
h(IE) kel telr? By Es Eo

Logo,
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{1) "X“[Eﬂ > IIxIIE
o) o]

Também, da Proposicac 2.6.3, para & > 0 -existe um elemento

€ N - X
X E tal gue lIx XJII[EI]O'< €.

Construimos agora as fungoes
£ (z) = [exp [(z% - nzy) + (25 ~nzp) 1%y, 2 = (29,%5)-

E claro gque f (2} € H(E) .
Ainda mais, fn(O) = Xy €

}

: 1-n 1-n l-n 1-n
= max { Ixl e x 1l e x4 Ml e e =4l

Como "XJH[IE]O f—"fn”H{En . teremos, fazendo n tender a infini

to, que

(2) Iyl gy < Il
o @]

De (1) obtemos

.'||X - xp b < llx - x.lﬂ < g
EO — . . [IE]O .

e assim, de (2} teremos

i Hx.l "
o

+ g < lx + £ < x|l + 2g.
< | 1HE < E

ﬂxﬁi [E], . 5 .

)
Como € & arbitrario e de (1) teremos a igualdade

gy = ixlg (x € [E] ).

"X”[
o o
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-

Entao [E], & isométrico a algum subespago E, de E_ . Analo-
gamente podemos provar gue [IE]k e um subespacgo ﬁk de E
(ﬁk C Ek isometricamente) .

Segue da Proposigdo 2.6.3, que [nz]k_, k € O, coincide com

o fecho de NIE na norma E Em particular, se NIE & densc em

k-

E k € O, entac

k ’

[E], =E ., k€O
Este € o caso, por exemplo, se a familia E & o esgueleto deum

escala multipla.

2.7.1. OBSERVAGAO. Da definigao equivalente de [E]l, dada na
Observagac 2.6.5, segue gue

[E kED:]@ :[Ek'keu}_@

kl’
e assim, sem perda de generalidade, nds podemos sempre sSupor gue

a intersec¢do dos espagos iniciais & densa em cada um deles.

De outro modo basta observar que H(E) = H(IE} pois se
f(z) € H{E) entao £f(k + it) € ﬁk . A inclusao contraria & ime-
diata. Que as normas destes espagos coincidem segue da igualdade

das normas de Ek e Ek , ke 0.

2.8. COMPLETAMENTO DOS ESPAGOS [Elg

Como os espagos [IE]y estio imersos em 2IE podemos con
e .
siderar seus completametos {Iﬂ]e relativo a ZIE. Do teorema de

interpolagao 2.5. e. do lema 1.7.7. do capitulo 1 segue imedia-

tamente o teorema seguinte. 4

i
i
g

i

2.8.1. TEOREMA. Sejam IE e T duas familias admissiveis de
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espagos de Banach tal que k > k' entao E, (F,) estd imerso em.

EF) e Ey e IF, os respectivos espagos intermedidrios,

=

—r - - -
Entao o par (IEy, IF,) & um par de interpolagaoc normalizado do

tipo © relativo ac par (IE , IF).quando I & iterativa.

2.9. DUALIDADE

Seja IE= (Ek'k € 0) uma familia admissivel de espagos de
Banach complexos. Vamos assumir que nNIE & densa em cada um de-
les. Entao os espagos Ei_,k € 0O, estdo imersos em (NIE)’' e por-
tanto IE' = (Eﬁ yk € ) & uma familia admissivel de espagos de
Banach. Assim, os espagos de interpolacgao [IE'] g estac defini-

dos, 0 < ® = (8,,8,) < 1.

Pela proposigao 2.6.3. o0 espago NIE & denso em {IE]G e

portanto temcs a imersao

1 — . 1 ]
Entao ambos os espacgos [IEé] e . [IE]é estao imersos em
("NIE)' e nbs estudaremos algumas relagoes entre eles.
O lema seguinte & um resultado de D.L. Fernandez e sua

prova pode ser encontrada em [12 ).

'2.9.1. LEMA. Seja IE==(Ek k € 0) uma familia admissivel de es-

pagos de .Bagach' tal que NIE & densa em Ey k €D e
E' = (B ,k €0 sua familia dual. Entao

(1) (NIE)' = ZIE' (isometricamente)

e

(2) tx'lg, o= sup {]<x,x' 0, /0% o “ix € NIE}

onde {, denota a dualidade enfre NIE e (NIE)'.

N
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2.9.2. LEMA. Nas condigoes do lema anterior temos

(1) [E']g CIIE] Y

DEMONSTRACAO. Seja u € {IE:']_G..EntSO existe uma -fungé’oo Y E H(IE')
tal gque V(@) = u. A funcao Y (z) & holomorfa em S, e conti
nua na norma de ZIE' na faixa 5,. Pelo lema 2.9.1. O espago
ZIE' é isométrico a (NIE)' e assim y(z) & holomorfa em §2' e

continua em S, como funcao a valores em (NIE)'.

Se uma fungao f € H(NIE) entac a fungao escalar (£(z),y(z)}
€ holcmorfa em S, e pelo principio do mddulo maximo para a po-

lifaixa &, temos:

[(F(z),v(z)?] < max Sup2{|(f{k+it), Yk +it) |}
kel temr

| A

‘max sup {||f(k+it)“E "‘P(k+it}"E,}
k

ked tewr?’ k
< max sup {Iif(k+it)ﬂE iy HH(IE'] 1
2 k .
ke t<IR

e portanto, para 2z € 55, temos

(E), w(z)) | < Vel oy Wl oy

Seja x € NIE. Para a fungaoc £, € H(NIE) com £,(®) = x isto

implica que 3

[(x,ud| = [C£y (@) ,9(0)) | < Y L L
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mTomando o infimo sobre f, e ¥ obtemos em virtude da Observagao,

2.6.5 gue

{ )
[ (x,ud | < HxH[:E]elluH[E,]g (x € NE) .

Esta desigualdade implica que O funcional u como elemento de

1 A ! <
(NE)} pertence ao conjunto []E]8 e _Ilu"[IE]é ——llu"[E']® .
0 Lema fica entdo demonstrado.

-

OBSERVACEO. Pelo Teorema 0.3.6, do Capitulo 0 o espago [Ely &
completo relativamente a (NIE)'. Portanto da imersao 2.9.2(1)
segue gue

o 1

(2) [E'ly © [El}

onde o simbolo ~ & o completamento relativo a (NE)'.

Nosso propbsito agora e mestrar que na inclusao (2) temos

a igualdade.

2.9.3. LEMA. Consideremos as fungoes ¥ (z), (z € S,) e W (t},
t € R?2, k € O, com valores em SIE' e satisfazendo as seguintes

propriedades:
. 0
{1i) ¢(z) & ZIE'-limitada e holomorfa em Sj .
(1i) Para todo x € NE a fungdo (x,¥(z)) & tal que

(x,p(k + it) > = (x,¢k(t)), x € 0.

(iii) ¥, (£) € By e u\u};(t)llE}.( <c, keb.
i

—t
Entdo ¢ (8) € [B'}y ©
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(1) (O~ < <.
[E'],

Observe que se ¢ € H(IE') entdao ¢ satisfaz as condigces acima

e podemos tomar c = "d)"H(EN) .

DEMONSTRACAO. Consideremos a fungao ¢ definida em S2 pela ex-
pressao

Zl 22
0(zy,22) = J% J% P {uy,u,}du,du, 0 < Rezj <1, j=1,2.

(convergéncia em ZIE') .

Desde que y(z) & limitada segue que ¢(z) pode ser estendida

continuamente na norma de ZXE' = (NIE)' para a faixa 8, .

Agora, para X € NIE e denotando a expressao
(x,9{z; + ih;,2, +1ihy) ) - (x,p(z,; + ihy,2,}) 0 -

- (x,tp(zl,z2 + ihz)) + (x,9(2z,,2,)) por (x,&lhw{z))

teremos
z1+ih, z,+ih,
(x,&lhw{z)) = (x,¢(uy,uz) ? duyduy,
Z1 2y a ' '
hy h,.
o} o] ’
(0 < Rez, <1, 9 =1,2.)
Para =z = (zleZ) = (YIJYZ) + i(tl_’t2) e fazendo (ery;g) “tender

a (kysky), kj =0 ou 1, 3 = 1,2 teremos:
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ih . b2
{(x,A ¢tk + 1it) ) = - (x,9 (€1 + 57,8, + s,) 7 ds,ds;

o} o

De (iii) a expressao a direita nos da um funcional linear conti-

nuo sobre E. cuja norma nao excede a chjh,. Portanto

Aok & i) € E}

H[ﬂihp(k + itj] / hlhzﬁEﬁ < c, k € O.
Da Gltima desigualdade segue que a fungao
8, (z) = £4™ P (2)] / Biny
pertence a H(E') e

I @h{Z)HH(]E') < c.

Isto implica que
2, (@) € [E']lg . © [|<131,1(®)II[E.]GJ < c

Por outro lado{.quando h,; e h; tendem sucessivamente a zero
temos gue @ (©) converge para (32/3z;9z,)¢ (@) = $(0) enm ITE' =
= (WIE)' e portanto

L A

v©) €[E'ly, e 4@l ~  <c
(E'1 4

O lema fica entac demonstrado.

2.9.4, TEOREMA. Se NE & denso em E. ., k &€ entdc © espago
P
dual [E ]g & isométrico a [E']ly quando E & iterativa.
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DEMONSTRACAO. Seja W € [E lg . Como [E]g = B(E) / N(8), on-
de N(@) & o nlclec da aplicacao que a cada f € H(IE) associa o
elemente f£(8) em [EI]® , entao o funcional u induz um fun-

cional linear u sobre H(E) com mesma norma e nulo sobre N(@).

Com efeito, basta definir ul(f) = u(f(®)) e teremos:

— _ o i _

T L = Puce©n ] < il gy NEON 5y s Kulgyy 1y
ou seja

(1) IS ey < TRy

Ainda mais, para x € [E], e e >0 seja a fungao f &€ H{E)

tal que f£(@) =x e £l f_[lx"a + e,

H{IE )

‘Assim,

Ay

lu(f@)) | = [u(f)| < Iul £

hu (x) | et V) <

< fal ) ].(IIXH8 + g).

[H{E

Come € & arbitrario segue que -

(2) hely gy, < [V

De (1) e (2) segue a igualdade.

Consideremos agora a transformagao T de H(E) em

I, (E

= L1(E_ ) > Li(Ejg) xL1(Epy) XLy (Eyy)
k€ O

!

A
defin@da por:

F
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T(f) = (E(it)P_ _(0,t),£(1,0) + it)P19 (0,t),£{(0,1) + it)Pp1(0,t),.
£((1,1) + it)Py,(@,t)) = (f£(k + it)Pk(G,t), ke =
2 - -
cnde P, (z,y) = I P (z.,v.}, k € 0, & o k=nucleo de Poisson
k 3=1 kj J 1]
para polifaixa S; e P_(z,y) e ?,(z,y) sdao os nlcleos de

Poisson.para a faixa unitaria S).

E claro gue o conjunto imagem de T & um subespago veto-

rial de 1 Ll(Ek)-
ke
A transformacdc T & linear e injetora. Na sua imagem defi
nimos um funcional linear S pela fdrmula:

(T(f),s» = (f,u?
Pelo teorema 2.4.9. temos

<o), = [CE, @ = [(£@©,w] = TE®@lglul gy,

Pk(G,t)dtJllull[:{E],@

.J [ ) J If(k + it)!
E
rZ k

71 Lxen

e portanto

(3) | (T(£),8) | < @I g Ly (E,) ilull[E]é
k€ O

Entdo na imagem de T o funcional linear 5 & limitadoc na norma
de T - Ly(E). Portanto S é estendido a um funcional  linear
ke

continuoc 8, preservando a norma, a todo espago. o L;(E).
kel
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Agora, do isomorfismo ¢{y¢) = (@k, k € ) onde wk(fk) =
=9(0,...,f ,...,0) entre os espagos [ II Ll(Ek)]' e
keO
I [Ll(Ek)]' e do teorema sobre a forma geral de um funcional
k€L
linear sobre LI(E} ([71, pg. 503) teremos:
S(T(f)) = §(fkr k € O =

E‘((foo,o,o,m + (0,£19,0,0) + (0,0,£f4,,0) + (0,0,0,£1,})

= I S(O,eveifyr.-.,0) = Z (S)k(fk)

= Z J (£(k + 1£)P, (O,t), ¥y (t)) dt
keD /R2

onde ¢k(t) sao funcoes com valores em E! , limitadas na normade

E' e tal que

k
(4) I (s, Il = sup ess Iy, ()., , Xk € O.
ot By
Assim,
(5) (£,u) = (T(£f),8) = % J (f(k«fit)Pkke,t),wk(t)> dat .
kel 'Rr2

Ainda mais, de (3) cbtemos:

| B)y (£ 1 = 1800, 0uesfyren ey OY | < IS 10,0 sy e 000 L)
k€0

“luall

| A

N 1 A
[Bﬂl@ k'L (Ek)

e poritanto
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I (s), ! i

KLl = TUE]
e de (4) segue que
(6) max{sup ess hy, (B)I_,} < lul v o
xeD K2R - [Elg

seja x € NE. Considere a funcido complexa ¥{x,z}, 2€ 5y,

definida pela integral de Poisson:

{7) ¥ (x,2) = '_E. J (x,wk{t)> Pk(z,t)dt
kel 'Rr?

Esta funcdao & linear em x para cada z fixc e de (6) obtemos:

|wi{x,2z)| < max supess | (x,wk(t)) |
kel

ou seja:

(8) |v(x,2)| =< le[EnEHu[l[E]é i.é; v, € (NE)

onde P, NE - ¢ e wz(x) = p{({x,2).
Podemos entdo definir o funcional
H: S, > ("NE)' por H{z) =¥

Temos entao gque Y(x,z) = {x,H{z))}

De (8) segue que H(z) & limitado em Sy com

]

I8 (2) gy < Nalp gy -
- iH . [ e

' 0
Mostraremos agora que H(z) & analitica em Sa.
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Consideremos entdo uma fungao escalar h{zj,z,} analitica
o
em S, e continua em S, tendo limites gquando Im{zj} » i e,
j = 1,2, e tal que h{(8,,6,) = 0.
Em (5) seja £(z) = h{(z)x. Entao
0 ={(h{®x,u) = {(f(@),u) = {(f,u) =

s J hik + it) (x,y, (£)) Py (8,£)dL.
kel !1r?

Mas pelo critérioc de analiticidade {Teorema 0.5.8) de fung&?es da
forma (7) temos que (x,H{z)}) & analitica para todo x € NE e
do Teorema 4.4.-F ([321, pg. 205) temos gque H(z) & analitica na
norma da (NE)' =ZE'.

As fungoes H(z) e P (B), k€0, satisfazem as hipdteses
do Lema 2.9.3, e portantc

Fan
T
H({®) € [E ]9 e NHE(O) I ~ < [IuII[E], .
[E 19 e
Tomando £(z) = x € NE em (5), por (7) teremos
(x,u) = p(x,0) = { x,H(O))
isto &, H(B®) = u como um elemento de (NIE)' e portanto
P )
u€ [E'ly e flall 0 < lul =
E' [E 1o

O teorema agora segue em virtude da imersao 2.9.2(2}.

2.10. UM TEOREMA DE REITERACAQ

Dada uma familia de espagos de Banach E = (E /k € D) nos
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construimos os espagos [E], = Eg. » k €10, onde 0< © <
k Uk : Tooee

<0y, < 1.
= = 1 2 i 3 o
Lembremos gue 8, ®k1,k2 (ekl'ekz) e a configuragao .e

a seguinte

g2
P € 5
|
2 €51 @1 !
61:_ ''''' t="m===- t 1
1 1 |
| | |
| | |
i | i
| 1 |
t 0 o
8p1----- b it :
1959 ST
{ 1 |
L L i R 81
1 1
80 81 L

Estes espagos formam uma familia de espagos de Banach imer

sos, por exemplo, em ZIE,

Denotaremos a familia de espagos Eg ., k € O por E, i.é:

E = (B, k€. k
k _
Portanto, nos podemos construir os espagos {if]ﬁL PO < A=
= {(a1,22) < 1.
: i I N !
2.10.1. LEMA. O espacgo [E}]S_ onde s- = (1 = A7)6_ + A"67 es
t4 imerso em [i;}h com constante de imerszc menor ou igual al.

DEMONSTRAQﬂO.- Seja x € LElls e tomémos uma fungao.. . f € H(IE)

com £(S) = x. Considere agora a funcgao

glzy,zp) = £((1 - zl)ei + 207, (1 - zz)ei + 2,8%)
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Entdo,
(1) g{ad,22) = f(sl,82) = x
e
gtk + it} = f(@k + 1(8,9 - eoo)t) =
— 1 , 1__ 1 1 2 . 2 _ 2 2
f(ekl + 1(61 Bo)t ' ek2 -+ l(el So)t }.
A fungao £, (z) = f(z + 1(8;; - ® )t) pertence a H(E) para to
do t fixo e como ft(ek) = g(k + it) temos que:
(2) g(k + it) € Eg , k & O
k
e
{3} hgl{k + 1t)HE® < ”ft“H(ﬂm = IIfHH(ﬂ“.
k
Veremos agora que g € H(E). Como g : S, > ZIE & analiti

ca em gz, continua e limitada em S, entac para todo funcional
linear continuo definido em ZIE temos que L(g(z)) & continuo e
limitado em S,, anallitico em gz e portanto representavel como
a integral de Poisson de seus valores na fronteira reduzida

F=1{z€85,|z=%+ it, k€ O}.

Agora, seja P (k €0) o k-niicleo de Poisson para a faixa

S, e consideremos a fungao

hi{z) = X J g{k + it)P, (z,t)dt.
ked 'wr?

-

De (2) e (3) temos que h : S, ~ ZIE & ZIE continua e limita-

da.



130

‘Agora, para todo L € (ZE)' temos

L(h(z)) = 2 J Lig(k + it))P, (z,t)dt.
k€O ‘R?

Como L(g(z)} € representavel como a integral de Poisson
de seus valores na fronteira reduzida obtemos que L{h(z)} =

= L(g(z)) para todo L € (ZE)'. Portanto h(z) = g(z) acarretan

do que g & ZE continua e limitada.

Agora,'da continuidade da fungac g em ZIE segue que a

funcao ¢ definida pela expressao

dU.2 d'L'i]_

[ | g('ulru2)
Cz

1
wlz) = ¢(z1,25) = J‘
(21‘1’1)2 C1 (1.11—21) (1.12"22)
& analitica (na norma de ZIE) em D; x D, onde Dj y 3 =1,2, &
o disco aberto limitado pela circunferéncia 4 e cj .esta con
tido no interior da faixa unitaria S;.

0
Desde que L{g(z)) & analitica em 8, obtemos para todo

L€ (2E)' que:

Lig(z) - ¢{a)) = Lig{z)) - Lip(2)) =
| 1 L(g(uj,up))
:L(g(z)) = - J. J dU2dul =0
(2Tri) 2 o8] Co (1.'1.1—_7_.1) (1.12'-22)

e portanto g(z) = v(2) para todo 2z € D; x Dy, ou seja; g & ana
Ll - . O
litica em D; x D; e portanto g & analitica em 8, (na norma

de ZIIE}.

Ji assim, g € H(TE) e de (1) e (3) temos que

}CE[“IE"]ﬂ e
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Izl , = < gl =, = max sup {lgi{k +it)li o< HEI .
[E], - H(IE) k€D teER? Eek - H(E)
Tomando o infimo sobre todas as fungoes £ tal que £(8) = x te

remos
Ixl = < hxl .
[E], - [E] g
Obtemes - assim que:
A 1 _—
(4) LE]S C [:IE]A

1
onde o simbolo <€ significa gue a constante de imersao e menor

ou igual a 1. 0 lema fica entao demonstrado.

Estamos agora interessados nas condig¢oes sob as quais te-
nhamos a inclusao contraria em (4). Para isto estudaremos O pro-
blema da imersao dog espagos duais dos espagos considerados nes
te lema. Entretanto se o espago [IE] g nao & denso em [E]A en
tdo o espagos duais nao estao imersos. Entao assumiremos a hipd-
tese adicional gque NIE & denso nos espages E, k€0 e tambémn

no espago NIE.

Pela Proposicac 2.6.3, o espagc NIE & denso em [TE!_]lr1L e

portanto NE e [IE]S estio densamente imersos em [E]A'

Temos entac NE C [E ]S C[E ]A. com imersoes densas e entao os

duais ‘dos espagos considerados estac imersos em (NE)!' = IE’'.

2.10.2. LEMA. Se NE & denso em E , k € 0, e en NIE entio
os espagos ([E]g)' e (TE] 4) ' coincidem quando E & iterativa.

DEMONSTRACAQ: A imersado 2.10.1(4) implica a imersao
1 1 ]
CIElg -

(E,
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Agora, pelo Teorema 2.9.4, © espaco [‘fE”];1l coincide, iso-

—t
metricamente, com [IE'], onde o simbolo ~ = significa © comn-
pletamento relativo a (NE)' =ZXE', ou seja:
=
el L = Tt
(1) [E] A | E ]A

Como NE & denso em | E] entao pelo Teorema 0.3.6, temos que
A

(2) _ (Bl = |

onde ~ significa o completamento relativo a (NE)' = ZIE' . Te-

mos também [ 1, C SE' C TIE' e usando (1) e {2) teremos pe

lo Corolario 0.2.7 gue.

_ . ~
(3) [El, = [(E'],
Pelo Lema 2.10.1, temos:
L} 1 L]
(4} {IE]SC[[IE]®k,k€DIA.

Ainda mais, do Teorema 2.9.4, obtemos

1 ——
[E"] c [E'] =[E];
O, o, ®,
e de (4) temos qgue:
1 L [ - =i
(5) [IE]SC'[[]E]Gk’kED]h_ [E]ﬁ.

Tomando ¢ completamentc relativo a LIE' em (5) obtemos

[E')g ¢ [E'],



e usando o Teorema 2.9.4 e a igualdade (3) temos

1 —
[IE]é c [El, .

Como a imersao contraria foi obtida no inicio desta demonstragio

o lema fica entao provado.

2.10.3. TEOREMA, Se NIE & denso em Ey +k € 0, e em E, en-—

taoc os espagos [IE:]S , onde sJ = (1 - 7\])30 + kjeg, e [F]A
(0 < A < 1) ‘coincidem isometricamente quando E & iterativa.
DEMONSTRACAO. Como [IE:]S' = [E]fll isometricamente, temos, para
x € [IE]lg; que Ixllg = =l . Com efeito:

Ix 1, =Suyg3{|'I‘x|,TE{TE_}Ei , ITH = 1}

[IIE]A
e
= c T —

Il sup {|Gx|, G [E1S » "G“[IE]é 1}
onde G = T'/[IE]S .
Logo, em [IE]l, as normas H-lg e IR sao iguais e como [ Elg

é denso em [E]A temos que estes dois espagos coincidem.

2.11. CONEXAZ0O COM A TEORIA DAS ESCALAS

2.11.1. Consideremos agora uma familia iterativa de espagos de
Banach E = (E_, k € O tal que se Xk > k' entao Ey estd nor-
malmente imerso em E,,, isto e, Ey € denso em E,, e a constan

te de imersao nao excede 1.

Neste caso AE = E;; e IIE =E isometricamente.
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Consideremos, para 0 < ® = (8l,82) < 1, os espagos

[IE:}G):E@:{XEEOQ / x=f(@)),fEH(1E)}-

Pelo principio do mddulo maxime para a faixa S, obtemos,

para f € H{E), gue:

HECz)l 5 < max  sup Hflk + it)lig
00 k€D t€ R? 00
< max sup IT£(k + i)l = £
KED t€ T2 By B (E)
ou seja
(1) !lf(z)HE < I!fIIH(:IE -
oo

Mostraremos que para o = (a',a?) < 8 = (81,82) o espago

EB = []E:]B estd normalmente imerso em E = [ﬂﬂ]a.

Seja x € [IE],. Entao existe uma funcao f € H{IE) tal que
B < T

!If”H(Im < IIxHEB + € e f(R) = x.
Consideremos a funcgao
_ gl 1o 41 - g2 2 _ o2
@(Zl'zz) = f{i_._ﬁ..._ 2y + B a R 1 B Zo, + _B_____Ot_._)
: 1 - al 1 - ol 1 - a2 1 - a2

0
Esta fungao € holomorfa em S, e continua em S,. Ainda mais,de

(1) obtemos
Pe(ith,it2)ly, = HEQY + 11 - abtl, a2 + 311 - 22Dl <
o0 [oRe]

< ”leiCE)
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onde il = (B} -~ oal}/(1 - al) e a2 = (B2.- 42)/{(1 - @?). Tam-

béem

uwl+ith1+it%uE Hfﬂ-kiﬂf-kuthl+iﬂ_—Aht%ﬂE
11

11

t£H

| ~

H(E) °

Agora,
e(it!,1 + 1t?) = £0xF + i(1 - At 1o+ i1 - 2%)t?)
e para cada t fixo, a funcgao
hizy,2z;) = £(1L - a1)zy + Al + £(1 - aAlytl, z, + 1(1 ~ 22)t2)
pertence a H(IE) e h{0,1l} = ¢ (it!, 1 + it?). Assim
¢(it?, 1 + it?) € [E]g;

e como NE = E;; & denso em E, » k€0 temos pelo §2.7, que
[E]p; = Eg;- Ainda mais

he(itl, 1 + itz)HE < £
01 =

H{IE)
analogamente || ¢(1 + it!, :'Lt2)|EElo < "f"H(IE}) .
Ainda mais .Cb.(a) = f(B) = x e portanto X € [E].a e
"X"[E]u < ”d’"H(E) < Hf“H(IE) < Hx!![_E]B + e .
Como € & arbitrario temos
IIMIIE < II)«:IIE (x € EB)

a f
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e desde que E; é denso em todos 0s espagos []E]OL seque que o

espago E estd normalmente imersoc em E 0t

B

Lembremos gue os espagos | El, , k €U, coincidem com os

espagos B, pois NE = E;; é denso em E, . k € 0.

Agora, para x € E, temos, pelco Teorema 2.4.8, aplicado a

fungao f(z) = x que
(1-al) (1-a?) (l~al)a? al(l-q2) ala?
(2) Il < lixl Il Il Ix It
[E], E. . Epi Eqo B
seja 0 < a_ = (a),aZ) <8 = (81,8%) < a1y = (ay,a?) < 1.

Pelo Tecorema 2.10.3, © espago [IE] 8 coincide isometricamente

com [TE:H}ﬂ , A= (A1,22), onde

E-UEl, , ke0o) e 3= () -ad)y/ed - ol
. |

Aplicando (2) para [E] ~, k € L, teremos para .X:-E'Eu :
, ' 11

k
que
(1-21) (1=22)  (1-a1)x2  3}(1-a2) Ala2
0 =lxl <lxl xt I il (pq!
- — — E E B E
[ ]B []E]A %o ag1 &P a1
. -I(d%-ﬁl)/(u%—aé?]x (u%—BZ}/{a%-ug) '_[(u}—Bl')/(a%—aé)_.]x {Bz-ug )/(a%—u%)
= Ei_x'IIE IIXHE _ x
5 _
0'00 01
alo,1 1_.1 2_p2 2_y? leyl T 1 ¢ (R 202 2.2
Ll [{B ao)/(al ao)]x (al R )/(ct1 GD) ”X”[_(B ao)/{01 uo)_]x (B ao)/(ai uo)
x Tzl g B
%10 a3l
 Entao os espagos {[E] , 0 < a < 1} formam uma escala

normal relativa ao esqueleto E (Ek , ke,

i
1

OBSERVAGCAQ. Os espagos [E, , k € E]]Dt = []E:']a. também formam

uma escala normal. Pelo §2.7, temos que [E'] 1 & o fecho de
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Eé ‘na norma de E;. Pelo Teorema 2.9.4 o0oS espagos [E:]é coin
cide com o completamento dos espagos [IE']Q relativo a E;, ou
o que & o mesmo, relativo ac subespago [E']l, de E}]. Entao a
familia [HS]& coincide com a condensacgac da escala normal[Iﬂ]a

(veja § 1.5). Das Proposicoes 1.5.1 a 1.5.5 segue que Hfll[E],
o

e uma funcao decrescente e "logaritmicamente convexa" de o (Pro-

posicao 1.5.5). Em particular, |l £l e continua em o =(L,1).

[E]}
Veremos agora due
: - c
| Ei?_ "X"[E]a ”X"Ealzb{ Epq)
a+(1.1)

Com efeito, do Corclario 0.3.2(1) temos

| £(x) |
Il = H = sup ———
E0! feg' N£l_,
o E1
Escolhemos f0 € E; tal que
=zl < |£ (%) /£ + €.
ECL T I, ] © E!
Usando a continuidade de ”fo"[IE] y em o = {1,1) temos
' o
. 2 + 2 - < §).
||xi|E01 < lg x| /Ilfoli[m]&+ e < "X"[mlu e (Ja - 1]/<8)
Isto implica que
Il x Ul < 1im xi .
g01 T [ET,
d=(1,1)

Pelo Lema 1.4.2 a desigualdade inversa vale e portanto
lim =_HxH .

HxH{:E] 501

a+(1,1) o
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Logo a escala {[IE]G + 0 < a <1} nao &, em geral, uma escala -

normal continua.

2.11.2. APLICACKO. 0S ESPACOS DE BESSEL NIKOL'SKII OBTIDOS DA
INTERPOLAGEO COMPLEXA DOS ESPACOS DE SOBOLEV-NIKOL'SKIT

NOs lembraremos a definicao e algumas propriedades dos es-—
pagos de Sobolev-Nikol'skii e Bessel-Nikol'skii. Para uma melhor

explanacgao ver [14].

2.11.2.1. No que segue nds trabalharemos com fun¢des localmente

integraveis em IR? e as derivadas serao sempre tomadas no senti

do fraco. Os espacgos Lf = LE(IRQ), 1 <P = (py,pp) £ = sao os

espacos IF> com normas mistas de Benedek-Panzone [1].
Seja M = (m;,m,) € ™2 e 1 < P < o

NOos definimos o espago de Sobolev-Nikol'skii WP por

1) WP = P w2y = qgef % e, o <wm

onde o = {ay,ay) €M = (m;,my) se aj < mj r 3= 1,2,

" Munido da norma

1

||f||M = Z D £l 5

(2) e~
: ' F a<M L

WM’P

08 espagos WP 530 completos. _ i

Vamos denotar o espago das distribugdes temperadas = por
S' = 8'{IR%2) e a transformada direta e inversa de Fourier de.u € S’
por U =TFu e u = Fu, respectivamente.

Seja S = (s;,s,) € R? e segundo Lizorkin-Nikol'skii [25]
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vamos considerar o seguinte operador em S':

g _ 2 s./2
(3) J°u=F O (1 + 2y 3 py
j=1

2.11.2.2. PROPOSIGAO. Se S = (s1,5,) >0 e 1<P={p;,py) < o

o operador J ° & um isomorfismo de LP(EEZ) em TF(m2).
DEMONSTRACAO. Ver [14].

2.11.2.3. Vamos introduzir agora os espagos de Bessel'Nikol'skii

(também chamados espagos de potencial) 1°'F e estabelecer algu
mas de suas propriedades.

Seja S = (s1,83) € R? e 1 <P = (p;,pz) < =. NGs defi-
nimos 7o P = HS’P(IRZ) como ¢ espago de todos os elementos u€s’
tais que JSu = LP.

Ainda mais, com a norma
(1) lul = lul = I 3°ul

HS,P 35,P LP
. 8,p .
O espago vetorial H e um espago de Banach.
- 1 1 2 2
2.11.2.4. PROPOSICAO. Se 8S; = {sj,s;) < 8 = (s3,s3) temos
S2rp Sl;P
(1) : H CH .

DEMONSTRACAO. Ver [14].

2.11.2.5. INTERPOLACAO DOS ESPACOS DE BESSEL-NIKOL'SKII,

-\
{ | . -
Nds agora determinaremos os espagos de interpolagac entre

quatro espacos de Bessel-Nikol'skii pelo método complexo.
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x . o o
2.11.2.6. PROPOSICAC. Sejam 1 < P, = (p1,p2), Pi

_ o 0 1 1 . k
SO-— (s1,82), S1 = (s;,8,) em ®r? e seja Pk = {pllfpz )}, Sk =
kl kz
= (s ",s ), k = (ky,kp). €. 0, Entdo, se 0 < ® = {8,,6,) < 1 te
oS :
S 'P
(1) (e */keny, =857
onde S = (s;,s5) e P = (py,ps) sac definidos por

= (1-8.)s%+8.5) e 1/p.=(1 — 8. ° 4+ 5. /pl, i=1,2.
S5 ])s] 585 /p:1 { e]),/p] 93,/pj J

DEMONSTRACAD. vVer [14],
Desde que HM’P = WM'P, para M & Iiz, teremos entao o se-

guinte corolario:

2.11.2.7. Nas condigoes da proposicao anterior com S, = Mg € W2

e S; =M € N2 . temos:

'P
(1) L Ky e O)g =u>'F
onde 5 = (s,,8,) e P = (p;,py) sao definidos por
S . =(l-—6.)m9.+ e.m% e l/p. = (1 - el)/pQ*fe./p% ’ j = 1,2.
J J ] 13 J E R 7]

OBSERVAGCAC. Deste modo fica entao caracterizado os espagos de
Bessel-Nikol'skii como espagos de interpolacgao complexa entre

quatro espagos de Sobolev-Nikol'skii.

Pelo gue vimos no § 2.7, temos que para 0 =k

,P M, ,P - p
[ka , k€01, = W kKo HMk'
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M
pois para P fixo temos que W !' < w 2’ se M; > M,, com imer
sac densa ja que as fungoes infinitamente derivaveis de decresci
mento rapido & denso em gualquer espago WP,

Ainda mais, pelo que vimos em §2,11, 0s espagos HS’P, P

fixo, Mo < B < M, & uma escala normal relativa ac esqueleto

P
= (ka

W Jk € O,

2.12. ESCALA ANALITICA DE ESPACOS

Seja E um espago vetorial normado e T(z) : E —~ E, z =
= (z3,2z,), uma familia de operadores lineares satisfazendo as se

guintes condigoes:

1. Para cada x € E a fungdo T(z)x & uma fungao intei-~

ra da variavel complexa 2 = (z21,z2).

2. A fungdo IT(z)xl. & limitada em toda faixa ¢ <Re(z)<

< B,
3. T(0)x = x.
4. Para cada o = {al,a?}, B = (B!,82) temos
sup (T(e + iD)T(6 + iy)xlg i sup I T(as + B + ic)qu
t,yE€IR? _ o€ R?
T(zq7 + Az, ,2}x - T(z7,22)X
5. T(iy) converge (em E) pa
Azq
ra T(iy) 3. [T(z2)x] gquando 4z; - 0 uniformemente em V.
321

A mesma condigdo vale para a varidvel zjy.

A condicdo 5, segue da condigao 1, se os operadores T{iy}
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sao uniformemente limitados em norma.

A funcao
Ixl = sup IT(e + it)xl r X €FE
a £ ER2 E
& uma norma em E.
Basta mostrar que ||XHa =0 = x =0 pois as outras condi-
¢Oes sac imediatas.
‘Para o = 0 segue da condicac 3, gue h=xiiy, =0 = x = 0.

Se a # 0 e llxliOL = 0 segue gue IT(o + it)xHE = 0 pa-

ra todo t. Assim
T(al + it}), o2 + it2)x = 0 para todo (t!,t?) € ®R?,

Para cada t? a fungdo T(al + it!, 02 + it?)x & analitica em

z; = (a! + itl) e T(al + itigzz)x.= 0. péra todo t; . Comoc os
zeros de uma fungao analitica de uma varidvel complexa sao isola
dos temos gue T(z1,25}x =0 para todo zj. - Em particular
T(0,z22)x = 0. O mesmc argumento na variavel Zy nNOs mestra que
T(0,0)x = 0 e da condigdo 3, temos gue x = 0.

Agora, Compleﬁ%mos 0S espagos (E,fl-"a) - e obtemos assim
uma familialde espac¢os de Banach Ea, - w.< g < + e, Qhamada "es

cala"™ analitica de espagos com base E.

Pelo teorema das 3 retas para a fungao logaritmicamente sub

harmonica HT(z)xHE ([7]1 pg. 521) temos que a funcdoc =l é

logaritmicamente convexa - -de- o-e portanto para ag 2 BOO <y <

< 831 < a11 teremos que

u(k)

(1) Il < I lixl
ES keO EBk
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2 .
onde ¥ u(k) =1 e wutk) = N ul como na definigio 1.1.1.
Yk
keD j=1 J
Se, ainda mais, |1x|lE (x € E) & uma fung¢ao crescente de
o

-

« entao, de (1) segue que a condicao II) da propriedade 1.2.4 &
satisfeita e a "escala" analitica & uma escala normal continua em

qualgquer quadrado pivoteado por @, € BO.
A condigao 4, pode ser escrita na seguinte forma:

(2) IT(8 + iy) xl, < =l

a

+8
Finalmente, da condigao 3, segue gue

(3) Ixiy = LT(0) x iy < uquo .

2.12.1. TEOREMA. Seja EOL uma escala analitica de base M tal

“que se k > k' entao E. estd normalmente imerso em By k €,

e seja E = (B ,k € O). Entao os espagos [E], construidos da
familia TE coincidem isometricamente com E, para 0 <o =

(o, a?) < 1.

DEMONSTRAGCAO. Seja X € M. Pela condigac 5, o funcional linear

T(z)xXx & analitico na norma de E, e portanto a funcao f(z) =
= T{a - z)x & analitica na norma de 'Eo.
Agora, da condigdo 4, temos
TGz = NT(a - zixll, = sup IT{it)T(a - z)xll, <
0 o) t € IR?
< sup IT(a - Rez +iy)xll, = IxI_ _ <
< max {ltxHE ,I!XIIE s I Ll }

o aml  Bg1 g0 Blal-1,42)
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para 0 < Rez < 1 e assim Hf(z)HE é limitada em S,.
e

Ainda mais, de 2.12{2) segue que na fronteira reduzida de

S, temos:
Il £k + 1t)||E = T{(ec -~ k - it)xllE f-llx”E .
k k a
Finalmente, da condicao 3, temos gue f{a) = x. Consequen-
temente,
= . e .
(1) X [IE:]a e "x”[iElIa < HX"Ea (x € M)

Provaremos agora a desigualdade inversa:

1
[iE]a c E. (x € M).

Em virtude da Observagao 2.6.2 e da prova da Observagao
2.6.4, segue gue para x € M nds podemos construir uma fungao

f € H(IE} com valores em M assim definida:

N
f(z) = ? a (z)x, tal que a € H(®), x €M f£f(a) =x e
(2) | "f"H(E) < lell[]E]OL + e.
Consideremos a fungao
h{z,,2,) = h{(z) = T(z + iy)£f(z), onde y = (vi1,y2) f£fixo.

0 ;
Esta funcao & analitica em S,, continua e limitada em S,

na norma de E%). Ainda mais, de 2.12(2) temos:
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Th(k + is)llE

| A

sup IT(k + it)f(k + is)tlE <

o] t,s e

| A

sup I £(k + is)ll; < £l (k € O).

s K — H(IE)

Pelo principio do mOdulc maximo para a faixa S temos em

virtude de (2) que

Ih(e)ly = 0T(a + iy)f(a)l, = IT(e + iy)xl, < x| + e
Fo E, E, — [E],

FPinalmente, de 2.12(3} temos

=1 = sup [T(e + iyixil,, < sup (T(a. + iy)xI < lxli + €.
o Yy = b EO []Elcx

Da arbitrariedade de & e usando {1} segue que

I1XHE = i1xH[:E} para X € M.
o 8

Como, por construgao, (M,ll'Hu) e denso em todos os espagos E{1
e pelo Teorema 2.6.3 & denso também em [IE]G entao o teorema

fica demonstrado.

Do Teorema 2.5. e do Teorema 2.10.3, ndOs obtemos o© Sse-

- guinte teorema

2.12.2, TEOREMA. .Sejam E, e Fg duas escalas analiticas co-
nectando as familias E = (Ek fk e} e F = (Fk  k €0} respec
tivamente, tais que se k > k' entao Ek (Fk) estd normalmente
K (Fk,). Entao a familia (Ea,(0,0) < a < (1,1)) tem

a propriedade .de .interpolagdc forte em relagao & familia

imersc em E
(FB'(O'O) <8 <H1,1}), quando-E e TF sao iterativ%s.

EXEMPLO. Seja M o conjunto das fungoes continuas em [0,1} x

x [0,1] que se anulam numa vizinhanga de zero (a vizinhanc¢a pode
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. = . P
variar com a fungao). Consideraremos M com a norma de L, isto

é, (ver {l])f

\

1 P1 p2/P1 1/p2
[J |£(ty,t,) | at, ! dt, ] 1l<P=(p;,p2) <=,
4]

I ='{J
E{[ Q
Sobre este conjunto definimos uma familia de operadores T{z;,2p)

por

TZ1 T4
T(zy,22)f(t1,t2) = €1 €2 £(t),t,).

As condigoes 1, 2, 3, e 4 do §2.12 sao imediatas. A condigao
5, seque do fato gque os operadores T(iy,,iy;) sao uniformemente

limitados em norma.
Como j& vimos, a fungao
T£l = sup fT{a + ir)fHM r £ EM, o= (ay,07}
¢ 7 € IR?
& uma norma em M.

0 completamento dos espacgos (M,H'-Ha ) serd uma escala ana

litica que denctaremos por L; y = ® < g < ®, g
! b —ey —ey P1 P2/P1 1/p2
Il £H = | f [ J £, "t £(B)] dt; | dts | .
Lg o 0

Assim, pelo Teorema 2.12.1, segue gque OS espages Lg r 0<a < 1.
' - k
podem ser obtidos pelc método complexo dos espagoes Loy k € O.
aAinda mais, se o < B entac I£h < I£1 e portanto
- 71,8 — B
P Lp
pelo que vimos no §2.12, esta escala € uma escala normal conti-

nua em qualguer gquadrado pivoteado por o e ay. Assim as
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P o o
escalas analiticas LPl e LPZ' 0 < e <31, 1 <Py,P) <=co
nectam, respectivamente, as familias E = (Lgl, k € 0O) e
F = (ng, k € O0). Entao, pelo Teorema 2.12.2, a - familia

(L. , 0 < o < 1) tem a propriedade de interpolagic forte em rela

Py

cao a familia (L.

+ 0 < e < 1), ou seja todo operador limitadode

Py
LO ermn LO & um operador limitado de ¢ em ¢ e, ainda
Py P2 PEL ace I?1 Lp, !
mais
k)
I < I [Tl o
a o — L - 1
L -+ 1 ke k k
P Py Pl P2
onde
2 1-k
atk) = T [(1 =Xk + (1) Jaj].
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