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SUMÁRIO 

O nosso trabalho tem por objetivo dar um teo

rema que garante a existência de solução quase perió

dica para sistemas de equações diferenciais com coefi 

cientes quase periódicos e em seguida fazer algumas a 

plicações. 

Com tal pensamento, procuramos no capitulo l

através de uma sequência de lemas chegar ao teorema -

l.B ou teorema de Amer.io, teorema este que nos dá con 

dições para a existência de solução quase periÓdica. 

No capitulo 2, capitulo das aplicações 1 trata 

:mos do circuito RLC acc:pl.e.do a lJH1 Diodo de Esa.ki, e -

de equação de oscilações não lineares. 



CAPÍTULO I 

UM TEOREMA DE EXIST~NCIA DE SOLUÇÃO QUASE PERIÓDICA 

INTRODUÇÃO 

Começamos este capitulo dando algumas notações 

a serem utilizadas. Logo após fazemos um estudo modesto, po

rém suficiente para o nosso propósito, sobre função quase pe

riódica onde definimos função quase periódica e função quase 

periódica uniformemente em conjuntos compactos e damos algumas 

propriedades relevan-tes para o nosso trztbalho. 

Com a dGfinição de soluçiii:o separada, alguns l~ 

mas dentre as quais o da dependência con-tinua (lema l.b) de I 

soluções deEquações Difcrenciaisf enunciamos e O~monstramoB o 

teorema l.B , (teorema de Amerio) que nos dá as condtçi-lPs pa

ra a exis.tência de solução quase periÕdi_ca do sistema x=f (t,.x) 

onde f(t,x) é uma função definida em RXA, A aberto do espuço I 

euclideano real de dimensão n neste Último espaço, continua em 

(t,x), quase periódica em t, uniformemente para x em conjull"tos 

compactos. 

Para finu.lizar definimos :nódulo de; uma função I 

f (t) quase periódica, e damos um rer.-ml-tado de compa.ração entre 

o módulo da solução do sistema e o módulo de equações diferen-· 

ciais no caso particular em que f{t,x) é da. forma F(x)+p(t), I 

com p(t) quase periódica. 

Esse~ c<:~.so particular cobre todos os casos ilnali 

zados. 
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Notação: 

R= reta real 

E= espaço euclideano real de dimensão n 

A= subconjunto aberto de E 

s~ RXA 

C= subconjunto compacto de A 

u= sequência de números reais 

Definição 1.1 

uma função continua f(t) com tem R é quase perió

dica se para cada sequência de números reais w 1 podemos extr.9_ 

ir uma sutr.;equência u de modo que o limite de f (t+un) quando -

n + +"" exis·te uniformemente na reta. 

funções periódicas. 

-'-- ---._._,., .. ," 

Observemos que uma função quase periódica e limita 

da e uniformemente continua. 

Definição 1.2 

Seja f(t) uma função continua. Definimos como o 

hull da f , denotado por M (f), corno o conjun·to de todas as fun 

çoes g(t) tal que existe uma sequência u de modo que f(t+un) -

converge para g (t), quando n + ., , uniforn1emcmte em R. 

Definição 1.3 

Uma função continua f(t,x) ' (t,x) em S, e quase pe-
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riódica em t, uniformemente para x em conjuntos compactos, se 

para todo conjunto compacto C e toda sequência w existe uma -

subsequência u de modo que o limite de f(t+un,x) quando n ~ m 

existe uniformemente em RXC. 

Definição lo4 

Seja f(t,x) con·tinua quase periódica. Definimos o -

hull da f , H (f), como o conjunto de ·todas as funções g (t,x) -

tal que existe uma sequência u de modo que f ('t+un,x) converge 

para g(t,x) quando n ~ oo 1 uniformemente em RXC. 

Se g está em H{f)-, então H(g)= H(f) e f ·também está 

em H (f). Ainda mais se g es·tá em H (f), então g e qudse pcriód~ 

ca, pots é o limite uniforme de uma sequência de funções quase 

periódicas. 

Lema l.a 

Seja (fn) uma sequência de funçÕes definidas de R 

em E de modo que existe um número M para o qual [fn[~ N pa-r:-a -

todo n, e dado E >O, existe r (€)>0 l:.al que se lt-sl< r(E) 

então lfn (t) - fn {s) l<s para todo n. Então existe uma snbse

quência de (f
11

) que conveJ:::ge uniformc-'!mente em cada subccnjunto 

compacto dG R (em qualquer intervalo finito de R) o 

Demonstx:aç_ão 

Sejam u 0::: (n) e In::: [ -n~n.J . Pelo teor2ma de J\rzclá-

Ascoli, existe u 1 1 subsequência de u 0 , tal que (f: ( ) ) con-
U} ' 

verge uniformemente em I
1

. Indutivam:~nt_e, escolhendo Un K , CXi§_ 

te u tal que (f ) converge uniformemente em I 
1 · n+l ' (u11+1

)k 11+ o 
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Seja v= { (u1 ) 1 , (u 2 ) 2 , , .. } • Então v e uma subsequência de 

un para todo n, além disso (f } converge uniformemente em 
vn 

qualquer comjunto compacto;,r 

_Lema l.b 

n= 1,2, ... , uma sequência de funções 

definidas e continuas num aberto B de RXE convergindo para f 0 , 

quando n++oo , unifox·mcmente em subconjuntos compactos de B. 

Suponhrl (tn , xn) uma sequência de B convergindo pa

x0), ponto de B, quando n-H·oo. 

Seja yn (t) , n= 0,1,2, ... , solução da equaçao X::: fn 

(t,x), passando pelo ponto (t.n,xn). 

Se y 
0 

('t) e ele f inicL1 e ún:Lca em La, b] enülo cxis-

te n 0 de tal forma que paro. cada Yn (t) , n~ n 0 , pode ser defi

nü1a em l_a,b] e co!1vergc para ~/ 11 (t) 1!!1if0rmem0nte em f8.,bl 

D~monstraçiio 

Ver {4} página 24, lema 3.1. 

Definição_l.S 

Dizemos que a fnmílta {f ( t+un ~ x)} é normal (~rrt RXC 

se podemos extrair uma subsequGncia que convcrqc uniformemente 

sobre o conjunto RXC • 

.Lema l.c 

A condi.ç~o 11ecessãria e suEJ.cientG para 0uc a funç~o 
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f(t,x) seja periódica em t, uniformemente para x em C, e que a 

familia {f {t+s,x)} seja normal em RXC. 

Demonstração 

Ver {2} página 54 , teorema 2.6 

No que se segue consideraremos o sistema 

;i: = f (t,x) 

onde f: s -+ E tal que: 

i) é continua em (t,x) 

(I) 

ii) quase periódica em t, uniformemente para x em -

conjunto compacto. 

iii) unicidade de soluç:ão 

Consideraremos também o sist-.ema: 

f<~ q(t,x) ( II) 

com g um elemento qualquer elo hull da f. 
Seja D= RXC, onde C é um conjunto compacto de E. 

Definiç_ão 1. 6 

Diz-se que a soluç~o x{t) de (I) c separada em D se 

um dos casos seguintes ocorre: 

i) z (t) é a Lmica solução de (I}, cujo gráfico está 

contido em D; 

ii) Se y(t) é out:r:a soluçã0 dG (I) com gráfico em o, 

então podemos determinar um número d=d(x)> O tu.l que [x(t)-y(t) I 
> d para todo t. 

Lema l.d 
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Se todas as soluções do sistema (I) com gráfico 

em D, sao separadas nesse conjunto, então o seu número é fi 

ai to. 

Demonstração 

Seja X o conjunto das soluções de (I) com gráfico 

em D e separada em D. 

Certamente o conjunto X é uiniformemente limitado, 

desde que, para todo X em X, x: R->-C con·Linua e c compacto. 

Logo I X (t) I < M para todo X em X e t Gm R. Além d.isso X e e--
quicontinuo. De fato como X (s)~ f(s,x(s)) e se tl e t estão 

em R, 

x(t1 ) X (t) 
tl 

( s) ds ~Jtl f(s,x(s}) ds. - ~ f X 

t t 

Assim lx(t
1

) - x(t) I _:: k lt
1 

- ti< c 

Se X for uma familia :Lnfi11.i.tü., 

mos extrair desse conjunto uma sequênc:ia 

pelo leina .l. a po<l~ 

(x ) que converge ·-· 
n 

uniformemente em qualque.r intervalo Li.nito da reta para êl. fu.:Q_ 

ção z (t). Pelo lema l.b , z (t) é solução do ~:Li.stema (I). Como 

De fechado, o gráfico de z(t) est5 contido em D, mas z(t) não 

é separada. Esta contradição prova o lema~ 

Lema l.e 

Se o sistema (I) tem uma solu<;ão x ("t) -tal que x (t) 

está em C pa.ra todo t., então cada um dos sistemas (II) tem so 

lução com gráfico em D. 

Demonstração 
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Seja g um elemento do hull da f e considere o sis

tema X= g (t,x). 

Logo existe uma sequência u de modo que f(t+un,x) 

converge, quando n->+co , para g (t,x) uni.formemente em RXC. 

Considere as funçÕes x
11 

(t) = x (t+un) e o sistema 

= f n 
( I.l) 

sistema 

Então as funções acima deLinidas sao soluções do 

(I.l). De fato, *n(t) = XCt+un) = f{t+un,x(t+un))= 

Ainda mais o gráfico de xn(t) está contido em D pa-

ru todo n. 

Analogamente ao lc;ma l.d, podemo.>~ ver que {xn (t)} 

e uma famllia de fnnções 'Jniforw.ementr:~ limitada e PC}Ui.conti-

nua. Pelo lema l.a, podemos extrair uma subsequência (ul ) de .n 
modo que (x111 ) convirja uniformemenb::> em qualquer inte.rvulo da 

reta. 

Seja z (t) o limite dessa ;~ubsequência quando n->-+m. 

Ainda xln (t) é solução de Xln = fln (-t,xln). 

Então pelo lema l.b, z(t) é solução de Z··-=g(-t,z)/j 

Teorema J..A 

Se o sistema (I) tem uma soJ.ução x(t) de modo que 

x (t) está em C para -todo t ?:. t 0 , entõ:o para cada element.o g do 

hull da f, o sistema (II) ·tem uma solução deLinida para todo -

·t em R con gráfico em D. 

Demonst.racão 



Considere a sequência 

xn (t.) = x(t+n) , n= 1,2, ... 

Então xn (t) é solução do sistema *n = f(t+n,x) no 

intervalo [to - n, + oo) 
Essa sequêhcia é uniformemente limitada e equicon

tinua em qualquer intervalo do tipo [a,+.;] onde a ?:. t 0 - n. 

Pelo lema l.a existe uma subsequênc.ia de números nêl.turais (nrl 

tal que a sequência (xn (t)) converge para z(t} uniformemente 
r 

em qualquer int.ervalo f in i to da retu e pela hipÕtesc sobre 

f (t,x) segue que a sequência { f(t+nr xn )} ccnverg2 para
r 

h (t,x) uniformemente em O. 

Por conseguinte, do lema J..b temos que z(t) e solu-, 
çao do sistema z= h(t,z) e z(t) está em C para todo t. 

Logo existe um elemento no hull da f satisfazendo as 

condições do lema l.e. Portan·to, qu.::l.lrJuer sistema (II) tem so.lu 
-

çao de f .inid~t com qrÉlftco em Df! 

Lema .l. f 

Se para cada sistema (II)as soluções com gráfico em 

D sao separadas em D, então exis·te um m.J.mcx·o c'l>O , independente 

de g· em H (f), tal que, para qualquer par de so1U<JÕ2s separadas 

em D, x 1 (t) e x 2 (t) do sis·tema (II) temos: 

x1 (t) - x 2 (t) I 2:. d , t em n.. 

Demonstração 

Fixemos urna g do hull da f e consideremos o sistema 

( II) . 
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Existe o maior numero d > O de modo que duas arbi

trárias soluções separadas de (I) em D estão situadas a uma -

distância maior ou igual a d. 

Seja x(t) uma solução do sistema (I} com gráfico -

em o. 

Se considerarmos as funçÔC3S ve·toriais xn (t) = x ( 

t+un)' podemos, como no lema l.e, extrair deu urna sabscquên

cia (uln) de modo que x(t+u1n) converge para y1 (t.) f t em R f 

n ++co , e Yln (t) é uma solução do sistema (li) com gráfico -

em o. 

Sejam y(t) e z(t) duas soluções distintas de (I) 

separadas em o. 

Então: 

inf IYit+u)- z(t+u li~ inf I y(s)- z(sll > d n n 
b::R seR 

Da sequência u podemos ex·i=rai.r uma. subsequênc:i.a -

' "'cal que y(t+u1n) converge para x
1 
(t), so.Luçcto d<:: (.llj. 

De (u{n) podemos extrair uma su.bsequência 

de modo que z (t+u
1

n) converge para x 2 (t), _::;olução de 

I u l ln 
(II). 

Podemos dizer que {y{t+u 1 n)} e {z {t.+uln)} conveE 

gem para as soluções x
1 

(t) e x 2 (-t) do sistema (II) . Para essus 

soluções temos: 

.inf lx
1 

(t) - x 2 (t) I > d (1) 

t&R 

Portanto x
1

(t) e x 2 (t) sao soluçÕes distintas. Con

seqUE:mtementeas soluções distin·tas d(-::- {I) correspondem soluções 

distintas de (II). 

Isto significa que o numero de soluçÕes separaUa.s em 

D de (II) é maior ou igual ao número de soluç·ÕGS separadas simi 

lares em D do sist:.ema {I). 

Como g está em H(f) e H(g) = H(f) com ' < racJ.oc.1.-

nio análogo ao feito aci.nk<, ago:r:a porêm para o sisb:->ma X=f (t,x) 
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com f em H(g), podemos dizer que o numero de soluções separa
das em D do sistema (I) é maior ou igual ao numero de solu- I 

çoes separadas similares em D do sistema (II) . 

Em outras palavras, cada sistema (II) tem o mesmo 

número de soluções separadas em O, isto permite-nos afirmar I 

que o método acima leva-nos à det.erminação de todas as solu

çoes separadas em D do sistema (II) partindo de (I) . 

Dai do lema l.d e de (1), segue o lema.?" 

Teorema l.B 

Se cada um dos sistema (II) tem suas soluções se

paradas em D, então ·todas elas são soluções quase periódicas. 

Seja x(t) uma solução separada de (I) com gráfico 

em D. Pelo lema l.c . , mostrar que x (t) é quuse periódica é 

suflciente mostrar que toda scquência {x(t+u
11

)} possui uma I 

subsequência convergindo na re·ta toda. 

Se g es·tã em H(f), entdo g é quase periódica, lo

go existe uma sequência u. tal que f (-t+un ,x) converge para 

g(t,x), quando n++co , uniformemente para (t.,x) em D. 

Considere as funções vetoriais x(t+un). Como no I 

lema l.e , podemos afirmar, sem perda de gener.:tlidade, que a 

sequência {x(t+un)}converge para a funç.i:lo z(:t), un:Lformeme~ 

te em quu.lquer intervalo finito da reta, cujo g.r:âfico está -

contido em D e é soluçao do sistema ;,:c'g (t, z). 

Mostn;mos que a sequência {x (t+u ) } converge para 
11 

a função g (t) uniformemente na re-ta toda. 

Sejam x 1 {t) e x 2 (t) duas soluções do sistema (Il) 

com gráficos em D e separadas em D. PGlo lema 1. f, l~X.i.st.e Uill 
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número real d>O de modo que 

Suponha que a sequência {x(t+un)} nao converge uni 

formemente para a função z(t) em R. 

Denotemos por! 

y ( t) ~ lx(t+un) - x ( t+u ) I n<p c tmne I 
n,p p n,p 

como o conjunto dost de R tal que Y' ( t) < d n,p 

Nota-se que Y (t) é continua e que I e fe-
DrP n,p 

chado. 

Da definição de convergência da sequência {x(t+un)} 

temos que Y (O)~ lx(u ) n,p n < d se p > n > N. 

Segue dai que se p > n ~N ·t=o está em I . Lo-
n,p 

go retirando os N-1 primeiros numeras de {x(t+un)} , podemos 
- -admitir que os conjuntos I sao nao vazios. n,p 

i:JL:'jd i.; 
n,p 

Então b ~ d. n,p 

\ '- j i_-!o._L d 

Mostremos, caso exista, que o limite de b quan-n,p 
do (n,p) + + ro é não nulo. 

Suponha que seja nulo. Ent,jo para_ cada O < e < d , 

existe N ( e) de modo que par: a todo p> n ?.N (e ·temos que b <s. n,p 

POr conseguinte Y ('t) < e para t. em I c p> n > N(s). 
n1p n,p 

Por definição, Y (t) > d no complementar do con--
n,p 

junto I . Desde que Y (t) é continua em R1 teremos I ="R n,p n,p n,p 
isto é, a sequência {x(t+un)} converge unJ.forrnemente na. reta to-

da-.contradição, consG.quentemente o limite S\tperior de b pa-n,p 

ra (n,p)-7+= é igual a um certo 21\>0. 

Da definição de limi·te superior, dado s::-:(1/2)k , -

existem subseguências (nr)e (pr) de .modo que 

> 2k -(l/2)k =(3/2)k 
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Como b = sup 
nr/'r 

(t) com t em I 
n p 

r,- r 

existe uma subsequência de números reais (tr) tal que 

(t ) > k e dai k r - - x ( t +u ) I < d. 
r Pr 

' 

Extraiamos das sequêncius (u ) 
n ' 

r 
( u ) 

Pr 
e (t ) sub r -

sequências 

que o limite de x(t 
rs 

e (t ) , resp~cU.vamente, de modo 
rs 

seja U quando s-+w c o de 

-+ u 
Pr 

s 

seja V quando S-+= onde U e V sao constantes e 

k < lu - v I ~ d. 

Considere agora as sequências 

{x + u ) } 
Pr 

s 

(x(t+t 
r 

s 
+ u )} e 

nr 
s 

Podemos então extrair subscquências {x(t+t +u )} 
rls nr 

ls 

e {x(t+t + 
rls 

} ' respecti vanh:o'nte 1 guc conve.t"gcm em R -

(uniformemente em qualquer intervalo finito) pura as soluções 

z 1 (t) e z 2 {t) de algum sistema (II), :Lsto é 

z
1 

= g
1 

(t,z
1

) e 

z2 = g2 ('t,z2) 

com g1 e g 2 em H(f), onde o limite 

Como z
1 

(O} é o U.1ni·te de 

e z 2 (D} é o limite de x(t_ 
"ls 

-1?.-

de f ( t+t + 
rl s 

quando G·-}-oo 

para s-)-.:n x (t~ + un __ 
-'-ls .r.ls 

para s-H-oo Segue 



que k < lz
1 

{O)- z
2 

{O)j < d {1) 

Do fa-to do limite de f (t+u ,x) ser: g (t,x) unifor
n 

memente para (t,x) em O e como (un 
rls 

quência de u temos: 

lim f(t+ u ,x) 
nr 

ls 

= g(t,x) = lim f(t+ 

S+oo S-:>-= 

Assim, dado e ? O , 

lf{t+ u 
Pr 

ls 

, x) I 

e {u 

< 

Pr 
ls 

' x) 

sao subse-

, x) - g {t ,x) I + lg{t,x) - f(t+ , x) l<{c/3) 

se s > s
1 

(e) com {t,x) em D. 

Então para s~ S(E) ~ sl (E) temos: 

lg
1 

{t,x) - g
2 

{t,x) I < 

+lf{t+ + un , x) - f(t + 

rls 

{t,x) -· f (t+t 
rls 

+ un , x) 
r ls 

, x) I + 

+lf{t+t + 
rls 

(t,x) I <e para (t,x) em D. 

Logo g
1 

{t,x) ~ g
2 

{t,x) (t,x) em S desde que D 

e um subconjunto arbitrário de S. 

Consoquentemente z
1 

(t) e z
2 

(t.) s6o soluções do mes 

mo sis·tema (II) com grâ:Eico em D, e en-tão pelo l~ma l.f 

+ 

I z
1 

{t) - z 2 {t) > 2 d ' t em R.' o C] l_lQ e incompa-tivel com { l) . -

Esta contradição most.r:a-nos que a sequência { x { t+u ) } n 

converge para a função z { t) uniformem2nte na reta ·toda. Portan 

to x (t) 6 solução quase per.iódica do sistema (I) (lema l.c). 
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Dessa forma mostramos para toda solução x(t) , se

parada em D, do sistema X= g("t,x) com g em H(f), pois assim 

H(g) = H(f) e f estâ em H(g)l 

Corolário l.B.i 

Considere o seguinte sistem;:~. 

n 
(t,x) :::: L 

j=l 
(t) X + f. (t) 

j l 
(III) 

onde aij (t) e fi(t) , i,j = 1,2, ... ,n sao funç6es quase pe

riódicas de valor real. 

Considere ·todas as sequências u para as quais 

{a. . (t + u ) l 
lJ n 

converge uniformemente na reta. Denotemos I 

por bij (t) i,j = 1,2, ... ,n as funções lin.ü-t:t?s das sequên-

cias da fo:rma ( ~--1-,,)l '~ ' "'- . 
_,_ .) 

Se para cada um dos sistemas c1Zl forma 

b .. 
lJ 

( t) X 
j 

(IV) 

nao possui outra solução limitada em R exceto a t.rtvial, en

tão qualquer solução limitada de (I) c quase pcr:i.Ódica. 

l2~monstração 

Certamente F 1 (t,x) , i=l,2, ..• ,n sao funções quª 

se periódicas em t, uniformemente para x em subconjuntos com~· 

pactos. 

Observe que se o sistema (III) tiver solução limi

tada, ela deverá ser única. Senão vejilmoo~, caso existam duas 

soluções limitadas de (III), a difcrr::mça delas ;-~crá uma solu

çZio do sistema 

-14-



(t) x. 
J 

Como bij está no hull da aij (t) , segue do lema 

l.e que o sistema (IV) tem uma solução limitada, não ·trivi

al, o que seria uma contradição. 

G. 
l 

Considere agora o sistema 

( t, x) 
n 

~ r, 
j=l 

onde gi (t) é um elemento do hull da fi (-t). 

(V) 

Assim Gi está em H(Fi). De fato, 
. 

existe urna seque~ 

cia u tal que{a .. 
l] 

(t+un) }converge para bij 

converge 

lim F. 
l 

N 

para g. (t) 
l 

En·tão 

quando n->-m 

n 
r, 

j=l 
lim a .. 

l] 

uniformemente na reta. 

(t + u ) x. + lim f. (t+u ) 
n J l n 

n_,.OJ 

=E bl.J. (t) x. + g. (t) '""G. (t 1 x), uniformemente em .RXC. 
j=l J l l 

Logo, se o sistema (III) tem solução limitada , 

do lema l.e , segue que (V) tem soluç5.o limitada da hipóte

se que tal solução e Única, isto é, separada {em conjuntos 

da forma D=R:'\K , K e uma esfera suficj.ent~emente grande de E). 

Portanto, cada um dos sistemas (V) tem suas solu 

çoes separadas em O e do teorema l.B segue o corolário# 

Corolário l.B (ii) 

Cons.idere o sistema 

x=Ax+f(-t) 

com A matriz constante nxn e f(t.) :Eunçã:o quélse periódica. 

Assum21. qnP. A nÃo possui_ uu·tnv<~lor lrnagin.:Í.Y:"i.o pnro., 
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Então o sistema acima tem solução quase periódica. 

De fato, da hipótese, segue que o sistema x=A x 

não possui outra solução limitada em R 1 exceto a ·trivial. 

Raciocínio análogo ao corolário l.B (i) segue que as 

soluções limitadas em (-oo,+oo) são quase periódicas# 

Teorema l.C 

Se f(t) é quase periÓdica implica que o valor médio 

M [f] = lim 

existe e independo de t. 

Definição 1.6 

(1/T) 

T+oo 

ftH'f (u) du 

o 

Se f (-t) é quase periÓdica e ;._é real definimos 

= M [f ( \ -i.\J-
• 1 e - lim f (t) e -i;\t dt 

Teorema l.D 

Se f(t) é quase periÓdica cntiio o conjunto elos;\ pa

ra o qual a (À) é não nulo é enumerável. 

Demonstração 

Provemos primeiramente que rara qualquer conjunto 

finito de números reais A1 , .•. ,ÀN 1 distint.os t:emos: 

1 
2:: M r 1 f , t 1 1 ,-1 . . onde aJ 
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Note-se que [t(t:) i 2= < f(t) 1 f(t)> 1 onde·<;> é 

o produto interno usual de E , logo é uma função quase perió 

dica e podemos calcular o valor médio. Então 

M [ 
N i;,.. ·t -

I f (t) - E a. e J 12 J 
j~1 J 

~ M [<f (t) iÀ ·t e J 
-- N - -i;,. .t 
f (t) E aj e J 

j~1 

N -L\. t 
~M[Itttli'J- E <a. , M I} (t) e J J > -

J 

N iÀ.t 
- E < aj' M[f(t) e J] > + 

N 
+ E 

~ M [ 

N 
E I;: 

J 

N 
IHtll 2 ]- 1: 

j~l 

desde que 

À 1' À. e 1 
k J 

N 
o < H [ I t ttl - r. -

j~1 

' 

N 
I a· I' - E 

J 

se Àk ~ 

iÃ.t 

À. 
J 

a. e J I ' J J 

a.. I' 
J 

+ 

i(À -
e H [e k 

Então temos 

~o se 

N 
~H [lf(tll 2 ]-· r. I ajl 2 

j~l 

Como I f (-t) j 2 é uniformemente lüuii:ado, o conjun-

·to dos À tal que la(;\) I > (1/n) deve sc·t: finito ou en·tão con 

·-17-



tradiz a desigualdade acima. Segue que o conjunto dosl para 

os quais a(Ã) é não nulo é enumerável! 

No que segue designaremos os À para os quais a(À) 

e nao nulo por {Ãj} e chama-lo-emas de expoentes de Fourier 

da f e designaremos os coeficientes de Fourier por aj==a(Àj). 

A s~rie de Fourier da f ~ definida e designada 

por 
f (t) 

Definição 1.7 

Suponha {Ãn} um conjunto qualquer de numeras rea.is. 

O módulo do conjunto { À
11

}, modulo{ À} , é o conjunto de ·todos 

os números reais que são combinações lineares de elementos de 

{ Àn} com coeficientes in-teiros. 

Definição 1.8 

dependente 

O conjunto {vj} de númerosNreais é linearmente in

(sobre os racionais) se Z: r. v.=:Q para qualquer 
j~l J J 

N, rj racional, então rj==O 

Definição 1.9 

Se{ Ãj·.}é um conjmYto qualquer de numeras reais, di-

zemos que {vj} é uma ba.se (racional) p~<rct {Àj} se as sesll1intes 

condiç5es estão satisfeitas: 

i) {vj} é linearmente independente 
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ii) cada À em {Àj} é uma combinação linear finita de {vj} com 

coeficientes racionais. 

Se acontecer de cada À puder ser representado como 

uma conbinação linear finita de elementos de {vj} com coefi

cientes inteiros, então dizemos que {vj} é uma base integral 

para {). . } . 
J 

Definição 1.10 

se f (t) é quase periódica com expoente de :J?ourier 

{Àj} , o modulo da f, mod [ c] é definido comomod {Ã.}. 
J 

Se mod [f] tem base integral finita, então f e 

chamada de quusi-periódtca. 

'Teor· r-'ma l. R 

suponha f e g funções quuse pcriÕdiccts. Se para -

cada sequência de números -reais u para a qual f(t+u
11

) con- I 

verge uniformemente em R .Lmplica que g ('t+un) converge uni for 

memente, então o módulo da g está cont:ido no módulo da f. 

Demonstração 

(J.Favard, Fonctions presque-periodlques, Gauthier

Villars, Paris,l933 - página 81). 

Teorema l.F 

considere o s_Lstmna 

(IX) 
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onde·p(t) é uma função quase periódica. Assuma.que qualquer 

que seja o sistema 

X= F(x) + q(t) (X) 

com q no hull da p tenha uma Única solução limitada em (-oo,+oo). 

Se x(t) é a tal solução de (IX) então o módulo 

de x (t) es·tá contido no módulo d p (t) . 

Além disso se p(t) é quasi-periódica, então x(t) 

também e quasi-periódica. 

Demonstração 

Da hipó·tese segue que cada um do sisterna (X) tem 

uma Única solução separada em D. Pelo ·teorema l.B, essas solu

ções são quase periódicas. 

Em particular, x (t) e a Única solução quase per i_§_ 
dica ·de. {IX) com g1.·Ãfico Hl\ il, 

Seja u uma S•2quência de numerus reais tdl que I 

p (t+un) converge uniformemen·te em R po.ra nma função q (t}. 

Como x(t) é qnaseperiódica, o conjunto {x(t+u )} 
n 

tem fecho compac·to no espaço elas funções continuas e lüni·tad;:;.s 

na reta com a norma do sup. Portanto, para mostxu.r qrte a seque!}_ 

cia {x (t+u ) }converge uniformem'ente na reta toda, bas·ta mos"l.:rar 
n 

que existe uma função z (t) tal que ·toda subsequêncta {x (t+u1 n) }/ 

que converge na ret.a, converge para z ("t) . 

Seja então z ("t) a Única solução quase periódica 

de 
x = F(x) + q(t) 

Suponhamos agora que {x (t+uln)} converge na re·ta 

para uma certa função y(t). 

Mostremos que z(t)=y(t). 

Como p(t+u
1

n) converge para q(t) uniformemente na 

reta toda, como no lema l.c temos que 

y = }'(y) + q(t:) 
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e portanto pela hipótese z(t)=y{t). 

Do teorema l.E segue que o módulo da z (t) es-tá 

contido no módulo da p (·t). 

Se p(t) for quasi-periódica e como o módulo da 

x(t) está contido no módulo da p(t) segue que x(t) também é f 

quasi-p8riódica# 

Observemos que no corolário l.B (ii), qualquer 

que seja o sistema X= Ax + g(-t) cem g(t) no hull da f (t), tem 

uma Única solução limitada em (-<», +w). 

Assim pelo ·teorema que acabamos de demonstrar, 

o módulo de tal solução está contido no módulo da função f(t). 

Além disso se supusermos que f(t) é quasi-peri§. 

dica então a solução tumbém será quasi··periÓdica. 
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CAPÍTULO II 

APLICAÇÕES 

INTRODUÇÃO 

Iniciamos dando algumas definições para solução 

(solução limitada no futuro, solução limitada e solução unifor 

memente ultimamente lirni tada) e toorema que (Jarante a existê!_!. 

cia deste ultimo tipo de solução. Após demos definiçÕes de es

tabilidade para soluções e alguns teoremas sobre estubilidade I 

e unicidade de solução limitada. 

Assim depols de tudo isto feito fomos procurar / 

condicõcs sobre os oarâmet~-os do sistercm 

L di- E(t) -Ri -v 

dt 

-c dv = f(v) -i 

dt 

para que o mesmo possua solução quase periódica. 

Para finalizar estudamos a existência de solução 

quase periódica em certa região D do plano e sob certas condi-/ 

ções dos parâmetros da equação: 

x.· = -f(x) X- g(x) + kg(t) (equação de oscila

çoes nao lineares). 



Seja o seguinte sistema 

x ~ f(t,x) 

onde f(t,x) é contínua em RXE. 

Definição 2.1 

Uma solução x{t,t 0 
turo se existe um número B>O 

(l) 

lx(t,t 0 , x
0 

) I < B para todo t ~ t 0 

Definição 2.2 

( l) e limitada no fu-

Uma solução x(t,·t
0

,x0 ) de {l) e limitada se e;:iste 

um nulllero l3> U de .modo que 

para ·todo t. 

Definição 2.3 

As soluções de (1) sao uniformemente ultimamente 

limitadas s~ existe M>O e dado r>O existem funções a(r) e T(r) 

de modo que se 

Definição 2.4 

lx 0 I < r então 

< a(r) para t > t 0 

< M para t > ·t +T (.r) o 

Seja V: A+E con·tinua, P.CE 0.berto 
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Define-se 

. 
v (t,z) ~ lim sup (l/h) [v(x(t+h; t,z)) - V(zJ] 

h-}-0 
+ 

onde x{t,s,z) é solução de (1) passando por (s,z) em RXE. 

V(l) Ct,z) é a derivada dll função V(z) em relação 

ao sistema (l) no ponto (t,z). 

Teorema 2.A 

Supondo que exista uma função V(x), definida em 

E, e que exista em r 0 satisfazendo: 

(i) V(x) ++m quando lxl++oo 

(ii) Vil) (t,x) <- cilxiJ c(s) ccntlnua e c(s)>O se s~r 0 

Então as soluções de (J.) 

marnen·te limitadas. 

-sao unlformemente. ulti-

Demonstração 

Defina as seguintes funções: 

çao 

P (a) 

p(s) = inf V(x) 

lxl=s 

q (s) = sup V (x) 

lxl=s 

Desta forma p (I x I ) < -
(i) , p I s J ++m quando s+-1-oo 

Defina a~a(r) de modo 

>q(r) e p(b) >g(r) se b>a 

-24-

V(x) < qllxll e pela condi-

que se a>r e a>r
0 

, então 



Precisamos mostrar que se jx 0 j ~r então 

lx(t,t0 ,x0 ) I ~ a(r) para t ~ t 0 . 

Se r>r 0 , então na região r < Jxl < a(r) temos que 

v(l) (t,x) ~-c ( lxll. 

Se lx(t,t
0

,x
0

) I ~r para t ~ t
0 

, então torne a(r)=r. 

Caso contrario existe t 1 

Logo V(l) (t,x)<O para t > t 1 . 

Ainda mais 

p(r) <v (x(t
1
,t

0
,x

0
)) ~V (x(t,t

0
,x

0
)) õ q(lx(t) I) 

Portanto lx(t 1 t 0 ,x0 ) I ~ a(r) para t ~ t 0 . 

Se não vejamos, se existe t 2> t
1 

e lx(t
2
,t

0
,x

0
) I > 

a(r), pela defin.içá9 a(r) temos que 

Por outro lado 

Mostremos agora que existem H e T(r) de modo que 

se jx0 1 ~r então jx(t,t0 ,x0 ) I ~ M para t ~t 0 +T(r). 

Considere um M ·tal que r 0 ~ M .:::_ a (r) 

Defina 

b(r) ~ inf c(s) ; 

Uo < s ô a(,)) 

b(r} >O pois c(s) é contínua e c(s)>O paras~ r 0 

Suponha que se t 0 < t ~ l , então~~ jx(t,t0 ,x
0

) 1.:::. 

< a (r). Pela parte acima sabemos da existência do a (i\i) • 

Mostremos guG fazendo M= a{M) , resolvemos o pro-

blema. 

Para t 0 < t < t temos 



Assim 

Portal). tO 

V(l) (t,x(t)) ~-c (lx(t) I ) <- b(r) 

Integrando obtemos: 

V(x(t)) ~ V(x 0 ) - b(r) (t-t
0

) 

Considere d(r) ~ inf V (x) 

lxl ~ a(r) 

e(r) = sup V(x) 

lxl ~ a(r) 

Decorre então que 

d(r) <v (x(t)) ~ e(r) - b(r) (t-t0 ) 

t-t < e(r) - d(r) = T (r) 
o 

b(r) 

Definição 2.5 

A solução x (t) de (1) é uni.fm:·memente estável se 

para cada s>O, existe r(s)> O de modo que se /x 0 - y 0 /< r-

implica que /x(t) - y(t) /<t para t::, -t:
0 

e y(t) solução de (J). 

Definição 2.6 

A solução x (t) de (1) é unifo:cmemen-te ass:Lntot.i

camente estável em (-= ,+oo) se é uniformemente estável e se 

exis-te M>O de modo que para todo ç:>O, existe T(d> 

se lx 0 - y 0 1• M entâo ly(t,t0 ,x0 ) - x(t) I <o para 

-2 b-

O tal que 
·t > ·t '+T(c). - o 



Definiçê:o 2.7 

Uma solução x(t) de (1) é globalmente uniformeme!!_ 

te quase assintoticamente estável em (-oo;+oo) se pura cada 

E>O e r>O existem numeras a(r), 1'(r,s) de modo que se )y 0 -x 0 )~ 

< r então -
(i) IY(t,t0 ,x0 J - X (t) I < - a (r) para t > to 

(i i) ly(t,t 0 ,x0 J - X (t) I < E - para t > - to + T (r, E) 

Teorema 2.B 

Suponha,x:::O seja solução e exlsta urna função V(x) 

definida em E satisfazendo as seguintes condições: 

(i) V (x)> O para xFo , 

(ii) V(l) (t,x) <-c( lxll; c(s) contlr,ua e c(s}>O paras 

numa vizinhança do zero, v(O). 

Então a solução x(t)=:O de (1) e uniformemente as

sintoticamente estável. 

Demonstração 

Primeiramente mostremos que x(t).::::Q e uma solução 

uniformemente estável. 

Dado s>O , defina 

l(c)~ inf {V(x) lxl ~ cl 

Então l(E)>O pois V(x)>O e l(c) < V(x) para todo x tal que 

I X I~ E • 

Como V(O)=O e V(x) é cont{nua, existe r(z)>O de 

modo que se jx) <r(s) en-tão V(x) < l/2 
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Precisamos mostrar que se lx
0

1 <r(e) então lx(t) I< 

< e para t ~ t 0 . 

Suponha que exista t 1 ~ t 0 ·talque lx!t1 ,t0 ,x0 ) l=e 

se I x 0 I <r ( d . 

Por (ii), V(x(t1 ,t
0

,x
0

)) e então l(s) ~ V(x(t
1
,t

0
,x

0
)) 

~ V(x
0

) ~ l(s)/2 . Isto é uma contradição e então se lx
0

1<r(e) 

segue que 

Precisamos agora mostrar que existe M e que dado 

e>O existe T(E)>O de modo que se lx 0 )< M, então lx(t,t0 ,x 0 ) I 
< e para t> t

0
+T(c) 

Dado s>O, sem perda de generalidade, podemos supor 

que a bola de centro zero e raio e está contida em v(O), pois 

já sabemos ser uniformemente estável. Decorre também desse fa

to que existe r(E) , tal que lx(t,t
0

,x
0

) l<s puxa t > t
0 

e )x 0 1~ 

<r (C: • 

Defina 

b(d ~ {inf c(s) s cv(O) , s > r(e}} 

b(c)>O pois c(s) é contínua e c(s)>O paras em v(O). 

mas 

Suponha 

lx(t,t
0

,x 0 I 

que para t
0 

~ ·t ~ t, 

está em v (O). En-tão 
. v,

21 
(t,x(tll <-c (lx(till < -b(d 

Assim V(x(t)) < V(x 0 ) - b(•) 

Seja d(E) ~ sup {V(x) ; lxl ~ r(s)} 

; 

r (c) 

Logo, O~ V(x(t)) < d(d- b(E) (t-t 0 ) e então 

d ( d ~ T ( c1 ~ t-t 0 
b(E) 

Portanto se lx
0

1< M então jx(-t,t0 ,x
0

) !<t:para t > 

+ T(E) /f 

-28-
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Teorema 2. c 

Suponha que exista uma função V(x), defina em E 

satisafazendo as seguintes condições: 

{i) V{x)>O se x f O 

(ii) V(x)++oo quando lxl++= 

(iii) V (l·) ('t,x) < -c( x ) ; c(s) continua., c(s)>O se s>O 

Então a solução x(t)~O de (1) é globalmente uni

formemente quase assintoticamente estável. 

Demonstraç~ 

Análogo ao teorema 2.A. 

TcoremJ 2.D 

Seja f (-t,x) função quase periódica em t, unifor

memente para x em conjun·tos compactos. Se existe uma solução 

globalmente uniformemente quase assinl~oticamcnte estável e -

limitada em R do sistema X= f(t,x), então ela é a Única so

lução limitada em R. 

_!2emonstração 

Suponha que exis-tam duas soluções x (t) e y (t) li

mitadas, x(t) globalmente uniformemente quase assintoticame!!_ 

te estável de x = f{t,x). 

Existe um número r>O de modo que lx('t) - y(t) l<r 

para todo t. 

Seja o~ [x{t
1

) - y{t
1

) [>O 



como IYo- x0 1<r segue que IY(t1 ,t0 ,x0 ) - x(t1 l I~ 

< ( E/2) pois t
1 

::.:. -t
0 

+ T ( ~::/2) . O que é uma con-tradição I 

Exemplo 2.1 

Considere o circuito abaixo: 

L 

r-------~ôM~~------

1------AJ\AI\/1/1/\-----
R, 

:J. Í 1 "='f(v) 

' ____ -J 

O quadrado nes·te diagrama simboliza um diogo de 

Esaki, com função caracteris·tica f (v), reprt;::>entando o flu

xo de corrente como uma função da voltagem v. As leis de -

Kirchoff nos dão a relação entre a corrente i e a voltagem v. 

r L 
di ~ E (t) - Ri - v 

dt 
( 2) 

l-c dv ~ f(v) - i 

dt 
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onde R,L,C sao constan·tes positivas, E(t) e continua positi

va e quase periódica. Assim 

F(t,(i,v)) ~ ((1/L) E(t) -(R/L) i- v/L,(1/c)i -(1/c)f(v)), 

F: RXR2+ R2 , é uma função continua, quase periódica em t , 

uniformemente para (i,v) em subconjuntos compactos de RXR. 

De fato, dada uma sequência W1 existe uma subse-

quência u tal 

na reta. Seja 

que E (t+u ) converge para H (-t) uniformemente I 
n 

g(t, (i,v) = (H(t),O). Então F(t+u
11

, (i 1 v)) con-

verge para g(t 1 (1,v)) uniformemente em R cartesiano subcon

juntos compactos de RXR. 

sera: 

Considere agora a seguinte função: 

V(i,v) ~ (l/2) (L i
2 +c v

2
) 

Então a sua derivo.da em relação ao sistema (2) -

V( 2 ) (t, (i,v)) ~-R i
2 + E(t)i- v f(v) 

~ - [Ri (i - E (t) ) + v f (v)] 

R 

Supondo que v f (v) ++w , quando I v 1-r+m vem que 
. 
V( 2 ) (t, (i,v)) ~-c li (i,v) ll, com I (i,v) I ~ 

~ max {li I I vil. 

Portanto,pelo teorema 2.A , vem que as soluções de 

(2) sao uniformemente ultimamente limi-tadas e pelo teorema 

l.A, os sistemas 

X~ G (t, (i,v)) (3) 

com G no hull da F, tem soluções limitadas na reta toda em pa~ 

ticular o sistema (2). 

Seja z(t) uma solução limitada r1e (3) em R. Mostre 

mos que tal solução é globalmente uniformemente quase as.sinto 

ticamente est_ãvel se f sat.i.sfj.zer r-ertu propriedade. 
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Seja x(t) uma outra solução qualquer de (3.) e consi 

dere a função: 

y(t) = x(t) - z(t) , onde z(t) ~a solução escolhi-

da acima. 

É facil ver que tal função e solução do sistema 

y ~ C:(t,y+z (t)) - G(t,z (t)) ( 4) 

Ainda mais y(t)=O é solução de (4). 

Logo,resolver o nosso problema, é oquival~nte a mos

trar que a solução y(t)=O e globalmente uniformemente quase I 

assintoticamente estável. 

Se x = (x
1

,x
2

) , y= (y
1

,y
2

) e z=(z
1

,z
2

) então 
. 
y~G(t,y+z(t)) -G(t,z(t)) ~ 

~((-R/L) y
1 

- (1/L) y
2 

, (l/C) y
1 

- (l/C 

[f (y
2 

+ z 2 (t))- f(z
2
(tll}l 

tem derivada 

~ - [R y2 + lf (y2 + 22 (t)) f(z
2
(tll] y2) l 

Se f e monótona crescente, então. v ( 4) (t 'y) < --
- c ( fyf ) e pelo teorema 2.D, a solução y(t)oO e globalmente 

uniformemente quase assintoticamente estável. 

Pelo teorema 2.D ela é a Única solução limitada em 

Assim z(t) é a Única solução limitada de (3.) em I 

(-"",+""), isto é, separada (em conjunto da forma D=RXK, 'K é 
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uma esfera suficientemente grande de RXR) . 

Segue do teorema l.B que elas sao quase pertó

dicas e em particular que o sistema {2) tem solução quase pe

riódica. 

Ainda mais o módulo dessa solução está contida 

no módulo da função E(t). Se supusermos que E(t) e quasi-perió 

dica, então tal solução também o será. 

teorema: 

Assim, como conclusão podemos tirar o seguinte 

Considere o sistema: 

L di 

dt 

E(t) - Ri -v 

-c dv = f(v) -i 

dt 

onde R,L,C são consta~1tes positivas , E (t) e uma função contí

nua, positiva e quase periódica. 

Se vf(v)++oo quando lvl+ +oo e se f(v) for mono 

tona crescente então o sistema acima tem uma Única solução qua

se periÓdica globalmen-te uniformemente quase assin-toticamente / 

estâvel. 
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Equação de OscilaçÕes nao Lineares 

Considere a equaçao 

*·~H (t,x,xl ~ -f(xl x- g(xl + kq(tl ( 5 I 

onde q{t) é uma função real quase periÓdica satisfazendo 

jq(t) 1:<: 1 , t em R. e k>O e um parâmetro real. Assuma que I 

f(x) e g(x) sao continuas para x en R. 

( 6 I 

X 
Seja F(xi~J f(yl dy 

o 
Considere o sistema diferencial 

X= y- F{x) 

y ~ g(xl + k p(tl 

com p (t) no hull da função q (t). 

Se p(t) = q("t) os sistemas (5) e (G) são equivale;Q_ 

tes. 

Assur,liremos nesta parte o seguinte: 

(i) existem alguns números positivos a,b,c,d tal que a>b , c<d, 

g(cl~k , g(-bl~-k 

(iil min {[F(dl - F(ci] f(xl + g(-al, [F(-bl - F(-al] f(xl -

-g(d)}> k onde -a<x < d . 

(iii) g(x) tem derivada contínua, g(O)=O, 0<g 1 (X)~ B para xto. 

(iv) f(x) ~ r>O para x em R. 

\v) B<r~ 

Considere o domínio D no plano (x 1 y) limitado pelos 

seguintes arcos de curva: 

y ~ F(xl + Bl -a < x < c 

r 2 . y ~ F(dl C < X < d 



r3 X - d ; F(d) - B2 < - y < P(d) 

r4 y - F(x) - B2 ; -b < X < d 

rs y = P (-a) . -a < X <-d ' -

r6 X = -a . F(-a) < y < F (-a) + Bl ' - -

Nas formulas acima, B
1 

= F(d) - F(c) , B
2

= F(-b)

- F(-a) 1 o que permite-nos dizer que os seis àrcos acima for

mam uma curva de Jordan simples. 

F(d) 
----- -·-··:--~ 

/: o r
3 

/ . ' 
' / 

F(a)- Bz ,.--------------------~----------

-a -b 

. ----t-------
/ 

B + F(-a) / 
1 ~ /.-- r, --....-

d 

F (-a) 
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Lema 2.a 

Seja m(t) uma função contínua na reta tal que 

O r < m(t) :::_ M 

Então a equaçao 

z ~ z(m(t)- z) ( 7) 

tem uma solução z(t) definida no eixo real de modo que 

r< z(t) < M para todo t 

Demonstração 

Sejam (tn) uma sequência de numeras reais que con

verge para - e (zn) uma sequência de números reis tal que· 

r < '"'n (t) < M 

Então as funções 

t 
zn(t) z ( t) exp rft m(s) ds) 

n 
n 

1+ zn ( t) ft exp (js m (e) de ) ds 
t o 

n 

n== l 1 2, ... 1 são soluções da equação considerada sa-tisfazendo 

r ::: zn (t) ::5. M 1 t > tn 1 n= 1 1 2 1 ••• 

Segue que a sequência de soluções {zn (t)} é unifoE_ 

memente limitada e equicontínua em qualquer conjunto do tipo 

lt01 +oo ).POrtanto podemos extrair uma subsequência que conver

ge (uniformemente em qualquer intervalo finito) para a solução 

z (t) de (7) • 

Como r zn (t) M então r_ z(t) _Me segue o lemaq 

Teorema 2 .F 
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Se as condições (i) até (v} estão satisfeitas então 
a equação (5) tem uma Única solução quase periódica cuja deri

vada é também quase periódica de modo que (x(t) ,X(t)) esta em D, 

t em R. 

Demonstração 

Decorrerá das seguintes considerações que cada um / 

dos sistemas (6) possui uma Única solução quase ·periódica com 

gráfico em D. 

Mostremos primeiramente que uma solução arbitrária 

de (6) que passa num ponto de D não pode deixá-lo. 

Num ponto arbitrário do arco de curva r 1 (x,F(x)+ 

+ B
1

) , -a < x < c , a trajetória do sistema (6) tem declivida

de: 
. 

~ - _y_ ~ -rr('!{) + 1{ n(t\ 
~ 

< -r']'(_ -0) -1- k < 

dx X Bl Bl 

c -g(-a) + mig IB1 f(x) + g(-a), B f(x) - g(d)}< f(x) -F' (x) 

Bl 
e F' (x) e a declividade de r 1 . 

no 

Então a declividade desta trajetória é menor que a de 

mesmo ponto arbitrário de, r
1

. Desde que x=y-F (x)=Bi>O 

traje·tória considerada entra em D quando t cresce. 

em 

Num ponto urbitrário de r 
2 

, (x ,F {d)), c<x<d , a -tra 

jetória do sistema (6) tem declividade: 

~- -g(x) + k p(t) < -g(c) + k -o 
dx F(d) - F(x) F (d) -F (x) 

A declividade em r 2 é y'=O 

T_,ogo a declividade da trajetória é menor que a de r 2 . 
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no mesmo ponto. 

Desde que x = F(d) - F(x)>O, para c<x<d , em r
2 

1 

a trajetória entra em D quando t cesce. 

No ponto (c,F(d)), 

y = -g(c) + k p(t) = -k + k p(t) ~ O ex= F(d)-F(c)= B1 >0 I 

(assim x cresce quando o tempo cresce) . 

Então a trajetória que passa_ por este ponto en·tra 

em Dou e tangente à reta y= F(d). Notemos que em volta do

ponto (c,F(d)) de D e para a reta x=c , y é negativo. Portan 

to a trajetória deve entrar em o. 
No ponto (d,F(d)) temos: 

y = -g(d) + k p(t) <-g(c) + k p(t) ~ O 

Como resultado, a trajetória que passa por este poQ 

to é ·tangente à reta x=d . Desde que y<F (x) sob a curva y=F (x} 

isto significa que num ponto de D1 abaixo da reta mencionada, 

Assim a trajetória deverá entrar em D quando t cres 

ce. 

Um argumento semelhante pode ser aplicado para poQ_ 

tos de r 
3 

para os quais P'(d) B
2 

::_ y < F (d) desde que nesses 

pontos x= y-F (x) <o (isto é 1 -:~ decresoe com otempo). 

De maneira análoga as outras partes da fronteira de 

D podem ser discutidas como feito acima. 

Portanto, toda trajetória que cortar a .fronteira de 

D deve entrar em D e assim para t t 0 , esta trajetória sem-

pre estará em D. Pelo teorema l.A , cada sistema (6) tem uma 

solução definida para t emR de modo que o gráfico está contido 

em D. 

Mostremos que cada sistema (6) tem uma solução com 

tal propr:iedade. 

Senão vejamos, sejam (x(t), y(t)) (X(t), y(t)), t 

em R, duas soluções .'"distintas de (6) com gráfico em D. 
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Do teorema de unicidade obtemos: (x(t) , y(t)) ~ (X(t),y(t)) 

para todo t. 

onde 

m(X,u) = 

h(X,u) = 

Colocando: 

u (tl= x (tJ - x(tJ , 

v(t)= y(t) - y(t) 

Obtemos: 

u = v - m (X,u) u 

v = -h (X,u) 

F (x+ul - F(x) , u ~ o 
u 

f (x) u = o 

g (X+u) - g(X) u o; o 
u 

g' (xJ 

Segue imediatamente que r < m(X,u) < M, sendo M um 

numero tal que f(X(t)) ~ M, tem R, e h(X,u) >O . 

Para rn(t)= m(X,u), a equação (7) tem solução z(t) 

definida em R tal que r::_ z(t) < M (lema 2,a) 

Considere a função: 

V(t) = {v 2 + (v-zu)J 1/ 2 

onde z(t) é a solução especificada acima. 

Desde que (u(t), v(t)) f (0,0) para tem R temos 

V>O para todo t. 

Observe que V é limitada na reta pois u,v e z o são. 

Então: 
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onde 

Ent;.ão 

V= 2 (z 2 -h) uv- z(z 2 -

{v 2 + (v - zu) 2 } 

= 2 g u v - pu2- z v 2 

{v 2 + (v- zu)2) l/2 

q z 2 - h ' 

p = 2 (z 2 - h) 

q2 - pz = -h (2 2 - h) 

w 2 q u v - pu2 -
= -2 [I v - q/2 u ·2 

' + 

2v 2 = 
([>2 -

z2 

h) u 2 -

l/2 

g?. ) u2] 

Ob::;c::::-vcmos que pz - q 2 = h(z 2 - h} > O pois h é ma 

jorado por g' e z2 > r2> B > g' c a igualdade de sinal so se 

verifica se e somente se h=O, isto é, X=u=O. Logo VV<O. 

Como V>O, então V<O para t. Assim V2 é uma função 
. " 

de t, limitada e estritamente decrescente. Consequontemente 

V2+v
0

2 , o ~ v
0

<ro para t+-oo . 

Mas vz-+v
0

2 ~O quandO t-+-m implica na existência de 

uma sequência (f), t->--oo tal que VV-+0 nessa sequência. Em caso . 
contrário teríamos vV < - 1<0 para t < t

1 
o que implicaria que 

v2->-+oo para t-+-oo . De fato, como vz-+V 
0 

2 ;f O existe um intervalo 

(-oo,t
1

) tal que V2 (t) ;:: e>O para tem (-oo,t
1

) o que implica p~ 

ra (u,v) longe do (0,0) ·teríamos VV < 1<0. Assim para t s t
1 

f
t . 

V2(t) = V2(a) + t V(s) V(s) ds > 
l 

Então: 
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vv (E) -z(t) !lv(t)- q(t) u(t))2+ 

z (E) 

+ (p(t) z(t) +qil2_2) u(t)2]+o 

z (t) 2 

quando 'E-r-co 

Logo 

[vit) -__cr_ii)_ u(t)]+O e p(t) z(E)- q(t) 2+0 

z ([) 

quando t+-co desde que z (E) 

somente se u(t)+O e v(t)-l-Q 

-> r>O . Mas isso so acontece se e 

quando t+- oo ou 

[vit) - q(t) u (t)]+D 

z(E) 

e p(E) z(t) - q(E)2~ h(t) (z(t)L 

- h (E) ) --+0 quando 1.->--w 

Se u+O e v->-0 então V+O nesta sequência 1 o que e 

incompativel com vz+v
0

z ~O. 

Se h(z 2 - h)+O 'nessa sequêTicia, segue que h+O des

de que (z2- h~ r2- B>O). 

Supondo que u (E) nao tende a zero, então existe u

ma subsequência (E1 ) onde u+u 0 ;f O • POdemos assumir, sem per

da de generalidade, que nessa subsequência X.+X 0 . Porque h(X,u) 

é continua, h->-h {X:
0

, u
0

) nesta subsequência. Desde que hiO para 

u 0fü, temos uma contradição. Isto significa que u(E)+O e des-

de que VV CE)+O então vCE)+O e V(E)+O . 

Como já vimos isto con·tradiz o fato de V2->-V 
0 

2 r! O 

quando t+-oo , 

Portanto cada sistema (6) tem uma Única solução / 

definida para t em R com gráfico em D,is·to e, cada um dos sis 

tema (6) tem uma única solução separada em D. 

Pelo teorema l.B cada sistema (6) tem uma Única so-
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lução quase periódica com gráfico em D. Em pdrticular, a equa

ção {5) tem uma única solução quase periÓdica, junto com sua I 

derivada, de modo que (x(t), ~(t)) está em D, tem Rf 

-42-· 



BIBLIOGRAFIA 

{1} - Anterio L. - Soluzioni quusi-periodiche o 

limitate, di sistemi differenziali non li 

neari quasi-periodici - Annali di Ma-tema~ 

tica pura ed appl. 39 (1955) 97 - 199. 

{2} - Corduneanu, C. - Almost periodic functions 

Interscience - 1968. 

{3} - Fink, A.M. - Alrnost periodic differential 

equations - Springer - Verlag - (377) 1974 

{4}- Hale, J.K. - Ordinary di.ffcrential equations 

Wiley - Interscience. 

{5} - Yoshizawa, T. - Stability ·theory by Liapunov's 

second method - The Mathematical Society of -

Japan - 1966. 

-43-


