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SUMARIO

O nosso trabalho tem por objetivo dar um teo-
rema que garante a existéncia de solucaoc guase perid-
dica para sistemas de equag¢oes diferenciais com coefi
cientes quase periddicos e em seguida fazer algumas a
plicagoes.

Com tal pensamento, procuramos no capitulo 1-
através de uma segquéncia de lemas chegar ao teorema -
1.B ou teorema de Americ, teorema este que nos da con
digoes para a existéncia de solugaoc quase periddica.

No capitulo 2, capitulo das aplicagdes, trata
mes do cirxcuito RILC aceplado a um Diodo de Egaki, e =

de equagao de oscilagoes nao lineares.



CAPITULO I

UM TEOREMA DE EXISTENCIA DE SOLUGAC QUASE PERIODICA

INTRODUCAQ

Comegamos este capltulo dando algumas notagoes
a serem utilizadas. Logo apGs fazemos um estudo modesto, po-
rém suficiente para ¢ nosso propdsito, sobre funcao quase pe-
riddica onde definimos fungdo quase periddica e fungao quase
periddica uniformemente em conjuntos compactos e damos algumas
propriedades relevantes para o nosso trabalho.

Com a definigao de solugao separada, alguns le
mas dentre as quais o da dependéncia continua (lema 1.b) de /
solugbes deEquagoes Diferencials, enunciamos e demonstranos o
teorema 1.B , (teorema de Americ) que nos da as condigoes pa-
ra a existéncia de soluglo quase periddica do sistema %=f (t,x)
onde f£(t,x) & uma fungao definida em RXA, A aberto do espago /
cuclideano real de dimensao n neste Qltimo aspago, continua em
{t,x), quase periédica em t, uniformemente para x em conjuntos
compactos. _

Para finalizar definimos médulo de uma fungao /
f(£) quase periddica, e damos um resultado de comparagao entre
o mbdulo da solugdao do sistema e o mddulo de aguagoOes diferen-—
cilais no caso particular em que f£{(t,x) & da forxrma F(x)+p(t), /
com p{t) quase periddica.

Esse casgo particular ccbre todos os casos anali

zados.



Notacao:

R= reta real

E= espago euclideano real de dimensao n
A= subconjunto aberto de E

S= RXA

C= subconjunto compacto de A

u= sequéncia de nimeros reais

Definicao 1.1

Uma fungdo continua £(t) com t em R € guase perid-
dica se para cada sequéncia de nimeros reais w, podemos extra
ir uma sulsequéncia u de modo que o limite de f£({t+u,) quando -

n-++e existe uniformemente na reta.
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fungdes periddicas.
Observemos que uma funcao quase periddica e limita

da e uniformemente continua.

Definigao 1.2

Seja £{t) uma fungéo continua. Definimos como o -
hull da £ , denctado por H(f}), como o conjunto de todas as fun
goes g(t) tal que existe uma sequéncia u de modo que f(t+un) -

converge para g({t), quando n » o« , uniformemcnte em R,

Definigao 1.3

Uma fungao continua £(t,x) , {(t,x) em S, & guase pe-

-



riodica em t, uniformemente para x em conjuntos compactos, se
para todo conjunto compacto C e toda sequéncia w existe uma -
subsequéncia u de modo que ¢ limite de f(t+un,x) quando n » e

existe uniformemente em RXC.

‘Definicao 1.4

Seja f£(t,x) continua quase periddica. Definimos o -~
hull da £ , H(f), como o conjunto de todas as fungdes g{t,x) -
tal que existe uma sequéncia u de modo que f(t+un,x) convarge
para ao(t,x) quando n ~ » , uniformemente em RXC,

Se g estd em H{Ff), entao H{g)= H{f) e f também esti
em H(f). Ainda mais se g estd em H(f), entao g & quase periddi
ca, pois & o limite uniforme de uma sequéncia de fungoes guase

periddicas.

Lema l.a.

Seja {fn) uma sequéncia de fungoes definidas de R -
ent E de modo que existe um nimero M para o qual [fn]g M para -
todo n, e dado ¢ >0 , existe r (g)>0 kal que se |t-s|< r(e) -
entao [fn (t) - £

quencia de (fn) que converge uniformemente em cada subconjunto

{s) [<e para todo n. Entao existe uma subse-

compacto de R {em qualgquer intervale finito de R).

Demonsgtragao

Sejam u,={n} e I = £~n,nj . Pelo teorema de Arzelad-

Ascoli, existe uj subsegquéncia de ug s tal que (£ } con-—

u
. . . ey ‘
verge uniformemente em Il' Indutivamente, escolhendo U, » exis

t ta ; vergo uniformemente e [
€ Ujiq - 1 gue (f(uﬂ+1)k) converge uniformemente em I, .



seja v= {{uy)y s (uy)y » voul Entado v & uma subsequéncia de

u, para todo n, além disso (fv } converge uniformemente em -
n

qualguer comjunto compactoy

Lema 1.b

Suponha (fn) , n=1,2,..., uma sequéncia de fungoes
definidas e continuas num aberto B de RXE convergindo para fO’
guando n++e , uniformemente em subconjuntos compactos de B.

Suponha (trl ' xn) uma sequencia de B convergindo pa-
ra {t0 ; XU)’ ponto de B, quando n+te,

Se’ja yn(t) ;, n=0,1,2,..., solugac da equagao %x= fn

(t,x), passandoc peloc ponto (tn,xn).

- i . . - 4 i} T- b .
Se Yo () e definida e unica =m Lg,b] , entao exis-

te ng de tal forma que para cada Vi {(t)y , n> Ngs pode ser defi-
nida em [a,h] e converge para v, (t) uniformemente en !a,B].
Demonstracdo

Ver {4} pagina 24, lema 3.1.

Definicao 1.5

Dizemos que a familia {f (t+u_ , x)} & normal em RXC

n
se podemos extrair uma subsequéncia que converge uniformemente

sobre o conjunto RXC.

Lema l.c

A condigao necessaria e suficlente para que a fungdo



f(t,x) seja periddica em t, uniformemente para x em C, é que a

familia {f {(t+s,x)} geja normal em RXC.

Demonstracao

Ver {2} pagina 54 , teorema 2.6
NOo que se saque cgonsideraremos o slstema

X = £ (t,x) (1)
onde f: 8 -+ E tal gue:
i) & continua em (t,x)
ii) guase periddica em t, uniformemente para x em -
conjunte compacto.
iii) unicidade de solugao
Consideraremos também o gSistena:

% = gfit,x) (11}

com g um elemento qualquer do hull da £.
Seja D= RXC, onde C & um conjunto compacto de E.

pefinicdo 1.6

Diz-se que a solugao x{t) de (I) & separada em D se
um dos cases seguintes ocorre:
i) x={t) & a lGnica solucao de (I}, cujo grafico esta
contido em D;
ii) Se y{t) & ocutra solucan de (I) com grafico em D,
x(t)y-y{t) |

entio podemcs determinar um numero d=d{x)> 0 tal que

> d para todo t.

Lema ].d




Se todas as solugoes do sistema (I) com grafico
em D, sao separadas nesse conjunto, entac o seu nimero & fi

aito.

Demonstracao

Seja X o conjunto das solugoes de (I) com drafico
em D e separada em D.

Certamente o conjunto X & uiniformemente 1limitado,
desde que, para todo x em X, x: R+C continua e C compacto.
Logo |x(t)| < M para todo x em X e t em R. Além disso X & e-
quicontinuo. De fatc como x (s)= F{g,x(s)) e se tl e t estao
em R,

tl . T
x(ty) - x(t) = f x (s) ds =f 1 f(s,x(s)) ds.
t t

Aseim |x(t)) - =(t)] <k [t; - £] < ¢

1

~ Se X for uma familia infianita, pelo lema l.a pode
mos extrair desse conjunto uma sequéncla (xn) Jque converge -
uniformemente em qualquer intervalo finito da reta para a fun
gao z(t}. Pelo lema 1.b , z{t) e soluggo do sistema {(I). Coue
D & fechado, o grafico de z({t) estd contido em D, mas z(t) nao

& separada. Esta contradigac prova o lemay

Lema l.e
Se 0 gistema (I) tem uma sclugao x(t) tal que x(t)

estd em C para todo t, entac cada um dos sistemas (II) tem 80

lugao com grafico em D.

Demonstragao




Seja g um elemento do hull da f e considere o sis-
tema X = g (t,x).
Logo existe uma sequéncia u de modo que f{t+u, ,x)
converge, quando n»>+« , para g(t,x) uniformemente em RXC.
+ (Considere as fungaes X0 (t) = x (t+un) e O sistema

kn = fn (t,xn)=f(t+un,xn) (1.1}

Entac as fungGes acima definidas sao solu¢des do

sistema (I.l). De fato, L _
£k (B) = xlthuy) = £{ttu ,x(tduy))=

= fn(t,xn(t)) , para todo t.

Ainda mais o grafico de xn(t) estd contidoc em D pa-
ra todo n.

Analogamente ao lema 1.d, podemos ver gue {xn(t)}-
& uma familia de fungoes uniformemente limitada e equiconti-
nua. Pelo lema l.a, podemos extrair uma subsequéncia (uln) de
modo que (xy,) convirja uniformemente em gqualquer interxrvalo da
reta.

Seja z(t) o limite dessa subsegquéncia quando n>te,

Ainda xjy, {(t) & solugdo de kln = £y, (%),

Entao pelo lema l.b, z{t) & soclugaoc de Z=g(t,z}y

Teorema J.A

Se o sistema {(I) tem uma solugao x(t) de modo gue
x{t) estd em C para todo t > tj, entao para cada elemento g do
hull da £, o sistema (II) tem uma solucao definida para todo -

£ em R com grafico em D.

Demonstracao

=T -



Considere a sequéncia
Xpn (&) = x(t+n) , n= 1,2,...

Entao x, (t) & solugdo do sistema %, = f{t+n,x) no
intervalo [to - n, + ?]

Essa sequédncia & uniformemente limitada e equicon-
tinua em qualquer intervalo do tipo [a,+=jonde a » ty - o,
Pelo lema'l.a existe uma subsequéncia de nUmeros naturais (n,.)
tal que a sequéncia (xnr (t)) converge para z{t} uniformemente
em qualquer intervale finito da reta e pela hipdtese gobre -

£ (t,x) segue que a sequéncia { £{(t+n, , X, )} converge para -
r

h (t,x) uniformemente em D.

Por conseguinte, do lema 1l.b temos qgue z({t) e solu-
cao do sistema = hi{t,z) e z(t) esta em ¢ para todo t.

Logo existe um elemento no hull da f satisfazendo as .
condi¢oes do lema l.e. Portanto, qualquer sistema (II) tem solu

cac definida om R com qgrafico em Dy

Lema 1.f

Se para cada sistema (II)as solug&es com grafico em
D sac separadas em D, entdo existe um nimero d»0., independente
de ¢ em H(E), tal que, para qualquer par de solugdzs sgparadas

em D, xl(t) e x2(t) do sistema (I1I) temos:

| xq (£} - xz(t)[ > d , t em R.

Demonstragdo

Fixemes uma g do hull da £ e consideremos o sistema

(1I).



Existe o maior nimero d > 0 de modo que duas arbi-
trarias solugOes separadas de (I) em D estdo situadas a uma -
distancia maior ou igual a d.

Seja x{t) uma solugao do sistema (I} com grafico -
em D.

Se considerarmos as fungoes vetoriais X (ty = =x={
t+uh), podemos, como no lema l.e, extrair de u uma subscgudn-
cia (uln) de modo dque x(t+uln) converge para yl(t) ; tem R,
n ++e , e yy, {(t) & uma solugdo do sistema {II) com grafico -
em D.

Sejam y{t) e z(t) duas solucgoes distintas de (I)
separadas em D.

Entao:

inf |y{t+u ) - z(ttu )| = inf | y(s) - z(s)| > d
teR seR
Da sequéncia u podemos extrair uma subsequéncia -
(uin) tal gue y{t+uinj converge para xl(t}, soiugao e (L4},
De (uin) podemos extralxr uma subsequéncia (uln) .

de modo que z(t+uln) converge para xz(t), solugao de (II}.

Podemos dizer que {y(t+u1n)} e {Z(t+u1n)} conver
gem para as solugdes xl(t) a xz{t) do gistema (II) . Para essas

solugdes temos:

inf Jx; (t) - x,(t)| > a (1)
teR

Portanto:xl(t) e xz(t) sao solucgoes distintas. Con-
sequentementeas solugoes distintas de {(I) correspondem solugoes
distintas de (II).

Tsto significa que o nlmero de solugdes separadas em
D de {IT) & maior ou igual ao nimero de solugoaes separadas simi
lares em D do sistema (I). _ |

' Como g estd em H(F) e H(g) = H{f) entdo com racioci-

nio analogo ao feito acima, agora porém para o Sigtema %=f (t,x)



com £ em H(g), podemos dizer que o numero de solugoes separa-
das em D do sistema (I) & maior ou igual ao ntmero de solu- /
¢oes separadas similares em D do sistema (II).

Em ocutras palavras, cada sistema (II) tem 0 mesmo
nimero de solucgoes geparadas em D, isto permite-nos afirmar /
que o método acima leva-nos a determinacao de todas as solu-
¢oes separadas em D do sistema (II} partindo de (I).

Dai do lema 1.d e de (1), segue o lemay

Teorema 1.B

Se cada um dos sistema (II) tem suas solugOes se-

paradas em D, entdo todas elas saoc solugbes quase periddicas.

Demonstrag¢ao

Seja x{t) uma sclugao separada de (I} com grafico
em D. Pelo lema l.c ., mostrar que x(t) & quase periddica e
suficiente mostrar gue toda sequéncia {K(t+un)} possui uma /
subsequencia convergindo na reta toda.

Se g esta em H(f), entao g & guase periddica, lo-
go existe uma sequéncia w tal que f(t-l-un ;X)) converge para -
g(t,x), quandc n»+e , uniformemente para {(t,x} em D.

Considere as fungﬁes vetorials x(t+un). Como no /
lema 1.e , podemos afirmar, sem perda de generalidade, que a
sequéncia '{x(t+un)}converge para a fungao z(t), uniformemen
te em qualqguer intervalo finito da reta, cujo grafico esta -
contido em D e @ solugdo do sistema z=g(t,z).

Mostremos gue a sequéncaia {x(t+un)} converge para
a fungao g(t) uniformemente na reta toda.

Sejam xy (t) e x,(t) duas solugoes do sistema (IL)

com graficos em D e separadas em D. Pelo lema 1.f, existe um

=10~



numero real d»0 de modo que
le(t) - xz(t)l >d , t em R

Suponha que a sequencia {x(t+un}} nac converge uni
formemente para a fungao z(t) em R.
Denotemos por:

Yoo (t) = |x(t+un} - x(t+up)| ; n<p @ tome I

como © conjunto dost de R tal que ?n

n,p

L (t) g d

L

Nota-gse gque Y
E! n,p r

(t) &€ continua e que T ‘é fe-
r n,p

chado.
Da definigao de convergéncia da sequéncia'{X(t+un)}

temos que Y (0)= {x(un) - x(up)l <dsep>»n > N.

n,p

Segue dal que se p » n >N , t=0 es5tad em In - Lo-
)

go retirando og N~1 primeiros numeros de {x(t+un)} , bodemos

admitir que 0s conjuntos In P 830 nao vazios.
¥
Seja w W osuprews dus ¥ (i} pafa L owm T

n:P ﬂrp n!p

Entao brlrp < d.

Mostremos, caso exista, que o limite de b quan-

_ _ n,p
do {(n,p) + + = & nao nulo.

Suponha que seja nulo. Entao para cada 0 < ¢ < 4 ,

existe N( &) de modo gque para todo p> n >N{e ) temos que bn p<€'

r

POr conseguinte Yn {t)< & para t em In D @ p* n > N{g).

! ¥

Por definicao, v, b (t)> d no complementar do con-
I

Junto In,p . Desde que Yn,p {t} e continua em R, tercmos In,p:R

isto @, a sequéncia {x(t+un}} converge uhiformemente na reta to-

da,contradigao, consequentemente o limite superior de bn pa-

P
ra {n,p)>+- € igual a um certo 2K>0.

Da definicao de limite superiocr, dado e=(1/2)k , -

existem subsequéncias (n.je (p.) de modo que

b, 5 > 2k -{1/2)k =(3/2)k

~13



Comp b, p = Sup Y p {t) com t em T

r,Yr r,°r r, r

existe uma subsequéncia de nimercs reais (tr) tal que -

Y . t.) >k e dai k ¢ Ix(tr+un ) - x(tr+up yio< 4.
r,Fr r r

Extraiamos das sequéncias (un-), (u_p ) e (trJ sub
r o

) e (tr ), respectivamente, de modo

sequeéncias (u. ), (u
n Pr S

xr
= 3

gque © limite de x(tr + u } seja U quando s2« e o de
S r
S

x (t + u seja V quando ssw onde U e V sdo constantes e
8
k < ju=-v | < 4a.
Considere agora as sequéncias {x{t+tr -+ u 1} e

s r
5]
{x {t+t - u b
{ r - D } ¥
s r
3
Podemos entao extrailr subsceguéncias {x(t+tr . } )
1s r
1s
e {x(t+tr + up ) } 7 respectivamente, que convergem em R -
is r
. Tls

(uniformemente em gqualguer intervalo finito) para as solugoes

zl{t) e 22(t) de algum sistema (II), isto &

Z, = 9q (t,zl) e

22 = 9o ('t,22)

com g, e g, em H(f), onde o limite de f(t+tr_ +tou 23X}

1s g
e g, (t,x) e o de f(t+t + u /X) & g.,(t,x) quando sso
1 xr P 2
1s r
1s
Como zl(O) & o limite de x(t_ + u } para s-e
“l1s X4
1s
e 2,(0) & o limite de x(t_ + u ) para se+e Segue
..r.ls prls



que 'k < |Zl (0) - z, (0)j < 4 (1}

Do fato do limite de f(t+un,x) ser g(t,x) unifor-

memente para (t,x) em D e como {un Ve {up ) sao subse-

Tis Ms
quéncia de u temos:
lim £ {t+ un ,x) = gf{t,x) = lim f£{t+ up r X)
G- T1s | gae 1s
Assim, dade e » 0 ,
| £ (t+ unr , X} = £(t+ upr , 2| <
1s 1s
| £ (t+ u, , X) - gl{t,x)] + lgle,x) - £(x+ up , x) <{e/3)
Fl1s 1s
s 8 > Sl (¢) com {t,x) em D.
Entao para s> S(e) > S, (e) temos:
lg; (%) - g, (&x)] < fg; (t,x) =~ f(t~'rtrl. +ou x) D+
S i
1ls
da 1
+ | £ (t+ trl +ouy ;%) f{t + trl + upr , x)1 +
S T1s S 1s
+1f (t+t + u (XY = g, (t,x)| <e para (t,x) em D.
r o) 2
is rls

Logo 91 {(t,x) = I, (t,x} , {t,x}) em S desde que D

& um subconjunto arbitririo de S.
Consequentemente z, (t) e z,(t) sao solugoes do mes

mo sistema (II) com graficc em D, e entdo pelo lema L.f -
[zl(t) - zz(t)] >2d, tem R., o que & incompativel com {(1).
Esta contradicao mostra-nos que a sequéncia x(t+un)}

converge para a fungéo 2{t) uniformemente na reta toda. Portan

to x(t) & solugao quase periddica do sistema (I) (lema l.c).

_.13....



Dessa forma mostramos para toda solugao x(t} , se-
parada em D, do sistema x = g({t,x) com g em H(f), pois assim

H(g) = H(f) e £ esta em H(g)y

Corolario 1.B.1

Considere o seguinte sistema

n -
X, = Fi (,x) =j£ aij (t) xj + fi () (II1)

onde =F (t) e £,(t) , i,5 = 1,2,...n sao fungtes quase pe-
riddicas de valor real.
Considere todas as ssquéncias u para asg guais -
{aij (t -+ un)} converge uniformenmente na reta. Denotemos /
por bij (t) , i,3 =1,2,...,n as fungoes limites das sequén-
ciag da forma fa,., (£ + u)}l .
iy o

Se para cada um dos sistemas da forma

n
Xy :'El bij (t) Xj (IV)

nao possui cutra solugdo limitada em R exceto a trivial, en-

tao cqualquer solugao limitada de (I) & guase periddica.

Demonstragao

Certamente Fi(t,x) , i=1,2,...,n , sao fungﬁes Jua

se periédicas em t, uniformemente para x em subconjuntos com-
pactos.

Observe que se o sistema (III) tiver solugao limi-
tada, ela devera ser Unica. Senao vejamog, caso existam duas
solugaes limitadas de (TI1}, a diférenga delas seri uma solu-

¢ao do sistema

-1d4-



i]
l.e que o sistema (IV) tem uma solugao limitada, nao trivi-

Como bij esta no hull da a,. (t) , segue do lema

al, o que seria uma contradigao.

Considere agora ¢ sistema

I

k=6 (%) :jil by (B) x5 + gy (8) (V)

onde 9y (t) & um elemento do hull da fi ().
Assim G, estd em H(F,). De fato, existe uma sequén

cia u tal que{ai (t+un}}converge para bi' (Lt} e {fi(t+un)} -

] 3
converde para gi(t) quando n-« uniformemente na reta.
Entao

lim Fi {(t + u J R} = lim aij {(t + u, )xj + lim fi(t+unJ =

oo

1o J 1 i—-ca T1=en

= g b..'(t) x, + g. (t) = G, (t,x}, uniformenente em RXC.
-1 ] ] 1 i

Logo, se o sistema (III} tem solugao limitada ,
do lema l.e , segue que (V) tem solucao limitada da hipbte-
se que tal solucac & Onica, isto &, separada (em conjuntos
da forma D=RXK , K & uma esfera suficientemente grande de E).
Portanto, cada um dos sistemas (V) tem suas solu

goes separadas em D e do teorema 1.B segue o corolario,

gg;olério 1.B (ii)

Considere o sistema

X = A x + £{t)
com A matriz constante nxn e f(t) fungao gquase periddica.

Assuma e A nao possui auvtovalor imaginavio puro.

~1 5=



Entdo o sistema acima tem solugao guase periddica.
De fato, da hipbtese, segue que o sistema R=A X

nac possuli outra solugéo limitada em R, excelo a trivial.
Raciocinio analogo ao corolario 1.B(i) segue que as

solugdes limitadas em (-=,+) s3c guase periddicasy

Teorema 1.C

Se f(t) & quase periddica implica que o valor médio

M [£] = 1im (/7)) [T TE@) au
Poeo

exigte e independe de t.

Definicao 1.6

Se f{t) & gquase periddica e & real definimos

a (0 =u[e( e M = 1im @/t se) o T ac
0

T~+oo

Teorema 1.D

Se f(t) & guage periddica entdo o conjunto dosi pa-

ra o gqual a {(A) @ nao nulo & enumeravel,

Demonstracao

Provemos primeiliramente gue para gqualguer conjunto
finito de nUmeros reais_ﬁl,u.,,AN ; distintos temos:

N " ;

z |aj |2< M []f(t)]?] onde ay = a(lj)



Note-se que |[f{t)|2= < £(t) , £(t}> , onde:<;> &
o produto interno usual de E , logo & uma funcao quase perid

dica e podemos calcular o valor médio. Entao

N iast . —
M [ [f(t) ~ra,e J |2 ] =
j=1 -
- N — N -
=M [<e(t) - 1 ay Mt o & Byt oL -
3=1 j=1
- _ N __ -ix.t
=M | |f®)|Z] - = <ay s M [Ft) e 3 T > -
j=1
N it
—~E<aj,M|_f()e 1> +
3=1
N N DR P AT W
+ ¥ ¢ Ja. |[?M | e =
k=1 3=1
- N N
= [ ffe)2]-z Jagl2 -1 | alr o«
“J:l J . J
j=1 ,
N
+ 1 la.l?
J
=i -
: . _ -ii.t. i{r, = ALt
desde que aj — M Lf{t) e b J e M [ﬁ k 7 i =0 se
M # Aj e 1se i = Aj . Entao temos
N iALt . N
0 M [|E@) -1 aje N O N F R O N A S al?
J=1 j=1

Como [f{t)|? & uniformemente limitado, o conjun-

to dos i tal'que !a(l)l > (1/n) deve ser finito ou entao con

.



tradiz a desigualdade acima. Segue que o conjuntc dosi para
os quais a{i) & nao nulo & enumerévely
No que segue designaremos os A para os quais a(})
& nao nulo por'{lj} e chama-lo-emos de expoentes de Fourier
da f e designaremos os coeficientes de Fourier por aj:a(hj).
A série de Fourier da f & definida e designada

por iA-t

f(t) ~ % a, ¢ 3
j=1

Definigag 1.7

Suponha {An} um conjunto gualguer de nimeros reals.
0 mddulo do conjunto'{ln}, modulo{i} , &€ o conijunto de todos
08 numeros reais que sao combinagoes lineares de elementos de

{Rn} com coeficientes inteiros.

Definicao 1.8

¢ conjunto {vj} de namerocs reais @ linearmente in-

b

dependente (scobre os racionais) se b rj vj=0 para cqualquer
j=1

N, r. racional, entao rj:O

Definicao 1.9

Se{i.7é um conjunto qualquer de nlimeros reais, di-
zemos que {v.,} € uma base (racional) para {hj} se as segulintes
condigoes estao satisfeitas: '

i) {vj} e linearmente independente



ii) cada A em'{kj} e uma combinagao linear finita de'{vj} com
coeficientes racionais.

Se acontecer de cada A puder ser representado como
uma conbinagao linear finita de elementos de {vj} com coefi-
clentes inteiros, entac dizemos gque {vj} & uma base integral

para {Aj 1o,

Definigao 1.10

Se f(t) & quase periddica com expoente de Fourier
{Aj} ;, o modulo da £, mod E f] & definido comomod {Aj}.

Se mod [f] tem base integral finita, entio f &

chamada de quasi-periddica.

Taor mma 1.0

Suponha £ e g fungdes guase periddicas. Se para -
cada sequéncia de nlimeros reais u para a gual f(t+u. ) con- /
verge uniformemente em R implica gue g(t+un) converge unifor

memente, entdo o moédulo da g estd contido no mddulo da £.

Demonstracio

(J.Favard, Fonctions presque-periodiques, Gauthier-

villars, Paris,1933 - pagina 81).

Teorema 1.7

Considere 0 sistema

-y
t-—i
>
o

'v.-f:-'.'?‘fnc\ -l ‘."\f+—)
s 4y ah f . oA



onde 'p(t) @ uma funcgaoc quase periddica. Assuma .que qualguer
que seja o gistema
x = F(x) + qlt) (X)
com q no hull da p tenha uma (nica solugac limitada em (-w,+®).
Se x(t) & a tal solucao de (IX) entao o mddulo
de x(t) estd contido no mddulo d plt).
Além disso se p(t) & quasi-periodica, entao x(t)

também & quasi-periddica.

Demonstracao

Da hipdOtese segue gue cada um do sistema (X) tem
uma Unica golugao separada em D. Pelo teorema 1.B, essas solu-
coes gao quase periddicas.

Em particular, x(t) & a Qnica solugao guase perid
dica ‘de (IX) com qrafica em . '

Seja u uma sequéncia de nameros reais tal que [/
p(t+un} converge uniformemente em R para uma fungﬁo gflt).

Como x(t) & quaseperiédica, 9! conjunto_{x(t+un)}
tem fecho compaclto no espageo das fungoes continuas e limitadas
na reta com a norma do sup. Portanto, para mostrar que a sequég
cia'{x(t+un)}c0nverge uniformemente na reta toda, basta mogtrar
que existe uma fungao z(t) tallque toda subsequéncia'{x(t+u1n)}/
que converge na reta, converge para z(t).

Seja entao z(t) a Unica solugao quase periddica

de
X = F(x) + gq{t)}

Suponhamos agora gue {x(t+ulh)} converge na reta

para uma certa funcao y(t).
Mostremos que z{t)=y{t).
Como p(t+uln} converge para g(t) uniformemente na

reta toda, como no lema 1l.e temos que

v o= F{y) + qg(t)

_..20.-.



e portanto pela hipdtese z{t}=y{t).

Do teorema 1.E seque que o m&dulo da z{t) esta
contido no mddulo da p(t).

Se p(t) for quasi-periddica e como o modulo da
x{t) estd contido ne modulo da p(t) segue gue x{t) tambeém & /
quasi—periédicqﬂ

Observemos que no corolario 1.B (ii), qualquer
gue seja © sistema %= Ax + g{t) cecm g{t) no hull da £(t), tem
uma Unica solugao limitada em (;m, o) .

Agsim pelo teorema que acabamos de demonstrar,
o mddulo de tal solugdao estd contido no mddulo da funcdo f(t).

Além disso se supusermos que f£(t) & quasi-perid

dica entac a solugao também serd guasi-periddica.

M3
-
!



CAPITULO II

APLICACOES

INTRODUCAO

Iniciamos dando algumas definigoes para solugao
(solugao limitada no futuro, solugao limitada e solugac unifor
memente ultimamente limitada) e teorema gue garante a existén
cia deste ultimo tipo de solugido. Apds demos definigoes de es~
tabilidade para solugoes e alguns teoremas sobre estabilidade /
e unicidade de solugao limitada.

Assim depois de tudo isto feito fomos procurar /
condicoes sobre os parametros do sistema
~ _ |

L di = E(t) - Ri - v
dt

-C dv = f(v) - 1
dt

N

para que © mesmo possua solugao quase periddica.

Para finalizar estudamos a existéncia de solugao
quase periddica em certa regidao D do plano e sob certas condi-/
coes dos parametros da equagao:

_ X" = ~f(x) % - g(x) + kg{t) (equagao de oscila-
goes nao lineares}).

-27e



Seja ¢ seguinte sistema
x = f{t,x) (1)

onde £(t,x) & continua em RXE.

Definicao 2.1

Uma solugao x(t,tO ’ xo) de (1) & limitada no fu-

turo se existe um nGmerc B>0 tal que

Ix(t,tO r Xg )| < B para todo t > ty

Definicdo 2.2

Uma solugao x(t,to,xo) de (1) & limitada se existe
um ndamero B>U de aodo gue

]x(t,to,x0)| <B para todo t.

Definigao 2.3

As solugdes de (1) sao uniformemente ultimamente
limitadas se existe M>0 e dado r >0 existem fungoes alr) e T(r)

de modo que se |x | < r entdo

W

(1) IX(t,tO,XO)[ < afr) para t 2z t,

(11) [x(t,ty.xq) ] M para t 2 t+T(x)

A

Definicao 2.4

Seja V: A+E continua, ACE aberto

....23._



Define-se

V (t,z) = lim sup (1/h) [V(x(t+h; t,z)) - V{z)]
h+0+

onde x{t,s,z) & solugao de (1) passando por (s,z) em RXE,

%(l) (t,z) & a derivada da fungdo V{z} em relacao
ao sistema (1) no ponto (t,z).

Teorema 2.A

Supcondo que exista uma fungao V{x}, definida em

B, e que exista em ¥ satisfazendo:

(1) V(x) »+o quando |x|++e
(11) 0(1) (t,x} 2 - c(ix|) ; c{s) continua e c(s)>0 se 21,

Entao as selucoes de (1) sao uniformemente ulti-

5

mamente limitadas.

Demongtragao

Defina as seguintes fungoes:

p(s) = inf V({(x)

|%|=s
q(s) = sup V(x)
|x|=s

Desta forma p(|x|) < V(x) < gq(|x]|) e pela condi-
gao (i), p(s) >+o guando s>+w
Defina a=af({r) de modo gue se a>r e ad>r entao

p{a) >gq(r) e p(b) >qlxr) se bza

O r

-3 4 -



Precisamos mostrar que se |x0| < r entao -

]x(t,to,x0)| < al(r) para t 2 t,.

Se r>ro entdo na regiao v < [x| < alr) temos que

v (t,x) < - ¢ { [x]|}.

(1)

Se |x(t,t0,x0)| < r para t > t. , entac tome alr)=r.

0
1 7ty 2 ty de modo que |X(tl'to’x0)[ =r.

Logo V(l) (t,x)<0 para t > ty-

Caso contrario existe ¢

Ainda.mais
p(r) <V (x(ty,tg,xy)) €V (x(t,ty,x,)) < al|=x) )
Portanto [x(t,to,xo)| < alr) para t > to.
Se ndo vejamos, se existe t,> b, e |x(t2,t0,x0)| >
alr), pela definiclg al(r) temos que
Por ocutro lado

Mostremos agora que existem M e T(r) de modo que

se |x4| 2 r entdo ]x(t,to,xo)] < M para t >t +T(r).

0
Considere um M tal que rg < M 2 afr)
Defina

b{r}) = inf ci{s) ;

{ry £ s 2 alr))

b(r) >0 pois c¢(s) & continua e c{g)>0 para s > r,

'Suponha que se t, 2t < t , entdc M < ]x(t,to,x0}|g

< a{r). Pela parte acima sabemos da existéncia do a (M),

Mostremos que fazendo M= a{M) , resolvemos o pro-
Llema.

Para t, <t =t  temos



Vi (BxE) < -c (}xtt>| ) < = b(r)

Integrando obtemos:

Vx(t)) 2 V(xg) = blr) (t-tg)

Considere d(r) = inf V (x)
x| < atr)

e(r) = sup V{x)

x| < a(r)

Decorre entac que

d(r) =V {x(t)} < e(r) - bi(r) (t“to)
Assim t—tO lelr) ~d(r) =T (x)
b(xr)
Portanto  [x(t,ty,xg)| < M para £ 2ty + T(r) e ERE

Definicac 2.5

A solugao x(t) de (1) & uniformemente estivel se

para cada >0, existe r{e)> 0 de modo gque se fxo - y0f< r -

implica que [x(t) - y(t)|<e para t > ty e y(t) solugdo de (I).

Definicdao 2 .6

A solugac x(t) de (1) @ uniformemente assintoti-
camente estldvel em (~= ,+«) se & uniformemente estdvel e se
existe M>0 de modo que para todo €»0, existe T(e)> 0 tal que

- - 5 - < - o>
se ’AO y0|< M entao fy(t,to,xo) x(t)l £ para t > tO.T(E).



Definicac 2.7

Uma solugao x(t) de (1) & globalmente uniformemen
te quase assintoticamente estavel em (~«»;+=) ge para cada -~
e>0 e r>0 existem nimeros a(r), T(r,e¢) de modo que se |y;=x,|<
2 r entdo

(1} Iy(t,tO,xO) ~ x(t)] < alr) para t > ty

(ii) [ylt,tgrxy) - x(t)]-< ¢ para t >ty + T{r,e)

Teorema 2.B

Suponha, x50 seja solugao e exista uma fungdo V(x)
definida em E satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) V (x)> 0 para x#o ,

(14} ?{]} (t,x) < - < |x]) : c{s) continua e c(s}>0 para s

numa vizinhanca do zero , v{0).

Entac a solugao x(t)z0 de (l) & uniformemente as-

sintoticamente estavel.

Demonstracao

Primeiramente mostremos que x{t)=0 & uma solugéo

uniformemente estavel,

Dado ¢>0 , defina

L{e)= inf {V(x) : [x| = €}
Entao 1l(e)>0 pois V(x)>0 e l(éi.g V{x} para todo x tal gue
[x]= ¢ .

Como V{0)})=0 e V(x) e continua, existe r(z)>0 de

modo que se |x| <r{s) ent3o V(x) < 1/2

S o g



Precisamos mostrar que se |x,| <r(e) entdo [x(t}|[2
< & @para t > t0

Suponha que exista t, > t, talqe |x(tl,t0,x0)|=e
se |XO[ <r (e).

Por (ii), V(x(tl,to,xo)) e entao 1l(e} < V(x(tl,to,xo))

S Vixy) 2 L(e)/2 . Isto e uma contradig¢dao e entao se |x0]<r(e)

segue que

[z (t,ty.xg) [<e para t > tg |

Precisamos agora mostrar que existe M e que dado
e>0 , existe T(£)>0 de modo que se |xg|< M, entdo [x{t,ty,x,}|
< ¢ para t> tO+T(a)

Dado e¢>0, sem perda de gencralidade, podemos supor

que a bola de centro zero e raio ¢ estad contida em v(0), pois

ja sabemos ser uniformemente estdvel. Decorre também desse fa=-

to que existe r(e) , tal que Ix(t,to,xo)[<e para t » t, e Ix0|%
<rfic).

Defina

b(e) = {inf c(s) ; s ev(0) , s > r{e)l} *;

b(e)>0 pois c¢(s) & continua e c(s)>0 para s em v{0).

suponha que para tg < t < E, x(t,to,on] > rig)

mas |x(t,t0,xO ) | estd em v(0). Entlo
Vg (5x(t)) < = c (Ixt)]) 2 ~ble)
Assim V(x(t)) 2 V(x;) ~ b(e)

Seja d{e) = sup (V{x) ; Ix]| > r{e)}
Logo, 0 < V{x{(t)) d{e) .~ ble) (t-t,) e entdo -
d(s) = T (g) i t-ty

fa

Portanto se [x0]< M entdo ]x(t,to,xo)]<gpara t 2 tyt

+ T{e) Vi



Teorema 2.C

Suponha que exista uma fungao V(x), defina em E
satisafazendo as seguintes condigoes:
{i) Vv(x)>0 se x # 0
(i) V(x)++e quando |x|++e

(iii) Vv (t,x) < - e x) ; cfs) continua, c(s)>0 se 5>0

(L)
Entdao a solugdao x(t)=0 de (1) & globalmente uni-

formemente guase assintoticamente estavel.

Demonstracao

2Analogo ao teorema 2.A.

Seja f(t,x) funcio guase periddica em t, unifor-
memente para x em conjuntos compactos. Se existe uma solugao
glocbalmente uniformemente quase asgintoticamente estavel e -
limitada em R do sistema x = f(t,%x), entdo ela & a lunica so-

lugao limitada em R.

Demonstracao

Suponha gque existam duas solugdes x{t) e y{t) 1li-~
mitadas, x(t) globalmente uniformemente quase assintoticamen

te estivel de x = F{t,x).

Existe um nlmerc r>0 de modo que [x({t) - y(t)|<x
para todo t.
Seja & = Jx(tl) - yity) |>0

Considere tU = tl - T (e/2},



Como'|yO - xg]<r segue que {y(tl,to,xo) - x(ty) [«

< (e/2) pois t; 2 t, + T (e/2) . O que & uma contradigaoy

Exemplo 2.1

Considere o circuito abaixo:

L
a

E(t}@ pantlle 1 ir=F (v)

ANAAAN

0 guadradoe neste diagrama simboliza um diogo de
Esaki, com funcao caracteristica f{v), representando o flu-
xo de corrente como uma fungdo da voltagem v. As leis de -

Kircheff nos dao a relagdo entre a corrente 1 e a voltagem v.

ry
L di =E(t) -Ri - v
dt
(2)
-C dv = £(v) - i
- dt
o,
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onde R,L,C sao constantes positivas, E(t) € continua positi-

va e quase periddica. Assim

F(t, (1,v)) = ((1/L) E(t) =(R/L} i - v/L,(1/c)i —(L/c)E(v)),

P: RXRZ?+» R%? , & uma fung¢ao continua, quase periddica em t ,
uniformemente para {i,v) em subconjuntos compactos de RXR.

De'fato, dada uma seguéncia w, existe uma subse-
quencia u tal que E(t+un) converge para H{t) uniformemente /
na reta. Seja g(t,{i,v) = (H(t),0). Entao F(t+un,(i,v)) con—
verge para g(t, (i,v)) uniformemente em R cartesiano subcon-
juntos compactos de RXR.

Considere agora a seguinte func¢ao:
' 2
V(i,v) = (1/2) (L i% + ¢ v)

Entao a sua derivada em relagao a0 sistema (2) -
sera: '

{7(2} (6, (1,v)) = — R i® + E(t)i - v £(v) =
= - [Ri (i - BE(t) ) + v £(v)]

R

Supondo que vf(v)++= , quando |v|++= vem que

Vig) (B (i,w)) = ¢ (I,vi]), com [(1,v)] =

= max {{i]| , {v][}.

Portanto,pelo teorema 2.A , vem que as solugSes de
(2) sao uniformemente ultimamente limitadas e pelo teorema
1.A, os sistemas

x =G (t,(i,v)) (3)

com G no hull da F, tem solugOes limitadas na reta toda em par
ticular o sistema (2}.

Seja z(t) uma solugdo limitada de (3) em R. Mostre
mos que tal solugao & globalmente uniformenente quase assinto

ticamente estavel se f satisfizer certa propriedade.



Seja'x(t) una outra solugaoc qualguer de (3) e consi
dere a fungao:
y{t) = x(t) - z{t) , onde z(t) & a solugdo escolhi-

da acima.
E facil ver que tal fungao & solug¢do do sistema

y = alt,y+z (t)) - ¢lt,z(£)) o (4)

Ainda mais y(t)=0 & solugac de {4}).

Logo,resolver o nosso problema, & equivalente a mos-
trar que a solugao y({t}=0 & globalmente uniformemente quase /
assintoticamente estavel.

Se x = (Xl,x2) A (yl,yz) e z:(zl,zg) entao

y = G(tpY+Z(t)) - G(trZ(t}) = .
=((-R/L) y; = (/L) Yo o (L/c) vy, - (A/C

[ (v, + 2,(0)) = £(z,(e))])

a funcan:
=3

Vo (y.y,) = (1/2) (L ys + Cyi)

tem derivada

Vigy &/ ypryp)) = Lyy vy FCvy ¥, =

v (FRyy —y,) vy, (yy = £y, + z,(8)) + £(2,(t))=

il

- (R yl + [fly, + z(t)) - £(z,(t))] y,)
Se f e mondtona crescente, entao.§{4) {(t,y) < -
- ¢ ( |yl ) e pelo teorema 2.D, a solugdo y(t)z0 & globalmente
uniformemente quase assintoticamente estavel.
Pelo teorema 2.D ela € a Unica solugdo limitada em
(—=,+e) .
Assim z(t) & a Onica solugao limitada de (3} em [/

-

(=w,+2), isto &, separada (em conjunto da forma D=RXK, K &

HB%_



uma esfera suficientemente grande de RXR).

Segue do teorema 1.B gque elas sao quase perid-
dicas'e em particular que o sistema (2} tem solugdo guase pe-
riddica.

Ainda mais o modulo dessa solugac esta contida
no mddulo da fungdc E(t). Se supusermos que E(t) & quasi-perid
dica, entao tal solugac também o sera.

Assim, como conclusao podemos tirar O seguinte
teorema:

Congidere o sistema:

r/
L di = E{t}) - Ri ~ v
dt
-C dv = £(v) - i
dt

onde R,L,C sao constantes positivas , E(t) & uma fungao conti-
nua, positiva e quase periddica.

Se vE(v)>+=o quando |v|+ +« e se f£(v) for mond
tona crescente entao o sistema acima tem uma (nica solugao qua-
se periodica globalmente uniformemente quase assintoticamente /

estavel.



Equacado de Oscilagdes ndo Lineares

Considere a equagao
%= H (£,%,%) = -F(x) x - g{x) + kq(t) - (5)

onde gf{t) & uma fung¢do real quase periddica satisfazendo -
[g{t)|< 1 , t em R. e k>0 & um parametro real. Assuma que /
f(x) e g({x) sdao continuas para x en R.

X
seja F(x)={ £(y) dy
0

Considere o sistema diferencial

v — Fx)

“
I}

(6)

Y

- gi{x) + k p(t)

com p(t) no hull da fung¢ac g(t).

Se plt) = gl{t) os sistemas (5) e (8] sao equivalen
tes.

Assumiremos nesta parte o sequinte:

{i) existem alguns nameros positivos a,b,c,d tal gue a>b , c<d,
gl{e)=k , g{-b)=-k .

(ii) min {[F(a) - F(c)] £(x} + g(-a), [F(-b) ~ F(-a)] f(x) -
~g{d)}> k onde -az<x 2 d .

(1ii) g(x) tem derivada continua, g(0)=0, 0<g'{(X)< B para x#0.

(iv}) f£(x) > r>0 para x em R.

{(v) B<r?

Considere o dominio D no plano (x,y) limitado pelos

seguintes arcos de curva:

'y 2y = F(x) f By ; -a < X £ ¢

A
w
A
(o

7 (d) S, c

—
b
<
i
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3
Ty y = F(x} - B, ; -b < x < d
FS : ¥y = P(-a) : -a < ® <=d
P @ X = -a o F(-a) <y < F(-a) + By
Nas formulas acima, Bl = F(d) - F(c) , B2= F{=b)-

- F{-a), o que permite-nos dizer que 0S seis arcos acima for-

mam uma curva de Jordan simples.

A
Iy
F{d)
D iry,
F(a)-— BZ ;7--"—--“‘-_-“---'---_'—__--_-__’7‘,
I 'l
#’f/// ! X
- : :
—-a -b ! X
H b "
S/ a

L{:____‘F(—a)
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Lema 2.a

Seja m(t) uma fungao continﬁa na reta tal que
0 r < m{t) < M
Entdo a equagao
z = z(m(t) - z) (7)
tem uma solugao z(t) definida no eixo real de modo que

r < z{(t) <M para todo t

Demonstragao

Sejam (tn) uma sequéncia de numeros reais que con-—

verge para - e (zn) uma sequéncia de nimeros reis tal que

r -
2z, (&) ¢ M

Entao as fungoes

t
z_(t) = =z (t) exp (ft m(s) ds)
n

1+ z_ (&) [T exp (f° m(e) de ) ds
+ 0 !

n
n=1,2,..., sac solugaes da equagéo considerada satisfazendo

L £y <M, t z.tn , n= 1,2,...

Segue que a sequéncia de solugoes fz (£)} é unifor
memente limitada e equicontinua em qualquer conjunto do tipo
|t0,+w ) .POrtanto podemos extrair uma subsequéncia gque conver-
ge (uniformemente em qualquer intervalo finito)} para a solugao
z(t) de (7). .

Como r _ z_ (t) _'M entao r _ z(t) _ M e segue o lemay,

Teorema 2.F
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Se as condigoes (i) até (v) estao satisfeitas entao
a equagao (5) tem uma (Gnica solugao quase periddica cuja deri-
vada & também quase periddica de modo gque (x(t),%X(t)) esta em D,

t em R.

Demonstracac

Decorrerd das seqguinteg consideragoes que cada um /
dos sistemas (6) possui uma Unica solugao quase periddica com
grafico em D.

Mostremos primeiramente que uma solugao arbitraria
de (6) gue passa num ponto de D nao pode deixa-lo.

Num ponto arbitrario do arco de curva Ly s (x,F{x)+
+ Bl) ; & < %X < ¢, a trajetdria do sistema (6) tem declivida-

de:

Ay =y = —olx) + k nlk) < -gl-al + k <
dx = x By B,

< =g(za) + min {B, fix) + g(~a), By f{x) - gld)}< £(x) = F'(x)
By
e F'{x) & a declividade de rq-
Entao a declividade desta trajetoria & menor que a de
Pl no mesmo ponto arbitrario dg Fl. Desde que i=y—F(x)=Bi>U em
Pl , a trajetdoria congiderada entra em D guando t cresce.
Num ponto arbitrario de Ty s {(x,F{d}}, c<x<d , a tra

jetdria do sistema {6) tem declividade:

dy = -g({x) + k plt} < -g{c) + k =0
dx F(d) - F(x) F{d)-rix)

A declividade em T, & y'=0
Loge a declividade da trajetdria & menor que a de T2.
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no mesmo ponfo.

Desde qua x = F{d) - F(x)>0, para c<x<d , em r2 ‘
a trajetdria entra em D quando t cesce.

No ponto {(c¢,F(d}),

-

vy = =g(c) + kp(t) = -k + k p(t) < 0 e x = F(d)~F(c)= By;>0 /

(assim x cresce quandoc o tempc cresce).

BEntao a trajetdria que passa por este ponto entra
em D ou & tangente a reta y= F(d). Notemos que em volta do -
ponto (c,F(d})) de D e para a reta x=¢ , § & negativo. Portan
to a trajetdria deve entrar em D.

No peonte (d4,F(d)}) temos:
y = -g(d) + k p(t) <-g(c) + k p(t) < 0

Como resultado, a trajetdria que passa por este pon
to & tangente a reta x=d . Desde que y<F(x) sob a curva vy=F{x)
isto significa que num ponto de D, abaixo da reta mencionada,
¥ = y= Fiv}a0

Assim a trajetdria deverd entrar em D guando t creg
ce.

Um arqumento semelhante pode ser aplicado para pon
tos de I, para os quais r(d) - By sy <F (d) desde gue nesses
pontos x= y-F(x)<o (isto &, =g decresge com otempo).

De maneira analoga as outras partes da fronteira de
D podem ser discutidas como feito acima.

Portanto, toda trajetOria que cortar a fronteira de
D deve entrar em D e assim para t _ t, , esta trajetoria sem-
pre estard em D. Pelo tecrema l.A , cada sistema (6) , tem uma
solucac definida para t emR de modo que o grafico estd contido
em D.

Mostremos que cada sistema {(6) tem uma solugac com
tal propriedade.

Senao Véjamos, sejam (x{t), y(t)) (X(t), ¥(£)), t
em R, duas solugoes “distintas de (6) com grafico em D. '
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Do teorema de unicidade obtemos: (x(t) , y{t))'% (X(t},¥(t))
para todo t,

Colocando:

u(t)= x(t) - T{t) ,
vit)= y(t) - ¥({t)

~

Obtemos:

ua=v -mnm (X,u) u ;

v = -h (Efu‘)
onde
TP (Rtu) - F(R) , u # 0
u
m{x,u) =
£ (%) s u=o0
.
g (R+u) - g(E) : u #0
1
h(%,u) =
g' (X)

Segue imediatamente que r < m(¥,u) < M, sendo M um
0 .

A

nimerc tal que £(X(t)) < M , t em R, e h(¥,u)

Para m(t)= m(¥,u), a equacaoc (7) tem solugao z(t)

definida em R tal qgque r < z(t) < M (lema 2,a)

Considere a funcgao:

Vit) = (v2 + (v-zu)}l/?

onde z(t) & a solugao especificada acima.

Desde que (ul(t), v(t)) # (0,0} para t em R temos
V>0 para todo t. |

Observe que V & limitada na reta pois u,v e z o 530.

Tntao:
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V=2 (22 ~h) uv - 2{2z2 — h) u2 - z v2 =
1/2 '

{(v2 + (v - zu)?}

=2 gquv - pul- z y2
1/2

(v2 + (v = zﬁ)z}

onde q =22 ~-h ,

p =2z (22 - h)

g2 - pz = -h (22 - h)
Entao

VV = 2 quv ~ pu - zvZ =

= -z [(v-qa/zui?+ (pz - g? ) u?]

22 |

Observemos gue pz ~ q2 = h(z% -~ h} > 0 pois h & ma

jorado por g' e 2% > r%> B » g' e a igualdade de sinal so se

verifica se e somente se h=0, isto &, X=u=0. Logo vV<0.
Como V>0, entdo V<0 para t. Assim V2 & uma fungdo
de £, limitada e estritamente decrescente. Consequentemente

Vesv,?2 , 0 <V

0 <w para tor-e

0
Mas V2+VO

uma sequancia {£), T+-» tal que VV>0 nessa sequénecia. Em caso

2 #0 quando t+-» implica na existéncia de

contrario teriamos Vv < - 1<0 ﬁara t < t; o que implicaria que
Vis+w para to-« . De fato, como V2+V02 #0 existe um intervalo
(-=,t)) tal que V2 (t) > >0 para t em (-=,t;) o que implica pa

ra (u,v) longe do (0,0) teriamos vy < 1<0. Assim para t < tl

VZ(t) = VZ(a) +fy V(s) V(s) ds » V2(t) + 1 (¢

- t.) e quando
1 1

1

t_)'_oo ! V2++m .

Entao:
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VWD = -~z (E) [(v(B) - @) u (D)2 +
7 (£)

+(p®E) z2(®) + q@®2) u®?Z]+0
z (E) 2

gquando ETr-e .
Logo

[?(E) - g(t) u(%)]+0 e p(t) z(E) - g(T)2+0
z (£)

quando t+-« desde que z (%) > r>0 . Mas isso s0 acontece se e

somente se u({t)»0 e v{(t)»0 guando t+—« ou

v(E) - qE) uw (5)]+0 e p® 2@ - g(B)2= h(D) (z2(t)2-
z{t)

-~ h(£))+0 quando t+—« .

Se u»0 e v»0 , entdo V+0 nesta sequéncia, o gque &

incompativel com v24v02 #0.

Se h(z2 ~ h)+0 nessa sequéncia, segque que h+0 des-

de que (z? - h > r2 - B>0).

Supondo que u{t) nac tende a zero, entao existe u-
ma subsequéncia (El) onde u-+u, #0 . POdemos assumir, sem per-
da de generalidade, que nessa subsequéncia E+§0 . Porgue h(x,u)
& continua, h+h{§0,ﬁ0) nesta subsequéncia. Desde gue h#0 para

uO#O, temos uma contradigae. Isto significa que u(t)-»0 e des-

de que Vv {(E)»0 entac v(E)=+0 e V{(E)>0

Como ja vimos isto contradiz o fato de V2+V02 #0
gquando tr-= |

Portanto cada sistema (6) tem uma Gnica solugao /
definida para t em R com grafico em D,isto &, cada um dos sisg
tema (6) tem uma Unica solugio separada em D.

Pelo teorema 1.B cada sistema (6) tem uma Qnica so-
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lugdo guase periddica com grafico em D. Em particular, a equa-
cao {5) tem uma Gnica solugao quase periddica, -junto com sua /

derivada, de modo que (x(t), ::{(t)) estda em D, t em R/y
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