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SUMMARY

In this thesis, we present two new characterizations of geometric
distribution by using the order statistics and constant regression property.

For this purpose, we consider a random sample of sizen , n » 2,
drawn from the distribution of a discrete randam variable with the set of
possible values of which as { 0,1,2,... } and their corresponding order /

statistics as

£Y, Seur €
e, Y

We define two statistics

n
- 1 T (Y. - Y ) , 1g kg n-1
% ikl
n-k
and
1 k-1
Wk = b (Yk - ¥.) ; 2¢ k€ n
k-1 i=

and we characterize the geometric distribution by the following properties :

E{z /Y=, Yt ¥ >y] = 8 . d.C.

for some arbitrarily fixed@ k, m, lf k¢ n-1 , k§m<n



it

or

E[W /Y <y, Y=y, ¥, =¥y ] = B8 /d.C.

for some arbitrarily fixed k , m, 2¢ k¢n , 2¢mgk

where B > 1 1is a constant and y is a non-negative integer.

The main idias used to demonstrate our results are the conditional
expectation and permutations, which are parallel to that used in the paper of
Wang and Srivastava (1980) referring a characterization of the exponencial and
related distributicns by linear regression.

The presentation of this work is divided in three chapters.

Chapter 1 contains the presentation of earlier work on characterizing
the geometric distribution using order statistics and the principle idias and
technique which motivates this study.

Chapter 2 presents the basic definitions, notations and lemmas which
are necessary for development of our characterizations.

Finally, in the chapter 3, we conclude our work, presenting two /
principles theorems regardind the characterization of the geometric distribution

and some special cases as well as their proofs.
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SIMARTO

A proposta desta tese & a apresentacao de duas novas caracteriza
coes da distribuicao geométrica, através de estatisticas de ordem e da proprie
dade de regressac oconstante.

Para isso, consideraremos, inicialmente, uma amostra aleatoria de
tamanho n, n » 2 , de uma variavel aleatOria discreta, nao degenerada, que /
assume apenas os valores inteiros, nao negativos, bem como suas corresponden

tes estatisticas de ordem, isto &,

1 n
Zk= — % (Yi-Yk) ; 1g kg n-1
n-k i=k+1
1 k-1
W, =—-— z (Y, — Y.) r 26 kg n
k x - 1 i= k i

e baseados nas sequintes hipoteses



para algum k e m , fixos e arbitrarios, tais que 1< k¢ n-1 , k¢ men
ou
E[ W, / Yo S ¥ Y Y, NSy | = 8 , q.c.

para algum k e m , fixos e arbitrarios, tais que 2< ks n, 2¢ mg k
onde B > 1 & uma constante e y & um inteiro nao negativo,

procuraremos caracterizar a distribuicac geométrica.

A ideia que serd utilizada para a demonstracao desses resultados
esta fundamentada , basicamente, no emprego da esperanga condicional e permu
tagoes, sendo paralela adquela desenvolvida por Wang e Srivastava (1980), no
trabalho referente & caracterizacao da distribuicdo exponencial e algumas /
distribuicoes relacionadas, através de regressao linear.

A apresentagao deste nosso trabalho se encontra dividida em 3
capitulos,

O capitulo 1 , nos da uma idéia geral scbre alguns trabalhos execu
tados até o presente momento, referentes a caracterizacao da distribuicao /
gecmétrica pelo uso de estatisticas de ordem. Contém ainda, as id€ias princi
pais que motivaram a realizacao deste nosso estudo, bem camo a descrigao das
teécnicas basicas que serao por nos utilizadas.

No capitulo 2, encontraremos algumas definigdes, notacoes e resul
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tados essencials ao desenvolvimento de nossas caracterizagdes.

Finalmente, no capitulo 3, concluirems o nosso trabalho, apresen
tando os dois teoremas principais da caracterizagao da distribuic@o geamétrica
e alquns casos especiais decorrentes destes teoremas, bem como suas respectivas

demonstragoes.



CAPTTULO 1

-

INTRODUGAO

Muitos estudos j& foram desenvolvidos cam referéncia & caracteri
zagao da distribuicdo geométrica utilizando-se certas propriedades de estatis

ticas de ordam. Fergunson (1965) provou o sequinte teorema :

TEORERMA 1.1. Sejam X e Y duas variaveis aleatOrias independentes, dis

cretas e nao degeneradas. Fntaoc U = Min(X,Y) e V = X-Y s3o independentes
se, e somente se, X e Y tem distribuicao geométrica com oS mesmos parametros

de escala e locagao.
Gupta {1970) estabeleceu o sequinte resultado :

TEOREMA 1,2. Sejam Xir Xor wee y X variaveis aleatOrias discretas, inde

pendentes e identicamente distribuidas e sejam Yl § €. £ ¥ as corres

pondentes estatisticas de ordem. Entao a independéncia de L Yj e Y,
para alguma tripla i,j,k, com 1< i€ j< k¢ n, caracteriza a distribuigao

geométrica,

Srivastava (1974) mostrou que se tomarmos uma amostra aleatdria
de tamanho n, n » 2, de uma populagac cuja distribuicao & a mesma que a de
uma variavel aleatoOria discreta X, nao limitada, cujo suporte € ¢ conjunto

{ o+pi, i=1,2,... , B#0 }, os eventos { YfY2=...=Yn} e { Yl} Serao



independentes, se e samente se, a distribuicao de X for geométrica.

Motivado por esse resultado de Srivastava, Galambos (1975) canse
guiu estende-lo cansiderando o caso em que o conjunto dos possiveis valores
de X ({finitc cu infinito) pode ser arranjado numa sequéncia crescente, isto
&, ele nao precisa ser necessariamente da forma { o+Bi , i=1,2,..., B #0 L.

Recentemente, El-Neweihi e Govindarajulu (1979) caracterizaram

a distribuicao geométrica usando :

i}  a independéncia dos eventos { Yl} e { Y=Y } , para algum kX, fixo e

1

arbitrario, 2< k< n.

ii) aindependénciadoseventos{Yl} e{Yz—Y eB},onde B=1{m}

1

ou B= {mmtl,... } , m3» 1, inteiro positivo, fixo e arbitrario.

0 proprio Govindarajulu (1980) generalizou os resultados dados
acima e alguns outros cbtidos por Fergunson [(1965) e (1967)] .

Wang e Srivastava (1980) tambem demonstraram dois teoremas muito
interessantes, referentes 3 caracterizacao da distribuicac exponencial, e que
nos serviram de base para o desenvolvimento inicial de nosso trabalho. Eles

provaram o seguinte :

Sejam X X, 03 2, uma amostra aleatdria de uma popu

l.l' le‘ L r
lacao cuja funcac distribuicac é F, , continua , e sejam ¥, € ¥,< .Y
as correspondentes estatisticas de ordem. Sejam , também, as sequintes estatisg

ticas



n
(1.1.) 5, = —— I (3, - %) , ls ks n-l
n-k i+l t
1 k-1
(1.2.) = I (¥, -Y) , 2<k<n
T N T R

Entao

TEOREMA 1.3. Suponha que FX seja continua com primeire momento finito. Entao

para algum %k, 1< kg n-1

(1.3.) Blg /vy, =y] = 8 ,qec @

onde B > 0 & uma constante, se e samente se, F, tem a forma

- % ( x -1

(l.4o) FX(X) =1 =~ = ' X}u)m

TEOREMA 1.4. Suporha que F, seja continua cam primeiro momento finito, Entao,

para algum k, 2¢ k€ n

(1.5.) E EWk/Yk=y] = B , q.c. (dF)

onde B > 0 & uma constante, se e somente se, a distribuicao de =X tem a forma

(1.4.).



Sabendo-se que a distribuicao geométrica guarda uma Intima rela
cao caom a distribuicac exponencial, com propriedades analogas para o caso /
discreto, poderia ser questionado se a distribui¢ac geometrica nao poderia
ser caracterizada atraves de regressac constante e de suas estatisticas de
ordem, assim como ocorre com a distribuigac expanencial.

Neste trabalho nds nos propomos a responder, parcialmente, esta
pergunta.

A idéia utilizada para a demonstracac de nossos resultados € pa
ralela a empregada por Wang e Srivastava (1980).

Tnicialmente, nds iremos considerar Xis Xy een p X, 03 2,
varidveis aleatdrias discretas, nac degeneradas, independentes e identicamente
distribuidas, e com funcao distribuicac comum F,. Consideraremos, entdo, as

X

suas correspondentes estatisticas de ordem Yl £ Yz.g el Yrl e as estatisti

cag dadas com em {l1.1.) e (1.2.), e provaremos que

(1.6.) Elz /Y=, Y= Y > v] = 8 ; g.C.

para algun k e m, fixos e arbitrérics, tais que 1< k¢ n~-1 , ks m< n ,

se e somente se, a distribuicac de X & geamétrica , como também
(1.7.) BELW /Y <y, Y, 4| = B ,q.c

para algun k e m, fixos e arbitrarics, tais que 2< k€ n, 2¢mk , see

somente se, a distribuigao de ~X & geométrica, sendo que, em ambos 0s casos

* g.c. (dF) = quase certamente em distribuicdo.



L>1 e um constante e y & um intejro nio negativo, fixo.

Para a demonstragao desses resultados empregamos uma tecnica que
se fundamenta, principalmente, na decamposicao dos conjuntos {Yk=y,Ym=y,Ym+l> v}
e {Ym__l < y,Ym=y,Yk=y} numa sequencia finita de conjuntos disjuntos A o (x) § (mr)
e Ac (m-1)6 () respectivamente , onde 0g rg¢ k-1, k-mtlg s¢ n-m+l , e que defi
nem alguma permutacac especifica das varidveis aleatdrias X -..X - Desta forma,
em vez de consideranmos E [Zk / Yk=y,Ym=y,Y L >y ] nos consideraremos
E [_Zk / Ac (x) & (m-r) | para cada AU (r)§ (mez) ’ O que acarretara maior facilida

de na resolugao de nosso problema, uma vez que obteremos a seguinte relagio :

n-m

T E L(Xn-y) /%> ¥ |=8 ., a.c.

(1.8.) Elz /Y=y Y=yY >v] =

Calculando-se, entao, o lado direito de (1.8.) nds chegaremos a se

guinte equacao de diferengas finitas de primeira ordem :

o -1 1
(1.9.) FX{y+l) - (———) Fx(y) = —
o +4
onde o = n-k ) B . o > 1
n-nm

que resolvida, de acordo com algumas condigoes iniciais e algumas propriedades da

funcao densidade de probabilidade e da funcao distribuicdo, nos dard a seguinte

solucao para Foly) :



v+l

(1.10.) Fy) = 1- (0‘ - 1) v e {0,1,2,...)
(92

ou seja, chegaremos a canclusao que X tem distribuicac geométrica cam pardme
tro o - 1 y o >1,
o

O resultado referente a W, sera provado pelo mesmo processo, ou
seja, pela decarposigao do conjunto {Yﬁrl< y,Ym=y,Yk=y} nos conjuntos

Ab(nrl)é(s) s hos teremos a relagao :

- : m-1 -
(1.11.) E[W/Y <vY=yy] = — E[ v-X) / X<y] =8 .q.c

que também nos fornecerd uma equagao de diferencas finitas de primeira ordem ,
que resolvida determinard a fungao distribuigao F_, .
Em ambos os casos, a prova da condigdo necessaria, serd feita por
calculo direto.
Além destes resultados, nos discutiremos no final de nosso traba

lho, alguns casos especiais interessantes, referentes as nossas caracterizagoes

da distribuicao geometrica.



CAPITULIO 2

NOTACCES, DEFINIGOES E PROPRIEDADES BASICAS

Neste caplitulo, apresentaremos algumas definigoes e notagdes que
serdo utilizadas no decorrer deste trabalho e as propriedades basicas que /

serac necessarias, sendo que algumas delas serac demonstradas.

2.1, DEFINIGOES E NOTACOES

Tnicialmente vamos apresentar algumas definicoes.

DEFINIGAC 2.1.1. Seja X uma variavel aleatdria discreta cujo suporte & o

conjunto { 0,1,2,... } ., Dizemos que X tem distribuicao gecmétrica com papé
metro (1L - g ), 0 <g<l, se a funcao distribuicao FX(X) e da sequinte /
forma

(2,1.1.) P (x) = Plxgx] = 1-qg , x=0,1,2,...

= 0 , caso contriario

DEFINICAD 2.1,2. Sejam Xio Xy ven s X variaveis aleatorias independentes

e identicamente distribuidas, com fungao distribuicao comm FX . As Xi .
1
i=l,...,n, ordenadas em ordem crescente sao chamadas estatisticas de ordem da

amostra selecionada e sac representadas por



(2.1.2.) Y

onde Y, denota a k-&sima estatIstica de ordem da amostra aleatOria de tama

nho n, (n 2 2, inteiro) selecianada.

As proximas notagoes que seguem sao relativas 3 técnica que sera por

nds utilizada na demonstracao das caracterizacoes da distribuicao geométrica.

NOTACAQ 2.1.1. Sejam r e s dois nimeros inteiros tais que 0¢ r< n, O¢ s< n.

Consideraremos entao :

o{r) um subconjunto de tamanho r do conjunto { 1,2,...,n } , isto &

alxy € {1,2,...,n}

8(s) um subconjunto de tammhe s do canjunto { 1,2,...,n } , isto &

§(s) €{ 1,2,...,n}

Denotaremos por 0 (r) o seguinte conjunto

GO(r) ={12,..., %1}



e por :Sr(s) o0 conjunto

Gr(s) = { r+l,x4+2,...,v+s }

NOTACAD 2.1.2, Para o(r}Nd{s) = @ , onde 0¢ x5 k-1 , k-r¢ s¢ n—r ,

e 1< k¢ n & fixo e arbitrario, e para y inteiro ndo negativo fixo, denotare

mos por AU{r)tS(s) o conjunto ;

X, <y , jealr)
2rr)d(s) = o (Xys e s X) X, =y ,3e6(s)

X. >y . 3 € olr)us(s)

Para que possamos ter uma melhor visualizagao da formacao desses con

juntos, apresentaremos o sequinte exemplo :

EXFMPTO 2.1.1. Sejam Xl, Xy X3, Xqr variaveis aleatOrias independentes e

identicamente distribuidas ; n=4 , k=3,

Ent3o temos que 05 r¢ 2 e para cada r tomado teremos a sequinte variacio
de s

para r=0 , 3 &s ¢4

para =1 , 2 s <3

para r=2 , 1 gs 2
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Desta forma teremos que tamar todos os conjuntos o(r) de tamanhos

0,1 e 2, e todos os conjuntos  6(s) de tamanhos 1,2,3 e 4.

Os conjuntos tomados sac os seguintes :

g(0) = @

U(l)(l} ={1) 0(2}(1) ={ 2} 0[3)(1) ={ 31 6(4)(1) ={ 4}
0(1)(2) = {1,2} 0(2)(2) = {1,3} 0(3)(2) = {1,4} 0(4)(13 = {2,3}
U = ]

6{1)(1) ={11} 6(2}{11 ={2] 6(3}(1) ={ 3} 6(4)(1) =1{4 }
6(1](2) = {1,2} 6(2)(2) = {1,3} 6(3)(2) = {1,4} 6(4)(2] = {2,3}
5(1) (3y =1{1,2,3} 6(2) (3) = 1{1,2,4} 6(3} (3) =1{1,3,4} 5(4) (3)={ 2,3,4}
4y = {1,2,3,4}

Entaoc construiremos cos seguintes canjuntos disjuntos
A _ . - - -

0(0)‘5(1) (3} - \{ (Xer21x3rx4) . Xl = ¥y X2H— Yo X3'" Y X4 >Y }

A _
0(0)5(2) (3} = { (XI,XZ,X3,X4) : Xl =vy, ){2 =y, X3> v, X4 =y }



A
o(0)8 4y (3)

A
5(0)8 4, (3)
A 5(0)6(4)

A

o1 (2)

)(1}6{4)

(1)8 ., (2)

A
%) 0 5)

)(1)6 (2)

(1 (6)

By ()8

2) (2)

(2}

By (1S

2) P83 @

A

0(2)(1]6(6)(2)

A
o} 3)(1)63 (2)

(L)

A
0(3)(1)6(3){2}

A

Ay RYCILINNGE)

(1)

Ay (1)8

(a) P8 2

A
0(4)(1)5(4)(2)

Il

( )

X Xy Xy X

( )

Xl o 3,X

(X 1%y %y

(xl'XZ'XB'X )

(lex2rx3rx4]

(X x4)

llle'XBf

XX, )

(X Xzf 3!‘

(X )

115183 %y

(B, 1%y Ky X,)

(Xl’XZ'XB'XQ)

(Xl,X2 X3 X4]

(X X X Xq)

(X )

1! 2! 3!X

( )

Xl 2’ 3'X

(X X,)

1!’ 2! 3!

X ,Xq)' :

+ X, =V,

r X = v,

: X TV

: X, =¥y,

>V

it

11

Y,

Y

Y.

Y,

Y.

Yr

Y,

¥

Ye

Y.

Y

b
I

et
Il

Yy

Y

Y.

Yr

Y:

Y

Y,

Y.

Y

Y

Y.

Y,

Y.

Y

Y.

X, =y}
X =Y }
X, =y}
Xy > ¥ }
X, =y}
X, =Yy }
X4 >y
Xﬂ =y }
X, =y 1
Xg >Y }
X4 =y }
X, =¥ }
X,< ¥}
X, <y}
X4 <y}

11



A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

1) P &gy )
Oiz)(l)5(3)(3)
%3) (1) 3zy 3)
"y 1 4y )
%) @) Oy )
% @ gy O
%) (2) &gy (1
%2y (2 §(gy 1)
%3y (21 9y (1)
5y () 83y ()
%a) @ o1y D

0(4) (2} 5(4) (1)

(2} 51

( )(1)

%59

8
%6)(2} (l)(l)

3
“6) ) gy )

) @ %) 2

~—

X, X}

(X)X 1%, %y

(xl,xz,x3,x4)
(xl,xz,x3,x4)
(Xpe¥orX3eXy)
(%,%,,%5,%,)

(Xl,xz,x3,x4J

X))

(X,,X ,X3, A

1772

(X1'X2'X3*X4)

(X) 1%y 1%5,%y)

(Xl'XZ'XB,’Xrl)

(Xl, X2 ' X3,

Xq)
(xl,xz,XB,x4)

(xl,xz,XB,x4)
(xl,xz,x3,x4)
(Xl'xz'x3fx4)

(Xllxz !X3JX4)

(Xl!X2!X3:X4)

Xl< Y4

X < Yy
Ry < Yo
ch Yo
X < ¥r
Xl“' Y

Xl ZYJ

X1> Y

X, < Yo

Y

= ¥

= Y

Y,

Y.

Y

Y.

Yr

Y.

Y.

Y

Yo

= ¥r

Yr

= ¥,

Y

Yo

YH'

Yo

Yr

.y'

Y,

Yo

Y

Yy

12

Y}

y 1

Y}

Y}

Y }

Y }

Y S

Y}

v}

Y}

vyl

Y}

y}

¥}



Ay

(2)(2J5(5)(2}

A

O3y 219

4y &

Ay

(4){2J6

(3)(2}

A
0(5)(2)6(2)(2)

A
0(6)(1)6(1)(2)

Neste exemplo, cam n=4 e k=3, € interessante notar

e s fixos temps

() (

canjuntos disjuntos Ao(r)ﬁ(s)

1
X
r=0

conjuntos disjuntos AU

n-r
s

4-r
I
=

=3~1

{ {xl,xz,x3,x4)

{ (xl,x ,X3,X4)

{ (xl,X2,x3,x4}

) = ()

)

(r1d (s)

L <Y Xy =y,

Xl < ¥, X2
X =Y, X2
Xl =Y, X2
2TV

1

il

; @ que no total temos

Ye

Y.

Y.

Y,

X3 <y, X

e
| 9%}
I
S
>
i
A
L

que para cada r

13
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2.2. DPROPRIEDADES BESICAS

Apresentaremos, agora, algumas propriedades da distribuicao geamétrica
e alguns Lemas que utilizaremos no desenvolvimento das demonstragoes dos teore

mas do capitulo 3.

LFIMA 2.2.1. Sejam X % duas variaveis aleatOrias independentes e identica

mente distribuidas, com fungao densidade de probabilidade dada por :

(2.2.1.) P[x=% | = p° - ., k=0,1,2,... , 0<p<l

isto &, X, e X, tem distribuigao geométrica com parametro (1-p).

Entao, ¥, e Y,-Y; sao independentes.

PROVA

Temos que para n,t inteiros tais que n> 0, 2 0

=n, Y.=t ]

(2.2.2.) P L.Y2 - Y 1

1

il

P[H%,%mﬂ] + P[ﬁm%,%%]

2p[x = t, X, = n+t |

2

2 pt (-p) PP (1p)

il

n+2t

=2p (1-p)°

It

P ¥,-Y, = n] Py, =t ]



pois

(2.2.3.)

{2.2.4.)

]

Il

15

[y, - Y, =n ]
P [Xl=i, x2:n+i] + P [xl=n+1, X2=i_]
1=0
2 I P [ %=1, Xy= ni ]
i=0
2 T P[Xl=i] Pl %)= nti ]
i=0
2 i i
2 @p° Pz opt
i=0
2 (1—p)2 pn 1
1- p2
[v=t ]
Ply,>t] - PlY) > ]
PLX, >t.%,>t] - P[X >tl,X >t ]
2t 242
P2t (1-p%)



Considerando-se , agora, o casc em que n=0 e 130, teremos

(2.2.5.)

pois

(2.2.6.)

(2.2.7.

I
T
=
+
5
T
N

2 1
- E PLX1=X2=1]
l_.
2 ® 21
= (l-p} z P *
1=
- (l—p)2 1
1l - p2
2t 2
) PlY=t] = p° (1-p°

16
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Portanto, de (2.2.2,) e {2.2,5.) podemos concluir , imediatamente,
que Y, - Y, e Y sao independentes .
LRMA 2.2.2. Se G(i) =P[ X ] =gt , i=1,2,... , 0<g< 1, isto @
X tem distribuicac geométrica com parametro  (l-q) , entao

i) Os eventos {Yl} e {Yk+l -

todo k (1€ k€« n-1) e todo m > 1.

Y, > m} sa@o mutuamente independentes para

Y,

e =T sao mutuamente independentes para

ii} Os eventos {Yl} e {Yk+1 -

todo k, (1€ k¢ n-1) e todo m 2 0.

NOs nao demonstraremos aqui, este resultado , mas a sua prova pedera

ser encontrada no artigo de Govindarajulu (1980).

Motivados pelos resultados apresentados nos dois lemas anteriores e
pelo trabalho desenvolvido por Wang e Srivastava (1980) com relagao a carac
terizacdo da distribuicdo exponencial através da propriedade de regressao cons
tante de algumas estatisticas, que sao fungoes de diferencas de estatisticas

de ordem, nOs definimos

(2.2.8.) d, = Y, - Y, , 0g ig n-l

:

e procuramos estudar se a distribuigao geométrica poderia, também, ser caracte
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rizada através da propriedade de regressac constante de estatisticas que
fossem fungces das diferencas 4.

O nosso trabalho responderd, parcialmente, esta questao.

I 2.2.3. Para k, m fixos e tais que 1gkgnl , kgm<n, os

conjuntos A 0grgk-1, onde o{r)N&émr) = @ , sao dis

o(r)d{m-r) *

juntos e para y inteiro nao negativo, fixo, tem-se que :

(2.2.9.) { ¢ =y, ¥ =y, ¥ >y} = U U A
k20 'm =t Tmil r 6,8  olr)é(mr)

Para uma melhor visualizacac deste resultado, basta clharmos o exem

plo 2.1.1., apresentadc anteriormente.

n n-r
Podemos verificar também gue para cada r fixo, existem (r) (m-r
conjuntos disjuntos Ag(r) 8 (mer) que sac equiprovaveis, pois as variaveis

Xj’ j=1,...,n sdao independentes e identicamente distribuidas , e podemos ver

que

(2.2.10.) P [ Ao(r)é(m—r) J P [— Aoo(r}dr(m-—r) ]
Vamos denotar

(2.2.11.) P = p[a

v, (1) Gr (m-1) J

%
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Desta forma , poderemos estabelecer o seguinte Lema :

LEMA 2.2.4.

r,mrr

P A ysmr) 7 %Y Y Y® v]

-Z-‘—'O ( )(Il'r'l) _l m-i }

onde 1< kg n~1, k¢ m<n € Py mi T P[Ao ()8, (m-1)
’ N i

PROVA
Pelo Lama 2.2.3. temos que
{Yk:y, Yrn:y’ Ym+1> yl = U U Acs(;r:)r‘:?(lrn—r)
r d,8
Entao
(2.2.12.) P { Yk‘y, Y =, Yoy }
=P{ U U Asmen



k-1 ]
= z z

Ik Pl )

k-1 )
= I r pfA

=0 o,6 % (x) 6r (mr)
_ Sy ner

1_;0 (r)(m—r) pr,m—r

k-1 .

= I ()G P

Desta forma teremos que

P LA ysmr 7 %Y V¥ Yoo > ¥ ]

P LA s NE % Ymv, ¥ 0> v 1]

P L 2y (rystmer) -

PL Y=y, Y=y, ¥, >v!

20
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Pl Aoo (r)§_(mr) ]

p { vy, Y=y, Y, >y )

pr,,m—r

k~1 s i
¢z \1>(m—1) pi,lTl"'i )

i=0

IFMA 2.2.35. Para k, m fixos e tais que 2< kg n, 2¢< mg Xk , 08 conjuntos

y kemtl< s¢ n-m+l , onde o(m1)N S(s) g , sac disjuntos,

il

A5 m=1) 6 (s)

e para y inteiro nao negativo , fixo, tem-se que :

(2.2.13.) { ¥ <y, Y=y, ¥,=y} = U U A
-1 m k s a,6 g{m=1) 6 (s)

Este resultado pode ser visualizado no exemplo 2.1.1., apresentado

anteriormente.

n n-mtl
Podemos verificar também que para cada s fixo, existem (m—l)( S )

oonjuntos disjuntos A ) que sao equiprovaveis, pois as variaveis alea

om-1) &(s
torias Xj’ j=1,...,n, sao independentes e identicamente distribuidas e pode

mos ver tambem que
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(2.2.14.) P [AO'(_Iﬂ-l)(S(S)J = P [AUO(IIP"]-)Gm_l(S)'J
Denotarenos
(2.2.15.) Pre1,s T P LA menys  (s) )

Desta forma, poderemos estabelecer o sequinte Lema ;

LEMA 2.2.6.

_ prn-l g
PLA 16 (s) Ye1€ ¥r Y %> = i
n—-m+1
n n—rd-1
( i=]zc-—mi-l(m_l)( i ) P-1,i )

onde 2<keén, 2 m k e D = p[a ]
m1,i 9y (1) Gm—l (1)

PROVA

Pelo lema 2.2.5. temos que

{Yy <y, ¥=y, Y=y} = U U A
m=-1 ma k s o8 of{m-1)8(s)



{(2.2.16.) P { Ym-l <y, szy' Yk=y }
= P{U U A }
g 0,5 0(1’[’!‘1}6{5)
n-m+l
= b) r P

s=k-mt+l o,8 [Ac(m'llﬁ(s) ]

n-m+1 [ ]
= z L P | A
sk-mtl  0rd 9, (m1)8 . (s)

n-m+l

- sik-m+l (Iﬂr-ll) (H—I:“l> P2 -
n-m+l _
B ifj_k_ml (n:l) (n Tl> Pro1,i

Desta forma teremos que :

P [Ac(m—l)é(S) / Ym-l< Y Y_m=y, Yk:y ]

P LA 1y Y€ Ve Yo Byt

P{Y <y, Y=y, 5y}



P LA D ss) -

P { Vo <Y Y Yy }

P [Aoo (m1)6__, (s) ]

PlY . <y Y=y, V!

ml,s

n=m+1

IR~ (1) (n—rinﬂ) 1,1 )

24
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CAPITULO 3

CARACTERIZACOES DA DISTRIBUICAO GEOMETRICA

A proposta deste capitulo € a apresentacao dos dois teoremas fun
damentais que permitem as caracterizagoes da distribuigao gecmétrica e de al
guns casos especiais decorrentes destes teoremas, A idéia utilizada para a
demonstracao destes teoremas & paralela a utilizada.por Wang e Srivastava
(1980}, scbre uma caracterizagao da distribuigao exponencial e algumas dis
tribuigoes relacionadas atraves de regressao linear, e baseia-se, principal

mente , no uso de esperanca condicional e permutacoes.

3.1.  INTRODUCRO

Se-jam le X2, cee g Xn e amostra aleatoria de tamanho n, n > 2, de
uma varidvel aleatdria cuja fungdo distribuigac € Fy(x) , onde X & uma varid
vel aleatdria discreta, nao degenerada, cujo suporte & o conjunto { 0,1,2,...}
e sedam

£ £ ..- .
Yl Y2 Yn

LS8

as correspondentes estatisticas de ordem.

Consideremos a fungao distribuicgao :

(3.1.1)  F00 = 1 - g, x=0,1,2,...

= 0 ,  ©€aso contrario

onde 0<g<l e (l1-gq) &o pardmetro da distribuicao de X.
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Definamps , entdc, as seguintes estatisticas :

1 n
b} (v, - Yk} , 1< k¢ n~1
n=-k i=k+l

I

(3.1.2.} Zk

{3.1.3.) W, = z (Y

Un dos resultados apresentados por Wang e Srivastava (1980) refere-se
a caracterizagao da distribuicao exponencial que & feita baseada nas estatis
ticas ( 3.1.2.) e (3.1.3.) para o caso em que Fy € continua e no fato dessas
estatisticas terem regressao constante scbre um conjunto apropriado.

Tendo-se em vista, a grande semelhanga existente entre as distribuicCes
exponencial e geamétrica, motivados pelo trabalho executado por Wang e Srivas
tava (1980) resoclvemos investigar com mais profundidade se a distribuicao geo
métrica nao poderia, também, ser caracterizada atraves de estatisticas conve-

nientes que possuissem a propriedade de regressao constante sobre um conjunto

adequadamente escolhido.
3.2, CARACTFRIZACOES DA DISTRIBUICAO GEOMETRICA

Nesta secgac apresentaremos os dois teoremas fundamentais das caracteri

zactes da distribuicdo geomStrica e as suas respectivas demonstragces.

TEOREMA 3.2.1.  Seja F(x) a fungao distribuigao de uma variavel aleatdria X,

discreta, nac degenerada, cujo suporte & o conjunto { 0,1,2,... }. Suponha

que E{X) existe. Entao, para algum k e m, onde k e m sac inteiros,fixos
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e arbitririos tais que , < k¢n-1, k¢m<n, n 32

(3.2.1.) Elz /v Y=, Y >v] = B8 , d.C.

onde v & um inteiro ndo negativo, fixo e B> 1 & uma conctante, se e somente

se, FX(X) & dada por (3.1.1.) cam o parametro q dado por

q = a_l ,Ond,e a:(n——k>8 ’ O<q<1
4 n -—1m

TEOREMA 3.2.2. Seja F (x) a funcio distribuigio de uma varidvel aleatoria

X, discreta, nao degenerada, que assume os valores x , tais que -X € {0,1,2,...}.
Suponha que E(X) existe. Entao, para algum k e m, onde Xk e m sao inteiros fixos

e arbitrarios tais que , 28 k€ n , 2¢ ms k ,

(3.2.2.) ElW /Y v, ¥ %=y] - g q.c.

onde y € um inteiro nao negativo, fixo e B >1 & uma constante, se e somen

te se, F_ () & dadapor (3.1.1.) , isto g,

F_X(x) = 1 - q , =xe{0,1,2,...}
com g = - i , ande o = <‘ = l‘) 8 , O<g<l
o -1
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Antes de procedermos as demonstragoes dos teoremas enunciados vamos
estabelecer e provar alguns lemas basicos necessarios ao desenvolvimento /

destas demonstracoes.

LEMA 3.2.1., Para Yk’ Ym, Ym-l-l e Ag(r)éi(m—r) como definidos anteriormen
te,
n
(3.2.3.) E [_Z v, ~¥) /¥ =y, ¥ =y, ¥, >y ]
i=k+1
k-1 1
= I T BE[ T (X.-y) / A
r=0 o,8 3¢ o(r)U §(mx) ] 0(r)3 (m-r)
) = = b
x P A s /Y T Y Y ¥ Yy 7Y ]
PROVA
Desde que, pelo Lema 2.2.3,
(Y, =y, ¥ =y, ¥ >y } = U U A
X m L r ¢,8 o(r)dlmr)
onde A sao disjuntos, para todo r, 0< r< k-1,
G (r)d {o=r)
teremos que scbre A vale a seguinte relacao
o(r) 8 (m-r)
n
(3.2.4.) I (Yi - Yk) = X X, =y
i=k+1 ¢ o(r)US (m-1) J
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Desta forma podemos calcular a
- n -
E |‘iik+1 (0, = Y) /Y=y, Y=y, Y, Y
pelo sequinte caminho
n
E ]_"E (Y, - Y) /4=y, Y=y, Y0 ]
i=k+1
n —
= I 5 {y.-y) PLYi=yi, k+1¢ i€ n |
(¥, =y,Y =y,¥ >y} izk+l *
k47w 77 mkL Pl Y=y, Y=V, Y > ¥ |
. k ¥ m ¥ In'l-l |
n -
= T % (y;=¥) p[ Y, 7y, ktl< ds n |
g u A i=k+1 - :
r g,6 o(r)s(mr) Pl ¥, =Y, Y Y Y0y ]
k-1 n ] ]
= I £ X (y,~y) P{ [ Y.=v., ktl< i< n |n A I
r=0 0,6 izk+l * - o ()6 (mr)
o [y=y, Yy, ¥ >y ]
k-1 i
= I R (x.~y) P XK.=x.,3¢0(x) 08 (mr) |
=0 0,5 jfolr)Ub{m-r) > 1J X

PlykWr Ym:y, Yl'ﬂ'|'l> v i

% PLAO(I)G(m—r)]
pl Aog(r](S (m-x) ]
Como Ay s o) © IO subconjunto do conjunto {ka,Ym-——y,mey}. temos que



]

n

¥ - - =
e (Yi Yk) / Yk-y, Ym—y,Ym+1>y ]

k-1
z z [

I {x.,~v) P{ [xj:xj,j;a’o(r)US(m—r) ']ﬁ Po(r) 8 mex)
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}

r=0 0,6 igo(r)US{mx)

l‘ P | AcJ(lr}tS(rn-r) J

PO Ay s ey N LG Yomv, Yoy 1D

Pl v=v, v=y, ¥ >v]

z : B 3 (X:~y) / A ]
0 g,8 20 (r)US (m-1) o(r)$ (m-r)

P [Ao(r)ﬁ{m-r) / Yk=y, Ym:Y’ Ynﬂ-f Y ]

Portanto, o Lema 3.2.1. estd provado.

Como as varidveis aleatdrias Xj’ j=1,...,n sao independentes e identi

camente distribuidas, podemos observar que as seguintes relagoes sao validas :

i)

i)

o jﬁ'i(r}U Sro-r) (Xj—Y)/ % 2)p (o) I E{jﬁio (r)(xj-Y]/AOO{r) 5r{m-r)1
E [ X v}/ Aoo(r)(ﬁr(m—r) ] = = L{Xn_'y)/AO'O(J.')cSr(rn-r)]
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para j >m, k¢m<n , onde

Uou)-={ 1,2,000,r } e Grmrﬂ = { r+l,v+2,...,k,...,m }

O resultado em (i) decorre, imediatamente, do fato de serem as varia
veis aleatorias Xj’ j=1,...,n , identicamente distribuidas.

0 resultado em (ii)} pode ser provado da segquinte forma :

|

[(ijy)/ AUO ()3, (m—r)]

E[(xj—y) T A T e AL Ly ZPPS ,xj>y, ces ,xn>y]

it

ELX -y) /X <y XX ==K = K sy X oY e XY ,Xn>YJ

I

B l (Xn_y) / F\nj‘._)(r)éir(m—r)

IEMA 3.2,2. Para Z,, Y, , Y , camo anteriormente definidos, temos

k' Yt Yo © Y1

- . n-m L
(3.2.5.) E | Zk / Y, <Y, szy, YooY ] = e——— E L(Xn v) / an ¥ ]

onde l« k¢ n-1 e kdé m<n

PROVA
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Para provar este Lema, ndOs usaremos o Lema 3.2.1., bem como o resul

tado mencionado no Lema 2.2.4., isto &,

P
_ r,mr
(3.2.6.) P[Ag(r)d(m—r}/ YkW’szy'YMJ?Y ] = 1
mn—-i
( iiO () (i) Poymet )
onde
Pr mr Pl 2, (r) & (m—r)] ¢ Py 3= Pl A (ija (m—i)]
’ 0% ' g\t O Mo
Temos que :
E 2/ Y=y, =y,Y >V ]
1 - n ]
= E|X (Y-Y)Y /Y =Y =Y >y
(k) qmal - Kk TTmTimel
, k-l _
= z r E[l I (X.~y) /A .

n-k) =0 o,§ igo () Us (m-r) 7 o(r)s {(m-x)

Ay s(mry 7 YkZY'Ym“Y'YmeY]

pr,nrr

NEl 2 Xy} /A,

]
jﬁco(r] O(r)ér{nrr}

1 .
Iy 11— 1)
{ iEO &) (“."i) P

i,m-i!
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pr,rn—r

n
1 Ny n-r _ o
k) 10 ()] 2L jim('xj Y)/Bg (r)6_(mr) ] L ir
k=1 .
hy rn—1
( 150(1)(111-1) pl,l'ﬂ"‘l
1 kgl(n)(n—r) (- E [K9/A 115 anr)] Py mr
(o-k) r=0 T & I \E/ O MImE k-1 :
€2 (3Gt Pi,m-i
i=0
k-1 _
- n-m X (E)(E;i) E[(Xn-y)/xlq,...,xr<y,xr+l=...=)5{=...=xm=y,xm+l
n-k =0
P
TET2 o' ] x,mr
k=1 n_i) )
(iEO (:L)(m—l p:l_,m—i

k-1 B
;’:;“ Lo (3 B Lo/ %0y |

B[ (X -y) /Xy ]

n-k

kol 1y sn—i
{ 'iEO (1)(1'.1—1) pj_,m.i) :
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Peve ser chservade que existem (I;) (?;D termos scb o samatorio I,
7,6
(n-m) termos sob o somatSrio 3 , que E[(Xn—y)/ A, ()8 (m—r)] é oons
jz’ao (r) 0 r

tante para todo r , 0¢ 1< k-1 , e ainda que a Gltima igualdade vem do fato da

variavel aleatdria Xn ser independente de todas as demais variaveis Xl' - ’Xn—l'

Desta forma, a prova do lema 3.2.2. esta completa .

LEMA 3.2.3. Se Fy é a fungac distribuicao de uma varigvel aleatdria X, nfo

degenerada, cujo suporte @ o conjunto { 0,1,2,...} e ¢ > 1 & uma canstante e

E[x-y) /X>y ] = @ . q.c.
Entao
a-1 1
{3.2.7.) Fyly+l) - ( ) Foly) = ——
o a
PROVA

Sem perda de significincia, vamos supor que P(X > y)> 0, isto &,

P (y) # 1, pois caso contrario nada existe para ser discutido.

Entaoc

Bl xv) /x>y ] = E[ (xy) /X>y]

5] P[ X=X ]
= I (y) ——
x=y+l Pl x>y ]
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= 2L {3 xP[¥x]-y ¢ P[x=x]}
P[X>y] x=y+1 x=y+1
1 °° _ y S |

= —=—{ I x P[Xxx] - I x P[x=x]- yp|xy ]}
P[X>y] x=0 x=0
1 Y i

=——— {EX) - I x Pl%x]} -y

P[X>y] x=0

pois temos por hipGtese que E(X) existe .
ComP[X)y}:]_'-FX(y) , temos que

(3.2.8.) E[ (X -¥) / X >y ]

1 Y |
= { EX) - ¥ x PlXxx]|} -y

' =0
}vl - Fx(y)} %
e utilizando~se a hipbtese dada, isto &,

E[(Xn—y)/xn>y] = g

teremos
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ou, equivalentemente

Y !
(3.2.9.) (oty) [1-Fly)] = E® - £ x P| X=x |

Como ambos os lados de (3.2.9.) s3o finitos, podemos fazer uso do cal
culo de diferencas finitas e calcular a diferenca de primeira ordem {(A) de
ambos os lados de (3.2.9.), sendo que a diferenca de primeira ordem de uma
funcao G(x}, qualquer, ande x assume apenas valores inteiros consecutivos,

8 definida por :
(3.2.10.) AG(x®) = G(x+l) - G(x)

Desta forma obteremos :

4 .
(3.2.11.) Bl () [1-Fw]}=a{ B - I x p| X=x | }
x=0
e isto implica que,
) y .
6{ () M -P ] T=8EX -0 & x P[ x=x]
x={)

ou, equivalentemente

l

¢ i _
AE®) = & I x [ F(x) - FD]

A{ (o) 1 - FX(.y)] }
%=0
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e por definigao da diferenga finita 4 , dbtemos

(aty) [1-F (y+1) = LF (V)] + [I-F (y+1) ] = ~(y+1) [F, (y+]) - Fy(y)]

- X
que & equivalente a
[ () - D] [Fpy) - Fplyt)] + 1 - Fy)] = 0
Portanto, temos que
{o—1) FX(Y) - chX(y+l) + 1 =0
ou ainda,
o= 1 1
Fx(y+l) - ( > Fx(y) =
o a

o que campleta a prova do Lema 3.2.3.

LEMA 3.2.4. A equacao de diferengas finitas de primeira ordem dada por

a-1 1
(3.2.12.)  F(y+l) —( > P ly) = —
8 a

onde Fy & uma fungdo de distribuigac, tem a seguinte solugao para F (y)
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o -1 v+1
(3.2.13.) P ly) = 1 —( ) . ye{0,1,2,... )

onde o >1 & uma constante .

PROVA

Temos que a equacao dada em (3.2.12.) é uma equacao de diferencas /
nac haomogénea, e portanto para resolve-la temos, primeiramente, que encontrar

a solugao da equagac homogénea associada a (3.2.12.), ou seja
(3.2.14.) P - [(2ZLN Foy o= o0
TR X o X

Como esta equacac de diferencas & linear com coeficientes constantes,

temos que sua solugao € da forma :
(3.2.15.) Fly) = W

Entdo, de (3.2.14.) e (3.2.15.), nds obteremos

(3.2.16.) WAL (a—l) N
o

ou ainda

(3.2.17.) WY [A—(“'l) 1= 0

¢



ou, finalmente

(3.2.18.) A —(—9‘—-?—l—~) - 0

83

pois W # 0, para todo y

Desta forma, temos que

(3.2.19.) x = le—)
\

e portanto a solugdo geral da equagao (3.2.14.) sera dacda por

- o -1 Y
(3.2.20.) Fo(y) = C (_____)
o

onde C & uma constante .

Agora, vamos buscar uma solugdo particular da equacao (3.2.12.)

Para isso vamos considerar uma solugao geral do tipo

*
(3.2.21.) Foly) = A onde A & uma constante.

*
Substituindo-se Fx(y) em (3.2.12.) chteremos :

39
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I

(3.2.22.) A - (&l}-—)a
51

2

ou seja
(3.2.23.) A=1

Portanto, temos que a solugac geral da egquacao (3.2.12.) sera

— *
Fx(y) = Fx(y) + Fx(y)

isto e,

y
(3.2.24.)  Fy) = C <—9°—ZJ_> +1
o

Para determinarmmos a constante C , vamos considerar o sequinte fato :

Tem—se por hipdtese que o suporte da varidvel aleatdria X € o conjunto
{0,1,2,... } e logo tem ge que para todo y inteiro negatiwo, F y)=0 .

Consideremos, v um inteirc negativo qualquer . Entao

W
(3.2.25.) P (v) = c("“l) +1 = 0

&2

e isto implica que



-
(3.2.26.) c= - (0‘ - l-)
o
e portanto
y=y
(3.2.27.) F.(y) = 1- (O‘ -1
X
o/

Precisamos, entao, determinar o valor de Vv .

Ienmbrando-se que

(3.2.28.) I Plxy =1
y=0

poig X & uma varidvel aleatéria cujo suporte & {0,1,2,...} , e que

(3.2.29.) P[X=y | = Fu(y - F, ty-1)

y=v

Entao, tems

41



z P[ X=y | = L by (a — 1 )
y=0 a=-1 yv0 o
™V » : Y
_ 1 ( a -1 ) 5 (O l>
a- 1 a y=0 o
-V
_ 1 (a -1 )
= o
a -1 o
o Y
pois I (~a—“i-> & uma série geometrica infinita de razao
y= c

o> 1
Logo

- -v-1

N Pl_ X:'y J - /Oﬁ - l)

y=0 o
e por (3.2.28.) seque que
-v-1
1

(3.2.30.) ({1

o que implica que

-l)
0

42
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l
[
[

(3.2.31.) \

e portanto, tamos finalmente que

y+1

(3.2.32.) Foly) = 1- (O‘ -1 )
o
onde ye {0,1,2,...1 e a>1
e isto canpleta a prova do Lema 3.2.4.
Pagsaremos, agora, mediante a utilizagao dos Lemas apresentados e pro

vados nesta seccae, a demonstrar a condigao suficiente do Teorema 3.2,1. ja

enunciado.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2.1.

(I) CONDICAD SUFICIENTE

Considerando-se que, por hipStese, a funcac de distribuicao Fy (x) &

a de uma varifvel aleatdria cujo suporte € o conjwto { 0,1,2,...} e que

(3.2.33.) =
E [Zk / Ykzy: Ym=Yr le> YJ = B r d.C

onde B> 1, lgkgn-l, kfm<n
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e tendo se em vista o Lema 3.2.2. apresentado, isto &,

n-1Im

E {2/ Y=Y v > Y] = E[X-y)/%X>y |

n-=%k

obtems

(3.2.34.) E[x-y) /x>y |

Il
Q

onde u=(—£—ti)3

n-m

n-=k

sendo que o > 1, pois
n-m

Desta forma, pelo Lema 3.2.3. cbtemos a sequinte equacao de diferencas

finitas de primeira ordem

o -1

o

=1
(3.2.35.) Py (y+1) —( )Fx(y) -

cuja solugao, pelo Lema 3.2.4., tem a forma

v+l

_ fo -1
(3.2.36.) R =1 (35 )

onde ye{0,1,2,...} e a> 1

e isto campleta a prova da candicao suficiente do teorema dado .
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(I1) OONDIGED NECESSARIA

para mostrarmos a condigho necessiria, basta verificarmos por cilculo
direto que com a funcio distribuigao Fy dada em (3.2.36.) a equacac (3.2.9.)

& verdadeira, o que & equivalente a mostrar que a equacao

oo

(3.2.37.) (aty} | 1 - Fx(y)} = & x| Fx(x) - Fylx-1) |
x=y+1

& verdadeira.

Com efeito, substituindo-se (3.2.36.) no lado direito de {(3.2.37.}, e

tendc em vista que 0 < a-1 1, teremes
ad
(3.2.38.) (aty) [ 1 - Fely) |
o X x+1
= I x | (a — 2 ) - (a2 ) ]
x=y+1 o \ o
X

1 ; X (f - 1)
- o x=+1 o )

v+l y+2 y+3

[ l) 4—(y+2)(é = 1) + (y+3) (u — l) + ...
\ a o

I

o |-
——
g
+
L

o — 1Iv

o = 1\ fo -1
[ (y+1) + (y+2) + (y+3) ) + ...
/ (.a) \ s

fl
2 |-
T

o
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v+l v+l
1 (o= 1\ - o -1
= — ( ¥ =
; (a/, [ alyt+a)] y+a)(a>

Agora, tomando-se , Fx(_y) dada por (3.2.36.}) no lado esquerdo de
(3.2.37.), vamos cbter uma identidade, 0 que completa a prova da condigao /
necessaria, e portanto temos que o teorema 3.2.1. estd completamente demons

trado.

Vamos provar, agora, o Teorema 3.2.2.
Para isso, vamos, inicialmente, estabelecer alguns lemas basicos a
sua demonstracao, sendo que o processo a ser utilizado nesta demonstragao €

semelhante ao usado no Teorema 3.2.1.

IFMA 3,2.5. Para Y_, ¥ , Y e A , k-mtlg s¢< n—ml
— k' m ©omel o (-1} (s)
cane definidos anteriormente
k-1
(3.2.39.) E [ iil (4, /¥ 1< v, Y=y, 4y ]
n-mtl ) .
= I I E| & (y-X.)/ & 1 X
s=k-mtl 0,8 jeo (m-1) ] o (m-1) 8 {s)

o(m-1) 6 (s)
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PROVA

Camo pelo Iema 2.2.5.

{Y <y’Y-_—y'Y:y}: g 0 A
m1 m k s 0,8 olml)d(s)

onde os conjuntos A sao disjuntos, para todo s, k-mtlg s< n-mtl
o {m-1} 38 (s)

teremos que scbre A vale a seguinte relacao
g (m1) § (s)

k-1
(3.2.40.) I Y, ~Y.,) = L (y~xj)

=1 K1 jeo(m-1)

Desta forma podemos calcular a

k-1
B[ B 0T Y)Yy Y T Y |

através do sequinte caminho

k-1
E [ iil Y =Y) /Y <y, Y=y, My
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k-1

i
1
B4

(y—yi) P[ Yi=yi’ l¢ ig k-1 ]

B[ ¥y Yy %y |

k-1

= z £ (y-v.) P [ Y.,=v., l& ig k-1]

U U A i=1 * 1

g,8 o(m1}s( :

s (1} 35 (s} p{[ Yy Yy, Yy J

n=mt+1l k-1 h 1 }
= by T (y-y.) P{lY.=y., lcick-1 ]} A

skl 0,8 i=1  * s ol ols)

PlY (<v: Y=y Y, ]

n—m+l )

= I ) T (y-x;) P [ X=X, je o(m1}) |

sk-mt+l G,8 Jeog(ml)
PLY <y, Y=y ¥y ]

n-mr+l _
= I r oz (y-x,) P| X,=x. , jea(m1) |
sk-mtl o,8 Jeo(ml) ] J ] x
P| A
olmrl)é(s)
P[a _
5 g(m1}5{s) .

I = =
Ply <y, Y=y Y=y ]
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Com> A & um subconjunto do conjunto { Y Y Yy, 4 }

(m-1) 8 (s)

temos que
k-1

El I (v, -Y) /Y <V Ly Yy ]
i=

n-mtl | J -
= ¥ z E (y==x.) P { | X.=x¢,, jeol-1) | A }
s=k-m+1 0,8 | Jeolm-1) J J .2 o(m=1)8(s) 1 :
P LA n1)s(s) J

A -
P{%mls) N[ Y <y, Y=y gy | ]

P [ ¥ya€ Y gy Y |

n-mtl [
= I p Bl 2 (y-X.) /A ;

s=k-mt+l ,§ jeo (m=1) 37 o) 8(s) L X
* PL A enysce 7 Y1 Y0 Yr QY ]

Portanto o Lema 3.2.5. esta provado .
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Pelas mesmas razoes dadas para o desenvolvimento do Lema 3.2.2., tere

ms que
i) E[ £ (y-X.)/A =E| I _
seo(mel) 9 olml)e )] jeag -1y %) P tme1ys (o)
ii) Bl (y=X,)/A = E [(y=X{)/A : ]
=2 Og (m1)8 _ (s) ] L%y o -1)8_ (s)
para j<m, 2¢m<gk ;, onde
Oo(m-l) = {1,2,...,m1} e (Sm_l(_s) = { mml,... ms-1 }

Vamos utilizar também o resultado provado no Lema 2.2.6.,isto &

P
P A _ m1,s
[ Pomlste)/ v <y vy ) -
n_?ﬂ ( n (n—n&l)
C ey VLN Pl i
onde
Peel,s = PL2 meys (s e by =PLA mens (i)
0 - 0 m1

W iN A N PR
BIRLICTE » CENTRAL

]

TTh
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Fstes fatos, conjuntamente, nos permite o estabelecimento do seguinte

lema

IAMa 3.2.6. Para Wk ; Ym—l ; Ym e Yk ja definidos, temos

(3.2.4)  E[W/ Y _j<yvY¥y, ¥y ] = m-1 g (y-x)/ X< v |
k-1
PROVA
Utilizando-se o Lema 3.2.5., teremos
£ LW / Yy ¥ 5 %Y |
1 k-1
= B[ 3 (g =Y /Y <y Yoy iy |
k-1 j=1
n-m+1 ]
I I E| I (y=X.) / A
= T skw o8 detwn 0 oW

Pl A%mnse /Y <, v, vy
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1 n-m+1

- 7 n n-ml-lE T (v-X_) /A
k-1 s=k—m+1(m—])( s ) [jEUO{m“'l) 3 Uo(m—l}(s

X

|
(r-1) (s)

pm—l,s

n-m+1

n n-m+1
( iik_ml (\m-l)( i) Pre1,1

n—m] m=1i

cr 2 e (E) el

1

{y=-X.)/ A ] v
] GO (m~1) 5m_1 {s)

pm—l,s

P )

n-mt+l
) m-1,i

( T ( It )(n—m+l

n-tl

]! -
-1 sik—mﬂ (m_nl) (ns )(m-'l) Bl (y-x))/ 1—\00 TN ]

pm—lj,s

n—m+l

n J(n_'m‘l‘l ~
(:i;:]i—m+l {\m—-l}\ i ) pnr-l,i )
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m= 1 (n)n—m-!-l

5 E[('y_xl)-/x]-(yf"'fxrrquxmﬂvf"'f)ﬁ(w’"'f

prn—lj,s

n=-m+1

( i=]£—- ml(m’nl) (n_?l) P11 )

m- 1 n-m+l D

= k-1 SE‘k—m—i—l (Tﬂlj].) (n_gH-])E[(Y"Xl)/Xl‘CY] “m-1,58
n-mt+l

~t+]’
(i=]E-m+l(n£]) ) Pm—l,i)

m-1

k-1

i

E [ yX) /%<y ]

n )(n-nﬁ-l)
Deve ser cbservado gue existem (m—l S termos sob © somatdrio I,
g,%

(m-1) termos sob o somatdorio T ., que E[ (y=X,)/A ] é
jEGO(m—l) 1 “0 (m-1) 6m~l(5)

constante para todo s , k-mtl¢ s¢< n-m+l e ainda que a ultima igualdade decorre

do fato de ser a variavel aleatOria X, independente de todas as demais variaveis

1

X .

prener By

E, portanto, a prova do Lema 3.2.6. estd campleta .



54

Chservando-se, agora, que

EL X)) /X<y] = E[-X-ty) /-X> (9) ]

onde - X, assue os valores ~-xe {0,1,2,...} ,

teremos que tudo o que foi aplicado na demmstracao do teorema 3.2.1. para a
varidvel aleatSria X poderd ser aplicado 3 varidvel aleatdoria - X,. Desta

forma, teremos que o Lema 3,2.3. poderd ser eXpresso como :

LEMA 3.2.7. Se F_, é a fingao distribuigao da variavel aleatoria -X, dis

creta, nao degenerada, cujo suporte & o canjunte { 0,1,2,... } e a>1é

una canstante e

E | {yth} / X<y ] = «a ; 9-C.
Entao
o — 1 1
(3.2.42.)  F_yly+l) - ( ) F o ly) =
o a

Consequentemente, o Tema 3.2.4, poderd ser expresso COmo @
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LEMA 3.2.8. A equagao de diferengas finitas de primeira ordem dada por

(3.2.42.) onde F_, € uma funcao de distribui¢ac, tem a seguinte solugao

para F_,(y)
v+l
(3.2.43.) Fy) = 1 - (O‘ - 1)
WO
onde yved{0,1,2,...1} e a>1

Podemos, agora,demonstrar o teorema 3.2.2.

DEMONSTRACAC DO TEOREMA 3.2.2.

(I) CONDICAO SUFICIENTE

Qonsiderando-se que, por hipotese, a fimgao F_y{x) & a de uma varia

vel aleatdria cujo suporte & o cenjunto  { 0,1,2,... } e que

(3.2.44.) E [ W / Yoo< y,Ym=y,Yk=y] = B, q.c.
onde R>1 &umaconstante e 2<k¢<n , 2¢{m k

e, tendo se em vista o resultado apresentado no Lema 3.2.6., isto e,

m-1 B[ %) /X<y |

’ = = | =
E{W /Y <vY =Yy | N
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Cbtemos
(3.2.45.) BL %)/ X<y ] = BEL(-X~(9)/ %> (=) ] = @
onde o = ( k- l) g

m=1

k-l o 1 e B8>1
m=-1

sendo que o > 1, pois

Desta forma, pelo lLema 3.2.7. obtemos a seguinte equagac de diferencas

de primeira ordem

o~ 1 1
(3.2.46.)  F_ (y+D) - ( ) FLy) =
cuja solugao, pelo Lema 3.2.8., tem a seguinte forma

a -1

a /

(3.2.47.) Foly) = 1 - (

onde vy e {0,1,2,...} e

e isto completa a prova da condigao suficiente do teorema 3.2.2.



(II} OONDICAO NECESSARTA

Para mostrarmos a condicac necessaria, basta verificarmos que

(3.2.48.) E | (y-%X;) / X<y l =« , d.C.

k-1

m-1

onde 0.=( )B,B>l

& verdadeira quando consideramos a fungao F_, dada por (3.2.47.) , pois

sabemos pelo lema 3.2.6. que

(3.2.49.) E[ wk/ Y€ y,Ym=y,Yk=y_] = r: i E [(y—xl) / Xl< y |
Mas, noOs temos que
(3.2.50.)  E [ (yX)/X<y ] = E[ X - () /X ) ]
- ( ~x =(-y)) _P[ =%X= -x |

%= = (y+l) P X > (-y)]

onde -y e {0,1,2,... } e -xe¢f0,1,2,...1}

57
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(3.2.51.)  E [ (yX) /X<y ]

oo

Lo (xy) P Xex ]

TR ey

[

s —— z (x~-y) PI -¥=x ]
1-F gyl x=yHl

1 - F_X(y)j x=y+1

onde yved{0,1,...} e xe{0,1,2,... }

Substituindo-se, agora, em (3.2.51.) a funcao F_x(y) dada por (3.2.47.}

e sabendo-se que 0<27 11, terems
o
(3.2.52.) E LX) /X<y ]
~y-1 - b4 ¥+l

- (2 et ()
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~y-1 - \ X
A a x=y+1 a
-y-1 y+i y+2
_fa-1 1 {(u-—l +2<cc-l) N }
0L o] N\, @ o
-yl v+1 : 2

i Gran Bl o BE R e AT G

L {a + (a-l)az }

&4 o

ande o = (k_l)ﬁ, g>1
m-1

e isto campleta a prova da condigao necessaria do tecrema 3.2.2., e logo temos

que o teorema dado esta completamente provado.
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3.3, CASOS ESPECIAIS

Nesta secgao apresentaremos alguns casos especiais dos teoremas mencio
nados na secgao 3.2.. Alguns serzo dados em forma de teoremas e outros em /
forma de corolirios.

Como J& dissemes, no capitulo introdutdrio de nosso trabalho, Fergunson
(1965) provou o seguinte teorema de caracterizacdo da distribuicdo geométrica:

TEOREMA 3.3.1. Sejam X % variaveis aleatOrias independentes e identicamen

te distribuidas, nao degeneradas e com funcao distribuicao comm F,, , discreta.

Entao, Yy - Yl e Y, sao independentes, se e samente se , X tem distribuicdo

geometrica.

Agora, se cbservarmos melhor o nosso teorema 3.2.1., nos veremos que ,
se 0 aplicarmos, diretamente, para ccasocemquen =2 e m=k =1, nds /
cbteremos um teorema de caracterizagao da distribuigao geametrica através das

sequintes condigoes :

i) E(X) existe.
i) By, -9 /Y=y, ¥4,>y] = 8 » q-C.
Com B > 1.

Portanto, poderemos estabelecer o seguinte teorema :
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THOREMA 3.3.2. Sejam X, 0 %y variaveis aleatOrias discretas, nao degene
radas, independentes e identicamente distribuidas, cujo suporte & o conjunto
{0,1,2,... } e cuja fungao distribuicao & Fy - Suponha que E({X) existe.

Entao s

(3.3.1.) E[ly,-vy /Y=y, Y>y] = B + g-C-

onde y € um inteiro nao negativo, fixo, e B > 1 & um constante, se e somente

se, FX tem a forma

(3.3.2.) Felx) = 1- g , xel10,1,2,...1}

£ interessante notar que quando E(X) existe, a condicac (3.3.1.) do /
Teorema 3.3.2. & mais fraca que a condicac exigida por Ferqunson no Teorema /

3.3.1., A fim de mostrarmos este fato, vamos estabelecer o seguinte Iema:

10 X2 variaveis aleatOrias dadas camo no teorema /

(3.3.1.) e suponha que E(X} existe. Entac , se Y, - Y, eV, sao independentes

LEMA 3.3.1. Sejam X

(3.3.3.) Ely,-vy /Y, =vY,>y | = 8 ,ac

onde R & uma constante.



PROVA

E evidente que, se ¥, - Y, e ¥, sao independentes
(3.3.4.) ELy, -~ ¥ /Y=y | = «a
onde o & uma constante.

Agora, temos que

(3.3.5.) E[v,-Y /Y=y ]

I

E[YZ-Yl/Ylw,Yzwj P[Ylw, Y2=y]

P[Y;yj

+ E[¥ ]

- Y /Yy, Yy I Bl y=v, vy ]

Pl v=v]

1

E[Y,-Y /Y Yoy | P Ly Yyl

~

P [ Y=y ]
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I

Ely, -y /vy, Yy | P[v=y, v, -y >0

P[ Yl=y ]

it

ELY,-Y /Y=y, ¥y ] P[Ylﬂ?] P[_Yz—yl>o]

P[ Y1=y ]

= E[Yz-Yl/er-y,Y2>yJ P[YZ—-Y1>O]

Utilizando-se, entao, o resultadc dado em (3.3.4.) e observando-se que

(3.3.6.) P [Y2—Y1>O_]

& independente de vy, nds podemos concluir que

It
™

(3.3.7.) E[ Y, =Y /Y=y, ¥, >y ]

onde B & uma constante, dada por

(3.3.8.) g =
pl Y- Y, > 0]
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e isto completa a prova do lema 3.3.1..

Agora, se cbservarmos a prova do Lema 3.3.1., nds veremos que se

Y, Y, e ¥ forem independentes, entao autamaticamente , teremos que a

E[ v, - Y, TR vy | & constante, o que prova a nossa afimacac de

que a condigao (3.3. 1.) do Teorema (3.3.2.) & mais fraca que a condigao de

Ferqunson para © caso em que E(X) existe.

O teorema que apresentaremos agora, também, € muito importante, no
tocante a caracterizagdo da distribuigdo geamétrica , e sua demonstracdo &

consequida mediante a aplicagac do teorema 3.2.1.

TEOREMA 3.3.3. Seja Fy(x) a fungao distribuigao de uma variavel aleatdria

X, discreta, nao degenerada, cujo suporte € o conjunto { 0,1,2,... } e supo

nha que E(X) existe. Seja X a média aritmética da amostra aleatOria de tama

nho n, seleciocnada de X, isto &,

It
b Xi
i=1

1

(3.3.9.) X =—

Entao para algum m , inteiro fixo e arbitrario , l¢m<n, n 3 2

(3.3.10.) E[ X~} / Y=Y, Yy, Y02 y] = ¢ ,aq.c.
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onde y € um inteiro nao negativo, fixo , e C >1 & uma constante, se e somen

te se, FX{X] tem a forma dada por (3. 1l.) com o parametro q , dado por

o n-nm
DEMONSTRAGAO
Temos, inicialmente, que X pode Ser expressa Como
— l n
(3.3.11.) X = — IY,
n i=1
Desta forma, teremos que a expressao em (3.3.10) poderd ser escrita /
came
- _ n-1 -
(3.3.12.) E| X-vy)/ VY =YYy ] = — ELzl/ Y=Y, Y=y, le>y]
onde
1 2 .
2, = ——— E[I(y,-Y) /Y, Ly, ¥ >y ]

n-1 i=2
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pois
E [ X-y) /Y=y, L=y, Y 1> ]
1 n -
="'ﬁ““ E [( 121 Yl - Iy ) / Y1=Y: Ym=Yr Ym+l> Y J
n-1 . 1 n
= —q— {Elg0g if_l(yi =Y/ e Y Yy |
n
_ n-=1 -1 - = =
= —— E[ 527 A ) / ¥y Y Y Y
=221 ple /vy, v, v,y ]
17 7Y T T
thilizando-se, agora,a hipbtese dada em (3.3.10.) teremos
(3.3.13.) el /7yv vy v ¥ ,>v] = B ,ac

onde B=(——“——-)c, 8> 1

n-1

Mas, pelo teorema 3.2.1., 34 apresentado, a expressac em (3.3.13.)

ocorre, se e samnte se, FX(x) tem a forma
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(3.3.14.) Fo(x) = 1.
_oa-1
com x & {0,1,2,...} e q=
83
n .
onde a=( )C ' o>1, 0<g<l
n-m

Desta forma, temos que o teorema 3.3.3. estd completamente provado.

Os dois corolarios a sequir, encerram a apresentacio deste nosso tra

bhalho,

QOROLARIO 3.3.1. Seja Fx(x) definida camo no teorema 3.2.1. e suponha que

E(X) existe. Entao

(3.3.15.) E [y, -Y ) /Y =y, ¥ >V ] = 8 ,aq.c.

onde y & um inteiro nao negativo, fixo e B > 1 2 uma constante, se e s0

mente se, a variavel aleatdria X tem a distribuicao gecmétrica com o para

metxre q , dado per

q= —=—= , O<g<l .
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COROLARIO 3.3.2,  Seja Fy(x) definida camo no teorema 3.2.2. e suponha que

E{X) existe. Entao

(3.3.16.) B[, -¥) /¥<y, Yy ] = 8 , 9.C.

onde y € um inteiro nac negativo, fixo e B > 1 & uma constante, se e somen
te se, a variavel aleatdria X tem distribui¢do geométrica cam o parametro g,

dadc por

B -1 y O< g 1

As demonstragoes destes dois corolarios sao imediatas, pois o corolario
3.3.1. & uma aplicagao direta do teorema 3.2.1. para o caso em que m = k = n-1
e 0 coroldrio 3.3.2. & uma aplicacao direta do tecrema 3.2.2, para o caso em

que m=k=2,.
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