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SUMMARY 

In this thesis, we present tv.xJ new characterizations of georretric 

distribution by using the arder statistics and constant regression property. 

For this purp:Jse, we consider a randan sanple o f size n , n :). 2 

drawn from the distribution of a discrete random variable wi th the set of 

fúSsible values of which as { 0,1,2, ... } and their corresponding arder I 

statistics as 

We define two statistics 

n 

'); 
l " (Yi - Yk) ' 1( k~ n-1 

~ 

i=k+1 
n - k 

and 

l 
k-1 

1\ ~ " (Yk- Yi) 2~ k~ n ' 
k - l i=1 

and we characterize the geanetric distribution by tbe fo11o.ving properties 

, q.c. 

for SO!lE arbitrarily fixed k, m , 1( k.( n-1 k~ m< n 
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o r 

s ,q.c. 

for SOI1'e arbitrarily fixed k , m, U k~ n Um:;; k 

where S > 1 is a constant and y is a non-negative integer. 

The main idias used to demonstrate aur results are the conditional 

expectation and pe.rnrutations, which are parallel to that used in the paper of 

Wang an:l Srivastava (1980) referring a characterization of the exponencial and 

related distributions by linear regression. 

The presentation of this work is divided in three chapters. 

Ola.pter 1 contains the presentation of earlier work on characterizing 

the geometric distribution using arder statistics and the principle idias and 

technique which not i va tes this s'tlrly. 

01apter 2 presents the basic definitions, notations and lerrrnas which 

are necessary for development of aur characterizations. 

Finally, in the chapter 3, we conclude our work, presenting two I 

principles theorems regardind the characterization of the gearetric distribution 

and some special cases as well as their proofs. 
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SlW\JUO 

A proposta desta tese é a apresentação de duas novas caracteriza 

ções da distribuição gearêtrica, através de estatisticas de ordem e da prq:J:rie 

dade de regressão constante. 

Para isso, considerareros, iniciaJm::mte, urra anostra aleatória de 

tarrnnho n, n ~ 2 , de urna variável aleatória discreta, não degenerada, que I 

assume apenas os valores inteiros, não nega ti vos, bem ccmJ suas corresp:>nd~ 

tes estatisticas de ordem, isto é, 

Definirerros, então, as seguintes estatisticas 

~= 
l 

n- k 

l 
= ---"--

k- 1 

n 

E (Yi - Yk) 
i=k+l 

k-1 
E 

i=l 

e baseados nas seguintes hipóteses 

, 1~ k( n-1 

, 2~ k( n 

' q.c. 
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v 

para algum k e m , fixos e arbitrários, t<liS que 1( k~ n-1 , k< m< n 

ou 

para algum k e rn , fixos e arbitrários, tais que 2{ k~ n , 2< m~ k 

onde S > l e l..lrrE. constante e y e tun inteiro não negativo,. 

pnx;urarernos caracterizar a distribuição gecmétrica. 

A idéia que sel·á utilizada para a demonstração desses resultados 

está ftmcla.rrentada , basicamente, no errprego da esperança condicional e permu 

tações, sendo paralela àquela desenvolvida por Wang e Srivastava (1980) , no 

trabalho referente à caracterização da distribuição exponencial e algumas / 

distribuiçC:es relacionadas, através de regressão linear. 

A apresentação deste nosso trabalho se encontra dividida em 3 

capítulos. 

O capítulo 1 , nos dá uma idéia geral sobre alguns trabalhos exe~ 

tados até o presente rrornento, referentes à caracterização da distriliuição I 

geométrica pelo uso de estatísticas de ordem. Contém ainda, as idéias princi 

r:ais que rrotivaram a realização deste nosso estudo, bem COITü a descrição das 

técnicas básicas que serão por nós utilizadas. 

No capitulo 2, encontrarerros algumas definições, notações e resul 
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tados essenciais ao desenvolvirrento de nossas caracterizações. 

Finallrente, no capítulo 3, concluirenos o nosso trabalho, apresen 

tando os dois teorenas principais da caractertzação da distribuição geariltrica 

e alguns casos es:peciais decorrentes destes teoremas, bem com:J suas respectivas 

derronstrações. 
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CIIPITUID 1 

Mui tos estudos jã foram desenvolvi dos cam referência à caracter i 

zação da distribuição geonétrica utilizando-se certas propriedades de estatls 

ticas de ordem. Fergtmson (1965) provou o seguinte teorema : 

TEDREMI\ 1.1. Sejam X e Y duas variáveis aleatórias :independentes, di~ 

eretas e não degeneradas. Então U = :Min (X,Y) e V= X-y são independentes 

se, e somente se, X e Y tem distribuição geoiTÉtrica can os mesrros parâmetros 

de escala e locação. 

Gupta {1970) estabeleceu o seguinte resultado 

TEDREMI\ 1.2. Sejam x1, x2, ... , Xn variáveis aleatórias discretas, in~ 

pendentes e identica.mente distribuidas e sejam Y1 ~ Y 2 ~ ••• ~ Yn as corres 

pendentes estatísticas de ordem. Então a independência de Yk - Yj e Yi 

para alguma tripla i, j , k, crnn 1~ i;::; j < k{ n, caracteriza a distribuição 

geométrica. 

Srivastava (1974) mostrou que se tararrros uma. arrostra aleatória 

de tamanho n, n ~ 2, de urra PJPU]_ação cuja distribuição é a rresna que a de 

1.JlTB_ variável aleatória discreta X, não lirn:Ltada, cujo suporte é o conjunto 
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independentes, se e somente se, a distribuição de X for geornét.rica. 

M:Jtivado por esse resultado de Srivastava, Galarrbos (1975) cans~ 

guiu estendê-lo crnsiderando o caso em que o conjunto dos possiveis valores 

de X {finito ou infinito) JXXle ser arranjado mma sequência crescente, isto 

é, ele não precisasernecessàriarnente da forma { a+Si , i=l,2, ... , (3 I O }. 

Recentemente, El-Neweihi e Govindarajulu (1979) caracterizaram 

a distribuição geométrica usando : 

i) a independência dos eventos { Y
1

} e { Yk = Y
1

} , para algum k, fixo e 

arbitrário, 2~ k~ n. 

ii) a independência dos eventos { Y
1

} e { Y
2 

- Y
1 

E B } , onde B = { m } 

ou B= {m,m+-1, •.. } m ~ l , inteiro positivo, fixo e arbitrário. 

O próprio Govindarajulu (1980) generalizou os resultados dados 

acima e alguns outros obtidos por Fergunson [ (1965) e (1967)] 

Wang e Srivastava (1980) tanbém demonstraram dois teoremas :rmrito 

interessantes, referentes à caracterização da distribuição exponen.cial, e que 

nos serviram de base para o desenvolvinento inicial de nosso trabalho. Eles 

provaram o seguinte : 

Sejam x
1

, x
2

, •.. , xn' n ~ 2, UITB. arrostra aleatória de UITE. pJp~ 

lação cuja fl.lllção distribuição é F X , contínua . y < y· < e seJam 1 2 
••. < y 

n 

as correspondentes estatísticas de ordem. Sejam também, as seguintes estatís 

tic:as 



(l.l. I z ~ 

k 
l 

n- k 

(l. 2. I '\= 
k - l 

l 

Então 

n 
E (Yi - Ykl 

i=k+l 

k-l 
E 

i=l 

3 

4: k~ n-1 

TEDREMA 1.3. Supc:oha que FX seja contínua com pri.rreiro ITlJITfflto finito. Então 

pc.-rra algum k, 1~ b~ n-1 

(L 3. I ~ * , q.c. (dFI 

onde f3 > O é urna constante, se e semente se, F X tem a fonna 

(L 4. I l - ,x>v>= 

TEDREMA l. 4 • St:q:O.rha que Fx seja continua com primeiro Il1JITiel1to finito. Então, 

para algum k, 2~ k~ n 

(L s. I ' q. c. (dFI 

onde 13 > O é urna constante, se e sonente se, a distribuição de -X tem a fonra 

(1.4. I. 



4 

Sabendo-se que a distribuição georrétrica guarda l.liffi Íntina re~ 

ção cam a distribuição exponencial, oam propriedades análogas para o caso 1 

discreto, poderia ser questionado se a di.stribuição georrétrica não pcxieria 

ser caracterizada através de regressão constante e de suas estatísticas de 

ordem, assim corro ocorre com a distribuição exponencial. 

Neste trabalho nós nos proporros a responder, parcialrrente, esta 

pergunta. 

A idéia utilizada para a demonstração de nossos resultados e pa . -
ralela a empregada por Wang e Srivastava (1980). 

Inicia.l.Jrente, nós irenos considerar x1, x2 , ... , X
0

, n ~ 2 , 

variáveis aleatórias discretas, não degeneradas, independentes e identicamente 

distribuidas, e can função distribuição comum Fx· Cmsiderarerros, então, as 

suas correspondentes estatisticas de ordem Y1 ~ Y 2 ~ ... ~ Yn e as estatísti 

cas dadas corro em ( 1.1. ) e ( 1. 2 . ) , e provar erros que 

11.6. I 8 , q.c. 

para algum k em, fixos e arbitrários, tais que 1{ k;;; n-1 , k::: m< n , 

se e somente se, a distribuição de X é geométrica , oorro também 

ll. 7. I , q.c. 

para algum k e m, fixos e arbitrários, tais que 2~ k.$" n, 2.( m~ k , se e 

sorrente se, a distribuição de -X é geométrica, sendo que, em arri:xJs os casos 

* q.c. (dF) =quase 02rtam2.11te em distribuição. 

l 
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C > 1 e urra constante e y e um inteiro não negativo, fixo. 

Para a derronstração desses resultados enpreganos urra técnica que 

se fundamenta, principalmente, na decCI'llfDsição dos oonjuntos {yk=y,Ym=y,Ym+l> y} 

e {Yrn-l < y,Ym=y,Yk=y} numa. sequência finita de conjuntos disjuntos Acr(r)ó(:m-r) 

e A
0 

(m-l) 
8 

(s) , respectivamente , onde 0.( r.( k-1, k-m+l~ s~ n-rru-1 , e que def!_ 

nEm algurra r:ennutação específica das variáveis aleatórias x
1 
... X

11 
. Desta forma., 

em vez de consideranoos E [ zk I Yk =y, ym =y, Ym+ 1 > y J nós· considerarerros 

E [zk I Ao(rlo(m-rl J para cada A , o que acarretará maior facilida o(rl o (m-rl 

de na resolução de nosso problema., urra vez que obteremos a seguinte relação : 

ll. 8. I = 
n m E [IX -yl / X > 

n n 

. 
Y J = B , g.c. 

n - k 

Calculando-se, então, o lado direito de (1.8.} nos chegarerros a se 

guinte equação de diferenças finitas de primeira ordem : 

ll. 9. I 

onde , =f'n - k ) B 
\n- m 

1 

, > 1 

que resolvida, de acordo com algurras condições iniciais e algumas propriedades da 

função densidade de probabilidade e da ftmção distribuição, nos dará a seguinte 

solução para Fx(YI : 
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(1.10.) 
1 y E {0,1,2, •.. } 

ou seja, chegarenns à crnclusão que X tem distribuição geométrica com parame 

~- 1 tro • a > 1 . 

O resultacb referente a Wk, será provado pelo rresrro processo, ou 

seja, pela dea:np:>sição do conjlmto 

Acr(m-1)ô(s) nós t.eremcs a relação 

(1.11.) 

{ym-l < y, Ym =y, Yk =y} nos oonjtmtos 

m - 1 

k- 1 

que tarrbém nos fortlecerá uma equação de diferenças finitas de pri..neira ordem 1 

que resolvida determinará a função distribuição F_ X . 

Em anbos os casos, a prova da condição necessária, sera feita por 

cálculo direto. 

Além destes resulta dos, nos discutirerros no final de nosso traba 

lho, alguns casos especiais interessantes, referentes às nossas caracterizações 

da distribuição gE!C.liTétrica. 

,q.c. 
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CAPITUW 2 

NOI'AÇÕES, DEFINIÇÕES E PIDPRIEDADES BlisiCAS 

Neste capitulo, apresentaremos algumas definições e notações que 

serão utilizadas no decorrer deste trabalho e as propriedades básicas que / 

serão necessárias, sendo que algumas delas serão demonstradas. 

2 .1. DEFINIÇÕES E NOI'AÇÕES 

Inicialmente varros apresentar algLDlUs de.finiçOOs. 

DEFINIÇÃO 2 .1. 1. Seja X uma variável aleatória discreta cujo suporte é o 

conjunto { 0,1,2, •.. } Dizenos que X tem distribuição geométrica com par~ 

metro (1 - q ) , O <q <1, se a filllçào distribuição FX(x) é da seguinte / 

fome 

(2.1.1.) 1 x+1 
- q , X= 0,1,2, ... 

o , caso o::mtrá.rio 

DEFINIÇÃO 2.1. 2. Sejam x
1

, X2, ... , Xn variáveis aleatórias independentes 

e identicamente distribuidas, com função distribuição conrurn FX . As 
1 

X. 
1 

i=l, •. , ,n, ordenadas em ordem crescente são chamadas estatlsticas de ordem da 

amostra selecionada e são representadas por 

' 
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(2.1.2.) 

onde Yk denota a k-ésima estatística de ordem da arrostra aleatória de tarra 

nho n, ( n ~ 2, inteiro) selecionada. 

As próximas notações que seguem são relativas ã técnica que ser a por 

nós utilizada na derronstração da,s caracterizações da distribuição gearrÉtrica. 

Ncm\ÇÃO 2. 1.1. Sejam r e s dois números inteiros tais que O;S r~ n, 0:( s:<; n. 

Considerarerros então : 

o(r) um subconjunto de t.arranho r 00 conjunto { 1,2, ... ,n}, isto é 

cr(r) C { 1,2, ... ,n} 

e 

6 (s) um subcmjunto de tamnho s do ccnjliDto { 1,2, .•. ,n } , isto é 

ô(s) C { 1,2, •.. ,n} 

r:enotarerros por ao (rl o seguinte conjunto 

ao(r) ={ 1,2, ... ,r} 



e por ô (_s) o conjtmto 
r 

ôr(s) = { r+l,r+2, •.. ,r+s } 

9 

NarAÇÃO 2 .1. 2 • Para a(r)nú(s) = 0 , onde O~ r~ k-1, k-r~ s{: n-r, 

e 1.-$ k.( n é fixo e arbitrário, e para y inteiro não negativo fixo, denotare 

rros J:X:lr l\ ( ) , ( ) o conjunto : a r v s 

l\ 
a(r)ó(sl = (Xl' ... ' 

X ) 
n 

: 

X, < y i E: a (r) 
J 

X. ~ y i E 6 (s) 
J 

xi >y ' i t a(r) Uó (s) 

Para que possamos ter uma melhor visualização da formação desses con 

juntos, apresentaremos o seguinte exemplo : 

EXEMPID 2 .l.l. Sejam x
1

, x2 , X3' x
4

, variáveis aleatórias independentes e 

identic.a,rrB:nte distribuidas ; n=4 , k=3. 

Então terros que O::; r$" 2 e para cada r toTIE.do tewJIDs a segui.nte variação 

des 

para r=D ' 3 (S ~4 

para r=l 2 :;;s .:$3 

para r=2 1 .;S"S "2 
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Desta fama te.rerros que tanar tcx:los os conjuntos cr(r) de tamanhos 

0,1 e 2 , e todos os conjuntos ó(s) de tamanhos 1,2,3 e 4. 

Os conjuntos torrados são os seguintes : 

o(O) ~ p 

a (l) (1) = { 1 ) a(2) (1) = { 2 } a 
131 

(1) = { 3 } a 
14

) (1) = { 4 } 

o (1) (2) ~ {1,2} 0(2)(2) ~ {1,3} a 
131 

(2) ~ {1,4} 0(4) 1:~ ~ {2,3} 

a 
(5) (2) ~ {2,4} a 

161 
(2) ~ {3,4} 

o (1) (1) ~ { 1 } 6(2) 11) ~ { 2 } à (3) (1) ~ { 3 } ó (4) (1) ~ l 4 ) 

8 (1) (2) ~ {1,2) ó (2) 12) ~ {1,3} o (3) (2) ~ {1,4) o (4) (2) = {2, 3) 

8 (5) (2) ~ {2,4} ô (6) (2) ~ {3,4) 

o 11) (3) ~ {1,2,3) ó (2) (3) ~ 11,2,4) o (3) (3) { 1,3,4) 0(4) (3)~{ 2,3,4) 

ó (4) ~ {1,2,3,4} 

Então ronstnürerros os seguintes cmjm1tos disjuntos 

A 
aiO) ó 

121 
(3) 



ll 
I 

A ~ 

oi OI ó 131 131 
{ (Xl,x2,x3,x4J : xl = y, x2 > y, x3 = y, X ~ y 

4 
) 

A ~ { (Xl,x2,x3,X4l x1 > y, X ~ y x3 = y, X ~ y } 
oiOJó 141 13) 2 • 4 

AaiOlól4) { (Xl,x2,x3,x4) xl = y, x2 = y, x3 = y, X ~ y 
4 

) 

A 
0111 1116 14) 12) ~ { IX1,x2,x3,x4J x1 < y, x2 = y, x3 = y, x4 > Y ) 

A { I~,X2,X3,X41 X x2 = Y, x3 > y, X ~ y ) 0 111 
1116

15) 
121 ~ < y, 

1 4 

A 
a 111 111 ó 161 12) ~ { (Xl,x2,x3,x4J x1 < y, x2 > y, x3 = y, x4 ~ Y ) 

A 
o 12) 11) ó 12) 12) ~ { (X

1
,x2,X3'X4) xl = y, x2 < y, x3 = y, x4 > Y ) 

A 
o 121 11) ó 13) 121 ~ { (Xl,x2,x3,x4) xl = y, x2 < y, x3 > Y, X ~ y 

4 
) 

A a 
121 

I li ó 161 121 ~ { IXl'~' X3,X4) xl > y, ~ < y, x3 ~ y, x4 ~ Y } 

A 
a 

131 
111 à 

111 
12) ~ { txl,x2,x3,x4J xl = y, x2 = y, x3 < y, x4 > Y ) 

A 
o 131 11) ó 13) 121 ~ { (Xl,x2,x3,x4J xl ::: y, xz > y, x3 < y, X ~ y 

4 
) 

A a 
131 

11) ó 151 121 ~ { (Xl,X2,X3,X4) xl > y, xz ·= y, x3 < y, X - y 4- ) 

A 
o 14) 11) ó 11) 12) { (Xl,x2,x3,x4J xl = y, x2 = y, x3 > y, x4 < Y } 

A a 
141 

1116
121

121 ~ { IX
1
,x

2
,X3'X4) xl =c y, x2 > y, x3 = y, X < y } 

4 

A 
a 

141 
ll)ó 

141 
121 ~ { (Xl,x2,x3,X4l xl > y, x2 = y, x3 = y, x4 < Y } 
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A 
011) 11) Ó(4) 13) 

= { IX1,XZ,X3,X4) X < 
1 

y, x2 < Y' x3 == y, x4 = y } 

A { (Xl,x2,x3,x4) x1 = y, X < y, X = y,. X = y } 
012) 11) 013) 13) 2 3 4 

Ao
131 

111 o
121 

13) = { {X
1
,x

2
,x3'x

4
) x1 = y, x2 = y, x3 < y,. X - y } 4-

An 
14) 11) 011) 13) = { (Xl,x2,x3,x4) x1 = y, x2 = y, x3 = y,. x4 < y } 

Ao
111 

121 o
131 

11) = { (Xl,x2,x3,X4) xl < y, x2 < y, x3 = y,, x4 > y } 

Ao(l) 121 o
141 

111 = { (Xl,x2,x3,x4) x1 < y, x2 < y, x3 > y,, X = y } 
4 

A { IX1,x2,x3,x41 xl < x2 = y, x4 > Y } 0(2) 12) 612) 11) = y, x3 < y, 

A a
121 

(2) 6(
4

) (1) = { (X1 ,x2 ,X3'X4 ) xl < y, x2 > y, x3 < y, x4 = Y l 

A ' 1Xl'Xz'X3,X4) x4 < y } 0(3) (2) 612) 11) = 1 x1 < y, Xz = y, x3 > y, 

Ao
131 

121 o
131 

(1) = { 1Xl'Xz'X3'X4) xl' y, x2 > y, x3 --= y, x4 < y J 

A 
{ (Xl,x2,x3,x4) x1 x2 < x3 < x4 > y ) 0(4) 12) 611) 11) = = y, y, y, 

A 
{ {Xl,x2,x3,x4) xl > x2 < x3 < X - y I 014) 12) 614) 11) = y, y, y, 4-

A 015) 12) 611) 11) = { (Xl,x2,x3,x4) x1 = y, x2 < y, x3 > y, x4 < y } 

A { (Xl,x2,x3,x4) 015) 12) 613) 11) = x1 > y, x
2

<y,X
3

:::y, x4 < Y l 

A o
161 

12) o(
1

) 11) = { (xl,x2,x3,x4) x1 = y, x2 > y, x3 < y, x4 < y} 

A o
161 

12) o
121 

11) = { IX1'Xz'X3,X4) x1 > y, x2 = y, x3 < y, x4 < y} 

A { (X
1

,x2 ,X3'X4 ) y, x2 < y, x3 = y, x4 = Y) o(l) 12) o
161 

121 = x1 < 



A 
a 

12
) (2) 6 

15
) (2) { (Xl,x2,x3,X4) xl < y, x2 X X = y, < y, =y 

3 4 

A { (xl,x2,x3,X4) xl o (3) (2) ô (4) (2) = < y, x2 -;o; y, x3 = y, x4 < y 

A 
o (4) (2) 6 (3) (2) = { 1Xl,x2,x3,X4) xl = y, 

JS 
< y, x3 < y, x4 =y 

A { (Xl,x2,x3,x4) xl X < y, x3 x4 < y o (5) (2)ô (2) (2) = = y, = y, 
2 

A { (X
1

,JS,X3'X4) xl = y, JS = Y' x3 < Y, x4 < Y 0(6) (l)ô(l) (2) = 

Neste exerrplo, a::un n=4 e k=3, é interessante notar que para cada r 

e s fixos temos 

conjuntos disjuntos Ao(r)O(s) ' e que no total temos 

1 
~ 

r=O 

4-r 
E 
s=3-r 

conjuntos disjuntos Ao(r)O(s) 

= 39 

l3 

) 

) 

) 

) 

) 
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2. 2. PIDPJUEDADES BllsiCAS 

Apresenta.rerros, agora, algumas propriedades da distribuição geanétrica 

e alguns I..em3.s que utilizarerros no desenvolvimen•.:o das derronstraçCes cbs teore 

ITB.S do capitulo 3. 

LEMA 2.2.1. sejam x
1 

, ~ duas variáveis aleatórias indri;:pendentes e identica 

rrente distribuídas, com função densidade de prcbabilidade dada p:>r 

(2.2.1.) 
k 

~ p (1-p) ' k=O,l,2, ..• ,O<p<l 

isto é, x
1 

e x
2 

tem distribuição georrétrica com parârrEtro (l-p). 

Então, 

PID\IA 

Terros que para n, t inteiros tais que n> O , t~ O 

(2.2.2.) 

~ 2 Pt (1-pl Pn+t (l-pl 

= 2 pn+2t 2 
(1-p) 

I 



pois 

(2.2.3.) 

e 

(2.2.4.) 

w 

l: 
i =O 

2 

2 

= 2 

= 2 

2t 
= p 

w 

L 

i""O 

w 

L 

i =O 

2 n (1-p) p 

2 n (1-p) p 

2t+2 
- p 

2 
1 - p 

15 

w 
2i 

í: p 
i =O 

1 

1- p 2 



Considerandrse , agora, o caso em que n~ e t?;O, te:rem:JS 

(2.2.5.) 

pois 

(2. 2. 6.) 

e 

(2.2. 7.) 

= P [Y=Y=t j 
2 1 

P[ y2 - y ~ o 
1 

] 

w 

= I p /X=X=i] 
i=O 

. 1 2 . 

2 = (1-p) 

2 = (1-p) 

00 2i 
I p 

i=O 

1 

2 
1 - p 

2t 
= p 

2 
(1-p ) 

l 
16 
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Porta,nto, de (2.2.2.) e {2.2.5.) fúderros concluir, imediatamente, 

que Y
2 

- Y
1 

e Y
1 

são independentes • 

LEMA 2.2.2. Se G(i) = P[ X )i] = l-1 
i=l,2, •• • , O< q< l , isto e 

X tem distribuição ge:::métrica com parânetro (1-q) , então 

i) Os eventos {yl} e {Yk+l - Yk ~ m} são mutuanE'llte independentes para 

todo k (l~ k~ n-1) e todo rn ~ 1. 

ii) Os eventos {Y
1

} e {yk+l - Yk = m} são TID.ltuanente independentes para 

todo k, (l~ k~ n-1) e todo m ~ O. 

NÓs nao derronstrare:rros aqui, este resultado , mas a sua prova p:xierã 

ser encontrada no artigo de Govinda.rajulu (1980). 

M:Jtivados pelos resultaCbs apresentados nos dois !erras anteriores e 

pelo trabalho desenvolvido por Wang e Srivastava {1980) a:tn relação à cara~ 

terização da distribuição exp::mencial através da propriedade de regressao ~ 

tante de algurras estatisticas, que são funções de diferenças de estatisticas 

de ordem, nós defini.nos 

(2.2.8.) 

mm y = o o 

- Y. 
l 

o~ i~ n-1 

e procurarros estudar se a distribuição geonétrica pcx'leria, também, ser caracte 



rizada através da propriEdade de reyessão constante de estatísticas que 

fossem funções das diferenças d .. 
l 

O nosso trabalho responderá, p:trcialmente, esta questão. 

LEMA 2.2.3. Para k, m fixos e tais que 1.:;; k.:;; n-1 , k~ m< n , os 

conjuntos Acr(r)Q{m-r) , 0.:;:-r~k-1, onde cr{r)nó(m-r) = 0 

juntos e p3.ra y inteiro não negativo, fixo, tem-se que : 

(2.2.9. I = u u 
r o,O 

A 
a (r) o (ro-r) 

sao dis 

18 

Para urra melhor visualização deste resultado, basta olharmos o exem 

plo 2.1.1., apresentado anteriormente. 

Podenns verificar também que prra cada r fixo, existem 

conjootos disjuntos AO(r) ó(m-r) que são eguiprovãveis, pois as variáveis 

Xj, j=l, ... ,n são independentes e identicamente distribuidas, e pod~s ver 

que 

(2.2.10.) P [ Ao(r)o Im-r) J p r: Ao o (r) o r Im-r) J 

Vanns denotar 

(2.2.11.) = P [Ao lr)o Im-r) J 
O r 

l 
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Desta fonra , p;:xlerenPs estabelec;er o seguinte Lema 

LEMA 2.2.4. 

onde 1~ ]{( n-1, k~ m< n e 

ProvA 

Pelo I.ema. 2. 2. 3. terms que 

Então 

(2.2.12.) 

= p { u 
r 

u 
a, o Ao(r)o(m-rl } 

= 

u u 
r o,O 

Pr,m-r 

k-1 . 
(n) (n->) ) 

( 
1
:0 i m-i Pi,m-i 

Ao (r) o (m-r) 



k-1 

~ " E P[ Ao(r)o(m-rl J 
r=O a, ó 

k-1 
~ L í: 

~ 

r=O a,ô 

k-1 
E -

k-1 
L 

i=O 

(n) n-r) 
r (ro-r Pr,m-r 

resta foiTIE. tererros que 

P[A /Y=,Y=;Y >y] o(r)O(m-r) k.J.' m.J.' m+l 

~ 

P [ Aolrlolm-r) J 

l 
20 



p { 

k-1 
l: 

i =O 

21 

LEMA 2.2.5. Para k, m fixos e tais que 2<= k~ n, 2~ m' k , os conjtm.tos 

Aa(rrrl)O(s) , k-m+l~ s~ n-m+l, onde o(m-1)nó(s) ~ fJ são disjuntos, 

e para y inteiro não negativo , fixo, tem-se que : 

(2. 2.13.) ~ u u 
s a,O 

A 
o(rn-l)ó(s) 

Este resultam pode ser visualizado no exerrplo 2 .1.1., apresentado 

anterionnente. 

Poderros verificar tarrbém que para cada s fixo, ( n )(n-m+l) 
existem m-1 s 

oonj1.mtos disjuntos A o{m-l) Q(s) que são equiprovãveis, p::üs as variáveis alea 

tórias X., j=l,.,. ,n, são independentes e identicamente distribuidas e ~ 
J 

ms ver t<Utbém que 
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(2.2.14.} P l Ao (rn-1} ó (s) J = 

Ienotarerros 

(2.2.15.} 

Desta fo.nna, podereuos estabelecer o seguillte Lema 

LEMA 2.2.6. 

e 

PROVA 

Pelo I..ena 2. 2. 5. terros que 

prrr 1 s 
= 

n-m+l 
( E ( n 1(n-m+1) } 

i=k-m+l :n:rl) i Pm-l,i 

u u 
s a o 

A 
o(m-l}ô(s} 

' 
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Então 

(2.2.16.) 

~ p { u u Ao (m-1) ô (s) } 

s o,ô 

n-m+l 
~ l: l: p [ AO(m-1)ô(s) J 

s~k-m+1 o,6 

n-m+l 
~ l: l: p [ Ao

0
(m-1)ôm-

1 
(s) J 

s=k-mt-1 a ,8 

n-m+l 

(;1) (n-:H) ~ l: Pm-l,s 
s~k-m+1 

n-rn+l 
(m~\) c-71

) l: Pro-l, i i=k-m+l 

08sta fonra terenos que 
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~ P [Aa(m-l)ó(s) J 
p { y 1 < y, y ~. y ~ } m- rn k 

Pm-l,s 
~--------~~----------

Pm-l,i ) 
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CAPIWID 3 

CARACTERIZAÇÕES DI\ DISTRIBUIÇÃO ~CI\ 

A proposta deste capítulo é a apresentação dos dois teoremas fun 

damentais que penn.item as caracterizações da distribuição georrétrica e de al 

guns casos E:speciais decorrentes destes teoremas~ A idéia utilizada para a 

demonstração destes teoremas é paralela à utilizada por Wang e Srivastava 

{1980}, sobre uma. caracterização da distribuição exp:::mencial e algt.ITIBS di~ 

tribuições relacionadas através de regressão linear, e baseia-se, principa_!_ 

mente , no uso de esperança condicional e permutações. 

3 .1. INTOOIXX;:ÃO 

. . . , X 1..lllB. artDstra aleatória de tarn:mho n, n ~ 2, de 
n 

uma variável aleatória cuja função distribuição é FX(x) , onde X é uma variá 

vel aleatória discreta, não degenerada, cujo Sl~rte é o conjunto { 0,1,2, ... } 

e sejam 

as correspondentes estatísticas de ordem. 

Considererros a função distribuição 

13.1.1. I 

onde o <q <1 

o 

x+l 
q 

caso contrário 

e (1 - q ) e o parâmetro da distribuição de X. 

l 
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I:efinanos então, as seguintes estatísticas 

l n 
(3.1.2.) 

~ = I (Yi - Yk) l< k~ n-1 ' n - k i=k+l 

l 
k-1 

(3.1.3.) wk = I (Yk - Yi) 2.{ k< n ' k - l i=l 

Um dos resultados apresentados ~r Wan.g e S.rivastava (1980) refere-se 

a caracterização da distribuição exponencial que é feita baseada nas estatis 

ticas ( 3.1.2.) e (3.1.3.) para o caso em q1.E FX é contínua e no fato dessas 

estatísticas terem regressão constante sobre tuU conjtmto apropriado. 

Tendo-se em vista, a grande serrelhança existente entre as distribuiçCes 

exp:mencial e gec:rrétrica, rroti vados pelo trabalho executado p0r Wang e Sri v as 

tava ( 19 80) resol verros investigar can nais profundidade se a distribuição geo 

rrétrica não poderia, também, ser caracterizada através de est.atlsticas ccn~ 

nientes que possuissem a propriedade de regressão constante sobre um conjunto 

adequadamente escolhido. 

3.2. CI\.RACI'ERIZAÇÕES DI\ DISTRIBUIÇÃO GECM!':rRICI\ 

Nesta secção apresentaremos os dois teore.rnas fundamentais das caracterl:_ 

zaçces da distribuição georrétrica e as suas respectivas derronstraçCes. 

TIDRE11A 3 • 2 • l. Seja F X ( x) a função distribuição d::! l.li1B. variável aleatória X, 

discreta, não degenerada, cujo sup:>rte é o mnjnnto { 0,1,2, .... }. Sup:>nha 

que E(X) existe. Então, para algum k e m, onde k e m sao jnteiros,fixos 
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e arbitrários tais gt:ie r 1( k~ n-1 , k( m< n , n :)2 

(3.2.1.) B , q.c. 

onde y é um inteiro não negativo, fixo e S > 1 é uma. constante, se e sorrente 

se, FX(x) é dada por (3.1.1.) com o parâmetro q dado por 

q " - l , onde O< q< 1 

TEDREMA 3.2.2. Seja FX{x) a função distribuição de uma variável aleatória 

X, discreta, não degenerada, que assurre os valores x , tais que -x E {0,1,2, ... }. 

&:ponha que E(X) existe. Então, para algum k e m, onde k e m são inteiros fixos 

e a.rtJitrários tais que , 2-:: k:E" n , 2:f m.,; k , 

13.2. 2. I B ,q.c. 

onde y e um inteiro não negativo, fixo e S >l e uma constante, se e somen 

te se, F_X(x) é dada por (3.1.1.) , isto é, 

a- l 
com q = 

a 

x+l 
q 

, onde 

X E { 0,1,2,, •. } 

ao(k-l)s 
\ m- 1 

O< g< 1 
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Antes de procedemos as denonstrações àos teoremas enunciados varros 

estabelecer e provar algtms lerras básicos necessários ao desenvo.lvi.rrJ::>nto I 

destas derronstraçC:es. 

LEMA 3.2.1. 

te, 

(3.2.3.) 

PIDVA 

como definidos anteriormen 

n 
E [ L (Yi - Yk) I Yk = y, Ym = y, Ym+l > y 

i=k+l 

k-1 
L 

À 

L E [ L 

o,ó ji a(r)U 

(X.-y) 
ô Im-r) J 

I Aa (r) ô Im-r) J x 

r::esde que, pelo lema 2.2.3. 

{ Yk = y, Yrn = y, Ym+l > Y ) = U U A 
r a,ó a(r)O(mrr) 

onde A são disjuntos, para todo r, o.::; r~ k-1, 
a (r) 6 Im-r) 

te:renos que sobre A vale a seguinte relação 
a(r)ô(m-r) 

(3.2. 4.) = L (X. - y) 
ji o Ir) Uó (m-r) 3 



cesta form:t podetTDS calcular a 

n 
E [ Z (Yi- Yk) I Yk=y, Ym=y' Ym+1> Y] 

i=k+l 

pelo seguinte caminho 

n 
E r z (Yi- Yk} I Yk=y' Ym=y' ym+l> y l 

io=k+l 

~ z 
{Yk=y,Ym=y'Ym+l>y} 

~ l: 
U U A 
r o,O o(r)O(rrrr) 

n 
l: (y.-y} 

i=k+l 1 
P[ Y.=y., k+h i~ n ] 

1 1 
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k-l 
i ;: 

r=O rJ,C1 

n 
I: (yi-y} 
i=k+l 

p{ [ Yi=yi, k+l{ i,: n ] f'l Ao(r}o(m-r} l 

p ]_ Yk=y' Ym=y' ym+l> y _I 

~ 

X 

k-l 
l: 
~o 

:; t.: (x.-y) 
o,O j,io(r)UÔ{m-r) J 

P[ Ao(r}o (m-r} l 

P I. Ao (ri o (m-r} I 

P[ X.=x.,j_éa(r}Uo(m-r}j 

P[Yk=y, y =y, y 1> y I 
· m mt · 

X 

1 



= 

X 

= 

k-1 
L r L (x.-y) 

o,6! jj!o(T)UÓ(m-r) J r= O 

l 
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P{ [x -=--·ifo (r) Uó Im-r) ]n Ao (r) 6 (m-r) )] 

P I_ Ao (r) ó Im-r) J 

P{ Aolrl61m-r)n L Yk=y, Ym=y' Ym+l> Y ]l 

p [ Yk=y' Ym=y' ym+l> y J 

k-1 
E 

r=O 
L 

o, 6 
E [ L (X.-y) /A ] 

jj!o(r)Uo(m-r) J o(r)ó(m-r)-
X 

Portanto, o l.eJna 3.2.1. está provado. 

Gamo as variáveis aleatórias X., j=l, •.. ,n são independentes e identi 
J -

carrente d.tstribuidas, p:xiemos observar que as seguintes relações são válidas : 

i) E [ L (X.-y)/ A j 
jio (r)U O(m-r) J o Ir lo (m-r) 

ii) E [ (X,-y)/ Ao (r)6 (m-r) J 
J O r 

= 
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para j > rn, k< m< n onde 

o
0

(r) = { 1,2, ..• ,r} e { r+l,r+2, ... ,k, .•. ,m} 

O resultado em (i) deoorre, imediatamente, do fato de serem as variá 

veis aleatórias X., j=l, ... ,n , identicamente distribuidas. 
J 

o resultado em ( ii) pJde ser provado da seguinte fonna 

= E[(X.-y)/X
1

<y, ... ,X <y,X 
1

= ... =X = •.. =X =y,X 
1

>y, ••• ,X.>y, ••• ,X >y) 
J .rr+ k mm+ J n 

== E[(X ~y)/X 1 <y, .•• ,X <y,X 
1

= •.• =X = ••. =X =y,X 
1

>y, .•• ,X.>y, ••• ,X >y] 
n rr+ k rnm+ J n 

= E I (X -y) . n 

LEMA 3.2.2. Para zk' Yk, Ym e Ym+l , como anteriormente definidos, terros 

(3.2.5.) E I zk I Yk=y, Y =y, Y 1> y J -- m m+ 

onde h k~ n-1 e k~ m< n 

PROVA 

n - rn 
n - k 

E [(X -y) I X > y j 
n n 
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Para provar este Lema., nós usarenos o Lema 3.2.1., bem corro o resul 

tado rrencionado no lerrB. 2.2.4., isto é, 

(3.2.6.) 

onde 

Teiros que 

~ 

~ 

1 

(n-k) 

1 

(n-k) 

1 

(n-k) 

n 
E [ I 

i=:k+ 1 
(Yi-Yk) I Yk=y,Ym=y,Ym+1> y I 

k-1 
L 

~o 

k-1 
L 
~o 

L E[ I (X.-y) I Ao (r) 6 (me r) I X 

o' ó iio(r)Uo(mcr) J 

(n)(n-l:\ E[ I (X.-y)IA I)' I )] Pr,mcr 
r m-rJ . r~ ( ) J o0 r u m-r 

]!'-0 r r k-l . 
o n ~• 

I i:O U\mcilPi,mcil 



l 

(n-kl 

l 

(n-k) 

n-m 

n-k 

n-m 

n-k 

n-m 

n-k 
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k-1 n 
L (~)(:;~)E[." (Xj-y)/A0 (r)ó (m-r)] __ P-"'r-"m-~r __ _ 

r=O J=mtl O r · 

(n-m) E 

k-l 

k-l . 
( L (n)(n-~) 

'=O l m-l l-

Pr,m-r 

p. . ) 
l,rrt-l 

p. . ) 
l,m-l 

~(~)(:;~) E[(Xn-y)/Xl<y, ••• ,Xr<y'Xr+l~ .•. ~~~ ••• ~Xm=y'Xm+l>y,. 

k-l . 
( L ('.')(n-~) p. . ) 
i~ l m-l l,rrt-l 

E [ (X -y) I X >y I n n · 

k-l . 
( L ('.') cn-~) 

'=O l rn-l l-

p. . ) 
]. ,m-l. 
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~ ob d . tem In) (n-r) b - . ......::ve ser serva o que exlS \r m-r teimJs so o somatorlo E , 
0' o 

(n-m) temos sob o sanatório L 

jia
0 

(r) 

tante para todo r , o~ r~ k-1 , e ainda que a úl tina 

e cons 

igualdade vem do fato da 

variável aleatória Xn ser independente de todas as derrais variáveis x1 , ... ,xn-r 

resta form, a prova do lema 3.2.2. está corrpleta . 

LEMA 3.2.3. Se F X é a função distribuição de una variável aleatória X, não 

degenerada, cujo Sup:::lrte é o conjunto { 0,1,2, ... } e a > 1 é t.mB. constante e 

, q.c. 

Então 

(3.2.7.) l 

ProvA 

Sem :perda de significância, vanos sup:>r que P(Xn> y)> O, isto é, 

F X (y) # 1, ~is caso contrário nada existe para ser discutiOO. 

Então 

E[ (Xn-y) I X >y l ~ 
n 

E [ (X-y) I X > y 1 

~ p [ X"'X J 
~ L (x-y) 

x.o:oy+l P[ X>y j 



----=1-- { ~ x P[ x~x J - y 
P[ X> y I ~+1 

~ P[ x~ 1 } 
~+1 
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~ _.=_1_ { ~ X p [X~ 1 -
P[X>yl x=D 

y 
~ X p [ X= J - y p I X>y J } 

x=O 

1 
~ -----=---

P[ X> y j 

y 
{ E IX) - ~ x P [ x~x I ) - y 

x=O 

p:üs tenos IXJr hipótese que E (X) existe . 

Corro P[ X> y j ~ 1- FX(y) , terras que 

(3.2.8.) E [ (X -y) I X >y ] 
n n 

E(X) 
y 

- L X P] X= I ) - y 
x=O 

e utilizando-se a hip5tese dada, isto é, 

E [ (X -y) I X > y I = a 
n n 

tererros 

y 
1 { E(X) - L x P]. X"'X j ) - y 

l1-Fx(Y)J -



ou,equivalentemente 

(3.2.9. I (a+y) [ l- FX(y)] ~ E(X) 
y 

l: x P[ X= j 
=O 
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Cbno ambos os lados de (3.2.9.) são finitos, p:x'lerros fazer uso do cál:_ 

culo de diferenças finitas e calcular a diferença de prilreira ordem (!;) de 

anhos os lados de (3. 2. 9.), sendo que a diferença de primeira ordem de una 

função G ( x} , qualquer, onde x as surre a :penas valores inteiros o::msecuti vos, 

é definida por : 

(3.2.10.) 6G(x) ~ G(x+1) - G(x) 

Desta fon'l'la. obtererros 

(3.2.11.) 6 { (a+y)[1- FX(y)j} ~6 { E(X)-

e isto implica que, 

y 
6 { (a+y) [l - Fx(y) I J ~ o E(X) - 6 l: x P[ x~x ] 

X~ 

ou, equi valenterrEnte 

6 { (a+y) [ 1 - Fx(y) I l ~ 
y 

6E(X)-6l:x 
X~ 
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e por definição da diferença finita 6 , obtemos 

que é equivalente a 

[ (a+y) 

Portanto, te.rros que 

ou ainda, 

1 

o que oampleta a prova do Lema 3.2.3. 

LEMA. 3. 2. 4. A equação de diferenças finitas de primeira ordem dada por 

(3.2.12.) Fx(y+ll 
1 

onde FX é urna função de distribuição, tem a seguinte solução para FX(y) 
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(3.2.13.) = 1 _(a= 1)y+l 
Fxlyl \ u 

y E { 0,1,2, .•• } 

onde a > 1 e uma constante . 

ProvA 

Terros que a equação dada em ( 3. 2 .12. } é uma e:ruação de diferenças I 

não horrogênea, e p::lrtanto para resolve-la terrns, pr:irreiranente, que encontrar 

a solução da equação horrogênea associada a (3.2.12.), ou seja 

(3.2.14.) = o 

Carro esta equação de diferenças é linear com coeficientes constantes, 

terros que sua solução é da forna : 

(3.2.15.) 

Então, de (3.2.14.) e (3.2.15.), nos obteremos 

(3.2.16.) 

ou ainda 

(3.2.17.) 

( Cl. - 1 ) 
\ a 

= o 

o 



ou, finalrrente 

(3.2.18.) 

pois Ày f O , para todo y 

~sta form, terros que 

(3.2.19.) À = ( ---"-a_--"1-) 
\ a 

e p.Jrtanto a solução geral da equação (3.2.14.) sera dac":a. por 

13.2.20. I a: 1 t 

onde C é uma constante • 

Agora, va.m::JS buscar urra solução particular da equaçao (3.2.12.) . 

Para isso vamos considerar uma solução geral do tipo 

(3.2.21.) * F X (y) = A , onde A é u.rre constante. 

* Substituindo-se Fx(y) em (3.2.12.) cbtererros 

39 
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(3.2.22.) A - 1 

ou seja 

(3.2.23.) A= 1 

Portanto, tem:::ls que a solução geral da e:;ruação {_3. 2 .12. ) -sera 

isto é, 

(3.2.24.) 

Para determina.nros a constante C , varros considerar o seguinte fato 

Tem-se }Xlr hipStese que o sup::>rte da variável aleatória X é o conjunto 

{ 0,1,2, ... } e logo tem se que para todo y inteiro negativo, Fx(y)=O. 

Considerenos, v um inteiro negativo qualquer . Ehtão 

v 

(3.2.25.) fa- 1 ) 
F X(\!) = C ~ o: + 1 = 0 

e isto implica que 



(3.2.26.) 

e portanto 

y-v 

(3.2.27.) 1_ (a-1~ 
a I 

Precisarros, então, detenninar o valor àe v . 

Lerrbrando-se que 

(3.2.28.) ~ P ( X=y ] = l 
y=(l 

pois X é uma variável aleatória cujo suporte é { O, 1, 2, ... } , e que 

(3.2.29.) 

Então, terros 

41 



E P[ X=y j 
y=(J 

l 

a- l 

l 

a - l 

l 

a - l 

~(_a-1\Y 
y=O\ o; ) 

p:liS é una série ge:métrica infinita de razão 

O! > 1 . 

Logo 

e por (3.2.28.) segue que 

(3.2.30.) 
= l 

o que inplica que 

42 

a - l 
~-"' < l ' 



43 

(3.2.31.) v ~- l 

e portanto, terros finalmente que 

y+l 

(3.2.32.) F x'Yl ~ l -
(

a -a l) 

ande YE {0,1,2, ... } e a > 1 

e isto completa a prova do Lema 3.2 .4. 

Passarerros, agora, mediante a utilização dos Lemas apresentados e p~ 

vados nesta secção, a denonstrar a condição suficiente do Teorema 3.2.L já 

enunciado. 

DEMCNSTRAÇÃO W TEDREMA 3.2.1. 

(I) CCNDIÇÃO SUFICIENTE 

Considerando-se que, por hipótese, a fnnção de distribuição F X (x) é 

a de uma variável aleatória cujo suporte é o conjunto { 0,1,2, ... } e que 

(3. 2. 33. I s r q.c, 

onde B > 1 , 1~ k~ n-1, k~ m< n 



e tendo se em vista o I.erra 3.2.2. apresentado, isto é, 

obtenos 

(3.2.34.) E [(X -y) I X > y I ~ a n n -

onde a~(n-k)~ 
n- m 

sendo que a > 1 1 -pJiS 
n- k 

~ 1 e 
n-m 

n-m 

n- k 
E I( X -y) I X > y J · n n 

~ > l 
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Dosta follll3, pelo Lema 3. 2. 3. doterros a seguinte equação de diferenças 

finitas de primeira ordem 

(3.2. 35.) 

cuja solução, pelo Iem3. 3.2.4., tem a forma 

(3.2.36.) 

y+1 
la - 1) FX(y) ~ 1 - I 
\ a 

onde y E: { 0,1,2, ... } e a> 1 

l 

e isto ccmpleta a prova da condição suficiente do teorema dado 
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(II) roiDIÇÃO NECFSsAAIA 

Para rrostra.rrros a condição necessária, basta verifica:rrrDS pJr cálculo 

direto que oom a função distribuição Fx dada em (3.2.36.) a equação (3.2.9.) 

é verdadeira, o que é equivalente a rrostrar que a Equação 

00 

(3.2.37.) Z x I Fx(x) - Fx(x-1) I 
x=y+l 

é verdadeira. 

Com efeito, substituindo-se (3.2.36.) no lado direito de (3.2.37.), e 

o- 1 <1,ter~s tendo em vista que O < =·~ 

(3.2.38.) (a+y) 1· 1 - Fx(y) I 
X 

00 

" w: 1) 
i a -

= X -
\ x=::y+l a 

X 
00 e- 1\ 1 " X 

= - o ) x=y+l 
a 

y+1 
1 { (y+1) =-

1a -
I 
\ a 

l) + (y+2) 

a 

x+l 

1 ) 

y+2 y+3 

ex : 1) + (y+3) (a: l) ~ + ... } 

. 
1 

y+l 
1\ 

) 
{ (y+l) + (y+2) (y+3) (": . . . } 



l = 
y+l 

1\ 
) 
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[ a (yffi) l (y+a) 

Agora, tomando-se , FX(y) dada por (3.2.36.) no lado esquerdo de 

(3.2.37,), va.nos cbter uma. idr:ntidade, o que mmpleta a prova da condição I 

necessária, e portanto tenos que o teorema 3.2.1. está oornpletarrEnte ~ 

trado. 

varros provar, agora, o Teorema 3.2.2. 

Para isso, varros, inicialrrente, estabeleceT alguns lema.s básio:JS à 

sua dnn:nstração, sendo que o processo a ser utili.zado nesta cle:rronstração é 

semelhante ao usado no Teorema 3.2.1. 

LEMA 3.2. 5. 

caro definidc6 anteriorrrente 

(3.2.39.) 
k-1 

E [ í 
i=l 

= 
n-m+l 

í 
s=k-m+l 

í E [ 
a, 8 

A 
o(m-l)o(s) 

, k-mH( s( n-m+-1 

[ (y-X.)/ A J 
jso(m-1) l o(m-l)o(s) 

X 
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PROVA 

Como pelo Lema 2.2.5. 

U U A 
s o,O o(rnr1)6(s) 

onde os oonjWltos A são disjWltos, para tcdo s, k-m+l.:f s( n-m+l 
o(m-l}õ(s} 

tererros que scbre A vale a seguinte relação 

(3.2.40.} 
k-1 

" i=l 

a(m-1}6(s} 

l: 
jca(m-1} 

(y - X.} 
J 

:cesta fomE. p::xienos calcular a 

k-1 
E [ " (Yk- Yi} I Ym-l< y, Ym=y' Yk=y 

i=l 

através do seguinte caminho 



~ L 

{y~l<y'Ym=y,Yk=y} 

L 
U U A 
s o,ó o(m-1)ó(s) 

n-m+l k-1 

k-1 
L (y-yi) 

i=l 

k-1 
E (y-y i) 

i=l 
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P [ Y.~., h h k-1j 
1 1 

~ L L L (y-y i) 
s=k-m+l a,O i=l 

P{[Yi~i' 1~ h k-1] n Ao(m-1)6(s)) 

p r ym-1< y, ym~' yk~ l 

n-ml-1 
~ L 

s=k-m+l 

n-m+l 
L 

so:=k-m+l 

L 

o,o 

E 
o,ó 

E 
jwlm-1) 

E 
jw (m-1) 

p [A J 
a(m-1)0(s) 

(y-x.) 
J 

(y-x.) 
J 

P [X.=., js o(m-1) ] 

p r y 1< y, y ~y, yk~ J - m- m 

jEO (m-1) 
X 

Pi A 
o(m-1)6 (s) 
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CbTID Aa(m--l)ó(s) é um subconjunto do conjunto { Ym-1<y, Ym=y, Yk=y} 

terros que 

k-1 
E [ " (Yk- Yi) I Ym-l< y, Ym=y' Yk=y J 

i=l 

-
(y-x. I 

J 
P ( IX.=x., j€cr(m-ll]n Acr(m-lló(sll [ 

P I Acr(m-l)ó(s) J J 

X 

n-rn+l 
E " E 

s=k-m+l o,6 
[ ." (y-Xj)/Ao(m-l)ó(s) 

J€O(m-l) 
l X 

Portanto o Lema 3.2.5. está provado . 
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Pelas masmas razões dadas para o desenvolvimento do I.erm 3. 2. 2. , tere 

nos que 

i) E[ L (y-X.)/A ( l)ô( 1 ]~ El L ( X )/A j 
jea(m-l) J am- s jcao(m-l)y-:i oo(m-l)6m-l(s) 

para j< m 1 2<: m ~k ' onde 

onde 

e ôm-l (s) = { m,m+l, ... ,m+s-1 l 

Vanos utilizar tarrbém o resultado provado no Lema 2.2.6. ,isto é 

P ~P[A ] m-1,s ao (m-1) ô (s) . 
m-1 

e 

U i''-1 i C /). fv'l P 

BlBLIC1ff /'· 1 :FNTl~Al 

Pm-1 s 
' 

n-m+l 
L ( '2 )ln-r;&l) 

i=k-m+l m 1 \ 1. 
Pm-l,i l 
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Estes fatos, cx:mjunta:rrente, nos pennite o estabelecimento do seguinte 

lema 

LEMA. 3.2.6. Para wk , ym-1 I ym e yk já definidos, terros 

(3.2.41) 

PIDVA 

Utilizando-se o Lema 3.2.5., teremos 

k-l 
l 

k- l 
E [ L (Yk- Yi) I Ym-1< y, Ym=y' Yk=y ] 

i=l 

n-m+l 
l L L E 1· l: (y-X.) I Aa(m-l)o(s) I 

o ,.ô jE.O (m-1) J := --k _ 
1 

sok-m+ l 

X 

X 
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n-mtl 
~_L ~ ( n \c-mH)E[ " (y-X )/A X 

k-1 s~k-m+1 rrrl! s js; (m-1) j 0 Q(m-1 l 6(m-1) (s) 

X 

k-1 

X 

1 

k-1 

X 

o 

Pm-l,s 

n~m+1 ( n)rn-m+l) 

i=k-m+l \rrt-l \.. i 

Pm-l,s 

n-m+l 

p 1 . ) m- ,l 

(y-Xj) I A a (m-1) 8 (s) ] 
o m-1 

l: ( n )fn-m+1) 
i=k-mtl m-1 \ i pm-l,i 

X 

n-m+l 
l: (;1)(n-m+I) (m-1) E[ (y-X1)/ Aa (tn-1)6 (s)l x 

s=k-m+l 8 O m-1 

Prn-l,s 

n-m+l 
l: ( n )ln-mH) 

i=k-m+l \m-l \ i Pm-l,i ) 
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m- 1 

k - 1 

... x 1 ~,xm+ > y, ... ,x > y ] rnts- s n 
Prn-l,s 

n~m+ 
1 ( n ) (n-m+ 1) 

i=k-m+l mrl i Prrrl,i 

m- 1 

k - 1 

m- 1 

k - 1 

( n ) (n-m+1) 
:ceve ser observado que existem m- l s termos sob o somatório L , 

a,ó 

(m-1} te:aoos sob o somtório que E[ (y-X1)/Aa (rn-1)6 (s)j é 
o rn-1 ' 

constante para tocb s , k-m+ 1~ s:-:: n-m+-1 e ainda que a última igualdade deoorre 

do fato de ser a variável aleatória x1 independente de todas as demais variáveis 

x2, ... ,xn. 

E, portanto, a prova do Lema 3.2.6. está completa . 
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Cbservando-se, agora, que 

E I- X -1-y) I- X> 1-y) l . l l -

onde - x1 assl.liTE os valores -x t:: {0,1,2, •.. } , 

tererros que tudo o que foi aplicado na ds:t'Kll1stração cb teorema 3. 2 .1. para a 

variável aleatória Xn p:xlerã ser aplicado à variável aleatória - x1. I:€sta 

forma., tererros que o I.erra 3.2.3. pcrlerá ser expresso corro: 

LEMA 3.2.7. Se F -X é a função distribuição da variável alea-tória -X, di~ 

ereta, não degenerada, cujo suporte é o conjunto { 0,1,2, ... } e ct > l é 

urna constante e 

, q.c. 

Então 

13.2.42.) 
l 

~--

a 

Consequenterrente, o Lema. 3.2.4. pcderá ser expresso ccnü 
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LEMA 3. 2. 8. A equação de diferenças finitas de prirreira ordem dada por 

(3.2.42.} onde F_X é rnna. função de distribuição, tem a seguinte solução 

(3.2.43.) 1 -(
a-l)y+l 

F_xiYl = 
\. a 

onde y (: { 0,1,2, ... } e a > l 

Podemos, agora, demonstrar o teorema 3.2.2. 

D!KNSTRAÇÃO DO TEOREMA 3. 2. 2. 

(I) cx:NDiçÃO SUFICrmrE 

OJnsiderando-se que, p:>r hipotese, a fnnção F_X{x) é a de uma vari§: 

vel aleatória cujo suporte é o conjunto { 0,1,2, ... } e que 

(3.2.44.) , q.c. 

onde S > 1 é uma ccnstante e 2(: k.{ n 2:Ç In( k 

e, tendo se em vista o resulta do apresenta do no Lema. 3. 2. 6. , isto é, 

• 
m - 1 E I. (y-x

1
) I x

1 
< y 

k - l 



obtEmJs 

(3.2.45.) 

onde a=l-k-l)s 
\m-1 

sendo que a > 1, pois k- l 

rn - l 

56 

~ 1 e s > l 

Desta fonra, pelo I..eroa 3.2. 7. obtem:Js a seguinte equação de diferenças 

de prim2ira ordem 

(3.2.46.) l =--

cuja solução, pelo Lema. 3.2.8., tem a seguinte forrra 

(3.2.47.) 

y+l 

=l-(a-1~ 
a J 

onde y t: { 0,1,2, ..• } e a > l 

e isto campleta a prova da oandição suficiente do teorema 3.2.2. 



I II) O:WiçílD NECESsAAl:A 

Para rrostranros a condição necessária, basta verificanros que 

(3.2.48.) , q.c. 

onde a=(k-l)s. S>l 
m- l 

é verdadeira quando considerarros a função F_X dada por (3.2.47.) , pois 

sabemos pelo Lema 3.2.6. que 

(3.2.49.) 

Ma.s, nós terros que 

(3.2.50.) 

00 

= m- l E [ly-X
1

l / x
1
< y ] 

k- 1 

= L ( -x - (-y)) P[ -X= -x j 
-x= - (y+l) 

p I -X > (-y) J 

onde -y E {0,1,2, ... } e -x E { 0,1,2, .•. } 
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ou, ainda 

(3.2.51.) 

= 

= 

E (x-y) 
x=y+l 

1 

l 

r l - F ( )·, 
• -X y • 

onde yE{D,l, •.. } e 

p I -X=x J 
P[ -X >y] 

00 

E (x-y) P [ -X=x ] 
x=y+l 

00 

I (x-y) [ F_X(x) - F_x(x-l) l 
x=y+l 

X E { 0,1,2, •.• } 
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Substituindo-se, agora, em (3.2.51.) a função F_X(y) dada. p::>r (3.2.47.) 

e sabendo-se que a - l o < < 1 , t.e.rerros 
a 

(3.2.52.) 

x x+1 

~ (x-y) [ (" - l J _ (a - l) J 
x~+1 a a 



onde 

= 
(a- 1 )-y-1 

\ a 

=-1-{a+ 
a 

= a 

a= ck-1) s 
m - 1 

1 

a 

1 

a 
L 

x=y+l 

r a - l) a' 
\. a 

} 

s > 1 

(x-y) 

X 
1\ 

I 
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e isto ccropleta a prova da condição necessária do teorerra 3. 2. 2. , e logo terros 

que o teorema dado está corrpletanente provado. 
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3. 3. CASOS ESl'ECII\Io 

Nesta secção apresentarerros algtms casos especiais dos teorenas rrencio 

nados na secção 3. 2. • Alguns serão dados em fo.nra de teoremas e outros em f 

fonna de corolãrios. 

Carro jâ disse:rros, no capítulo introdutório de nosso trabalho, Fergunson. 

(1965) provou o seguinte teorema ae caracterização da diStribuição ge.arÉtrica: 

TEOREMA 3. 3 .l. Sejam x
1

, x2 variáveis aleatórias independentes e identi~ 

te distribuida.s, não degeneradas e cem função distribuição ccmum FX , discreta. 

Então, Y 
2 

- Y 
1 

e Y 
1 

são independentes, se e semente se , X tem distribuição 

gec>Ilétrica. 

Agora, se OOserva.rroos rrelhor o nosso teorema 3. 2 .l., nos vererros que , 

se o aplicanros, diretamente, para o caso em que n = 2 e m = k = 1, nós / 

obtererros um teorena de caracterização da distribuição geométrica através das 

seguintes rondições : 

i) E(X) existe. 

ii) , q.c. 

cnn 6>1. 

Portanto, pcrlererrDS estabelecer o segujnte teorema : • 



61 

TEOREMA 3.3.2. Sejam x1 , ~ , variáveis aleatórias discretas, não degen~ 

radas, independentes e identicamente distribuidas, cujo sup:::>rte é o conjunto 

{ 0,1,2, ••• } e cuja função distribuição é FX . Suponha quE~ E{X) existe. 

Então : 

(3.3.1.) s , q.c. 

onde y é um inteiro não negativo, fixo, e B > 1 é uma constante, se e sonente 

se, F X tem a forma. 

(3. 3. 2.) 

com 

= 1 _ qx+l 
' 

8 - 1 

s 
O< q< l 

X E { 0,1,2,.,, } 

t:: interessante notar que quando E(X) existe, a oondição (3.3.1.) do/ 

Teorerra 3. 3. 2. é :rrais fraca que a condição Exigida por Fergunson no Teorerra I 

3. 3.1., A fim de rrostrarm::>s este fato, varras estabelecer o seguinte lEma: 

LE1v1A 3. 3.1. Sejam x
1 

, x
2 

variáveis aleatórias dadas corro no teorema I 

(3.3.1.) e sup:>nha que E(X} existe. Então, se Y
2

- Y
1 

e Y
1 

são independentes 

(3.3.3.) , q.c. 

onde S é urna a:::nsta.nte. 



PIDVA 

t: evidente que, se Y2 - Y1 e Y1 são independentes 

(3.3.4.) 

onde a é urrE. oonstante. 

Agora, terros que 

(3.3.5.) 

~ 

P[Y=yj 
l 
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+ 

• 



~ E [ y2 - yl I Yl=y' Y2> y j P[ Yl=y' y2 - yl > O J 

P[ Yl=y I 
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~ E [ Y2 - Y
1 

I Y
1

=y, Y
2

> y] P[ Y
1

=y j P[ Y
2 

- Y
1

> O ] 

P[ Y
1
=y] 

Utilizando-se, então, o resultado dado em (3.3.4.) e observando-se que 

(3.3.6.) 

é independente de y, nós pcxlerros concluir que 

(3.3.7.) 

onde S é una constante, dada p:~r 

(3.3.8. I 



e isto completa a prova do Lema 3.3.1 .• 

Agora, se observa.rrros a prova do Iam 3.3.1., nos vererros que se 

Y2 - Y1 e Y
1 

forem independentes, então autamãticamente , teremos que a 
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E[ Y
2 

- Y1 I Y1=y, Y2 > y J é constante, o que prova a nossa afinração de 

que a condição (3.3. l~l do Teorema (3.3.2.) é rrais fraca que a condição de 

Fergunscn para o caso em que E (X} existe. 

O trorema que apresentarerros agora, tanbérn1 é muito inp::)rtante, no 

tocante à caracterização da distribuição geométrica , e sua demonstração é 

conseguida mediante a aplicação do teorema 3.2.1. 

TEDREMA 3.3.3. Seja FX (x) a ftmção distribuição de uma variável aleatória 

x, discreta, não degenerada, cujo sur:orte é o coojunto { 0,1,2, ... } e su~ 

nha que E (X) existe. Seja X a média arit.rrética da arrnstra aleatória de tarra 

nho n, selecionada de X, isto é, 

(3.3.9.) X 
l 
n 

Então para algum m , inteiro fixo e arbitrário , l.:f m< n , n ~ 2 

(3.3.10. I = c , q.c. 
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onde y é illt1 inteiro não negativo, fixo , e C >1 é uma oonstante, se e s~ 

te se, FX lxl tem a fornB dada por (3. U. 1 CXlill o parâmetro q , dado por 

q = a - l , onde 
a > 1 , O< q< l 

Temos, inicialmente, que X pode ser expressa como 

13. 3.11. I l X --
n 

n 
L Y. 

i=l 1 

cesta fonna, tererros que a expressão em (3.3.10) p:Jderã ser escrita / 

(3.3.12.1 

onde 

l 

n - l 

n 

E [ 6 (Y.-Y11 I Y1=y, Ym=y' Ym+·l> Y J 
i==2 l 
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, 

pois 

1 
n 
~ Y. - ny ) I Y1=y, Y =y, 

i=l l m 
-·-n 

n - 1 { E[ 1 
n n- 1 

) 

= 1 E[ 1 
n n- 1 

n-

Utilizand:J-se, agora,a hipótese dada em (_3.3.10.) tererros 

(3.3.13.) ' q.c. 

onde s > 1 

.Mas, pelo teorema 3.2.1., já apresentado, a expressão em (~3.3.13.) 

ocorre, se e sCl1'0811te se, FX{x) tem a fonna 
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(3.3.14.) 1 J<t1 
- q 

oam X E { 0,1,2,.,, } e 
a- 1 

onde a > 1 , O< q< l 

cesta fonra, terros que o teorene 3. 3. 3. está completarrente provado. 

Os dois oorolários a seguir, encerram a apresentação deste nosso tra 

ball1o. 

CDIDJJ\RIO 3. 3 .1. seja F X (x) definida corro no teorerra 3. 2 .1. e sup:::mha que 

E (X) existe. Então 

(3.3.15.) 1 q, C, 

onde y é mn inteiro não negativo, fixo e B > 1 e uma const.:mte, se e SQ 

rrente se, a variável aleatória X tem a distribuição georrétrica com o par~ 

ITBtro q 1 aado r;:or 

q = 
s - 1 

s ' 
0< q< 1 
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CDRJIÃRIO 3. 3. 2. Seja FX{xl definida cano no trorema 3.2.2. e suponha que 

E(X) existe. Então 

13.3.16. I ' g.c. 

onde y e um inteiro não negativo, fixo e 8 > 1 e uma constante, se e somP~ 

te se, a variável aleatória X tem distribuição geom2trica com o parâ-rretro q, 

dado por 

q s - l 

s 
, O< q< l 

As derronstraçÕes destes dois corolários são imediatas, pois o CDrolário 

3, 3. l. é 1..U1E. aplicação direta do teorema 3. 2 .1. para o caso em que m = k = n-1 

e o corolário 3.3.2. é urra aplicação direta do teorena 3.2.2, para o caso em 

quem~k~2. 
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