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§0. Introdução 

Neste trabalho usamos técnicas variacionais para obter existência e multi­
plicidade de soluções do seguinte problema de Dirichlet quasilinear 

(P) { 
-div (a(jvu!P) I'VuiP-2\lu) = f(u) em íl 

u = o sobre aíl 

onde íl é um domínio limitado regular de JRN, p > 1 e as funções a e f satisfazem 
certas propriedades que serão explicitadas posteriormente. O método variacional 
consiste em considerar o funcional de Euler-Lagrange associado ao Problema (P) 

l(u) =~in A(jVujP) k F(u), u E W~·P(fl) 

onde A(t) =f~ a(a)da e F(t) =f~ f(a)da. 

E aí é simples verificar que os pontos críticos do funcional I são as soluções fracas 
do problema (P). Consequentemente devemos aplicar resultados da teoria de 
pontos críticos, como a teoria de Ljusternik-Schnirelman e a teoria de Morse. 

Estudamos também o problema de contorno (P) no caso de equações di­
ferenciais ordinarias, ou seja, quando N = 1. Aqui determinamos a relação da 
energia associado ao Problema ( P) isto é, 

(RE) a.(lu'(x)IP) lu'(x)jP-~A(Iu'(x)jP) = a.(lu'(O)IP)Iu'(O)IP-~A(Iu'(O)IP)-F(u(x)). 
p p 

Esta relação (RE) nos permite determinar implicitamente as soluções fracas do 
Problema (P). 

O operador diferencial que aparece no Problema (P) é um modelo típico 
de operador elítico quasilinear, o qual intervém no estudo dos fluidos não New­
toneanos, ver [11). Um caso especial de dito operador é o chamado p-Laplaciano 
que corresponde ao caso a(t) = 1, para cada t. Explicitamente 

que coincide com o Laplaciano usual quando p = 2. 
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Antes de apresentarmos os resultados obtidos, estabelecemos as seguintes 
notações que serão utilizadas ao longo deste trabalho. 

Para cada q E [1, +oo), 11 IIL• designa a norma usual de Lq(f!) e t/ é o 
conjugado de q, isto é, q = qj(q- 1) se 1 < q < +oo, q = 1 se q = +oo e 
q = +oo se q = 1. 

Para cada p;::: 1, WJ'"(f!) é definido como o completamente de V( f!) com 
a norma 

(W~·P(f!), li llw'·') é um espaço de Banach uniformemente convexo para 
o 

cada 1 < p < +oo. Denotamos o espaço de Hilbert WZ'2(f!) por Hi,(f!). A 
seguinte inclusão 

é compacta para cada q E [1, p*), onde 

P* = { +fjp 
>N se p _ 

se 
N-p 

p<N 

Além disso, a inclusão W~·P(f!) '-> L 00 (f!) é compacta se N < p e a injeção 
wJ·P(f!) '-> LP*(f!) é contínua se N > p. 

isto é, 

(PA) 

O p-Laplaciano t:.P: W~·P(f!)--+ (WZ·P(f!))' =: w-l,p'(f!) é definido por 

Consideremos o seguinte problema de autovalores para p > 1 

{ 
-t:.Pu = .\luiP-2u em f! 

u = O sobre ôf!. 

É conhecido que o conjunto dos autovalores associados ao Problema (P A) é fe-
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chado em IR, e o primeiro autovalor >.1 (p) é simples, isolado e verifica (ver [:3, 
4]) 

, llull~,,p 
>.,(pJ =: InfuEW~'P(íJ) { llulltP }. 

Em geral, quando p # 2 e N # 1, o problema de multiplicidade ou isola­
mento dos autovalores do Problema (P A) é aberto ainda. Quando fl é uma bola 
de IRN existem resultados parciais (ver [3]). 

Quando p = 2, o Problema (P A) é o conhecido problema de autovalo­
res para o Laplaciano usual, e sabemos que os autovalores neste caso são uma 
seqüência {Àk(2)} kEN satisfazendo 

o < Àk(2) ---> + 00 
k-+= 

Quando N = 1, fl = (0, 1) e p > 1, Problema (PA) foi resolvido (ver [18]) 
e seus autovalores são uma seqüência {Àk(P)}kEN verificando 

Agora apresentamos os resultados principais que obtivemos neste trabalho 
no caso de equações diferenciais parciais relativos ao Problema (P). Come­
cemos notando que para que I : lV~·P(fl) -> IR definido anteriormente seja um 
funcional de classe C 1

, as funções a e f devem satisfazer as seguintes propriedades: 

(0.1) a E C(IR+, IR) 

(0.2) 

onde a 1 e a 2 são constantes não negativas. 

(0.3) 

(0.4) 

f E C(IR, IR) 

lf(t)l :S a1 + a 2 ltl', Vt E IR 

onde a1 e a2 são constantes não negativas e o expoente s satisfaz s + 1 < p" se 
N 2: p. Sem restrição sobre a função f se N < p. 
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Assim / 1 
: w~·P(f!) --+ w-l,p' (!1) é bem definido e é dado por: 

I'(u)v = k a(j\?ujP) j\?ujp-2\?u. \?v- k f(u)v, Vu, v E w~·P(fl). 

Observe que ué solução fraca do Problema (P) se e somente se 

I'(u)v =O, Vv E WJ•P(!l). 

Consideremos as seguintes propriedades sobre a função a, além de ( 0.1) 

(0.5) a(iW)Ifi"- 2 t é uma função estritamente crescente quando t cresce e 

lim a(tP)tp-l = O 
t-ro+ 

(0.6) b1 :::; lim inf a(t):::; lim sup a(t) :::; b2 
t-++oo t-+oo 

onde b1 e ~ são constantes positivas. 

Observe que (0.2) é uma consequência dessas propriedades. Consideramos 
também as seguintes condições sobre a função f, além de (0.3): 

(0.7) Existem constantes não negativas a1 e a 2 tal que 

lf(t)l :S a1 + azltl', Vt E 1R 

onde s 2 O e s + 1 < p*. 

Observe que a condição (0.7) implica a condição (0.4). 

(0.8) Existem 8 E (0, ~) e t0 2 O tais que, 
p 

fJtf(t) 2 F(t) >O, Vlt12 to. 

(0.9) f é uma função ímpar. 

Teorema 0.1. Suponha que a função a satisfaz (0.1), (0.5) e (0.6) e que a não 
linearidade f verifica (0.3), (0.7), (0.8) e (0.9). Assuma também que p 2 2 e 

{}~ < 61
. Então, o Problema (P) possui uma seqüência não limitada de soluções 

p 
fracas. 
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Teorema 0.2. Suponha que a função a satisfaz (0.1), (0.5) e que a função f 
satisfaz (0.3), (0.4) e assuma p 2: 2. Além disso, são assumidas as seguintes 
condições: 

(0.10) Existem constantes cb c2 >O e bt, tJ.. >O tais que, para cada t >O 

(0.11) lim sup 
ltJ-+oo 

onde t52 (p) = 1 se p = 2 e t52 (p) =O se p =J 2. Então, o Problema (P) possui no 
minimo duas soluções fracas não triviais. 

Teorema 0.3. Suponha que a função a satisfaz (0.1), (0.5) e que a função f 
satisfaz (0.3), (0.4), (0.8). Além disso, são assumidas as seguintes condições: 

(0.13) Existem constantes q E (1, p], cll c2 , b1 , b2 > O, tais que, para cada t >O 

(0.14) 
. f(t) ' 
j~sup ltlq-Zt < (c1 + t59 (p)bt))q(q) 

onde Dq(p) = 1 se p = q e bq(p) = O se p =J q. Então, o Problema (P) tem no 
minimo uma solução fraca não trivial. 

Recentemente, N. Hirano [14], usando a teoria de grau para aplicações de 
classe ( S)+ estabeleceu um resultado para a existência de duas soluções fracas 
não triviais do Problema ( P) colocando hipóteses equivalentes às do nosso Te­
orema 0.2 sobre a função a. Mas sobre a função f considerou um crescimento 
assintoticamente linear no +oo, isto é, 
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Assim nosso Teorema 0.2 contém o resultado em [14] como um caso particular. 

Por outro lado, K. C. Chang [9] estabeleceu um resultado para a existência 
de duas soluções fracas não triviais do problema, 

i -c f.~(! ou ~p-2 ou) - Llu = 
i=J ox; ox; Ôx; 

u -

f(u) em n 
O sobre ofl 

onde f satisfaz (0.3), (0.4) e .\;(2) < f'(O) < Ài+J (2). Ele assume também o 
seguinte: 
Existem constantes k1 , k2 tal que, 

onde 

Usando o mesmo método empregado na prova do Teorema 0.2 podemos esta­
belecer este resultado. Mas notemos que a prova da condição (PS) requer os 
argumentos utilizados por K. C. Chang em [9]. 

Algumas aplicações de nossos Teoremas 0.1, 0.2 e 0.3 podem ser achadas 
na última seção do capítulo I deste trabalho. 

Agora apresentamos nossos principais resultados de multiplicidade de 
soluções relativos ao Problema (P) no caso de Equações Diferenciais or­
dinárias. Neste caso, a formulação fraca do problema é, 

(0.15) { 
IZ a(iu'IP) lu'IP-2u'v' = IZ f(u)v···· Vv E wz·P(l) 

u E WZ•P(I). 

onde I= (0, 1). Relembremos que uma função u satisfazendo (0.15) é chamada 
solução fraca do Problema (P). 

Consideremos as seguintes propriedades sobre a função a 

(0.16) 
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(0.17) Existem c> O e 1 < q ::; p tais que 

(0.18) 

lim tp-qa(tP) =c 
t-+0+ 

lim a(t) = b 
t-+oo 

onde b é uma constante positiva. 

Teorema 0.4. Suponha que a função a satisfaz (0.16), (0.17), (0.18) e que a 
função f verifica (0.3), (0.8), (0.9). Então, existe k0 E N tal que, para cada 
inteiro k 2:: k0 , existe pelo menos um par de soluções fracas do Problema (P) de 
classe C 1 em 1 

{uk, -uk} 

trus que Uk possui k- 1 zeros no intervalo I= (0, 1) 

Teorema 0.5. Suponha que a função a satisfaz (0.16), (0.17), (0.18) e que a 
função f verifica (0.3), (0.9). Assuma também as seguintes propriedades: 

(0.19) d;(q) < lim •-o 

(0.20) 

onde b e c são as constantes de (0.17) e (0.18). 

(0.21) tf(t) >O, Vt #O. 

Então, o Problema (P) possui no mínimo m = lk- il pares de soluções fracas 
não triviais de classe C 1 em 7 

{uc, -u.e}t=O, ... ,m-1 

trus que Ut possui max{ k, í}- C- 1 zeros no intervalo I= (0, 1). 

Se nos Teoremas 0.4 e 0.5 se assume que 1 < q ::; 2, então, as soluções fracas 
obtidas são soluções clássicas. Isto é conseqüência simples do seguinte resultado 
de Regularidade. 
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Consideremos o seguinte problema 

h em I 

{ 

-(a(lu'IP) ln'IP-2u')' = 

u(O) = u(l) - O 
(0.22) 

onde h E C(J, IR) e a função a satisfaz (0.16). 

Teorema 0.6. (i) As soluções fracas de (0.22) são funções de classe C1 em 

(ii) Se ~~IJl tP-
2a(tP) # O então as soluções fracas de (0.22) são funções de classe 

C2 em 1, ou seja são soluções clássicas. 

Algumas aplicações de nossos Teoremas 0.4, 0.5 e 0.6 podem-se encontrar 
na última seção do Capítulo II. 

Observe que os Teoremas 0.1 e 0.2 são resultados de multiplicidade de 
soluções do problema (P) onde p 2: 2. Note que no caso l-dimensional usando a 
relação de energia tratamos esses problemas para cada p > 1, obtendo informação 
sobre o comportamento das soluções (ver Teoremas 0.4 e 0.5). Além disso, observe 
que usando o conhecimento dos autovalores do p-Laplaciano em dimensão um, foi 
possível colocar hipóteses sobre a não linearidade f relativas ao cruzamento de 
autovalores do q-Laplaciano (resp. p-Laplaciano) na origem (resp. no infinito), 
corno mostram as propriedades (0.19) e (0.20). 

A forma que atacaremos o Problema (P) no caso l-dimensional é inspirada 
em vários artigos, como por exemplo, M. Guedda and L. Veron [13], M. Otani [18, 
20], M. del Pino, M. Elgueta, and R. Manásevich [21, 22] entre outros, e consiste 
em associar à equação a Relação de Energia (RE), e a partir daí, usar técnicas 
de Equações Diferenciais Ordinarias, para obter resultados de multiplicidade de 
soluções. Especificamente eles estudam o Problema: 

{ 

lu'IP-2u')' 

u(O) = u(l) - O. 

f(x,u) em I 

ou seja, urna versão não necessariamente autõnorna do Problema (P) onde 

a(t) = 1. 

Conteúdo dos Capítulos: No capítulo I usamos o método variacionai para 
estudar existência e multiplicidade de soluções do Problema (P). Começamos 
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apresentando uma coletânea de resultados conhecidos que serão utilizados nesse 
capítulo. Logo após, estudamos a condição (PS) do funcional de Euler-Lagrange 
associado ao Problema (P) e mostramos um contraexemplo. Daí fazemos detalha­
damente as demonstrações dos Teoremas 0.1, 0.2 e 0.3. Finalmente, apresentamos 
algumas aplicações. 

No capítulo II usamos a relação da energia para estudar existência e multi­
plicidade de soluções do Problema (P) no caso l-dimensionaL Na primeira seção 
determinamos a relação de energia e provamos que as soluções obtidas a par­
tir de dita relação são efetivamente as soluções fracas do Problema (P). Logo 
após fazemos detalhadamente as provas dos Teoremas 0.4, 0.5 e 0.6. Finalmente 
mostramos alguns exemplos. 
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CAPÍTULO I 

MULTIPLICIDADE DE SOLUÇÕES EM EQUAÇÕES 
ELÍTICAS QUASILINEARES 

§1. Coletânea de resultados conhecidos 

Nesta seção apresentamos alguns resultados conhecidos que foram utiliza­
dos em nosso trabalho. 

Seja E um espaço de Banach real e I : E -; IR um funcional de classe 
C1

• Dizemos que o funcional I satisfaz à Condição de Palais - Smale, que 
denotamos por (PS), se, para cada c E JR, o funcional I satisfaz (PS)c, isto é, 
para cada seqüência { un}n C E tal que 

(1.1) 

existe uma subseqüência convergente em E. 

Os dois teoremas seguintes proveem da teoria de Ljusternik-Schnirelman e 
podem ser achados em P. Rabinowitz [23]. Dado r> O, denotemos Br =: {u E 
E: lluiiE <r}. 

Teorema 1.1. Seja E um espaço de Banach real, I E C1 (E, IR). Suponha que I 
é um funcional par, limitado inferiormente e que satisfaz à condição (PS). Além 
disso, I(O) = O e supomos que existe um conjunto J( C E tal que J( é homeomorfo 
a sk-l por uma aplicação ímpar. 

Se supK I < O, então I possui k pares diferentes de pontos críticos. 

Teorema 1.2. Seja E um espaço de Banach real de dimensão infinita e seja 
I E C1(E,JR) um funcional par, satisfazendo (PS) e !(O)= O. Se E= W ED H, 
onde H é de dimensão finita e I verifica 
(1.2) existem constantes p, o > O tais que 

IlaB,nw 2: a, e 

(1.3) para cada subespaço de dimensão finita Ê C E, existe R= R(Ê) tal que 

I::; O em Ê \ BR(Ê)' 
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Então, I possui uma seqüência não limitada de valores críticos. 

Agora apresentamos o conhecido Lema do Passo da Montanha de 
Ambrosetti-Rabinowitz [2]. 

Teorema 1.3. Seja E um espaço de Banach real e I um funcional de classe C1 

satisfazendo a condição (PS). SejaS um subconjunto fechado que desconecta 
E. Sejam x 0 , x 1 E E pertencendo à componentes conexas diferentes de E\ S. 
Suponha que são verificadas as seguintes propriedades 

(1.4) 

Seja 

Então 

Inf8 I 2': b e max{I(x0 ), I(x1)} < b. 

r={; E C([O, 1]; E): 1(0) = Xo, 1(1) = xl}. 

c= lnf'YEr max I(l(t)) 
tE[O,l] 

é um valor crítico. Isto é, existe x0 E E tal que 

I(x 0 ) =c e I'(x0 ) =O. 

Outro resultado importante que utilizamos neste trabalho é o Teorema dos 
Três Pontos Críticos [16, 17]. 

Teorema 1.4. Seja E um espaço de Banach real e seja I um funcional de classe 
C1 limitado inferiormente satisfazendo a condição (P S). Suponha que E = W ffiH 
onde H é um subespaço de dimensão finita e que o funcional I possui um linking 
local perto da origem, ou seja, existe um p > O tal que 

(1.5) I(w) >c= I(O), Vw E BP n W \{O} 

(1.6) I( h):::; c, Vh E Bp n H. 

Então, o funcional 1 possui no mínimo três pontos críticos. 
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§2. A condição de Palais-Smale 

Nesta seção estudamos a condição de Palais-Smale para o funcional I as­
sociado ao problema (P). Também apresentamos um contraexemplo que mostra 
que a condição (0.5) é essencial para obter a condição (PS) do funcional f. 

Seja a : JR;+ 
J : w~·P(fl) -> IR por 

(2.1) 

-> IR uma função contínua e definamos o funcional 

J( u) = ~ f A(i'Vu )IP) 
plo 

onde A(t) =f~ a(a)da. Suponha que existem constantes a 1 ,a2 >O tais que 

(2.2) 

e existem constantes {31 , (32 > O tais que 

(2.3) 

Observe que as propriedades (2.2) e (2.3) podem ser obtidas como conseqüência 
das condições (0.5) e (0.6). 

Lema 2.1. Seja h : IR -> IR definida por h(t) = A(IW), suponha que h é 
estritamente convexa e se verifica (2.2) e (2.3). Então o funcional J é de classe 
C' e J' pertence à classe (S)+· Isto é, para cada seqüência {un} C W~·P(fl) tal 
que 

(2.4) 

segue-se que un -> u (fortemente). 

Prova. Que o funcional J é de classe C1 é claro a partir de (2.2). A demons­
tração que J' E (S)+ pode ser achada em Browder [6, 7] ou em Berger [5]. Eles 
provam um resultado análogo sob condições mais gerais. 

Observação. Nas três proposições seguintes se verificam facilmente as proprie­
dades (0.1)-(0.2), ou seja o funcional f associado ao problema (P) é de classe C1

. 
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Proposição 2.1. Suponha que se verificam as hipóteses do Lema 2.1 e que a 
função f satisfaz (0.3) e (0.4). Então o funcional I associado ao Problema (P) 
satisfaz à condição (PS) se cada seqüência {un} Ç WJ·P(f!), tal que, 

(2.5) Jl(un)J :S: C, I'(un)-+ O 
n 

sendo C uma constante, é limitada. 

Prova. Seja c E IR e { Un} c w~·P(f!) tais que 

(2.6) 

É suficiente mostrar que {un} contém uma subseqüência que converge na norma 
de WJ·P(f!). Como { un} é limitada, existe uma subseqüência { un,} que converge 
fracamente em WJ•P(f!) para algum Uo. 

Por outro lado, a segunda asserção em (2.6) implica que para cada 
V E WJ•P(f!) 

I k a(J'VuniiP) J'Vun,lp- 2Yun, ·'V v- k f(un,)vJ :S: én1 IJvllw;·P 

onde cn, --> O. Tomando v = Uni - uo, e passando ao limite obtemos que 

isto é. 
lim < J'(un ), Un - u0 >=O. 

j-+oo+ J J 

Assim, usando o Lema 2.1, temos que 

Un
1 

--> Uo (fortemente) em w;•P(!l). o 

Proposição 2.2. Suponha que a função a satisfaz (0.1), (0.5), (0.6) e que a 
função f verifica (0.3), (0.4) e (0.11). Então o funcional I satisfaz à condição 
(PS). 

Prova. Usando a propriedade (0.6) e a segunda asserção em (0.5) sobre a função 
a, bem como a condição (0.11) sobre a função F, temos que, existem constantes 
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6 S 1 e À < À1b1 tais que, 

A(t) > Ç1b1t- Co, Vt 2:: O 

(2.7) F(t) < ÀJ!t: +Co 
p 

6>.1b1 > ). 

onde Co é uma constànte. 

Seja { un} uma seqüência satisfazendo (2.5). Usando (2.7) temos que, 

I(un) = ~ f A(!Y'unn- f F(un) pln ln 

> Çlbl f !V'un!"- ~ f lunlp- cl p ln p lo 
onde C1 é uma constante. Consequentemente 

C 2:: I(un) 2:: ~(6b1- :) llunll~~.p- C1. 
p "1 Q 

Assim { un} é uma seqüência limitada. Usando a Proposição 2.1, a prova da Pro­
posição 2.2 está completa. D 

Proposição 2.3. Suponha que a função a satisfaz (0.1 ), (0.5), (0.6), que a 
b 

função f verifica (0.3), (0.7), (0.8), e que b20 < _!_. Então, o funcional I satisfaz 
p 

à condição (PS). 

Prova. Seja {un} uma seqüência satisfazendo (2.5), isto é, 

~~ f A(IY'unjP)- f F(un)l S C, e p lo ln 

I f a(IV'uniP)IY'unlp-ZV'un. '\?v- f f(un)vl s énllvllw'·P· Vv E wt·P(f2) lo lo o 

onde cn -> O. Substituindo v = Ur. e multiplicando por O a relação acima, e logo 
subtraindo da primeira desigualdade, obtemos 

~ f A(!V'un!P)- O f a(IV'un!P) IY'unlp + f (OJ(un)Un- F(un)) S pln ln lo 
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b 
Usando (0.6), a segunda asserção em (0.5) e o fato que b2(} < ...!., podemos escolher 

p 
constantes 6, 6 >O, Co >O e t1 2:: O tais que, 

(2.8) 

Usando as relações em (2.8) e (0.8) se obtém que existe uma constante C1 tal 
que, 

(Ç1b1 -Çzb2(}) { J'VunJP ~ Cr +enOJJunJiw1·P· 
p ln o 

Consequentemente { un} é lin::litada. Pela Proposição 2.1 a prova está completa. O 

Exemplo. Consideremos a seguinte equação 

(2.9) 
{ 

-(lu'JP-2u')' + u" -

u(O) - u(l) =O 

onde p > 2 e À E IR. 

Observe que o operador diferencial Lp que aparece no primeiro membro da 
equação anterior se pode escrever do seguinte modo 

(2.10) 

= onde a(t) = 1 - t P , t >O. Notemos que 

ou seja que a(JtJP) Jt/"-2t não é estritamente crescente, contradizendo à condição 
(0.5). 

Consideremos o funcional 1>. associado à equação (2.9) 

h(u) = ~ {
1 

Ju'JP- ~ {
1 

p lo 2 lo 
'2 À fnr I I" u -- u . 

p o 
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Pergunta: O funcional h. satisfaz à condição (PS)? Resposta: Não. 

Para começar nossa análise, estudamos o conjunto 

C>.= {c E IR//;. satisfaz (PS)c}· 

Seja {un}n uma seqüência satisfazendo 

(2.1l) { l;(un) 
I,,( Un) --+ O. 

-> c 

Isto é, 

para cada v E w~·P(!l), onde ên _,. O. 

No caso em que À < À1 (p) o funcional!;. é limitado inferiormente e coercivo, 
assim {un} é limitada em W~·P(!t). Agora multiplicando a segunda desigualdade 

acima por ~' substituindo v= un, e subtraindo da primeira se obtém, 
p 

én 1 1 2 én IJ IJ -c+ l':n- -IJunllw•·• :S: (---) JJuniiH' :S: -c+ l':n +- Un w'·• p o 2p o p o 

ou seJa 

assim c ::; O, o que implica que 
IR(; Ç C>. 

Afirmação. Para cada c E [Inf 10 ,0) se tem que 1;. não satisfaz (PS)c, onde 
À E IR. 

Comecemos calculando o ínfimo de 10 

111 111 Inf lo = Infa>O Infliuli •=" {- Ju'JP-
2 - Ho p O O 
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onde So = Inf 11•11 1 =I UrJ lu'l"}. 
H o 

uew;•P(f.l) 

É fácil ver que S0 = 1, assim temos verificado, 

1 1 
Inf 10 =-- -. 

p 2 

Observe que o infimo é atingido em 

(2.13) 'l}o(t) = { t 
-t + 1 se 

se tE [0, 1/2] 

tE [1/2, 1]. 

Definamos a seguinte farru1ia {'IJ,}eE[O,l/2] ç w~·P(fl). 

Observe que {'IJ,}eE[o, l/Z] são pontos críticos de 10 e 

Assim 

É fácil ver que existe uma seqüência { '/}e,n}n de pontos críticos de 10 satisfazendo 
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para cada E E [0, 1/2] 

(2.15) 

h.('IJ,,n)->(~- !) (1- 2E) 
n 

f~ J'IJ:,nJP = ~(1- 2t:) 

f~ I'IJe,nJP---> O. 
n 

A construção da seqüência 'IJe,n(t) é ilustrada com a seguinte figura. 

I 
E .t-e i 

Consequentemente h não satisfaz (PS)c para c E[~-~. 0). 

Do anterior é possível também obter: 

C;. = JR+ u ( -oo, Inf 10 ) para cada >. ::; O. 

Observação. Considere o problema 

(2.16) 
f(u) em n 
O sobre 8!1 

onde N 2:: 1 e f satisfaz f E C(JR, IR), f(O) = O e tem um comportamento do 
tipo (0.4) então o funcional de Euler-Lagrange associado ao Problema (2.16) é 
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bem definido e de classe C 1• Explicitamente 

l(u) =! f IY'u!P-! f IY'ul2- f F(u) 
p ln 2 ln ln 

onde F(t) =f~ f(a)da. Usando as mesmas idéias envolvidas no exemplo anterior 
é possível também obter intervalos onde o funcional acima não satisfaz à condição 
(PS). 

§3. Demonstrações dos Teoremas 0.1, 0.2 e 0.3 

Denotamos por Hk o subespaço de dimensão finita gerado pelas autofunções 
de ( -~, HJ(fl)) correspondentes aos autovalores .\1 (2), ... , Àk(2). Wk denota o 
subespaÇO de W~·P(fl) (p 2': 2) tal que 

(3.1) 

Segue-se das definições de Hk e Wk que 

(3.2) 

(3.3) 

lluii1J 2': Àk+1(2)llu11I>, \fu E wk 

Àk(2)lluiiL> 2': lluii1J• \fu E Hk. 

A prova do Teorema 0.1 usa os dois lemas seguintes. Dado r >O denotemos 
Br =: {u E w~·P(fl), llullw'·P <r}. 

o 

Lema 3.1. Para cada subespaço de dimensão finita E C W~·P(fl) existe R = 
R(E) tal que 

ISO em E\ BR 

Prova. Usando as propriedades (0.3) e (0.8), temos que existem constantes 
k1 > O e k2 E IR tais que 

(3.4) 

1 
onde r=-. 

() 
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Por outro lado, usando (0.6) e a segunda asserção em (0.5), temos que 
existem constantes /311 /32 > O e c E IR tais que 

(3.5) 

Consequentemente, existe uma constante C E IR, tal que 

(3.6) I(u):::; fiz r !Vu!P- k1 r !ulr +C, Vu E W~'P(f!). 
p ln ln 

Como p < r e llllw'·P com IIIIL• são normas equivalentes em E, se conclui que 
o 

existe R > O tal que, 

Lema 3.2. Existem constantes p, o: > O e k E N tais que 

IlaBpnw. ;:::: o:. 

Prova. Usando (0.7) e (3.5), temos que 

(3.7) I( u) ;:::: Pl f !Vu!P- Cz r lul•+l - cl 
p ln ln 

onde C1 e C2 são constantes. 

o 

Agora usaremos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg [12], 

(3.8) 

onde o: E (0, 1) é definido como segue 

Seja k E N, usando (3.2) e (3.8), obtemos que 

c4 llui!L•+I :::; -1-llullwl.p, Vu E wk J1 -<> "o 
(3.9) 

onde C4 é uma constante e J1 = Àk+1(2). Daí temos que, 
se u E {}BP n Wk, então 

(3.10) I( u) ;:::: pP( ~ 1 
- Jl(l-~(-+l) · p•+l-P) - Cs 
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onde C5 e C6 são constantes. 

Sem perda da generalidade podemos assumir que s > p- 1. Consideremos 
p = Pk tal que, 

(3.11) 

Assim 

f3t 

p 

I(u) 2:: 8 ~ 1
P%- Cs. 

Observe que Pk -+ +oo quando k -+ +oo, logo podemos escolher k E N tal que 

8 
~ 

1 
p~ - Cs 2:: ; > O, Vu E ôBp n Wk 

onde 1 é uma constante. A prova do Lema 3.2 está completa. o 

Demonstração do Teorema 0.1 

Pela Proposição 2.3 o funcional I satisfaz à condição ( P S). Além disso, 
em virtude dos Lemas 3.1 e 3.2, podemos aplicar o Teorema 1.2 da Seção 1. Daí 
se segue que o funcional I possui uma seqüência não limitada de valores críticos 
ck = I(uk), k E N onde uk é uma solução fraca do Problema (P). 

Afirmação 3.1. {uk} é uma seqüência não limitada em W~'"(!l). 

De fato, I'( uk )uk = O implica que 

(3.12) 

e Ck = I(uk) implica que 

(3.13) 

multiplicando (3.12) por ~ e subtraindo de (3.13), obtemos 
p 

(3.14) ~ f (A(J'VukJP)- a(J'VukJP) J'Vuk!P) + f(~ f(uk)uk- F(uk)) = ck. 
p ln ln p 

(3.15) 

Por outro lado usando (0.5), temos que 

a(t)t 2:: ~A(t), Vt >O. 
p 
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Daí que usando as relações (3.14) e (3.15), se obtém que 

Assim {uk} não é limitada. A prova do Teorema 0.1 está completa. 

Agora procedemos à prova do Teorema 0.2. Para isto, precisamos dos se­
guintes lemas. Suponha p > 2 (O caso p = 2 é similar). 

Lema 3.3. Suponha válidas as hipóteses do Teorema 0.2. Então, o funcional I 
é limitado inferiormente. 

Prova: Usando (0.11) se obtém que existe um À< À1(p)b1 tal que 

(3.16) F(t)::; Àl!t_ +C, Vt E IR 
p 

onde C é uma constante. Assim usando (0.10) e (0.16) obtemos que para cada 
u E W~·P(O) 

l(u) 2: ~(b1-, À( ))1/ul/:'v,,.- Co 2: -Co 
p Aj p O 

onde Co é uma constante. A prova de Lema 3.3 está completa. o 

Lema 3.4. Existe um p > O tal que 

(a) l(u)::; O, Vu E Bp n H;, 

(b)I(u)>O, VuEBpn(W;\{0}). 

Prova: A condição (0.12) implica que existem constantes d1:dz >O e 61 >O tais 
que, para cada O< /t/ < 61 

(3.17) 

Por outro lado, como as normas //1/w'·• e /1/ILoo são equivalentes em H;, 
o 

temos que, dado 61 > O, existe p1 < 61 tal que, para cada u E H; 
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Assim, usando (0.10), (3.3) e (3.17) obtemos que, para cada u E H; n Bp, 

I(u) < Cz r j\7uj2 + bz r j\lujP- dl ..\;(2) r U2 
2 lo p lo 2 lo 

< -
2
1 
(~-di) llui!Jt., + b2 iluiJ:'v., .•. 

o p o 

Mas c2 - d1 < O e p > 2. Daí se segue que existe p < p1 tal que 

ilullw'·P < p, u E H;=> I(u)::; O. 
o 

Assim temos provado a parte (a) do Lema 3.4. 

Agora provaremos a asserção (b). Usando (0.11) e (3.17) temos que existem 
constantes C > O, O < {31 < 1 e p < q < p* tais que 

(3.18) 

Consequentemente (3.2), (3.18) e (0.10) implicam que para cada u E W; 

I(u) 2: ~lo j\7uj2 +;L j\lujP + 

dz..\;+1(2) r U2- fltb1..\1(P) r jujP- C f juj• 
2 lo p ln lo 

> ~(c1- dz) lluiiJt., + b1(1- fl1) llull~r'·P- CoJiuiJ~,,p 
""' o p o o 

onde C0 é uma constante. Como q > p e c1 > d2 , temos que existe p > O tal que 

I(u) >O; Vu E Bp n W; \{O}. o 

Demonstração do Teorema 0.2 

Pela Proposição 2.2, Lema 3.3 e 3.4 o funcional I satisfaz à condição (PS), 
é limitado inferiormente e tem um linking local perto da origem. Assim pelo Te­
orema 1.4 o funcional I possui no mínimo dois pontos críticos diferentes de zero. 
A prova do Teorema 0.2 está completa. 
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Agora provaremos Teorema 0.3. Para isto, precisaremos do seguinte lema. 
Suponha p > q (O caso p = q é similar). 

Lema 3.5. Assuma as hipóteses do Teorema 0.3. Então existem constantes 
p, a > O tais que, 

(a) J(u) >a, VJJuJJw'·P = p. 
o 

(b) Existe Uo E w~·P(fi) tal que 

lluollw'·• > p e I(uo) <a. o 

Prova. Usando (0.4) e (0.14) se obtém que existe uma constante Ç1 E (0, 1) tal 
que 

(3.19) 

onde s0 E (p, p*) e C é uma constante. Assim (0.13) e (3.19) implicam que 

I(u) > cl f j\lujq + b1 f j\lujP- 6C1.\1(q) { Jujq- C f Juj•o 
q ln p ln q ln ln 

> C
1 
(1- 6) Jlulliv.'·• + b 1 iluJJ~, .• - CoJJuJJ~,,p 

q o p o o 

onde Co é uma constante. Assim como 6 < 1 e s0 > p temos que a asserção 
(a) é verificada. A prova da asserção (b) segue as mesmas idéias usadas no Lema 
3.1. o 

Demonstração do Teorema 0.3 

Por Proposição 2.3 o funcional I satisfaz à condição (PS) e em virtude do 
Lema 3.5 são verificadas as hipóteses do Teorema 1.3. Consequentemente existe 
pelo menos uma solução fraca não trivial do Problema (P). 

§4. Exemplos 

Nesta seção apresentamos algumas aplicações dos Teoremas 0.1, 0.2 e 0.3. 
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Exemplo 4.1. Consideremos o problema 

( 4.1) { 
-ll.u = f(u) em n 

u = o sobre an. 

Neste caso a(t) _ 1 e p = 2. Suponha que f E C(IR, IR) é ímpar e vale a 
condição de Ambrosetti-Rabinowitz, ou seja a propriedade (0.8), e suponha um 
crescimento do tipo (0.7). Então, em virtude do Teorema 0.1, o Problema (4.1) 
tem infinitas soluções fracas. Assim, o Teorema 9.38 de Rabinowitz em [23] está 
contido no nosso Teorema 0.1. 

Exemplo 4.2. Suponha que no Problema (4.1) a função f E C( IR, IR), f(O) = 
O, possui um crescimento do tipo (0.4) e que verifica a condição Ambrosetti­
Rabinowitz (0.8) (lembre que p = 2). 

Se lim f(t) < .\1 (2), usando Teorema 0.3 se conclui que Problema (4.1) tem 
t-+0 t 

no mínimo uma solução fraca não trivial. Consequentemente o Teorema de 
Ambrosetti-Rabinowitz em [2] está contido em nosso Teorema 0.3. 

Exemplo 4.3. Suponha que no Problema (4.1) a função f E C(IR, IR), f(O) =O 
e possui um crescimento do tipo (0.4) para p = 2. Se além disso 

. f(t) 
.\;(2) < hm - < .\;+1 (2) e 

t-+0 t 

lim 2F(t) .\ (2) 
ltf-+oo "f:2 < 1 

' 

em virtude do Teorema 0.2 o Problema (4.1) tem no mínimo duas soluções fracas 
não triviais. 

Observe que o tipo de problema abordado em Exemplo 4.3 pode ser resol­
vido também usando o método de Iteração Monotónica [1, 9), mas notemos que 
este método em geral não é aplicável no Problema (P). A dificuldade está por 
exemplo em obter o princípio do máximo e o estudo da regularidade do operador 
diferencial que aparece no Problema (P). 
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Exemplo 4.4. Seja 1 < q < p e consideremos o seguinte problema 

(4.2) { 
-bf>pu - cf>

9
u = ÃjujP-Zu + pjuj 9- 2 u + 1lulr-ZU em f2 
u = o em an. 

' 
Se p 2:: 2, p < r < p*, 7 > O, b > O, c 2:: O e À, fl E IR então usando Teorema 
0.1 temos que o Problema (4.2) possui um número infinito de soluções fracas que 
convergem a +oo. 

Exemplo 4.5. Suponha que no Problema (4.2) temos q = 2, 2 < r < p, À < 
bÀ1 (p), cÀ;(2) < fl < d;+1 (2), b > O, c> O e 7 E IR. Em virtude do Teorema 
0.2, o Problema ( 4.2) tem no mínimo duas soluções fracas não triviais. 

Exemplo 4.6. Consideremos o seguinte problema 

(4.3) { 
-bf>Pu- cf>9u = ÀjuJ•- 2u + h(u) 

u=Oemô!l 
em n 

onde p > q > 1, h E C(IR, IR) e h(O) = O. Suponha que h satisfaz (0.4) e a 
condição de Ambrosetti-Rabinowitz (0.8). Se 

. h(t) 
À< d 1(q) e hm li 2 =O t-o t q- t 

então, em virtude do Teorema (0.3) o Problema (4.3) possui no mínimo uma 
solução fraca não trivial. 

Exemplo 4.7. Consideremos o seguinte problema 

>.juJP-Zu + fl sen u+ 

7luir-Zu em n 
O em 8!1. 

Usando Teorema 0.1, se p 2:: 2, p < r < p*, 7 > O, p E IR e À E IR, então, o 
Problema (4.4) possui uma seqüência não limitada de soluções fracas. 

Exemplo 4.8. Se no Problema (4.4), p = 2, À < Ã1 (2), 2 <r< 2* e 7 ::=:;O, e 
além disso, 
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À (2' À+ f! Ài+1 (
2) - d T O 2 1 . ; ) < -

2
- < 

2 
, entao, usan o o eorema . se cone m que o 

Problema ( 4.3) possui no núnimo duas soluções fracas não triviais. 

Exemplo 4.9. Chamemos de Lp o operador diferencial que aparece no primeiro 
membro do Problema (4.4) e consideremos o seguinte problema 

(4.5) { 
Lpu = .\jujP-2u + h(u) em n 

u=Oem80 

onde À< À1 (p), p 2 2 e h E C(JR, IR). Além disso, suponha que h satisfaz (0.4) 
e (0.8). 

Selim I ~(t~ =O então usando o Teorema 0.3 se conclui que o Problema 
t-o t p- t 

( 4.5) possui no núnimo uma solução fraca não trivial. 

Observações. (i) Suponha que a função f é ímpar e assuma as hipóteses do 
Teorema 0.2. Então, usando a Proposição 2.2, os Lemas 3.3-3.4 e o Teorema 1.1 
se conclui que o Problema ( P) possui pelo menos i-pares diferentes de soluções 
fracas. 

(ii) Se assunúrmos as hipóteses de Teorema 0.3 com f ímpar, em 
virtude da Proposição 2.2, Lema 2.2, Lema 3.5 e Teorema 1.2 com H = {0}, o 
Problema ( P) possui infinitas soluções fracas. 

(iii) Observe que se no Problema (P) consideramos a(t) = l?' b(t) tal 
que b E C(JR+, IR) é estritamente crescente, se podem construir muitos exemplos . 

.E=-!. cl 
Note que em (4.1) tomamos b(t) =-./i; em (4.2) tomamos b(t) = bt P + ct " e 

Jd. 1 
em (4.4) tomamos b(t) =i P (1 + ( ) ). 

1 + t p 
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• CAPITULO II 

MULTIPLICIDADE DE SOLUÇÕES EM 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS. 

§1. Relação da Energia 

Nesta seção determinamos a relação da energia associado ao Problema (P) 
e mostramos alguns resultados que serão úteis nas provas dos teoremas 0.4 e 0.5. 

Denotemos por 
Lpu =: ( a(ju'jP) iu'IP-Zu')' 

e suponha que ué solução clássica do Problema (P). Então, 
para cada x E I= (0, 1) 

-lo'' (Lpu)u' = fax a(ju'jP)ju'jP-Vu"- fax (a(ju'jP)ju'jP-2u'u')' 

1 1 
- -A(ju'(x)IP)- -A(iu'(O)IP) + 

p p 

-a(iu'(x)IP)ju'(x)IP + a(iu'(O)IP)Iu'(O)IP 

onde A(t) = J~a(o)da. 

Por outro lado, para cada x E I 

f f(u)u' = F(u(x))- F(u(O)) 

onde F(t) = Jd f(a)da. Consequentemente, a função u satisfaz à seguinte relação 
da energia 

(1.1) W(u'(x)) = W(u'(O))- F(u(x)) 

onde a função W é definida por 

(1.2) 
1 

W(t) = a(jtjP)IW- -A(itjP) 
p 
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(1.3)a 

Seja a E IR e consideremos o seguinte problema 

{ 

W(u'(x)) = W(a)- F(u(x)) 

u E C1(IR,IR). 

Para cada a E IR denotemos por S(o:) o primeiro zero da função W(a)- F(·), 
em (0, +oo ), quando existe. 

Consideremos a seguinte condição sobre a função W 

( 1.4) Existe um q > 1 tal que, 

1
. W(t) 
1m -- < +oo 

t--~-o+ tq 

Suponhamos que a função a satisfaz (0.16), a função W satisfaz (1.4) e que a 
função f verifica (0.3), (0.9). Seja o: E IR tal que f(S(o:)) >O. 

Definamos as seguintes funções: 

W+ - wl : [O,+oo)-+ [O,+oo) 
[O,+oo) 

W_ = wl : ( -oo, O] _, [O, +oo ). 
( -oo,O] 

Observe que W E C1 (IR, IR) e sua derivada é a seguinte 

(1.5) W'(t) - (pa'(ltJP)JtiP + (p- l)a(lfiP)) jW-2t 

Assim por (1.5), usando (0.16) temos que W+ é um homeomorfismo de [0, +oo) 
em [O,+oo), e é um difeomorfismo de (O,+oo) em (O,+oo) (analogamente com 
W_ ). Assim, podemos considerar o seguinte problema 

(1.6) u'(x) =R+( o:, u(x)) e u(O) =O 
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onde R+ é definida por R+(a, t) == W.;:-1(W(a)- F(t)). 

Observe que R+(a,·) não se anula em (-S(a), S(a)). Definamos 

Lt da 
A0 (t) == R ( )' para cada tE (-S(a), S(a)). 

o + a, a 

Denotemos A0(S(a)) ==: B(a), que está bem definido, pois a integral A0(S(a)) é 
convergente. De fato, 

1 

(S(a)- t)< 
[ 

-1 ] ! 
R+(a, t) q(R+( a, t))•-1 :t (R+( a, t)) 

[ 
W'(R+(a,t)) ]! 

qf(t)R+(a,t)• 1 

[ 
W(R+(a, t))]! 
f(t)R+(a, t)q · 

Assim usando (1.4) e o fato que f(S(a)) >O, temos que O( a) está bem definido. 
Consequentemente A0 : [-S(a),S(a)]-+ [-B(a),O(a)] é um homeomorfismo tal 
que 

Ao E C1((-S(a),S(a));JR) e 

Assim temos que, 

uo(x) == Aõ1(x), x E (-O(a), O( a)) 

é a única solução de (1.6) em (-O( a), O( a)). Além disso temos que, 

u~(-O(a)) == u~(O(a)) == R+(a,S(a)) ==O 

Seja agora 
R_(a, t) == W.::-1(W(a)- F(t)) e 
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consideremos o seguinte problema 

(1. 7) u'(x) = R_(a, u(x)) e u(2B(a)) =O 

R_(a, ·)não se anula em (-S(a), S(a)). Como antes, definamos 

1' der 
A1(t) = R ( ) , tE [-S(a), S(a)J o _ a, (J 

que é uma integral imprópria convergente. Observe que A1 aplica [-S(o), S(o)] 
em [-B(o), B(o)J. Daí que 

u1(x) = A}1(x- 2B(a)) , x E [O( o), 30(a)J 

é a única solução de (1.7) em [O(a),30(o)]. Além disso temos que, 

u~(O(o)) = u~(30(o)) =O e u0 (0(o)) = u1(0(o)) = S(a). 

Continuando esse processo, construímos um único par de soluções não triviais 
{ -u, u} do Problema (1.3),. Tal que 

u(2kO(a)) =O, k =O, ±1, ±2, ... 

Ou seja, obtivemos a seguinte proposição: 

Proposição 1.1. Suponha que a função a satisfaz (0.16), a função W satisfaz 
(1.4) e que a função f verifica (0.3) e (0.9). Seja a E IR tal que f(S(a)) > O. 
Então o problema (1.3), possui um único par de soluções { -u, u} tal que 

(1.8) u(2kO(o)) =O, k =O, ±1, ±2, ... 

Observação 1.1. Observe que os únicos zeros da solução u obtida na Proposição 
1.1 são da forma 2kO(o), onde k E :Z. Além disso ué 40(a)-periódica. 

Proposição 1.2. Assuma as hipóteses (0.3), (0.9), (0.16) e (1.4). 

(a) Seja o =I O, f(s(a)) > O eu uma solução do Problema (1.3) 0 satisfazendo 
(1.8) e u(l) =O. Então ué solução fraca do Problema (P). 
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(b) Assuma que tf(t) >O Vt #O. Seu é solução fraca não trivial do Problema 
(P) então ué uma solução do Problema (1.3)" satisfazendo (1.8) com a= u'(O). 

Prova. É claro que existe um k E N tal que 2kll(a) = 1 e 

u(O) = u(211(a)) = ... = u(2kll(a)) =O 

u'(ll(a)) = u'(311(a)) = ... = u'((2k- l)IJ(a)) 

além disso 

u E C2(((2i- 1)/l(a), (2i + 1)11(a)); IR), l::; i< k -1, 

u E C 2((0,11(a)); IR) n C 2(((2k -l)ll(a), 1); IR). 

Seja v E w~·P(I) e denotemos 

w(x) =: a(lu'(x)JP)Iu'(x)IP-zu'(x). 

Então, 

fo1 wv' l
O(<>) k-1

1
(2i+1)B(a) 

1
1 

- wv' + L wv' + wv' 
O i=1 (2i-l)B(a) (2k-l)B(a) 

1
B(a) k-1

1
(2i+I)B(a) 

1
1 

- - w'v- L w'v- w'v 
O i=l (2i-l)B(a) (2k-l)B(a) 

1
8(a) k-11(2i+1)8(a) 

1
1 

= f(u)v +L f(u)v + . f(u)v 
O i=J (2i-!)O(a) (2k-1)8(a) · 

- lo' f(u)v. 

Ou seja 
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O que prova a parte (a) da Proposição 1.2. Agora procedemos a provar a parte 
(b) da Proposição 1.2: 
Seja u uma solução fraca não trivial do Problema (P). Em virtude do Teorema 
0.6 temos que u E C1(1). Não é difícil verificar que se u'(O) = O então u = O. 
Assim u'(O) =a =f. O. Suponhamos que u'(O) =a> O (o caso a< O se resolve 
analogamente) e seja b >O tal que, 

u(x) >O em (0, b) e u(O) = u(b) =O. 

Usando a hipótese tf(t) > O, Vt =f. O e a condição (0.16) temos que u é estrita­
mente decrescente no intervalo (0, b) e que 

-u'(O) = u'(b). 

Observe que u' possui um único zero x 0 em (0, b ). Assim é possível verificar a 
relação da energia 

W(u'(x)) = W(a)- F(u(x)) em (0, b). 

Consequentemente u é solução das seguintes equações ordinarias 

(1.9) 

(1.10) 

u'(x) =R+( a, u(x)) em [O, x0] e u(O) =O 

u'(x) =R_( a, u(x)) em [x0 , b] e u(b) =O 

Da própria construção da solução u" do Problema (1.3)" na Proposição 1.1 
conclui-se que, 

Xo = B(a), b = 20(a) e u(x) = u"(x), Vx E [0, 2B(a)] 

Analogamente se verifica que u(x) = u,(x), Vx E [2B(a), 1]. A prova da Pro­
posi,;ão 1.2 está completa. 

§2. Demonstrações dos Teoremas 0.4, 0.5 e 0.6 

A prova do Teorema 0.4 usa o seguinte lema 
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Lema 2.1. Assuma as hipóteses do Teorema 0.4 e seja O(a) como na seção 1. 
Então 

(2.1) lim O( a)= O. 
a-++oo 

Prova: Seja a> O. É fácil ver que O( a) é bem definido para a suficientemente 
grande. Além disso vale, 

(2.2) 

()a _ [1 S(a)dt 
( ) -lo R+(a,tS(a)) 

Observe que usando (0.16) - (0.18), temos que existe w0 > O tal que 

f W.t1 
(i) 2: Cti ~ , 0 S f S Wo 

l H'.t1(f) 2: CzfP , Wo S f 

onde c1 , c2 são constantes positivas. 

Por outro lado, setE [1/2, 1] então 

F(S(a))- F(tS(a)) = J(fl(t)S(a))S(a)(l- t) 

onde fl(t) E [1/2, 1]. Assim, usando (0.8) temos que existe uma constante a 0 

suficientemente grande tal que para cada (a, t) E [a0 , +oo) x [1/2, 1], 

(2.3) 
R+( a, tS(a)) > W.t 1 (C 1 S(a)~(1- t)) 

S(a) - S(a) 

onde c1 é uma constante. 

Definamos 
1 

M(wo) ={(a, t) E [ao, +oo] x [1/2, 1] f C1S(a)•(1- t) S wo} 

N(wo) ={(a, t) E [a0 , +oo] x [1/2, 1] / C 1 S(a)~(l- t) 2: w0 }. 

Assim usando (2.2) e (2.3) temos que, 

(2.4) i 
&!a,tS(a)) > C~S( ).L_1 (1 t) 1 

( t) EM( ) S(a) _ Ct 1 a "' - •, a, w0 

Rt(a,tS(a)) > c*s( ).L-1(1 t)l ( t) N( ) S(a) _ C2 1 a ,. - P, a, E w0 
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Daí se segue que existe uma constante C2 > O, tal que, 

(2.5) 

No caso em que t E [0, 1/2] e a é suficientemente grande 

F(S(a))- F(tS(a)) > F(S(a))- F(~S(a)) 

= f(f3S( a ))S( a)(l - ~) 

onde f3 E [1/2, 1]. Assim usando (0.8) e (2.2) temos que existe uma constante 
c3 > o e al suficientemente grande tal que 

(2.6) 

Consequentemente, usando (2.5) e (2.6) obtemos que para cada a > max{ a 0 , a 1 } 

O(a) = f~ S(a)dt ( S(a)dt 
lo R+(a,tS(a)) + lt R+(a,tS(a)) 

1 1 11 dt 
< 1 + l l. 

2C3S(a)••-1 C2S(a),.-1 
112 (1- tfi 

1 11 dt Finalmente, como lim S(a) = +oo, (} < - e 1 é convergente, a 
a-+= p 1/2 (1 -i) q 

propriedade (2.1) é verificada. A prova do Lema 2.1 está completa. D 

Seja t 0 como na condição (0.8) e denotemos 

M0 - max F(i) 
tE[O,to] 

f3o - W.j:" 1(Mo). 

Lema 2.2. Assuma as hipóteses do Teorema 0.4. Então, existe a 0 2: {30 tal que 

O E C([a0 , +oo ), IR) 

Prova: Omitimos a prova, pois esta, segue as mesmas idéias que usamos no Lema 
2.1. 
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Demonstração do Teorema 0.4 
Pelos lemas 2.1 e 2.2 temos que O([a0 , +oo )) 2 (0, O( a0 )). Assim existe um 

k0 E N tal que para cada k 2': k0 

1 

2
k E (O,O(ao)). 

Usando a Proposição 1.1 (ver (1.8)) e a Proposição 1.2 se conclui que para cada 
k 2': k0 existe pelo menos uma solução fraca do Problema (P) com k- 1 zeros 
interiores. A prova de Teorema 0.4 está completa. 

Agora procedemos a demonstrar o Teorema 0.5. Para isto precisamos dos 
seguintes Lemas. Denotemos 

rp -. lim f(t) 
1<1-+oo !tJP-2t 

/q =: lim f(t) 
lt/-0 !t '"-2

t 

Lema 2.3. Assuma as hipóteses do Teorema 0.5. Então 

(a) 

(b) 

lim O(a) = [b(p-1)]l; {1 dt ' 
a-+oo fp lo (1-fP)p 

lim O(a) = [c(q-1)]~ {1 dt ' 
o-o /q lo (1 _ tq)Ç 

Prova. Observe que para cada tE (0, 1) 

mas 

lim S(a) = +oo e 
n-++oo 

lim 
x-+oo 

W.~l(xP) = [~(-p-l] ~ 
X b p-1 

Assim, 

(2.7) . S(a) [b(p- 1)] 1 
hm R( S( ) ) = f · 1 , Vt E (0,1) 

o-+oo ''"+ a, a t p (1 - fP)p 
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Por outro lado, se t E [1/2, 1 J então 

F(S(a))- F(tS(a)) = !(P(t)S(a))S(a)(l- t). 

onde P(t) E [1/2, lj. Assim usando (0.20) temos que existe um a0 suficientemente 
grande tal que para cada (a,t) E [a0 ,+oo] x [1/2,1] 

(2.8) 
R+(a, tS(a)) > W.t1 (C1S(a)P(l- t)) 

S(a) - S(a) 

onde C1 é uma constante. Assim usando um argumento similar ao Lema 2.1, 
temos que existe uma constante c2 > o tal que 

(2.9) 
R+(a,tS(a)) 1 

S(a) ~ C2(l-t)•, 'v'(a,t) E [a0 ,+oo) x [1/2,1] 

No caso em que t E [O, 1/2] e a é suficientemente grande temos que, 

F(S(a))- F(tS(a)) 
1 

> F(S(a))- F(2S(a)) 

1 
- f(P(a)S(a))S(a) · 2 

onde fi( a) E [1/2, 1]. Assim, usando (0.20) e (2.2) existe um a 1 > a0 e uma 
constante c3 > o tais que 

(2.10) 
R+(a,tS(a)) 

S(a) ~ C3, V( a, t) E [a1 , +oo] x [0, 1/2] 

Consequentemente, usando (2.7), (2.9) e (2.10) em virtude do Teorema da Con· 
vergência Dominada, a prova de asserção (a) no Lema 2.3 está completa. Analo­
gamente se prova a parte (b). O 

Lema 2.4. Assuma as hipóteses do Teorema 0.5. Então f) : [O, oo+) -> IR é uma 
função contínua. 

Prova. Como a função f satisfaz a hipótese f(t)t >O, Vt, implica que a função F 
é estritamente crescente em [0, +oo ), assim a função S( a) é uma função contínua 
estritamente crescente em [0, +oo ). Consequentemente usando um argumento 
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similar ao Lema 2.3 é possível provar que 11( a) é uma função contínua. O 

Demonstração do Teorema 0.5 

Suponha que k >i. Assim usando (0.20), (0.21) e Lema 2.3, temos que, 

1 1 1 1 
2(k + 1) < ll(+oo) < 2k ~ 2(i + 1) <lJ(O) < 2i 

Logo, usando Lema 2.4, temos que 

1 

2(k-f.) EII([O,+oo)), f.=O, ... ,k-(i+l) 

Consequentemente, em virtude da Proposição 1.1 e 1.2 o Problema (P) possui no 
mínimo k - i pares de soluções fracas não triviais, que denotamos por 

{ Ut, -UÚt=O, ... ,k-(i+l) 

Além disso, Ut possui k -f. - 1 zeros interiores. A prova do Teorema 0.5 está 
completa. 

Demonstração do Teorema 0.6 

Suponha que u é solução fraca do Problema (0.22). Isto é 

- f~ hv , Vv E W~·P(J) 

{ 
f~ a(lu'IP)Iu?-Vv' 

u E 

Denotemos 

Segue-se da definição de W1·"(1) que w E W 1·P(I) e 

w' =-h E C(1) 

A propriedade (0.16) implica que a função a(IW)ItJP-2t possui uma inversa 
b: IR-+ IR contínua. Assim u' = bo w E C(J, IR), ou seja u E Cl(J, IR). A prova 
da parte (i) está completa. 
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Provemos agora (ii): A propriedade (0.16) e a hipótese lim tP-
2a(tP) # O 

t-ro+ 

implicam que a função b definida anteriormente é de classe C1
• Consequente­

mente u' = b o w E C1(l, IR), ou seja u E C2(7, IR). A prova está completa. O 

Observação 2.1. Seja k E N e seja O(a) a função associada ao Problema 
(1.3).,. Assume que existe um único ak E IR tal que 2kll(ak) = 1. Então 
em virtude das Proposições 1.1 e 1.2 existe um único par de soluções fracas 
{ -u, u} do Problema ( P) tais que u possui exatamente k - 1 zeros no intervalo 
I. Assim, se além das hipóteses do Teorema 0.4 supusermos que O(a) é estri· 
tamente decrescente, então as soluções { ukh>ko que aparecem na conclusão do 
Teorema 0.4 são as únicas soluções fracas do-Problema (P). Analogamente se 
além das hipóteses do Teoremas 0.5 supomos que O( a) é estritamente monótona, 
as soluções { -ue, ut}e=o, ... ,m-1 que aparecem na conclusão do Teorema 0.5 são as 
únicas soluções fracas do Problema (P). 

§3. Exemplos. 

Nesta seção apresentamos alguns exemplos relativos à Teoremas 0.4 e 0.5. 
Denotemos por S o conjunto das soluções fracas não triviais do Problema (P) e 
por sk o conjunto 

Sk =: { u E S f u possui exatamente k- 1 zeros em I} 

Exemplo 3.1. No caso em que a(t) = 1 e p > 1 o Problema (P) e dado por, 

{ 

-(iu'!P-2u.')' = f(u) em I 
(3.1) 

u(O) = u(l) = O, 

que corresponde ao conhecido Problema de contorno envolvendo o p-Laplaciano 
l-dimensional (ver [13, 18, 21, 22]). 

Exemplo 3.2. Consideremos o seguinte problema 

{ 

-(!u'!P-2u')'- (!u'lq-2u')' = À!u!P-2u + J.t!u!q-Zu 
(3.2) 

u(O) = u(l) = O 

em I 

onde p > q > 1, Àk(P) <À< Àk+1(p) e À;(q) < J.l < À;+l(q). Então em virtude 
do Teorema 0.5 o Problema (3.2) possui no mínimo m = !k- i! pares de soluções 
fracas não triviais, 

{ -Ut, ut}l=O, ... ,m-1 tais que Ut E Smax{k,i}-l 
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Exemplo 3.3. Consideremos o seguinte problema 

(3.3) 
{ 

-((1 + 1 )Ju'JP-2 u')' = luJ•-2u (l+Ju'JP)P 

u(O) = u(l) = O 

em I 

onde r > p > L Então usando o Teorema 0.4, temos que existe um ko E N tal 
que para cada k 2': k0 existe no mínimo um par de soluções fracas 

Exemplo 3.4. Consideremos o seguinte problema 

(3.4) 
{ 

-(Ju'JP-2u')'- c(Ju'lq-2u')' -

u(O) = u(l) - O 

onde 1 < q < p , r > p e c 2': O. 

Observe que a função W associada ao Problema (3.4) está dada por 

W(t)= p-lifiP+ c(q-l)ltJ". 
p q 

Denotemos, 

ÀS(o:)' r 
r.(a,t)=: (1-t) 

r 

Assim, para cada a 2': O e t E (0, 1) temos que, 

S(a) S(o:) 
-

W+ 1 (F(S(o:))- F(S(a)t)) 

S(a) 
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( 
r )~W(z(a,t))~ 

>.(1 - tr) z( a, t) 

- ( r )~(p-llz(a,t)ip-r + c(q-l)lz(a,t)!•-r)~. 
>.(1 - tr) p q 

Observe que, 

S(a) = (:~W(a));. 

Logo S(a) é uma função estritamente crescente. Daí, temos que, z(a,t) também 
é estritamente crescente na variável a. Assim a função O( a) é uma função estrita­
mente decrescente. Consequentemente em virtude do Teorema 0.4 e Observação 
2.1, temos que 

s = { -Uk, uk}k~l, onde Uk E sk. 

Exemplo 3.5. Suponha que no Problema (3.4) se verifica, 

Então usando um argumento análogo ao do Exemplo 3.4 temos que O( a) é estri­
tamente decrescente. Assim, usando Teorema 0.5 e Observação 2.1, temos que 

Exemplo 3.6. Suponha que no Problema (3.4) se verifica, 

1 <r= q < p , c>.;(q) < >. < c>.,+1 (q) e c> O. 

Então O( a) é uma função estritamente crescente. Consequentemente em virtude 
do Teorema 0.5 e Observação 2.1,· temos que, 
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