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£0. Introducgac

Neste trabalho usamos técnicas variacionais para obter existéncia e multi-
plicidade de solugbes do seguinte problema de Dirichlet quasilinear

(P) v = { sobre 00

{ —div (a(iVul?) |[Vulf?Vu) = flu) em 0

onde {1 é um dominic limitado regular de IRY, p > 1 e as fungdes a e f satisfazem
certas propriedades que serdo explicitadas posteriormente. O método variacional
consiste emn considerar o funcional de Euler-Lagrange associado ao Problema {F)

)= < [ AGVuP) - [ Fl). we W37(@)

onde A(t) = [{a(o)do e F(t) = [ f(o)do.

E ai é simples verificar que os pontos criticos do funcional I sio as solugdes fracas
do problema (P). Consequentemente devemos aplicar resultados da teoria de
pontos criticos, como a teoria de Ljusternik-Schnirelman e a teoria de Morse.

Estudamos também o problema de contorno {P) no caso de equagdes di-
ferenciais ordinarias, ou seja, quando N = 1. Aqui determinamos a relagio da
energia associado ao Problema (P} isto €,

(RE) a(|a(z)[?) lu'(xn”—imu*(x)!ﬂ = a(ju(0)[")]u'(0) P~ iA(iu’m)i?)wF(u(z)s.

Esta relagdo (RE) nos permite determinar implicitamente as solugdes fracas do

roblema (F).

O operador diferencial que aparece no Problema (F) é um modelo tipico
de operador elitico quasilinear, o gual intervém no estudoc dos fluidos nac New-
toneanos, ver [11]. Um caso especial de dito operador é ¢ chamado p-Laplaciano
que corresponde ao caso a(t) = 1, para cada {. Explicitamente

Apu = div ([Vu|~*Vu)

que coincide com o Laplaciano usual quando p = 2.



Antes de apresentarmos os resuitados obtidos, estabelecemos as seguintes
notagles que serdo utilizadas ao longo deste trabalho.

Para cada g € [1 +00), || l|lze designa a norma usual de L9({lj e ¢ é 0
conjugado de ¢, isto é, ¢ = ¢f{g—~1) se 1 < g < 400, ¢ =1seg= +ooe
¢ =+ooseg=1.

Para cada p > 1, Wy"(Q) é definido como o completamento de D(}) com

a nporma
llyzr = /

(Wé'p ), i Hwal,p) é um espacgo de Banach uniformemente convexo para

cada 1 < p < +oo. Denctamos o espago de Hilbert W, *(Q) por HL{Q). A
seguinte inclusao

pfﬁ i/p

8:1:,,

Wo™(Q) < L*()
é compacta para cada ¢ € [1, p*), onde

400 se p=> N
pr =

AT
N—pp se p< N

Além disso, a inclusioc WyP(Q)) — L®()) é compacta se N < p e a injecdo
WoP(9) — L7 () é continua se N > p.

O p-Laplaciano A, : WyP() — (Wo ()Y =: W~1#'()) é definido por

Ay =:div (|[VulP"?Vu) se ue WP ()
isto é,

(—Ayu, v) = j; [VulP~Vu - Vv, Yu, v € War(8).

Consideremos o seguinte problema de autovalores para p > 1

(PA) { —Agu

U

Alulf~*u em O

0 sobre 991

I

E conhecido que o conjunto dos autovalores associados ao Problema {PA) é fe-
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chado em IR, e o primeiro autovalor A;(p) é simples, isolado e verifica (ver [3,

4])

”u %fyl,p

Mip) = InquWé”’{Q) {W

Em geral, quando p# 2 e N # 1, o problema de multiplicidade ou isola-
mento dos autovalores do Problema (PA) é aberto ainda. Quando {1 é uma bola
de IRV existem resultados parciais (ver [3]).

Quando p = 2, o Problema (FA) é o conhecido problema de autovalo-
res para o Laplaciano usual, e sabemos que 0s autovalores neste caso sdo uma
sequiéncia {Ax(2)}ren satisfazendo

0<Ak(2}m-——y + o0

h— 400

Quando N =1, =(0,1) e p > 1, Problema (PA) foi resolvido (ver [18])
e seus autovalores sao uma seqiiéncia {A;(p)}ren verificando
0 < )\k(}?} ey OO
Rt oo

M) = () = Fe -2 [ =]

Agora apresentamos os resultados principais que obtivemos neste trabalho
no caso de equagdes diferenciais parciais relativos ac Problema (P). Come-
cemos notando que para que 7 : Wy?(1) — IR definido anteriormente seja um
funcional de classe O, as fungdes a e f devem satisfazer as seguintes propriedades:

(0.1) ae C(R*. R)

(0.2) a1 <o+ et WiE> 0
onde oy e oy s20 constantes nao negativas.

(0.3) feC(R, R)

(0.4) [f) e +alft]®, Vie R

onde ¢; e a, sao constantes nao negativas e o0 expoente s satisfaz s +1 < p” se
N > p. Sem restricao sobre a funcao f se N < p.



Assim I' : Wy P(Q) — W~12'(Q) é bem definido e é dado por:
Plu)v = j; a([Vul?) Va2V - Vo — ]ﬂ Flujo, Vu, v € WIP(Q).
Observe que u é solugio fraca do Problema (F) se e somente se
Fluyv =0, Yoe WyP(Q).
Consideremos as seguintes propriedades sobre a funcéo o, além de (0.1}
(0.5) a(jti?)}t|P~* é uma funcdo estritamente crescente quando ¢ cresce e

lim a(tP)t*~) = 0

fesF
(0.6} b < !iign inf a(t) < tiig} sup a{t) < by

onde by e b, sdo constantes positivas.

Observe que (0.2} é uma consequéncia dessas propriedades. Consideramos
também as seguintes condigdes sobre a funcao f, além de (0.3):

{0.7) Existem constantes nio negativas a; e a; tal que
Wl S et aft], Ve R
onde s >0es+1<p.

Observe que a condicdo {0.7) implica a condigao {0.4).

{0.8) Existem 8 € (0, E} e {5 > 0 tais que,
P
Gif(ty > F(t) >0, Vi >t
{0.9} f € uma funcao impar. |

Teorema 0.1. Suponha que a funcio a satisfaz (0.1), (0.5) e (0.6) e que a nao
linearidade f verifica (0.3), (0.7}, (0.8} ¢ {0.9). Assuma também que p > 2 ¢

fb, < —. Entéo, o Problema (P} possui uma sequéncia nio limitada de solucées

fracas.



Teorema 0.2. Suponba que a fungao a satisfaz {0.1), {0.5) e que a funcdo f
satisfaz (0.3}, (0.4) e assuma p > 2. Além disso, sfo assumidas as seguintes

condigbes:

(0.10) Existem constantes ¢;, ¢2 > 0 e by, by > 0 tais que, para cada t > 0

£y + 5it?w2 S t”"’za(ig’} ,..<., o 4+ 5322??—2'

(0.11) o sup pis) < (fafp)es + bi)Aa(p).
(0.12) (eg + b2(p)by) 2:(2) < %iiréinfféﬂ < %glgsup I—gi—) < {eg + ba(p¥by ) Aisa(2)

onde 63(p) = 1 se p =2 e 63(p) = 0 se p # 2. Entao, o Problema (P} possui no
minimo duas solugoes fracas ndo triviais.

Teorema 0.3. Suponha que a funcdo a satisfaz (0.1}, {0.5) e que a funcéo f
satisfaz (0.3), (0.4), (0.8). Além disso, sdo assumidas as seguintes condigdes:

(0.13) Existem constantes ¢ € (1, p|, ¢, ¢z, &, b2 > 0, tais que, para cada t > 0

€ + bltp"q S ip_qa(ip) S €z + bzlflp_g.

\ : ft) .
(0.14) limsup e < (&1 + 64(p)b1) M)
onde 8,(p) = 1 se p = g e §,(p) = 0 se p # ¢. Entdo, o Problema (P) tem no
minimo uma solugae fraca nao trivial.

Recentemente, N. Hirano [14], usando a teoria de grau para aplicacdes de
classe (54 estabelecen um resultado para a existéncia de duas solugdes fracas
nao triviais do Problema (P) colocando hipdteses equivalentes as do nosso Te-
orema (.2 sobre a funcac a. Mas sobre a fun¢ido f considerou um crescimento
assintoticamente linear no 400, isto €,

- /)
§ti}iIfoo sup = < A{2)8;.



Assim nosso Teorema 0.2 contém o resultado em [14] como um caso particular.

Por outro Jado, K. C. Chang [9] estabeleceu um resultado para a existéncia
de duas solugdes fracas nao triviais do problema,

du
dz;

=2 Qu
5;)——&?; = flu} em {

N8
Y
u = { sobre J{
onde f satisfaz (0.3), (0.4} e A{(2) < f'(0) < Ai44(2). Ele assume também o

seguinte:
Existem constantes ky, &, tal que,

F{t) < kyltP + ko, Vi€ R

onde N 5
fﬂ Eiﬂl -éf: Ip }

C
k; < ; Infuewé,pig){mfﬁ |uj? .

Usando o mesmo método empregado na prova do Teorema (.2 podemos esta-
belecer este resultado. Mas notemos que a prova da condigdo {PS) requer os
argumentos utilizados por K. C. Chang em [9].

Algumas aplicagbes de nossos Teoremas 0.1, 0.2 e 0.3 podem ser achadas
na tultima se¢ao do capitulo I deste trabalho.

Agora apresentarnos nossos principals resultados de multiplicidade de

solugGes relativos ao Problema (P) no caso de Equagdes Diferenciais or-
dinarias. Neste caso, a formulacis fraca do problema £,

fo all'P) WPty = [ flue, Yo € WD)
(0.15) 4
u € W),

onde I = {0,1). Relembremos que uma funcdo u satisfazendo (0.15) é chamada
solucdo fraca do Problema (P).

Consideremos as seguintes propriedades sobre a funcéo «

(0.16) a(ftP)[tfF~*t € CHIRN\ {0}, R)NC(IR, 1) e



(a(ItP)EP2Y > 0, VWt #£0.

(0.17) Existem c > 0 e 1 < ¢ < p tais que

hm 7 %a(tf) = ¢
tuws0F

{0.18) lim a{i} =5

R e

onde b € uma constante positiva.

Teorema 0.4. Suponha que a fungio a satisfaz (0.16), (0.17), (0.18) e que a
funcio f verifica (0.3), (0.8), (0.9}. Entio, existe kp € N tal que, para cada
inteiro k > ko, existe pelo menos um par de solugdes fracas do Problema {P) de
classe C' em 1

{uks ‘_uk}

tais que uy possui k — 1 zeros no intervalo 7 = {0, 1)

Teorema 0.5. Suponha que a funcio a satisfaz (0.16), (0.17}, (0.18) e que a
fungdo f verifica {0.3), (0.9). Assuma também as seguintes propriedades:

(0.19) xa) <l T < )
(0.20 belp) < im0 < ben(o)

onde b e ¢ 830 as constantes de (0.17) e (0.18).
(0.21) 1f{ty >0, Vi#0.

Entdo, o Problema (P) possui no minimo m = |k — ¢| pares de solugdes fracas
nao triviais de classe C! em

{un ““uf}tmﬂ ..... m—1

tals que u possui max{k, 1} —{ ~ 1 zeros no intervalo I = (0, 1).

Se nos Teoremas 0.4 e 0.5 se assume que 1 < g < 2, entéo, as solucgdes fracas
obtidas sio solugdes classicas. Isto é consegiiéncia simples do seguinte resultado
de Regularidade.

ok



Consideremos o seguinte problema

—(a([WP) WPy = kb oem I
(0.22)
u(0)=u(l) = 0

onde k € C(I, R) e a funcio a satisfaz {0.16).
Teorema 0.6. (i) As solugdes fracas de {0.22) sio fungbes de classe O em 7.

{1} Se iii;g?; 17 ~2a (47} # 0 entio as solucdes fracas de {0.22) sho funcdes de classe
C* em 1, ou seja sio solugdes clissicas.

Algumas aplicagtes de nossos Teoremas 0.4, 0.5 e 0.6 podem-se encontrar
na ultima segao do Capitulo II.

Observe que os Teoremas 0.1 e 0.2 s8o resultados de multiplicidade de
solugbes do problema (P} onde p > 2. Note que no caso 1-dimensional usando &
relagdo de energia tratamos esses problemas para cada p > 1, obtendo informagao
sobre o comportamento das solugdes (ver Teoremas 0.4 € 0.5). Além disso, observe
que usando o conhecimento dos autovalores do p-Laplaciano em dimenséaoc um, foi
possivel colocar hipdteses sobre a nao linearidade f relativas ac cruzamento de
autovalores do g¢-Laplaciano (resp. p-Laplaciano) na origem (resp. no infinito},
como mostram as propriedades {0.19) e (0.20).

A forma que atacaremos o Problema (P} no caso 1-dimensional € inspirada
em varios artigos, como por exemplo, M. Guedda and L. Veron [13], M. Gtani {18,
20], M. del Pino, M. Elgueta, and R. Manasevich [21, 22] entre outros, e consiste
em associar a equacdo a Relacdo de Energia (RE), e a partir dai, usar técnicas
de Equacgbes Diferenciais Ordinarias, para obter resultados de multiplicidade de
solugdes. Especificamente eles estudam o Problema:

—(P?y = fla,u) em I
w0} =u(l) = 0.
ou seja, uma versado nio necessariamente autonoma do Problema {F) onde
a{t)=1.

Contedido dos Capitulos: No capitulo I usamos o método variacional para
estudar existéncia e multiplicidade de solugbes do Problema (P). Comegamos



apresentando uma coletanea de resultados conhecidos que serdo utilizados nesse
capitulo. Logo apés, estudamos a condigao (PS) do funcional de Euler-Lagrange
associado ao Problema (P) e mostramos um contraexemplo. Dai fazemos detalha-
damente as demonstragoes dos Teoremas 0.1, 0.2 e 0.3. Finalmente, apresentamos
algumas aplicagbes.

No capitulo II usamos a relacio da energia para estudar existéncia e multi-
plicidade de solugdes do Problema { P} no caso 1-dimensional. Na primeira segao
determinamos a relagdo de energia e provamos que as solugbes obtidas a par-
tir de dita relagio sio efetivamente as solucdes fracas do Problema {P). Logo
ap6s fazemos detalhadamente as provas dos Teoremas 0.4, 0.5 e 0.6. Finalmente
mostramos alguns exemplos.



CAPITULO 1

MULTIPLICIDADE DE SOLUGOES EM EQUACOES
ELITICAS QUASILINEARES

§1. Coletanea de resultados conhecidos

Nesta segao apresentamos alguns resultados conhecidos que foram utiliza-
dos em nosso trabalho.

Seja £ um espago de Banach real e /7 : £ — IR um funcional de classe
C'. Dizemos que o funcional 7 satisfaz & Condigao de Palais - Smale, que
denctamos por (PS), se, para cada ¢ € IR, o funcional I satisfaz (PS),, isto ¢,
para cada seqiiéncia {u,}. C F tal que

{ Hu,) — ¢

(1.1) oy o6

existe uma subseqiiéncia convergente em £.

Os dois teoremas seguintes proveem da teoria de Ljusternik-Schnirelman e
podem ser achados em P. Rabinowitz [23]. Dado r > 0, denotemos B, =: {u €
E:|julls <r}.

Teorema 1.1. Seja £ um espago de Banach real, 7 € C*(E, IR}. Suponha que I
é um funcional par, limitado inferiormente e que satisfaz & condigdo (PS). Além
disso, I(0} = 0 e supomos que existe um conjunto K C F tal que K ¢ homeomorfo
a S*! por uma aplicagdo fmpar.

Se supy I < 0, entdo I possui k pares diferentes de pontos criticos.

Teorema 1.2. Seja I um espago de Banach real de dimensao infinita e seja
I € CY{E, R} um funcional par, satisfazendo (PS)e I(0} =0. Se E =W & H,
onde H € de dimensio finita e [ verifica

(1.2) existem constantes p, @ > 0 tais que

IIBBPHW > o, €
(1.3) para cada subespaco de dimenséo finita E C E, existe R = R(E ) tal que
I1<0 em E\BR(Er

10



Entéo, I possui uma seqiiéncia ndo limitada de valores criticos.

Agora apresentamos o conhecido Lema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz [2].

Teorema 1.3. Seja £ um espaco de Banach real e J um funcional de classe C?
satisfazendo a condigdo (PS). Seja S um subconjunto fechado que desconecta
E. Sejam zp,2; € E pertencendo 2 componentes conexas diferentes de £\ §.
Suponha que sio verificadas as seguintes propriedades

(1.4} InfsI > b e max{l{zo}, I{z;)} < b

Seja
I'={y€C(0,1}; £):7(0) = 2o, 7(1) = @1}.

Entao
¢ = Infoer max I(y(t))

é um valor critico. Isto é, existe 74 € E tal que
Hzg)=c e I'(zg)=0.

Outro resultado importante que utilizamos neste trabalho é o Teorema dos
Trés Pontos Criticos {16, 17].

Teorema 1.4. Seja F um espago de Banach real e seja 7 um funcional de classe
C* limitado inferiormente satisfazendo a condigdo (PS). Supenha que £ = W& H

onde H é um subespago de dimensao finita e que o funcional I possui um linking
local perto da origem, ou seja, existe um p > 0 tal que

(1.5) IH{w) > c= I{0),Vw € B,Nn W\ {0}

(1.6} I{hy <c¢,Vhe B,NH.

Entéo, o funcional I possui no minimo trés pontos criticos.

11



§2. A condicao de Palais-Smale

Nesta se¢do estudamos a condigio de Palais-Smale para o funcional [ as-
sociado ao problema (P). Também apresentamos um contraexemplo que mostra
que a condigao (0.5) é essencial para obter a condigdo (PS} do funcional 1.

Seja ¢ : R* -+ IR uma fungdo continua e definamos o funcional
J: W) — R por

(2.) 7w =+ [ AGvaP)

onde A{t) = [§ a(0)do. Suponha que existem constantes ey, a, > 0 tais que
(2.2) la(tP)P~Y < oy + epftPt, Vie RY

e existem constantes §;, 5, > 0 tais que

(2.3) A(ltF) z Biltf — B2, Vi€ R

Observe que as propriedades (2.2) e {2.3) podem ser obtidas como conseqiiéncia
das condicdes (0.5} e {0.6).

Lema 2.1. Seja h : IR — IR definida por h{t) = A(}{|?), suponha que & ¢
estritamente convexa e se verifica (2.2) e (2.3). Entdo o funcional J € de classe
C' e J’ pertence a classe (5);. Isto é, para cada seqiiéncia {u,} C Wy7(Q) tal
que

Uy — Uy,
(2.4) { Iiin sup < J'(up), Up—u><0
segue-se que u, — u (fortemente).

Prova. Que o funcional J é de classe C* é claro a paﬂ;ir de (2.2). A demons-
tragdo que J' € {S)4 pode ser achada em Browder [6, 7] ou em Berger [5]. Eles
provam um resultado analogo sob condigbes malis gerais.

Observagao. Nas trés proposicdes seguintes se verificam faciilmente as proprie-
dades (0.1)-(0.2), ou seja o funcional I associado ao problema {P) é de classe C.

12



Proposigao 2.1. Suponha que se verificam as hipdteses do Lema Z.1 e que a
funcao f satisfaz (0.3) e {0.4). Entao o funcional ] associado ao Problema (F)
satisfaz & condigio (PS5) se cada seqiiéncia {u,} C Wy*(Q), tal que,

(2.5) [H{u)] < C, I'(uy)— 0
sendo C uma constante, é limitada.

Prova. Sejac € R e {u,} C WyP(Q) tais que

(26) {ﬁ&)} o

E suficiente mostrar que {u,} contém uma subseqiiéncia que converge na norma
1, sy . s
de Wy ?(£2). Como {u,} é limitada, existe uma subseqliéncia {u,,} que converge
1,
fracamente em W;*(Q) para algum u.

Por outro lado, a segunda asser¢io em (2.6} implica que para cada
v € WR#(0)

]J{}a(lv'g,ﬁ[?’} IVunj!PWZ’Vun} -Vu uLf(unj}v{ < &n; HvHWé,p
onde €n, — 0. Tomando v = u, ; — uo, € passando ac limite obtemos que
/é a(| Vit 1) [Vt [PV, - Va1, — 11g) — 0.

i1sto €,
m < J'(up,), tn, — ug >=0.

jroot
Assim, usando o Lema 2.1, temos que

Un, — o (fortemente) em Wé’p(Q}, O

Proposigac 2.2. Suponha que a funcdo a satisfaz (0.1}, (0.5), (0.6) e que a
fungdo f wverifica (0.3), {(0.4) e (0.11). Entao o funcional 7 satisfaz a condicio
(PS).

Prova. Usando a propriedade (0.6) e a segunda assercao em (0.5) sobre a fungac
a, bem como a condigio (0.11) sobre a funcio F, temos que, existem constantes

13



£ <1 e A< by tais que,
[ A(t) 2 &bt —Co, Vi20

(2.7 { F(t)y < A%—}P— + Gy

‘51/\151 > A

onde Cj € uma constante.

Seja {u,} uma seqiiéncia satisfazendo (2.5). Usando (2.7) temos que,

) = = [ A(Tul) = [ Plun)

> &0 [up -2 [ -G
P Ja FLEDAY:
onde (' é uma constante. Consequentemente
1 A
C> I(un) 2 ;(éibl - "):;) Hun}};;ép -~ (1.

Assim {u,} é uma seqiiéncia limitada. Usando a Proposicao 2.1, a prova da Pro-
posicio 2.2 estd completa. O

Proposicdo 2.3. Suponha que a funcio e satisfaz (0.1), (0.5), (0.6}, que a
b .

funcao f verifica (0.3), (0.7), (0.8), e que b,f < —. Entao, o funcional I satisfaz
P

a condi¢do (FPS).

Prova. Seja {u,} uma seqiiéncia satisfazendo (2.5), isto ¢,

= [ 4lvwP) - [ Fu)i<c, e

ILa(ivﬁn!P)iVun]P—EVun VT L flun)ol < 5%”””%@?; Vo € W{}I,p(g)

onde &, — 0. Substituindo v = u,, e multiplicando por § a relagio acima, e logo
subtraindo da primeira desigualdade, obtemos

= [ AT =0 [ a1Vunl?) 1Vl + [ (OF )i = Flun)) <
< C+ EngHunHchvP-

14



b
Usando {0.6}, a segunda assercao em {0.5) e o fato que b8 < -;-, podemos escolher

constantes £3, £2 > 0, Oy > 0 e {; > 0 tais que,

(A(t) > &byt — Co, VE>0

(2.8) J a(t) &by, Vit

£,ba8 < b
. P

Usando as relagbes em (2.8} e (0.8) se obtém que existe uma constanie ( tal
que,

b
(éf ~ &3b,0) /Q [Vual? < Oy + enbliunllsprs-

Consequentemente {u, } é limitada. Pela Proposi¢do 2.1 a prova estd completa. O

Exemplo. Consideremos a seguinte equagio

{“(!ufsp-zu')'+u'f = Muf'u em Q=(0,1)
(2.9)

u(0) = w{l}=0
ondep>2e € R

Observe que o operador diferencial L, que aparece no primeiro membro da
equagac anterior se pode escrever do seguinte modo

(2.10) Lyu = ~(alluP) ju' P2y
onde a{tj=1— igfzs t > 0. Notemos que
a([tP) {77 = P~ o

ou seja que al|t|”) |¢|/P7% nao ¢é estritamente crescente, contradizendo & condicao

(0.5).

Consideremos o funcional I associado a equagdo {2.9)

i 1 1, A7t
I .:—f‘ he 2 2__....] P_
)= [ =g [ = [l

15



Pergunta: O funcional I, satisfaz & condigio (PS)? Resposta: Nao.

Para comegar nossa analise, estudamos o conjunto
Cr={ce R/ L satisfaz (PS).}.

Seja {u,}, uma segiiéncia satisfazendo

Liu,) — ¢
(2:11) { Efu,) — 0.
Isto &,
A g
C—é&n = “‘"Huniiwzp - HuﬂHHi — =llunllzy S c+€n
(2.12) P

~eallvllyre < o W20 — 5 u'v’ = A 5 funlP P uny < eallvllye

para cada v € Wy (Q), onde g, — €.

No caso em que A < Ay (p) o funcional I, é limitado inferiormente e coercivo,
assim {u,} é limitada em Wy 7(Q). Agora multiplicando a segunda desigualdade

acima por —, substitnindo v = u,,, e subtraindo da primeira se obtém,
P
£ 1 1 £
—C+éen — fliunliugm G- ;) |lunllfy < —c+ea+ -}f lean {2
ou seja

—2pc
p—2

etal g —

assim ¢ < 0, o que implica que

R CC,
Afirmagao. Para cada ¢ € [Inf I,,0) se tem que [, ndo satisfaz (PS5}, onde
A€ R '

Comecemos calculando o infimo de I,
17,
Inf I, = Infaae Iﬁfiiﬁ;;}féta {;./a iu P - i—w’;z}
' I,
= Iﬂ{a).o Inf“u{ .-»3 {——-/ i lp s -';; 8] }
=2.,1 1
= (57 2(; - 3)

16



onde 5p = Inf el 73 =1 {3 1P}
wEW,} P02}

E facil ver que S; = 1, assim temos verificado,

Inf Iy =

-
B | bt

QObserve que o infimo é aﬁingido em

t se t€l0, 1/2]
(2.13) no(t) =

—t+1 se t€(if2, 1].
Definamos a seguinte familia {7, }.epo, 1721 € W3 (9).
[ 0 se 1 €10, ¢
t—¢ se L €le, 1/2]

(2.14) ne(t) = |
—t+1l—c se t€(1/2, 1—¢]

0 se t€[l—eg, 1.

.

Observe que {7 }ee[o, 172 S&c pontos criticos de Iy e

Lind = = [ r = [ b
Assim

hine) = Ion) = [ el

11 -
= -3 -2 [ In

E facil ver que existe uma seqiiéncia {5., }» de pontos criticos de I, satisfazendo

17



para cada ¢ € [0, 1/2]
( IE}(T?E) :Iﬁ(nz,n)

I(nen)—(; — 3) (1 = 2¢)
(2.15) ¢ Blten)—C

Jo lnealP = (1 - 2¢)

i fg !778:4]? "‘:* 0.

A construgao da seqiiéncia 1, ,.(¢) é ilustrada com a seguinte figura.

et |

]

£ {2 1€ 1

Consequentemente ], nao satisfaz {PS), para c € {i - 2, 0}

Do anterior é possivel também obter:
Oy =R U{~0c0, Inf I) paracada X <O0.

Observacgao. Considere o problema

(2.16) U {0 sobre 05}

I

{mﬁpu+Au = flu) em

onde N > 1 e f satisfaz f € C(H, R), f(0) = 0 e tem um comportamento do
tipo (0.4) entdo o funcional de Euler-Lagrange associado ao Problema (2.16) é

18



bem definido e de classe C'. Explicitamente
H@méfmmw—i Wmﬁ—/pw)
pJo 270 Q

onde F(t) = J; f(o)do. Usando as mesmas idéias envolvidas no exemplo anterior
é possivel também obter intervalos onde o funcional acima nao satisfaz & condi¢éo

(PS).

§3. Demonstragoes dos Teoremas 0.1, 0.2 € 0.3

Denotamos por H} o subespaco de dimenséo finita gerado pelas autofungoes
de (—A, Hi{1)) correspondentes aos autovalores A1{2),..., A(2). Wy denota o
subespago de Wy?(Q2) (p > 2) tal que

(3.1) WaH(Q) = Hy & Wi
Segue-se das definicoes de Hy e W) que

(32 iy > Ara@llulfa, Ve € Wi
(33) Me@llullts 2 lfullly, Vo H.

A prova do Teorema 0.1 usa os dois lemas seguintes. Dado r > 0 denotemos

B, =: {u € Wo(), llullyr <r}.

Lema 3.1. Para cada subespago de dimensio finita E C WyP(Q) existe R =
R(F) tal que
I1<0 em E\ Bp

Prova. Usando as propriedades (0.3) e (0.8), temos que existem constantes
ki > 0 e ky € IR tais que

(3.4) Ft)> bty +k, VtER

onde r =

o R

19



Por outro lado, usando (0.6} e a segunda asserc¢io em (0.5}, temos que
existemn constantes 5y, f; > 0 e ¢ € I tais que

(3.5) —c+ Bt SA(t) < Bt +¢, VI20.

Consequentemente, existe uma constante C € IR, tal que
(3.6) Iw) < %» jf} |Vul? — &y ]; " +C, Yue Wh(Q).

Comop<r el ”Wé,p com || ||z~ sBo normas equivalentes em E. se conclui que
existe K > { tal que,

I<0 em E\ Bg. O
Lema 3.2. Existem constantes p,o > 0 e k € N tais que
Iag,aw, = o
Prova. Usando {0.7) e (3.5), temos que
. g s
(3.7) I(w) > —;/é IVulr cgjg ™ —
onde C; e C; sao constantes.
Agora usaremos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg [12],
(3.8) lfullzess < Collullzz® lullfs

onde a € (0,1) é definido como segue

i ..
Q’m§2 15-&1}‘
_+__m_
2 N v

Seja k € N, usando (3.2} e (3.8), obtemos que

Cy
ﬂiw—a

(39) lullzers < = llullyas, Vo € W

onde Cy € uma constante e g = Az;1{2). Dai temos que,
se u € 9B, N Wi, entdo

B C s+l
(3.10) I(U)pr(ﬁmw'ﬁﬁ )= Ce

20



onde 5 e (g sao constantes.

Sem perda da generalidade podemos assumir que s > p — 1. Consideremos

p = pr tal que, c
ﬁl 5 sblep ﬁi
(3.11) —g; =Ty . py =TT
Assim 5
> L1 50 Ce.

Hu) 2 s+ 1Pk Ce

Observe que pp — +00 quande & — -+00, logo podemos escolher k € N tal que
B
S+1p§—~C’627>G, Yue dB, N W,

onde 7 € uma constante. A prova do Lema 3.2 estd completa. -

Demonstragiao do Teorema 0.1

Pela Proposicio 2.3 o funcional I satisfaz & condicao (PS). Além disso,
em virtude dos Lemas 3.1 e 3.2, podemos aplicar o Teorema 1.2 da Segéo 1. Dai
se segue que o funcional I possul uma seqgiiéncia ndo limitada de valores criticos
er = I{ug), k € N onde u; é uma solugéo fraca do Problema (P).

Afirmacgéo 3.1. {u;} é uma seqiiéncia ndo limitada em W, 7(Q).
De fate, I'{ugjuz = 0 implica que

(3.12) | aVu) 19w = [ F(uue

e ¢ = I{uy) implica que

\ 1
{3.13) —/ A{Vui?) —-j Flug) = ¢ — +o0
pJo o
multiplicando (3.12) por ! e subtraindo de (3.13), obtemos
Y

(3.14) < [(AQVl) = a(Veal) [Vaaf) + [ e = Flue)) = ce
Por outro lado usando (0.5), temos que

(3.15) a(t)t > i;;;(t), Vi > 0.
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Dai que usando as relagoes (3.14) e (3.15), se obtém que
(1= 2) [ allVwP) [VueP + [ (& Flueyun = Flue)) 2 e
Assim {uz} néo é limitada. A prova do Teorema 0.1 estd completa.

Agora procedemnos a prova do Teorema 0.2. Para isto, precisamos dos se-
guintes lemas. Suponha p > 2 (0O caso p = 2 é similar).

Lema 3.3. Suponha vilidas as hipéteses do Teorema 0.2. Entdo, o funcional 7
¢ limitado inferiormente.

Prova: Usando (0.11) se obtém que existe um A < A;{p)b; tal que

(3.16) F@gﬁ%+a Vie R

onde C é uma constante. Assim usando (0.10) e (0.16) obtemos que para cada

u € Wo () .

M(p)

) 2 = (b= 175l = Co 2 =Go

onde Cp é uma constante. A prova de Lema 3.3 esta completa. O
Lema 3.4. Existe um p > 0 tal que

(a) I{u) <0, Yue B,NH,

(b) H{u) >0, Yue B,n{W;{{0}).

Prova: A condicdo {0.12) implica que existem constantes dy,dy > 0 e 6; > 0 tais
que, para cada 0 < [t} < &

. #2 #* #? £2
{317} 622\5(2)"2'# < dl..\,(z)"é“ < F(f) < Cng;.;.;(Q}“é” < C]Ag+1(2)""2".

Por outro lado, como as normas || HH;OL? e |l llp~ sdo equivalentes em K,
temos que, dado é; > 0, existe py < d; tal que, para cada v € H;

“u“Wé.P < P feen HuHL_w < 51.

22
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Assim, usando {0.10}, {3.3) e (3.17) obtemos que, para cada v € H; N B,

2 v 2 Ez P ‘ *(2) 2
< At - P

< 5lea—d) lfullfy +

by

; ul?

Wwor*

Mas ¢; — d; <0 e p> 2. Dal se segue que existe g < p; tal que
fullyer < p, w€ Hi = I(u) £0.

Assim temos provado a parte (a) do Lema 3.4.

Agora provaremos a assergao {b}. Usando (0.11) e (3.17} temos que existem
constantes C > 0,0 < f; <lep < g < p" tais que

t? tF
(B18) PO <dAa@F +Bble) 4O, e R
Consequentemente (3.2}, (3.18) e (0.10) implicam que para cada u € W;

I(u) 2 %L]Vu]2+%j:};vu[p+

daAi1(2) By A (p) p g

b o
1

> Hler =) ully + 21 = 1) ullyy, = Celullys

onde ), € uma constante. Como g > p e ¢ > d,, temos que existe p > 0 tal que

Hu) >0, Yue B,nW;\ {0}. =

Demonstragaoc do Teorema 0.2

Pela Proposicao 2.2, Lema 3.3 e 3.4 o funcional [ satisfaz & condicao (PS5},
¢ limitado inferiormente e tem um linking local perto da origem. Assim pelo Te-
orema 1.4 o funcional I possui no minimo dois pontos criticos diferentes de zero.
A prova do Teorema 0.2 esta completa.
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Agora provaremos Teorema 0.3. Para isto, precisaremos do seguinte lema.
Suponha p > ¢ {O caso p = ¢ é similar).

Lema 3.5. Assuma as hipdteses do Teorema 0.3. Entao existem constantes
p,a > 0 tais que,

(2) Ia) >, Vlfullyas = .
(b) Existe ug € Wg‘ Q) tal que
i;ug!iwé,p >p e Hug) < .

Prova. Usando (0.4) e (0.14) se obtém que existe uma constante £; € (0,1} tal
que

t g
(3.19) F(ty < &C;)\;(q)l-é!w + Clul®

onde $p € (p, p*) e C é uma constante. Assim {0.13}) e {3.19) implicam que

M) 2 2 [ (vup+ 2 [vup - 890D e c [

Cl b Y
2 1= &) e + ;}Hu!!;,;,p = Coljulizs.

onde (p é uma constante. Assim como §; < 1 e sp > p temos que a assergac
(a) é verificada. A prova da assercio (b) segue as mesmas idéias usadas no Lema
3.1 0

Demonstracao do Teorema 0.3

Por Proposigao 2.3 o funcional 7 satisfaz & condigdo (PS5 e em virtude do
Lema 3.5 sao verificadas as hipoteses do Teorema 1.3. Consequentemente existe
pelo menos uma solugdo fraca ndo trivial do Problema (FP).

§4. Exemplos

Nesta secao apresentamos algumas aplicagbes dos Teoremas 0.1, 0.2 e 0.3.
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Exemplo 4.1. Consideremos o problema

~Au = f{u) em §
(4.1) { u = 0 sobre Ofl.
Neste caso a(t) = 1 e p = 2. Suponha que f € C{IR, R) é impar e vale a
condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz, ou seja a propriedade (0.8), e suponha um
crescimento do tipo (0.7). Entdo, em virtude do Teorema 0.1, o Problema (4.1)
tem infinitas solugdes fracas. Assim, o Teorema 9.38 de Rabinowitz em [23] estd
contido no nosso Teorema 0.1.

Exemplo 4.2. Suponha que no Problema {4.1) a funcdo f € C(R, R), f(0) =
0, possui um crescimento do tipo (0.4} e que verifica a condigao Ambrosetti-
Rabinowitz {0.8) (lembre que p = 2).

2
Se %irré o) < A1{2), usando Teorema 0.3 se conclui que Problema (4.1) tem

4
ne minimo uma solucdo fraca ndo trivial. Consequentemente o Teorema de

Ambrosetti-Rabinowitz em [2] esti contido em nosso Teorema 0.3.

Exemplo 4.3. Suponha que no Problema (4.1) a funcio f € C(R, R), f(0)=0
e possui uin crescimento do tipo (0.4) para p = 2. Se além disso

A,(E) < %I_l;% i%’"l < A,‘,}.}(?} e
lim QF(t}

ftlboo 12

< A(2),

em virtude do Teorema 0.2 o Problema (4.1} tem no minimo duas solugées fracas
nao triviais.

Observe que o tipo de problema abordado em Exemplo 4.3 pode ser resol-
vido também usando o método de lteraghio Monoténica [1, 9], mas notemos que
este método em geral nio é aplicivel no Problema (P). A dificuldade estéd por
exemplo em obter o principio do méaximo e o estudo da regularidade do operador
diferencial que aparece no Problema (P).
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Exemplo 4.4. Seja 1 < ¢ < p e consideremos o seguinte problema

MulPPu + plul"fu + gl em 2
0 em 8.

|

(4.2) { ~bAu — e u

U

Sep>2,p<r<p,v>0,56>0, czbeA, it € IR entao usando Teorema
0.1 temos que o Problema (4.2) possui um nimero infinito de solu¢bes fracas que
convergein a -+0o.

Exemplo 4.5. Suponha que no Problema (4.2) temos ¢ =2, 2<r <p, A<
bri(p), cxi(2) < p < chij1(2), 5> 0, ¢ > G ey € JR. Em virtude do Teorema
0.2, o Problema (4.2} tern no minimo duas solugdes fracas nic triviais,

Exemplo 4.6. Consideremos o seguinte problema

Mulu + h(u) em O
0 em dJQ

It

(4.3)

U

{ ~bAu — cAu

onde p > ¢ > 1, h € C{IR, R) e h(0) = 0. Suponha gue h satisfaz (0.4) e a
condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz (0.8). Se

A<er(g) e lm A1) =0

=0 [tfe-2¢ -

entdo, em virtude do Teorema (0.3) o Problema (4.3) possul no minimo uma
solucdo fraca nao trivial

Exemplo 4.7. Consideremos o seguinte problema

3
)]vugﬂg—“—) = Mul"~%u 4 p sen ut
T

Y 1
Zimt g U T oy

(4.4)

el ?u em {2

v = 0 em &

Usando Teorema 0.1,se p 2> 2, p<r < p*, v >0, u€ He A€ IR, entdo, o
Problema (4.4} possul uma seqiiéncia nao limitada de solugbes fracas.

Exemplo 4.8. Se no Problema (4.4}, p=2, A < (2}, 2<r<2ev <0, e
além disso,
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A Aiv1{2
"i'#{ ;+1()

, entao, usando o Teorema 0.2 se conclui que ©

Ai{2) <

Problema (4.3} possui no minimo duas solugbes fracas nao triviais.

Exemplo 4.9. Chamemos de L, o operador diferencial que aparece no primeiro
membro do Problema (4.4) e consideremos o seguinte problema

{4.5) {Lng = AMulPu+ h{u) em O

u = 0 em 0

onde A < A(p), p>2eh € C(R, R). Além disso, suponha que h satisfaz (0.4)
e (0.8).

Se lir% —— = ( entdo usando o Teorema 0.3 se conclui que o Problema

(4.5) possul no minimo uma solugio fraca nao trivial.

Observagoes. (i) Suponha que a fungio f é impar e assuma as hipdteses do
Teorema 0.2. Entao, usando a Proposigio 2.2, os Lemas 3.3-3.4 e o Teorema 1.1
se conclui que o Problema (F) possui pelo menos i-pares diferentes de solugbes
fracas.

(ii) Se assumirmos as hipéteses de Teorema 0.3 com f impar, em
virtude da Proposicao 2.2, Lema 2.2, Lema 3.5 e Teorema 1.2 com H = {0}, o
Problema (P) possui infinitas solugdes fracas.

3 -

(i1i) Observe que se no Problema { P) consideramos a(t) = t_fb( i) tal

que b € C{IR*, IR} é estritamente crescente, se podem construir muitos exemplos.
—3 i

Note que em (4.1) tomamos b{t) = +/1; em (4.2) tomamos b(t) = b'F +ct' e

tt}{i + )-

em {4.4) tomamos bt} = TN



CAPITULO 11
MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES EM
EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS.
§1. Relagfo da Energia

Nesta secao determinamos a relacio da energia associado ao Problema (P)
e mostramos alguns resultados que serio tteis nas provas dos teoremas 0.4 ¢ 0.5.

Denctemos por
Lyu =: (a{fu'F") WP ~*u

e suponha que u é solucéo classica do Problema (P). Entio,
para cada z € I = (0,1)

- [ = [Taup) P’ - [C(a(up)l-2uey
1 4 r ,__,1_ ' P
= SAWEF) - SANOP) +
—a{ju (@) (2)FF + a(|w/(O)P) | (O)F
onde A(t) = [} a(o)do.
Por outro lado, paracada z € 1
[ s = Flu@) - Flu()

onde F(t) = [ f(o)do. Consequentemente, a funcho u satisfaz & seguinte relagio
da energia

(1.1) W(w(z)) = W(/(0)) - Flu(z))

onde a fungdo W é definida por

(1.2) WD) = a(tP)ep = AQP)
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Seja o € IR e consideremos o seguinte problema
W'(z)) = W(a)- Flu(z))
u € CYHIR,IR).

{1.8)a
Para cada o € I denotemos por S(a) o primeiro zero da fungdo W(a} — F(-},
em {0, +0c), quando existe.
Consideremos a seguinte condicao sobre a funcao W
(1.4) Existe um ¢ > 1 tal que,
W{t)

him L <+

0T 1

Suponhamos que a fun¢io a satisfaz (0.16), a fun¢ao W satisfaz (1.4) e que a
funcao f verifica (0.3), (0.9). Seja o € IR tal que f{S{a)} > 0.

Definamos as seguintes fungoes:

W..},EW

1 [0, +00) — [0, +00)
[0.400)}

W_ = W¥ t (—00,0] = [0, +c0).

{—m,ﬁ]

Observe que W € C{IR, IR) e sua derivada é a seguinte

(1.3) W)

I

(pa' (PP + (p — Da(jt)) 17

= {a(t)tf ).

Assim por (1.5), usando (0.16) temos que W, é um homeomorfismo de [0, +00)
em [0, +00), e € um difeomorfismo de (0, +oo) em (0, +00) (analogamente com
W_). Assim, podemos considerar o seguinte problema

(1.6) w{z) = Rya,u(z)) e u(0)=0
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onde R, é definida por Ry(a,t) = WY W(a) — F(1}).

Observe que Ry{qa, ) nio se anula em (—5{a), S{a)). Definamos
Ap(t) = /t g para cada t € (—S{a), S(a}).
o Ri(a,a) TR

Denotemnos Ag(S{a)) =: #{a), que estd bem definido, pois a integral Ap(S{a)) é
convergente. De fato,

(S =0i o T = I
Ry(a,t) Lg(Ry(a, 1)) S ( Ry, 1))
_ [ W(Biat) ]
—Qf(i)R+(&:i)q*I
~  [W(Bi(e, )5
5 TR o]

Assim usando (1.4) e o fato que f(S{a)) > 0, temos que §(a) estd bem definido.
Consequentemente Ag : [~S(a), S{(@)] — [~8{a), ()] é um homeomorfismo tal

que

Ao € CH{(=S{a), S(e)); R) e
Ast € CH((—0(e), 6(c)); IR).
Assim temos gque,
up(z) = Ag'(z), z € (—0{a), 8(c))

¢ a tnica solugdo de (1.6) em (—8{a), (). Além disso temos que,
up{—b(a)) = ug(f{e)) = By, S(e)} = 0
Seja agora

R_{a,t) = W-Y(W(a) - F(t)) e
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consideremos o seguinte problema
(1.7) u'{z) = B_{a,u{z)) e u(20(a)) =20

B_(«,-) néo se anula em {~5(«a), S{a)). Como antes, definamos
_ [t do ]
Ay(t) = [) sy o €S S

que ¢ uma integral imprépria convergente. Observe que A; aplica [—5(e), S{a)]
em [—8{c), 8(c)]. Dai que

u(z) = A7 (z — 20(a)) , = € [6a), 36()]
¢ a dnica solugdo de (1.7) em [#{ar},30(c)]. Além disso temos que,
W0(0)) = 6(30(a)) = 0 e uo(B(a) = ur((a)) = S(ec).

Continuando esse processo, construimos um tnico par de solucdes nao triviais
{~u,u} do Problema {1.3),. Tal que

u(2k0(e)) =0, k=0, £1, £2,...
Ou seja, obtivemnos a seguinte proposigao:
Proposicao 1.1. Suponha que a funcdo a satisfaz (0.16), a funcio W satisfaz
(1.4) e que a funcdo f verifica (0.3) e (0.9). Seja o € R tal que f{S{a)) > 0.
Entao o problema (1.3), possui um tnico par de solugdes {—u, u} tal que

(1.8) u(2k6(a)) =0, k=0, £1, £2,...

Observacao 1.1. Observe que os tinicos zeros da solugio u obtida na Proposigao
1.1 séo da forma 2k6{«a), onde k£ € Z. Além disso u € 46{a)-periddica.

Proposigao 1.2. Assuma as hipdteses (0.3), (0.9), {0.16) e {1.4).

{a} Seja @ # 0, f(s(a)) > 0 e u uma solugio do Problema (1.3), satisfazendo
(1.8) e u{1} = 0. Entao u é solugio fraca do Problema {F).
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(b) Assuma que tf(t) > 0 Vi # 0. Se u é solugao fraca nao trivial do Problema
(P} entao u é uma solugio do Problema (1.3), satisfazendo (1.8} com a = /(0.

Prova. E claro que existe um k € N tal que 2k6(a) =1 e
u{0) = u{20(c)) = ... = u{2k(a}}) =0
u'(8(a)) = u'(36{a)) = ... = «'({2k — 1)8(a))
além disso
u € CH((2i ~ 1)8(e), (2i+1)(a)); R), 1<i<k~1,
u € C*((0,6(e)); B) N C*((2k — 1)b(e), 1); IR).

Seja v € Wy*(I) e denotemos

w(z) =: a(ju'(2)|")u'(z) "~ (2).

Entao,
1 e} k=1 2i41)6(e) 1
/ wy' = ] wz;’—i—Zf wv'-i—/ wv’
0 o o7 J@i-1)(e) (2k~1)8{ar)
8(a) (2i41)6(a) 1 .
= - ] / wo— w'v
2i~1)8{c} (2k—1}6{a)
(22%—1}9(&) 1
= u w)v
f( Z ]21——1}9{&} [21@'—1)9(&} f( )
1
= ujv
|t
Ou seja

f; a([uP) P~y = / flww , Yo e Wy(I)
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O que prova a parte (a) da Proposi¢do 1.2. Agora procedemos a provar a parte
(b} da Proposigao 1.2:
Seja u uma solugao fraca nao trivial do Problema (P). Em virtude do Teorema

T »

0.6 temos que u € C*(I). Nao é dificil verificar que se u'(0) = 0 entdo u = 0.
Assim v{0) = o # 0. Suponhamos que v'{0) = & > 0 {0 caso a < 0 se resolve
analogamente) e seja b > 0 tal que,

w{z)>0 em (0,8} e u(0)=u(b)= 0,

Usando a hipdtese 1f(1) > 0, Vi # 0 e a condigdo (0.16) temos que u é esirita-
mente decrescente no intervalo (0, &) € que

—u'(0) = u'(h).

Observe que v’ possul um tunico zero x5 em {0, b). Assim ¢ possivel verificar a
relacio da energia

W(u'(z)) = W(a) — F(u(z)) em (0, b).
Consequentemente u € solucio das seguintes equagdes ordinarias
(1.9) (2} = Re(e, u(z)) em [0, zo) e u(0)=0

(1.10) w(z)=R.{(a, u(z)) em [zo, 8] e u(b)=0

Da prépria construgao da solucdo u, do Problema (1.3), na Proposicio 1.1
conclui-se que,

2o = O(a), b=20{a) e u{z)=uulz), Yz € [0, 20{a)]

Analogamente se verifica que u{z} = u.(z}, Vz € [20(a}, 1]. A prova da Pro-
posiciao 1.2 esta completa.

§2. Demonstracoes dos Teoremas 0.4, 0.5 e 0.6

A prova do Teorema 0.4 usa o seguinte lema
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Lema 2.1. Assuma as hipéteses do Teorema 0.4 e seja §{a) como na secio 1.
Entao

(2.1) hm f(a) =

S =]

Prova: Seja o > 0. E facil ver que #(a) é bem definido para o suficientemente
grande. Além disso vale,

S{ajdt
R+ (@, t5(a))

Observe que usando (0.16) — (0.18), temos que existe wp > 0 tal que

ba) =

Wol(t) > ats , 0<1<wo
(2.2)
Wil(t) > eotp , wo <1

onde ¢;, ¢; 830 constantes positivas.

Por outro lado, se t € [1/2, 1] entéo
F{S8(a)) — F(tS(a)) = f(B(1)5())S(a)(1 ~ 1)

onde B(t) € [1/2,1]. Assim, usando (0.8) temos que existe uma constante ap
suficientemente grande tal que para cada (o, 1) € [ap, +00) X [1/2,1],

Rila,t5(e)) Wi (Ci8(a)5(1 — 1)
S(a) = S(a)

onde ; € uma constante.

(2.3)

Definamos

M({uwo) = {{a,1) € [ao, +00] x [1/2,1] / C15(a)5(1 — 1) < wo}
N{wo) = {(e,1) € [a, +00] x [1/2,1] / C15()*(1 — 1) > wo}.

Assim usando (2.2) e (2.3) temos que,

H
BelotSlell > 0,05 S(@)# (1 - 1)%, (a,t) € M(w)

(2.4)
BuledSlall > 0,07 (o)™ (1~ 1)?, (1) € N(wo)
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Dali se segue que existe uma constante U > 0, tal que,

Ry(a,15(a))

S(Ci) Z CZS(Q);%_I(E - i)%’ V(aﬁt) € {aﬁv -i—OO) x {}‘/23 1]‘

(2.5)
No caso em que t € [0,1/2] e a ¢ suficientemente grande

F(S(e)) - F(tS(a)) 2 F(S(e) = F(38(a))

= J(BS(e)S(a)(1 ~ )

onde § € {1/2,1]. Assim usando (0.8) e (2.2) temos que existe uma constante
Cs > 0 e oy suficientemente grande tal que

R, (a,15(a))

S 2 OS(@)F 7, Vi) € [, +00) x [0,1/2].

(2.6)

Consequentemente, usando (2.5) e (2.6) obtemos que para cada a > max{ap, o}

v Sla)di

f(e) ] R+ o, iS 1 m

AN

L 1 /1 di
2033’(a)5§_1 CoS(a)it ha (1 - 1)

1 idi
Finalmente, como Iim S{o) = 400, 6 < — e f + € convergente, a
[ a] 7 1/2(1 ____f)a

propriedade (2.1} é verificada. A prova do Lema 2.1 esta completa. G
Seja t; come na condigio (0.8} e denotemos

My = Fit
o = anT
By = WIYMy).
Lema 2.2. Assuma as hipoteses do Teorema 0.4. Entéo, existe aop > fp tal que

6 € C(jap, +o0), R)

Prova: Omitimos a prova, pois esta, segue as mesmas idéias que usamos no Lema
2.1.



Demonstragao do Teorema 0.4

Pelos lemas 2.1 e 2.2 temos que 8{lag, +00)) 2 (0, 6(ag}). Assim existe um
ko € N tal que para cada & > kg

1

ok € (0,0(a0))-
Usando a Proposicdo 1.1 {ver (1.8)) e a Proposicdo 1.2 se conclui que para cada
k > ko existe pelo menos uma solu¢ho fraca do Problema (P) com &k — 1 zeros
interiores. A prova de Teorema 0.4 esta completa.

Agora procedemos a demonstrar ¢ Teorema 0.5. Para isto precisamos dos
seguintes Lemas. Denotemos

. fit)
Fp = |zj~£?oo lt]pwzi
R i )
L S TITaR

Lema 2.3. Assuma as hipdteses do Teorema 0.5. Entao

(=) o fle) = [‘b‘@é‘"ﬂ} i A - . ip)::
(b) lim 6(a) = [C(q,; 2 a _d;)é

Prova. Observe que para cada t € (0,1}

S@ e e S PE(S(@)) _ #pF(ES (@),
e 8@~ ey~ astay )
: y o WM 1L, e 0
i Sl = oo ¢ lim == [pE)
Assim,
~ : Se) _fhp-1)1 1
(2.{) a}-}rg}w R{_(Qﬂ, S(cx)t} h { I‘p } (1 m.t?};;-? y VL€ (U’I>
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Por outro lado, se t € [1/2,1] entdo

F(5(a)) — F(t5(a)) = f(B(t)5(a))S(a)(1 —1).

onde B(t} € [1/2,1]. Assim usando (0.20) temos que existe um ¢ suficientemente
grande tal que para cada (e, 1) € [ap, +oo] x [1/2,1]

Ry(0,t5()) | Wl (CiS(@)(1 ~ 1)
Sla)  ~ S(a)

(2.8)

onde {; é uma constante. Assim usando um argumento similar ac Lema 2.1,
temos que existe uma constante C; > 0 tal que

Ei(_%é‘)(——@l > Co(1 ._t);% » Ha,t) € [ag, +o0) x [1/2,1]

No caso em que ¢ € [0,1/2] e « é suficientemente grande temos que,

(2.9)

F(S(e)) - F(tS(@)) > F(S(e)~ F(35())
= [(B(@)S(@)S(e) 5

onde f(o) € [1/2,1]. Assim, usando (0.20) e (2.2) existe um o; > oy € uma
constante Ca > 0 tais que

R, (o, t5(a))

(2.10) S

2 CS ? V(a:t) € {Cﬁh +DO} X {07 }-/2}

Consequentemente, usando {2.7}, (2.9} e (2.10) em virtude do Teorema da Con-
vergéncia Dominada, a prova de assercdo (a) no Lema 2.3 esta completa. Analo-
gamente se prova a parte (b). ' C

. Lema 2.4. Assuma as hip6teses do Teorema 0.5. Entée 6§ :[0,00+) — R é uma
funcio continua.

Prova. Como a funcao f satisfaz a hipétese f{t)t > 0, Vi, implica que a funcio F

¢ estritamente crescente em [0, +00), assim a funcéo S{«) é uma funcdo continua
estritamente crescente em [0,+oc). Consequentemente usando um argumento
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sitnilar a0 Lema 2.3 é possivel provar que 6{a) é uma funcéo continua. =
Demonstracac do Teorema 0.5

Suponha que k > 7. Assim usando {0.20), (0.21) e Lema 2.3, temos que,

1 1 i |
6 1< 8(0) < —
<Otoo) < Sy <0 <3

Logo, usando Lema 2.4, temos que

€80, +0)), £=0,...,k—(i+1)

i
20k~ 2)

Consequentemente, em virtude da Proposicio 1.1 € 1.2 o Problema {P) possui no
minimo k — ¢ pares de solugbes fracas nao triviais, que denotamos por

{%ﬁ; “uf}fzﬁ,._.,km(i+1)

Além disso, us possui k — £ ~ 1 zeros interiores. A prova do Teorema 0.5 esté
completa.

Demonstragao do Teorema 0.6
Suponha que u é solucio fraca do Prob}éma {0.22). Isto é
B e{WP)fuP~ 2’ = flhe , Yo e WaP(D)
{ u € WeP(I).
Denotemos
w(z) = a(l(2)P) ' (a)P2(e).
Segue-se da definicio de W(I} que w € Wh?(I) e
w' = -—h € C(I)
A propriedade (0.16) implica que a funcio a(|t[?)|¢|P~*¢ possui uma inversa

b: IR — IR continua. Assim v’ = bow € C(I, IR), ou seja u € CY(I, R). A prova
da parte (i) esta completa.

38



Provemos agora {ii): A propriedade {0.16} e a hipStese gli%i P 2a(t") # 0

implicam que a funcio b definida anteriormente é de classe C*. Consequenie-
mente ¥’ = bow € CYI, R), ou seja u € C*I,IR). A prova estd completa. [

Observagao 2.1. Seja & € N e seja 0(a) a funcio associada ao Problema
{1.3),. Assume que existe um dnico o € IR tal que 2k6{a;) = 1. Entao
em virtude das Proposicdes 1.1 e 1.2 existe um tnico par de solucgdes fracas
{~u, u} do Problema (P) tais que v possui exatamente & ~ 1 zeros no intervalo
1. Assim, se além das hipdteses do Teorema 0.4 supusermos que #(c) é estri-
tamente decrescente, entdo as solugdes {uybi>g, que aparecem na conclusio do
Teorema 0.4 sio as finicas solugbes fracas do Problema (P). Analogamente se
além das hipdteses do Teoremas 0.5 supomos que (o) € estritamente mondtona,
as solugdes {—us, te}s=o,  m-1 que aparecem na conclusio do Teorema 0.5 sdo as
unicas solugdes fracas do Problema (P).

§3. Exemplos.

Nesta secao apresentamos alguns exemplos relativos a Teoremas 0.4 ¢ (.5.
Denotemos por 5 o conjunto das solugdes fracas nao triviais do Problema {P) e
por S o conjunto

Sy =: {u € § / u possui exatamente k — 1 zeros em I}

Exemplo 3.1. No caso em que a{f) =1 e p> 1 o Problema (P) e dado por,
(WP = f() em I
(3.1}
w(l) =u{l) = 0,
que corresponde ao conhecido Problema de contorne envolvendo o p-Laplacianc
1-dimensional (ver [13, 18, 21, 22}).

Exemplo 3.2. Consideremos o seguinte problema
(P = (Y = NPt gl em T
(3.2
u(0)=u(l}] = 0

onde p > ¢ >1, A(p) < A < Apya(p) € Ai{g) < g < Aipa(g). Entdo em virtude
do Teorema 0.5 o Problema. (3.2} possui no minimo m = [k — i| pares de solugbes
fracas nao triviais,

{"“ub ut}t:[},...,mw—l tais que ug € Smax{k,s'}—-f
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Exemplo 3.3. Consideremos o seguinte problema

{ “((1+m@)l“’{?_2w)’ = juf"%u em I
(3.3)
u(0)=u(l) = 0

onde r > p > 1. Entdo usando o Teorema 0.4, temos que existe um k; € N tal
que para cada £ > kg existe no minimo um par de solugdes fracas

{—ug,ur} taisque u; € Si

Exemplo 3.4. Consideremos o seguinte problema

([P 2y — (1Y = Au|"%u em [
(3.4)
w0} =u(l) = 0
ondel <g<p, r>pec>0,

Observe que a fungdo W associada ac Problema (3.4) estd dada por

W) = B2+ C(g; Dygpe.

Denotemos,

AS{a)

r

T, t) =

(1~17)

z(e,t) = W T (o, 1)).
Assim, para cada o > 0 et € (0,1) temos que,
S{a) _ S(a)
Ri(e,S(e)t) — WINF(S(a)) — F(S(a)t))

S(a)
Wil (T (e t))
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- (m - t?))i W(:(z}?)r

i i

- (,x( r ))’(f’;liz(a,t)r-w————-—c(q;l)lz(a,z);q~f)’.

1-1r

Observe que,

S(a) = (%W(a))%.

Logo S{a) é uma funcio estritamente crescente. Dai, temos que, z(«a,?) também
¢ estritamente crescente na variavel . Assim a funcao (o) é uma funcao estrita-
mente decrescente. Consequentemente em virtude do Teorema 0.4 e Observacao
2.1, temos que

S = {—uk,uk}kzg, onde wui € S;.

Exemplo 3.5. Suponha que no Problema (3.4) se verifica,
l<g<p=r, MpI<A<dulp) e c20.

Entdo usando um argumento anélogo ao do Exemplo 3.4 temos que #(a) é estri-
tamente decrescente. Assim, usando Teorema 0.5 e Gbservacao 2.1, temos que

S = {—us, ug}omo, k-1, onde g€ Sp_
Exemplo 3.6. Suponha que no Problema {3.4) se verifica,
I<r=g¢<p, chfg) <A<chsulg) e c>0.

Entde 6{a) é uma funcio estritamente crescente. Consequentemente em virtude
do Teorema 0.5 e Observacio 2.1, temos que,

8§ ={~ug s}z, i1, onde uy € 54
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