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v



Agradeço também aos professores do ensino fundamental e médio que acabei não men-
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ABSTRACT

In this work we introduce and study functions of Θ-holomorphy type of bounded type.

In particular we obtain a duality result via the Borel transform and we prove existence and

approximation results for convolution equations. The results we prove generalize previous

results of this type due to C. Gupta [21], M. Matos [28] and X. Mujica [32]. We study

the relationships among the space Hb(E; F ) of entire mappings of bounded type, the space

HNb(E; F ) of entire mappings of nuclear bounded type, the space HPIb(E; F ) of entire

mappings of Pietsch integral bounded type, and the space HGIb(E; F ) of entire mappings

of Grothendieck integral bounded type. We extend to the case of entire mappings several

results due to R. Alencar [2] and R. Cilia and J. Gutiérrez [10] in the case of homogeneous

polynomials.
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RESUMO

Neste trabalho introduzimos e estudamos os espaços das funções inteiras Θ-holomorfas de

tipo limitado. Em particular obtemos resultados de dualidade via a transformada de Borel e

provamos resultados de existência e aproximação para equações de convolução. Os resultados

provados generalizam resultados anteriores deste tipo devido a C. Gupta [21], M. Matos [28]

e X. Mujica [32]. Nós estudamos as relações entre o espaço Hb(E; F ) das funções inteiras de

tipo limitado, o espaço HNb(E; F ) das funções inteiras nucleares de tipo limitado, o espaço

HPIb(E; F ) das funções inteiras Pietsch-integrais de tipo limitado, e o espaço HGIb(E; F ) das

funções inteiras Grothendieck-integrais de tipo limitado. Estendemos para o caso de funções

inteiras resultados de R. Alencar [2] e R. Cilia e J. Gutiérrez [10] no caso de polinômios

homogêneos.
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de E em F
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INTRODUÇÃO

A área do conhecimento matemático na qual este trabalho se insere é a Análise

Funcional.

Em 1966, C. Gupta, em sua tese de doutorado, orientada por L. Nachbin e defendida

na Universidade de Rochester, provou resultados sobre existência e aproximação de soluções

para equações de convolução para os espaços HNb(E) das funções inteiras nucleares de tipo

limitado. Em seguida, em 1967, L. Nachbin e C. Gupta estenderam esses resultados para

espaços de funções inteiras nucleares, não necessariamente de tipo limitado. Tais resultados

podem ser encontrados em [21]. M. Matos [28] obteve resultados desse tipo para os espaços

HÑ,(s;(r,q))(E) das funções inteiras (s; (r, q))-quase-nucleares de tipo limitado. X. Mujica

[32] obteve resultados sobre os operadores de convolução e a transformada Borel para os

espaços Hσ(p),b(E) das funções inteiras σ(p)-nucleares de tipo limitado. No presente trabalho

mostramos que todos estes casos podem ser generalizadas usando tipos de holomorfia. Como

de costume, a transformada de Borel é usada para obter resultados de dualidade. Além disso,

caracterizamos os operadores de convolução dos espaços HΘ,b(E) das funções θ-holomorfas de

tipo limitado, e obtemos resultados de existência e aproximação para equações de convolução.

Em 1955, A. Grothendieck introduziu os operadores integrais entre espaços de Ba-

nach ( num contexto mais geral de espaços localmente convexos ), os quais chamamos de

Grothendieck-integrais. A. Pietsch apresentou uma outra definição de operadores integrais,

que nós chamaremos de operadores Pietsch-integrais. Ambas as noções têm sido profunda-

mente estudadas e aplicadas por vários autores na teoria de espaços de Banach. Em 1971,

1
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S. Dineen [14] definiu polinômios homogêneos integrais com valores escalares. Em 1985,

R. Alencar [1] estendeu a definição de operadores Pietsch integrais para aplicações multi-

lineares e polinômios homogêneos com valores vetoriais, e a noção tem sido estudada por

diversos autores, desde então. Em 2002, R. Cilia, M. D’Anna e J. Gutiérrez [8] estenderam

a definição dada por A. Pietsch de formas multilineares integrais para aplicações multilin-

eares e polinômios homogêneos. Mais recentemente em 2003, I. Villanueva [35] introduziu

uma generalização dos operadores Grothendieck-integrais como o modelo introduzido por R.

Alencar. De [8] e [35] é fácil ver que ambas as noções de aplicações multilineares integrais

são equivalentes e que as duas definições de normas integrais coincidem. Como C. Gupta

[21] introduziu os espaços das funções inteiras de tipo limitado Hb(E; F ) e as funções in-

teiras nucleares de tipo limitado HNb(E; F ), as quais foram estudadas por muitos autores.

Neste trabalho nós introduzimos os espaços HPIb(E; F ) das funções inteiras Pietsch-integrais

de tipo limitado e o espaço HGIb(E; F ) das funções inteiras Grothendieck-integrais de tipo

limitado, e estudamos as relações entre estes espaços.

Entre outros resultados, mostramos que dada uma função f ∈ HGIb(E; F ) e operadores

fracamente compactos S ∈ L(F ; Y ) e T ∈ L(X; E), então S ◦ f ∈ HPIb(E; Y ) e JF ◦ f ◦ T ∈
HNb(X; F ′′), onde JF : F → F ′′ é mergulho natural. Uma versão polinomial deste resultado

foi obtida por R. Cilia e J. Gutiérrez [10].

No principal resultado deste trabalho mostramos que se f ∈ HNb(E; F ), então existem

um espaço de Banach separável e reflexivo R, um operador compacto T ∈ L(E; R) e uma

função g ∈ HNb(R; F ) tais que f = g ◦ T . Reciprocamente mostramos que dado um espaço

de Banach Z, um operador fracamente compacto T ∈ L(E; Z) e uma função g ∈ HPIb(Z; F ),

então a função f = g ◦ T ∈ HNb(E; F ). Este é o conteúdo do Teorema 5.2.2. Uma versão

polinomial deste resultado foi obtida por R. Cilia e J. Gutiérrez em [10].

Organização da Tese

O presente trabalho está organizado da seguinte maneira:

• No Caṕıtulo 1 apresentamos os espaços de polinômios e aplicações multilineares nucle-

ares, os espaços de polinômios e aplicações multilineares Pietsch-integrais e os espaços

de polinômios e aplicações multilineares Grothendieck-integrais. Além disso, enunci-
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amos resultados de relação entre os polinômios nucleares ( Pietsch-integrais e Gro-

thendieck-integrais) e aplicações multilineares simétricas nucleares ( Pietsch-integrais

e Grothendieck-integrais ). Neste caṕıtulo apresentamos também os conceitos de lin-

earização associada a um dado polinômio e uma aplicação multilinear, e alguns resul-

tados envolvendo-os, pois esses conceitos são necessários. As principais referências uti-

lizadas neste caṕıtulo foram [1], [2], [8] e [35] para a teoria de polinômios e aplicações

multilineares, e [13] para o teoria de espaços de Banach com a propriedade Radon-

Nikodým e operadores nucleares e integrais.

• No Caṕıtulo 2 definimos os espaços de funções inteiras Θ-holomorfas de tipo limitado,

que são generalizações dos espaços definidos por C. Gupta em [21], M. Matos em [28] e

X. Mujica em [32]. Munimos tais espaços com famı́lias de seminormas que os tornam

espaços de Fréchet. As principais referências utilizadas neste caṕıtulo foram [21], [28]

e [32].

• No Caṕıtulo 3 introduzimos os conceitos de π1-tipo de holomorfia e as transformadas

de Fourier-Borel e provamos os isomorfismos algébrico das transformadas de Fourier-

Borel, nos casos em que são posśıveis.

As principais referências utilizadas neste caṕıtulo foram [17, 18], [21], [28], [32] e [33].

• No Caṕıtulo 4 introduzimos os conceitos de π2-tipo de holomorfia e definimos os op-

eradores de convolução sobre os espaços de funções inteiras Θ-holomorfas de tipo lim-

itado. Também introduzimos o conceito de uma coleção de funções holomorfas de U

em C ser fechada para divisão, mais especificamente:

Na seção 4.1 introduzimos os conceitos de π2-tipo de holomorfia e definimos os oper-

adores de convolução sobre os espaços de funções Θ-holomorfas inteiras de tipo limitado

e os caracterizamos.

Na seção 4.2 introduzimos o conceito de uma coleção de funções holomorfas de U em

C ser fechada para divisão, que é uma condição necessária para provarmos teoremas de

divisão envolvendo a transformada de Fourier-Borel. Provamos teoremas de existência e

aproximação de soluções para equações de convolução. Tais teoremas são consequência

dos teoremas de divisão.

As principais referências utilizadas neste caṕıtulo foram [17, 18], [21], [28], [32] e [33].



4

• No Caṕıtulo 5 estudamos as relações entre o espaço Hb(E; F ) das funções inteiras de

tipo limitado, o espaço HNb(E; F ) das funções inteiras nucleares de tipo limitado, o

espaço HPIb(E; F ) das funções inteiras Pietsch-integrais de tipo limitado, e o espaço

HGIb(E; F ) das funções inteiras Grothendieck-integrais de tipo limitado. Estendemos

para o caso de funções inteiras resultados de Alencar [2] e Cilia e Gutiérrez [10] no caso

de polinômios m-homogêneos.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

O intuito deste caṕıtulo é familiarizar o leitor com as principais definições e resultados

que serão usados ao longo da tese. Primeiramente vamos apresentar as principais notações

e definições básicas necessárias para o desenvolvimento da tese.

1.1 Notações e Definições Básicas

Se E é um espaço de Banach. ℓ∞(E) denota o espaço vetorial de todas as seqüências

limitadas (xm) ⊂ E. ℓ∞(E) é um espaço de Banach sob a norma

‖(xm)‖ = sup
m

‖xm‖.

c0(E) denota o espaço vetorial de todas as seqüências (xm) ⊂ E que tendem a zero. c0(E)

é um subespaço fechado de ℓ∞(E), e portanto um espaço de Banach. Quando E = K,

escrevemos ℓ∞ em lugar de ℓ∞(K), e c0 em lugar de c0(K).

Sabemos que c0 é espaço de Banach separável. Uma demonstração análoga prova que

c0(E) é um espaço de Banach separável sempre que E é for separável.

Definição 1.1.1. Um espaço de Banach E tem a propriedade da aproximação λ-limitada

se para todo subconjunto compacto K e ε > 0, existe um operador linear cont́ınuo de tipo

finito T : E → E tal que ‖T‖ ≤ λ e ‖x − T (x)‖ ≤ ε, para todo x ∈ K.

5



SEÇÃO 1.2 • POLINÔMIOS APROXIMÁVEIS E NUCLEARES 6

Observação 1.1.2. Vários espaços de Banach têm a propriedade da aproximação λ-limitada.

Apenas para motivação, vamos citar alguns exemplos: Os espaços ℓp, para 1 ≤ p < +∞, o

espaço c0 e o espaço C(K) das funções cont́ınuas definidas num espaço topológico compacto

têm a propriedade da aproximação 1-limitada. Mais geralmente, todo espaço de Banach com

uma base de Schauder tem a propriedade da aproximação 1-limitada.

Definição 1.1.3. Seja (Ω, Σ, µ) um espaço de medida finita. Um espaço de Banach F tem

a propriedade de Radon-Nikodým com respeito a (Ω, Σ, µ) se para cada medida vetorial

µ-cont́ınua G : Σ → F de variação limitada existe g ∈ L1(µ, F ) tal que

G(A) =

∫

A

g dµ, para todo A ∈ Σ.

Um espaço de Banach F tem a propriedade de Radon-Nikodým se F tem a propriedade

de Radon-Nikodým com respeito a todo espaço de medida finita.

Para a teoria sobre os espaços de Banach com a propriedade Radon-Nikodým veja o livro

[13, p. 61], onde podemos encontrar o seguinte Corolário obtido por Phillips.

Corolário 1.1.4. [Phillips]. Espaços de Banach reflexivos tem a propriedade de Radon-

Nikodým.

Observação 1.1.5. O espaço de Banach c0 não têm a propriedade de Radon-Nikodým, veja

[13, p. 76].

1.2 Polinômios Aproximáveis e Nucleares

Nesta seção vamos apresentar importantes definições relativas a aplicações multilineares

e polinômios homogêneos, que serão utilizadas ao longo de todo o trabalho. Apresentaremos

também alguns resultados que serão de grande importância nas demonstrações dos próximos

caṕıtulos. Nesta seção introduzimos os polinômios homogêneos com valores vetoriais nucle-

ares e apresentamos alguns resultados obtidos por R. Alencar em [1, 2] . Se E e F são espaços

de Banach sobre K, denotamos por P (mE; F ) o espaço de Banach de todos os polinômios

m-homogêneos cont́ınuos de E em F , com a norma

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

‖P (x)‖ ,
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para todo P ∈ P (mE; F ). Se F = K, denotamos P (mE; K) = P (mE). Para m = 0

definimos P (0E; F ) = F . Denotamos por Pf (
mE; F ) o espaço dos polinômios m-homogêneos

cont́ınuos de tipo finito.

Dizemos que um P ∈ P (mE; F ) é aproximável se existe uma sequência Pj ∈ Pf (mE; F )

tal que

lim
j→∞

‖P − Pj‖ = 0.

Denotamos por PA (mE; F ) o espaço dos polinômios homogêneos cont́ınuos aproximáveis.

Assim

PA (mE; F ) = Pf (mE; F ).

Em S. Dineen [14] estes polinômios são chamados de tipo compacto, mas em livros recentes

são chamados de polinômios aproximáveis. Veja S. Dineen [15, p.85].

Seja Σm o conjunto de todas as permutações de {1, . . . ,m}. Denotamos por L(mE; F ) o

espaço de Banach de todas as aplicações m-lineares cont́ınuas de Em em F , com a norma

‖A‖ = sup
‖xi‖≤1

‖A(x1, . . . , xm)‖.

Dizemos que A ∈ L(mE; F ) é aplicação m-linear simétrica se

A(x1, . . . , xm) = A(xσ(1), · · · , xσ(m)),

para todos σ ∈ Σm e x1, . . . , xm ∈ E. Escrevemos xm : = (x,
(m vezes)· · · , x). Denotamos por

Ls(mE; F ) o espaço de todas as aplicações m-lineares simétricas cont́ınuas de E× (m)· · · ×E

em F . Para cada A ∈ L(mE; F ) seja Â ∈ P(mE; F ) definido por Â(x) = Axm para cada

x ∈ E. Temos os seguintes resultados:

Teorema 1.2.1. Seja A ∈ Ls(mE; F ). Então para todos xo, x1, . . . , xm ∈ E, temos a fórmula

de polarização:

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑

εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εmA(xo + ε1x1 + . . . + εmxm)m.

Demonstração. Ver J. Mujica [29, Teorema 1.10].
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Teorema 1.2.2. Para cada P ∈ P(mE; F ) existe uma única aplicação m-linear P̌ ∈
Ls(mE; F ) tal que P (x) = P̌ xm para cada x ∈ E. E valem as desigualdades

‖P‖ ≤ ‖P̌‖ ≤ mm

m!
‖P‖.

Demonstração. Ver J. Mujica [29, Teorema 2.2].

Definição 1.2.3. Uma aplicação A ∈ L(mE; F ) é dita nuclear se existem seqüências limi-

tadas (x′
ji)

∞
i=1 ⊂ E ′ (1 ≤ j ≤ m) e (yi)

∞
i=1 ⊂ F com

∞∑

i=1

‖x′
1i‖ · · · ‖x′

mi‖‖yi‖ < ∞ (1.1)

tais que

A(x1, . . . , xm) =
∞∑

i=1

x′
1i(x1) · · ·x′

mi(xm)yi (xj ∈ E, 1 ≤ j ≤ m). (1.2)

Denotamos por LN(mE; F ) o espaço de Banach de todas as aplicações m-lineares nucle-

ares A ∈ L(mE; F ) dotado da norma nuclear

‖A‖N := inf
∞∑
i=1

‖x′
1i‖ · · · ‖x′

mi‖‖yi‖,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas seqüências (x′
ji)

∞
i=1 ⊂ E ′ (1 ≤ j ≤ m) e (yi)

∞
i=1 ⊂ F

satisfazendo (1.1) e (1.2).

Similarmente definimos um polinômio P ∈ P(mE; F ) como sendo nuclear se podemos

escrever P na forma

P (x) =
∞∑

i=1

x′
i(x)myi (1.3)

onde (x′
i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F são seqüências limitadas tais que

∞∑

i=1

‖x′
i‖m‖yi‖ < ∞. (1.4)

Denotamos por PN(mE; F ) o espaço de Banach de todos os polinômios m-homogêneos

nucleares de E em F , dotado da norma nuclear

‖P‖N := inf
∞∑

i=1

‖x′
i‖m‖yi‖,
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onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as seqüências (x′
i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F que satisfazem

(1.3) e (1.4). Denotamos por LN(E; F ) o espaço de todos os operadores nucleares de E em

F . Quando m = 0 definimos PN(0E; F ) = F .

Temos também uma importante relação entre P ∈ PN(mE; F ) e P̌ ∈ Ls
N(mE; F ).

Proposição 1.2.4. Um polinômio P ∈ P(mE; F ) é nuclear se e somente se a aplicação

m-linear P̌ ∈ Ls(mE; F ) é nuclear. Neste caso temos ‖P̌‖N ≤ ‖P‖N ≤ mm

m!
‖P̌‖N .

Demonstração. Ver R. Alencar [2, Proposição 2] .

1.3 Polinômios Integrais

Nesta seção apresentamos definições e resultados sobre as aplicações m-lineares e polinômios

integrais introduzidos por R. Cilia e J. Gutiérrez em [8] e I. Villanueva em [35]. Também

apresentamos resultados sobre as aplicações m-lineares e polinômios Pietsch-integrais com

valores vetoriais obtidos por R. Alencar em [1, 2].

R. Alencar em [1, 2] introduziu a seguinte definição de aplicações m-lineares e polinômios

Pietsch-integrais envolvendo medidas a valores vetoriais:

Definição 1.3.1. Uma aplicação A ∈ L(mE; F ) é dita Pietsch-integral se existe uma medida

vetorial de Borel G regular a valores em F , de variação limitada, no produto Bm
E′ = BE′× m· · ·

×BE′ dotado com a topologia fraca-estrela, tal que

A(x1, . . . , xm) =

∫

Bm
E′

x′
1(x1) · · ·x′

m(xm) dG(x′
1, . . . , x

′
m) (1.5)

para todo (x1, . . . , xm) ∈ E× m· · · ×E.

Denotamos por LPI(
mE; F ) o espaço de Banach de todas as aplicações m-lineares

Pietsch-integrais A ∈ L(mE; F ), dotado da norma Pietsch-integral

‖A‖PI := inf |G|(Bm
E′)

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as medidas vetoriais G satisfazendo (1.5). |G| é variação

de G.

Um polinômio P ∈ P(mE; F ) é dito Pietsch-integral se P pode ser escrito da forma

P (x) =

∫

BE′

[x′(x)]m dG(x′) para todo x ∈ E, (1.6)
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onde G é uma medida vetorial de Borel regular a valores em F , de variação limitada, definida

na BE′ com a topologia fraca-estrela.

Denotamos por PPI(
mE; F ) o espaço de Banach de todas os polinômios Pietsch-integrais

dotado com a norma Pietsch-integral

‖P‖PI = inf |G|(BE′),

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as medidas vetoriais G satisfazendo (1.6). Denotamos

por LPI(E; F ) o espaço de todos os operadores Pietsch-integrais de E em F . Quando m = 0

definimos PPI(
0E; F ) = F .

Proposição 1.3.2. Um polinômio P ∈ P(mE; F ) é Pietsch-integral se e somente se a

aplicação m-linear P̌ ∈ Ls(mE; F ) é Pietsch-integral. Neste caso temos ‖P̌‖PI ≤ ‖P‖PI ≤
mm

m!
‖P̌‖PI .

Demonstração. Ver R. Alencar [2, Proposição 2].

Seguindo I. Villanueva [35] vamos definir aplicações multilineares e polinômios homogêneos

Grothendieck-integrais usando medidas vetoriais.

Definição 1.3.3. Uma aplicação A ∈ L(mE; F ) é dita ser Grothendieck-integral se existe

uma medida vetorial de Borel G regular de variação limitada a valores em F ′′ no produto

Bm
E′ = BE′× m· · · ×BE′ dotado com a topologia fraca-estrela, tal que

A(x1, . . . , xm) =

∫

Bm
E′

x′
1(x1) · · ·x′

m(xm) dG(x′
1, . . . , x

′
m) (1.7)

para todo (x1, . . . , xm) ∈ E× m· · · ×E.

Denotamos por LGI(
mE; F ) o espaço de Banach de todas as aplicações Grothendieck-

integrais de E em F , dotado da norma

‖A‖GI := inf |G|(Bm
E′)

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as medidas vetoriais G satisfazendo (1.7).

Um polinômio P ∈ P(mE; F ) é dito Grothendieck-integral se P pode ser escrito na forma

P (x) =

∫

BE′

[x′(x)]m dG(x′) para todo x ∈ E, (1.8)
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onde G é uma medida vetorial de Borel regular a valores em F ′′, de variação limitada,

definida na BE′ com a topologia fraca-estrela.

Denotamos por PGI(
mE; F ) o espaço de Banach de todas os polinômios Grothendieck-

integrais de E em F , dotado com a norma

‖P‖GI = inf |G|(BE′),

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as medidas vetoriais G satisfazendo (1.8). Denotamos

por LGI(E; F ) o espaço de todos os operadores Grothendieck-integrais de E em F . Quando

m = 0 definimos PGI(
0E; F ) = F .

Observação 1.3.4. Claramente, como no caso linear, cada aplicação m-linear Pietsch-

integral [ Definição 1.3.1 ] é Grothendieck-integral, e ‖A‖GI ≤ ‖A‖PI ; além disso, se F

é complementado no seu bidual, então, a classe das aplicações Grothendieck-integrais e

Pietsch-integrais são idênticas com normas idênticas.

Proposição 1.3.5. Um polinômio P ∈ P(mE; F ) é Grothendieck-integral se e somente se

a aplicação m-linear P̌ ∈ Ls(mE; F ) é Grothendieck-integral. Neste caso temos

‖P̌‖GI ≤ ‖P‖GI ≤
mm

m!
‖P̌‖GI .

Demonstração. Ver [8, Proposição 2.4].

Usaremos a notação
⊗m E := E⊗ (m)· · · ⊗E para o m-produto tensorial de E,

⊗m

ε E :=

E⊗ε

(m)· · · ⊗εE para o m-produto tensorial injetivo de E, e
⊗m

π E para o m-produto tensorial

projetivo de E.
⊗m

s E := E⊗s

(m)· · · ⊗sE denota o m-produto tensorial simétrico de E, isto é

o conjunto de todos os elementos u ∈
⊗m E da forma

u =
n∑

j=1

λjxj⊗
(m)· · · ⊗xj (n ∈ N, λj ∈ K, xj ∈ E, 1 ≤ j ≤ n).

⊗m

ε,s E denota a aderência de
⊗m

s E em
⊗m

ε E. Analogamente
⊗m

π,s E é a aderência de
⊗m

s E em
⊗m

π E. Para a teoria de produto tensorial indicamos [13] e [20].

Se A ∈ L(E1, . . . , Em; F ), denotamos por LA a linearização de T , que é o operador linear

LA : E1 ⊗ · · · ⊗ Em → F dado por

LA

(
n∑

j=1

x1j ⊗ · · · ⊗ xmj

)
:=

n∑

j=1

A(x1j, . . . , xmj)

para todo xkj ∈ Ek (1 ≤ k ≤ m , 1 ≤ j ≤ n).
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Proposição 1.3.6. Dada A ∈ L(E1, . . . , Em; F ), as seguintes condições são equivalentes:

(a) A é Grothendieck-integral.

(b) Existe uma constante C ≥ 0 tal que, para cada n ∈ N e toda famı́lia (xji)
n
i=1 ⊂ E

(1 ≤ j ≤ m) e (y′
i)

n
i=1 ⊂ F ′ temos

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

〈A(x1i, . . . , xmi), y
′
i〉
∣∣∣∣∣ ≤ C sup

x′
j
∈B

E′

1≤j≤m

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

x′
1(x1i) · · ·x′

m(xmi)y
′
i

∥∥∥∥∥
F ′

. (1.9)

Temos que

‖A‖GI = inf C

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as constantes C ≥ 0 que satisfazem (1.9).

(c) LA : E1 ⊗ε · · · ⊗ε Em → F está bem definido e é um operador Grothendieck-integral.

Neste caso ‖A‖GI = ‖LA‖GI .

Demonstração. Ver I. Villanueva [35, Proposição 2.6] e R. Cilia e J. Gutiérrez [8, Proposição 2.2].

Seja P ∈ P(mE; F ), denotamos por LP a linearização de P , que é um operador linear

LP :
⊗m

s E → F dado por

LP

(
n∑

i=1

λixi⊗ (m). . . ⊗xi

)
=

n∑

i=1

λiP (xi)

para todo λi ∈ K, xi ∈ E (1 ≤ i ≤ n).

Proposição 1.3.7. Dado P ∈ P(mE; F ), as seguintes condições são equivalentes:

(a) P é Grothendieck-integral.

(b) Existe uma constante C ≥ 0 tal que para cada n ∈ N e toda famı́lia (xi)
n
i=1 ⊂ E e

(y′
i)

n
i=1 ⊂ F ′ temos

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

〈P (xi), y
′
i〉
∣∣∣∣∣ ≤ C sup

x′∈BE′

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

[x′(xi)]
my′

i

∥∥∥∥∥
F ′

. (1.10)

Temos que

‖P‖GI = inf C

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as constantes C ≥ 0 que satisfazem (1.10).
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(c) LP :
⊗m

ε,s E → F está bem definido e é um operador Grothendieck-integral. Neste caso

‖LP‖GI ≤ ‖P‖GI ≤ mm

m!
‖LP‖GI .

O resultado (a) ⇔ (c) continua verdadeiro se trocarmos Grothendieck-integral

por Pietsch-integral.

Demonstração. Ver I. Villanueva [35, Corolário 2.8] e R. Cilia e J. Gutiérrez [8, Proposição 2.5].

Na verdade R. Cilia e J. Gutiérrez [8] usaram a condição (b) da Proposição 1.3.6 para

definir aplicações multilineares Grothendieck-integrais, e a condição (b) da Proposição 1.3.7

para definir polinômios homogêneos Grothendieck-integrais. No nosso trabalho preferimos

adotar a definição de I. Villanueva [35] por sua analogia com a definição de S. Dineen [14] e

R. Alencar [1, 2] de aplicações multilineares e polinômios homogêneos Pietsch-integrais.



CAPÍTULO 2

TIPOS DE HOLOMORFIA E

FUNÇÕES INTEIRAS DE TIPO

LIMITADO

Neste caṕıtulo motivados pela definição de tipo de holomorfia definida por L. Nachbin [33]

e por resultados de C. Gupta [21], introduzimos e estudamos o subespaço vetorial HΘb(E; F )

de H(E; F ) de todas as funções inteiras Θ-holomorfas de tipo limitado de E em F .

Nas seção 2.2 provamos que as classes PA(mE; F ), PN(mE; F ), PPI(
mE; F ) e PGI(

mE; F )

para todo m ∈ N0, são tipos de holomorfia no sentido de L. Nachbin [33]. E também

introduzimos as funções inteiras Θ-holomorfas de tipo limitado de E em F .

Na Seção 2.4 munimos o espaço HΘb(E; F ) das funções inteiras Θ-holomorfas de tipo

limitado com uma famı́lia de seminormas e em seguida mostramos que este espaço é de

Fréchet.

2.1 Funções Holomorfas

Definição 2.1.1. Sejam E, F espaços de Banach complexos e U um subconjunto aberto de

E. Uma função f : U → F é dita holomorfa em U se para cada a ∈ U existem uma bola

14
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B(a; r) ⊂ U e uma seqüência de polinômios Pm ∈ P(mE; F ) tais que

f(x) =
∞∑

m=0

Pm(x − a)

uniformemente para x ∈ B(a; r).

Denotamos por H(U ; F ) o espaço vetorial de todas as funções holomorfas de U em F .

Quando F = C então escrevemos H(U ; C) = H(U). A seqüência (Pm)∞m=0 é determinada

de maneira única por f e a (ver[29]). Se Pm ∈ P(mE; F ) é o polinômio correspondente a

Am ∈ Ls(mE; F ) por Pm = Âm para cada m ∈ N0, fixemos as notações

dmf(a) = m!Am e d̂mf(a) = m!Pm

de modo a obter as aplicações diferenciais

dmf : a ∈ U → dmf(a) ∈ Ls(mE; F ) e d̂mf : a ∈ U → d̂mf(a) ∈ P(mE; F )

e os operadores diferenciais

dm : f ∈ H(U ; F ) → dmf ∈ H(U ;Ls(mE; F ))

e

d̂m : f ∈ H(U ; F ) → d̂mf ∈ H(U ;P(mE; F ))

de ordens m = 0, 1, 2, . . .

Definição 2.1.2. Uma aplicação f : E → F é dita uma função inteira se f é holomorfa em

todo E. Denotamos o espaço vetorial de todas as funções inteiras de E em F por H(E; F ).

Exemplo 2.1.3. P(mE; F ) ⊂ H(E; F ).

Demonstração. Seja P̌ ∈ Ls(mE; F ) tal que P (x) = P̌ (x, m. . ., x) para cada x ∈ E. Dados a,

x ∈ E, pelo Formula do Binômio de Newton temos que

P (x) = P̌ (x, . . . , x) =
m∑

k=0

m!

k!(m − k)!
P̌ (a,

(m−k)
. . . , a, x − a,

(k)
. . ., x − a) .

Então P é holomorfa em E e

1

k!
d̂kP (a)(t) =

m!

k!(m − k)!
P̌ (a,

(m−k)
. . . , a, t,

(k)
. . ., t) se k ≤ m

1

k!
d̂kP (a)(t) = 0 se k > m.
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2.2 Tipos de Holomorfia

O conceito de tipo de holomorfia Θ de E em F foi introduzido por L. Nachbin em [33, §9].

Definição 2.2.1. Um tipo de holomorfia Θ de E em F é uma seqüência de espaços de

Banach (PΘ(mE; F ), ‖ · ‖Θ)∞m=0 para a qual são válidas as seguintes afirmações:

(1) Cada PΘ(mE; F ) é um subespaço vetorial de P(mE; F ).

(2) PΘ(0E; F ) coincide com P(0E; F ) = F como um espaço vetorial normado.

(3) Existe um número real σ ≥ 1 tal que, dados k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E, e

P ∈ PΘ(mE; F ), temos que

d̂kP (a) ∈ PΘ(kE; F ),

‖ 1

k!
d̂kP (a)‖Θ ≤ σm · ‖P‖Θ · ‖a‖m−k.

Temos do Exemplo 2.1.3 e da condição (3) que para cada P ∈ PΘ(mE; F ) e k ≤ m temos

que ̂̌Pam−k = (m−k)!
m!

d̂kP (a) ∈ PΘ(kE; F ) e

‖ ̂̌Pam−k‖Θ ≤ σm(m − k)!k!

m!
‖P‖Θ · ‖a‖m−k.

É claro que a seqüência (P(mE; F ))∞m=0 é um tipo de holomorfia. Agora veremos que as

seqüências (PA(mE; F ))∞m=0, (PN(mE; F ))∞m=0, (PPI(
mE; F ))∞m=0 e (PGI(

mE; F ))∞m=0 também

são tipos de holomorfia. Faremos uma observação antes.

Observação 2.2.2.

2m+j = (1 + 1)m+j =

m+j∑

k=1

(m + j)!

k!(m + j − k)!
1m+j−k · 1k

≥ (m + j)!

k!(m + j − k)!

e, se k = j, tem-se

2m+k ≥ (m + k)!

k!m!
. (2.1)

Se j = 0, tem-se

2m ≥ m!

k!(m − k)!
. (2.2)
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Exemplo 2.2.3. A seqüência (PA(mE; F ), ‖ · ‖)∞m=0 é um tipo de holomorfia de E em F .

Além disso,

‖ 1

k!
d̂kP (a)‖ ≤ (2e)m · ‖P‖ · ‖a‖m−k

para todo a ∈ E, k ≤ m e P ∈ PA(mE; F ).

Exemplo 2.2.4. A seqüência (PN(mE; F ), ‖ · ‖N)∞m=0 é um tipo de holomorfia de E em F .

Além disso,

‖ 1

k!
d̂kP (a)‖N ≤ m!

k!(m − k)!
· ‖P‖N · ‖a‖m−k

≤ 2m · ‖P‖N · ‖a‖m−k

para todo a ∈ E, k ≤ m e P ∈ PN(mE; F ).

Demonstração. É claro que PN(mE; F ) para cada m ∈ N0 é um espaço de Banach e (1) e

(2) da Definição 2.2.1 seguem facilmente.

(3) Sejam k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E, e P ∈ PN(mE; F ). Dado ε > 0, como

P ∈ P(mE; F ) é um polinômio nuclear então podemos escrever na forma

P (x) =
∞∑

i=1

x′
i(x)myi para todo x ∈ E, (2.3)

onde (x′
i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F são seqüências limitadas tais que

∞∑

i=1

‖x′
i‖m‖yi‖ ≤ ‖P‖N + ε. (2.4)

Seja P̌ ∈ Ls(mE; F ) tal que P (x) = P̌ (x, m. . ., x) para cada x ∈ E. Então pela fórmula de

polarização e usando (2.3), temos que

P̌ (x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑

εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εmP (ε1x1 + · · · + εmxm)

=
1

m!2m

∑

εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εm

∞∑

i=1

x′
i(ε1x1 + · · · + εmxm)myi

=
∞∑

i=1

1

m!2m

∑

εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εmx′
i(ε1x1 + · · · + εmxm)myi

=
∞∑

i=1

x′
i(x1) · · ·x′

i(xm)yi para todo x1, . . . , xm ∈ E.



SEÇÃO 2.2 • TIPOS DE HOLOMORFIA 18

Pelo Exemplo 2.1.3, se k ≤ m temos que

1

k!
d̂kP (a)(t) =

m!

k!(m − k)!
P̌ (a,

(m−k)
. . . , a, t,

(k)
. . ., t)

=
m!

k!(m − k)!

∞∑

i=1

[x′
i(a)]m−k · [x′

i(t)]
k · yi

=
∞∑

i=1

[x′
i(t)]

k · m!

k!(m − k)!
· [x′

i(a)]m−k · yi.

Logo, para cada a ∈ E e k ≤ m, d̂kP (a) ∈ PN(kE; F ) e

‖ 1

k!
d̂kP (a)‖N ≤

∞∑

i=1

‖x′
i‖k · ‖ m!

k!(m − k)!
· [x′

i(a)]m−k · yi‖

por (2.4) ≤ m!

k!(m − k)!
· (‖P‖N + ε) · ‖a‖m−k

por (2.2) ≤ 2m · (‖P‖N + ε) · ‖a‖m−k.

Exemplo 2.2.5. A seqüência (PPI(
mE; F ), ‖ · ‖PI)

∞
m=0 é um tipo de holomorfia de E em F .

Além disso,

‖ 1

k!
d̂kP (a)‖PI ≤ m!

k!(m − k)!
· ‖P‖PI · ‖a‖m−k

≤ 2m · ‖P‖PI · ‖a‖m−k

para todo a ∈ E, k ≤ m e P ∈ PPI(
mE; F ).

Demonstração. É claro que PPI(
mE; F ) para cada m ∈ N0 é um espaço de Banach (1) e (2)

da Definição 2.2.1 seguem naturalmente.

(3) Sejam k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E, e P ∈ PPI(
mE; F ). Dado, δ > 0 como

P ∈ P(mE; F ) é um polinômio Pietsch-integral, então podemos escrevê-lo sob a forma

P (x) =

∫

BE′

[x′(x)]m dG(x′) para todo x ∈ E,

onde G é uma medida vetorial de Borel regular a valores em F , de variação limitada, definida

na BE′ com a topologia fraca-estrela, com |G|(BE′) ≤ ‖P‖PI + δ. Seja P̌ ∈ Ls(mE; F ) tal

que P (x) = P̌ (x, m. . ., x) para cada x ∈ E. Assim, pela fórmula de polarização,

P̌ (x1, . . . , xm) =

∫

BE′

x′(x1) . . . x′(xm) dG(x′) x1, . . . , xm ∈ E.
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E, pelo Exemplo 2.1.3, se k ≤ m e a 6= 0 temos que

d̂kP (a)(t) =
m!

(m − k)!
P̌ (a,

(m−k)
. . . , a, t,

(k)
. . ., t)

=
m!

(m − k)!

∫

BE′

[x′(a)]m−k · [x′(t)]k dG(x′).

Seja Ra :
⊗k

ε,s E → C(BE′) dado por Ra(x ⊗ . . . ⊗ x) = (x̂)k
a, onde

(x̂)k
a(x

′) =
m!

(m − k)!
· [x′(a)]m−k · [x′(x)]k para x′ ∈ BE′ .

Temos que

‖Ra‖ = sup
‖u‖ε≤1

‖Ra(u)‖C(BE′ )

= sup
‖u‖ε≤1

sup
x′∈BE′

|Ra(u)(x′)|

=
m!

(m − k)!
sup

‖u‖ε≤1

sup
x′∈BE′

{∣∣∣∣∣

j∑

i=1

λi[x
′(a)]m−k · [x′(xi)]

k

∣∣∣∣∣

}

≤ m!

(m − k)!
· ‖a‖m−k, (2.5)

onde u =
∑j

i=1 λixi ⊗ . . . ⊗ xi. Defina V : C(BE′) → F por

V (f) =

∫

BE′

f dG.

Então por [13, Teorema VI 3.3 e VI 3.12], V é Pietsch-integral com

‖V ‖PI = |G|(BE′). (2.6)

Se Ld̂kP (a) é a linearização de d̂kP (a), temos o seguinte diagrama:

⊗k

ε,s E
L

d̂kP (a)
//

Ra $$JJJJJJJJJ
F

C(BE′)

V

<<zzzzzzzzzz

Esta fatoração mostra que Ld̂kP (a) é Pietsch-integral, com

‖Ld̂kP (a)‖PI = ‖V ◦ Ra‖PI ≤ ‖V ‖PI · ‖Ra‖

Por (2.5) e (2.6) ≤ |G|(BE′) · m!

(m − k)!
· ‖a‖m−k

≤ (‖P‖PI + δ) · m!

(m − k)!
· ‖a‖m−k.
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Por [5, Proposição 2.10], temos que d̂kP (a) ∈ PPI(
kE; F ) para cada a ∈ E e k = 0, 1, . . . , k ≤

m, com

‖ 1

k!
d̂kP (a)‖PI = ‖ 1

k!
Ld̂kP (a)‖PI

≤ m!

k!(m − k)!
· (‖P‖PI + δ) · ‖a‖m−k

por (2.2) ≤ 2m · (‖P‖PI + δ) · ‖a‖m−k.

Exemplo 2.2.6. A seqüência (PGI(
mE; F ), ‖ · ‖GI)

∞
m=0 é um tipo de holomorfia de E em F .

Além disso,

‖ 1

k!
d̂kP (a)‖GI ≤ m!

k!(m − k)!
· em · ‖P‖GI‖a‖m−k

≤ (2e)m · ‖P‖GI · ‖a‖m−k

para todo a ∈ E, k ≤ m e P ∈ PGI(
mE; F ).

Demonstração. (3) Sejam k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E, e P ∈ PGI(
mE; F ). Queremos

provar d̂kP (a) ∈ PGI(
kE; F ). Pela Proposição 1.3.7 provar que d̂kP (a) ∈ PGI(

kE; F ) é

equivalente a existir uma constante C ≥ 0 tal que para cada j ∈ N e toda famı́lia (xi)
j
i=1 ⊂ E

e (y′
i)

j
i=1 ⊂ F ′ temos

∣∣∣∣∣

j∑

i=1

〈
1

k!
d̂kP (a)(xi), y

′
i

〉∣∣∣∣∣ ≤ C sup
x′∈B′

E

∥∥∥∥∥

j∑

i=1

[x′(xi)]
ky′

i

∥∥∥∥∥
F ′

.

Como P ∈ PGI(
mE; F ) temos que P̌ ∈ LGI(

mE; F ). Utilizando o Exemplo 2.1.3 e a

Proposição 1.3.6, temos

∣∣∣∣∣

j∑

i=1

〈
1

k!
d̂kP (a)(xi), y

′
i

〉∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

j∑

i=1

〈
m!

k!(m − k)!
P̌ (a,

(m−k)
. . . , a, xi,

(k)
. . ., xi), y

′
i

〉∣∣∣∣∣

=
m!

k!(m − k)!

∣∣∣∣∣

j∑

i=1

〈
P̌ (a,

(m−k)
. . . , a, xi,

(k)
. . ., xi), y

′
i

〉∣∣∣∣∣

≤ 2m · ‖P̌‖GI sup
x′r∈B

E′

1≤r≤m

∥∥∥∥∥

j∑

i=1

x′
1(a) · · ·x′

m−k(a)x′
m−k+1(xi) · · ·x′

m(xi) · y′
i

∥∥∥∥∥
F ′

.
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O supremo acima é a norma usual da seguinte aplicação m-linear simétrica

(x′
1, . . . , x

′
m) ∈ E ′× (m)· · · ×E ′ 7→

j∑

i=1

x′
1(a) . . . x′

m−k(a) · x′
m−k+1(xi) · · ·x′

m(xi)y
′
i ∈ F ′.

Considerando o polinômio associado a aplicação acima e utilizando o Teorema 1.2.2 e

[29, Exerćıcio I.2.G], temos que

∣∣∣∣∣

j∑

i=1

〈
1

k!
d̂kP (a)(xi), y

′
i

〉∣∣∣∣∣ ≤ 2m · ‖P̌‖GI sup
x′r∈B

E′

1≤r≤m

∥∥∥∥∥

j∑

i=1

x′
1(a) · · ·x′

m−k(a)x′
m−k+1(xi) · · ·x′

m(xi) · y′
i

∥∥∥∥∥
F ′

≤ 2m · ‖P‖GI ·
mm

m!
sup

x′∈BE′

∥∥∥∥∥

j∑

i=1

[x′(a)]m−k · [x′(xi)]
ky′

i

∥∥∥∥∥
F ′

≤ (2e)m · ‖P‖GI · ‖a‖m−k sup
x′∈B′

E

∥∥∥∥∥

j∑

i=1

[x′(xi)]
ky′

i

∥∥∥∥∥
F ′

.

Portanto pela Proposição 1.3.7, temos que d̂kP (a) ∈ PGI(
kE; F ) para cada a ∈ E e

k = 0, 1, . . . , k ≤ m e

‖ 1

k!
d̂kP (a)‖GI ≤ (2e)m · ‖P‖GI · ‖a‖m−k.

2.3 Funções Inteiras Θ-Holomorfas de Tipo Limitado

Em [33, §9], o autor demonstrou a seguinte proposição.

Proposição 2.3.1. Seja (PΘ(mE; F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F . A aplicação

inclusão

PΘ(mE; F ) ⊂ P(mE; F )

é cont́ınua para cada m ∈ N0, e

‖P‖ ≤ σm‖P‖Θ.

Definição 2.3.2. Uma função inteira f ∈ H(E; F ) é de tipo limitado se leva conjuntos

limitados de E em conjuntos limitados de F . Vamos indicar por Hb(E; F ) a classe de tais

aplicações.
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Observação 2.3.3. Pode-se mostrar que f ∈ Hb(E; F ) se, e somente se,

lim
m→∞

(
1

m!
‖d̂mf(0)‖

) 1
m

= 0.

Motivados por esta observação introduzimos a seguinte definição.

Definição 2.3.4. Seja (PΘ(mE; F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F .

Seja f : E → F uma função inteira, com série de Taylor em volta da origem dada por

f(x) =
∑∞

m=0
1

m!
d̂mf(0)(x). Então f é dita uma função inteira Θ-holomorfa de tipo limitado

de E em F se

(i) 1
m!

d̂mf(0) ∈ PΘ(mE; F ) para todo m = 0, 1 . . . ,

(ii) limm→∞

(
1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ

) 1
m

= 0.

Denotamos por HΘb(E; F ) o subespaço vetorial de H(E; F ) de todas as funções inteiras

Θ-holomorfas de tipo limitado de E em F .

Exemplo 2.3.5. A seqüência de polinômios m-homogêneos com a norma usual (P(mE; F ))∞m=0

é um tipo de holomorfia de E em F . Denotaremos por H‖·‖b(E; F ) o espaço das funções

‖ · ‖-holomorfas de tipo limitado de E e F . Pela observação 2.3.3, temos que H‖·‖b(E; F ) =

Hb(E; F ). Pela Proposição 2.3.1, temos que HΘb(E; F ) ⊂ Hb(E; F ) para todo tipo de holo-

morfia Θ de E em F .

Exemplo 2.3.6. Pelos Exemplos 2.2.3 e 2.2.4, temos que as seqüências (PA(mE; F ), ‖·‖)∞m=0

e (PN(mE; F ), ‖ · ‖N)∞m=0 são tipos de holomorfia de E em F . Denotaremos por HAb(E; F )

e HNb(E; F ) os subespaços de todas das funções inteiras aproximáveis e nucleares de tipo

limitado de E em F , respectivamente. O espaço HNb(E; F ) foi introduzido por C. Gupta e

L. Nachbin ( veja [21, Definição 4.6] ).

Exemplo 2.3.7. Pelos Exemplos 2.2.5 e 2.2.6, temos que as seqüências (PPI(
mE; F ), ‖ ·

‖PI)
∞
m=0 e (PGI(

mE; F ), ‖ · ‖GI)
∞
m=0 são tipos de holomorfia de E em F . Denotaremos

por HPIb(E; F ) e HGIb(E; F ) os subespaços de todas as funções inteiras Pietsch-integrais

e Grothendieck-integrais de tipo limitado de E em F , respectivamente.
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Proposição 2.3.8. Sejam f ∈ H(E; F ), S ∈ L(F ; Y ) e T ∈ L(X; E). Se f ∈ HΘb(E; F ),

então S ◦ f ◦ T ∈ HΘb(X; Y ), onde Θ é N ou PI ou GI.

Demonstração. Como d̂mf(0) ∈ PΘ(mE; F ) m ∈ N, temos que

d̂m(S ◦ f ◦ T )(0) = S ◦ d̂mf(0) ◦ T ∈ PΘ(mX; Y )

Além disso,

‖S ◦ d̂mf(0) ◦ T‖Θ ≤ ‖S‖ · ‖d̂mf(0)‖Θ · ‖T‖m.

Portanto S ◦ f ◦ T ∈ HΘb(X; Y ).

Proposição 2.3.9. Se (PΘ(mE; F ))∞m=0 é um tipo de holomorfia de E em F , então PΘ(mE; F ) ⊂
HΘb(E; F ) para todo m ∈ N0. Em particular, PN(mE; F ) ⊂ HNb(E; F ), PPI(

mE; F ) ⊂
HPIb(E; F ) e PGI(

mE; F ) ⊂ HGIb(E; F ).

Demonstração. Seja P ∈ PΘ(mE; F ). Usando a condição (1) da Definição 2.2.1 e o Exemplo

2.1.3, temos que

P ∈ PΘ(mE; F ) ⊂ P(mE; F ) ⊂ H(E; F ),

bem como

P (x) =
∞∑

k=0

1

k!
d̂kP (0)(x)

com

1

k!
d̂kP (0)(t) =

m!

k!(m − k)!
P̌ (0,

(m−k)
. . . , 0, t,

(k)
. . ., t) = 0 se k 6= m

1

k!
d̂kP (0)(t) = P (t) se k = m.

Portanto, d̂kP (0) ∈ PΘ(kE; F ) para todo k. E facilmente temos que

lim
k→∞

(
1

k!
‖d̂kP (0)‖Θ

) 1
k

= 0.

Portanto P ∈ HΘb(E; F ).

A seguir enunciamos um resultado cuja demonstração pode ser vista em [29].
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Teorema 2.3.10. [29,Teorema I 7.17]. Se f ∈ H(E; F ), então 1
m!

d̂mf ∈ H(E;P(mE; F )) e
1
k!

d̂k
(

1
m!

d̂mf
)

(a) = 1
m!

d̂m
(

1
(m+k)!

d̂m+kf(a)
)

para todos m, k ∈ N0 e a ∈ E. Assim a série de

Taylor para 1
m!

d̂mf em volta da origem, no ponto a, é dada por

1

m!
d̂mf(a) =

∞∑

k=0

1

m!
d̂m

(
1

(m + k)!
d̂m+kf(0)

)
(a).

Proposição 2.3.11. Seja f : E → F uma função inteira. Então f ∈ HΘb(E; F ) se, e somente

se,

(i) 1
m!

d̂mf(a) ∈ PΘ(mE; F ) para todo a ∈ E e m ∈ N0.

(ii) limm→∞

(
‖ 1

m!
d̂mf(a)‖Θ

) 1
m

= 0 para todo a ∈ E.

Demonstração. Obviamente (i) e (ii) são condições suficientes para f ∈ HΘb(E; F ). Reci-

procamente, dados f ∈ HΘb(E; F ) e a 6= 0 ∈ E, escolha ε > 0 com ε · ‖a‖ < 1. Temos que
1

m!
d̂mf(0) ∈ PΘ(mE; F ) para todo m ∈ N0, bem como limm→∞( 1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ)

1
m = 0. Seja

σ ≥ 1 da condição (3) da Definição 2.2.1. Como limm→∞( 1
m!
‖d̂mf(0)‖Θ)

1
m = 0, existe um

m0(ε) ∈ N, tal que
1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ ≤

( ε

σ

)m

para todo m ≥ m0(ε).

Seja C(ε) = max
{
{ 1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ ·

(
σ
ε

)m
/ m < m0(ε)} ∪ {1}

}
. Portanto

1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ ≤ C(ε) ·

( ε

σ

)m

(2.7)

para todo m ∈ N0. Mostremos (i). Seja m ∈ N0. Pelo Teorema 2.3.10, temos que

1

m!
d̂mf(a) =

∞∑

k=0

1

m!
d̂m

(
1

(m + k)!
d̂m+kf(0)

)
(a).

Como, por hipótese, 1
(m+k)!

d̂m+kf(0) ∈ PΘ(m+kE; F ) para todo k usando a condição (3) da

Definição 2.2.1, tem-se

1

m!
d̂m

(
1

(m + k)!
d̂m+kf(0)

)
(a) ∈ PΘ(mE; F ),

bem como

‖ 1

m!
d̂m

(
1

(m + k)!
d̂m+kf(0)

)
(a)‖Θ ≤ σm+k · ‖ 1

(m + k)!
d̂m+kf(0)‖Θ · ‖a‖k. (2.8)
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Agora temos

1

m!
‖d̂mf(a)‖Θ = ‖

∞∑

k=0

1

m!
d̂m

(
1

(m + k)!
d̂m+kf(0)

)
(a)‖Θ

Por (2.8) ≤
∞∑

k=0

σm+k · ‖ 1

(m + k)!
d̂m+kf(0)‖Θ · ‖a‖k

Por (2.7) ≤
∞∑

k=0

σm+k · C(ε) ·
( ε

σ

)m+k

· ‖a‖k

= C(ε) · εm

1 − ε · ‖a‖

onde ε é tão pequeno que ε · ‖a‖ < 1.

Isto então mostra que

lim
m→∞

(
1

m!
‖d̂mf(a)‖Θ

) 1
m

≤ lim
m→∞

m
√

C(ε) · ε
m
√

1 − ε · ‖a‖
= ε.

Fazendo ε → 0 temos que limm→∞

(
1

m!
‖d̂mf(a)‖Θ

) 1
m

= 0. Portanto isto prova (i) e (ii).

2.4 Topologia no Espaço das Funções Inteiras

Θ-Holomorfas de Tipo Limitado

No espaço HΘb(E; F ) das funções inteiras Θ-holomorfas de tipo limitado, consideremos

a seguinte famı́lia de seminormas:

f ∈ HΘb(E; F ) → ‖f‖Θ, ρ =
∞∑

m=o

ρm

m!
‖d̂mf(0)‖Θ, (2.9)

para cada ρ > 0.

A série acima converge para cada ρ > 0, pois

lim
m→∞

(
1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ

) 1
m

= 0.

f ∈ HΘb(E; F ) → ‖f‖′Θ, ρ =
∞∑

m=o

ρm

m!
sup
‖a‖≤ρ

‖d̂mf(a)‖Θ < ∞, (2.10)
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para cada ρ > 0.

Temos que

sup
‖a‖≤ρ

1

m!
‖d̂mf(a)‖Θ ≤ C · εm

1 − ερ
(2.11)

para cada m e ε > 0 tal que ερ < 1, (isto segue facilmente da prova da Proposição 2.3.11),

para ρ > 0. Isto garante a convergência da série acima.

Proposição 2.4.1. As famı́lias de seminormas, ‖f‖PI, ρ e ‖f‖′PI, ρ para f ∈ HPIb(E; F ) são

equivalentes em HPIb(E; F ). Análogos para HGIb(E; F ) e HNb(E; F ).

Demonstração. Claramente ‖f‖PI, ρ ≤ ‖f‖′PI, ρ para cada f ∈ HPIb(E; F ) e ρ ≥ 0. Além

disso para cada f ∈ HPIb(E; F ) tendo f(a) =
∑∞

m=0
1

m!
d̂mf(0)(a) uniformemente para a ∈

{a ∈ E/‖a‖ ≤ ρ}, temos do Exemplo 2.2.5 e do Teorema 2.3.10, que

1

m!
‖d̂mf(a)‖PI ≤

∞∑

j=0

(m + j)!

j!m!
· ‖ 1

(m + j)!
d̂m+jf(0)‖PI · ‖a‖j.

Então

‖f‖′PI, ρ =
∞∑

m=o

ρm sup
‖a‖≤ρ

1

m!
‖d̂mf(a)‖PI

≤
∞∑

m=o

∞∑

j=o

ρm · (m + j)!

j!m!
‖ 1

(m + j)!
d̂m+jf(0)‖PI · ρj

=
∞∑

m=o

∞∑

j=o

ρm+j · (m + j)!

j!m!
‖ 1

(m + j)!
d̂m+jf(0)‖PI

=
∞∑

m=o

∞∑

j=m

ρj · j!

m!(j − m)!

1

j!
‖d̂jf(0)‖PI

=
∞∑

j=o

j∑

m=0

ρj · j!

m!(j − m)!
· 1

j!
‖d̂jf(0)‖PI

Pela observação 2.2.2 =
∞∑

j=o

(2ρ)j · 1

j!
‖d̂jf(0)‖PI = ‖f‖PI, 2ρ.

Então ‖f‖PI, ρ ≤ ‖f‖′PI, ρ ≤ ‖f‖PI, 2ρ para cada f ∈ HPIb(E; F ) e ρ ≥ 0.

Definição 2.4.2. Dotamos HΘb(E; F ) com a topologia τΘ gerada pela famı́lia de seminormas

(2.9). Nos casos HNb(E; F ), HPIb(E; F ) e HGIb(E; F ) por uma das equivalentes famı́lias de
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seminormas (2.9) e (2.10) descritas acima. Obviamente o espaço topológico gerada por

qualquer uma das famı́lias de seminormas é um espaço localmente convexo de Hausdorff.

Denotamos por HΘb(E; F ) o espaço vetorial localmente convexo obtido desta maneira.

Proposição 2.4.3. [HΘb(E; F ), τΘ] é um espaço de Fréchet. Em particular, [HNb(E; F ), τN ],

[HPIb(E; F ), τPI ] e [HGIb(E; F ), τGI ] são espaços de Fréchet.

Demonstração. Para ser um espaço de Fréchet, deve ser um espaço localmente convexo

metrizável e completo. Como a topologia gerada pelas seminormas ‖f‖Θ, ρ é localmente

convexa, falta apenas mostrar que é metrizável e completo.

Devemos mostrar que [HΘb(E; F ), τΘ] é metrizável. Por um resultado para espaços ve-

toriais topológicos, um espaço localmente convexo de Hausdorff é metrizável se, e somente

se, existe uma seqüência de seminormas que define a topologia ( ver [30, página 38 12.2] ) .

Mas a famı́lia enumerável de seminormas

F = {‖f‖Θ, n / n = 1, 2, . . .}

claramente define a topologia τΘ em HΘb(E; F ), então falta somente mostrar que [HΘb(E; F ), τΘ]

é completo. Seja (fk)
∞
k=1 uma seqüência de Cauchy em [HΘb(E; F ), τΘ]. Logo, dados ε > 0

e ρ ≥ 1, existe k0(ε) ∈ N tal que

‖ 1

m!
d̂mfk(0) − 1

m!
d̂mfj(0)‖Θ ≤ ρm‖ 1

m!
d̂mfk(0) − 1

m!
d̂mfj(0)‖Θ

≤ ‖fk − fj‖Θ,ρ

<
ε

4
(2.12)

para cada m ∈ N e k, j ≥ k0(ε). Logo para cada m, ( 1
m!

d̂mfk(0))∞k=1 é uma seqüência de

Cauchy em PΘ(mE; F ) que é um espaço de Banach. Logo, existe Pm ∈ PΘ(mE; F ) tal que

lim
k→∞

1

m!
d̂mfk(0) = Pm,

em PΘ(mE; F ). Para cada ρ > 0 existe 0 ≤ Mρ < ∞ tal que ‖fk‖Θ, ρ ≤ Mρ para todo k ∈ N.

Segue que ‖ 1
m!

d̂mfk(0)‖Θ ≤ Mρ

ρm para todos k e m.

Agora

‖Pm‖Θ ≤ ‖Pm − 1

m!
d̂mfk(0)‖Θ + ‖ 1

m!
d̂mfk(0)‖Θ

≤ ‖Pm − 1

m!
d̂mfk(0)‖Θ +

Mρ

ρm
.
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Fazendo k → ∞ temos que ‖Pm‖Θ ≤ Mρ

ρm para cada m = 0, 1, . . ., o que implica que

lim
m→∞

‖Pm‖
1
m

Θ ≤ 1

ρ
,

para cada ρ > 0. Fazendo ρ → ∞, temos que

lim
m→∞

‖Pm‖
1
m

Θ = 0.

Portanto

f(x) =
∞∑

m=0

Pm(x)

está em HΘb(E; F ) pela Definição 2.3.4. Agora resta mostrar que fk → f ∈ HΘb(E; F ) na

topologia τΘ de HΘb(E; F ). Fixados ε > 0 e ρ > 0, tendo que
∑∞

m=0 ρm‖Pm‖Θ < ∞ e
∞∑

m=0

ρm‖ 1

m!
d̂mfj(0))‖Θ ≤

∞∑

m=0

Mρ1(
ρ

ρ1

)m < ∞

quando 0 < ρ < ρ1, então temos que existe um n > 0 tal que
∞∑

m=n

ρm‖ 1

m!
d̂mfj(0)‖Θ <

ε

4
(2.13)

para cada j = 1, 2, . . . e
∞∑

m=n

ρm‖Pm‖Θ <
ε

4
. (2.14)

Como limj→∞
1

m!
d̂mfj(0) = Pm, para j grande o suficiente temos

n−1∑

m=0

ρm‖ 1

m!
d̂mfj(0) − Pm‖Θ <

ε

4
. (2.15)

Logo, escolhendo j, k e n adequados, temos que existe K(ε, ρ) tal que

‖fk − f‖Θ, ρ ≤ ‖fk − fj‖Θ, ρ + ‖fj − f‖Θ, ρ

(por 2.12) ≤ ε

4
+ ‖

∞∑

m=1

1

m!
d̂mfj(0) −

∞∑

m=1

Pm‖Θ, ρ

≤ ε

4
+

n−1∑

m=1

ρm‖ 1

m!
d̂mfj(0) − Pm‖Θ +

∞∑

m=n

ρm‖ 1

m!
d̂mfj(0) − Pm‖Θ

(por 2.15) ≤ ε

4
+

ε

4
+

∞∑

m=n

ρm‖ 1

m!
d̂mfj(0)‖Θ +

∞∑

m=n

ρm‖Pm‖Θ

(por 2.13 e 2.14) ≤ ε

4
+

ε

4
+

ε

4
+

ε

4
= ε.

para todo k ≥ K(ε, ρ). Então fk → f em HΘb(E; F ). Isto conclui a demonstração.



CAPÍTULO 3

TIPOS DE HOLOMORFIA E A

TRANSFORMADA DE BOREL

Neste caṕıtulo introduzimos os conceitos de π1-tipo de holomorfia e Transformada de

Borel. A introdução de tais conceitos e o desenvolvimento da teoria de equações de con-

volução, foi um trabalho em conjunto com V. Fávaro, baseado nos trabalhos de S. Dinnen

[14] , V. Fávaro [17, 18], C. Gupta [21], B. Malgrange [24] , A. Martineau [25], M. Matos

[28], X. Mujica [32], L. Nachbin [33].

Quando F = C, denotamos HΘb(E; C) por HΘb(E). Para um π1-tipo de holomorfia,

caracterizamos o espaço dual de HΘb(E) usando a transformada de Borel.

3.1 π1-Tipo de Holomorfia

Definição 3.1.1. Seja f ∈ H(E; F ). O polinômio de Taylor τn,f,a(x) de ordem n de f em a

para cada x ∈ E é definido por

τn,f,a(x) =
n∑

k=0

1

k!
d̂kf(a)(x − a).

O seguinte lema prova que o polinômio de Taylor de ordem n na origem de f ∈ HΘb(E; F )

converge para f na topologia do espaço HΘb(E; F ).

29
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Lema 3.1.2. Seja f ∈ HΘb(E; F ) e seja τn,f,0 o polinômio de Taylor de ordem n de f na

origem. Então para cada ρ > 0, temos

‖f − τn,f,0‖Θ,ρ → 0 quando n → ∞.

Demonstração.

‖f − τn,f,0‖Θ,ρ = ‖
∞∑

k=0

1

k!
d̂kf(0) −

n∑

k=0

1

k!
d̂kf(0)‖Θ,ρ

= ‖
∞∑

k=n+1

1

k!
d̂kf(0)‖Θ,ρ

=
∞∑

k=n+1

ρk

k!
‖d̂kf(0)‖Θ.

Como f ∈ HΘb(E; F ), temos que

lim
k→∞

(
1

k!
‖d̂kf(0)‖Θ

) 1
k

= 0.

Segue então que

lim
k→∞

(
ρk

k!
‖d̂kf(0)‖Θ

) 1
k

= lim
k→∞

ρ

(
1

k!
‖d̂kf(0)‖Θ

) 1
k

= 0.

Portanto pelo teste da raiz a série seguinte converge:

∞∑

k=n+1

ρk

k!
‖d̂kf(0)‖Θ

e assim
∞∑

k=n+1

ρk

k!
‖d̂kf(0)‖Θ

n→∞→ 0.

Agora definiremos um π1-tipo de holomorfia.

Definição 3.1.3. Seja (PΘ(mE; F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F . Um Θ-tipo de

holomorfia é dito ser um π1-tipo de holomorfia se

(1) Para todos φ ∈ E ′, b ∈ F e m ∈ N0, φmb ∈ PΘ(mE; F ) e ‖φmb‖Θ = ‖φ‖m‖b‖.

(2) Para cada m, Pf (
mE; F ) é denso em (PΘ(mE; F ), ‖ · ‖Θ).
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Exemplo 3.1.4.

(a) C. Gupta em [21], M. Matos em [28] e X. Mujica em [32] provaram que as seqüências de

espaços de polinômios nucleares, polinômios (s; (r, q))-quase-nucleares e polinômios

σ(p)-nucleares, de E em F , respectivamente, satisfazem as condições (1) e (2) da Definição

3.1.3. Portanto, cada uma destas seqüências é um π1-tipo de holomorfia de E em F .

(b) Certamente a seqüência dos polinômios aproximáveis (PA (mE; F ) , ‖ · ‖)∞m=0 é um tipo

de holomorfia de tipo π1. Veja [[14] p. 243, Exemplo 2]. Neste artigo S. Dineen introduz os

polinômios integrais e prova que

PA(mE)′ = PI(
mE ′).

Veja [14, p 273, Lema 9].

(c) Mais geralmente, seja (PΘ(mE; F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F satisfazendo (1)

da Definição 3.1.3. Se denotarmos a aderência de Pf (
mE; F ) para a topologia de PΘ(mE; F )

por Pf (mE; F )
Θ
, então a seqüência

(
Pf (mE; F )

Θ
)∞

m=0
é um π1-tipo de holomorfia.

Proposição 3.1.5. Para cada π1-tipo de holomorfia Θ de E em F , PN(mE; F ) está contido

em PΘ(mE; F ), e a aplicação inclusão é cont́ınua.

Demonstração. Se P ∈ PN(mE; F ), então dado ε > 0 existe uma representação

P =
∞∑

i=1

x′
i
m ⊗ yi (3.1)

onde (x′
i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F são seqüências limitadas tais que

∞∑

i=1

‖x′
i‖m‖yi‖ < (1 + ε)‖P‖N . (3.2)

Defina Sn =
∑n

i=1 ‖x′
i‖m‖yi‖, logo de (3.2) (Sn)∞n=1 é uma seqüência de Cauchy. Agora seja

Pn =
∑n

i=1 x′
i
m ⊗ yi. Seja ε > 0 dado acima, então existe n0 ∈ N tal que n > j ≥ n0, temos
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que

‖Pn − Pj‖Θ = ‖
n∑

i=j+1

x′
i
m ⊗ yi‖Θ

≤
n∑

i=j+1

‖x′
i
m ⊗ yi‖Θ

Pela Definição 3.1.3 =
n∑

i=j+1

‖x′
i‖m · ‖yi‖

Por (Sn) ser de Cauchy < ε.

Portanto Pn =
∑n

i=1 x′
i
m⊗yi é uma seqüência de Cauchy em PΘ(mE; F ), o qual é um espaço

de Banach. Logo existe um Q ∈ PΘ(mE; F ) tal que ‖Sn − Q‖Θ converge para 0 quando n

tende ao infinito. Logo da Proposição 2.3.1, temos que

‖Sn − Q‖ ≤ σm · ‖Sn − Q‖Θ.

E assim limn→∞ Sn(x) =
∑∞

i=1 x′
i(x)myi = Q(x) ou seja Q(x) = P (x) para todo x ∈ E.

Segue de (3.2) que ‖P‖Θ ≤ ‖P‖N .

O seguinte resultado segue facilmente da Proposição anterior.

Corolário 3.1.6. Para cada π1-tipo de holomorfia Θ de E em F , HNb(E; F ) está contido

em HΘb(E; F ), e a aplicação inclusão é cont́ınua.

Proposição 3.1.7. Se Θ é um π1-tipo de holomorfia, então o subespaço vetorial S de

HΘb(E; F ) gerado por {eφb : φ ∈ E ′, b ∈ F} é denso em HΘb(E; F ).

Demonstração. Mostremos que eφ · b ∈ HΘb(E; F ) para todos φ ∈ E ′, b ∈ F . Como

eφ · b =
∞∑

m=0

1

m!
φm · b

é claro que eφ · b ∈ H(E; F ). Como φm

m!
· b ∈ PΘ(mE; F ) para todo m = 0, 1, 2, . . . e, pela
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condição (1) da Definição 3.1.3, segue

lim
m→∞

(
1

m!
‖φm · b‖Θ

) 1
m

= lim
m→∞

(
1

m!
‖φm · b‖

) 1
m

= lim
m→∞

(
1

m!
‖φ‖m · ‖b‖

) 1
m

= ‖φ‖ · lim
m→∞

(
‖b‖ 1

m

m
√

m!

)

= 0.

Portanto eφ · b ∈ HΘb(E; F ) para todos φ ∈ E ′, b ∈ F . Note que {eφ · b : φ ∈ E ′ , b ∈ F} ⊂
HNb(E; F ) ⊂ HΘb(E; F ), pois ‖φmb‖N = ‖φ‖m‖b‖.

Seja S̄ a aderência de S na topologia HΘb(E; F ). Se f ∈ HΘb(E; F ), então

f =
∞∑

k=0

1

k!
d̂kf(0).

Então, pelo Lema 3.1.2, se cada 1
k!

d̂kf(0) ∈ S̄, então f ∈ S̄. Portanto basta mostrar que

PΘ(mE; F ) ⊆ S̄, para cada m = 0, 1, 2, . . . Para provar que PΘ(mE; F ) ⊆ S̄, basta mostrar

que Pf (
mE; F ) ⊆ S̄, para cada m = 0, 1, 2, . . .. De fato: seja P ∈ PΘ(mE; F ), então segue

de (2) da Definição 3.1.3, que existe uma seqüência (Pj)
∞
j=1 ⊂ Pf (

mE; F ) tal que

‖P − Pj‖Θ → 0, quando j tende a ∞.

Para cada ρ > 0, como Pj, P ∈ HΘb(E; F ) para cada j, temos que

‖P − Pj‖Θ,ρ =
ρm

m!
· ‖P − Pj‖Θ → 0 quando j tende a ∞.

Logo P ∈ Pf (mE; F )
τΘ ⊆ S̄, ou seja, PΘ(mE; F ) ⊆ S̄. Para provar que Pf (

mE; F ) ⊆ S̄,

basta mostrar que φn · b ∈ S̄, para todos n = 0, 1, 2, . . ., φ ∈ E ′ e b ∈ F . Vamos fazer isto

por indução sobre n. É claro que

eφ · b =
∞∑

n=0

1

n!
φn · b

para todos φ ∈ E ′ e b ∈ F no sentido de HΘb(E; F ). Logo,

eλφ · b =
∞∑

n=0

λnφn · b
n!
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para todos λ ∈ C, φ ∈ E ′ e b ∈ F no sentido de HΘb(E; F ).

Logo para λ ∈ C, λ 6= 0, temos

lim
|λ|→0

∥∥∥∥
eλφ · b − b

λ
− φ · b

∥∥∥∥
Θ,ρ

= lim
|λ|→0

|λ| ·
∥∥∥∥∥

∞∑

j=2

1

j!
λj−2φj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

(3.3)

Como
∥∥∥∥∥

∞∑

j=2

1

j!
λj−2φj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=
∞∑

j=2

ρj|λ|j−2‖φj · b
j!

‖Θ ≤
∞∑

j=2

ρj‖φj · b
j!

‖Θ =

∥∥∥∥∥

∞∑

j=2

φj · b
j!

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

< ∞

para |λ| ≤ 1, segue de (3.3) que

lim
|λ|→0

∥∥∥∥
eλφ · b − b

λ
− φ · b

∥∥∥∥
Θ,ρ

≤ lim
|λ|→0

|λ| ·
∥∥∥∥∥

∞∑

j=2

1

j!
λj−2φj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

= 0.

Logo, φ · b ∈ S̄. Suponhamos que φj · b ∈ S̄ para todo j ≤ n − 1. Então

lim
|λ|→0

∥∥∥∥∥
1

λn−1

(
eλφ · b −

n−1∑

j=0

1

j!
λjφj · b

)
− φn · b

n!

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

= lim
|λ|→0

|λ| ·
∥∥∥∥∥

∞∑

j=n+1

1

j!
λj−nφj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

(3.4)

Como ∥∥∥∥∥

∞∑

j=n+1

1

j!
λj−nφj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

≤
∥∥∥∥∥

∞∑

j=n+1

φj · b
j!

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

< ∞

para |λ| suficientemente pequeno, segue de (3.4) que

lim
|λ|→0

∥∥∥∥∥
1

λn−1

(
eλφ · b −

n−1∑

j=0

1

j!
λjφj · b

)
− φn · b

n!

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

= 0.

Logo φn · b ∈ S̄ para todos n = 0, 1, 2, . . ., φ ∈ E ′ e b ∈ F .

3.2 O Dual de PΘ(mE; F )

Suponhamos que Θ é um π1-tipo de holomorfia de E em F . Então podemos definir a

transformada de Borel

BΘ : [PΘ(mE; F )]′ → P(mE ′; F ′)

dada por BΘT (φ)(y) = T (φmy), para todo T ∈ [PΘ(mE; F )]′, φ ∈ E ′ e y ∈ F . É claro que BΘ

está bem definida e é linear. Por (1) da Definição 3.1.3, temos que BΘ é cont́ınua e ‖BΘT‖ ≤
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‖T‖ e usando a condição (2) da Definição 3.1.3, obtemos que BΘ é injetora. Denotamos

por PΘ′(mE ′; F ′) a imagem de BΘ em P(mE ′; F ′) e definimos a norma em PΘ′(mE ′; F ′) por

‖BΘT‖Θ′ = ‖T‖.
Então

(
[PΘ(mE; F )]′ , ‖ · ‖

)
é isometricamente isomorfo a (PΘ′(mE ′; F ′), ‖ · ‖Θ′).

Agora temos um interessante resultado envolvendo a transformada de Borel.

Proposição 3.2.1. Seja (PΘ(mE; F ))∞m=0 um π1-tipo de holomorfia de E em F . Se a trans-

formada de Borel

BΘ :
(
[PΘ(mE; F )]′ , ‖ · ‖

)
→ (P(mE ′; F ′), ‖ · ‖)

é um isomorfismo topológico sobre sua imagem, então PN(mE; F ) = PΘ(mE; F ) como con-

juntos e a aplicação identidade PN(mE; F ) → PΘ(mE; F ) é um isomorfismo topológico.

(Estamos considerando a norma usual em P(mE ′; F ′)).

Demonstração. Seja ΦΘ = iΘ ◦ ΦN , onde iΘ denota a inclusão PN (mE; F ) →֒ PΘ (mE; F ) e

ΦN : ⊗m
π,s E

′⊗π F −→ PN (mE; F ) é dada por ΦN ((x′ ⊗ . . . ⊗ x′) ⊗ y) = x′ (·)m y. Temos que

a transformada de Borel BΘ é a transposta de ΦΘ. Como BΘ é um isomorfismo topológico,

segue de [31, página 50, Teorema 12.4], que ΦΘ é sobrejetora. Portanto iΘ é sobrejetora e o

resultado segue.

Definição 3.2.2. Seja Θ um π1-tipo de holomorfia. Se T ∈ [HΘb(E)]′ definimos a transfor-

mada de Borel de T denotada por BT , como a função definida em E ′ dada por

BT (φ) = T (eφ) ∈ C, para todo φ ∈ E ′.

T (eφ) está bem definida pois, eφ ∈ HΘb(E) para cada φ ∈ E ′.

Definição 3.2.3. Se (PΘ(mE))∞m=0 um π1-tipo de holomorfia de E em C e f ∈ H(E ′), então

f é dita ser de Θ′-tipo exponencial se:

(i) d̂mf(0) ∈ PΘ′(mE ′) para cada m = 0, 1, 2 . . ..

(ii) existirem constantes C ≥ 0, ρ ≥ 0 tais que

‖d̂mf(0)‖Θ′ ≤ C · ρm, para todo m = 0, 1, 2 . . .
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Denotaremos o conjunto de tais funções por ExpΘ′(E ′).

Proposição 3.2.4. Seja Θ um π1-tipo de holomorfia. Se T ∈ [HΘb(E), τΘ]′, então BT ∈
ExpΘ′(E ′), e a aplicação

B : [HΘb(E), τΘ]′ → ExpΘ′(E ′)

é um isomorfismo algébrico.

Demonstração. ⊢ B está bem definida:

Sejam T ∈ [HΘb(E), τΘ]′ e φ ∈ E ′, então

BT (φ) = T (eφ) = T

(
∞∑

m=0

1

m!
φm

)
=

∞∑

m=0

1

m!
T (φm).

Como PΘ(mE) ⊂ HΘb(E), podemos considerar a restrição Tm = T |PΘ(mE) e Tm ∈ [PΘ(mE)]′.

Como

((PΘ(mE))′ , ‖ · ‖) ∼= (PΘ′(mE ′), ‖ · ‖Θ′),

para cada Tm ∈ [PΘ(mE)]′ existe um único polinômio P ′
m ∈ PΘ′(mE ′) tal que

Tm(φm) = P ′
m(φ), ‖Tm‖ = ‖P ′

m‖Θ′ , m = 0, 1, 2, . . .

Como T é cont́ınua, existem C ≥ 0 e ρ ≥ 0 tais que para cada f ∈ HΘb(E) tem-se

|T (f)| ≤ C · ‖f‖Θ,ρ.

Em particular, para cada Qm ∈ PΘ(mE), temos

|Tm(Qm)| = |T (Qm)| ≤ C · ‖Qm‖Θ,ρ = C · ρm‖Qm‖Θ.

Assim

‖P ′
m‖Θ′ = ‖Tm‖ = sup

‖Qm‖Θ≤1

|Tm(Qm)| ≤ C · ρm, m = 0, 1, 2, . . .

Portanto ‖P ′
m‖Θ′ ≤ C · ρm e P ′

m ∈ PΘ′(mE ′) para todo m = 0, 1, 2, . . . Como

BT (φ) = T (eφ) = T

(
∞∑

m=0

1

m!
φm

)
=

∞∑

m=0

1

m!
T (φm) =

∞∑

m=0

1

m!
P ′

m(φ),

segue que BT ∈ ExpΘ′(E ′).

⊢ B é injetora:
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Como B é linear, basta ver que BT = 0 implica que T = 0. Se BT = 0 então para cada

φ ∈ E ′, temos que

BT (φ) = T (eφ) = 0.

Se f ∈ HΘb(E), como pela Proposição 3.1.7, {eφ : φ ∈ E ′}τΘ
= HΘb(E) , existe uma

seqüência (eφn)∞n=1 que converge para f . Como T é cont́ınua

T (f) = lim
n→∞

T (eφn) = 0.

Portanto T ≡ 0 e B é injetora.

⊢ B é sobrejetora.

Seja H ∈ ExpΘ′(E ′). Então H(φ) =
∑∞

m=0
1

m!
P ′

m(φ) onde P ′
m ∈ PΘ′(mE ′) e

‖P ′
m‖Θ′ ≤ C · ρm, para todo m = 0, 1, 2 . . .

Como P ′
m ∈ PΘ′(mE ′), existe um único funcional Hm ∈ [PΘ(mE)]′ tal que

Hm(φm) = P ′
m(φ), para cada φ ∈ E ′ e ‖Hm‖ = ‖P ′

m‖Θ′ m = 0, 1, 2, . . .

Para cada f ∈ HΘb(E), com f =
∑∞

m=0 Qm fixo, seja

T (f) : =
∞∑

m=0

Hm(Qm).

Então

|T (f)| =

∣∣∣∣∣

∞∑

m=0

Hm(Qm)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

m=0

|Hm(Qm)| ≤
∞∑

m=0

‖Hm‖ · ‖Qm‖Θ

=
∞∑

m=0

‖P ′
m‖Θ′ · ‖Qm‖Θ

≤ C ·
∞∑

m=0

ρm‖Qm‖Θ

= C · ‖f‖Θ,ρ.

Então para cada f ∈ HΘb(E), T (f) está bem definida e |T (f)| ≤ C · ‖f‖Θ,ρ para cada

f ∈ HΘb(E). Então T ∈ [HΘb(E)]′ e

BT (φ) = T (eφ) =
∞∑

m=0

1

m!
Hm(φm) =

∞∑

m=0

1

m!
P ′

m(φ) = H(φ)

para cada φ ∈ E ′. Logo, dado H ∈ ExpΘ′(E ′), encontramos T ∈ [HΘb(E)]′ tal que BT =

H.
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Exemplo 3.2.5.

(a) C. Gupta provou em [21] que se E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada, então

a transformada de Borel BN é um isomorfismo isométrico entre [PN (mE; F )]′ e P (mE ′; F ′).

(b) M. Matos provou em [28] que se E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada, então

a transformada de Borel BÑ,(s;(r,q)) é um isomorfismo isométrico entre
[
PÑ,(s;(r,q)) (mE)

]′
e

P(s′,m(r′;q′)) (mE ′), onde PÑ,(s;(r,q)) (mE) denota o espaço de todos os polinômios m-homogêneos

(s; (r, q))-quase-nucleares em E e P(s′,m(r′;q′)) (mE ′) denota o espaço de todos os polinômios

m-homogêneos (s′, m (r′; q′))-somantes em E ′.

(c) X. Mujica provou em [32] que se E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada e

F é reflexivo, então a transformada de Borel Bσ(p) é um isomorfismo isométrico entre
[
Pσ(p) (mE; F )

]′
e Pτ(p) (mE ′; F ′), onde Pσ(p) (mE; F ) denota o espaço de todos os polinômios

m-homogêneos σ(p)-nucleares de E em F , e Pτ(p) (mE ′; F ′) denota o espaço de todos os os

polinômios m-homogêneos τ(p)-somantes de E ′ em F ′. Em particular, o resultado segue

quando F é igual a C.

A Proposição 3.2.4 foi obtida em todos os casos nas correspondentes referências.

Para mais detalhes sobre os ı́ndices s, r, q, s′, r′, q′ e p, veja as correspondentes referências.



CAPÍTULO 4

TIPOS DE HOLOMORFIA E

OPERADORES DE CONVOLUÇÃO

Neste caṕıtulo introduzimos os conceitos de π2-tipo de holomorfia e definimos os

operadores de convolução sobre os espaços de funções inteiras Θ-holomorfas de tipo

limitado. Também introduzimos o conceito de uma coleção de funções holomorfas de U

em C ser fechada para divisão, o qual é uma condição necessária para provarmos teoremas

de divisão envolvendo a transformada de Fourier-Borel. E finalmente provamos teoremas de

existência e aproximação de soluções para equações de convolução.

4.1 π2-Tipo de Holomorfia

Antes de definirmos π2-Tipo de Holomorfia e os operadores de convolução, vamos provar

um resultado necessário para o desenvolvimento da teoria

Proposição 4.1.1. Sejam a ∈ E e f ∈ HΘb(E). Então:

(i) d̂mf(·)(a) ∈ HΘb(E) e

d̂mf(x)(a) =
∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)xk (a)

no sentido de HΘb(E) para cada m = 0, 1, 2, . . .

39
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(ii)

(τaf)(x) =
∞∑

m=0

1

m!
d̂mf(x)(a)

no sentido de HΘb(E), onde τax = x + a, (τaf)(x) = f(τax) = f(x + a).

Demonstração. (i) Se f ∈ HΘb(E), então a série de Taylor em volta de 0 em x, é

f(x) =
∞∑

m=0

1

m!
d̂mf(0)(x)

com d̂mf(0) ∈ PΘ(mE), bem como

lim
m→∞

(
1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ

) 1
m

= 0. (4.1)

Temos pelo Teorema 2.3.10 e pela fórmula integral de Cauchy que

d̂mf(x) =
∞∑

k=0

d̂m

[
1

(m + k)!
d̂m+kf(0)

]
(x) =

∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)xk .

Portanto

d̂mf(x)(a) =
∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)xk (a)

=
∞∑

k=0

1

k!
dm+kf(0)xkam

=
∞∑

k=0

1

k!
dm+kf(0)amxk

=
∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)am (x)

= d̂mf(a)(x). (4.2)

Como d̂mf(0) ∈ PΘ(mE) para todo m, pela condição (3) da Definição 2.2.1, temos que

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)am∈ PΘ(kE)

e

‖
✭

✭
✭❤

❤
❤

dm+kf(0)am ‖Θ ≤ σm+km!k!

(m + k)!
· ‖d̂m+kf(0)‖Θ · ‖a‖m (4.3)
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e então

lim
k→∞

(
‖ 1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)am ‖Θ

) 1
k

≤ lim
k→∞

(
m!σm+k · ‖ 1

(m + k)!
d̂m+kf(0)‖Θ · ‖a‖m

) 1
k

= σ lim
k→∞

(
(σ‖a‖)m · m! · ‖ 1

(m + k)!
d̂m+kf(0)‖Θ

) 1
k

= σ lim
k→∞

(
k
√

(σ‖a‖)m · m!
)
· lim

k→∞

(
‖ 1

(m + k)!
d̂m+kf(0)‖Θ

) 1
k

Por (4.1) = 0.

para cada m = 0, 1, 2, . . .. Temos que d̂mf(·)(a) ∈ HΘb(E). Falta mostrar que

d̂mf(·)(a) =
∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)(·)k (a)

no sentido de (HΘb(E), τΘ). Considere ρ > 0 então temos que

∥∥∥∥∥d̂
mf(·)(a) −

ν∑

k=0

1

k!

[
✭

✭
✭❤

❤
❤

dm+kf(0)(·)k

]
(a)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥

∞∑

k=ν+1

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)(·)k (a)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥

∞∑

k=ν+1

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)(a)m (·)
∥∥∥∥∥

Θ,ρ

=
∞∑

k=ν+1

ρk

k!
‖

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)(a)m ‖Θ

Por (4.3) ≤
∞∑

k=ν+1

σm+km!ρk · ‖ 1

(m + k)!
d̂m+kf(0)‖Θ · ‖a‖m

=
m!‖a‖m

ρm

∞∑

k=ν+1

(ρσ)m+k

(m + k)!
‖d̂m+kf(0)‖Θ

=
‖a‖mm!

ρm

∥∥∥∥∥

∞∑

k=ν+1

1

(m + k)!
d̂m+kf(0)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ·σ

que converge a 0 quando ν tende a infinito, pois f ∈ (HΘb(E), τΘ).
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(ii) Dado f ∈ HΘb(E). A série de Taylor de (τaf)(x) em volta de 0 é:

(τaf)(x) =
∞∑

m=0

1

m!
d̂mτaf(0)(x)

=
∞∑

m=0

1

m!
d̂mf(0 + a))(x)

=
∞∑

m=0

1

m!
d̂mf(a)(x)

Por (4.2) =
∞∑

m=0

1

m!

∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)am (x)

=
∞∑

k=0

1

k!

∞∑

m=0

1

m!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)am (x). (4.4)

Como f ∈ HΘb(E) pela Proposição 2.3.11, temos que (τaf) ∈ HΘb(E). Assim para ρ > 0

temos que

∥∥∥∥∥τaf −
η∑

m=0

1

m!
d̂mf(·)(a)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥∥

∞∑

k=0

1

k!
d̂k(τaf)(0)(·) −

η∑

m=0

1

m!




∞∑

k=0

✭
✭

✭❤
❤

❤

1

k!
dm+kf(0)am (·)




∥∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=
∞∑

k=0

ρk

k!

∥∥∥∥∥d̂
kf(a)(·) −

η∑

m=0

1

m!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)am

∥∥∥∥∥
Θ

Por (4.2) =
∞∑

k=0

ρk

k!

∥∥∥∥∥

∞∑

m=η+1

1

m!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dm+kf(0)am

∥∥∥∥∥
Θ

≤
∞∑

k=0

ρk

∞∑

m=η+1

1

k!m!

∥∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dm+kf(0)am

∥∥∥∥∥
Θ

Por (4.3) ≤
∞∑

k=0

∞∑

m=η+1

ρkσm+k

(m + k)!
‖d̂m+kf(0)‖Θ · ‖a‖m.

Agora como f ∈ HΘb(E), tem-se que

lim
m→∞

(
1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ

) 1
m

= 0,

ou seja, dado ε > 0 existe C(ε) > 0 tal que

(
1

m!
‖d̂mf(0)‖Θ

)
≤ C(ε) · εm
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para todo m = 0, 1, 2, . . .. Escolhendo ε > 0 e que σερ < 1 e ‖a‖σε < 1, segue que

∥∥∥∥∥τaf −
η∑

m=0

1

m!
d̂mf(·)(a)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

≤
∞∑

k=0

∞∑

m=η+1

ρkσm+k · ‖a‖mC(ε) · εm+k

= C(ε) ·
(

∞∑

k=0

(σερ)k

)(
∞∑

m=η+1

(‖a‖σε)m

)

que tende a 0 quando η tende a infinito.

Definição 4.1.2. Uma aplicação O : HΘb(E) → HΘb(E) é chamada operador de convolução

sobre HΘb(E) se:

(1) O é linear;

(2) O é cont́ınua;

(3) O é invariante sob translações, no sentido de que para cada a ∈ E, f ∈ HΘb(E),

O(τaf) = τa(Of).

Temos da Proposição 4.1.1 que τaf ∈ HΘb(E) quando f ∈ HΘb(E). Chame de AΘ o

conjunto dos operadores de convolução sobre HΘb(E), o qual é uma álgebra com unidade,

sob a composição de operadores como multiplicação e as operações usuais de espaço vetorial.

Definição 4.1.3. Se T ∈ [HΘb(E), τΘ]′, então existem C > 0 e ρ > 0 tais que

|T (f)| ≤ C ‖f‖Θ,ρ , (4.5)

para cada f ∈ HΘb(E). Para cada P ∈ PΘ(mE) com A ∈ Ls(mE) tal que P = Â, definimos

o polinômio

T
(
Â(·)k

)
: E −→ C

y 7−→ T
(
A(·)kym−k

)

pertencente a P(m−kE) para cada k ≤ m.

Note que A(·)kym−k = (m−k)!
m!

d̂kP (·)(y) e, pela Proposição 4.1.1, pertence a HΘb(E) sem-

pre que P ∈ PΘ(mE) com k ≤ m.
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Definição 4.1.4. Seja (PΘ(mE))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em C. O tipo de holomorfia

Θ é dito ser um π2-tipo de holomorfia se T (Â(·)k) ∈ PΘ(m−kE) e

‖T (Â(·)k)‖Θ ≤ Cρk‖P‖Θ

para cada k ≤ m, T ∈ [HΘb(E)]′ e P ∈ PΘ(mE), onde C e ρ são os de (4.5).

Problema aberto: Sob quais condições em E o espaço dos polinômios homogêneos

cont́ınuos aproximáveis, PA (mE) = Pf (mE), é π2-tipo holomorfia? Observe que: pela

definição dos PA(mE), basta provar a definição para os polinômios do tipo finito. Seja

P =
∑n

j=1 ϕm
j ∈ Pf (mE), onde P = Â, A ∈ Ls

f (mE). Então

T (Â(·)k)(y) =
n∑

j=1

T (ϕk
j )ϕ

m−k
j (y),

assim

T (Â(·)k) =
n∑

j=1

T (ϕk
j )ϕ

m−k
j ∈ Pf (

m−kE) ⊂ PA

(
m−kE

)
.

Como ϕk
j ∈ Pf (

kE) ⊂ HAb (E),

|T (ϕk
j )| ≤ C‖ϕk

j‖Aρ ≤ C · ρk‖ϕj‖k

Logo,

‖T (Â(·)k)‖ = ‖
n∑

j=1

T (ϕk
j )ϕ

m−k
j ‖

≤
n∑

j=1

|T (ϕk
j )| · ‖ϕm−k

j ‖

≤
n∑

j=1

C · ρk‖ϕj‖k · ‖ϕj‖m−k

= C · ρk

n∑

j=1

‖ϕj‖m

≤ C · ρk‖P‖Nf ,

sendo ‖P‖Nf = inf
{∑n

j=1 ‖ϕj‖m
}

, onde ı́nfimo é tomado sobre todas representações finitas

de P . Sabemos que se E ′ tem a propriedade de aproximação limitada, então ‖P‖Nf = ‖P‖N ,
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para cada P ∈ Pf (mE). Então se E ′ tem a propriedade de aproximação limitada e ‖P‖ =

‖P‖N para cada P ∈ Pf (mE) então PA (mE) é π2-tipo holomorfia. Porém neste caso o

espaço PA (mE) = PN(mE).

Teorema 4.1.5. Seja (PΘ(mE))∞m=0 um π2-tipo de holomorfia. Seja T ∈ [HΘb(E)]′. Então,

(T ∗ f)(x) := T (τxf), x ∈ E define uma função T ∗ f ∈ HΘb(E) para cada f ∈ HΘb(E).

Além disso, a aplicação f ∈ HΘb(E) 7→ T ∗ f ∈ HΘb(E) é um operador de convolução.

Demonstração. Queremos mostrar que (T ∗ f) ∈ HΘb(E), ou seja (T ∗ f) está bem definida.

Pela Proposição 4.1.1, temos que para cada x ∈ E,

(T ∗ f)(x) := T (τxf) = T

(
∞∑

m=0

1

m!
d̂mf(x)

)
=

∞∑

m=0

1

m!

∞∑

k=0

1

k!
T (

✭
✭

✭❤
❤

❤

dk+mf(0)(·)k)(x). (4.6)

Agora, como (PΘ(mE))∞m=0 é um π2-tipo de holomorfia, segue que T (
✭

✭
✭❤

❤
❤

dk+mf(0)(·)k) ∈
PΘ(mE) para cada m e existem ρ, C > O tais que |T (f)| ≤ C ‖f‖Θ,ρ , para cada f ∈ HΘb(E)

e

‖T (
✭

✭
✭❤

❤
❤

dk+mf(0)(·)k)‖Θ ≤ Cρk‖d̂m+kf(0)‖Θ. (4.7)

Seja ρ0 > ρ, então
∥∥∥∥∥

∞∑

k=0

1

k!
T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dk+mf(0)(·)k

)∥∥∥∥∥
Θ

≤
∞∑

k=0

1

k!
‖T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dk+mf(0)(·)k

)
‖Θ

(por 4.7) ≤
∞∑

k=0

1

k!
Cρk‖d̂m+kf(0)‖Θ

(por ρ < ρ0) ≤
∞∑

k=0

1

k!
Cρk

0‖d̂m+kf(0)‖Θ

≤ C
m!

ρm
0

∞∑

k=0

1

k!m!
ρm+k

0 ‖d̂m+kf(0)‖Θ

Por (2.1) ≤ C
m!

ρm
0

∞∑

k=0

2m+k

(m + k)!
ρm+k

0 ‖d̂m+kf(0)‖Θ

= C
m!

ρm
0

∞∑

k=m

(2ρ0)
k

k!
‖d̂kf(0)‖Θ

= C
m!

ρm
0

∥∥∥∥∥

∞∑

k=m

1

k!
d̂kf(0)

∥∥∥∥∥
Θ,2ρ0

≤ C
m!

ρm
0

‖f‖Θ,2ρ0 < ∞.
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Logo, a série

∞∑

k=0

1

k!
T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dk+mf(0)(·)k

)

converge para um polinômio Pm ∈ PΘ(mE) e temos que

‖Pm‖Θ ≤ C
m!

ρm
0

‖f‖Θ,2ρ0 (4.8)

e portanto

lim
m→∞

(
1

m!
‖Pm‖Θ

) 1
m

≤ lim
m→∞

(
1

m!
C

m!

ρm
0

‖f‖Θ,2ρ0

) 1
m

≤ 1

ρ0

lim
m→∞

(C‖f‖Θ,2ρ0)
1
m

=
1

ρ0

.

Como isto vale para cada ρ0 > ρ, fazendo ρ0 → ∞ tem-se que

lim
m→∞

(
1

m!
‖Pm‖Θ

) 1
m

= 0.

Segue de (4.6) que

(T ∗ f) =
∞∑

m=0

1

m!
Pm ∈ HΘb(E).

(1) T∗ é linear, pois dadas f, g ∈ HΘb(E) e λ ∈ C, temos que

T ∗ (f + λg)(x) = T (τx(f + λg)),

para cada x ∈ E. Então

τx(f + λg)(y) = (f + λg)(y + x) = f(y + x) + λg(y + x) = τxf(y) + λτxg(y),

para todo y ∈ E, e Conseqüentemente

τx(f + λg) = τxf + λτxg.

Assim

T ∗ (f + λg)(x) = T (τx(f + λg)) = T (τxf + λτxg)

= T (τxf) + λT (τxg) = T ∗ f(x) + λT ∗ g(x),
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para todo x ∈ E. Logo,

T ∗ (f + λg) = T ∗ f + λT ∗ g

e, portanto, T∗ é linear.

(2) Para provar que a aplicação

f ∈ HΘb(E) → T ∗ f ∈ HΘb(E)

é cont́ınua, sejam ρ1 > 0 e ρ0 = ρ1 + ρ > ρ. Então, da linearidade e da definição de ‖ · ‖Θ,ρ1 ,

temos

‖T ∗ f‖Θ,ρ1 =
∞∑

m=0

ρm
1

m!
‖Pm‖Θ

por (4.8) ≤
∞∑

m=0

ρm
1

m!

Cm!

(ρ1 + ρ)m
‖f‖Θ,2(ρ1+ρ)

≤ C

(
∞∑

m=0

ρm
1

(ρ1 + ρ)m

)
‖f‖Θ,2(ρ1+ρ)

(
ρ1

(ρ1 + ρ)
< 1 e existe C1 < ∞ tal que) ≤ C1‖f‖Θ,2(ρ1+ρ).

logo, T∗ é cont́ınua.

(3) Para mostrar que T∗ é invariante sob translações, sejam f ∈ HΘb(E) e a, x ∈ E,

então temos

(T ∗ τaf)(x) = T (τx ◦ τaf)

= T (τx+af)

= (T ∗ f)(x + a)

= τa(T ∗ f)(x).

Portanto T ∗ τaf = τa(T ∗ f) para cada a ∈ E.

Teorema 4.1.6. Seja (PΘ(mE))∞m=0 um π2-tipo de holomorfia. Considere a seguinte aplicação

γθ : AΘ → [HΘb(E)]′

O 7→ γθ(O) : HΘb(E) → K

f 7→ γθ(O)(f) := (Of)(0).

A aplicação γθ é linear e bijetiva de AΘ em [HΘb(E)]′.
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Demonstração. Considere a seguinte aplicação

γ̄θ : [HΘb(E)]′ → AΘ

T 7→ γ̄θ(T ) ∼= O : HΘb(E) → HΘb(E)

f 7→ γ̄θT (f) = O(f) := T ∗ f,

onde T ∗ f(x) := T (τxf) ∈ K para cada x ∈ E. Pelo Teorema 4.1.5, γ̄θT é um operador de

convolução para cada T ∈ [HΘb(E)]′. Para, T, S ∈ [HΘb(E)]′ e λ ∈ C, temos

γ̄θ(T + λS)(f) = (T + λS) ∗ f,

para toda f ∈ HΘb(E) e

(T + λS) ∗ f(x) = (T + λS)(τxf) = T (τxf) + λS(τxf) = T ∗ f(x) + λ(S ∗ f)(x),

para todo x ∈ E. Logo,

γ̄θ(T + λS) = γ̄θ(T ) + λγ̄θ(S),

o que implica que γ̄θ é linear.

Agora considere O ∈ AΘ, a composição γ̄θ ◦ γθ e x ∈ E:

{[γ̄θ ◦ γθ(O)](f)}(x) = {[γ̄θ(γθO)](f)}(x)

(pela definição de γ̄θ) = [γθO ∗ f ](x)

(pela definição de T ∗ f) = (γθO)(τxf)

(pela definição de γθO) = [O(τxf)](0)

(O é invariante sob transalção) = τx(Of)(0)

= Of(0 + x)

= Of(x).

Logo, γ̄θ ◦ γθ é a identidade em AΘ. Considere agora T ∈ [HΘb(E)]′ e γθ ◦ γ̄θ:

[γθ ◦ γ̄θ(T )](f) = γθ[γ̄θ(T )](f)

(pela definição de γθ) = [γ̄θ(T )]f(0)

(pela definição de γ̄θ) = (T ∗ f)(0)

= T (τ0f)

= T (f).
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Logo, γθ ◦ γ̄θ é a identidade em [HΘb(E)]′. Com isso tem-se que γθ é bijetiva, e a linearidade

é clara.

Definição 4.1.7. Seja (PΘ(mE))∞m=0 um π2-tipo de holomorfia. Dados T1, T2 ∈ [HΘb(E)]′,

definimos o produto de convolução ou simplesmente a convolução de T1 e T2 em [HΘb(E)]′

por

T1 ∗ T2 := γθ(O1 ◦ O2) ∈ [HΘb(E)]′,

onde O1 = T1∗ e O2 = T2∗.

Considere as álgebras com unidades (AΘ, +, ·, ◦) e ([HΘb(E)]′, +, ·, ∗). Então γθ

preserva o produto. De fato, observe que

γθ(O1)(f) = γθ(T1∗)f = (T1 ∗ f)(0) = T1(f)

para toda f ∈ HΘb(E), portanto γθ(T1∗) = T1. Assim

γθ(O1 ◦ O2)(f) = (O1 ◦ O2(f))(0)

= (T1 ∗ (T2 ∗ f))(0)

= T1(T2 ∗ f)

e

(γθO1) ∗ (γθO2)(f) = γθ [(γθ(T1∗)∗) ◦ (γθ(T2∗)∗)] (f)

= [(γθ(T1∗)∗) ◦ (γθ(T2∗)∗)(f)] (0)

= γθ(T1∗)[γθ(T2∗) ∗ f ]

= T1(T2 ∗ f),

para toda f ∈ HΘb(E). Logo

γθ(O1 ◦ O2) = γθ(O1) ∗ γθ(O2).

Além disso, o produto de convolução é associativo e o espaço tem um elemento neutro

δ ∈ [HΘb(E)]′, dado por δ(f) = f(0). De fato, como 1AΘ
= id[HΘb(E)] é a unidade em AΘ,

temos

δ(f) = γθ1AΘ
(f) = 1AΘ

f(0) = f(0).
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para cada f ∈ HΘb(E).

Agora, para T ∈ [HΘb(E)]′ e f ∈ HΘb(E), temos que

(T ∗ δ)(f) = γθ((T∗) ◦ (δ∗))(f)

= ((T∗) ◦ (δ∗)(f))(0)

= (T ∗ (δ ∗ f))(0) = T (δ ∗ f) = T (f),

e essa última igualdade é valida pois

(δ ∗ f)(x) = δ(τxf) = τxf(0) = f(x),

para todo x ∈ E. Assim T ∗ δ = T e, por outro lado,

(δ ∗ T )(f) = γθ((δ∗) ◦ (T∗))(f)

= (δ ∗ (T ∗ f))(0)

= δ(T ∗ f) = T ∗ f(0)

= T (f),

logo, δ ∗ T = T .

Assim ([HΘb(E)]′, +, ·, ∗) com elemento unidade δ, dado por δ(f) = f(0) para cada

f ∈ HΘb(E), é chamado álgebra de convolução.

Teorema 4.1.8. Se (PΘ(mE))∞m=0 é um π1 e π2-tipo de holomorfia, então a aplicação

B : [HΘb(E), τΘ]′ → ExpΘ′(E ′)

estabelece um isomorfismo de álgebras.

Demonstração. Pela Proposição 3.2.4 temos que B é um isomorfismo algébrico. Resta provar

que B preserva os produtos nas álgebras. Seja T ∈ [HΘb(E)]′ e φ ∈ E ′, temos que

(T ∗ eφ)(x) = T (τxe
φ) = eφ(x)T (eφ)

pois τxe
φ = eφ(x) · eφ para cada x ∈ E. então

T ∗ eφ = eφ · T (eφ). (4.9)
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Então dados T1 e T2 ∈ [HΘb(E)]′,

B(T1 ∗ T2)(φ) = (T1 ∗ T2)(e
φ)

Definição (T1 ∗ T2) = γθ(T1 ∗ ◦ T2∗)(eφ)

Definição γθ = (T1 ∗ ◦ T2∗)(eφ)(0)

Definição T1∗ = T1(τ0(T2 ∗ eφ))

Definição de τ = T1(T2 ∗ (eφ))

Por (4.9) = T1(e
φ · T2(e

φ))

= T1(e
φ) · T2(e

φ)

= B(T1)(φ) · B(T2)(φ)

para cada φ ∈ E ′. Então B(T1 ∗ T2) = B(T1)B(T2). Isto completa o resultado.

Exemplo 4.1.9. C. Gupta em [21], M. Matos em [28] e X. Mujica em [32] provaram que se

E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada, então os espaços de polinômios nucleares,

polinômios (s; (r, q))-quase-nucleares e polinômios σ(p)-nucleares, de E em C, respectiva-

mente, satisfazem as condições da Definição 4.1.4. Portanto, cada uma destas sequências é

um π2-tipo de holomorfia de E em C.

Os resultados dos Teoremas 4.1.6 e 4.1.8 foram obtidos nos casos correspondentes nas re-

ferências correspondentes.

4.2 Teoremas de Existência e Aproximação

Teoremas de divisão para funções inteiras têm uma importância fundamental para

demonstração de teoremas de aproximação e existência de soluções para equações de con-

volução. Para obtermos teoremas de divisão envolvendo a transformada de Borel introduzi-

mos um novo conceito.

Definição 4.2.1. Seja U um subconjunto aberto de E e F(U) uma coleção de funções

holomorfas de U em C. Dizemos que F(U) é fechada para divisão se, para cada f e g em

F(U), com g 6= 0 e h = f/g uma função holomorfa em U , nós temos h em F(U).

A notação quociente h = f/g é o mesmo que f(x) = h(x) · g(x), para todo x ∈ U .
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Não é fácil provar os resultados de divisão no sentido da Definição 4.2.1 para o espaço

das funções inteiras de tipo exponencial. Alguns exemplos foram obtidos por C. Gupta em

[21] e por M. Matos em [28] para os espaços Exp(E) and Exp(s,m(r;q))(E), respectivamente.

O seguinte resultado foi provado por Gupta em [21].

Lema 4.2.2. Seja U um subconjunto aberto e conexo de E. Sejam f e g funções holomorfas

em U, com g não identicamente nula, tal que, para qualquer subespaço afim S de E de

dimensão 1, e para qualquer componente conexa S ′ de S ∩U na qual g não é identicamente

nula, a restrição f |S′ é diviśıvel por g|S′ , com o quociente sendo holomorfo em S ′. Então f

é diviśıvel por g com o quociente sendo holomorfo em U.

Teorema 4.2.3. Seja (PΘ(mE))∞m=0 um π1 e π2 tipo de holomorfia. Se ExpΘ′(E ′) é fechado

para divisão e T1, T2 ∈ [HΘb(E)]′ são tais que T2 6= 0 e T1 (P exp φ) = 0 sempre que

T2 ∗ P exp φ = 0 com φ ∈ E ′ e P ∈ PΘ (mE) , m ∈ N0, então BT1 é diviśıvel por BT2 com o

quociente sendo um elemento de ExpΘ′(E ′).

Demonstração. Seja S um subespaço afim de E ′ de dimensão 1. Então é claro que S é da

forma {φ1 + tφ2; t ∈ C} , onde φ1, φ2 ∈ E ′ são fixados. Suponhamos que t0 é um zero de

ordem k de

g2 (t) = B (T2) (φ1 + tφ2) = T2 (exp (φ1 + tφ2)) .

Então temos

T2

(
φj

2 exp (φ1 + t0φ2)
)

= 0,

para cada j < k. De fato, temos que

g2 (t) = T2 (exp (φ1 + tφ2)) = (t − t0)
kΦ(t),

onde Φ(t0) 6= 0. Logo, toda derivada de ordem j < k de g2 é nula quando avaliada em t0.

Além disso, g2 = T2 ◦Ψ, onde Ψ(t) = exp(φ1 + tφ2), então aplicando a regra da cadeia temos

0 = d(g2)(t0) = d(T2◦Ψ)(t0) = d(T2)(Ψ(t0))◦d(Ψ)(t0) = T2◦d(Ψ)(t0) = T2(φ2 exp(φ1+t0φ2)).

Aplicando sucessivas vezes, temos que para todo j < k,

T2(φ
j
2 exp(φ1 + t0φ2)) = dj(g2)(t0) = 0.
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Agora, para x, y ∈ E, temos

(T2 ∗ φj
2 exp(φ1 + t0φ2))(x) = T2(τx(φ

j
2 exp(φ1 + t0φ2)))

e

τx(φ
j
2 exp(φ1 + t0φ2))(y) = φj

2 exp(φ1 + t0φ2)(y + x) = (φ2(y + x))je(φ1(y+x)+t0φ2(y+x))

Mas,

(φ2(y + x))j = (φ2(y) + φ2(x))j =

j∑

m=0

(
j

m

)
(φ2(y))m(φ2(x))j−m,

logo

τx(φ
j
2 exp(φ1 + t0φ2))(y) =

j∑

m=0

(
j

m

)
(φ2(y))m(φ2(x))j−meφ1(y)+t0φ2(y)eφ1(x)+t0φ2(x).

Então

T2(τx(φ
j
2 exp(φ1 + t0φ2))) = T2

(
j∑

m=0

(
j

m

)
(φ2(x))j−meφ1(x)+t0φ2(x)φm

2 eφ1+t0φ2

)

=

j∑

m=0

(
j

m

)
(φ2(x))j−meφ1(x)+t0φ2(x)T2(φ

m
2 exp(φ1 + t0φ2)),

e, portanto

T2 ∗ φj
2 exp (φ1 + t0φ2) =

j∑

m=0

(
j

m

)
φj−m

2 exp (φ1 + t0φ2) T2 (φm
2 exp (φ1 + t0φ2)) = 0,

para cada j < k. Assim segue da hipótese que T1

(
φj

2 exp (φ1 + t0φ2)
)

= 0, para todo j < k, e

isto implica que t0 é um zero de ordem pelo menos k de g1 (t) = BT1 (φ1 + tφ2) = T1(exp(φ1+

tφ2)). Portanto BT1|S é diviśıvel por BT2|S e o quociente é holomorfo em S. Como S é conexo,

pelo Lema 4.2.2 temos que BT1 é diviśıvel por BT2 e o quociente é inteiro em E ′. Portanto

segue da Definição 4.2.1 que o quociente pertence a ExpΘ′(E ′).

Teorema 4.2.4. Se (PΘ(mE))∞m=0 é um π1 e π2 tipo de holomorfia, ExpΘ′(E ′) é fechado

para divisão e O pertence a AΘ, então o subespaço vetorial de HΘb(E), gerado pelas soluções

exponenciais polinomiais da equação homogênea O = 0, é denso no subespaço fechado de

todas soluções da equação homogênea, isto é, o subespaço vetorial de HΘb(E) gerado por

L = {P exp ϕ; P ∈ PΘ (mE) , m ∈ N0, ϕ ∈ E ′,O (P exp ϕ) = 0}
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é denso em

kerO = {f ∈ HΘb(E);Of = 0} .

Demonstração. Se O é igual a 0, o resultado segue da Proposição 3.1.7 pois, nesse caso

kerO = HΘb(E). Suponha que O é diferente de 0. Pelo Teorema 4.1.6, existe T in [HΘb (E)]′ ,

T diferente de 0, tal que O =T ∗ . Agora suponha que X em [HΘb (E)]′ é tal que X|L = 0.

Então pelo Teorema 4.2.3, existe h em ExpΘ′ (E ′) tal que B (X) = h · B (T ) . Pelo Teorema

4.1.8, existe S em [HΘb (E)]′ tal que h = B (S) e B (X) = B (S) ·B (T ) = B (S ∗ T ). Portanto

X = S∗T e para toda f ∈ kerO, temos que X∗f = S∗(T ∗ f) = 0 e X (f) = (X ∗ f) (0) = 0.

Assim mostramos que todo X in [HΘb (E)]′ que se anula no subespaço vetorial de HΘb (E)

gerador por L se anula em kerO. Portanto, como conseqüência do Teorema de Hahn Banach,

temos que o subespaço gerado por L, denotado por J , é denso no kerO, pois caso contrário

existiria f0 ∈ kerO\J̄ e pelo Teorema de Hahn Banach existiria X ∈ [HΘb(E)]′ tal que

X(f0) 6= 0 e X|J = 0.

Teorema 4.2.5. Se (PΘ(mE))∞m=0 é um π1 e π2 tipo de holomorfia, ExpΘ′(E ′) é fechado para

divisão e O pertence a AΘ, então sua aplicação transposta Ot tem as seguintes propriedades:

(i) Ot
(
[HΘb (E)]′

)
é o ortogonal a kerO em [HΘb (E)]′ .

(ii) Ot
(
[HΘb (E)]′

)
é fechado para a topologia fraca-estrela em [HΘb (E)]′ definida por

HΘb (E) .

Demonstração. Se O é igual a 0, o resultado é claro. Seja O diferente de 0 e T ∈ [HΘb (E)]′ tal

que O =T ∗ . Para cada X ∈ Ot
(
[HΘb (E)]′

)
existe S ∈ [HΘb (E)]′ satisfazendo X = Ot (S) .

Como, para cada f ∈ kerO temos X (f) = Ot (S) (f) = S (Of) = 0, então Ot
(
[HΘb (E)]′

)

está contido no ortogonal a kerO. Por outro lado, se X pertence ao ortogonal a kerO,

vamos provar que X = S ∗ T , para algum S no domı́nio de Ot. Temos que X(f) = 0 para

toda f ∈ kerO. Como O 6= 0, temos que T 6= 0 e além disso, se T ∗ P exp φ = 0 então

O(P exp φ) = 0, dáı P exp φ ∈ kerO e, portanto, X(P exp φ) = 0. Então pelo Teorema 4.2.3

existe h ∈ ExpΘ′ (E ′) tal que B (X) = h · B (T ) e pelo Teorema 4.1.8 existe S ∈ [HΘb (E)]′

tal que h = B (S) e portanto B (X) = B (S) · B (T ) = B (S ∗ T ). Portanto X = S ∗ T e para

cada f ∈ HΘb (E) , temos que

X (f) = (S ∗ T ) (f) = ((S ∗ T ) ∗ f) (0) = (S ∗ (T ∗ f)) (0)

= S (T ∗ f) = S (Of) = Ot (S) (f) ,
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e isso implica que X = Ot (S) e portanto X pertence a Ot
(
[HΘb (E)]′

)
. Portanto (i) está

provado.

Agora note que o ortogonal a kerO é igual

{T ∈ [HΘb (E)]′ ; T (f) = 0,∀f ∈ kerO} =
⋂

f∈kerO

{
T ∈ [HΘb (E)]′ ; T (f) = 0

}
.

Agora, para cada f ∈ HΘb (E) ,
{
T ∈ [HΘb (E)]′ ; T (f) = 0

}
é fechado na topologia fraca-

estrela em [HΘb (E)]′. De fato, se (Ai)i∈I é uma rede em

{T ∈ [HΘb(E)]′; T (f) = 0},

convergindo para A para a topologia fraca-estrela, então Ai(g) converge para A(g), para

toda g ∈ HΘb(E). Em particular, para cada f ∈ kerO, Ai(f) converge para A(f) e como

Ai(f) = 0, para todo i ∈ I, segue que A(f) = 0. Logo, A ∈ {T ∈ [HΘb(E)]′; T (f) = 0}
e, assim {T ∈ [HΘb(E)]′; T (f) = 0} é fechado para a topologia fraca estrela. Portanto, (ii)

está provado.

Enunciaremos e provaremos o teorema de existência de soluções para equações de con-

volução, mas para isto precisamos do seguinte resultado. Veja ([22], página 308).

Lema 4.2.6. Se E e F são espaços de Fréchet e u : E −→ F é uma aplicação linear e

cont́ınua, então as seguintes condições são equivalentes:

(a) u (E) = F ;

(b) ut : F ′ −→ E ′ é injetora e ut (F ′) é fechado para topologia fraca-estrela de E ′ definida

por E.

Teorema 4.2.7. Se (PΘ(mE))∞m=0 é um π1 e π2 tipo de holomorfia, ExpΘ′(E ′) é fechado

para divisão e O é um operador de convolução não nulo, então O (HΘb (E)) = HΘb (E).

Demonstração. Pela Proposição 2.4.3, HΘb (E) é um espaço de Fréchet. Pelo Lema 4.2.6

(b) e pelo Teorema 4.2.5 (ii), para mostrar a sobrejetividade de O, basta provar que Ot é

injetora. Temos que O =T∗ para algum T in [HΘb (E)]′ , então para todo S ∈ [HΘb (E)]′ e

f ∈ HΘb (E) temos que (OtS) (f) = S (Of) = S (T ∗ f) = (S ∗ T ) (f) . Logo OtS = S ∗ T e

se OtS = 0, então S ∗ T = 0 e B (S ∗ T ) = 0. Como O = T∗ 6= 0, segue que BT 6= 0 e como

B (S ∗ T ) = BS ·BT, temos que BS = 0. Portanto S = 0 e isto implica que Ot é injetora.
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Exemplo 4.2.8. Se E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada, então os tipos de

holomorfia (PN(mE))∞m=0,
(
PÑ,(s;(r,q))(

mE)
)∞

m=0
e
(
Pσ(p)(

mE)
)∞

m=0
são π1 e π2-tipos de holo-

morfia, e os espaços Exp(E ′) e Exp(s′,m(r′;q′))(E
′) são fechados para divisão. Em particular

obtemos os Teoremas 4.2.3, 4.2.4 e 4.2.7 para os casos de C. Gupta [21] e M. Matos [28].

Problemas em aberto:

(1) O espaço Expτ(p)
(E) de X. Mujica [32] é fechado para divisão? Se sim, os resulta-

dos de aproximação e existência (Teoremas 4.2.4 e 4.2.7) são verdadeiros para equações de

convolução em Hσ(p)(
mE).

(2) É posśıvel obter um “algoritmo”deste tipo para funções holomorfas de um dado

tipo (não necessariamente limitado) e uma dada ordem? Se for posśıvel, tais resultados

generalizariam resultados obtidos por V. Fávaro [17, 18], A. Martineau [25] e M. Matos

[26, 27].



CAPÍTULO 5

FATORAÇÃO DE FUNÇÕES

INTEIRAS NUCLEARES DE TIPO

LIMITADO

5.1 Funções Inteiras Nucleares, Pietsch-Integrais e

Grothendieck-Integrais de Tipo Limitado

Neste caṕıtulo, continuamos o estudo sobre a caracterização da propriedade de Radon-

Nikodým em termos de classes de aplicações holomorfas de tipo limitado. Estudamos as

relações entre o espaço Hb(E; F ) das funções inteiras de tipo limitado, o espaço HNb(E; F )

das funções inteiras nucleares de tipo limitado, o espaço HPIb(E; F ) das funções inteiras

Pietsch-integrais de tipo limitado, e o espaço HGIb(E; F ) das funções inteiras Grothendieck-

integrais de tipo limitado. Estendemos para o caso de funções inteiras resultados de R.

Alencar [2] e R. Cilia e R. Gutiérrez [10] no caso de polinômios m-homogêneos.

Como sempre, temos as inclusões cont́ınuas PN(mE; F ) ⊂ PPI(
mE; F ) ⊂ PGI(

mE; F ),

com ‖P‖GI ≤ ‖P‖PI ≤ ‖P‖N , assim temos que HNb(E; F ) ⊂ HPIb(E; F ) ⊂ HGIb(E; F ) e

as inclusões são cont́ınuas. Veremos resultados sobre as condições em E que garantem as

inclusões opostas.

57
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A seguinte proposição estende os resultados de R. Alencar [1, 2].

Proposição 5.1.1. Seja E um espaço de Banach. Então as seguintes condições são equiva-

lentes.

(i) E ′ tem a propriedade de Radon-Nikodým.

(ii) Existe m ∈ N tal que PN(mE; F ) = PPI(
mE; F ) para todo espaço de Banach F .

(iii) Para cada m ∈ N e cada espaço de Banach F tem-se que PN(mE; F ) = PPI(
mE; F ),

com

‖P‖PI ≤ ‖P‖N ≤ mm

m!
‖P‖PI .

(iv) HNb(E; F ) = HPIb(E; F ), para cada espaço de Banach F . Neste caso os espaços

HNb(E; F ) e HPIb(E; F ) são topologicamente isomorfos, para cada espaço de Banach

F .

(v) LN(E; F ) = LPI(E; F ), para cada espaço de Banach F .

Demonstração. (i) ⇒ (iii). Veja R. Alencar [2, Proposição 1].

(ii) ⇒ (iii) é claro.

(ii) ⇒ (i). Veja G. Botelho e D. Pellegrino [4, Teorema 3].

(iii) ⇒ (iv). Seja F uma espaço de Banach. Como sempre, temos HNb(E; F ) ⊂
HPIb(E; F ). Mostremos a inclusão oposta. Seja f =

∑∞
m=0

1
m!

d̂mf(0) ∈ HPIb(E; F ), com

Pm = 1
m!

d̂mf(0) ∈ PPI(
mE; F ) para todo m ∈ N0 e limm→∞(‖Pm‖PI)

1
m = 0.

Como Pm ∈ PPI(
mE; F ) para todo m ∈ N0, então por (ii), temos que Pm ∈ PN(mE; F )

para todo m ∈ N0. Além disso ‖Pm‖N ≤ mm

m!
‖Pm‖PI . Logo

(‖Pm‖N)
1
m ≤

(
mm

m!
‖Pm‖PI

) 1
m

=
m

m
√

m!
‖Pm‖

1
m

PI ≤ e · ‖Pm‖
1
m

PI

m→∞−→ 0.

Portanto f ∈ HNb(E; F ). Segue das desigualdades anteriores que os espaços HNb(E; F )

e HPIb(E; F ) são topologicamente isomorfos.

(iv) ⇒ (v). Seja T ∈ LPI(E; F ). Da Proposição 2.3.9 segue que, T ∈ LPI(E; F ) ⊂
HPIb(E; F ) = HNb(E; F ). Assim T ∈ HNb(E; F ). Portanto T ∈ LN(E; F ).

(v) ⇔ (i). Veja Alencar [1, Teorema 1.3]. Neste caso aplicação identidade de LN(E; F )

em LPI(E; F ) é uma isometria.
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Observação 5.1.2. D. Carando, em [7, Teorema 1.4], provou que se E ′ tem a propriedade de

Radon-Nikodým, então para cada espaço de Banach F , os espaços PN(mE; F ) e PPI(
mE; F )

são isométricos. Assim a condição (iii) poderia ser trocada por esta.

A seguinte proposição estende resultado de R. Cilia e J. Gutiérrez [10, Teorema 3].

Proposição 5.1.3. Suponhamos que E ′ tem a propriedade de aproximação. Então as

seguintes condições são equivalentes.

(i) E ′ tem a propriedade de Radon-Nikodým.

(ii) Para cada m ∈ N e cada espaço de Banach F tem-se que PN(mE; F ) = PGI(
mE; F ),

com

‖P‖GI ≤ ‖P‖N ≤ mm

m!
‖P‖GI .

(iii) HNb(E; F ) = HGIb(E; F ), para cada espaço de Banach F . Neste caso os espaços

topológicos HNb(E; F ) e HGIb(E; F ) são topologicamente isomorfos, para cada espaço

de Banach F .

(iv) LN(E; F ) = LGI(E; F ) para cada espaço de Banach F .

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Veja R. Cilia e J. Gutiérrez [10, Teorema 3].

(ii) ⇒ (iii) e (iii) ⇒ (iv) Análogos à Proposição 5.1.1.

(i) ⇔ (iv). Veja [13, Teorema VIII.4.6].

Observação 5.1.4. D. Carando, em [6, Corolário 3], provou que se E ′ tem a propriedade

de Radon-Nikodým e propriedade de aproximação, então para cada espaço de Banach F , os

espaços PN(mE; F ) e PGI(
mE; F ) são isométricos. Assim a condição (ii) poderia ser trocada

por esta.

A seguinte proposição foi provada por R. Cilia e Gutiérrez em [10, Proposição 5]. Daremos

uma outra demonstração desta proposição, pois as estimativas obtidas na demonstração serão

chave fundamental na prova da próxima proposição.

Proposição 5.1.5. Sejam P ∈ PGI(
mE; F ), S ∈ L(F ; Y ) e T ∈ L(X; E) operadores fraca-

mente compactos. Então
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(a) S ◦ P ∈ PPI(
mE; Y ). Além disso, existe C = C(S) > 0 tal que

‖S ◦ P‖PI ≤ C · ‖P‖GI .

(b) JF ◦ P ◦ T ∈ PN(mX; F ′′). Além disso, existe C = C(T ) > 0 tal que

‖JF ◦ P ◦ T‖N ≤ Cm · ‖P‖GI .

Demonstração. (a). Como S é fracamente compacto, existem um espaço de Banach reflexivo

R, operadores A ∈ L(F ; R) e B ∈ L(R; Y ) tais que S = B ◦ A ver [23]. Como P é

Grothendieck-integral A ◦ P ∈ PGI(
mE; R). Como R = R′′, segue que A ◦ P ∈ PPI(

mE; R)

e ‖A ◦ P‖PI = ‖A ◦ P‖GI ≤ ‖A‖ · ‖P‖GI . Assim S ◦ P = B ◦ A ◦ P é Pietsch-integral e

‖S ◦ P‖PI = ‖B ◦ A ◦ P‖PI ≤ ‖B‖ · ‖A ◦ P‖PI ≤ ‖B‖ · ‖A‖ · ‖P‖GI .

Tomando C = ‖B‖ · ‖A‖, temos

‖S ◦ P‖PI ≤ C · ‖P‖GI .

(b). Como T é fracamente compacto, existem um espaço de Banach reflexivo R e operadores

A ∈ L(X; R) e B ∈ L(R; E) tais que T = B◦A. Como P é Grothendieck-integral, temos que

JF ◦P ◦B ∈ PGI(
mR; F ′′). Como F ′′ é complementado em seu bidual, temos que JF ◦P ◦B

é Pietsch-integral. Como R é um espaço reflexivo, temos pelo Corolário 1.1.4 que R′ tem a

propriedade de Radon-Nikodým. Portanto pela Proposição 5.1.1 temos que JF ◦P ◦B é um

polinômio nuclear , com

‖JF ◦ P ◦ B‖N ≤ em · ‖JF ◦ P ◦ B‖PI . (5.1)

Portanto JF ◦ P ◦ T = JF ◦ P ◦ B ◦ A é nuclear, com

‖JF ◦ P ◦ T‖N ≤ ‖JF ◦ P ◦ B‖N · ‖A‖m Por (5.1)

≤ ‖JF ◦ P ◦ B‖PI · em · ‖A‖m (por [35] p. 60)

= ‖JF ◦ P ◦ B‖GI · em · ‖A‖m

≤ ‖P ◦ B‖GI · em · ‖A‖m

≤ em · ‖B‖m · ‖A‖m · ‖P‖GI .
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Tomando C = e · ‖B‖ · ‖A‖, temos que

‖JF ◦ P ◦ T‖N ≤ Cm · ‖P‖GI .

Na seguinte proposição, estendemos o resultado acima para o caso de funções inteiras de

tipo limitado.

Proposição 5.1.6. Seja f ∈ HGIb(E; F ), e sejam S ∈ L(F ; Y ), T ∈ L(X; E) operadores

fracamente compactos. Então

(a) S ◦ f ∈ HPIb(E; Y ).

(b) JF ◦ f ◦ T ∈ HNb(X; F ′′).

Demonstração. Seja f =
∑∞

m=0 Pm ∈ HGIb(E; F ), com Pm = 1
m!

d̂mf(0) ∈ PGI(
mE; F ) para

todo m ∈ N0 e limm→∞ ‖Pm‖
1
m

GI = 0.

(a). Como S é fracamente compacto e Pm ∈ PGI(
mE; F ) para todo m ∈ N0, segue da

Proposição 5.1.5 (a) que S ◦ Pm ∈ PPI(
mE; Y ) para todo m ∈ N0 e existe C(S) > 0 tal que

‖S ◦ Pm‖PI ≤ C(S) · ‖Pm‖GI .

Assim

lim
m→∞

(‖S ◦ Pm‖PI)
1
m ≤ lim

m→∞
C(S)

1
m · (‖Pm‖GI)

1
m = 0.

Portanto S ◦ f ∈ HPIb(E; Y ).

(b). Como T é fracamente compacto e Pm ∈ PGI(
mE; F ) para todo m ∈ N0, segue então

da Proposição 5.1.5(b) que JF ◦ Pm ◦ T ∈ PN(mX; F ′′) para todo m ∈ N0 e existe C(T ) > 0

tal que

lim
m→∞

(‖JF ◦ Pm ◦ T‖N)
1
m ≤ lim

m→∞
[C(T )m · ‖Pm‖GI ]

1
m

= C(T ) · lim
m→∞

‖Pm‖
1
m

GI = 0.

Portanto JF ◦ f ◦ T ∈ HNb(X; F ′′).
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5.2 Teorema de Fatoração

Agora chegamos ao resultado principal deste caṕıtulo. Uma função f ∈ Hb(E; F )

pertence a HNb(E; F ) se e somente se existem um espaço de Banach Z, e um operador

fracamente compacto T ∈ L(E; Z) e uma função g ∈ HPIb(Z; F ) tais que f = g ◦ T . Uma

versão polinomial deste resultado foi obtida por R. Cilia e J. Gutiérrez [10].

Para provar o resultado principal do caṕıtulo, provaremos o seguinte lema cuja prova é

uma adaptação do Lema 8.6.4 do livro de Pietsch [34].

Lema 5.2.1. Seja (λj) ∈ ℓ1. Então, dado ε > 0, existe (ρj) ∈ c0 tal que

∞∑

j=1

ρ−2
j |λj| ≤ (1 + ε)

∞∑

j=1

|λj|

e 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ . . . > 0.

Demonstração. Note que

σk =
∞∑

j=k

|λj| k→∞→ 0 . (5.2)

Vamos construir (ρj) ∈ c0 com 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ . . . ≥ ρj ≥ . . . > 0 e satisfazendo

∞∑

j=1

ρ−2
j |λj| < (1 + ε)

∞∑

j=1

|λj|. (5.3)

Se existe n = max{k ∈ N : σk > 0}, definamos

ρj =

{
(1 + ε)

−1
2 , j ≤ n;

(1 + jε)
−1
2 , j > n.

Note que para j > n

|λj| ≤ σj = 0.

Então

∞∑

j=1

[ρj]
−2|λj| =

n∑

j=1

(1 + ε)|λj|

Para o caso em que σk > 0 para cada k ∈ N, tendo que σk → 0 existe n ∈ N tal que:

(σn+1)
1
2 ≤ min

{εσ1

2
, 1
}

. (5.4)



CAP. 5 • FATORAÇÃO DE FUNÇÕES INTEIRAS NUCLEARES DE TIPO

LIMITADO 63

Fixe um n satisfazendo (5.4), e seja

ρj =

{
1, j ≤ n;

(σj)
1
4 , j > n.

Como σj → 0, então ρj → 0 e (ρj) ∈ c0. Além disso, 1 ≥ ρ1 ≥ . . . ≥ ρj ≥ . . . > 0. Note que

σk =
∑∞

j=k |λj| ≥
∑M+1

j=k |λj| ≥
∑M+1

j=k+1 |λj| para cada k ≤ M + 1 ∈ N. Isto implica que:

[σk]
1
2 ≥

(
M+1∑

j=k

|λj|
) 1

2

≥
(

M+1∑

j=k+1

|λj|
) 1

2

. (5.5)

Segue para cada M > n:

M∑

k=1

ρ−2
k |λk| =

n∑

k=1

|λk| +
M∑

k=n+1

ρ−2
k |λk|

=
n∑

k=1

|λk| +
M∑

k=n+1

ρ−2
k






(

M+1∑

j=k

|λj|
) 1

4




4

−



(

M+1∑

j=k+1

|λj|
) 1

4




4



=
n∑

k=1

|λk| +
M∑

k=n+1

([σk]
1
4 )−2 ·






(

M+1∑

j=k

|λj|
) 1

4




2

+



(

M+1∑

j=k+1

|λj|
) 1

4




2








(

M+1∑

j=k

|λj|
) 1

4




2

−



(

M+1∑

j=k+1

|λj|
) 1

4




2



=
n∑

k=1

|λk| +
M∑

k=n+1

([σk]
−1
2 ) ·



(

M+1∑

j=k

|λj|
) 1

2

+

(
M+1∑

j=k+1

|λj|
) 1

2






(

M+1∑

j=k

|λj|
) 1

2

−
(

M+1∑

j=k+1

|λj|
) 1

2



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(Por 5.5) ≤
n∑

k=1

|λk| +
M∑

k=n+1

2



(

M+1∑

j=k

|λj|
) 1

2

−
(

M+1∑

j=k+1

|λj|
) 1

2




=
n∑

k=1

|λk| + 2

{

(

M+1∑

j=n+1

|λj|
) 1

2

−




M+1∑

j=(n+1)+1

|λj|




1
2


+

+



(

M+1∑

j=n+2

|λj|
) 1

2

− . . . −




M+1∑

j=(M−1)+1

|λj|




1
2


+

+



(

M+1∑

j=M

|λj|
) 1

2

−
(

M+1∑

j=M+1

|λj|
) 1

2



}

=
n∑

k=1

|λk| + 2







(

M+1∑

j=n+1

|λj|
) 1

2

−
(

M+1∑

j=M+1

|λj|
) 1

2








≤
n∑

k=1

|λk| + 2

(
M+1∑

j=n+1

|λj|
) 1

2

(Por 5.5) ≤ σ1 + 2(σn+1)
1
2

(Por 5.4) ≤ σ1 + 2 · ε

2
· σ1

= (1 + ε)σ1 = (1 + ε)
∞∑

j=1

|λj|.

como queŕıamos mostrar.

Teorema 5.2.2. Dada f ∈ H(E; F ) , as seguintes condições são equivalentes:

(i) f ∈ HNb(E; F ).

(ii) f admite uma fatoração da forma

E
f

//

T ��@
@@

@@
@@

F

Z

g

??~~~~~~~

onde Z é espaço de Banach, g ∈ HNb(Z; F ) e T ∈ L(E; Z) é um operador compacto.
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(iii) f admite uma fatoração da forma

E
f

//

T ��@
@@

@@
@@

F

R

g

??~~~~~~~

onde R é um espaço de Banach separável e reflexivo, g ∈ HNb(R; F ) e T ∈ L(E; R) é

um operador compacto.

(iv) f admite uma fatoração da forma

E
f

//

T ��@
@@

@@
@@

F

Z

g

??~~~~~~~

onde Z é um espaço de Banach, g ∈ HPIb(Z; F ) e T ∈ L(E; Z) é um operador

fracamente compacto.

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Seja f ∈ HNb(E; F ). Considere f =
∑∞

m=1
1

m!
d̂mf(0) com

(a) 1
m!

d̂mf(0) ∈ PN(mE; F ) para todo m = 1 . . . ,

(b) limm→∞( 1
m!
‖d̂mf(0)‖N)

1
m = 0.

Seja ε > 0. Como Pm = 1
m!

d̂mf(0) é um polinômio nuclear, para cada m ∈ N escolhemos

uma representação nuclear

Pm(x) =
∞∑

j=1

λ
(m)
j [a

(m)
j (x)]my

(m)
j (x ∈ E),

onde (a
(m)
j )∞j=1 ⊂ E ′, (y

(m)
j )∞j=1 ⊂ F com ‖a(m)

j ‖ = 1 = ‖y(m)
j ‖ para cada j,m ∈ N e

(λ
(m)
j )∞j=1 ∈ ℓ1 tal que

∞∑
j=1

|λ(m)
j | < (1 + ε)‖Pm‖N .

Pelo Lema 5.2.1, para cada m escolhemos (ρ
(m)
j ) ∈ c0 com 1 ≥ ρ

(m)
1 ≥ ρ

(m)
2 ≥ . . . ≥

ρ
(m)
j ≥ . . . > 0 e

∞∑

j=1

[ρ
(m)
j ]−2|λ(m)

j | < (1 + ε)2‖Pm‖N . (5.6)
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Agora, para cada m ∈ N, definimos

ω
(m)
j : = [ρ

(m)
j ]

2
m , para cada j ∈ N. (5.7)

Como ρ
(m)
j

j→∞−→ 0, então ω
(m)
j

j→∞−→ 0. Além disso, |ω(m)
j | ≤ 1 para todo j ∈ N, pois |ρ(m)

j | ≤ 1

para todo j ∈ N. Agora, para cada m ∈ N, definimos o operador um : E → c0 por

um(x) : =
(
ω

(m)
j a

(m)
j (x)

)∞
j=1

.

Vejamos que um está bem definido. Para cada x ∈ E, temos que

0 ≤ |ω(m)
j a

(m)
j (x)| = |ω(m)

j | · |a(m)
j (x)| ≤ |ω(m)

j | · ‖a(m)
j ‖ · ‖x‖ ≤ |ω(m)

j | · ‖x‖.

Fazendo j tender a infinito temos que ω
(m)
j a

(m)
j (x) → 0, pois ω

(m)
j

j→∞−→ 0. É claro que um é

linear para cada m. Então temos que um ∈ L(E; c0) , pois para cada m ∈ N

‖um‖ = sup
‖x‖≤1

‖um(x)‖∞

= sup
‖x‖≤1

‖
(
ω

(m)
j a

(m)
j (x)

)∞
j=1

‖∞

= sup
‖x‖≤1

sup
j

|ω(m)
j |

∣∣∣a(m)
j (x)

∣∣∣

(Por |ω(m)
j | ≤ 1 para todo j ∈ N) ≤ sup

j

sup
‖x‖≤1

∣∣∣a(m)
j (x)

∣∣∣

= sup
j

‖a(m)
j ‖ = 1.

Mostremos que um é compacto para cada m. Considere

uk
m(x) : = (ω

(m)
1 a

(m)
1 (x), . . . , ω

(m)
k a

(m)
k (x), 0, 0, . . .).

Então

‖(um − uk
m)(x)‖∞ = ‖(ω(m)

j a
(m)
j (x))∞j=k+1‖∞

= sup
j≥k+1

|ω(m)
j a

(m)
j (x)|

= sup
j≥k+1

|ω(m)
j | · |a(m)

j (x)|

≤ sup
j≥k+1

|ω(m)
j | · ‖a(m)

j ‖ · ‖(x)‖

=

(
sup

j≥k+1
|ω(m)

j |
)
· ‖x‖
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que converge para zero, quando k tende a infinito, pois ω
(m)
j

j→∞−→ 0, mostrando que um é

limite de operadores de posto finito. Portanto um é compacto para cada m ∈ N.

Considere a seguinte seqüência (βm)∞m=1 = (‖Pm‖
1

2m

N )∞m=1. Temos por hipótese que βm →
0, logo temos que (βm)∞m=1 é limitada, ou seja |βm| ≤ C para todo m. Seja T : E → c0(c0) o

operador definido por

T (x) : = (βmum(x))∞m=1 para cada x ∈ E.

Vejamos que T está bem definido. Seja x ∈ E. Logo

‖βmum(x) − (0, 0, 0, 0, . . .)‖∞ = ‖βmum(x)‖∞
≤ |βm| · ‖um‖ · ‖x‖

≤ |βm| · ‖x‖.

Como βm → 0, temos que βmum(x) → 0 em c0. Portanto T está bem definido. E temos que

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖

= sup
‖x‖≤1

sup
m

‖βmum(x)‖∞

= sup
m

|βm| sup
‖x‖≤1

‖um(x)‖∞

≤ C sup
m

‖um‖

(Por ‖um‖ ≤ 1 para todo m) ≤ C < ∞.

Então T ∈ L(E; c0(c0)).

Seja im : c0 → c0(c0) a inclusão natural para cada m ∈ N, definida por

im
(
(αj)

∞
j=1

)
: = ((0), (0), . . . ,

(m)

(αj)
∞
j=1, (0), (0), . . .) para cada (αj)

∞
j=1 ∈ c0.

Então im ◦ um : E → c0(c0) é um operador compacto. Assim, definindo para cada k ∈ N e

x ∈ E,

Tk(x) : = (β1u1(x), . . . , βkuk(x), (0), (0), . . .)

=
k∑

j=1

βj · ij ◦ uj(x).
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Temos que Tk é um operador compacto para cada k ∈ N e

‖(T − Tk)(x)‖ = ‖ (βmum(x))∞m=k+1 ‖

= sup
m≥k+1

‖βmum(x)‖∞

≤ sup
m≥k+1

|βm|‖um‖‖x‖

≤
(

sup
m≥k+1

|βm|
)
‖x‖.

Como βm → 0, temos que Tk
k→∞→ T e conseqüentemente T é um operador compacto.

Para cada m ∈ N, seja

αm =
1

‖Pm‖
1
2
N

.

Sejam πm : c0(c0) → c0 e pj : c0 → C as projeções canônicas. Se definimos para cada

m ∈ N, Qm : c0 → F por

Qm =
∞∑

j=1

αm[ρ
(m)
j ]−2λ

(m)
j · [pj(·)]m · y(m)

j ,

então Qm ∈ PN(mc0; F ) e

‖Qm‖N ≤
∞∑

j=1

‖pj‖mαm · [ρ(m)
j ]−2 · |λ(m)

j | · ‖y(m)
j ‖

= αm

∞∑

j=1

[ρ
(m)
j ]−2 · |λ(m)

j |

(Por 5.6) ≤ αm(1 + ε)2‖Pm‖N

(Pela definição de αm para cada m ∈ N) = (1 + ε)2‖Pm‖
1
2
N .

Se definimos g : c0(c0) → F por g =
∑∞

m=1 Qm ◦ πm, então Qm ◦ πm ∈ PN(mc0(c0); F ) e

lim
m→∞

(‖Qm ◦ πm‖N)
1
m ≤ lim

m→∞
(‖Qm‖N‖πm‖m)

1
m

≤ lim
m→∞

(‖Qm‖N)
1
m

≤ lim
m→∞

[(1 + ε)2]
1
m (‖Pm‖N)

1
2m = 0.
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Portanto g ∈ HNb(c0(c0); F ). Mais ainda

g ◦ T (x) = g((βmum(x))∞m=1)

=
∞∑

m=1

Qm ◦ πm((βmum(x))∞m=1)

=
∞∑

m=1

Qm(βmum(x))

=
∞∑

m=1

∞∑

j=1

αm[ρ
(m)
j ]−2λ

(m)
j · [pj (βmum(x))]m · y(m)

j

=
∞∑

m=1

∞∑

j=1

αm[ρ
(m)
j ]−2λ

(m)
j · (βm)m

[
pj

((
ω

(m)
j a

(m)
j (x)

)∞
j=1

)]m

· y(m)
j

(Por αm · (βm)m = 1) =
∞∑

m=1

∞∑

j=1

[ρ
(m)
j ]−2 · (ω(m)

j )m · λ(m)
j [a

(m)
j (x)]m · y(m)

j

(Por [ρ
(m)
j ]−2 · (ω(m)

j )m = 1) =
∞∑

m=1

∞∑

j=1

λ
(m)
j [a

(m)
j (x)]m · y(m)

j

=
∞∑

m=1

Pm(x) = f(x).

(ii) ⇒ (iii). Como T : E → Z é um operador compacto, então existem um espaço de

Banach reflexivo R e operadores compactos A : E → R e B : R → Z tais que T = B ◦ A:

(ver Figiel [19, Corolário 3.3]). Como A(BE) é espaço métrico compacto, então A(BE) é

separável. Portanto R1 = A(E) é subespaço separável e reflexivo de R e (iii) segue.

(iii) ⇒ (iv). Claro.

(iv) ⇒ (i). Seja f como em (iv). Como T : E → Z é um operador fracamente compacto,

então existem um espaço de Banach reflexivo R e operadores A ∈ L(E; R) e B ∈ L(R; Z) tais

que T = B◦A. Como g ∈ HPIb(Z; F ), temos que g◦B : R → F é Pietsch-integral. Como R é

um espaço de Banach reflexivo, temos que R′ tem a propriedade de Radon-Nykodým. Então

segue da Proposição 5.1.1 que g ◦B é nuclear. É fácil ver que f = g ◦T = g ◦B ◦A : E → F

é nuclear.



Problema aberto:

Em [14, Definição 1.2], S. Dineen definiu que uma função f ∈ H(E) é dita inteira nuclear

em ξ ∈ E se:

(a) d̂mf(ξ) ∈ PN(mE) para m = 0, 1, 2 . . .

(b) Existem números reais C1 ≥ 0, C2 ≥ 0 tais que

‖d̂mf(ξ)‖N ≤ C1 · C2
m para m = 0, 1, 2 . . .

f ∈ H(E) é dita inteira nuclear se f é inteira nuclear em todo ponto de E. O espaço das

funções inteiras nucleares é denotado por HN(E). Temos que HNb(E) ⊂ HN(E). Neste

artigo [ [14], Exemplo 4.9 ] S. Dineen prova que essas classes não coincidem. Se definimos de

maneira análoga o espaço das funções inteiras Pietsch-integrais, o análogo do Teorema 5.2.2

é verdadeiro? A dificuldade está na demonstração da implicação (i) ⇒ (ii).
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