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ABSTRACT

In this work we introduce and study functions of ©-holomorphy type of bounded type.
In particular we obtain a duality result via the Borel transform and we prove existence and
approximation results for convolution equations. The results we prove generalize previous
results of this type due to C. Gupta [21], M. Matos [28] and X. Mujica [32]. We study
the relationships among the space H,(E; F') of entire mappings of bounded type, the space
Hny(E; F) of entire mappings of nuclear bounded type, the space Hpp(F; F') of entire
mappings of Pietsch integral bounded type, and the space Hegrp(E; F) of entire mappings
of Grothendieck integral bounded type. We extend to the case of entire mappings several
results due to R. Alencar [2] and R. Cilia and J. Gutiérrez [10] in the case of homogeneous

polynomials.
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RESUMO

Neste trabalho introduzimos e estudamos os espagos das fungoes inteiras ©-holomorfas de
tipo limitado. Em particular obtemos resultados de dualidade via a transformada de Borel e
provamos resultados de existéncia e aproximacao para equacoes de convolugao. Os resultados
provados generalizam resultados anteriores deste tipo devido a C. Gupta [21], M. Matos [28]
e X. Mujica [32]. Nés estudamos as relagoes entre o espago Hy,(E; F') das fungoes inteiras de
tipo limitado, o espago Hyy(E; F') das fungoes inteiras nucleares de tipo limitado, o espago
Hpn(E; F) das fungoes inteiras Pietsch-integrais de tipo limitado, e o espaco Hap(F; F) das
funcgoes inteiras Grothendieck-integrais de tipo limitado. Estendemos para o caso de fungoes
inteiras resultados de R. Alencar [2] e R. Cilia e J. Gutiérrez [10] no caso de polinémios

homogéneos.
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INTRODUCAO

A érea do conhecimento matemédtico na qual este trabalho se insere é a Anadlise

Funcional.

Em 1966, C. Gupta, em sua tese de doutorado, orientada por L. Nachbin e defendida
na Universidade de Rochester, provou resultados sobre existéncia e aproximagao de solucoes
para equagoes de convolugdo para os espagos Hyp(F) das fungoes inteiras nucleares de tipo
limitado. Em seguida, em 1967, L. Nachbin e C. Gupta estenderam esses resultados para
espagos de funcoes inteiras nucleares, nao necessariamente de tipo limitado. Tais resultados
podem ser encontrados em [21]. M. Matos [28] obteve resultados desse tipo para os espagos

Hy (s ))(E) das fungoes inteiras (s;(r,q))-quase-nucleares de tipo limitado. X. Mujica
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[32] obteve resultados sobre os operadores de convolugao e a transformada Borel para os
espacos Hy(p) »(E) das fungoes inteiras o(p)-nucleares de tipo limitado. No presente trabalho
mostramos que todos estes casos podem ser generalizadas usando tipos de holomorfia. Como
de costume, a transformada de Borel é usada para obter resultados de dualidade. Além disso,
caracterizamos os operadores de convolucao dos espagos He »(E) das fungdes 6-holomorfas de

tipo limitado, e obtemos resultados de existéncia e aproximagao para equagoes de convolucao.

Em 1955, A. Grothendieck introduziu os operadores integrais entre espagos de Ba-
nach ( num contexto mais geral de espacos localmente convexos ), os quais chamamos de
Grothendieck-integrais. A. Pietsch apresentou uma outra definicao de operadores integrais,
que nés chamaremos de operadores Pietsch-integrais. Ambas as nogoes tém sido profunda-

mente estudadas e aplicadas por varios autores na teoria de espagos de Banach. Em 1971,



S. Dineen [14] definiu polinomios homogéneos integrais com valores escalares. Em 1985,
R. Alencar [1] estendeu a defini¢cdo de operadores Pietsch integrais para aplicagbes multi-
lineares e polindmios homogéneos com valores vetoriais, e a nocao tem sido estudada por
diversos autores, desde entao. Em 2002, R. Cilia, M. D’Anna e J. Gutiérrez [8] estenderam
a definicao dada por A. Pietsch de formas multilineares integrais para aplicacées multilin-
eares e polinomios homogéneos. Mais recentemente em 2003, I. Villanueva [35] introduziu
uma generalizacao dos operadores Grothendieck-integrais como o modelo introduzido por R.
Alencar. De [8] e [35] é facil ver que ambas as nogoes de aplicagoes multilineares integrais
sao equivalentes e que as duas definicoes de normas integrais coincidem. Como C. Gupta
[21] introduziu os espagos das fungoes inteiras de tipo limitado H,(E; F') e as fungdes in-
teiras nucleares de tipo limitado Hy,(E; F'), as quais foram estudadas por muitos autores.
Neste trabalho nés introduzimos os espagos Hpyp(E; F') das fungoes inteiras Pietsch-integrais
de tipo limitado e o espago Hgp(F; F') das fungdes inteiras Grothendieck-integrais de tipo
limitado, e estudamos as relacoes entre estes espacos.

Entre outros resultados, mostramos que dada uma funcao f € Hgp(E; F') e operadores
fracamente compactos S € L(F;Y)eT € L(X;E), entao So f € Hpp(E;Y) e JpofoT €
Hno(X; F"), onde Jp: F — F” é mergulho natural. Uma versao polinomial deste resultado
foi obtida por R. Cilia e J. Gutiérrez [10].

No principal resultado deste trabalho mostramos que se f € Hy,(E; F'), entao existem
um espaco de Banach separavel e reflexivo R, um operador compacto T' € L(E; R) e uma
funcao g € Hyp(R; F) tais que f = g o T. Reciprocamente mostramos que dado um espaco
de Banach Z, um operador fracamente compacto T € L(FE; Z) e uma funcdo g € Hpn(Z; F),
entdo a funcao f = go T € Hyy(E; F). Este é o contetido do Teorema 5.2.2. Uma versao

polinomial deste resultado foi obtida por R. Cilia e J. Gutiérrez em [10].

Organizacao da Tese

O presente trabalho esta organizado da seguinte maneira:

e No Capitulo 1 apresentamos os espagos de polindmios e aplicagoes multilineares nucle-
ares, os espacos de polinomios e aplicacoes multilineares Pietsch-integrais e os espacos

de polinémios e aplicagoes multilineares Grothendieck-integrais. Além disso, enunci-



amos resultados de relacao entre os polinémios nucleares ( Pietsch-integrais e Gro-
thendieck-integrais) e aplica¢oes multilineares simétricas nucleares ( Pietsch-integrais
e Grothendieck-integrais ). Neste capitulo apresentamos também os conceitos de lin-
earizacao associada a um dado polindmio e uma aplicagao multilinear, e alguns resul-
tados envolvendo-os, pois esses conceitos sao necessarios. As principais referéncias uti-
lizadas neste capitulo foram [1], [2], [8] e [35] para a teoria de polindmios e aplicagoes
multilineares, e [13] para o teoria de espagos de Banach com a propriedade Radon-

Nikodym e operadores nucleares e integrais.

No Capitulo 2 definimos os espacos de fungoes inteiras ©-holomorfas de tipo limitado,
que sao generalizagoes dos espagos definidos por C. Gupta em [21], M. Matos em [28] e
X. Mujica em [32]. Munimos tais espagos com familias de seminormas que os tornam
espacos de Fréchet. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [21], [28]
e [32].

No Capitulo 3 introduzimos os conceitos de m-tipo de holomorfia e as transformadas
de Fourier-Borel e provamos os isomorfismos algébrico das transformadas de Fourier-

Borel, nos casos em que sao possiveis.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [17, 18], [21], [28], [32] e [33].

No Capitulo 4 introduzimos os conceitos de mo-tipo de holomorfia e definimos os op-
eradores de convolugao sobre os espagos de fungoes inteiras ©-holomorfas de tipo lim-
itado. Também introduzimos o conceito de uma colecao de fungoes holomorfas de U

em C ser fechada para divisdo, mais especificamente:

Na secao 4.1 introduzimos os conceitos de mo-tipo de holomorfia e definimos os oper-
adores de convolugao sobre os espacos de fungoes ©-holomorfas inteiras de tipo limitado

e 0s caracterizamos.

Na secao 4.2 introduzimos o conceito de uma colecao de funcoes holomorfas de U em
C ser fechada para divisdo, que é uma condicao necessaria para provarmos teoremas de
divisao envolvendo a transformada de Fourier-Borel. Provamos teoremas de existéncia e
aproximacao de solucoes para equacgoes de convolucao. Tais teoremas sao consequéncia

dos teoremas de divisao.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [17, 18], [21], [28], [32] e [33].



e No Capitulo 5 estudamos as relagoes entre o espago Hy(F; F') das fungdes inteiras de
tipo limitado, o espago Hyp(E; F') das fungoes inteiras nucleares de tipo limitado, o
espaco Hpp(E; F) das fungoes inteiras Pietsch-integrais de tipo limitado, e o espago
Hen(E; F) das fungoes inteiras Grothendieck-integrais de tipo limitado. Estendemos
para o caso de fungoes inteiras resultados de Alencar [2] e Cilia e Gutiérrez [10] no caso

de polindomios m-homogéneos.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

O intuito deste capitulo é familiarizar o leitor com as principais defini¢oes e resultados
que serao usados ao longo da tese. Primeiramente vamos apresentar as principais notacoes

e definicoes basicas necessarias para o desenvolvimento da tese.

1.1 Notacoes e Definicoes Basicas

Se E é um espago de Banach. ¢ (F) denota o espago vetorial de todas as seqiiéncias

limitadas (z,,) C E. {5 (E) é um espago de Banach sob a norma

[(zm) || = sup [z

co(E) denota o espago vetorial de todas as seqiiéncias (x,,) C E que tendem a zero. co(E)
¢ um subespago fechado de /. (F), e portanto um espa¢o de Banach. Quando F = K,
escrevemos /, em lugar de (,(K), e ¢y em lugar de cy(K).

Sabemos que ¢y é espaco de Banach separavel. Uma demonstragao analoga prova que

¢o(E) é um espago de Banach separdvel sempre que E é for separavel.

Definicao 1.1.1. Um espago de Banach F tem a propriedade da aprorimac¢ao \-limitada
se para todo subconjunto compacto K e £ > 0, existe um operador linear continuo de tipo

finito T: £ — E tal que [|T|| < Ae |z —T (z)|| < e, para todo x € K.

5



SECAO 1.2 ¢« POLINOMIOS APROXIMAVEIS E NUCLEARES 6

Observacao 1.1.2. Varios espagos de Banach tém a propriedade da aproximacao A-limitada.
Apenas para motivacao, vamos citar alguns exemplos: Os espagos £, para 1 < p < 400, 0
espago ¢y e o espago C'(K) das fungoes continuas definidas num espago topoldgico compacto
tém a propriedade da aproximacao 1-limitada. Mais geralmente, todo espaco de Banach com

uma base de Schauder tem a propriedade da aproximacao 1-limitada.

Definigao 1.1.3. Seja (€2, X, ) um espago de medida finita. Um espaco de Banach F' tem
a propriedade de Radon-Nikodym com respeito a (€2, %, ) se para cada medida vetorial

p~continua G : ¥ — F de variagao limitada existe g € Li(u, F') tal que
G(A) = / g dup, paratodo A€ X.
A

Um espago de Banach F' tem a propriedade de Radon-Nikodym se F' tem a propriedade

de Radon-Nikodym com respeito a todo espaco de medida finita.

Para a teoria sobre os espacos de Banach com a propriedade Radon-Nikodym veja o livro

[13, p. 61], onde podemos encontrar o seguinte Corolario obtido por Phillips.

Corolario 1.1.4. [Phillips|. Espagos de Banach reflexivos tem a propriedade de Radon-
Nikodym.

Observacao 1.1.5. O espaco de Banach ¢y nao tém a propriedade de Radon-Nikodym, veja
[13, p. 76].

1.2 Polinomios Aproximaveis e Nucleares

Nesta secao vamos apresentar importantes definigoes relativas a aplicacoes multilineares
e polindmios homogéneos, que serao utilizadas ao longo de todo o trabalho. Apresentaremos
também alguns resultados que serao de grande importancia nas demonstracoes dos préximos
capitulos. Nesta secao introduzimos os polinomios homogéneos com valores vetoriais nucle-
ares e apresentamos alguns resultados obtidos por R. Alencar em [1, 2] . Se E e F sao espagos
de Banach sobre K, denotamos por P ("™FE; F) o espaco de Banach de todos os polindmios
m-homogéneos continuos de E em F', com a norma

IPl = sup [P ()],

=<1



CAP.1 ¢ PRELIMINARES

para todo P € P(™E;F). Se F = K, denotamos P ("FE;K) = P(™E). Para m = 0
definimos P (°E; F') = F. Denotamos por P;(™F; F) o espago dos polinémios m-homogéneos
continuos de tipo finito.
Dizemos que um P € P ("E; F') é aprozimdvel se existe uma sequéncia P; € Py (™E; F)
tal que
lim |P — P;|| = 0.

Jj—oo
Denotamos por P4 (™E; F') o espago dos polinomios homogéneos continuos aproximaveis.

Assim
Pa (mE; F) = Pf (mE,F)

Em S. Dineen [14] estes polindmios sdo chamados de tipo compacto, mas em livros recentes
sao chamados de polinémios aproximaveis. Veja S. Dineen [15, p.85].
Seja ¥, o conjunto de todas as permutagoes de {1,...,m}. Denotamos por L("E; F') o

espaco de Banach de todas as aplicagoes m-lineares continuas de £E™ em F', com a norma

|A]| = sup [|A(z1,...,z05)]|-

[lzs <1

Dizemos que A € L(ME; F) é aplica¢io m-linear simétrica se

A(xh cee 7xm) = A(xo(l)a U 7I0'(m)>7

(m vezes)

para todos 0 € ¥, e x1,...,%, € E. Escrevemos z™: = (z, ,x). Denotamos por

L(™E; F) o espago de todas as aplicagdes m-lineares simétricas continuas de Ex o) X FE
em F. Para cada A € L("E;F) seja A € P(™E; F) definido por A(z) = Az™ para cada

x € E. Temos os seguintes resultados:

Teorema 1.2.1. Seja A € L5(™FE; F). Entao para todos x,, 1, ..., T, € E, temos a férmula

de polarizagao:

1
A(i[}l,...,l'm) = W E 81"'€mA(fEO—|—€1I’1—|—...+€m$m)m.
) 8j::|:1
1<j<m

Demonstragao. Ver J. Mujica [29, Teorema 1.10]. O
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Teorema 1.2.2. Para cada P € P("E;F) existe uma unica aplicacdo m-linear P €

L5(ME; F) tal que P(xz) = P2™ para cada x € E. E valem as desigualdades
. m™m
1P <Pl < — [Pl
m!

Demonstragao. Ver J. Mujica [29, Teorema 2.2]. [

Definigao 1.2.3. Uma aplicagao A € L(™E; F') é dita nuclear se existem seqiiéncias limi-

tadas (27;)72; C E' (1 <j<m)e (y:)2, C I com

D laill -z lllyall < oo (1.1)
i=1
tais que
Alxy, ... xy) = Zm’h(ael) vt (Tp)y (x5 € E,1< 5 <m). (1.2)
i=1

Denotamos por Ly(™E; F) o espaco de Banach de todas as aplicagoes m-lineares nucle-

ares A € L(™F; F) dotado da norma nuclear
Al = inf 2 (123 -l il

onde o fnfimo é tomado sobre todas seqiiéncias (z7;)2; C E' (1 < j < m)e (y;)2, C F
satisfazendo (1.1) e (1.2).
Similarmente definimos um polinémio P € P(™F; F) como sendo nuclear se podemos
escrever P na forma
P(z) =) zi(x)"y; (1.3)
i=1

onde (x})22, C E' e (y;)2, C F sao seqiiéncias limitadas tais que

Dzl gl < oo (1.4)
=1

Denotamos por Py(™FE; F) o espago de Banach de todos os polindémios m-homogéneos

nucleares de E em F', dotado da norma nuclear

o
1P|l == inf ) [l Iyl
1=1
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onde o infimo é tomado sobre todas as seqiiéncias (x})3°, C E' e (y;):2, C F que satisfazem
(1.3) e (1.4). Denotamos por Ly(FE; F) o espago de todos os operadores nucleares de £ em
F. Quando m = 0 definimos Py ("E; F) = F.

Temos também uma importante relagdo entre P € Py("E; F) e P € L3(™E; F).

Proposigao 1.2.4. Um polinomio P € P(™FE; F') é nuclear se e somente se a aplicagao

m-linear P € £L*(™E; F) é nuclear. Neste caso temos || Py < ||P|ly < Z7[|P||w-

Demonstragao. Ver R. Alencar [2, Proposigao 2] . O

1.3 Polindmios Integrais

Nesta secao apresentamos definigoes e resultados sobre as aplicagoes m-lineares e polindmios
integrais introduzidos por R. Cilia e J. Gutiérrez em [8] e I. Villanueva em [35]. Também
apresentamos resultados sobre as aplicagoes m-lineares e polindmios Pietsch-integrais com
valores vetoriais obtidos por R. Alencar em [1, 2].

R. Alencar em [1, 2] introduziu a seguinte defini¢ao de aplicagbes m-lineares e polindmios

Pietsch-integrais envolvendo medidas a valores vetoriais:

Definigao 1.3.1. Uma aplicagao A € L(™FE; F') é dita Pietsch-integral se existe uma medida

vetorial de Borel G regular a valores em F', de variacao limitada, no produto B, = Bprx N
x Bg dotado com a topologia fraca-estrela, tal que
A1, @m) =/ 2y (1) - (Tn) dG (Y, 27) (1.5)
BT,

para todo (z1,...,o,) € Ex - XE.
Denotamos por Lp;(MFE;F) o espago de Banach de todas as aplicagbes m-lineares

Pietsch-integrais A € L(™FE; F'), dotado da norma Pietsch-integral
| Allpr := inf |G|(BE!)

onde o infimo é tomado sobre todas as medidas vetoriais G satisfazendo (1.5). |G| é variacao
de G.
Um polinémio P € P(™E; F) é dito Pietsch-integral se P pode ser escrito da forma

P(x) = /B [z (2)]™ dG(2") para todo = € FE, (1.6)
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onde GG é uma medida vetorial de Borel regular a valores em F', de variagao limitada, definida
na Bg com a topologia fraca-estrela.
Denotamos por Pp;(™FE; F) o espago de Banach de todas os polinémios Pietsch-integrais

dotado com a norma Pietsch-integral
[Pllpr = inf [G|(Bg),

onde o infimo ¢é tomado sobre todas as medidas vetoriais G satisfazendo (1.6). Denotamos
por Lpr(FE; F) o espago de todos os operadores Pietsch-integrais de £ em F. Quando m =0
definimos Pp;("E; F) = F.

Proposicao 1.3.2. Um polinomio P € P(™E;F) é Pietsch-integral se e somente se a
aplicacdo m-linear P € L*(™FE; F) é Pietsch-integral. Neste caso temos ||P|p; < ||P|lpr <

2| Pller
Demonstragao. Ver R. Alencar [2, Proposicao 2. ]

Seguindo I. Villanueva [35] vamos definir aplicagdes multilineares e polindmios homogéneos

Grothendieck-integrais usando medidas vetoriais.

Definicao 1.3.3. Uma aplicacao A € L(™E; F) é dita ser Grothendieck-integral se existe
uma medida vetorial de Borel G regular de variagao limitada a valores em F” no produto

By, = B/ X . x Bp dotado com a topologia fraca-estrela, tal que

Alxy, ... o) :/B 2y (xy) - a) (2) dG(2y, ... 2)) (1.7)

o
para todo (x1,...,2,) € EX X E.

Denotamos por Lg(™E; F') o espago de Banach de todas as aplicagoes Grothendieck-

integrais de I/ em F', dotado da norma
[A]lgr := inf |G|(Bg)

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as medidas vetoriais G satisfazendo (1.7).

Um polinomio P € P(™E; F') é dito Grothendieck-integral se P pode ser escrito na forma

P(z) = /B [z (2)]™ dG(2") para todo = € F, (1.8)



CAP.1 ¢ PRELIMINARES

11

onde G é uma medida vetorial de Borel regular a valores em F” de variagao limitada,
definida na Bgs com a topologia fraca-estrela.
Denotamos por Pgr(™E; F') o espago de Banach de todas os polinomios Grothendieck-

integrais de £ em F', dotado com a norma
|Pllgr = inf |G|(Bg),

onde o infimo é tomado sobre todas as medidas vetoriais G satisfazendo (1.8). Denotamos
por Lor(E; F) o espago de todos os operadores Grothendieck-integrais de F em F'. Quando
m = 0 definimos Pg;(°E; F) = F.

Observacao 1.3.4. Claramente, como no caso linear, cada aplicagao m-linear Pietsch-

integral [ Definicao 1.3.1 | é Grothendieck-integral, e ||Allq; < ||A]

pr; além disso, se F
é complementado no seu bidual, entao, a classe das aplicacoes Grothendieck-integrais e

Pietsch-integrais sao idénticas com normas idénticas.

Proposicao 1.3.5. Um polinomio P € P(™E; F') é Grothendieck-integral se e somente se

a aplicacao m-linear P € £L5("E; F ) é Grothendieck-integral. Neste caso temos

. mm™ .
|Pllar < ||Pllar < W“PHGI-

Demonstragao. Ver [8, Proposicao 2.4]. ]
Usaremos a notagao Q" F = F® ) ®E para o m-produto tensorial de E, Q" E :=
(m)

E®. -+ ®.F para o m-produto tensorial injetivo de E, e Q" E para o m-produto tensorial

projetivo de E. Q" E := E®; o) ®sFE denota o m-produto tensorial simétrico de E, isto é
o conjunto de todos os elementos u € Q™ F da forma

U:Z)\]x]@)(m)@IJ (HGN, )\jEK, l’jEE, 1§j§n)
j=1

., £ denota a aderéncia de @' £ em Q" E. Analogamente @', I ¢ a aderéncia de
R E em @' E. Para a teoria de produto tensorial indicamos [13] e [20].
Se A€ L(Ey,...,Ey; F), denotamos por L, a linearizacao de T', que é o operador linear

Ly:Fi®---®FE, — F dado por

LA (ZZL‘U (oS 0 xmj) = ZA(ZElj, Ce ,{Emj)
j=1 j=1

para todo zy; € B (1 <k<m,1<j<n).
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Proposicao 1.3.6. Dada A € L(FE\, ..., E,; F), as seguintes condigoes sdo equivalentes:

(a) A é Grothendieck-integral.

(b) Existe uma constante C' > 0 tal que, para cada n € N e toda familia (z;;)?, C E
(1<j<m)e (y), C F' temos

Z (A1, oy i), Yy | < C sup Z 2y (xy) 2l ()Y, (1.9)
i=1 x;EBE’ i=1 jal
1<j<m
Temos que
||AHGI =inf C

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as constantes C' > 0 que satisfazem (1.9).

(¢) La: By @+ @ B, — F estd bem definido e é um operador Grothendieck-integral.

Neste caso ||Allgr = || Lallcr-

Demonstracao. Ver 1. Villanueva [35, Proposicao 2.6] e R. Cilia e J. Gutiérrez [8, Proposicao 2.2].
O

Seja P € P(™E; F), denotamos por Lp a linearizagdo de P, que é um operador linear
Lp: Q. E — F dado por

i=1 i=1
para todo \; € K, x; € E (1 <i<n).
Proposicao 1.3.7. Dado P € P(™FE; F), as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) P é Grothendieck-integral.

(b) Existe uma constante C' > 0 tal que para cada n € N e toda familia (x;)., C E e
(y), C F’ temos

D (Pl yp| < C sup |> [ ()] (1.10)
i=1 x'€Bpy i—1 Vi
Temos que
HPHG[ =inf C

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as constantes C' > 0 que satisfazem (1.10).
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(¢) Lp: Q.', E — F estd bem definido e é um operador Grothendieck-integral. Neste caso
ILpllcr < |1Pllar < ZrllLeller.

O resultado (a) < (c) continua verdadeiro se trocarmos Grothendieck-integral

por Pietsch-integral.

Demonstragao. Ver 1. Villanueva [35, Corolério 2.8] e R. Cilia e J. Gutiérrez [8, Proposicao 2.5].
L]

Na verdade R. Cilia e J. Gutiérrez [8] usaram a condigao (b) da Proposi¢ao 1.3.6 para
definir aplicagoes multilineares Grothendieck-integrais, e a condi¢ao (b) da Proposigao 1.3.7
para definir polinomios homogéneos Grothendieck-integrais. No nosso trabalho preferimos
adotar a definicao de I. Villanueva [35] por sua analogia com a defini¢ao de S. Dineen [14] e

R. Alencar [1, 2] de aplicagoes multilineares e polindmios homogéneos Pietsch-integrais.



CAPITULO 2

TIPOS DE HOLOMORFIA E
FUNCOES INTEIRAS DE TIPO
LIMITADO

Neste capitulo motivados pela defini¢ao de tipo de holomorfia definida por L. Nachbin [33]
e por resultados de C. Gupta [21], introduzimos e estudamos o subespago vetorial He,(E; F)
de H(FE; F') de todas as fungoes inteiras ©-holomorfas de tipo limitado de F em F.

Nas se¢ao 2.2 provamos que as classes Po("E; F), Py("E; F), Ppr(™E; F) e Por(ME; F)
para todo m € Ny, sao tipos de holomorfia no sentido de L. Nachbin [33]. E também
introduzimos as fungoes inteiras ©-holomorfas de tipo limitado de E em F.

Na Segdo 2.4 munimos o espago Hep(E; F') das fungdes inteiras ©-holomorfas de tipo
limitado com uma familia de seminormas e em seguida mostramos que este espaco é de

Fréchet.

2.1 Funcoes Holomorfas

Definicao 2.1.1. Sejam E, F' espacos de Banach complexos e U um subconjunto aberto de

E. Uma funcao f: U — F é dita holomorfa em U se para cada a € U existem uma bola

14
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B(a;r) C U e uma seqiiéncia de polindémios P, € P(™E; F) tais que

f(x) = Pulr—a)
m=0
uniformemente para x € B(a;r).

Denotamos por H(U; F') o espago vetorial de todas as fungées holomorfas de U em F.
Quando F' = C entao escrevemos H(U;C) = H(U). A seqiiéncia (P,,)5_, é determinada
de maneira unica por f e a (ver[29]). Se P, € P(™E;F) é o polinémio correspondente a

A € L5(ME; F) por P, = A, para cada m € Ny, fixemos as notacoes
d"f(a) = mlA, e d™ f(a) = m!P,,
de modo a obter as aplicacoes diferenciais
d"f:aeU —d"f(a) € LS("E;F) e  d"f:aeU— d"f(a) € P("E;F)
e os operadores diferenciais

d": fe H(U; F) - d"f e H(U; L°("E; F))

d™: f e HU;F) — d"f € H(U; P("E; F))
de ordens m =0,1,2,...

Definicao 2.1.2. Uma aplicacao f: E — F' é dita uma fungao inteira se f é holomorfa em

todo E. Denotamos o espago vetorial de todas as fungoes inteiras de £ em F' por H(E; F).
Exemplo 2.1.3. P("E; F) C H(E; F).

Demonstragio. Seja P € L5(™E; F) tal que P(z) = P(x,.m., z) para cada x € E. Dados a,
x € F, pelo Formula do Binomio de Newton temos que

. “ ! .
P(z) = P(z,...,x) = E WPQZ, e —a, " —a).
“— k! !

Entao P é holomorfa em E e

1 - ! 8

HdkP(a)(t) = WP(OL, Y at, Dty se k<m
1 -

EdkP(a)(t) =0 se k > m.
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2.2 Tipos de Holomorfia

O conceito de tipo de holomorfia © de E em F foi introduzido por L. Nachbin em [33, §9].

Definicao 2.2.1. Um tipo de holomorfia © de E em F é uma seqiiéncia de espacos de

Banach (Po(™E; F), || - |le)x_, para a qual sao validas as seguintes afirmagoes:
(1) Cada Pe(™FE; F) é um subespago vetorial de P("E; F).
(2) Po( E; F) coincide com P(°E; F) = F como um espago vetorial normado.

(3) Existe um ntimero real o > 1 tal que, dados k € Ng, m € No, k < m, a € E, e
P € Po(™E; F), temos que
d*P(a) € Po(*E; F),

II—d’“ (@)lle < o™ [[Plle - lla]™*.

Temos do Exemplo 2.1.3 e da condigao (3) que para cada P € Pg(™E; F) e k < m temos
que Pam—* = %d’“P(a) € Po(*E; F) e

— o™ (m — k:)

[PamF]le < 1Pllo - llall™*.

E claro que a seqiiéncia (P(™E; F))X_, é um tipo de holomorfia. Agora veremos que as
seqiiéncias (Pa(™E; F))2X_o, (Pn(™E; F)2 o, (Ppr(ME; F)2X_g e (Pai(ME; F))5o_, também

sao tipos de holomorfia. Faremos uma observacao antes.

Observacao 2.2.2.

m—+J

2m+] — (1 1m+] — m 1m+y k 1k:
(1+1) Z E\( m+j - )
S (m—i—j).
— kl(m+j— k)
e, se k=7, tem-se
m (m + k)!
omtk > B (2.1)
Se 7 =0, tem-se
|
om > M (2.2)

~ kl(m —k)!
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Exemplo 2.2.3. A seqiiéncia (PA(™E; F), | - ), ¢ um tipo de holomorfia de E em F.

m=0

Além disso,
||—dk (@) < )™ [|P] - [lal™"
para todo a € E, k <m e P € Py("E; F).

Exemplo 2.2.4. A seqiiéncia (Py("E; F), || - ||n)5_ ¢ um tipo de holomorfia de F em F.

Além disso,
ik p m!
IGEP@Iy € et

< 2" |IP|ly - flaf™ "

APl - flal™ "

para todoa € E, k <me P € Py("E; F).

Demonstracao. E claro que Py(™E; F) para cada m € Ny é um espago de Banach e (1) e
(2) da Defini¢ao 2.2.1 seguem facilmente.
(3) Sejam k € Ng, m € No, k < m, a € E, e P € Py("E;F). Dado ¢ > 0, como

P € P(™E; F) é um polinémio nuclear entdo podemos escrever na forma
e}
= Zmi(m)myl para todo z € F, (2.3)
onde (z)2, C E' e (y;)32, C F sao seqiiéncias limitadas tais que

Dzl el < IPllv +e. (2.4)

i=1
Seja P € £L5(™E; F) tal que P(z) = P(x,.™.,2) para cada z € E. Entao pela férmula de

polarizagao e usando (2.3), temos que

. 1
P(Z)’Jl,...,l‘m) = W Z €1 51[51‘}‘ +€mxm)
’ gj==%1
1<j<m
1 0
— / m
= W Z 81"'€m2$i(€1l’1+“'+€m$m) Yi
=1
1<j<m
=1
= Z ' Z €1 emti(E121 + -+ €)™Y
ml2m
=1 =+1
1<3<m
o0

= Zx;(xl)x;(xm)yz para todo z1,...,z, € E.
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Pelo Exemplo 2.1.3, se £ < m temos que

%jkp(a)(t) — ﬁp( J agt, M)
- > @)™ O

= SO e i e

i=1

Logo, para cada a € E e k < m, d*P(a) € Py(*E; F) e

i P@)lx < Zux I M—k) 2@ -yl

por (24) < % (Pl +2) - al™*

por (2.2) < 2" (|[P|ly +¢) - [la|™ 7.
[l

Exemplo 2.2.5. A seqiiéncia (Pp;(™FE; F), || - ||pr)3_, é um tipo de holomorfia de £ em F.

Além disso,

m!
—dkp <
5Pl <

< 2" ||Pllps - llaf ™"

A1Plpr - flal™ "

para todo a € E, k <me P € Pp;("E; F).

Demonstragio. E claro que Pp;(™E; F) para cada m € Ny é um espaco de Banach (1) ¢ (2)
da Definicao 2.2.1 seguem naturalmente.
(3) Sejam k € No, m € No, Kk < m, a € E, e P € Pp;("E;F). Dado, 6 > 0 como

P € P("E; F) é um polinémio Pietsch-integral, entdao podemos escrevé-lo sob a forma
P(x) = / [z (z)]™ dG(z") para todo = € F,
By

onde G é uma medida vetorial de Borel regular a valores em F', de variagao limitada, definida
na Bg com a topologia fraca-estrela, com |G|(Bg) < ||P||pr + 6. Seja P € L*(™FE; F) tal

que P(x) = P(x,.m., r) para cada = € E. Assim, pela férmula de polarizacéo,

P(x1,...,0m) = / 2 (x1) ... 2" (xy) dG(2")  x1,... 2, € E.
Bg/
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E, pelo Exemplo 2.1.3, se k < m e a # 0 temos que

N | .
d*P(a)(t) = %P(a, ™t ® )
m — !

m!

= by /B W/ (a)]™F - [ (O] dG ().

Seja R, : ®I;s E — C(Bg) dado por R,(z ®...®z) = (2)¥, onde

m! / m—Fk / k /
(2)k) = e (2 (a)]" " - [2(2)]" para o’ € Bp.

Temos que

[Rall = sup |[Ra(u)llcs,)

[[ulle<1

= sup sup |Ry(u)(z)]
[ ulle<1 2’ €Bpy
m! d ! - /
= ———= sup sup {ZMSE (@)™ - [ ()

(m = k) yujo<1aeBy | |3

}

laf ™, (2.5)

m!

<
— (m—k)!
onde u = zzl Ait; @ ... ®x;. Defina V: C(Bg/) — F por
V(f) = / f dc.
Bry

Entao por [13, Teorema VI 3.3 e VI 3.12], V' é Pietsch-integral com

Vler = |Gl(Be). (2.6)
Se Lijip(,) € a linearizacao de OZkP(a), temos o seguinte diagrama:

L g P(a)

QL E
N

Esta fatoragao mostra que L 4 P(a) ¢é Pietsch-integral, com

ILgepaller = IV o Rallpr < [[V|pr - || Ral
m)!
(m—k)

m!
< (P §) . —
< (I1Plpr+0) - 7=

Por (2.5) e (2.6) < |G|(Bg)-
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Por [5, Proposicio 2.10], temos que d*P(a) € Pp;(*E; F) paracadaa € Eek =0,1,..., k <
m, com
1- 1
HHCZ’CP(G)HPI = N Lacpwller
m!

< - P . m—k

por (2.2) < 2" (|[Pllpr+9) - [laf"".

]

Exemplo 2.2.6. A seqiiéncia (Pgr("E; F), || - ||ar)oe_y é¢ um tipo de holomorfia de £ em F.

Além disso,

1 7k m! m m—k
I P@lor < g e 1Plalol
< 2¢)"-|Plcr - [laf™ "

para todo a € E, k <m e P € Pg/("E; F).

Demonstracao. (3) Sejam k € No, m € No, k < m, a € E, e P € Pg;("E; F). Queremos
provar a?’“P(a) € Pgr(*E; F). Pela Proposi¢ao 1.3.7 provar que cka(a) € Par(*E; F) ¢
equivalente a existir uma constante C' > 0 tal que para cada j € N e toda familia (z;)/_, C E

e (yi)i_; C F’ temos

> (REP@E) )

=1

J

> (@)

=1

< (' sup

!
¥’ €BY

Fl

Como P € Pgi("E;F) temos que P € Lg("E;F). Utilizando o Exemplo 2.1.3 e a

Proposicao 1.3.6, temos

§f<%ﬁPMmewﬂ




CAP. 2 ¢ TIPOS DE HOLOMORFIA E FUNCOES INTEIRAS DE TIPO LIMITADEX

O supremo acima é a norma usual da seguinte aplicacao m-linear simétrica

(@), 2) e E'x ™ ’Hle Con@) (@) (2)y) € F

Considerando o polinémio associado a aplicacao acima e utilizando o Teorema 1.2.2 e

[29, Exercicio 1.2.G], temos que

> (Pl >y>‘ < 2 | Pllgr sup ||S7 (@) (@) (50) () o]

s 1 g
mm J
< ”PHGI —' sup Z m i <x1>] yz
+ x'€Bpy -1 Vol

J

Z[xl(xi)]kyz{

i=1

VAN

(2e)™ - [|Pllgr - flaf™* sup
x’'€B,

F/

Portanto pela Proposicao 1.3.7, temos que OZkP(a) € Poi(*E; F) para cada a € F e
k=0,1,..., k<me

H—d P(a)ller < (2¢)™ - [|Pllgz - [lal™ "

2.3 Funcoes Inteiras O-Holomorfas de Tipo Limitado

Em [33,§9], o autor demonstrou a seguinte proposicao.

Proposigao 2.3.1. Seja (Po(™E; F))X_, um tipo de holomorfia de £ em F. A aplicacao
inclusao

Po("E;F) C P(ME;F)

é continua para cada m € Ny, e

1Pl < o™|[Ple.

Defini¢ao 2.3.2. Uma funcdo inteira f € H(E;F) é de tipo limitado se leva conjuntos
limitados de E em conjuntos limitados de F'. Vamos indicar por H,(E; F') a classe de tais

aplicagoes.
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Observagao 2.3.3. Pode-se mostrar que f € H,(FE; F') se, e somente se,

1
1 . "
li —||d™ =0.
(L) <o
Motivados por esta observagao introduzimos a seguinte definicao.

Definicao 2.3.4. Seja (Po("E;F))y_, um tipo de holomorfia de E em F.
Seja f : F — F uma funcao inteira, com série de Taylor em volta da origem dada por
flx)=>"7"_, %csz(O)(x) Entao f é dita uma fungao inteira ©-holomorfa de tipo limitado
de F em F se

(7) %dmf(O) € Po(™E; F) para todom =0,1...,

1

(i) limnoe (14" (O)]]6) ™ = 0.
Denotamos por Hey(F; F') o subespago vetorial de H(E; F') de todas as fungdes inteiras

©-holomorfas de tipo limitado de E em F'.

Exemplo 2.3.5. A seqiiéncia de polindmios m-homogéneos com a norma usual (P(™FE; F))5_,
¢ um tipo de holomorfia de E em F. Denotaremos por Hj.»(£; F) o espaco das fungoes
|| - |[-holomorfas de tipo limitado de E e F'. Pela observagao 2.3.3, temos que H.(E; F) =
Hy(E; F). Pela Proposicao 2.3.1, temos que Hey(E; F)) C Hy(E; F') para todo tipo de holo-
morfia © de E em F.

Exemplo 2.3.6. Pelos Exemplos 2.2.3 e 2.2.4, temos que as seqiiéncias (P4("™E; F), || |5,
e (Pv(ME;F), | - |In)S_, sao tipos de holomorfia de E em F. Denotaremos por Ha,(E; F)
e Hny(E; F) os subespagos de todas das fungoes inteiras aproximaveis e nucleares de tipo
limitado de E em F', respectivamente. O espago Hyy(F; F') foi introduzido por C. Gupta e
L. Nachbin ( veja [21, Defini¢ao 4.6] ).

Exemplo 2.3.7. Pelos Exemplos 2.2.5 e 2.2.6, temos que as seqiéncias (Pp;("E; F),| -
lpr) g € (Par(ME;F), | - llar)ie_, sao tipos de holomorfia de E em F. Denotaremos
por Hpn(E; F) e Hen(E; F) os subespagos de todas as fungoes inteiras Pietsch-integrais

e Grothendieck-integrais de tipo limitado de E em F', respectivamente.
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Proposicao 2.3.8. Sejam f € H(E; F), S € L(F;Y)eT € L(X;E). Se f € Heo(E; F),
entdo So foT € Hey(X;Y), onde © é N ou PI ou GI.

Demonstracio. Como d™f(0) € Po(™E; F) m € N, temos que
d"(So foT)(0)=Sod"f(0)oT € Po("X;Y)
Além disso,
1S o d™ f(0) o Tlle < |IS] - "™ £(0)lle - I T]™
Portanto So foT € Hey(X;Y). O

Proposicao 2.3.9. Se (Po(™FE; F))°_, é um tipo de holomorfia de E em F, entdao Pe (™ FE; F) C
Heow(E; F) para todo m € Nyg. Em particular, Py(™E; F) C Hyo(E; F), Ppi(ME; F) C
Hp]b(E; F) € PG[<mE; F) C HGlb(E; F)

Demonstracao. Seja P € Pg(™E; F'). Usando a condicao (1) da Defini¢ao 2.2.1 ¢ o Exemplo
2.1.3, temos que

PePo("E;F)CP(ME;F) C H(E; F),

bem como
00 1.
P) =" =d*PO)()
k=0
com
1 o _ m! S (m—k) (*) o
1

—d*P(0)(t) = P(t) se k=m.

Portanto, OZkP(O) € Po(*E; F) para todo k. E facilmente temos que

1
E

. 1 7k
tin (G 1EPO]e) =0

Portanto P € Hey(E; F).

A seguir enunciamos um resultado cuja demonstragao pode ser vista em [29].
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Teorema 2.3.10. [29, Teorema 17.17]. Se f € H(E; F), entao —dmf € H(E;P(MEF)) e
icZ’“ (icflmf> (a) = Ach ( sy AR f(q )) para todos m,k € Ny e a € E. Assim a série de

Taylor para —dm f em volta da origem, no ponto a, é dada por

(o)

m 1 m 1 m—+k
() = 3l (s 0) o)

k=0
Proposicao 2.3.11. Seja f: E — F uma funcao inteira. Entao f € Hey(F; F) se, e somente

se,

(1) %csz(a) € Po(™E; F) para todo a € E e m € Ny.

1

(77) limy, 0o (|| dmf( )||@) " =0 paratodoa € E.

Demonstracao. Obviamente (i) e (ii) sdo condigoes suficientes para f € Hep(E; F'). Reci-
procamente, dados f € Hey(F; F) e a # 0 € E, escolha ¢ > 0 com ¢ - ||la]| < 1. Temos que
%cfmf(O) € Po(™FE; F) para todo m € Ny, bem como limmﬂm(%ﬂcfmf(())ﬂe)% = 0. Seja
o > 1 da condicao (3) da Definigao 2.2.1. Como limm_,oo(%ﬂdmf(O)H@)% = 0, existe um
mo(e) € N, tal que

1, = EN\™

—lld"fO)lo < ()

L fo)e < (£
para todo m > my(e).

Seja C'(g) = max {{%Hd’”f(())”g (9)™ /m <me(e)} U {1}} Portanto

1. - g™
1 dm < (= .
—[d" ()l < C(2) - (=) (2.7)
para todo m € Ny. Mostremos (7). Seja m € Ny. Pelo Teorema 2.3.10, temos que
Ly =3 Lin (L im(0)) (@)
m! ~ m| (m+ k)!

Como, por hipétese, m+k —L_dmtk £(0) € Po(™*E; F) para todo k usando a condicao (3) da

Definicao 2.2.1, tem-se

1 -, 1 Sk —
L (g 0)) @) € PalmEi ),

bem como

" (™) @lle £ 0™ [t ™ Ol ol (28)

(m+ k)!
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Agora temos

Ljdnpayle = I3 o (mdmkm) @le
Por (2.8) < Zam+k Tk) A" f(0)le - [|all®

Por (27) < fjam ©-(E)"" lalt

L—e-|al

onde ¢ é tdo pequeno que ¢ - |lal| < 1.
Isto entao mostra que

1

J m /Ce)-e
lim ( —||d"f(a < lim —F————=¢
Jim, (Gl siate) " < i =

1

Fazendo ¢ — 0 temos que lim,, <$||csz(a)\|@> " = 0. Portanto isto prova (i) e (ii). [

2.4 Topologia no Espaco das Funcoes Inteiras
©-Holomorfas de Tipo Limitado

No espaco Hep(E; F') das fungoes inteiras ©-holomorfas de tipo limitado, consideremos

a seguinte familia de seminormas:

f € Hou(B5 F) = Iflo.p = Y 2 lld™ F(0)]o, (2.9

m=o

para cada p > 0.

A série acima converge para cada p > 0, pois

Tim (" f(0)]le)” = 0.

OOm

J € Hou(B:F) = fllo,, = D 2 sup 4" fa)lle < oo, (2.10)

m—o llall<p
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para cada p > 0.

Temos que

C.gm
sup —||d fla)lle <
lall<p ™! L —ep

(2.11)

para cada m e € > 0 tal que ep < 1, (isto segue facilmente da prova da Proposi¢ao 2.3.11),

para p > 0. Isto garante a convergéncia da série acima.

Proposicao 2.4.1. As familias de seminormas, || f||pr, , € || f|/;. , para f € Hpn(E; F) sdo

equivalentes em Hppp(E; F). Andlogos para Han(E; F) e Hyp(E; F).

Demonstragao. Claramente ||f||pr,, < | flp; , para cada f € Hpp(E; F) e p > 0. Além
disso para cada f € Hpp(E; F) tendo f(a) = $°°°_, +d™f(0)(a) uniformemente para a €

m=0 m!

{a € E/||a|| < p}, temos do Exemplo 2.2.5 e do Teorema 2.3.10, que

m (m + j)! 1 St ~
1" f(a ||m<Z Tt oy Oller -l
Entao
1flpr,, = Zp sup o Hd f(a)llpr
(m + j)! 1 AL .
< m dm+] 0 .
< ;Zp Tt Mm@ Oller -
_ m+] m+]) 1 Jm-ﬁ-j 0
mzojzo 'm' H(m_i_]y f( )HPI
= ZZpﬂ i =i H & f(0)pr
m=o j=m
o) J .
= ZZM — Hd’ (Ol 1
j=o0 m=0 )
Pela observacio 2.22 = » (2p) - ﬁ”djf(O)HP] = £1lp1, 2.
j=o ’
Entéo || fllpr,p < [ flpr, , < Ifllpr, 2 para cada f € Hen(E; F) e p > 0. O

Definigao 2.4.2. Dotamos Hey(E; F') com a topologia 7g gerada pela familia de seminormas
(2.9). Nos casos Hny(E; F), Hp(E; F) e Hon(F; F) por uma das equivalentes familias de
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seminormas (2.9) e (2.10) descritas acima. Obviamente o espago topoldgico gerada por
qualquer uma das familias de seminormas é um espaco localmente convexo de Hausdorff.

Denotamos por Hey(E; F') 0 espaco vetorial localmente convexo obtido desta maneira.

Proposigao 2.4.3. [Hey(F; F), Te] é um espaco de Fréchet. Em particular, [Hy,(E; F), Tn],
(Hpn(E; F), mpr] € [Han(E; F), 7ar] sdo espagos de Fréchet.

Demonstracao. Para ser um espaco de Fréchet, deve ser um espago localmente convexo
metrizavel e completo. Como a topologia gerada pelas seminormas || flle, , ¢ localmente
convexa, falta apenas mostrar que é metrizavel e completo.

Devemos mostrar que [Hep(E; F'), 79| é metrizdavel. Por um resultado para espagos ve-
toriais topoldgicos, um espago localmente convexo de Hausdorff é metrizavel se, e somente
se, existe uma seqiiéncia de seminormas que define a topologia ( ver [30, pdgina 38 12.2] ) .

Mas a familia enumeréavel de seminormas

F:{Hﬂl@,n/n:LQ?"'}

claramente define a topologia 7 em He,(E; F'), entao falta somente mostrar que [Hep(E; F), 76|
¢ completo. Seja (fx)72, uma seqiiéncia de Cauchy em [Hey(E; F'), 70]. Logo, dados € > 0
e p > 1, existe ko(e) € N tal que

1 - 1 - 1 5 1 -
| =" fi(0) = —d" [;(0)le < p"ll—d"™ f(0) = —d™ f;(0)]|e
< |lfx = fillew
g

< 3 (2.12)

para cada m € N e k, j > ko(¢). Logo para cada m, (%Jmfk(O))zozl é uma seqiiéncia de
Cauchy em Pg(™E; F) que é um espago de Banach. Logo, existe P, € Po(™FE; F) tal que
R S,
Jim —5d™ £i(0) = P,

em Pg(™E; F). Para cada p > 0 existe 0 < M, < oo tal que || fy|le, , < M, para todo k € N.
Segue que H%cszk(O)H@ < % para todos k e m.

Agora

1 Am 1 Am
1Pulle < [1Pm — —d™ fu(0)lle + || —d™ fi(0)lle

1. M
< P = —d" fi(0)]le + =2
m! p
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Fazendo k — oo temos que || P, |le < % para cada m = 0,1,..., o que implica que

Tim [[Pallg <
para cada p > 0. Fazendo p — oo, temos que

Jim [|P,5 =0.
Portanto

= me(x)

estd em Hep(F; F) pela Definicao 2.3.4. Agora resta mostrar que fr — f € Heop(E; F) na
topologia ¢ de Hey(E; F). Fixados e > 0 e p > 0, tendo que > _, p"||Pullo < o0 ¢

Zp H_d f;(0 ||®<Z

quando 0 < p < p;, entao temos que existe um n > O tal que

Z pm||—dmfg 0)le < < (2.13)
para cada j =1,2,... ¢
o . 8
> Pullo < = (2.14)
Como lim;_. %dmf](O) = P,,, para j grande o suficiente temos
n—1
S "o £5(0) ~ Pallo < (215)

Logo, escolhendo j, k e n adequados, temos que existe K (e, p) tal que
1 = fllo,, < ||fk—fj||e o+ 15— Fle, )
(por2.12) < =+ ||Z—dmfg ZP lo.,

IN

€ m 1 m m 1 m
Z+ZP I—d fj(O)—PmH9+2p I=5d" 15(0) = Pulle

£ € -
(por2.15) < S4° Zp ||—d £;(0 |@+Zp 1Plle

itat L
(por 2.13 ¢ 2.14) < Z+§L+Z+Z:€

para todo k > K (g, p). Entao fr — f em Hey(E; F). Isto conclui a demonstragao. ]



CAPITULO 3

TIPOS DE HOLOMORFIA E A
TRANSFORMADA DE BOREL

Neste capitulo introduzimos os conceitos de m-tipo de holomorfia e Transformada de
Borel. A introducao de tais conceitos e o desenvolvimento da teoria de equacoes de con-
volucao, foi um trabalho em conjunto com V. Favaro, baseado nos trabalhos de S. Dinnen
[14] , V. Féavaro [17, 18], C. Gupta [21], B. Malgrange [24] , A. Martineau [25], M. Matos
[28], X. Mujica [32], L. Nachbin [33].

Quando F' = C, denotamos Hey(E; C) por Hep(E). Para um m-tipo de holomorfia,

caracterizamos o espaco dual de Hey(F) usando a transformada de Borel.

3.1 m-Tipo de Holomorfia

Definicao 3.1.1. Seja f € H(E; F). O polinomio de Taylor 7, f.(x) de ordem n de f em a
para cada x € E é definido por

Tn,f.a(T) =

O seguinte lema prova que o polinomio de Taylor de ordem n na origem de f € Hey(E; F)

converge para f na topologia do espaco Hey(F; F).

29
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Lema 3.1.2. Seja f € Heo(E; F) e seja 7, 70 0 polinomio de Taylor de ordem n de f na

origem. Entao para cada p > 0, temos

| f = Turolle, — 0  quandon — oco.

Demonstracao.
00 1 o n 1 o
If = Tnsolle, = IIZEd FO) =2 7@/ (O0)]le,
! — k!
= |l Z _dk ||®p
k= n+1 !
oo pk. /\k
= > I FOle.
k=n+1

Como f € Hep(F; F), temos que

) 1, - '
tin (10l ) " o

im (2518 (0 %—1' Ly r o)) =0
Jim (25l d°fO0)lle ) = lim p { Hlld"f(O)lle ) = 0.

Portanto pelo teste da raiz a série seguinte converge:

=

Segue entao que

[e.9]

o*
Z lder

e assim
o0

pk % n—00
S Lldro)lle "= 0.
k=n+1
Agora definiremos um m;-tipo de holomorfia.

Definicao 3.1.3. Seja (Po(™E; F))X_, um tipo de holomorfia de E em F. Um ©O-tipo de

holomorfia é dito ser um m;-tipo de holomorfia se
(1) Para todos ¢ € E', b€ F e m € Ny, ¢"b € Po(™E; F) e ||[¢™blle = ||o]™]0]l-

(2) Para cada m, Py("E; F) é denso em (Po("E; F),| - [le).
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Exemplo 3.1.4.

(a) C. Gupta em [21], M. Matos em [28] e X. Mujica em [32] provaram que as seqiiéncias de
espagos de polindmios nucleares, polinomios (s;(r,¢))-quase-nucleares e polindmios
o(p)-nucleares, de E' em F', respectivamente, satisfazem as condigoes (1) e (2) da Defini¢ao

3.1.3. Portanto, cada uma destas seqiiéncias é um m-tipo de holomorfia de E em F'.

(b) Certamente a seqiiéncia dos polinémios aproximéveis (P4 ("E; F), || - )5, ¢ um tipo
de holomorfia de tipo 7. Veja [[14] p. 243, Exemplo 2]. Neste artigo S. Dineen introduz os

polinomios integrais e prova que
PA("E) =P (ME").

Veja [14,p 273, Lema 9].

(c) Mais geralmente, seja (Peo(™E; F))_, um tipo de holomorfia de £ em F satisfazendo (1)
da Definicao 3. 1 3. Se denotarmos a aderéncia de P¢(" E; F') para a topologia de Pg (™ E; F)
por Ps(mE; F) entao a seqiiéncia (Pf(mE F) > é um m;-tipo de holomorfia.

0

m=

Proposigao 3.1.5. Para cada m;-tipo de holomorfia © de E em F', Py(™FE; F') estd contido

em Po("E; F), e a aplicagao inclusdo é continua.
Demonstragao. Se P € Py(™E; F), entao dado € > 0 existe uma representagao
o
P=> "y (3.1)
i=1

onde (z)2, C E' e (y;)32, C F sao seqiiéncias limitadas tais que

DMzl el < (14 )l Pl (3.2)

i=1

Defina S, = >0 | ||#f||™[Jy:]l, logo de (3.2) (S,)52; é uma seqiiéncia de Cauchy. Agora seja
P, =>" 2" ®uy;. Sejae >0 dado acima, entao existe ng € N tal que n > j > ng, temos
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que
1B, = Pille = 1| > 2" @uille
i=j+1
< > " @uile
i=j+1
Pela Defini¢o 3.1.3 = > [|l2f|™ - |l
i=j+1

Por (S,,) ser de Cauchy < e.
Portanto P, = > ", /" ®y; é uma seqiiéncia de Cauchy em Pg(™E; F'), o qual é um espago

de Banach. Logo existe um @) € Po(™E; F) tal que ||S, — Q|le converge para 0 quando n

tende ao infinito. Logo da Proposicao 2.3.1, temos que
[5n = QI < o™ - [[Sn = Qlle-

E assim lim, o Sp(z) = > o @i(x)"y; = Q(z) ou seja Q(z) = P(x) para todo x € E.
Segue de (3.2) que ||Plle < || P]|n- O

O seguinte resultado segue facilmente da Proposicao anterior.

Corolario 3.1.6. Para cada m;-tipo de holomorfia © de E em F, Hy,(E; F) esta contido

em Hey(E; F), e a aplicagao inclusao é continua.

Proposicao 3.1.7. Se © é um m-tipo de holomorfia, entao o subespaco vetorial S de
Hew(E; F) gerado por {e?b: ¢ € E', b e F} é denso em Hey(E; F).

Demonstragio. Mostremos que e? - b € Hey(E; F) para todos ¢ € E', b € F. Como

o0 1
¢, _E —AHm.
b= 7Om!<ZS b

é claro que e - b € H(E; F). Como % b € Po(™E; F) para todo m = 0,1,2,... e, pela
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condigao (1) da Defini¢ao 3.1.3, segue

1 1
. I ™ . (. m
lim (—,||¢> ~bu@) ~ tim (—,||¢> ~bu)
m—oo m! m—00 m!
. 1, ™
= Jim (ool ol

_ 6]
= |8l - lim (W)
= 0.

Portanto e? - b € Hey(E; F') para todos ¢ € E', b€ F. Note que {e?-b:p € E' , be F} C
Hno(E; F) C Hep(E; F), pois [|¢™b]lx = [|o[|™[[b]]
Seja S a aderéncia de S na topologia Hey(E; F). Se f € Hey(E; F), entdo

f=2_ 510
k=0

Entao, pelo Lema 3.1.2, se cada k,dkf(O) € S, entdo f € S. Portanto basta mostrar que
Po(™E; F) C S, para cada m = 0, 1,2, ... Para provar que Po(™E; F) C S, basta mostrar
que P;("E; F) C S, para cada m = 0,1,2,.... De fato: seja P € Po(™E; F), entao segue
de (2) da Definigao 3.1.3, que existe uma seqiiéncia (P;)52, C Py(™E; F) tal que

|P — Pjlle — 0, quando j tende a oco.

Para cada p > 0, como P;, P € Hey(E; F') para cada j, temos que

m

p

|P — Pille, = ol |P — Pjlle = 0 quando j tende a oo.

Logo P € Ps(mE; F)° C 8, ou seja, Po(™E: F) C S. Para provar que P;(ME; F) C S,
basta mostrar que ¢" - b € S, para todos n = 0,1,2,..., ¢ € E' e b € F. Vamos fazer isto

por inducao sobre n. E claro que
b= Lo
n=0 n
para todos ¢ € E' e b € F no sentido de Hey(E; F'). Logo,

ew.bzzxil.b

n=0
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para todos A € C, ¢ € E' e b € F no sentido de Hey(F; F).
Logo para A € C, \ # 0, temos
2h—b 1.,
lim || —o-b| = lim | SN b (3.3)
IA|—0 A 0.0 [A|—0 — !
) = e,p
Como
1., P = b = P
ZEA] b =D PP 2HTH@SZ¢H 7 lo={>_—=-| <o
j=2 0, JI72 J=2 J=2
para |A| < 1, segue de (3.3) que
A h—b 1,
lim ||—— —¢-b < lim |A — N7 b = 0.
IA|—0 A ¢ 6, M- 0| - Z; ! ¢
J= O,p
Logo, ¢ - b € S. Suponhamos que ¢/ - b € S para todo j <n — 1. Entao
1 — o - b
lim || (b= =N : = lim |A —AJ" b|| (3.4
\Allino An—1 (6 Z . > n! IAl\mo : H Z @bl (34)
J 0 @7p 77’L+1 9,p
Como
<1 X Hb
Rl I PO R
. J! . J!
j=n+1 0., j=n+1 0,
para |A| suficientemente pequeno, segue de (3.4) que
n—1
, 1 v 1. Q" b B
i |5 ( P 'b> i
Jj=0 0,
Logo ¢" - b € S para todosn=0,1,2,..., 0 € E'ebec F. O

3.2 O Dual de Po("FE; F)

Suponhamos que © é um m-tipo de holomorfia de £ em F. Entao podemos definir a

transformada de Borel
Bo: [Po("E; F)| — P("E'; F')

dada por BoT(¢)(y) = T(¢™y), para todo T € [Po(™E; F)]', ¢ € E' ey € F. E claro que Bg

estd bem definida e ¢ linear. Por (1) da Defini¢ao 3.1.3, temos que Bg ¢ continua e ||BeT'|| <
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|T|| e usando a condigao (2) da Definigao 3.1.3, obtemos que Bg ¢é injetora. Denotamos
por Pe/(™E'; F') a imagem de Bg em P(™E’; F') e definimos a norma em Peo/(™E’; F') por
1BoTller = ||

Entao ([Pe(™E; F)]" |- ||) é isometricamente isomorfo a (Pe/(™E'; F'), || - |ler)-

Agora temos um interessante resultado envolvendo a transformada de Borel.

Proposicao 3.2.1. Seja (Po("E; F))>®°_, um m-tipo de holomorfia de E em F. Se a trans-

formada de Borel
Bo: ([Pe("E; F) .| -|l) = (P("E; F"), || 1)

¢ um isomorfismo topolégico sobre sua imagem, entdao Py (™ E; F') = Po(™E; F) como con-
juntos e a aplicagao identidade Py (™E; F) — Po(™E; F') é um isomorfismo topolégico.

(Estamos considerando a norma usual em P(™E"; F”)).

Demonstragao. Seja $g = ig o Py, onde ig denota a inclusao Py ("E; F) — Pg ("E; F) e
Oy: QP E' @ F — Py ("E; F) édadapor Oy ((2' ®...®2") @y) = 2’ (-)" y. Temos que
a transformada de Borel Bg ¢é a transposta de ®g. Como Bg é um isomorfismo topoldgico,
segue de [31, pagina 50, Teorema 12.4], que g é sobrejetora. Portanto ig é sobrejetora e o

resultado segue. O]

Definicao 3.2.2. Seja © um 7-tipo de holomorfia. Se T' € [Hep(E)] definimos a transfor-
mada de Borel de T denotada por BT, como a funcao definida em E’ dada por

BT (¢) = T(e?) € C, para todo ¢ € E.

T(e?) estd bem definida pois, e? € Hey(F) para cada ¢ € F'.

Definicao 3.2.3. Se (Po(™E))>_, um m-tipo de holomorfia de Eem C e f € H(E'), entdo

m=0

f € dita ser de ©'-tipo exponencial se:
(i) d™f(0) € Po(™E') para cada m =0,1,2. . ..

(77) existirem constantes C' > 0, p > 0 tais que

1d™ f(0)||er < C - p, para todo m =0,1,2. ..
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Denotaremos o conjunto de tais fungoes por Expe (E').

Proposicao 3.2.4. Seja © um m;-tipo de holomorfia. Se T' € [Hey(E), 70|, entdo BT €
Expe (E'), e a aplicacao
B: [H@b(E),T@], — E'xp@/(E/)

¢ um isomorfismo algébrico.

Demonstracao. + B esta bem definida:

Sejam T € [Hew(E), 0] € ¢ € E’, entao

BT(9) =T(e") =T (Z %cbm) =3 L)

Como Pg(™E) C Hep(E), podemos considerar a restrigao T,,, = T'|Pg(™E) e T,,, € [Po(™E)]'.
Como
(Po(™E))", I+ 1) = (Pe("E), |l ller),
para cada T, € [Po("FE)]’ existe um tnico polinomio P, € Pe/(™E") tal que
Tm(qu) = Prlrz(QS)? ||Tm|| = ||P7/n||9’7 m=0,1,2,...

Como T é continua, existem C' > 0 e p > 0 tais que para cada f € Hep(E) tem-se

TN <C- I flle-

Em particular, para cada @,, € Pg(™E), temos

T (@m)| = [T(Qm)| < C - [[Qmlle, = C - p"[[Qulle-

Assim
|Pller = [Tl = sup |Tn(Qu)| <C-p", m=0,1,2,...

[Qmlle<1

Portanto || P, |ler < C-p™ e P! € Po/(™E') para todo m =0,1,2,... Como

BT(6) = T(c?) = T (Z %asm) =3 T = Y Ph(o),

segue que BT € Fxpe(E').

F B é injetora:
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Como B ¢ linear, basta ver que BT = 0 implica que T'= 0. Se BT = 0 entao para cada
¢ € E', temos que
BT (¢) = T(e?) = 0.

Se f € Heu(E), como pela Proposicio 3.1.7, {e?: ¢ € E'}

seqiiéncia (e?7)%° | que converge para f. Como T é continua

= Hep(E) , existe uma

T(f) = lim T(e’") = 0.

n—oo
Portanto T'= 0 e B é injetora.

F B ¢é sobrejetora.
Seja H € Expe (E'). Entdo H(¢) = > oo =Pl (¢) onde P, € Pei(™E') e
P |ler < C-p™, para todo m =0,1,2...
Como P!, € Pe/(™E’), existe um unico funcional H,, € [Po(™E)]’ tal que
H,(¢™) = P (¢), paracada ¢ € E'e ||Hy| =[P lle m=0,1,2,...

Para cada f € Hey(E), com f = Q. fixo, seja

=S (@

m=0

Entao

WE

< S H @) 3 1l - [Qule
m=0 m=0

=0

3

Z 1P ller - 1Qmlle

< c. Zp [Qnlle
= O 1 flen

Entao para cada f € Hep(E), T(f) estd bem definida e |T'(f)| < C - | f|le, para cada
fe H@b(E). Entao T € [H@b(E)]/ e

BT(6) = T(e9) = 3 (™) = D J3Ph(6) = H(o)

para cada ¢ € E'. Logo, dado H € Expe/(FE'), encontramos T' € [Hep(E)|" tal que BT =
H. ]
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Exemplo 3.2.5.

(a) C. Gupta provou em [21] que se E’ tem a propriedade de aproximagao A-limitada, entao

a transformada de Borel By é um isomorfismo isométrico entre [Py ("E; F)] e P (™E'; F").

(b) M. Matos provou em [28] que se £’ tem a propriedade de aproximagao A-limitada, entao
/

a transformada de Borel By .,y € um isomorfismo isométrico entre |Pg . (. ) (mE)] e

P miay) (ME'), onde P (. 1) (" E) denota o espago de todos os polindmios m-homogéneos

(s (1, q))-quase-nucleares em E e Py m(q)) (ME'") denota o espaco de todos os polinomios

m-homogéneos (s, m (r'; ¢'))-somantes em E'.

(¢) X. Mujica provou em [32] que se E’ tem a propriedade de aproximagao A-limitada e
F ¢ reflexivo, entao a transformada de Borel B,y ¢ um isomorfismo isométrico entre
[Pop) (ME; F)]/ e Prpy (ME'; F'), onde Py, (™ E; F') denota o espago de todos os polinomios
m-homogénecos o (p)-nucleares de £ em F, e P (™E'; F') denota o espaco de todos os os
polinomios m-homogéneos 7(p)-somantes de E' em F’. Em particular, o resultado segue
quando F' ¢ igual a C.

A Proposicao 3.2.4 foi obtida em todos os casos nas correspondentes referéncias.

Para mais detalhes sobre os indices s,r, ¢, s',7’, ¢ e p, veja as correspondentes referéncias.



CAPITULO 4

TIPOS DE HOLOMORFIA E
OPERADORES DE CONVOLUCAO

Neste capitulo introduzimos os conceitos de mo-tipo de holomorfia e definimos os
operadores de convolucao sobre os espagos de funcoes inteiras ©O-holomorfas de tipo
limitado. Também introduzimos o conceito de uma colecao de fungoes holomorfas de U
em C ser fechada para divisao, o qual é uma condicao necessaria para provarmos teoremas
de divisao envolvendo a transformada de Fourier-Borel. E finalmente provamos teoremas de

existéncia e aproximagao de solugoes para equacoes de convolugao.

4.1 m-Tipo de Holomorfia

Antes de definirmos mo-Tipo de Holomorfia e os operadores de convolucao, vamos provar

um resultado necessario para o desenvolvimento da teoria

Proposicao 4.1.1. Sejam a € E e f € Hep(E). Entao:

~

(1) d™f(-)(a) € Hew(E) €
R 01—
A" f(x)(a) = Y 75 A" f(0)a" (a)
k=0
no sentido de Hep(FE) para cada m =0,1,2,. ..

39
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(i)

o0

(@)=Y —d"f(w)(a)

no sentido de Heyp(E), onde 1,0 = x4+ a, (1.f)(x) = f(1.2) = f(x +a).

Demonstracao. (i) Se f € Hep(E), entao a série de Taylor em volta de 0 em z, é

o0

fe) =3 - dmfO))

com d™f(0) € Po(™E), bem como

1

. L., m
i (ldle)” =0 (1)
Temos pelo Teorema 2.3.10 e pela férmula integral de Cauchy que

)= Y | 0] 0= Y g

k=0

Portanto
R 1 — Y
dnf(x)a) = .5 d"f(0)2" (a)
k=0
= Zl'dm“f f(0)z a™
k!
= 3 A0t
kO:OO ) S
- Z 7 d™ T F(0)a™ (z)
k=0

— d"f(a)(a). (4.2)

Como d™f(0) € Po(™E) para todo m, pela condicio (3) da Defini¢ao 2.2.1, temos que

/\
d"* f(0)a™e Po(*E)

— o tEml k!

IO flo < T 1" £(0)le - [|a™ (4.3)
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e entao

=

li 1 m % < N | 7tk 1 dAm+k 0 m .
Jim H_k! f(0)a™ |le Jim (mlo™ H—( Al f(0)]e - [lall
%

= o i ((olal)" it | s d 0]

CE
_ U;}LIEO ( 5 (UHCLH)m'm!) ;}EEO <||mdm+kf( )H@)k
Por (4.1) = 0.

para cada m = 0,1,2,.... Temos que d™f(-)(a) € Hep(E). Falta mostrar que

= dMERO0)() (a)
k=0

no sentido de (Hep(E), 7e). Considere p > 0 entao temos que

e Zk, [Wf >]<> = | X 5 O0F @
O.p k=v+1 0,0
= | SO ()
k=v+1 0,0
= > D)@ e
k=v+1

Por (4.3) < ) o™ A" FO)e - flal™

k=v+1 ( + k)
mlla|™ < (po)™" k
= H A" f(0)lle
P k;ﬂ (m+ k)!
_ ”aHmm' i 1 a?erkf(O)
o | 2, G Rl o

que converge a 0 quando v tende a infinito, pois f € (Hep(E), 7o)
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(ii) Dado f € Hey(E). A série de Taylor de (7,f)(x) em volta de 0 é:

o0

D

m=0

(7af)(2)

Por (4.2)

Linr, f(0) (@)

m)!

(4.4)

Como f € Hey(F) pela Proposigao 2.3.11, temos que (7,f) € Hep(E). Assim para p > 0

/\

1
k!

A" f(0)a™ ()

S}

temos que
m S L 1 N
Tof = Z —d = |12 g @O0 =Y — [Z
0, k=0 m=0 k=0
o0 pk - n 1 ﬁ\
k=0 m=0
— = 1 ki
k=0 |lm=n+1 o
< ZP Z T A f(0)a™
k=0 m=n+1 C)
o 00 pk0m+k -
Por (4.3) < Y Y Wk)!ﬂder fO)[le - [lal™.

Agora como f € Hey(E), tem-se que

(1 O
Jim (1 0)la)

ou seja, dado € > 0 existe C(g) > 0 tal que

1 m
(lld" (0

0,

>||@) < 0e) e

] O,p
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para todo m = 0,1,2,.... Escolhendo € > 0 e que oep < 1 e ||a|loe < 1, segue que

< Z Z pko_m+k . ||a||mc(5) L gmtk

rof =30 d" ()

O,p k=0 m=n+1
= e (St ) (3 ooy
k=0 m=n+1
que tende a 0 quando 7 tende a infinito. O

Definigao 4.1.2. Uma aplicacao O: Hep(E) — Hen(E) é chamada operador de convolugao
sobre Hep(E) se:

(1) O é linear;
(2) O é continua;

(3) O é invariante sob translagoes, no sentido de que para cada a € E, f € Hey(FE),
O(1af) = 1(Of).

Temos da Proposicao 4.1.1 que 7,f € Hep(E) quando f € Hep(£). Chame de Ag o
conjunto dos operadores de convolugao sobre He,(E), o qual é uma &lgebra com unidade,

sob a composicao de operadores como multiplicacao e as operagoes usuais de espaco vetorial.

Definicao 4.1.3. Se T € [Hep(E), To]’, entao existem C' > 0 e p > 0 tais que

TN < Cliflle, (4.5)
para cada f € Hey(E). Para cada P € Po(™E) com A € L5(™E) tal que P = A, definimos
o polinomio

T (@) . E—C
y— T (A()"y" ")
pertencente a P(™ *E) para cada k < m.

Note que A(-)kym=F = %cﬁ“P()(y) e, pela Proposicao 4.1.1, pertence a Hep(E) sem-
pre que P € Pg(™E) com k < m.
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Definigao 4.1.4. Seja (Po(™E))_, um tipo de holomorfia de £ em C. O tipo de holomorfia

m=0

O é dito ser um my-tipo de holomorfia se T(W) € Po("*E) e
IT(AC))lle < CP*IPlle
para cada k <m, T € [Hep(E)] e P € Po(™E), onde C e p sao os de (4.5).

Problema aberto: Sob quais condi¢des em E o espago dos polindbmios homogéneos

continuos aproximaveis, P4 ("E) = Ps(™E), é me-tipo holomorfia? Observe que: pela
definicao dos P4(™FE), basta provar a definicdo para os polindémios do tipo finito. Seja
P=>37"_ ¢ €P;("E), onde P = A, A€ L;("E). Entdo

T(A()F)(y) = Z T(5)e " (y),

assim
n

T(ACR) =Y T()e) ™ € Pe(" ™ E) C Py (""E).
j=1
Como ¢¥ € Pr(*E) C Ha (E),
TN < Cllgsllap < C - p*llsll*

Logo,

ITAOI = 13 T(eer
< S ITEI- ey

< DOl g™

j=1

= C- 0" llesl™
j=1
< C-p*|Pllny,

sendo || P||ns = inf {Z?:l Hg0j||m}, onde infimo é tomado sobre todas representacoes finitas

de P. Sabemos que se £’ tem a propriedade de aproximagao limitada, entao || P||ns = || P||~,
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para cada P € Py (™E). Entao se £’ tem a propriedade de aproximagao limitada e || P|| =
| P||ny para cada P € Py (™E) entdo Pa("E) é my-tipo holomorfia. Porém neste caso o
espago Py (ME) = Pn("E).

Teorema 4.1.5. Seja (Po(™E))>_, um mo-tipo de holomorfia. Seja T' € [Hep(E)]. Entao,
(T % f)(x) == T(72f), * € E define uma funcao T x f € Hey(E) para cada f € Hep(E).
Além disso, a aplicacao f € Hep(E) — T * f € Hep(FE) é um operador de convolugao.

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que (T * f) € Hep(E), ou seja (T * f) esta bem definida.

Pela Proposicao 4.1.1, temos que para cada x € F,

(5 )() = T(rm:T(Z L f( ) > r D T E 00N @. @0

Agora, como (Pg(™FE))%_, é um m-tipo de holomorfia, segue que T(d**™ f(0)(-)*) €
Po(™E) para cada m e existem p, C' > O tais que |T'(f)| < C||f|lo ,, para cada f € Hep(E)

(§
/\

IT(d*™ F(0)(-)")lo < Cp*(ld™* F(O)]lo- (4.7)

Seja pg > p, entao
/\
le

Zk, (d’“*m ><->’f) < Z,% (W 0"

(por 4.7) < Zﬁcwndm““f(mng
k=0 "

S}

o] 1 R
(porp<py) < 3 ng’Slldm“f(O)IIe
k=0

IA

m e 1 " -
C—mz— A F0)]o
Po 1, kim

| > om-+k
Por (2.1) < C— — metk dm+kf o
1) < OZE > b IO

m! (200)

= C— Z 1d*£(0) o
Po P
ml
Py’ 0.200
m!

IA

C—|flle,2p < 0.
Po
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Logo, a série
>ouT (d“mf(ox-)k)

converge para um polinomio P, € Po(™FE) e temos que

m)
[ Prlle < C’p—mllfllezpo (4.8)
0

e portanto

m—0o0

1 1
. 1 m . 1 m! m
lim [ —||Pnlle < lim _C_meH@on

m/! m—oo \ ! pf

IN

1 . 1
— lim (C||fllezp)™
po m—o0

1

po

Como isto vale para cada py > p, fazendo py — oo tem-se que

1
i (leale)” <o
Segue de (4.6) que
(T f) = i %Pm € Hop(E).
m=0
(1) T'x ¢ linear, pois dadas f, g € Hep(E) e A € C, temos que
T+ (f +Ag)(x) = T(7a(f + A9)),
para cada x € E. Entao
([ +A9) (W) = (f+ A9y + ) = fly +2) + Mgy + 2) = = f (y) + AMag(y),
para todo y € E, e Conseqiientemente
.(f+ Ag) = 7o f + Mg,
Assim

T*(f+Ag)(w) = T(r(f+Ag) =T (raf + A12g)
= T(ruf) + AXT(129) = T x f(z) + AT % g(),
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para todo x € E. Logo,
x(f+XNg)=Txf+ATxg

e, portanto, T é linear.

(2) Para provar que a aplicagao
fe H@b(E) —Txfe H@b<E)

é continua, sejam p; > 0 e py = p1 + p > p. Entao, da linearidade e da defini¢ao de || - |lo p,,

temos

T
1T+ fllesp = Z —llPnlle
;

por (4.8) < |l flle2o+s)

0m p+p

( o +p >Hf||®,2(p1+p)

< leexiste C7 < ootal que) < Chil flle2(p+p)-

IA

( P1
(p1+p)

logo, T'x é continua.

(3) Para mostrar que T'x é invariante sob translagoes, sejam f € Hep(E) € a,x € E,

entao temos

(T 7af)(x) = T(ra07af)

= T

= (T'xf)(z+a)

= 7T % f)(x).
Portanto T  7,f = 7,(T * f) para cada a € E. O
Teorema 4.1.6. Seja (Po (™ E))2_, um m-tipo de holomorfia. Considere a seguinte aplicacio

Y Ae — [Hen(E))
O — %(0): Hep(E) — K
o= 2(0)(f) = (Of)(0).

A aplicagao v, é linear e bijetiva de Ag em [Hep(E)]'.
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Demonstracao. Considere a seguinte aplicagao
Yo [Hew(E)] — Ae
T — ﬁg(T) = (0. H@b(E) — H@b(E)
fo= 3WT(f)=0(f) =T/,

onde T * f(z) :=T(7.f) € K para cada € E. Pelo Teorema 4.1.5, 47" é um operador de
convolucao para cada T € [Hep(E)]'. Para, T, S € [Hop(E)] e A € C, temos

Yo(T + AS)(f) = (T + AS) = f,
para toda f € Hep(F) e
(T +AS) * f(x) = (T + AS) (7 f) = T(7uf) + AS(7af) =T * f(z) + M S * f)(2),

para todo x € E. Logo,
Yo(T'+ AS) = o(T) + A0 (5),

o que implica que 7y é linear.

Agora considere O € Ag, a composigao Jyoyy e v € E:

{Bo 0 (0NN ) = {(wO)(f)}(x)

)
(pela definicao de 7)) = [70 * f](x)
(pela definigao de T f) = (7O)(7.f)
(pela definicio de 140) = [O(r./)](0)
(O & invariante sob transalcio) = 7,(Of)(0)
= Of(0+2x)
= Of(x).

Logo, Y © 7 é a identidade em Ag. Considere agora T' € [Hey(E)]' € v © Yo:

oo (DI = (D)
(pela definiio de 75) = [5(T)}/(0)

(pela definicao de 35) = (T = f)(0)
= T(nof)

(
= T(/).
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Logo, vs © 7 € a identidade em [He,(E)]'. Com isso tem-se que vy é bijetiva, e a linearidade

¢é clara. 0

Definigao 4.1.7. Seja (Po(™FE))%_, um mo-tipo de holomorfia. Dados T3, Tz € [Hew(E)],
definimos o produto de convolugao ou simplesmente a convolugao de Ty e Ty em [Hey(E)]

por
Ty + Ty := 79(01 0 O3) € [Hen(E)]',
onde O =Tix e Oy = THx.

Considere as dlgebras com unidades (Ag, +, -, o) e ([Heo(E)]', +, -, *). Entao 7

preserva o produto. De fato, observe que

Y0(O1)(f) = vo(Trx) f = (Ty = f)(0) = T1(f)
para toda f € Hep(F), portanto vo(T1%) = T1. Assim
16(010Oa)(f) = (O100:(f))(0)

= (Ti* (T2 = £))(0)
= Ty (1o f)

(7601) * (10O02)(f) = 70 [(v(T1%)*) o (ya(T2x)%)] (f)
= [(vo(T1%)x) o (v6(T2%)*)(f)] (0)
= Yo(T1%)[vo(T2x) * f]
= Ti(Tz= f),
para toda f € Hey(F). Logo

Y6(O1 0 O2) = 75(O1) * 79(Os).

Além disso, o produto de convolucao é associativo e o espaco tem um elemento neutro
0 € [Hew(E)], dado por §(f) = f(0). De fato, como 14, = idpe, (k) ¢ a unidade em Apg,

temos

5(f) = ’791Ae<f) = 1A@f(0> = f(O)
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para cada f € Hep(E).
Agora, para T € [Hey(E)]' e f € Hoy(F), temos que

(T0)(f) = 7((T*) o (6%))(f)
() © (0%)(£))(0)
(T (0% [))(0) =T (0 f) = T(f),

e essa ultima igualdade é valida pois

(05 f)(x) = 0(7af) = 72f(0) = f(2),

para todo x € E. Assim T %6 = T e, por outro lado,

O =T)(f) = 70((0%) o (T))(f)

= (6% (T* 1))
= (T f) =T f(0)
= T(f).

logo, 0 xT'=T.
Assim ([Hep(E)]', +, -, %) com elemento unidade 0, dado por 6(f) = f(0) para cada
f € Hep(E), é chamado dlgebra de convolugao.

Teorema 4.1.8. Se (Po("E))X_, é um m e my-tipo de holomorfia, entao a aplicagao
B: [H@b(E),T@]I — Exp@/(E')
estabelece um isomorfismo de algebras.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2.4 temos que B é um isomorfismo algébrico. Resta provar

que B preserva os produtos nas dlgebras. Seja T' € [Hey(E)] e ¢ € E’, temos que
(T * e®)(x) = T(1,e%) = T (e?)
pois 7,e? = e?®) . ¢? para cada x € E. entdo

Txe? =e?-T(e?). (4.9)
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Entao dados Ty e Ty € [Hey(E)],

B(Ty+To)(¢) = (Ty+Ty)(e?)
Definigao (T7 * Ty) = o(T1 * o Tox)(e?)
Definicio 79 = (T * o Tyx)(e?)(0)
Definicio Tix = Ti(10(Ts * €?))
Definicio de 7 = Ty(T5 * (€?))
Por (4.9) = Ti(e® - To(e?))
= Ti(e?) - Ty(e?)
= B(T1)(¢) - B(T2)(9)

para cada ¢ € E'. Entao B(T * Ty) = B(11)B(13). Isto completa o resultado. O

Exemplo 4.1.9. C. Gupta em [21], M. Matos em [28] e X. Mujica em [32] provaram que se
E’ tem a propriedade de aproximacao A-limitada, entao os espacos de polinémios nucleares,
polinémios (s; (1, ¢))-quase-nucleares e polinémios o(p)-nucleares, de E em C, respectiva-
mente, satisfazem as condicoes da Definicao 4.1.4. Portanto, cada uma destas sequéncias é
um 7mo-tipo de holomorfia de E em C.

Os resultados dos Teoremas 4.1.6 e 4.1.8 foram obtidos nos casos correspondentes nas re-

feréncias correspondentes.

4.2 Teoremas de Existéncia e Aproximacao

Teoremas de divisao para fungoes inteiras tém uma importancia fundamental para
demonstracao de teoremas de aproximacao e existéncia de solugoes para equacoes de con-
volugao. Para obtermos teoremas de divisao envolvendo a transformada de Borel introduzi-

mos um novo conceito.

Definigao 4.2.1. Seja U um subconjunto aberto de E e F(U) uma colecao de fungoes
holomorfas de U em C. Dizemos que F(U) é fechada para divisao se, para cada f e g em
F(U), com g #0e h = f/g uma funcao holomorfa em U, nés temos h em F(U).
A notagao quociente h = f/g é o mesmo que f(z) = h(z) - g(z), para todo z € U.
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Nao ¢ facil provar os resultados de divisao no sentido da Definicao 4.2.1 para o espaco
das funcoes inteiras de tipo exponencial. Alguns exemplos foram obtidos por C. Gupta em
[21] e por M. Matos em [28] para os espacos Exp(E) and Exp(sm(rq)(F), respectivamente.

O seguinte resultado foi provado por Gupta em [21].

Lema 4.2.2. Seja U um subconjunto aberto e conexo de E. Sejam f e g func¢oes holomorfas
em U, com g nao identicamente nula, tal que, para qualquer subespaco afim S de E de
dimensao 1, e para qualquer componente conexa S’ de SN U na qual g ndo é identicamente
nula, a restrigao f|s é divisivel por g|s, com o quociente sendo holomorfo em S’. Entao f
é divisivel por g com o quociente sendo holomorfo em U.

Teorema 4.2.3. Seja (Po(™E))S_, um 1 e 7y tipo de holomorfia. Se Fxpg/(E') é fechado
para divisdo e T},Ty € [Heu(E)] sdo tais que Ty # 0 e Ty (Pexp¢) = 0 sempre que
Tox Pexpgp=0com ¢ € E' e P € Pg(™E), m € Ny, entao BT; é divisivel por BT, com o

quociente sendo um elemento de Expe/ (E').

Demonstra¢ao. Seja S um subespaco afim de E’ de dimensao 1. Entao é claro que S é da
forma {¢; + tgo;t € C}, onde ¢1,¢o € E’ sdo fixados. Suponhamos que ¢y é um zero de

ordem £ de
92 (t) = B(T2) (¢1 + te2) = Ty (exp (¢1 + L)) .
Entao temos
Ty (¢} exp (¢1 + toda)) =0,
para cada j < k. De fato, temos que

92 (t) = T (exp (61 + t2)) = (t — to) (1),

onde ®(ty) # 0. Logo, toda derivada de ordem j < k de g é nula quando avaliada em t.
Além disso, gy = To o ¥, onde V(t) = exp(¢; +t¢s), entao aplicando a regra da cadeia temos

0= d(g2)(to) = d(T20V)(to) = d(12)(¥(to))od(¥)(to) = Tood(¥)(to) = Ta(¢2 exp(d1+todz)).

Aplicando sucessivas vezes, temos que para todo j < k,

To (¢ exp(é1 + toda)) = d(ga)(to) = 0.
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Agora, para x,y € F, temos

(Ty * ¢ exp(dr + tog2))(x) = To(To(dh exp(dr + tog2)))

7o (03 exp(d1 + tod2))(y) = ¢gexp(or + toda) (y + ) = (¢a(y + ) el N1 lvFHtod2lu)
Mas, .
(@aty-+ ) = (6n(0) + a0 = 3 (7 ) enl) " 0at)p ",

m=0

logo

J .
ra(ohexp(on + 100a))(5) = 3 (1) Gl afa)) e o,

Entao

7 .
Ty Ghexp(on + todn))) = T (Z () <¢2<w>>J'-me¢1<x>+f0¢2<%?e¢l+t0¢2)

|
M\).
3 <

| ) (¢a())I~m e @ H02OT (91 exp(¢y + toga)),

e, portanto

Ty * ¢h exp (¢ + togs) = (7‘;) @ " exp (¢1 + toda) Ta (64" exp (1 + toda)) = 0,
0

m=

para cada j < k. Assim segue da hipotese que T} (qﬁ% exp (o1 + togbg)) =0, paratodo j < k, e
isto implica que to é um zero de ordem pelo menos k de g (t) = BT} (¢1 + tp2) = Ti(exp(¢r+
tps)). Portanto BT} g é divisivel por BT3|s e o quociente é holomorfo em S. Como S é conexo,
pelo Lema 4.2.2 temos que BT} é divisivel por BT, e o quociente é inteiro em E’. Portanto
segue da Definigao 4.2.1 que o quociente pertence a Fxpe (E'). O
Teorema 4.2.4. Se (Po(™E))X_, é um 7 e m tipo de holomorfia, Expe/(E’) é fechado
para divisao e O pertence a Ag, entdo o subespago vetorial de He,(E), gerado pelas solugoes
exponenciais polinomiais da equacao homogénea O = 0, é denso no subespaco fechado de

todas solugoes da equacao homogénea, isto é, o subespago vetorial de Hep(E) gerado por

L={Pexpp;P € Po("E),meNy,pecE O(Pexpyp) =0}
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¢ denso em

ker O = {f € Hey(E); Of = 0}.

Demonstracao. Se O é igual a 0, o resultado segue da Proposicao 3.1.7 pois, nesse caso
ker O = Hey(E). Suponha que O é diferente de 0. Pelo Teorema 4.1.6, existe T in [Hey, (E)]',
T diferente de 0, tal que O =T * . Agora suponha que X em [Hey (E)] é tal que X|; = 0.
Entao pelo Teorema 4.2.3, existe h em Ezpes (E') tal que B(X) = h-B(T). Pelo Teorema
4.1.8, existe S em [Heyp (E)] tal que h = B(S) e B(X) = B(S)-B(T) = B(S *T). Portanto
X = SxT eparatoda f € kerQ, temos que Xxf = Sx(Tx f) =0e X (f) = (X % f) (0) = 0.
Assim mostramos que todo X in [He, (F)]' que se anula no subespaco vetorial de Hey (E)
gerador por L se anula em ker O. Portanto, como conseqiiéncia do Teorema de Hahn Banach,
temos que o subespago gerado por L, denotado por J, é denso no ker O, pois caso contrario
existiria fo € ker O\J e pelo Teorema de Hahn Banach existiria X € [Hey(E)] tal que
X(fo) £0 ¢ X|; =0. a

Teorema 4.2.5. Se (Po(™E))X_, ¢ um m e m tipo de holomorfia, Fxpe/ (E') é fechado para

m=0

divisao e O pertence a Ag, entao sua aplicacao transposta O! tem as seguintes propriedades:
(i) O'([Hey (E)]') é o ortogonal a ker O em [Hey, (E)] .

(it) O' ([Hes (E)]') é fechado para a topologia fraca-estrela em [He, (E)]" definida por
Heop (F) .

Demonstragdo. Se O éigual a0, o resultado é claro. Seja O diferente de 0 e T’ € [Hey, (E)]' tal
que O =T . Para cada X € O ([Hey (E)]') existe S € [Hey (E)] satisfazendo X = O (S5).
Como, para cada f € ker O temos X (f) = O'(9) (f) = S(Of) = 0, entdao O ([Hey (E)|)
estd contido no ortogonal a ker O. Por outro lado, se X pertence ao ortogonal a ker O,
vamos provar que X = S * T, para algum S no dominio de O'. Temos que X(f) = 0 para
toda f € ker@. Como O # 0, temos que T" # 0 e além disso, se T x Pexp¢ = 0 entao
O(Pexp¢) =0, dai Pexp ¢ € ker O e, portanto, X (P exp ¢) = 0. Entao pelo Teorema 4.2.3
existe h € Eaper (E') tal que B(X) = h-B(T) e pelo Teorema 4.1.8 existe S € [Hey (E)]
tal que h = B (S) e portanto B(X) = B(S)-B(T) =B (S« T). Portanto X = S« T e para
cada f € Hep (E), temos que

X () =SE«T)(f) = ((S*T)+ [)(0) = (5 (T* f)) (0)
=S(Txf)=8(0f)=0"(5)(f),
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e isso implica que X = O'(S) e portanto X pertence a O' ([Hey (E)]) . Portanto (i) estd
provado.
Agora note que o ortogonal a ker O é igual

{T € [Hey (B)]';T(f) = 0,Vf € ker O} = ﬂ {T € Hew (E); T(f)=0}.

f€ker O

Agora, para cada f € Hep (E), {T € [Hey (E)]'; T (f) = 0} é fechado na topologia fraca-

estrela em [Hey (E)]. De fato, se (A;)ie; é uma rede em
{T € [Hey(E); T(f) = 0},

convergindo para A para a topologia fraca-estrela, entao A;(g) converge para A(g), para
toda g € Hep(E). Em particular, para cada f € ker O, A;(f) converge para A(f) e como
A;(f) = 0, para todo i € I, segue que A(f) = 0. Logo, A € {T € [Hew(E)];T(f) = 0}
e, assim {T" € [Heu(E)|; T(f) = 0} é fechado para a topologia fraca estrela. Portanto, (i)

estd provado. O

Enunciaremos e provaremos o teorema de existéncia de solugoes para equagoes de con-

volugdo, mas para isto precisamos do seguinte resultado. Veja ([22], pdgina 308).

Lema 4.2.6. Se E e F sao espagos de Fréchet e u: E — F ¢é uma aplicagao linear e

continua, entao as seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) u(E) = F;

(b) u': F" — E' é injetora e u' (F") é fechado para topologia fraca-estrela de E’ definida

por E.

Teorema 4.2.7. Se (Po("E))5_, é um m e my tipo de holomorfia, Fxpe/(E') é fechado

para divisao ¢ O ¢ um operador de convolu¢ao nao nulo, entao O (Hep (E)) = Hep (E).

Demonstracao. Pela Proposigao 2.4.3, Hep (E) é um espago de Fréchet. Pelo Lema 4.2.6
(b) e pelo Teorema 4.2.5 (i), para mostrar a sobrejetividade de O, basta provar que O' é
injetora. Temos que O =T'x para algum T in [Hey, (E)], entdo para todo S € [Hey (E)] e
/€ He (E) temos que (O'S) (f) = S (Of) = S (T« f) = (S+T) (f) . Logo O'S = ST e
se O'S =0, entao S*T =0e B(S*T)=0. Como O =Tx # 0, segue que BT # 0 e como
B(S*T)=BS-BT, temos que BS = 0. Portanto S = 0 e isto implica que O é injetora. [J
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Exemplo 4.2.8. Se E’' tem a propriedade de aproximacao A-limitada, entdo os tipos de
holomorfia (Py(™E)) >, (73];, (si(r q))(mE)> e (Pop) (mE))OO_O sao mp e mo-tipos de holo-
AT m=0 m=

morfia, e os espacos Exp(E') e Exp(s mqy)(E'") sdo fechados para divisao. Em particular

obtemos os Teoremas 4.2.3, 4.2.4 ¢ 4.2.7 para os casos de C. Gupta [21] e M. Matos [28].

Problemas em aberto:

(1) O espago Exp,, (E) de X. Mujica [32] é fechado para divisio? Se sim, os resulta-
dos de aproximagao e existéncia (Teoremas 4.2.4 e 4.2.7) sao verdadeiros para equagoes de
convolugao em Hy(,) (" E).

(2) E possivel obter um “algoritmo”deste tipo para fungdes holomorfas de um dado
tipo (nado necessariamente limitado) e uma dada ordem? Se for possivel, tais resultados
generalizariam resultados obtidos por V. Favaro [17, 18], A. Martineau [25] e M. Matos
26, 27].



CAPITULO 5

FATORACAO DE FUNCOES
INTEIRAS NUCLEARES DE TIPO
LIMITADO

5.1 Funcoes Inteiras Nucleares, Pietsch-Integrais e

Grothendieck-Integrais de Tipo Limitado

Neste capitulo, continuamos o estudo sobre a caracterizacao da propriedade de Radon-
Nikodym em termos de classes de aplicagoes holomorfas de tipo limitado. Estudamos as
relagoes entre o espago H,(E; F') das fungoes inteiras de tipo limitado, o espago Hyy(F; F)
das fungoes inteiras nucleares de tipo limitado, o espaco Hpp(E; F') das fungoes inteiras
Pietsch-integrais de tipo limitado, e o espago Hap(F; F') das fungdes inteiras Grothendieck-
integrais de tipo limitado. Estendemos para o caso de funcoes inteiras resultados de R.
Alencar [2] e R. Cilia e R. Gutiérrez [10] no caso de polinémios m-homogéneos.

Como sempre, temos as inclusoes continuas Py("E; F) C Ppr("E; F) C Par(™E; F),
com ||Pllar < |Pllpr < || P, assim temos que Hyy(E; F) C Hpn(E; F) C Hen(E; F) e
as inclusoes sao continuas. Veremos resultados sobre as condicoes em E que garantem as

inclusoes opostas.

57
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A seguinte proposigao estende os resultados de R. Alencar [1, 2].

Proposicao 5.1.1. Seja F um espaco de Banach. Entao as seguintes condicoes sao equiva-

lentes.
(1) E' tem a propriedade de Radon-Nikodym.
(17) Existe m € N tal que Py(™FE; F) = Ppr(™E; F) para todo espaco de Banach F'.

(i1) Para cada m € N e cada espago de Banach F tem-se que Py(™FE; F) = Pp;("E; F),
com

mm
|Pllpr < ||Pllv < WHPHPI-

(iv) Hao(E; F) = Hpnp(E; F), para cada espago de Banach F. Neste caso os espagos
Hno(E; F) e Hpp(E; F) sao topologicamente isomorfos, para cada espago de Banach
F.

(v) Ly(E; F) = Lp;(F; F), para cada espago de Banach F.

Demonstragao. (i) = (iii). Veja R. Alencar [2, Proposicao 1].

(1) = (uit) é claro.

(17) = (i). Veja G. Botelho e D. Pellegrino [4, Teorema 3.

(17i) = (iv). Seja F' uma espago de Banach. Como sempre, temos Hyy(F; F) C
Hpn(E; F). Mostremos a inclusao oposta. Seja f = > >~ #cimf(O) € Hpn(E; F), com
Py = 5d™£(0) € Ppr(™E; F) para todo m € Ny e limy, .o (|| Pl pr) = = 0.

Como P, € Pp;("E; F) para todo m € Ny, entao por (ii), temos que P,, € Py("E; F)
para todo m € Ny. Além disso ||P,||n < 25| Pyl pr. Logo

1

1 m™ m m S L oo
UPnllv)™ < { —lPuller | = —=lPullpr <e-[|Pullp; — 0.
m! m!

Portanto f € Hyu(E; F). Segue das desigualdades anteriores que os espacos Hyy(E; F)
e Hpp(E; F) sao topologicamente isomorfos.

(iv) = (v). Seja T € Lpr(E; F). Da Proposigao 2.3.9 segue que, T' € Lp;(E; F) C
Hen(E; F) = Hao(E; F). Assim T' € Hyy(E; F). Portanto T € Ly (E; F).

(v) < (i). Veja Alencar [1, Teorema 1.3]. Neste caso aplicacao identidade de Ly (E; F')

em Lp;(E; F) é uma isometria. O
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Observagao 5.1.2. D. Carando, em |7, Teorema 1.4], provou que se E’ tem a propriedade de
Radon-Nikodym, entao para cada espago de Banach F, os espacos Py("E; F) e Ppi(™E; F)

sdo isométricos. Assim a condicdo (ii7) poderia ser trocada por esta.
A seguinte proposigao estende resultado de R. Cilia e J. Gutiérrez [10, Teorema 3].

Proposicao 5.1.3. Suponhamos que E’ tem a propriedade de aproximacao. Entao as

seguintes condicoes sao equivalentes.
(i) E' tem a propriedade de Radon-Nikodym.

(17) Para cada m € N e cada espago de Banach F tem-se que Py("E; F) = Pg;("E; F),
com

mm
I1Pllor < 1Pl < " 1Pl

(13) Hno(E; F) = Hen(E; F), para cada espago de Banach F. Neste caso os espagos
topolégicos Hyw(E; F) e Han(E; F) sdo topologicamente isomorfos, para cada espaco
de Banach F'.

(iv) Ly(E; F) = Lgi(F; F) para cada espago de Banach F'.

Demonstracao. (i) = (ii). Veja R. Cilia e J. Gutiérrez [10, Teorema 3|.
(17) = (dit) e (1ii) = (iv) Andlogos a Proposicao 5.1.1.
(1) & (iv). Veja [13, Teorema VIII.4.6].
[

Observagao 5.1.4. D. Carando, em [6, Corolario 3], provou que se E’ tem a propriedade
de Radon-Nikodym e propriedade de aproximagao, entao para cada espago de Banach F', os
espagos Py (" E; F) e Par(™E; F) sdo isométricos. Assim a condicdo (i7) poderia ser trocada

por esta.

A seguinte proposigao foi provada por R. Cilia e Gutiérrez em [10, Proposigao 5]. Daremos
uma outra demonstragao desta proposicao, pois as estimativas obtidas na demonstragao serao

chave fundamental na prova da proxima proposicao.

Proposicao 5.1.5. Sejam P € Pg("E;F), S € L(F;Y) e T € L(X; E) operadores fraca-

mente compactos. Entao
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(a) So P € Pp;(ME;Y). Além disso, existe C'= C(S) > 0 tal que

|SoPllpr <C-||Pllar.

(b) JpoPoT € Py("™X; F"). Além disso, existe C' = C(T') > 0 tal que

|Jro PoTlly < C™ [ Plar.
Demonstragao. (a). Como S é fracamente compacto, existem um espago de Banach reflexivo
R, operadores A € L(F;R) e B € L(R;Y) tais que S = Bo A ver [23]. Como P é

Grothendieck-integral Ao P € Pg(™E; R). Como R = R, segue que Ao P € Pp;("FE; R)
e||Ao P|pr=|AoPllar <||A|l-||P|lgr- Assim So P = Bo Ao P ¢é Pietsch-integral e

IS0 Pllpr =[[Bo Ao Pllpr <|[B|-[[AcPllpr < [|B] - [[All - | Pllar-
Tomando C = ||B|| - ||A]|, temos
|S o Pllpr <C-[|P|gr-

(b). Como T é fracamente compacto, existem um espago de Banach reflexivo R e operadores
A€ L(X;R)e B e L(R; E) taisque T = BoA. Como P é Grothendieck-integral, temos que
JpoPoB € Pg("R; F"). Como F” é complementado em seu bidual, temos que Jpo Po B
é Pietsch-integral. Como R é um espaco reflexivo, temos pelo Corolario 1.1.4 que R’ tem a
propriedade de Radon-Nikodym. Portanto pela Proposicao 5.1.1 temos que Jpo Po B é um

polinémio nuclear , com
||JFOPOB||N§€m'||JFOPOB||p[. (51)
Portanto Jpo PoT'= Jr o P o B o A é nuclear, com

|JpoPoT|y < |JroPoB|y-[A|™ Por(5.1)

< ||JpoPoB|pr-e™-||A|"™ (por [35] p. 60)
= |[JroPoB|gr-e™-[|A|™
< |[[PoBlar-e™-[|A[™

< e BIT - AT - 1 Pller-
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Tomando C' = e - ||B|| - [|A]||, temos que
| o PoTlly < C™ - ||Plar

O

Na seguinte proposicao, estendemos o resultado acima para o caso de funcoes inteiras de

tipo limitado.

Proposicao 5.1.6. Seja f € Hagn(E; F), e sejam S € L(F;Y), T € L(X; E) operadores

fracamente compactos. Entao
(a) SofeHpn(E;Y).
(b) JF o f ol € HN(,<X;F”).

Demonstragio. Seja f =>°_, Py € Hen(E; F), com P, = %csz(O) € Pgi(™E; F) para
1
todo m € Ny e lim,,, . || P& = 0.
(a). Como S é fracamente compacto e P, € Pg(™E; F) para todo m € Ny, segue da

Proposicao 5.1.5 (a) que S o P,, € Pp;("™E;Y) para todo m € Ny e existe C(S) > 0 tal que
1570 Pollpr < C(S) - | Pullcr-

Assim

lim (|80 Pullpr) < Tim C(S)% - (|| Pullar) ™ = 0.

m—0o0

Portanto So f € Hpp(E;Y).

(b). Como T ¢é fracamente compacto e P, € Pg (™ E; F') para todo m € Ny, segue entao
da Proposicao 5.1.5(b) que Jpo Py, oT € Pn("X; F") para todo m € Ny e existe C(T") > 0
tal que

3=

Jim (| Jp o Puo Ty < lim [C(T)"™ || Pullc]

m—00

= C(T)- I [Pl =0

Portanto Jp o foT € Hyy(X; F"). O
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5.2 Teorema de Fatoracao

Agora chegamos ao resultado principal deste capitulo. Uma funcao f € Hy(E;F)
pertence a Hyy,(F; F') se e somente se existem um espago de Banach Z, e um operador
fracamente compacto T' € L(E; Z) e uma fungao g € Hpp(Z; F) tais que f = goT. Uma
versao polinomial deste resultado foi obtida por R. Cilia e J. Gutiérrez [10].

Para provar o resultado principal do capitulo, provaremos o seguinte lema cuja prova é

uma adaptacdo do Lema 8.6.4 do livro de Pietsch [34].

Lema 5.2.1. Seja ();) € ¢;. Entao, dado € > 0, existe (p;) € ¢y tal que

DN <A+ 1Nl
j=1 j=1

el>pr>p>...>0.

Demonstracao. Note que
> k—oo
ak:Z\)\jl — 0. (5.2)
=k
Vamos construir (p;) € ¢co com 1 > p; > py > ... > p; > ... > 0 e satisfazendo
DNl < (T4) ) Il (5.3)
j=1 j=1

Se existe n = max{k € N : o, > 0}, definamos

b= (1+e)2, j<m
Tl a+jeF i

Note que para j > n

|/\]| S 0; = 0.
Entao
o7l = Y (9Nl
j=1 j=1

Para o caso em que o > 0 para cada k € N, tendo que o, — 0 existe n € N tal que:

(0ps1)? < min{%, 1}. (5.4)
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Fixe um n satisfazendo (5.4), e seja

,: { L
& (‘7J)i

Como o; — 0, entdo p; — 0 e (p;) € ¢p. Além disso, 1 > p; >
M+1 M+1
o =22 Nl 2 00 Il > 00

0] > (Z w) (Z oY |>

Jj=k+1

J<mn
J>n.

.2 p;j > ...>0. Note que

|\;| para cada k < M + 1 € N. Isto implica que:

(5.5)

Segue para cada M > n:

M
> ol = Z|/\k\+ Z pr ]
k=1

k=n+1

4

4

M+1 i M+1 i
Sl 3 7 (zm) : (zm>
k=n+1 Jj=k+1
M
— Zwu > (o)
k=n+1
- N NG
M+1 4 M+1 1
(Z |>\j|> + < > |>\j|>
j=k j=k+1
[ M+1 4 2 M+1 1 o
(Z |)\j|> - ( > |>\j|>
Jj=k j=k+1
M
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M+41 B M+1
(Por 5.5) < ZWH Z 2 (ZM \) > m
k=n+1 Jj=k+1
n M+1 7 M+1 %
- zmm{ (z A |) s ) |
k=1 j=n+1 j=(n+1)+1
[ M+1 2 M+1 2
+ (Z P\j|> — = Yol |
Jj=n+2 j=(M-1)+1
2Yas! 3 M+1 3
+ (Zw) . ( 3 w\) }
| \j=M J=M+1
n M+1 2 M+1 2
e (3 w) —(z w)
k=1 Jj=n+1 Jj=M+1
n M+1 2
< ’)\k|+2< |)\J|>
k=1 Jj=n+1
(Por 5.5) < 0y 4 2(0ps1)?
(Por 5.4) < 01+2~g-01
= (L+e)or=(1+2)) _|)l
j=1
como queriamos mostrar. [

Teorema 5.2.2. Dada f € H(E; F) ,

(l) f € HN(,(E; F)

as seguintes condigoes sao equivalentes:

(77) f admite uma fatoragao da forma

B ! ja
P
7z

onde Z é espago de Banach, g € Hyy(Z; F) e T € L(E; Z) é um operador compacto.
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(7i1) f admite uma fatoragao da forma

E—1 —F
A
R
onde R é um espago de Banach separavel e reflexivo, g € Hyy(R; F) e T € L(F; R) é

um operador compacto.

(7v) f admite uma fatoracao da forma

E

L . p
N
A
onde Z é um espago de Banach, g € Hpp(Z;F) e T € L(E;Z) é um operador

fracamente compacto.

Demonstracio. (i) = (i). Seja f € Hyy(E; F). Considere f =322 Ld™ f(0) com

m=1 m!

(a) %csz(O) € Pv(™E; F) paratodom=1...,
(6) lim o (a7 £ (0) [ ) 75 = 0.

Seja ¢ > 0. Como P, = %a?m f(0) é um polinémio nuclear, para cada m € N escolhemos

uma representagao nuclear

Po(z) = S A 0™ (@)]my™ (2 € B),

onde (ag-m));?‘;l C E, (y](-m))j'ozl C F com ||a§-m)|| =1= ||y§m)|| para cada j,m € N e

()\ém));‘;l € /; tal que

2 1< (14 )l Pl
J:
Pelo Lema 5.2.1, para cada m escolhemos (p(-m

; e cyeom 1> pi™ > pm > >
p§-m)2...>06

V72| < (14 )] Pl (5.6)

<
Il
_

M
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Agora, para cada m € N, definimos

w;": = [p§-m)]%, para cada j € N. (5.7)

Como p'™ 7% 0, entéo w§m) 2%, Além disso, \wj(-m)\ < 1 para todo j € N, pois \p§m)! <1

para todo 7 € N. Agora, para cada m € N, definimos o operador u,,: £ — ¢y por
U (T): = (w](-m)ag-m)(x)) o
7=1
Vejamos que u,, estd bem definido. Para cada x € E, temos que

0 < [wi™a{™ (@)] = [wi™] - ™ (@)] < W™ e - 2] < J0l™] - 2]

;m)a§m) (r) — 0, pois w

(m) j—o0

Fazendo j tender a infinito temos que w ;= 0. E claro que u,, é

linear para cada m. Entao temos que u,, € L(FE;¢y) , pois para cada m € N

[umll = sup [[um(2)]|o

llz]|<1

= suwp || (0™l (@)) "
=<1 J=1

= sup sup |w](-m)] agm)(m)‘
lzl<1 4

(Por |wj(-m)| < 1 para todo j € N) < sup sup ag-m) (x)‘

I llzl<t

— (m) =1
sup [la; || = 1.

J

Mostremos que u,, é compacto para cada m. Considere

ub (2): = (W™a™(2),. .., w™al™(2),0,0,...).

Entao
[ = uE) (@)oo = (@™ 0™ (@)1 [l

= sup [w™a{"(2)|
j>k+1

= sup |w{™]-[a{" ()|
j>k+1

< sup |w™|- [la{™]] - ||(x)]
j>k+1

=(umWﬂww
J>k+1
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. . . j—00 ,
que converge para zero, quando k tende a infinito, pois wi™ =% 0, mostrando que u,, €

J
limite de operadores de posto finito. Portanto u,, é compacto para cada m € N.
_1
Considere a seguinte seqiiéncia (5,,)5_; = (|| P |3 )oe_,. Temos por hipétese que G, —
0, logo temos que (5,,)5_, ¢ limitada, ou seja |5,,| < C para todo m. Seja T': E — cy(co) 0

operador definido por
T(z): = (Bnum(x)), _, paracada z € E.

Vejamos que T esta bem definido. Seja x € E. Logo

Bt () = (0,0,0,0,.. oo = [|Bmtim(z)l
< Bl - M| - [l
< |Bul - llz|-

Como f,,, — 0, temos que S, un(x) — 0 em ¢y. Portanto T estd bem definido. E temos que

IT[| = sup [|T(z)]

[l=[I<1

= sup sup ||ﬁmum(x)||00
lz<1 m

= sup|ﬁm| sSup ||um(x)||00
m =<1
< Csup |ug|

(Por ||un,|| <1 para todo m) < C < oo.

Entao T' € L(E; co(cp)).

Seja i, : cg — co(cg) a inclusao natural para cada m € N, definida por

(m)
I ((aj);-";l) . =1((0),(0),..., (aj)j?’ozl, (0), (0),...) para cada (a]-);-";l € .

Entao i,, o uy,: E — ¢o(cy) é um operador compacto. Assim, definindo para cada k € N e

r el

Ti(z) = (Brua(x),...,Lrur(z), (0),(0),...)
= Zﬁj-ijouj(x).
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Temos que T}, é um operador compacto para cada k € N e

(T =T = | (Bt () |

= sup ||Bnum(®)|s
m>k+1

SUD | G [t [ |

m>k+1

( sup |5m|) Jall.
m>k+1

k—oo . ,
Como f,, — 0, temos que T, “— T e conseqiientemente 7" é um operador compacto.

IN

IN

Para cada m € N, seja
1

-
1Pl %

Ny =

Sejam 7, co(co) — co € pj: ¢g — C as projecOes canodnicas. Se definimos para cada

méeN, Q: co— F por
On = ™A [y (O] -4,
Jj=1
entao ), € Pn("co; F) e
1Qmlln < i 1p; )™t - [0172 - A ™))
j=1

= an > TN
Jj=1

(Por 5.6) < am(1+¢)?|Pulln
1
(Pela defini¢do de ay,, para cadam € N) = (1 +¢)*||P,||3-

Se definimos g: ¢o(cp) — F por g = o~ Qum © Ty, €nta0 Qu, 0 T, € Pr(Mco(co); F) €

. s -
T ([|Qm o mullw) ™ < T (|Qumll ™)
< n;gnogn@mum%
< lim [(14 €)% (| Pulx)27 = 0.
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Portanto g € Hyp(co(co); F). Mais ainda

goT(z) = g((Bmtm(x))mt)

= > Qu o Tl (Bt ()

= Z Qm(Brnum(T))

(74) = (¢it). Como T: E — Z é um operador compacto, entdo existem um espago de
Banach reflexivo R e operadores compactos A: E — Re B: R — Z tais que T = B o A:
(ver Figiel [19, Corolério 3.3]). Como A(Bg) é espaco métrico compacto, entdo A(Bg) é
separdvel. Portanto Ry = A(E) é subespaco separével e reflexivo de R e (iii) segue.

(7i1) = (iv). Claro.

(tv) = (7). Seja f como em (iv). Como T": E — Z é um operador fracamente compacto,
entao existem um espaco de Banach reflexivo R e operadores A € L(E; R) e B € L(R; Z) tais
que T = BoA. Como g € Hpp(Z; F), temos que goB : R — F é Pietsch-integral. Como R é
um espago de Banach reflexivo, temos que R’ tem a propriedade de Radon-Nykodym. Entao
segue da Proposicao 5.1.1 que go B é nuclear. E facil ver que f =goT =goBoA:E — F

é nuclear. O



Problema aberto:
Em [14, Defini¢ao 1.2], S. Dineen definiu que uma fungao f € H(E) é dita inteira nuclear
em ¢ € F se:

A

(a) d™f(§) € Py(™E) param =0,1,2...
(b) Existem numeros reais C; > 0, Cy > 0 tais que

1d™ £(€)|lx < Cr - Co™ param =0,1,2...

f € H(FE) é dita inteira nuclear se f é inteira nuclear em todo ponto de E. O espago das
funcoes inteiras nucleares é denotado por Hy(E). Temos que Hyy(E) C Hy(E). Neste
artigo [ [14], Exemplo 4.9 | S. Dineen prova que essas classes nao coincidem. Se definimos de
maneira analoga o espaco das fungoes inteiras Pietsch-integrais, o analogo do Teorema 5.2.2

¢ verdadeiro? A dificuldade estd na demonstragao da implicagao (i) = (i7).
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