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Resumo

Neste trabalho apresentamos métodos de minimizagao irrestrita, de uma fun-
¢ao objetivo F' de vérias varidveis, que nao fazem uso nem do gradiente da
funcdo objetivo - métodos derivative-free, nem de aproximagoes do mesmo.
Nosso objetivo basico foi estudar e comparar o desempenho de métodos desse
tipo propostos por M. J. D. Powell, que consistem em aproximar a funcao F'
por fungoes quadraticas - modelos quadrdticos - e minimizar tal aproximagcao
em regioes de confianca. Além do algoritmo de Powell de 2002 - UOBYQA -
sao testados: uma variante dele, na qual utilizamos a escolha de alguns pa-
rametros, por nos estabelecida, e também a nova versao de NEWUOA, pro-
posta por Powell em 2006. Todos os testes foram realizados com problemas
da colecao de Hock-Schittkowski. Sao comparados os resultados numéricos
obtidos pelos métodos de Powell: entre eles mesmos e também entre eles e
um método de busca padrao de autoria de Virginia Torczon, o qual define,
em cada iteragao, um conjunto padrao de dire¢oes de busca a partir do ponto
atual, procurando melhores valores para F.
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Abstract

In this work we study numerical methods to solve problems of nonlinear
programming without constraints, which do not make use, neither of the
gradient of the objective function, nor of approaches to it. A method that
consists on the approximation of the function F' by a quadractic model, due
to Powell (2002), UOBYQA, and a variant of this method were implemen-
ted. A new version of the NEWUQOA, introduced by Powell in 2006, was also
implemented. Besides the Powell algorithm, commentaries of the implemen-
tations are done. Numerical tests of such implementations with problems of
the Hock-Schittkowski collection, are made at the end of the work. There
are also comparisons of the Powell methods among themselves, and also a
comparison among the Powell methods with a pattern search method, which
looks for the improvement of the value of the objective function throughout
a set of directions, depending on the current point. Such a method is due to
Virginia Torczon.
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CAPITULO 1

Introducao

Se queres que o futuro seja diferente
do passado deves planejar o presente.

L.J.

Em otimizacao, um problema se diz irrestrito se seus parametros podem
assumir quaisquer valores. Para o caso de nosso interesse neste trabalho,
minimizamos uma funcao objetivo de varias varidveis, sobre todo o espaco
Rr™. A formulacdo matemaética é:

minimizar  F(x)

N , (1.1)

onde x € R™ é uma n-upla de nameros reais (z1,z2, -+ ,Tp), comn > 1 e
F:R" — R, funcdo continuamente diferenciavel.

Nosso interesse e motivacao para estudar algoritmos que nao fazem uso
de derivada - derivative-free - para resolver este problema é a grande de-
manda de profissionais de varias areas por tais ferramentas. Muitas vezes,
calcular o valor da fungao F'(z) dado o vetor x, é muito caro; outras vezes, os
valores das derivadas de F' em x nao sao faceis de encontrar, ou porque F'(z)
resulta de algum fenémeno fisico ou quimico, ou, mais comumente, porque
este € o resultado de uma complexa simulagdo de um computador. Este fato
pode ser visto, por exemplo, nas aplicagoes apresentadas em On trust region
methods for unconstrained minimization without derivative [16]. Em resumo,



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

a quantidade e a importancia dos problemas que podem e devem ser resol-
vidos por esses métodos, serviram de motivagao para estudarmos métodos
derivative-free para minimizacao irrestrita.

Dentre todos os métodos derivative-free conhecidos encontramos os mé-
todos de busca direta, os quais, além de nao fazer uso explicito do gradiente
da funcao F, nao fazem uso de aproximacoes do mesmo, e tampouco de
aproximagoes da funcao F', por exemplo por polinémios interpolantes. Estes
métodos determinam, entre um conjunto de valores da fungdo F' em pos-
siveis solugoes, qual é o melhor valor, comparado com um valor de F' ja
considerado como melhor, e conseqiientemente determinam a melhor solu-
¢ao do problema. A estratégia consiste em fazer comparagoes de cada um
destes valores com o melhor valor obtido até o momento. Esta estratégia
nao necessita avaliar a funcao F em todas as solugoes possiveis, visto que no
momento no qual encontra-se um valor melhor, a solu¢ao nova é definida e
um novo conjunto de valores é obtido [9].

Dentre os métodos de busca direta, podemos mencionar: o método sim-
plex de Nelder e Mead [11], o método de Hookes e Jeeves [9], e os algoritmos
de busca direta introduzidos por Dennis e Torczon [6, 23]. Estes métodos
sao baseados em uma geometria padrao pré-definida e usam essa ferramenta
para decidir quando a fungdo objetivo pode ser avaliada. Uma vantagem
importante destes métodos é que eles nao precisam da suavidade da fungao
objetivo.

Neste trabalho voltamos nossa atencao a métodos de regiao de confianca,
quando uma aproximagao para F'(z), x € R", é construida e o proximo vetor
de varidveis é gerado, usualmente procurando o minimo da aproximagao em
uma regiao conveniente de R". A aproximacao usada é chamada modelo
quadrdtico, por se tratar de uma aproximagao por polinémios quadraticos.
Nesses algoritmos é necessario, a cada iteragao, a resolucao de subproblemas

da forma:
minimizar  Q(zy + s)

se O (1.2)

onde k é um inteiro em [1,m] com m no intervalo [n + 1, m], m definido por
$(n+1)(n+2) e o conjunto Q = {z : ||s|| < A} aregido de confianca, onde

A ¢é algum parametro positivo chamado raio da regido de confianca €.

Usamos o sofware UOBY QA de Powell, o qual é um algoritmos para



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

minimizacgao irrestrita sem derivadas, que constréem modelos quadraticos
por interpolacao em valores da funcao objetivo, para uma escolha conveni-
ente dos pontos de interpolacao. Utilizamos fungoes de Lagrange porque
elas tém algumas propriedades importantes e tteis. Em especial, elas mos-
tram se uma troca de um ponto de interpolagao preserva a nao singularidade
das equagoes de interpolagao e fornecem uma cota de erro para o modelo
quadratico. Além disso, elas podem ser atualizadas quando um ponto de
interpolagao é trocado. Em UOBYQA: unconstrained optimization by qua-
dratic approzimation [17], se propde um novo algoritmo para minimizacao
irrestrita, dada a funcao F', formando modelos quadraticos por interpolagao,
onde cada modelo é definido por m valores da fungao. Em On the Lagrange
function of quadratic models that are defined by interpolation [16], é provado
que a cota de erro pode controlar ou ajustar o raio da regiao de confianca,
de forma a se obter excelentes propriedades de convergéncia num algoritmo
para problemas de minimizacao irrestrita.

Esses métodos, do tipo derivative-free, sdo aqueles que usam ferramentas de
interpolagao-aprozimagao introduzidos por Winfield [26, 28|, e por Powell
[13, 14]. Nesses métodos, o modelo polinomial (linear ou quadratico) de
aproximagcao da func¢ao objetivo F', é construido e minimizado, no contexto
duma regiao de confianga [3]. Um fato comum aos algoritmos desse tipo é
que eles constréoem uma base conveniente do espago R", e geram o modelo
por uma construcao de uma combinacgao linear dos polinémios da base. Em
particular, interpolam valores conhecidos da fun¢ao F'. Powell escolhe para
seu trabalho, uma base formada por polindémios de Lagrange [5].

Powell desenvolveu um novo sofware em Fortran 77 chamado NEWUOQOA,
para a resolucao deste problema, considerando m = 2n + 1 pontos de inter-
polacdo. Esse sofware descreve alguns resultados numeéricos que testam a
eficiéncia e a exatiddo na minimizagao irrestrita sem derivadas de fungoes
de 320 variaveis. Ele sugere uma variagao da técnica para manter o sistema
de equagoes de interpolacao nao singular. Detalhes deste software e suas
técnicas podem ser encontrados no artigo [19].

Neste trabalho fizemos a seguinte abordagem:

1. Estudamos os métodos propostos por Powell [16, 17, 18] e Virginia
Torczon [24].

2. Estudamos a estrutura do modelo quadratico ) gerado pelo algoritmo,
que é construido por interpolagdo em um numero definido de pontos.
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Esses pontos sao determinados de uma forma particular, considerando
valores da funcao F'.

3. Introduzimos em UOBY QA [17], uma modificagdo que consiste em
tomar p = 0.2 parametro fixo, M = |0.5F ()| cota de erro, e o nimero
de pontos de interpolacdo dado por m = 3(n+ 1)(n +2).

4. Realizamos os testes numéricos com os algoritmos UOBY QA de Powell
[17], o algoritmo UOBY QA ,0q (algoritmo modificado de Powell) e o
algoritmo NEWUOA, com os problemas apresentados em [21] e [8].

5. Comparamos os resultados numéricos do algoritmo UOBY Q A,,04, com
os resultados obtidos pelo método de busca padrao de Virginia Torczon
[24], o qual implementamos em Fortran 90, definindo em cada iteragao
um conjunto padrao de diregoes de busca no ponto atual em procura
melhores valores para F.

Tomando como base o artigo de Powell de 2002 [17] para desenvolver a
abordagem acima, os artigos citados foram usados da seguinte forma:

1. Powell 2003 [18|, para gerar os pontos de interpolagao, inicializar e
atualizar as fun¢ées de Lagrange, e atualizar o modelo quadratico.

2. Powell 2002 [17], para construir o modelo quadratico, para solucionar
os dois subproblemas:

e Minimizar o modelo quadratico dentro de uma regiao de confianga
Q) com raio A.

e Maximizar a j-ésima funcao de Lagrange dentro de uma regiao de
confianga N com raio p.

e para atualizar A e p.

3. Powell 2001 [16], para preservar a nao singularidade do sistema Q(x;) =
F(z;), 1 = 1,2,...,m, utilizando as propriedades das fung¢oes de La-
grange, e para introduzir uma forma de construir uma cota de erro
para o modelo quadratico.

Organizamos este trabalho em Capitulos. No Capitulo 2, apresentamos
alguns conceitos béasicos importantes para o desenvolvimento deste traba-
lho. No Capitulo 3, apresentamos detalhes do método baseado no algoritmo
UOBY QA Unconstrained Optimization BY Quadratic Approzimation [17],
onde um novo vetor de varidveis é calculado minimizando o modelo atual
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dentro duma regiao de confianga. Técnicas sdo descritas para ajustar o raio
da regiao de confiancga, e para a escolha das posi¢oes dos pontos de interpo-
lacao que mantém a nao singularidade. Descrevemos ainda a atualizagao dos
modelos quadraticos. A partir disso, geramos o ponto xa pelo método de
Moré e Sorensen [10], que fornecera uma melhor aproximagao para a solugao
do problema (1.1).

No Capitulo 4, apresentamos o método de Virginia Torczon [24], um mé-
todo iterativo que soluciona o problema (1.1), que nao faz uso do gradiente
da funcao F' e tampouco de aproximacoes da mesma. O método define, em
cada iteracdo, um conjunto padrao de dire¢oes de busca no ponto atual e
procura melhores valores para F', ao longo de algumas delas, sustentado em
um critério de decréscimo simples.

No Capitulo 5, fazemos uma anélise dos resultados obtidos nos proble-
mas numéricos testados.

O Capitulo 6 contém algumas conclusoes, alguns agradecimentos e algu-
mas propostas de trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Conceltos fundamentais

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos alguns fatos bésicos sobre os problemas de oti-
mizagao, que sao necessarios ao longo deste trabalho. Serao apresentados
os resultados de existéncia de solugoes e as condicoes de otimalidade para
problemas irrestritos, os quais sao conceitos que consideramos importantes
no estudo de qualquer problema de otimizagao. Além disso, mostraremos a
idéia geral dos métodos de aproximacao, apresentando a técnica de interpo-
lacao polinomial e o algoritmo geral do método de regiao de confiancga.

Sejam dados um conjunto D C R" e uma fungdo F : D — R*. O
problema principal a ser considerado neste trabalho é achar um minimizador
de F' no conjunto D. Este problema de programacao nao linear seré escrito

como
minimizar  F(z)

veD (2.1)

O conjunto D sera chamado de conjunto vidvel do problema, os pontos de
D serdo chamados de pontos vidveis, e F' serd chamada de funcao objetivo.

Definigao 2.1.1 (Métodos derivative-free). Um método derivative-free é um
método iterativo usado para resolver um problema de otimizagao, se ele nao
faz uso do gradiente da funcao F.
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2.2 Classes de solucgoes

Defini¢ao 2.2.1 (Minimizador local). Seja F': D — R. Um ponto z* € D,
é um minimizador local de F' sobre D se existe € > 0 tal que

F(a*) < F(x),
Vx € D, tal que ||z — 2| <e.

Definigao 2.2.2 (Minimizador local estrito). Seja F': D — . Um ponto
z* € D, é um minimizador local estrito de F' sobre D se existe € > 0 tal que

F(a*) < F(z),
Vx € D com x # z*, tal que ||z — 2¥| < e.

Definigao 2.2.3 (Minimizador global). Seja F': D — R. Um ponto z* € D,
¢ um minimizador global de F' sobre D se

F(z*) < f(x), VzeD.

Definigao 2.2.4 (Minimizador global estrito). Seja F': D — R. Um ponto
x* € D, é um minimizador global estrito de F' sobre D se

F(z*) < F(x), Yz €D com x # z*.

Proposicao 2.2.1 (Condicao de otimalidade). Se z* € um minimo local de
F sobre D, entao

VF(@) ' (z—2*) >0 VYzeD.

Definigao 2.2.5 (Ponto estacionario). Um ponto z* que satisfaz a condigao
de otimalidade (2.2.1) chama-se ponto estacionario do problema (2.1).

Definigao 2.2.6 (Valor 6timo). Dizemos que © € [—00, +00) definido por

v =inf F(x)
~—
zeD

é o valor 6timo do problema (2.1).

Uma fung¢ao pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor 6timo
(global) da fungao objetivo nesses minimizadores é, sempre o mesmo.
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2.3 Condicoes de otimalidade para problemas sem
restricoes

Quando D = R", dizemos que o problema (2.1) ¢é irrestrito, e quando D # R"
falamos de otimizacdo com restricoes. Em nosso caso consideramos o pro-
blema irrestrito e estudaremos as condigoes que devem ser satisfeitas quando
um ponto z* é um minimizador (local) do problema (2.1). Condigoes deste
tipo se chamam condicoes necessdrias de otimalidade. Também estudaremos
as condic¢oes que garantem que um ponto dado é minimizador local do pro-
blema. As condig¢oes deste ultimo tipo se chamam condigoes suficientes de
otimalidade.

Teorema 2.3.1 (Condigao necesséria de primeira ordem). Suponhamos que
a funcao F : "™ — R seja diferencidvel no ponto z* € R"™. Se z* € um
minimizador local do problema (2.1), entao VF(z*) = 0.

A condigao acima deve ser satisfeita por qualquer candidato a minimi-
zador de fungoes diferenciaveis. Pontos y tais que VF(y) = 0 sdo chamados
pontos estaciondrios. No caso de fungdes que possuem derivadas de segunda
ordem, a proposicao abaixo deve ser satisfeita:

Teorema 2.3.2 (Condi¢ao necessaria de segunda ordem). Suponhamos que
F:R" - R seja duas vezes diferencidvel no ponto z* € R*. Se z* é um
minimizador local do problema (2.1), entao VF(z*) = 0 e a matriz Hessiana
V2F (z*) € semidefinida positiva.

Se V2F(x*) ¢ semidefinida positiva, significa que para qualquer y € R",
yT'V2F (2*)y > 0. Novamente as condigoes acima ndo garantem que z* seja
solu¢do do problema (1.1). Condigoes suficientes sao dadas na proposigao
abaixo:

Teorema 2.3.3 (Condicio suficiente de segunda ordem). Suponha que F'
seja continua em uma vizinhanga de x*, VF(z*) =0 e VF(x*) seja definida
positiva. Entao x* é um minimizador local estrito de F' (F(z*) < F(x),Vx €

R).

Esta dltima condigdo nao é necessaria para que um ponto seja um mini-
mizador de uma funcao.
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Apesar dos Teoremas (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.3) terem fundamental impor-
tancia na classificacao de possiveis solugoes de (1.1), a maioria das demons-
tragoes de convergéncia de algoritmos se contenta apenas em provar que os
pontos limites das seqiiéncias geradas sao pontos estacionérios da funcao ob-
jetivo. Diremos entao que um algoritmo é globalmente convergente se gera
uma seqiiéncia {z } 7~ , tal que todo ponto limite desta seqiiéncia ¢ um ponto
estacionario de F'. Para a demonstragao desses trés teoremas, ver Bertsekas
e/ou Nocedal [1, 12].

2.4 Aproximacao: Interpolagao polinomial

O estudo teorico ¢ baseado em ferramentas de interpolacao-aproximacao que
permitam encontrar um polindmio que passe por n + 1 pontos conhecidos,

denotados por (z0,9o)  (21,11) - » (Znryn) onde x0 # 1 # -~ # @,
Pi(z) Py (x)
z z
Ps(z) Py(z)
x x

Figura 2.1. Polindémio interpolador de grau menor ou igual a n

Nessa classe de problemas, coloca-se a aproximacgao de fungoes que sao co-
nhecidas em pontos discretos, ou seja, conhecidos yo = F(zo), y1 = F(x1),
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-+, yn = F(x,) e gostariamos de encontrar um polinémio p(z) tal que
p(zo) = F(xo), p(x1) = F(z1), -+, p(zy) = F(x,). Este problema é cha-
mado de Interpolagcao de Lagrange (Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813), se
satisfaz estas condigdes, e o polinémio p(x) que satisfaz estas condigoes é
chamado de polinémio interpolador de F(x) nos pontos g, 1, ,Z,. Na
figura (2.1) nos d& uma idéia grafica do polindémio interpolador dos n + 1
pontos, em R.

Teorema 2.4.1. Seja f(x) uma funcao conhecida nos (n+1) pontos distintos
0, X1, Xy. Existe um unico polindmio p(x), de grau menor ou igual a n,
tal que

p(xl):f(xz) parai=071,--- >y 1.
Demostragao:

p(x) = flao)ly(z) + fx)li(2) + - + f(za)l(2) (2.2)

n

= 3 fanf@) (2.3)

k=0

onde ¢} sao polinémios de Lagrange definidos por:

R(x) = (x—a0)(x—x1) (& — 2p_1) (& — Tpg) -+ - (& — )

(T — o) (@) — @1) -+ (T — Tp—1)(Th — Tpet1) -+~ (Th — Tn)

1 -—
Tk — T

i=0,ik

A verificagao que p(z) é o polindémio interpolador segue diretamente da subs-
titugdo dos pontos de interpolagao, observando que:

C(xy) =1 el (x;) =0 para i # k.

A unicidade é conseqiiéncia de p(z) = 0 ser o tnico polindémio de grau n que
se anula em n + 1 pontos distintos. Se supondo que existam dois poliné6mios
interpoladores p1(x) e pa(x), usamos (2.2) com p(z) = pi(x) — p2(x) para
mostrar que p(xz) = 0 e portanto pi(x) = pa(z) m

2.5 Regiao de confianca

Os métodos de regido de confian¢a geram passos com a ajuda de um modelo
quadratico da fungdo objetivo. Os métodos de busca linear, muitas vezes,
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Figura 2.2. Minimizando @) dentro de uma regido de confianga.

também utilizam este tipo de procedimento. Porém eles usam o modelo de
forma diferente. Métodos de busca linear podem trabalhar com aproxima-
¢Oes quadraticas para encontrar um passo conveniente com comprimento o
ao longo desta diregao de busca [15]. Métodos de regiao de confian¢a definem
uma regiao em torno do ponto xj, em torno da qual também foi construido
o modelo de aproximagao, como mostramos na figura (2.2), e entao escolhem
a diregao ao final da qual o minimizador aproximado dentro da regiao vai ser
obtido. Ou seja, eles escolhem o comprimento e a dire¢cdo ao mesmo tempo.
Se o passo nao ¢é aceito, eles reduzem o tamanho da regiao e encontram um
novo minimizador.

Uma condigao para definir o algoritmo é a escolha de um raio da regiao
a cada iteragao. Assim, dado um passo s; definimos o quociente

F(l‘k) — F(xk + Sk)

Qr(0) — Qrlsk)
O numerador é chamado de reducao atual, e o0 denominador é a redugao pre-
vista. Note que, como si é obtido minimizando o modelo Qi sobre a regiao
que inclui o passo s; = 0, a redugao prevista sempre é nao negativa. Assim,
se pp esta perto de 1, temos um bom ajuste entre o modelo quadratico @)
e a fungdo F' com este passo. Aumentamos entdo o tamanho da regiao de
confianca na iteragao seguinte.

Pk = (2.4)
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Se pi € positivo, porém nao esté préoximo de 1, nao trocamos o tamanho
da regiao de confianga; porém, se esté perto de zero ou é negativo, reduzimos
a regiao de confianga. O seguinte algoritmo descreve o processo.

Algoritmo 1
Dados de entrada:
Sejam 0 <p<n<1l, 0<~v <72 <1<~y3 constantes e xp € R" e
Ag > 0.
Para k=0,1,2,--- até convergir.
Passo 1. Aproximamos gg e Hg, como descrito na segao (2.2).
Passo 2. Determinamos sy, aproximagao da solugao do problema (1.2).
Passo 3. Calculamos py, dado na equacao (2.4).
Passo 4. Se p; < p entdao A = A € [y1Ag, 72Ak] e voltamos ao passo 2.
Passo 5. zp41 = ) + si.
Passo 6. Se p; < n entdao Agy1 € [v2Ak, Ag).
Caso contrario Agq € [Ag, v3Ak].



CAPITULO 3

O método estudado

Os pontos nao tém

partes nem dimensoes.
Como podem combinar-se
para formar uma linha?

J. A. Lindon

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos um método iterativo de Powell [17], tema basico
do nosso estudo, que estima a solugao do problema (1.1), onde uma aproxi-
magcao para F(z), x € R™ é construida a partir de valores da fun¢ao objetivo.
O proximo vetor de variaveis é gerado, usualmente tomando o minimo da
aproximagao em uma regiao S C R". Para isso, definimos o espago vetorial
IT de todos os polindémios quadraticos de "™ em R. A dimensao de II é o
ntmero m dado por 1(n + 1)(n + 2), onde n é o niimero de variaveis. Cada
modelo quadratico Q é um elemento de IT e é definido por m valores da
funcao F, onde m estd no intervalo [n +1,m]. Nos métodos de regiao de
confianca que consideramos, () é definido por condi¢des de interpolagao da
forma

Q(xZ)ZF({Ez), 1= 1,2,"' ,’r/fL (3.1)

onde os pontos de interpolagao x; € R", i = 1,2,--- ,m, estao em posi¢oes
que garantem a nao singularidade do sistema (3.1).
O usuério tem que fornecer um vetor inicial de varidveis .4, € valores inicial

13
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e final, ppeg € peng, de um raio da regiao de confianca p. Quando p é reduzido,
Tpeg ¢ trocado pelo vetor de variaveis que gera o menor valor da funcao F'.
Assim xpeq ¢ avaliado e @ é construido, da forma

1
Qz) =co+ gg(m — Tpeg) + 5(1’ — acbeg)THQ(x — Theg) xeR". (3.2)

Logo os parametros do modelo quadratico sao o ntmero real cg, o vetor
go € N e a matriz n x n simétrica, Hg. Como o espaco vetorial de po-
linomios quadraticos de ™ em R tem dimensao m, os parametros de () sao
definidos pela equagao (3.1).

Em Powell [17], precisamos de fungoes de Lagrange para conseguir o po-
linomio interpolador @) que satisfaz as condicoes (3.1). Para j =1,2,--- ,m,
a j-ésima funcao de Lagrange ¢ o polindmio quadratico ¢; de R" em R que
tem a propriedade

EJ(J,’Z) :51']'7 1= 1,2,"‘ ,T/T\l (33)

onde ¢d;; ¢ o delta de Kronecker. Tomamos

1
li(z) =¢j+ g]T(:r — Tpeg) + 5(1‘ — Tpeg) T Hj(x — Tpey), *€R™ (3.4)

com g; e H; gradiente e hessiana da funcao de Lagrange ¢;. As condicoes
(3.1) e (3.3) implicam na identidade

Qz) =D Flxj);(x), xeR™ (3.5)

j=1

Da equagao (3.4) temos que os parametros de ) tém os valores

i i i
cQ=) Flzj)ej, 9= Flzj)g; e Ho=) F(xj)H;.  (3.6)
j=1 j=1 J=1

Powell propde a resolucao de dois subproblemas de regido de confianga. O
primeiro, o problema (1.2), utilizando o método de Moré e Sorensen [10],
obtendo um ponto xa = zp + s, s € ), em uma iteragao de regiao de
confianga. O segundo, o problema,

maximizar  |{;(xy + s)|

se N ’ (3.7)

onde N = {x : ||s]| < p}, com p < A, preg > p > pends € €5 ¢ uma fungao de
Lagrange contida em II. No problema (3.7), obtemos um ponto g = xj + s,
s € N, em uma iteracao padrao, o qual garante uma conveniente nova posi¢ao
do ponto de interpolagao.
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3.2 Conceitos basicos do método de Powell

Sejam Ty, ponto inicial do algoritmo, ppeg € pend, valores inicial e final de
um raio da regiao de confianga p. Definimos os seguintes elementos para o
desenvolvimento de nosso trabalho.

1. Pontos de interpolacao

Os pontos de interpolacao x;, ¢ = 1,2,--- ,m, sao escolhidos da se-
guinte forma: tomamos 1 = Zpe4 0 valor inicial; e as componentes de
T2j = Tpeg + Pheg€j, J = 1,2,-+-,m, com e; o j-th vetor coordenado
em R”. A escolha de x9j41 depende dos valores de F'(xg;). Em Powell
[17] é definido o; como —1 no caso em que F(x2j) > F(Zpeq) ou 0j = 1
quando F(x2j) < F(xpeq). Levando a seguinte formula:

_ Theg — Pbeg€y, s€ 05 = -1, . _
Toit] = =1,2,---,n 3.8
S e n (339)

Além disso temos

1
i(p,q)=2n+1+p+§(qfl)(q72), 1<p<q<nmn, (3.9)

e os outros pontos de interpolacao
Ti(p,g) = Theg + Preg(Opep + 0qeq), 1<p<gqg<n. (3.10)

Usando (3.9) garantimos que os indices dos vetores em (3.10) fiquem
no intervalo [2n 4 2, m] de nimeros inteiros.

Assim, para m = m pontos de interpolacao z;, ¢ = 1,2,--- ,m, com
m=3(n+1)(n+2).

Para a fungao de Rosenbrock: f(z) = (10(y — 22))? + (1 — x)?, com
n = 2, temos m = 6 pontos de interpolacdo. A figura (3.1) mostra
esses pontos.

Figura 3.1. Pontos de interpolac¢ao da fungao de Rosenbrock
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Determinamos o vetor x1 = Zpe4, melhor ponto de interpolagao, ou
seja o ponto que satisfaz F(x1) < F(x;), i = 2,--+ ,m, o decréscimo
suficiente da fungao objetivo. Como mostra-se na figura (3.1).

2. Aproximando o gradiente e hessiana do modelo quadratico Q

Primeiramente, lembramos que nossos métodos nao utilizam derivadas
da F' nem de sua aproximacao Q, obtida por interpolacao em valores
da funcgao F. Logo, o gradiente e a hessiana de F' sao aproximados no
modelo Q que é minimizado no contexto de uma regiao de confianca.

Tomando o ponto inicial £1 = Zpeq, que gera o parametro cg = F(x1)
do modelo quadratico, para j = 1,2,--- ,n, dado de que wg; — Tpey €
Tj4+1—Tpeg sa0 diferentes de zero e multiplos de ej, permite que (gg); e
(Hg);j sejam deduzidos de F(xg;) — F(Xpeg) € F(x241)—F (Tpeq), onde
(90); € (Hg)pq denotam a j-ésima componente de gg e o (p, g)-ésimo
elemento de Hg, respectivamente. Finalmente, os elementos fora da
diagonal da matriz simétrica Hg sao obtidos das equagoes (3.1), (3.2)
e (3.10) o que implica na identidade

1
cQ + Poeglop(9Q)p + 04(9Q)q]  + §P§eg[(HQ)pp + 20,04(HQ)pq + (HQ)qq]
= F(rpg), 1<p<qg<n. (3.11)

De fato, os requeridos elementos necessarios da matriz (Hg)pq sdo os
tnicos valores desconhecidos nesta relacao para cada p e q. Assim, as
posicoes dos pontos de interpolagao reduzem o trabalho de resolver o
sistema mxm inicial (3.1) para somente O(n?) operagdes. Como se
mostra no seguinte exemplo:

e Gradiente
Para n = 3, com m = 10 pontos de interpolagao, temos:

F(xZ) - F(xbeg)
9o = | F(x4) — F(xpeq)
F(l()) - F(xbeg)

e Hessiana
Para n = 3, a matriz simétrica Hg, esta definida por:

F(I 3) F(Tbeg) F(’I‘g) F(Tg)
Hg = F(xg) F(x5) — F(%peg) F(x10)
F(xy) F(x19 F(x7) — F(2peg)
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3. As funcgoes de Lagrange
Considerando o indice definido na equagao (3.9) para 1 < p < q¢ < n,
a fungao de Lagrange /5, ,) tem uma expressao bem facil. Se p # g,
entdo a i(p, ¢)-ésima posicao dos produtos (x; — Treg)p(Ti — Theg)qs © =
1,2,---,m, é diferente de zero, onde a notacao (r — peq); denota a
J-ésima componente de x — xpe,. Portanto temos:

Litp,g) () = (O'pO'q/pgeg)(:U — Tpeg)p(T — Tpeg)g, €N, 1<p<qg<n,
(3.12)

que prova que (Hi(p,q))pq = O'pO'q/pgeg é o 1inico coeficiente de Ei(nq)
distinto de zero.

Denotamos os coeficientes distintos de zero de ., k =1,2,--- ,2n+1,
fazendo uso dos polinémios quadréticos

by(x) = (2 = Theg)g (& = Taji1);
e
(T2j — Tbeg)j (725 — T2j41); LER =12 .
62/#1( ) = (T — Tbeg)j (T — 25);
! (T2j41 — Toeg)j (T2j41 — T2;);

(3.13)

Estas relagoes satisfazem as condigoes de Lagrange fr(mz) = 0jp, 7 =
2,3,--+,2n + 1, para inteiros i no intervalo [1,n]. As excegdes serao
paraz—z(p, ) 1<p<ij,ei=1i(,p),Jj<q<n,ondejéum
inteiro entre [1,n] tal que r é igual a 2j ou 2j + 1. Das propriedades
de Lagrange e da formula (3.12) segue que a funcao

j—1 n
br(@) = bo(2) = Y L@t (@) = D belwipg)lig (@), z € R,
p=1 q=j+1
(3.14)
satisfaz 0. (x;) = 0;r © = 1,2,--- ,m, quando a primeira ou segunda

soma ¢ eliminada ( j = 1 ou j = n, respectivamente). As expressoes
(3.12), (3.13) e (3.14) mostram que os elementos fora da diagonal de
H, = V?/,, distintos de zero, sdo guardados na j-ésima linha e coluna
de H,. Isso também implica que (H,);; é o tnico elemento da diagonal
de H, diferente de zero.
Portanto, é facil calcular os parametros das fungoes de Lagrange /,,
= 2,3,---,2n + 1. O algoritmo obtém os valores da identidade
elementar
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b(z)=1-) li(x), zeR" (3.15)

Além disso, a inicializacao do procedimento para a primeira iteragao
¢ no menor inteiro no intervalo [1,7m]| onde F(xj) assume o minimo
de F(x;),i=1,2,---,m. Escolhemos valores iniciais p = ppeg € A =
Preg- A decisao entre as alternativas para a primeira iteracao de nosso
algoritmo é que o problema (1.2) possa ser resolvido.

Observacgao 3.2.1. As defini¢oes acima, junto com os m valores da
fungao objetivo definem o modelo quadratico @ dado na equagao (3.5).
Em cada iteragao é necessario a atualizagao do modelo quadratico e

~

também das fungoes de Lagrange ¢;, j = 1,2,--- ,m.

Assim, as m funcoes de Lagrange determinam o seguinte sistema:

Ci(zr)  la(ze)  bi(ws) - li(xm) F(z1) Q(z1)
lo(zy)  Lo(z2)  La(z3) - La(zm) F(x2) _ Q(r2)
Ly, (551) Ly, (552) L, (553) e fﬁz,('fl?m) F(xm) Q(fﬁm)

os pontos de interpolagao ficam em posicoes que garantem a nao singu-
laridade do sistema, pois, cada funcao de Lagrange obedece a condigao
Ej(xl):(s” i:1,2,---,ﬁ1.

3.3 Atualizacao das funcoes de Lagrange

Retornemos a atualizagao dos coeficientes das fungoes de Lagrange quando o
ponto de interpolagao x;, para algum ¢ inteiro entre 1 e m, é trocado por uma
nova posi¢ao Ty, e as posigoes dos outros pontos de interpolac¢ao se conservam.

Chamando as fungoes de Lagrange antiga e nova ¢;, i = 1,2,--- ,m, e E,
1=1,2,--- ,m, respectivamente, os pontos 7; tém que satisfazer a condi¢do
(@) #0, (3.16)

porque em outro caso o polinémio quadratico ¢; pode desaparecer do novo
conjunto de pontos de interpola¢ao. Assim, o novo sistema de equagoes (3.1)
seré singular. Além disso, para cada inteiro ¢ em [1,m], a diferenca ¢;-¢; sera



CAPITULO 3. O METODO ESTUDADO 19

um multiplo de Zt Logo, para cada i, o fator multiplicador é definido pela
equagao ¢;(z;) = ;. Assim deduzimos a formula

O(z) = 0(2))0(F,), = €R", (3.17)

U(x) = li(z) — G(F)b(z), zeR", i#t. (3.18)
Powell explica que as formulas dadas em (3.17) e (3.18), tém excelentes
propriedades de estabilidade. Em particular, se ¢; é qualquer polinémio
quadratico, e se z; ¢ qualquer ponto de R™ que satisfaz a condi¢ao (3.16),
entdo a equagio (3.17) da a identidade €,(7;) = 1. Logo a expressio (3.18)
da ENZ(@) =0, 7 # t. Além disso, se x; é o ponto de interpolagao que foi
trocado, entao os valores

EZ(ZCJ) Z(Sij, 1= 1,2,"' ,T/fL (3.19)

ja foram satisfeitos. Portanto a formula (3.19) é verdadeira para um certo
J que é diferente de t. Neste caso a formula (3.17) prova que ¢ (z;) = 0 é
derivado de f;(x;) = 0, onde a fungao (3.18) satisfaz (;(z;) = ;(x;) = 0y,
i #t.

3.4 Atualizagcao do modelo quadratico

O modelo quadratico tem que ser revisado também, quando z; é trocado
para uma nova posicao Z;, onde T; pode ser xa ou g, ¢ os outros pontos
de interpolacao nao se trocam. Entao, tomando @ e @ como o antigo e o
novo modelo, respectivamente, a equagao @(ml) = Q(x;), i # t, tem que ser
satisfeita. Isto ocorre desde que @ — @ é um miltiplo da fun¢ao de Lagrange
(3.17), que da o valor @(Et) = F(7;). Logo Q & o polinémio quadrético
~ F(z) — Q%)
Q) = Q) + ==
O método de regiao de confianga guarda os coeficientes de @) e todas as fun-
coes de Lagrange. O ntimero total de coeficientes sera aproximadamente m2.
Entdo os coeficientes de Q sdo obtidos da formula (3.20) em apenas O(7)
operagoes.

l(x), x e R". (3.20)

A equagao (3.20) implica Q(z;) = F(Z;) para qualquer fun¢ao Q(z),
x € R", e também implica Q(z;) = Q(x;), i # t. Portanto, qualquer fra-
casso na condigao Q(x;) = F(x;) é corrigido quando x; é trocado, e qualquer
fracasso futuro se deve a erros de arredondamento do computador.
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3.5 Uma cota de erro para o modelo quadratico

Assumimos nesta se¢ao que a fungao objetivo F(x), x € R", tem terceiras
derivadas que sao limitadas e continuas. Por enquanto, se y é qualquer ponto
em R e s é qualquer vetor em R que tem comprimento Euclidiano unitéario,
ou seja, ||s|]| =1, entao a fungdo de uma variavel

V() =F(y+as), achk, (3.21)

tem terceiras derivadas limitadas e continuas. Logo, existe o menor niimero
nao negativo M, independente de y e s, tal que cada func¢ao desta forma tem
a propriedade

‘xy (a)‘ <M, ach. (3.22)

Este valor de M ¢é conveniente para a cota de erro exposto no seguinte
teorema.

Teorema 3.5.1. Sejam as condicoes dadas no pardgrafo acima, e suponha-
mos que 0s pontos de interpolacio x; € R, i = 1,2,---,m, figuem em
posigoes tais que a equagao (3.1) define um inico polindomio quadrdtico Q@ de
R" a R. Entdo para cada x € R™, o erro do modelo quadrdtico satisfaz a
condi¢ao

1 & 5
Q@) ~ F@)l < =M 16 lle — 11, (3.23)
=1
onde as fungoes (;, j = 1,2,--- ,m, sao funcoes de Lagrange das equagoes

de interpolacao.

Ver demostrac¢ao do teorema em Powell [16].

Para o nosso caso, o valor de M nao esta disponivel, mas na prética o al-
goritmo utiliza a desigualdade (3.23), onde experimentos numéricos provam
que esta é satisfeita para qualquer nimero real M, mesmo se F' nao tiver
qualquer terceira derivada. Considerando o modelo quadratico e as fungoes
de Lagrange, e tomando F'(x) que seréa calculada para algum x € R", obser-
vamos que ambos os lados da desigualdade (3.23) sdo iguais a zero se x é um
ponto de interpolagao. Entao excluimos este caso. Portanto, nenhuma das
distancias ||z — zj||, j = 1,2,--- ,m, é zero. Da equacao elementar

Y ti(z) =1, zeR" (3.24)
j=1
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temos que o valor da soma da equagao (3.23) é positivo. Logo, essa expressao
e o valor de F(x) geram uma cota inferior para M. Optamos por tomar M
como a maior cota inferior, que é aplicada para estimar a precisao do modelo
quadratico atual em um novo vetor de variaveis . Portanto, tomamos um
parametro nao negativo %M , que é incluido no inicio de cada iteracao.

Seja A\g o menor autovalor da matriz Hg e seja a quantidade

1
€= §A2ma:c 0, Ag] - (3.25)
Entao R
1« 3
Y @) el < e (3.26)
j=1
Cada parcela M Z;il 10 (x)| ||z — =;]°, 5 = 1,2,--- , 7, é comparada

separadamente com a expressao (3.25), que da uma boa cota de erro na
pratica. Além disso, o algoritmo da uma atencao particular para o ve-
tor = que satisfaz ||z — zx| < p. Powell, usa uma estimativa do ntmero
max {|¢j(x)] : ||z — zx|| < p} que chamamos ; e que faz uma aproximacao
|z — ;]| = ||zr — 4]||°. Além disso, se prova a condicao

lzj —zpll < B, j=1,2,---,m, (3.27)

que é importante no caso em que € = (. Estes ingredientes fornecem o
seguinte critério: assumir que os pontos de interpolagao geram um modelo
quadratico aceitavel se ao menos uma destas condigoes for satisfeita:

1
EMQJ- lz; —ap]® <e ou |x;— ]l < Bp, (3.28)

para qualquer j em [1,m]. Caso contrario, se a melhora para o modelo é
exigida, entao um ponto de interpolacao x; que nao satisfaz as desigualdades

(3.28) ¢é trocado.
3.6 Os subproblemas de regiao de confianca
Para a resolugao do primeiro subproblema

minimizar  Q(zy + s)
sc Q
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utilizamos o método de Moré e Sorensen [10], proposto para a resolugao de
subproblemas da forma (1.2), no contexto do algoritmo de Newton com re-
giao de confianga para minimizagao irrestrita.

Em cada iteracao, o método fornece uma aproximacao A > 0, para o
parametro \* buscando obter uma matriz Hg + Al positiva definida e entao
obtém s solugao do sistema (Hg + A)s = —gq, pedindo que ||s|| = A du-
rante o processo de atualizar .

Os seguintes resultados proporcionam condigoes necessérias e suficientes
para um ponto s € R" para ser a solugao do problema (1.2).

Lema 3.6.1. Se s € solugdo para (1.2) entao s € uma solugao para a equagao
da forma
(Hg + M)s = —gq (3.29)

com Hg + M semidefinida positiva, A > 0, e A(A —||s]|) = 0.

Isto pode ser observado na figura (3.2).

il

Minimizador Local

Figura 3.2. Matriz Hg + Al semidefinida positiva, onde o minimizador estd na
fronteira da regiao €.

Lema 3.6.2. Seja A € R, s € R" satisfazendo a equacao (3.29) com Ho+ NI
semidefinida positiva.

* s resolve Q(s) = min{Q(w) : [|w| = ||s||}-
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* SeA>0 els||=A entio s resolve (1.2).

Se Hg + M € positiva definida entdo s € a tinica solug¢do para (1.2), como
mostra a Figura (3.3).

Ver demostracao dos lemas em Moré e Sorensen, 1983, [10].

Figura 3.3. Matriz Hg + Al definida positiva; o minimizador esta na fronteira da
regiao ().

A vantagem deste tipo de algoritmo é que, a cada iteracao, o problema
de encontrar s* € R” é transformado em um problema escalar de estimar
A* € R Isto ¢ feito através da fatoracao de Cholesky da matriz Hg + AI
de dimensao n X n, em cada iteracao, e da aplicagdo do método de Newton
para obter os zeros de uma fun¢ao de uma variavel da forma:

wM:%ﬁm (3.30)

A funcao é caracterizada pela presenca de poélos, que sao valores para os
quais a func¢ao nao esta definida Em nosso caso estes polos serao dados pelos
autovalores da matriz Hg conhecida. Se o polo associado ao menor autovalor
nao esta definido, teremos uma situagao que chamaremos hard case e, neste
caso, o método obtém uma aproximacao para uma solucao na fronteira da
regiao de confianga.

Para a deducao do método levamos em conta:
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e Estimativa do parametro \:
Consideremos a solugao de ||s|| = A e apliquemos o método de Newton
para encontrar os zeros da fungao (3.30), para A no intervalo (—d1, 00),
onde 01 é o menor autovalor da matriz Hgy. O algoritmo atualiza A
pelo método de Newton.

Algoritmo 2

Dados de entrada:

A >0 com Hg + Al definida positiva e A > 0.
Passo 1. Fatorar Hg + A\ = RTR.

Passo 2. Resolver RTq = —90Q-

Passo 3. Resolver RTs = gq.

Passo 4. A\ = )\ + [%r {HSHT—A]'

Neste algoritmo RTR ¢ a fatoracdo de Cholesky da matriz Hg + M,
onde R € R™*™ é uma matriz triangular.

e Tratamento do hard case:

Lema 3.6.3. Seja 0 < 0 <1 e suponha que
Ho+ M =RTR, (Hg+M)s=—g,\>0.
Se z € R" satisfaz
s + 2l = A, | R=||* < o (| Rpl|* + AA?), (3.31)
entao
—p(s+2) > 1/2(1 = o) (| Bpl* + AA®) > (1 —0) ¢,
onde ¢* € o valor dtimo de (1.2).

A demostragao do lema pode ser encontrada em [10].

A importancia do lema (3.6.3) é no hard case. Nesta situagao te-
mos A > 0 com Hg + Al definida positiva e a solucao s do sistema
(Hg + M)s = —g, satisfaz ||s|| < A.
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Podemos tentar satisfazer (3.31) com z = 72, tomando um 7 que sa-
tisfaca ||s + 7Z|| = A e escolhendo Z com ||Z]| = 1 tal que |[|[RZ] seja
tao pequena quanto possivel, onde

AZ — ||s|?
sT2 + sgn(sT2)[(sT2)2 + (A2 — ||s||*)]1/2”

O vetor £ com ||2|| = 1 pode ser obtido com a técnica de LINPACK®
(ver [2]), para estimar o menor valor singular da matriz triangular R.

e Salvaguardando \:
E necessaria uma salvaguarda para \ para garantir que a solucio seja
encontrada. A salvaguarda depende de ¢ ser convexa e estritamente
decrescente em (—d1,00), onde d; é o menor autovalor da matriz Hg.
O esquema usa parametros Az, Ay e Ag tais que [Ar, Ay| ¢ um intervalo
de incerteza que contém o A desejado, e A\g é uma cota inferior sobre
—01. Com isso temos duas situagoes:

1. Se A > Ag, entao
* A =mazx{\ A}
* A =mazx{\ v}
2. Se A < \g, entdo A = max {O.OOlAU, ()\L)\U)l/Q}.
O item 1, garante que A € [Ar, Ay]. O segundo item garante que o

comprimento do intervalo seja reduzido para garantir que A permaneca
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