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Resumo

Neste trabalho apresentamos métodos de minimização irrestrita, de uma fun-
ção objetivo F de várias variáveis, que não fazem uso nem do gradiente da
função objetivo - métodos derivative-free, nem de aproximações do mesmo.
Nosso objetivo básico foi estudar e comparar o desempenho de métodos desse
tipo propostos por M. J. D. Powell, que consistem em aproximar a função F

por funções quadráticas - modelos quadráticos - e minimizar tal aproximação
em regiões de confiança. Além do algoritmo de Powell de 2002 - UOBYQA -
são testados: uma variante dele, na qual utilizamos a escolha de alguns pa-
râmetros, por nós estabelecida, e também a nova versão de NEWUOA, pro-
posta por Powell em 2006. Todos os testes foram realizados com problemas
da coleção de Hock-Schittkowski. São comparados os resultados numéricos
obtidos pelos métodos de Powell: entre eles mesmos e também entre eles e
um método de busca padrão de autoria de Virginia Torczon, o qual define,
em cada iteração, um conjunto padrão de direções de busca a partir do ponto
atual, procurando melhores valores para F .
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Abstract

In this work we study numerical methods to solve problems of nonlinear
programming without constraints, which do not make use, neither of the
gradient of the objective function, nor of approaches to it. A method that
consists on the approximation of the function F by a quadractic model, due
to Powell (2002), UOBYQA, and a variant of this method were implemen-
ted. A new version of the NEWUOA, introduced by Powell in 2006, was also
implemented. Besides the Powell algorithm, commentaries of the implemen-
tations are done. Numerical tests of such implementations with problems of
the Hock-Schittkowski collection, are made at the end of the work. There
are also comparisons of the Powell methods among themselves, and also a
comparison among the Powell methods with a pattern search method, which
looks for the improvement of the value of the objective function throughout
a set of directions, depending on the current point. Such a method is due to
Virginia Torczon.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Se queres que o futuro seja diferente
do passado deves planejar o presente.

L.J.

Em otimização, um problema se diz irrestrito se seus parâmetros podem
assumir quaisquer valores. Para o caso de nosso interesse neste trabalho,
minimizamos uma função objetivo de várias variáveis, sobre todo o espaço
ℜn. A formulação matemática é:

minimizar F (x)
x

, (1.1)

onde x ∈ ℜn é uma n-upla de números reais (x1, x2, · · · , xn), com n ≥ 1 e
F : ℜn → ℜ, função continuamente diferenciável.

Nosso interesse e motivação para estudar algoritmos que não fazem uso
de derivada - derivative-free - para resolver este problema é a grande de-
manda de profissionais de várias áreas por tais ferramentas. Muitas vezes,
calcular o valor da função F (x) dado o vetor x, é muito caro; outras vezes, os
valores das derivadas de F em x não são fáceis de encontrar, ou porque F (x)
resulta de algum fenômeno físico ou químico, ou, mais comumente, porque
este é o resultado de uma complexa simulação de um computador. Este fato
pode ser visto, por exemplo, nas aplicações apresentadas em On trust region
methods for unconstrained minimization without derivative [16]. Em resumo,
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

a quantidade e a importância dos problemas que podem e devem ser resol-
vidos por esses métodos, serviram de motivação para estudarmos métodos
derivative-free para minimização irrestrita.

Dentre todos os métodos derivative-free conhecidos encontramos os mé-
todos de busca direta, os quais, além de não fazer uso explícito do gradiente
da função F , não fazem uso de aproximações do mesmo, e tampouco de
aproximações da função F , por exemplo por polinômios interpolantes. Estes
métodos determinam, entre um conjunto de valores da função F em pos-
síveis soluções, qual é o melhor valor, comparado com um valor de F já
considerado como melhor, e conseqüentemente determinam a melhor solu-
ção do problema. A estratégia consiste em fazer comparações de cada um
destes valores com o melhor valor obtido até o momento. Esta estratégia
não necessita avaliar a função F em todas as soluções possíveis, visto que no
momento no qual encontra-se um valor melhor, a solução nova é definida e
um novo conjunto de valores é obtido [9].

Dentre os métodos de busca direta, podemos mencionar: o método sim-
plex de Nelder e Mead [11], o método de Hookes e Jeeves [9], e os algoritmos
de busca direta introduzidos por Dennis e Torczon [6, 23]. Estes métodos
são baseados em uma geometria padrão pré-definida e usam essa ferramenta
para decidir quando a função objetivo pode ser avaliada. Uma vantagem
importante destes métodos é que eles não precisam da suavidade da função
objetivo.

Neste trabalho voltamos nossa atenção a métodos de região de confiança,
quando uma aproximação para F (x), x ∈ ℜn, é construída e o próximo vetor
de variáveis é gerado, usualmente procurando o mínimo da aproximação em
uma região conveniente de ℜn. A aproximação usada é chamada modelo
quadrático, por se tratar de uma aproximação por polinômios quadráticos.
Nesses algoritmos é necessário, a cada iteração, a resolução de subproblemas
da forma:

minimizar Q(xk + s)
s ∈ Ω

(1.2)

onde k é um inteiro em [1, m̂] com m̂ no intervalo [n + 1, m], m definido por
1

2
(n + 1)(n + 2) e o conjunto Ω = {x : ‖s‖ ≤ ∆} a região de confiança, onde

∆ é algum parâmetro positivo chamado raio da região de confiança Ω.

Usamos o sofware UOBY QA de Powell, o qual é um algoritmos para



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 3

minimização irrestrita sem derivadas, que constróem modelos quadráticos
por interpolação em valores da função objetivo, para uma escolha conveni-
ente dos pontos de interpolação. Utilizamos funções de Lagrange porque
elas têm algumas propriedades importantes e úteis. Em especial, elas mos-
tram se uma troca de um ponto de interpolação preserva a não singularidade
das equações de interpolação e fornecem uma cota de erro para o modelo
quadrático. Além disso, elas podem ser atualizadas quando um ponto de
interpolação é trocado. Em UOBYQA: unconstrained optimization by qua-
dratic approximation [17], se propõe um novo algoritmo para minimização
irrestrita, dada a função F , formando modelos quadráticos por interpolação,
onde cada modelo é definido por m̂ valores da função. Em On the Lagrange
function of quadratic models that are defined by interpolation [16], é provado
que a cota de erro pode controlar ou ajustar o raio da região de confiança,
de forma a se obter excelentes propriedades de convergência num algoritmo
para problemas de minimização irrestrita.
Esses métodos, do tipo derivative-free, são aqueles que usam ferramentas de
interpolação-aproximação introduzidos por Winfield [26, 28], e por Powell
[13, 14]. Nesses métodos, o modelo polinomial (linear ou quadrático) de
aproximação da função objetivo F , é construído e minimizado, no contexto
duma região de confiança [3]. Um fato comum aos algoritmos desse tipo é
que eles constróem uma base conveniente do espaço ℜn, e geram o modelo
por uma construção de uma combinação linear dos polinômios da base. Em
particular, interpolam valores conhecidos da função F . Powell escolhe para
seu trabalho, uma base formada por polinômios de Lagrange [5].

Powell desenvolveu um novo sofware em Fortran 77 chamado NEWUOA,
para a resolução deste problema, considerando m = 2n + 1 pontos de inter-
polação. Esse sofware descreve alguns resultados numéricos que testam a
eficiência e a exatidão na minimização irrestrita sem derivadas de funções
de 320 variáveis. Ele sugere uma variação da técnica para manter o sistema
de equações de interpolação não singular. Detalhes deste software e suas
técnicas podem ser encontrados no artigo [19].

Neste trabalho fizemos a seguinte abordagem:

1. Estudamos os métodos propostos por Powell [16, 17, 18] e Virginia
Torczon [24].

2. Estudamos a estrutura do modelo quadrático Q gerado pelo algoritmo,
que é construído por interpolação em um número definido de pontos.
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Esses pontos são determinados de uma forma particular, considerando
valores da função F .

3. Introduzimos em UOBY QA [17], uma modificação que consiste em
tomar ρ = 0.2 parâmetro fixo, M = |0.5F (x)| cota de erro, e o número
de pontos de interpolação dado por m = 1

2
(n + 1)(n + 2).

4. Realizamos os testes numéricos com os algoritmos UOBY QA de Powell
[17], o algoritmo UOBY QAmod (algoritmo modificado de Powell) e o
algoritmo NEWUOA, com os problemas apresentados em [21] e [8].

5. Comparamos os resultados numéricos do algoritmo UOBY QAmod, com
os resultados obtidos pelo método de busca padrão de Virginia Torczon
[24], o qual implementamos em Fortran 90, definindo em cada iteração
um conjunto padrão de direções de busca no ponto atual em procura
melhores valores para F .

Tomando como base o artigo de Powell de 2002 [17] para desenvolver a
abordagem acima, os artigos citados foram usados da seguinte forma:

1. Powell 2003 [18], para gerar os pontos de interpolação, inicializar e
atualizar as funções de Lagrange, e atualizar o modelo quadrático.

2. Powell 2002 [17], para construir o modelo quadrático, para solucionar
os dois subproblemas:

• Minimizar o modelo quadrático dentro de uma região de confiança
Ω com raio ∆.

• Maximizar a j-ésima função de Lagrange dentro de uma região de
confiança N com raio ρ.

e para atualizar ∆ e ρ.

3. Powell 2001 [16], para preservar a não singularidade do sistema Q(xi) =
F (xi), i = 1, 2, . . . ,m, utilizando as propriedades das funções de La-
grange, e para introduzir uma forma de construir uma cota de erro
para o modelo quadrático.

Organizamos este trabalho em Capítulos. No Capítulo 2, apresentamos
alguns conceitos básicos importantes para o desenvolvimento deste traba-
lho. No Capítulo 3, apresentamos detalhes do método baseado no algoritmo
UOBY QA Unconstrained Optimization BY Quadratic Approximation [17],
onde um novo vetor de variáveis é calculado minimizando o modelo atual
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dentro duma região de confiança. Técnicas são descritas para ajustar o raio
da região de confiança, e para a escolha das posições dos pontos de interpo-
lação que mantêm a não singularidade. Descrevemos ainda a atualização dos
modelos quadráticos. A partir disso, geramos o ponto x∆ pelo método de
Moré e Sorensen [10], que fornecerá uma melhor aproximação para a solução
do problema (1.1).

No Capítulo 4, apresentamos o método de Virginia Torczon [24], um mé-
todo iterativo que soluciona o problema (1.1), que não faz uso do gradiente
da função F e tampouco de aproximações da mesma. O método define, em
cada iteração, um conjunto padrão de direções de busca no ponto atual e
procura melhores valores para F , ao longo de algumas delas, sustentado em
um critério de decréscimo simples.

No Capítulo 5, fazemos uma análise dos resultados obtidos nos proble-
mas numéricos testados.

O Capítulo 6 contém algumas conclusões, alguns agradecimentos e algu-
mas propostas de trabalhos futuros.



CAPÍTULO 2

Conceitos fundamentais

2.1 Introdução

Neste capítulo apresentamos alguns fatos básicos sobre os problemas de oti-
mização, que são necessários ao longo deste trabalho. Serão apresentados
os resultados de existência de soluções e as condições de otimalidade para
problemas irrestritos, os quais são conceitos que consideramos importantes
no estudo de qualquer problema de otimização. Além disso, mostraremos a
idéia geral dos métodos de aproximação, apresentando a técnica de interpo-
lação polinomial e o algoritmo geral do método de região de confiança.

Sejam dados um conjunto D ⊂ ℜn e uma função F : D → ℜn. O
problema principal a ser considerado neste trabalho é achar um minimizador
de F no conjunto D. Este problema de programação não linear será escrito
como

minimizar F (x)
x ∈ D

. (2.1)

O conjunto D será chamado de conjunto viável do problema, os pontos de
D serão chamados de pontos viáveis, e F será chamada de função objetivo.

Definição 2.1.1 (Métodos derivative-free). Um método derivative-free é um
método iterativo usado para resolver um problema de otimização, se ele não
faz uso do gradiente da função F .

6
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2.2 Classes de soluções

Definição 2.2.1 (Minimizador local). Seja F : D → ℜ. Um ponto x∗ ∈ D,
é um minimizador local de F sobre D se existe ǫ > 0 tal que

F (x∗) ≤ F (x),

∀x ∈ D, tal que ‖x − x∗‖ < ǫ.

Definição 2.2.2 (Minimizador local estrito). Seja F : D → ℜ. Um ponto
x∗ ∈ D, é um minimizador local estrito de F sobre D se existe ǫ > 0 tal que

F (x∗) < F (x),

∀x ∈ D com x 6= x∗, tal que ‖x − x∗‖ < ǫ.

Definição 2.2.3 (Minimizador global). Seja F : D → ℜ. Um ponto x∗ ∈ D,
é um minimizador global de F sobre D se

F (x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ D.

Definição 2.2.4 (Minimizador global estrito). Seja F : D → ℜ. Um ponto
x∗ ∈ D, é um minimizador global estrito de F sobre D se

F (x∗) < F (x), ∀x ∈ D com x 6= x∗.

Proposição 2.2.1 (Condição de otimalidade). Se x∗ é um mínimo local de
F sobre D, então

∇F (x∗)T (x − x∗) ≥ 0 ∀x ∈ D.

Definição 2.2.5 (Ponto estacionário). Um ponto x∗ que satisfaz a condição
de otimalidade (2.2.1) chama-se ponto estacionário do problema (2.1).

Definição 2.2.6 (Valor ótimo). Dizemos que ῡ ∈ [−∞, +∞) definido por

ῡ = inf
︸︷︷︸
x∈D

F (x)

é o valor ótimo do problema (2.1).

Uma função pode admitir vários minimizadores globais, mas o valor ótimo
(global) da função objetivo nesses minimizadores é, sempre o mesmo.
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2.3 Condições de otimalidade para problemas sem

restrições

Quando D = ℜn, dizemos que o problema (2.1) é irrestrito, e quando D 6= ℜn

falamos de otimização com restrições. Em nosso caso consideramos o pro-
blema irrestrito e estudaremos as condições que devem ser satisfeitas quando
um ponto x∗ é um minimizador (local) do problema (2.1). Condições deste
tipo se chamam condições necessárias de otimalidade. Também estudaremos
as condições que garantem que um ponto dado é minimizador local do pro-
blema. As condições deste último tipo se chamam condições suficientes de
otimalidade.

Teorema 2.3.1 (Condição necessária de primeira ordem). Suponhamos que
a função F : ℜn → ℜ seja diferenciável no ponto x∗ ∈ ℜn. Se x∗ é um
minimizador local do problema (2.1), então ∇F (x∗) = 0.

A condição acima deve ser satisfeita por qualquer candidato a minimi-
zador de funções diferenciáveis. Pontos y tais que ∇F (y) = 0 são chamados
pontos estacionários. No caso de funções que possuem derivadas de segunda
ordem, a proposição abaixo deve ser satisfeita:

Teorema 2.3.2 (Condição necessária de segunda ordem). Suponhamos que
F : ℜn → ℜ seja duas vezes diferenciável no ponto x∗ ∈ ℜn. Se x∗ é um
minimizador local do problema (2.1), então ∇F (x∗) = 0 e a matriz Hessiana
∇2F (x∗) é semidefinida positiva.

Se ∇2F (x∗) é semidefinida positiva, significa que para qualquer y ∈ ℜn,
yT∇2F (x∗)y ≥ 0. Novamente as condições acima não garantem que x∗ seja
solução do problema (1.1). Condições suficientes são dadas na proposição
abaixo:

Teorema 2.3.3 (Condição suficiente de segunda ordem). Suponha que F
′′

seja contínua em uma vizinhança de x∗, ∇F (x∗) = 0 e ∇F (x∗) seja definida
positiva. Então x∗ é um minimizador local estrito de F (F (x∗) < F (x),∀x ∈
ℜn).

Esta última condição não é necessária para que um ponto seja um mini-
mizador de uma função.










































































































