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Introducao

Neste trabalho apresentamos uma formulacao abstrata para alguns tipos importantes de
equagoes diferenciais parciais nao lineares estacionarias e de evolucion cuja formulagao
inclui como casos particulares as cldssicas equacoes de Navier-Stokes e Boussinesq entre
outras.

Estabeleceremos resultados de existéncia global de solucoes fracas e existéncia de
solugoes com a propriedade de reprodugao (nogao que generaliza num certo sentido a de
periodicidade). Considerando hipfesis adicionais para os operadores envolvidos, demons-
tramos também a unicidade de soluciones fracas.

Nossa principal ferramenta ¢ o método de Galerkin do qual lembramos os pontos

essenciais:

1. Formulacgao fraca do problema a ser estudado. Isto envolve uma escolha adequada

dos espacos de fungoes .

2. Existéncia da solucao do problema fraco. Isto envolve os seguintes aspectos:

(a) Formulacdo do problema aproximado e existéncia, pelo menos, de solucoes

locais.

(b) Estimativas a priori: neste ponto, usualmente se obtém a existéncia global das

aproximagoes num intervalo [0, 7,7 > 0 fixo. Também é necessério demons-
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trar que as aproximacoes estao em bolas fixas, i.e., o raio nao dependente de

k, de certos espacos normados.
(c¢) Uso das limitagdes obtidas em b) para obter o candidato a solugao .

(d) Fortalecimento das convergéncias obtidas em c¢) para o passo ao limite nos

térmos nao lineares.

(e) Demonstrar que o candidato obtido em ¢) é de fato solugao do problema fraco.

3. Estudo da possivel unicidade da solucao obtida. Para isto é usual impor mais

hipétesis sobre os dados e os operadores envolvidos no problema.

4. Estabilidade da solugao em relagao aos dados. Isto é importante desde o ponto de

vista da analisise numérica.

Um dos pontos mais dificeis no uso do esquema descrito anteriormente é o fortale-
cimento das convergéncias. Para conseguir fazer isto, usamos o Lema de Compacidade
de Aubin-Lions e teoremas que envolvem derivadas temporais fracciondrias (ver [Lio69],
[Tem79]). Estes teoremas podem ser usados no problema abstrato que apresentamos,
porém, vamos usar outro de J. Simon e que pode ser aplicado em problemas nos quais
os anteriores sdo inoperantes, por exemplo nas equagoes dos fluidos nao homogéneos (ver
[RM95], [Sim90a]).

Para o uso pratico do Teorema de J. Simon, apresentamos um Lema (ver Lema 1.6)
que aparece em [OTRMO96].

A formulagao abstrata apresentada é dada em [Tem79] e [aa94], onde os autores obtém
resultados similares aqueles apresentados neste trabalho.

O trabalho é organizado como segue. No capitulo 1, apresentamos a notagao usada

no trabalho, os espacos de fungoes que consideramos e alguns resultados auxiliares. No



capitulo 2, estudamos o problema estacionario, mostrando existéncia de solugoes fracas
e aplicando as ferramentas desenvolvidas para algumas equagoes concretas. No capitulo
3, estudamos o problema evolutivo, mostrando existéncia de solugoes fracas e aplicando

as ferramentas desenvolvidas para algumas equagoes concretas.
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Capitulo 1

Preliminares

Nesta seccién vamos fixar as notagoes que utilizaremos nas préximas secoes a apresen-
taremos alguns resultados sem demonstracao . O leitor interessado podera consultar a

literatura indicada.

1.1 Espacos de Funcoes

Seja Q@ C R™, n = 2,3 un dominio limitado com fronteira 02 suave (en alguns casos sera
suficiente Lipschitz e em outros C1:1).
Consideramos B um espago de Banach com norma || - ||z e H um espago de Hilbert

com produto interno (-, )z e norma || - ||5.

1.1.1 Espacos para o Problema Estacionario

Vamos considerar os cldssicos espagos LP(2),1 < p < oo, dotados com suas normas

usuais e que denotaremos por || - || r(). No caso p =2, L*(Q2) é um espago de Hilbert.

1
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Também vamos considerar os espacgos de Sobolev
Wma(Q) = {f € LUQ) : | D*f|[Lo(e) < o0, |a] < m},

onde m = 0,1,2,..., 1 < q < oo. Todos estes espacos sao dotados com suas normas
usuais.

Quando ¢ = 2 denotamos H™(f2) no lugar de W™?(Q2). Neste caso W™?(Q) é um
espaco de Hilbert. Considerando o espago C§°(€2) das fungdes de suporte compacto
contido em €2 e classe C*, temos que o espago HJ'(€2) é o fecho de C§°(§2) na norma de

H™ (). Para mais detalhes veja [Ada95] e [MR75].

1.1.2 Espacos para o Problema de Evolucao

Seja T' € (0,00). Denotaremos por L?(0,T;B) o espago de Banach das fungoes com
valores em B definidas no intervalo (0,7) e que sao Li-integraveis no sentido de Bochner.

Também vamos considerar os espagos de Sobolev
Wma(0,T;9Q) = {f € L'(D) : [[D*fllLa) < o0, |a| < m},

ondem =0,1,2,... e 1 < g < oo e dotado com sua norma usual.

Quando g = 2 denotamos H™(0, T’; ) no lugar de W™2(0,T; Q). Neste caso W™2(0,T’; Q2)
é um espaco de Hilbert.

Seja I um intervalo de R. Os espacos de Sobolev fraciondrios sao definidos para

0<s<1, 1<p<oocomo

WHP(I;B) :={f € L*(I; B) : || fllws» < o0}

| llwen = ( | <||f(|yy)_— j@”)p Jy_d;)%

onde
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para p < 00 € no caso p = oo:

[flwnee = sup LW =7 @)l5

zyel xy ly — x|

Os espacos WP com as normas anteriores sao espacos de Banach. Quando p = 2, W$?
¢ um espaco de Hilbert e coincide com H*® como ¢ definido em [Lio69].

Para qualquer h > 0 definimos I, ;== {t € [ : t + h € I} e uy(-) denotard a fungao
un(t) = u(t + h) — u(t).

Dada f € LP(I;B), com p no intervalo [1, 00|, entao f, f, e fr+ f estdo bem definidas
cm Ih.
Consideramos tambiém o espago de Nikolskii de ordem s (com s no intervalo [0, 1]) e

expoente ¢ (com ¢ no intervalo [1,00]) definido como
N>U(L; B) = {f € L'(I; B) : || f|| o0 <00}

onde

1 q 1
[Fllen = sup ( / ||fh(t)H"Bdt) = sup || il oo
r>o0 h° \Jr, h>0 N

para ¢ no intervalo [1,00). Quando ¢ = oo, temos

/]

1
Noe = SUD ﬁllfhllmo,T;B)-

Pela condigao || f|| ys.« < 00, para ¢ no intervalo [1, 00| equivale a ter
| fullzao,rim) < ch® Vh eI,

onde ¢ es una constante positiva.
No ¢ dificil demonstrar que N*%(I; B) possui estrutura de espago vetorial para as

operagcoes usuais de funcoes e que si o dotamos da norma

1Al o0y = W llLacmy + [1F 1l oo
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é um espago de Banach. Em particular, N*°([;B) é o espago das fungoes Hoélder-

continuas de expoente s com valores em B.

1.1.3 Espacos para o Problema Periédico

Seja 7 > 0 e k um inteiro nao negativo. Denotamos por C*(7;H) o espaco das funcoes
definidas em R com valores em H, que sao 7—peridédicas e que tem derivadas continuas

até a ordem k. Este espago ¢ dotado da norma usual

k
I llox(rae = sup{>_ [Dif(t)] : 0 <t < 7},
=0

Denotamos por H*(7;H), k = 0,1,2,... o espaco de Hilbert das funcdes u definidas
em R com valores em H que junto a suas derivadas até a ordem k estao no espago L?(7; H)

das fungoes mensuraveis e T—periddicas. Este espaco é dotado da norma

T 1/2
1l = ( [ s dt) .

De maneira similar, definimos o espago de Banach L*(7;H) e o espago W1 (7:H)

dotados das normas

£l oo ety = supess{|[ f()]l2 : 0 < t < 7}

1/2
1wy = (11 rag + 1Def e ring)

1.2 Alguns Resultados Auxiliares

1.2.1 Algumas Imersoes

Um resultado importante que relaciona os espacos de Sobolev com os espagos de Nikolskii

e que ¢é de autoria de J. Simon é o seguinte (ver [Sim90b))



1.2 ALGUNS RESULTADOS AUXILIARES

Proposicao 1.1 Sejam s,r e p tais que 0 <r <s<1lel<p<oo. Entao

WHP(I;: B) < N*P(I;B) — W"P(I; B),
onde as inmersoes sao continuas.
Observacao 1.2 No caso p = 2 temos que

W*2(I;B) = H*(I; B) — N**(I;B) — W"*(I; B) = H"(I; B)
e assim, se f € N%*(I;B) com s no intervalo (0,1), entdo
Dif e L*(I;B) Vr<s,
ou seja, f tem “derivada fracciondria” de ordem r em L*(I;B).
O seguinte teorema de compacidade ¢ de autoria de J. Simon (veja [Sim87]).

Teorema 1.3 Sejam B1,Bs e Bs espacos de Banach tais que By — By — B3 onde a

inmersao By — Bz € compacta. Entdo as sequintes inmersoes sao compactas:
1. L0, T; By) N{p: ¢ € LY0,T;B3)} — L0, T;Bs) se 1 < q < oo.
2. L>0,T;B)N{p:p € L'(0,T;B3)} — C([0,T]; By) se 1 <r < 0.
3. Para qualquer fun¢do dada f € L*(0,T),k>0el <7 < o0

L0, T;B1) N {g « [els, — f € L7(0, 1)} — C([0,T]; By).

4. L9(0,T; By) N N9(0,T; Bs) < L9(0,T: By) se s > 0, 1 < q < co.

Observagao 1.4 O Lema de compacidade de Aubin-Lions (ver [Lio69]), es un caso par-

ticular de 1. Além disso, o Teorema 5.2 em [Lio69] é um caso particular de 4.
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1.2.2 Algumas Desigualdades Integrais
Comecamos com o seguinte resultado que € classico e sera de grande utilidade nos argu-

mentos dos capitulos seguintes (ver [Zygh9]).

Lema 1.5 (Hardy-Littlewood) Sejaa € (0,00). Suponhamos que f € integrdvel sobre

(0,a). Para qualquer t no intervalo (0, a] defina

1 [t

o(t) = Slépt—{/gf(s)ds 0<(<t,
¢

o't) = sgpcit/t f(s)ds t<(¢<a

M(t) = max{0(t),0'(t)}.

Entio , se f € um elemento do espago L"(0,a) com r > 1, se verifica que M(t) € um

elemento do espago L"(0,a) e temos a sequinte estimativa

/Oa M (#)dt < 2 (r - 1)7«/0@ () dt.

O seguinte Lema ¢ fundamental para obter as limitacoes nos espacos de Nikolskii e

que sao necessarias no Lema de compacidade de J. Simon.

Lema 1.6 Sejam B; e By espacos de Banach tais que By — By sendo a inmersao
continua. Seja w um elemento do espaco L*(0,T;Bi) e suponhamos que seja vdlida

a sequinte desigualdade integral

T—h T—h t+h
/O lon (8) 2, dt < / ewn (815 / g(r) dr dt. (L.1)

Entao
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1. Se g e LY0,T) temos

1/2
< Cllwl[}-

]l L2(0.T38y)"

1
N712(0,T;8z)

onde C' € uma constante positiva que somente depende de ||g||L1(0.1)-
2. Se g e L*(0,T) temos

lwll s CHwHLz

N32(0,T:8y) — (0,T;B1)

donde C' ¢ uma constante positiva que somente depende de ||g||2(0.1)-
Un corolario imediato deste Lema é o seguinte:
Corolario 1.7 Sob as condi¢oes do Lema 1.6 temos
Dfw € L*(0,T; By),
com0<a<l1/4dnoitem1e0<a<1/2 noitem 2.

Para obter a (item 2 do lema 1.6) nos limites enunciados, é fundamental o uso do
Lema de Hardy-Littlewoood como veremos na demonstracao .

Demonstracao do Lema 1.6.

Item 1. Usando o Teorema de Fubini na integral do lado direito da desigualdade

(1.2) obtemos

T—h
[ s asa= [ [ ool aas
0 t

onde

ol
I
V2)
o
A
V)
A
~
|
B




1. PRELIMINARES

Por outro lado

/h leon ()]s, dt

IN

([ o) ([ )

< C\/EHIUHL?(O,T;&y

Desta forma temos que

T—h T

[ sl asa < Vil [ o)as
0

Vhl[w] 2078,

IN

com ¢ = 2¢||g|| 1 (0,r). Temos assim que

1 [T-h
—= lwn@®)l5, At < ellwllzzrm,)
Vh

0

e isto implica o item 1 com ¢ := \/E
Item 2. Neste caso vamos a estimar da melhor maneira possivel a integral do lado
direito da desigualdade (1.2).

Temos

T—h T—h 1 t+h
[ somna e = o[ (et [ o) a
0 t

_ / a6 dt

1 t+h
onde 6(t) = sup h/ g(s)ds.
h>0

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

[ o ||Bldsdt<h(/OT_huwh(t)n%ldt)%(/OT_hem)dt)% 12

Aplicando o Lema de Hardy-Littlewood (Lema (1.6)) na segunda integral, com r =

2,a:T—hef:g,temos

T—h T—h
/ 02(t) dt < 8 / G2 () dt < 8920
0 0



Logo, usando a desigualdade (1.1) em (1.2) obtemos

1 T—h
E/ [Jwn (t) ||, dt < 2\/§HQHL2(0,T)01HwHLZ(o,T;Bl) = cllwl| 20,78,
0

de onde segue-se o resultado desejado no item 2 |

Observagao 1.8 O argumento do item 1 foi inspirado em J. Simon (veja [Sim90a]),
quem o usou nas equacoes dos fluidos nao homogéneos e o argumento do item 2 foi

inspirado em Zhang (ver [Zha93]), quem o usou nas equagoes de Navier-Stokes cldssicas.

1.2.3 Alguns Resultados Adicionais

O seguinte resultado que é uma consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Lema 1.9 (Ponto Fixo) Suponhamos que o operador P : H — H ¢é continuo e que

existe uma constante positiva vy tal que

(P(y),y)n >0 Yy tal que ||y|ln =~ (1.3)

entao existe um y € H tal que

Iyl <~y e Ply) =0. (1.4)

Teorema 1.10 (Caratheodory) buscar [MR75]
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Capitulo 2

O Problema estacionario

Neste capitulo vamos estudar a existéncia das solugoes fracas do seguinte problema esta-

cionario abstrato

Au+B(u,u) + Bju — Byu = f. (2.1)

Na seguinte secao estabelecemos as hipoteses sobre os operadores A, B, B, B, e sobre

o lado direito f.

2.1 Hipoteses

Como no capitulo anterior, seja ‘H um espaco de Hilbert separdvel. O produto interno
em H serd denotado (-,-) e norma associada por || -||. O espaco dual de H serd denotado
por H~! e freqiientemente o identificaremos com H. A norma em H ™! serd denotada por
-1

11
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2.1.1 O Operador A

Neste trabalho vamos supor que A : D(A) C ' H — H~! é um operador auto-adjunto,
positivo. D(A) denota o dominio do operador A e este é um subconjunto denso de H
como veremos logo mais.

Além disso, vamos supor que existe o inverso de A, que denotamos por A~!, e que
este é um operador linear e compacto.

Isto implica que existe um conjunto ortonormal e enumeravel de autofuncoes
By = {w,, € H:m € N} (2.2)
que é completo em H e tais que:
Aw,, = \w,, Ym e N,
onde a sequéncia de autovalores {\,, € X : m € N} é real e tal que
0< A< A<...<A,<...— o0
Como By é ortonormal e completo em H, para cada u € X temos:

U= Z CnWy  onde ¢ = (U, Wyy). (2.3)

m=1

Usando a anterior igualdade, podemos caracterizar o dominio do operador A como

D(A) ={u = i Con Wiy, i M2c2 < oo}
m=1 m=1

Logo, para u € D(A) vale a seguinte igualdade

oo
Ay = g A Con Wi, -
m=1

Seja a > 0 um nimero inteiro. Consideramos o operador A® : D(A*) — H definido

no conjunto

D(A®) = {u = Zcmwm : Z N2 < oo},
k=1 m=1
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e que ¢é definido por

o0
A%y = E A CnWy,  onde ¢, = (u, wpy,).

m=1

Observamos que o conjunto H® := D(A*/2) é um espaco de Hilbert com o produto

interno definido por

(u,0)q = (A0, A%%).

O espaco dual de ‘H® é denotado por H™“. Identificando o espaco H com seu dual,

temos que

HY - H—H“

onde cada — denota a inje¢ao canonica e que sao continuas e com imagem densa.

2.1.2 Os Operadores B,B; e By

Vamos supor que os operadores B, B; e By satisfazem as seguintes hipotesis

H1. Para i = 1,2, B; : H! — H~! é um operador linear e limitado com extensao
continua B; : H — H~L.

As normas dos operadores B e B; com valores em H~* sao denotadas por ||B||, e
|B; ||, respectivamente.

H2. B : H' x H! — H~! é uma forma bilinear, continua e limitada, ou seja
IB(u, v) -1 < IBlluflullsallvllze Vu,v e M

H3. Existem extensoes continuas (denotadas também por B)
B:HxH' - H' ¢ B:H'xH-H"

H4. Denotando como (-, ), o produto de dualidade entre os espagos H* e H™%,

supomos que B satisfaz a seguinte hipotese

(B(u,v),w); + (B(u,w),v); =0 Yu,v,weH".



2. 0 PROBLEMA ESTACIONARIO

H5. B, satisfaz a seguinte hipotesis:
(Biu,v) + (Byv,u) =0 Vu,v € H'.
Denotaremos por Bg o operador nao linear definido como

Bo(u,v) := B(u,v) + Byv + Bau.

2.2 Existéncia e Unicidade

Definigao 2.1 (Solugao Fraca) Seja f um elemento do espago H™' dado. Um ele-

mento H no espago X' é uma soluao fraca de (2.1), se para todo v € H' se verifica
(u7 U)l + (BO(uv U), U) = (f7 U)' (24)
O primeiro resultado que demonstraremos é o seguinte.

Teorema 2.2 (Existéncia de Solugoes Fracas) Suponhamos que |Bally < 1. Para

toda f € H™' a ecuacao (2.1) tem pelo menos uma solugdo fraca.

Demonstracgao.
Seja By o conjunto em (2.2) e consideremos as aproximagoes de Galerkin definidas

por

m

Uy = E Clom W, m €N,
k=1

onde os coeficientes ¢, sao nimeros reais determinados de tal forma que u,, é solugao

fraca do seguinte problema

Aum + PmB0<um> um) - me7
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onde P,, denota a projegao ortogonal associada ao espaco vetorial fechado de dimensao

finita V,,, :== (wyq, ..., wy,), ou seja, u,, é solucdo do seguinte sistema de equagoes
(U, W )1 + (P Bo(tm, ), wi) = (f,wr) ke{l,...,m}. (2.5)
Para cada u € V,,, consideramos o funcional ®,,, : V,,, — R definido por
D, (v) = (u,v); + (P,Bo(u,u),v) — (f,v).

Como ®,,, é um funcional linear e continuo, o Teorema de Riesz-Fréchet nos diz que
existe um unico elemento w € V,, tal que para todo elemento v do espago V,, verifica-se

a seguinte igualdade
(u7 U)l + (PmBo(U, U), U) - (f7 U) = (U), U)-

Isto define o operador L,, : V,, — V,, tal que L,,v = w. L,, satisfaz as hipotesis do
Lema 1.9: a continuidade é uma consequéncia da continuidade dos operadores P,, e do

operador By. Vejamos agora (1.4). Pelas hipoteses H1-H5 temos que

(Lu,u) = (u,u)y + (PpBo(u,u),u) — (f,u)
= (u,u); — (PrBou,u) — (f,u)
> uft = IBallafuli — |uf|f]-
= |uli(luly = [Bz|h|uly = [f]-1) >0

desde que

fler

u > =
b 1 —[|Balx

Pelo Lema 1.9 existe u,, € V,, tal que
L, u,, =0,

ou seja, uma solugao do sistema (2.5).
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Estimativas a priori. Observemos que {u,, }men ¢ uma sequéncia limitada em H?.

De fato, multiplicando (2.5) por ¢, e somando desde k = 1 até k = m obtemos

‘umﬁ + (PmBo(um), um) = ‘umﬁ — (PuBa(um), um) = (f, um).

Temos entao

‘umﬁ = (PnBa(um), um) + (f, um)

< ||B2||1|um|% + |f|—1|um|1

daqui tiramos que

/11

U <
b = TR,

Note que o lado direito é positivo devido a hipotese sobre B,.

Pela estimativa (2.6) existe uma subsequéncia wuy,, que converge fracamente em H'.
Como a injecao de H! em H é compacta, desta subsequéncia podemos extrair uma outra
subsequéncia que converge fortemente em H. Denotamos esta subsequéncia por u,, e seu

limite por w.

Passo ao limite. Temos que

u, — u fortemente em X,

u, — u fracamente em X'

Para o primeiro termo de (2.5) e para todo m € N temos que

(Up — Uy wy,) < |ty — uli|wy|t — 0 quando n — oo. (2.7)
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Como o operador B é bilinear, para o segundo termo de (2.5) temos que

(B(UWUN) - B(uv u)awm) < |(B(un - u, un)v wm)‘ + |(B(uv Up — u)v wm)|

IN

(B (un = w, wn) |1 |wmly + |(B(u, un = w)| 1w

IN

IBl1 (Jun — ulifualy + luli|un — ulr) [0y
< Clup — ulr|ul;

< Clup, —uly = 0 quando n — oo,

para todo m € N e onde usamos o fato de que {uy, }nen ¢ limitada em X'. Em resumo,

para todo m € N temos que
(B(un, up), w,) — (B(u,u),w,) quando n — oo. (2.8)
Como os operadores B e By sao lineares e limitados, para ¢ = 1,2 temos que
(Biu, — Biu,wy,) < [|Bill1|un — u|i|wm|t — 0 quando n — oo. (2.9)

Usando (2.7)-(2.9) e passando ao limite em (2.6) quando n — oo obtemos a seguinte
igualdade

(u, w1 + (Bo(u,w), wy) = (f,w,) VmeN

e que é satisfeita por todas as combinagoes lineares finitas dos elementos de My;. Entao
(u,v); + (Bo(u,u),v) = (f,v) YveH

Assim u é solugao fraca de (2.1) [ |

Teorema 2.3 (Unicidade das Solugoes Fracas) Se By satisfaz

1= [Bafly > VI[Bll1]f]

entdo a equacgdo (2.1) tem uma tnica solugdo fraca.



Demonstracao.
Notemos em primeiro lugar que toda solugao fraca do problema (2.1) estd contida na

bola B,(0) C H' onde

T
[= B

De fato, tomando v = u em (2.4) temos que
[ulf + (Bo(u), u) = [ulf — (Ba(u), u) = (f,u)
e assim
[uli = (Ba(u),u) + (f,v) < [IBlufuli + [ fl-1|ul.

Entao

/-1

ulp < .
luh < 1 —||Baly

(2.10)

Sejam agora u; e uy duas solugoes fracas de (2.1). A funcdo u = u; — uy satisfaz a

seguinte igualdade:
(u,v)1 + (B(ug,u1) — B(ug, us),v) + (Biu,v) — (Bau,v) =0 Yo € HE
Considerando v = u na identidade anterior temos que
lul? + (B(u,u1),u) — (Bou,u) =0 < |ulf = (Bou,u) — (B(u,u1),u).
Pela estimativa (2.10) temos que
ulf < [Ballofulf + IBl[1]u]1[ulf

= [uli(IBally + [Bll1]uz 1)

< [ulR (1Bl + B (1 = [Baf[) 7 f]-1).

e assim
ulf (1= [|Ball1)* = IBll1] fl-1) <0

e pela hipotese temos que |u|? = 0, o que prova o Teorema [ |



Capitulo 3

O Problema Evolutivo

Neste capitulo vamos considerar o anédlogo evolutivo do problema (2.1), i.e., o seguinte

problema abstracto:

uy + Au+ B(u,u) + Biu — Bou = f] (3.1)

u(0) = up. (3.2)

onde os operadores A, B, B, B, sao aqueles introduzidos no capitulo 2.

3.1 Existéncia e Unicidade

Definigao 3.1 (Solugao Fraca) Sejam ug € H e f € L*(0,T;H™"') dados. Dizemos

que u € uma solugao fraca do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) se

u € L*0,T;H") N L=(0,T;H),

19
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e para todo elemento v no espago C*([0,T]; H)NC([0,T]; H'), com suporte de v compacto

e contido em [0,T'), se verifica

= Jo (w(®), o' () dt+ fy (u(t), o)1 di+ [ (Bo(u(t),u(t)), v(t)) dt =
Jo (F(0),0(8)) dt+ (uo, v(0)).
Antes de enunciar o primeiro resultado deste capitulo fazemos uma observagao em relacao

a forma bilinear B.

Observacao 3.2 Como B ¢ uma forma bilinear e continua, existem operadores lineares

B™:H! — H™!,m €N tais que

B(u,v) = Z(Bmu, V)W -

m=1

A representacdao matricial de B™ na base By serd denotada como (a?j)i,jeN.

Teorema 3.3 (Existéncia de Solugoes Fracas) Suponhamos que B,B; e By satis-
fazem as hipotesis H1-H5. Se ||Bs|ly < 1 entao para todo uy € H e para toda [ €

L*(0,T;H™Y) o problema (8.1)-(8.2) possui pelo menos uma solugdo fraca.

Demonstracao.
Seja By o conjunto em (2.2) e consideremos as aproximagoes de Galerkin definidas

para cada ¢ € [0,7] como
U (t) = Z Ckm ()W, com m € N
i=1

e onde os coeficientes ¢, sao determinados de tal forma que wu,, é solucao do seguinte

problema de Cauchy

Pouy = un(0) = (Un)o- (3.4)
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onde P, é a projecao ortogonal associada ao subespaco vetorial fechado de dimensao

finita Vi = (w!, ..., w"*). Notemos que o problema (3.3)-(3.4) é equivalente ao problema
((Um)t, U) + (um7 U>1 = (f7 U) - (BO(Um’Um)u U) Yv eV, (35>
um(0) = Poup. (3.6)

A igualdade (3.3) é equivalente ao sistema de equagoes diferenciais ordinérias da forma

dg
—~Z =G
i (f,9),
onde g = (c1m(t), ..., cmm(t)) € a funcdo G = (G, ..., G,,) com componentes

k m

Gilf.9) = MeCrm(t) + D cim(B)aicim(t) + Y (Byw; + Bow;, wi)cim (t) + (£(£), wy).

ij=1 i=1

A condicao inicial (3.4) é
ckm(0) = (ug,wr) com k=1,...,m.

A existéncia local de soluges do problema de Cauchy (3.3)-(3.4) estd garantida pelo
Teorema de Caratheodory (ver apéndice 2 de [MR75]). A extensao sobre [0, 7] é possivel
devido a estimativa de energia calculada logo mais.

Estimativas a priori. Colocando v = u,, em (3.5) obtemos

1 d

5 a’umP + ‘um‘% = (f7 um) - (BO(umaum)aum)
= (fyum) + (Batm, upm)
S |B2um|—1|um|1+|f|—1|um|1
< Baflafunf2 + S1FP (3.7)
= 1ol T 52 1
onde usamos as hipotesis H1, H3 e H5. Escolhendo ¢ := W > () temos
— [|[B2]|1

d
a|um|2+0|um|? <elfl%:. (3-8)
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onde
C .= — _ — —= — .
2111 % 2|1

Integrando de 0 até ¢ < T obtém-se
t t
!um(t)|2+6/0 um(s)[fds < \(um)ol2+€/o [f(s)[2; ds
< uol +ell Fll 2o rmy: (3.9)
A sequéncia {u,, }men possui as seguintes propriedades:
{tm}men € limitada em L*(0,T;H),

{Um}men ¢ limitada em L*(0,T;H').

Existe entdo uma subsecuéncia de {u;, }men, que ainda denotamos por {u,, }men, € um

elemento u no espago L*(0,T;H') N L>°(0,T;H) tais que se k — oo vale

Upm — u  fraco—x em L*(0,T;H), (3.10)

U, — u fracamente em L*(0,T;H"). (3.11)

Demonstremos agora que a sequéncia {t,, }men ¢ limitada em N*2(0, T'; H) para algtim

s no intervalo [0, 1]. Integrando (3.5) de t até t + h com t + h < T

t+h t+h
(t)n(t),0) = / (£(),0) — (Bo(ttm(s), tn(s)). v) ds — / (tm(s), 0)1 ds

IN

t+h t+h
[ 1£(8)| 1 + ltn ()] [ ds — / (Bo(tn(5), i (5)), v) ds

IN

t+h t+h
[+ el lids [ Bl () ol
' t+h '
< eloly [ 1)+ (9l + o) .

Tomando v := (uy,)x(t), temos

t+h
| () ()] < C!(um)h(t)h/t (1f ()| + [um(s)]1 + [um(s)[}) ds.
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Notemos que a funcao
g(s) = 1f(8)| -1 + [um(s)l1 + [um(s)[i
pertence ao espago L'(0,T). Pela parte (a) do Lema 1.6 temos que
U, € Ni’Q(O, T;H) uniformemente em m.
Aplicando o Lema de compacidade de Simon (Teorema 1.3) temos
Uy, — u  fortemente em L*(0,T;H). (3.12)

Paso ao limite. Seja r € C'([0,7]) uma fungido com suporte compacto contido em

[0, 7). Colocando v = r(t)wy, com k < m em (3.5) temos
((um)es w7 () + (i, )17 () + (Bo(tm, ), wm)r(t) = (£(2), wi)r(1).
Integrando de 0 até T
- /O T(um(t),wm)r'(t) dt + /0 T(um(t),wm)lr(t) dt + /0 T(Bo(um(t),um@)), win )7 (¢) dt
— /OT(f(t),wm)r(t) dt + (wn(0), wy,)r(0). (3.13)

Pelas convergéncias (3.10)-(3.12) quando k — oo temos

_/0 (Um(t) wm) ’( )dt — _/ (u<t),wm)7“/(t)dt,

/0T<<um<>wm Hdt — / F(t)dt,

(U (0), w)r(0) = (Prug, wm)r(0) —  (ug, wy,)r(0).
Vamos agora demonstrar que se k — oo entao

/0(Bo(um(t),um(t)),wm)r(t)dt—>/0 (Bo(u(t), u(t), wy,)r(t) dt.
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De fato:

/0 |(Bo(ttm(B), te (£)) w0} (8) —  (Bo(u(t), u(t)), wn)r(£)] dt

IN

(Bo
/0 |(B(um(t), um(t)) — Blu(t), u(t)), wn)r(t)| dt
+/0 |(Biun, (t) — Byu(t), wy,)r(t)| dt

n /0 (Bt (1) — Bou(t), w,,)r(t)] dt

IN

e [ Bluntt) — e o) s
v [ 1B )~ w01
v [ Bt w0
+c/OT IBa (1t (£) — u(t))] 1 dt

¢ (/OT |t (1) — u(t)|2dt)é — 0.

IN

Fazendo m — oo em (3.13)
—/0 (w(t), wy)r'(t)dt + /0 ((u(t),wy))r(t) dt —|—/0 Bo(u(t), u(t), wy)r(t) dt
= (uo,wk)r(O)—i-/O (f (&), wy)r(t) dt. (3.14)

Como os elementos de C''([0, T); H)NC([0, T]; H') sao limites de combinacoes lineares

finitas de termos do tipo r(-)w’, a igualdade (3.1) é obtida da igualdade (3.14). [

Teorema 3.4 (Propriedade de Reprodugao das Solugoes Fracas) Sob as mesmas
hipdteses do teorema 3.3, existe uma solu¢ao fraca de (3.1)-(3.2) que possui a sequinte

propriedade de reproducao :

uw(0,z) =u(T,xz) Ve
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Demonstracao.

Como H! — H, existe ¢; > 0 tal que ¢;|un,|* < c|u,|?. Usando isto em (3.8) temos
L+ esfnl? < <P
dt m 1|Um S € 19
ou de maneira equivalente
) < e,
Integrando de 0 até 7"
T
e |t (T) 2 < |1t (0)]2 +/ ete|f ()2, dt. (3.15)
0
Definamos a aplicagdo Ly, : [0,7] — R™ como segue:

Ln(t) == (cim(t), -+, Cmm (1))

onde ¢ (t), k =1,...,m, sdo os coeficientes da expansdo de Galerkin de u,,(t). Pela

escolha da base espectral By, e que é ortonormal em H, temos

Definamos agora a aplicacao ®,, : R™ — R™ como segue: Dado (L,,)o € R™ definimos
®,,((Lm)o) = Lin(T), onde Ly, (t) corresponde a solugao do problema (3.3)-(3.4) com valor
inicial (Ly,)o- E facil ver que ®,, é continua.

Vejamos que ®@,, tem ponto fixo. Para isto, é suficiente demonstrar que para qualquer

A no intervalo [0, 1], a possivel solu¢ao da equagao

(Lm)O()‘) = APy, [(Lm)OO‘)] ) (3'17)

pode ser é limitada por uma constante que nao depende de .
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Como (L,)o(0) = 0, é suficiente demonstrar (3.17) para A no intervalo (0, 1]. Neste

caso, (3.17) é equivalente a ®,,,((Ly,)o(A)) = $(Lim)o(A) e pela definicao de ®,, e (3.16),

>

a desigualdade (3.15) implica que

(& 1 r &
5 Em)oW [z < H(Lam)o(Mlliem + 26/0 eI f ()2, dt,

e isto implica que

I < (€7 =17 (26 TR, at) = s,

0
ja que A € (0,1]. Esta estimativa nao depende de A € [0,1] e assim ®,, tem um ponto
fixo (L )o(1) que satisfaz a mesma estimativa em (3.9). Isto corresponde a existéncia
de uma solugao (u,),(t) de (3.3)-(3.4) e que satisfaz (u,),(0) = (um),(T), ou seja, uma

solucao reprodutiva aproximada. Além disso,

[ (U )p (0)* = [ (L )o (D) Ijx < M,

estimativa que também nao depende de m.

Desta forma, podemos repetir os argumentos usados na demonstragao do Item 1 para
as solugbes aproximadas (u,,), e isto nos da exatamente o mesmo tipo de limitagoes
uniformes em m para elas e nos da a convergéncia de uma subsequéncia para a solugao
u, de (3.1)-(3.2) e que satisfaz u(0) = u(T). |

Antes de enunciar nosso préximo resultado, colocamos uma hipoteses adicional que
vai nos ajudar a garantir a unicidade das solugoes .

H6. Suponhamos que os operadores B, B; e By sao tais que o seguinte é valido
1/2 1/2
(Bluyv),w)l < clul"fuly o] ol
(Bi(w),v)] < cluifo*[o}",

(Bo(u),v)| < clul?[ulyo]2[u]}/?,



onde ¢ é uma constante que nao depende dos elementos u,v e w do espaco H'.

Teorema 3.5 Suponhamos que os operadores B, By e By satisfazem as condiciones H1-

Hé6. Entao o problema (3.1)-(3.2) possui uma inica solugao .

Demonstracao.
Sejam wu, v duas solugdes do problema (3.1)-(3.2) e consideremos w := u — v. Entao

w satisfaz la siguiente ecuacion:
wy + Aw + B(u,u) — B(v,v) + Bijw +Bow = 0
w(0) = 0,
ou de forma equivalente
wy +Aw = —Bjw — Bow — B(u,w) — B(w,v)
w(0) = 0.
Multiplicando a equagao anterior por w e integrando sobre €2 temos
S WP +lw®)f = —(Biw,w) — (Bow, w) — (B(u, w), w) — (B(w,v), w)
- —(ng,w) - (B(U),U),U))
< eplwl® + nlwli + eylvfilw]® + nlwli.
ja que (Byw,w) = (B(u,w),w) = 0 ¢ onde usamos a hipotesis H6. Tomando 1 = 7,
obtemos
d
Te@OF + w®f < clw@P (1 +[o0)]).
Integrando de 0 a ¢, temos
t t
WP + [ emRdr <e [ P dn
0 0

Como v € L*(0,T;H') o Lema de Gronwall implica que w = 0 e assim u = v [
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Capitulo 4

Soluciones Periodicas Fortes

Nesta capitulo vamos considerar um problema abstrato e vamos demonstrar a existéncia
e unicidade de solugoes fortes peridédicas no tempo.

Como uma aplicacao da teoria desenvolvida, vamos considerar o sistema de equacoes
dos fluidos magneto-micropolares. Nosso principal resultado cobre varios outros mo-
delos da hidrodinamica: equacgoes de Navier-Stokes com condiciones de fronteira nao

homogéneas, equacoes da magneto-hidrodinamica e equacoes dos fluidos micropolares.

4.1 Hipoteses e o Resultado Principal

Lembremos que H é um espaco de Hilbert separable com produto interno (-,-) e norma

| - |. Consideremos a seguinte equagao abstrata
ur + Au+ B(u,u) + Ru = f, (4.1)

onde vamos a impor as seguintes hipotese:
H1. A é um operador autoadjunto, definido positivo em H com dominio D(A) e com

inverso compacto.

29
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H2. B é uma forma bilinear em H x H tal que
(B, v). w)] < sl A2l Ac ] (12)
para v € D(AY?),v € D(A) e w € H. Além disso, supomos que
(B(u,v),v) =0, u € D(AY?),v € D(A). (4.3)
H3. R é um operador lineal em H com dominio D(A/? tal que
R(u,0)] < cal Y20l (1.4
onde R(u,v) = (Ru,v) para toda u € D(AY?),v € H. Além disso, supomos que
A(u,u) + AR (u, u) > ky|AY?u)? para A € [0, 1], (4.5)

onde A(u,v) = (AY?u, AY?v) para toda u,v € D(AY?) e k; > 0.

O principal resultado é o seguinte:

Teorema 4.1 Seja f € CY(1,H) para algiim T > 0. Sob as hipdteses (4.2)-(4.5) e se

existe uma constante positiva M tal que se
sup | f(t)] < M (4.6)
entdo (4.1) possui uma solugdo forte T—periodica
u e H(m: H) NHY (m; D(A)) N L= (7 D(A)) N Wh(r; D(AY?)). (4.7)
Além disso, se
[B(u, v, w)| < c1| AY2ul|AY20] V2| Av] 2w (4.8)

ou se || fllcr () for suficientemente pequena, entdo a solugdo € unica e para toda solugao

@ de (4.1) definida para t € (0,00) com valores em D(A) e tal que

T
sup |a(t)] +/ |AY24(t)|? dt < oo
0

0<t<T

para todo T > 0, |u(t) — u(t)| — 0 exponencialmente quando t — oc.
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A demonstracao deste teorema é basicamente um conjunto de estimativas para as
solugoes aproximadas u,, € CY(7;V,,),m = 1,2,3,..., onde V,, = {wy,ws, ..., wy,} e
{wWpm }men é um conjunto ortonormal completo de H formado pelas autofungoes do ope-
rador A.

Na préxima secao apresentamos a demonstracao do teorema 4.1. O roteiro desta prova
¢é o seguinte: Primeiro demonstramos a existéncia das solugoes u,,. Segundo, obtemos
um conjunto de estimativas das u, que nos permitirem fazer a passagem ao limite em
n. O terceiro passo é demonstrar a existéncia de uma solugao da equagao (4.1) e que

satisfaz (4.6) tomando n — oo e também sua unicidade.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1

4.2.1 Solucgoes Aproximadas e Estimativas de Primeira Ordem.

Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias que definem solugoes

aproximadas da equagao (4.1).

((um)t, wi) + AU, wi) + B(tm, U, wi) + R, wi) = (f, wy), k=1,2,....m
(4.9)

onde Uy, (t) = D70 Com (D)W € U (t) = up(t +7) param =1,2,3,. ...
Lema 4.2 Para cada m existe uma solugio u € C'(1;V,,) do problema ndo linear (4.9).

Demonstracgao.

O problema linear

(ur,0) + Alu,0) = (f,0) —R(v,¢) = B(v,0,0), ¢ €V, (4.10)

u(t) = u(t+71)



32

4. SOLUCIONES PERIODICAS FORTES

possui uma tnica solugao u € C*(7;V;,) para cada v € C°(7; V;,) (ver [amann], [burton]).
Considere o operador ® : C°(7; H,,) — C°(7; H,,) tal que ®v = u. Vamos a demons-
trar que ® tem um ponto fixo usando o Teorema de Leray-Schauder. Para isto, vamos a

demonstrar que para todo u e A € [0, 1] tais que A®u = u temos

sup |u(t)] < CM  para algim C > 0 (4.11)
0<t<r

onde M é a constante que aparece na desigualdade (4.6). Para A = 0 temos que u = 0.

Seja A > 0 e vamos supor que A®(u) = u. Usando (4.10) temos que

(ur, @) + Alu, @) = A(f, ¢) — AR(u, ¢) — AB(u, u, 9)

Tomando ¢ = u e lembrando (4.3) obtemos

1d
§a\u|2 + A(u,u) + AR(u,u) = A(f, u)

Denotando por g o menor autovalor de A, temos
|A%u| < p*PIA ], 0 <a<p, (4.12)
e assim |(f,u)| < C|f||AY?u| e pela desigualdade (4.5) obtemos
d o 1/2, 12 2
a]u\ + k|AVu|* < CM (4.13)
Integrando em relacao a t e usando a periodicidade de u temos

/ |AY 2y (t)|2dt < CM>T.

0

Pelo Teorema do valor médio para integrais e (4.12), existe t* € [0, 7] tal que

lu(t")| < C|AY?u(t*)| < CM (4.14)
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Integrando novamente (4.13) de t* até t + 7, com t € [0, 7] obtemos (4.11). Como o
operador ® ¢ continuo e compacto em C°(7; H,) obtemos a existéncia de um ponto fixo
u para ®. Note que (4.11) se satisfaz para este u.

Agora, vamos a demonstrar algumas estimativas fundamentais.

Lema 4.3 Seja u = u,, a solu¢ao de (4.9). FEziste uma constante positiva C que ndo

depende de m tal que

sup |AY2u(t)] < CMY? (4.15)

teR

Demonstragao.

De (4.14) com M < 1 temos
|AY 2 ()| < OMY2,

Seja T* = sup{T : |AY?u(t)] < CM'? parat € [t*,T)}. Vamos demonstrar que T* = oo
e assim vale (4.15) pela periodicidade. Suponhamos o contrario, ou seja, que vale T* < oo.
Entao

|AY2(T*)| = CMY? (4.16)
Nosso objetivo é usar (4.16) para obter a desigualdade diferencial
d\y12 g2
— A2 u(T™)]7 <0 (4.17)
dt
e que demonstra a contradigao baseada na definicao de T*. Para toda ¢ € H,,, temos

(ur, @) + A(u, ¢) + B(u, u, ¢) + R(u, 9) = (f, 0). (4.18)

Tomando ¢ = Au obtemos

1d
§EIAWU|2 +]Aul* < |fl|Aul + [R(u, Au)| + [B(u, u, Au)]
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onde usamos o fato de que (Au,¢) = A(u, ¢) para u € D(A) e ¢ € H. Agora, por (4.2)
e (4.4)

Ld

WD |AY2u)? + |Aul? < |f||Au| + co| AY?ul - |Au| 4 | AYul|Aul?. (4.19)

Consideremos esta desigualdade no ponto ¢ = T*. Entao , usando (4.11), (4.16) e a

desigualdade de interpolacao seguinte
|A%u| < C|A“u|MAPul'™,  ue D(AP) (4.20)
ondec =al+ (1 -X1),0<a<oc<Fel>0. Entao

|AY2u||Aul> = CMY?|Auf (4.21)

|AY2u)|Au| < e Aul? + c.| AV Pul? (4.22)

VAN

e|Aul? + c.|ul|Au|

IN

e|Aul® + c.M - |Aul

IA

e|Aul? + c. MY?| AY || Au)

IA

e|Aul? + CMV? Aul?
e usando (4.6)
|fI|Au| < M|Au| = CMY?|AY?u| - |Au| < OMY? Aul? (4.23)

Usando (4.19), junto com (4.21)-(4.23), obtemos

%%Al/%ﬁ +(1—C(M))|Auf> <0

onde C(M) — 07 quando M — 0T. Assim obtemos (4.19) para M suficientemente

pequeno. |
Usando (4.15) e (4.19) temos, para M pequeno,

LAV 4 Auf? < |7+ OM
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integrando e lembrando a periodicidade de u obtemos

/ |Au(t)|*dt < C(M), C(M) — 0" quando M — 0. (4.24)
0
Lema 4.4 Seja u a solugdo de (4.9). Entao
sup |u(1)|> < C(M, M), C(M, M) — 0% quando M + M; — 0* (4.25)
teR
uniformemente em relagio a m. Aqui My = ([, |fo(t)|* dt)*/.
Demonstracgao.
Seja ¢ := u; em (4.18). Usando (4.4) temos que
o, Ld im0 1/2
[uel® + 5 [ A ul” < [ fllu] + ol AV uf[u] + [(Bu, w), w). (4.26)
Lembrando (4.2) e (4.15)
|(B(u, u), u)l < c1|AY2ul| Aulfu, (4.27)
< CMY?| Aul? + C MY uy)?
e por (4.26), (4.27), para M pequeno,
d
|| + E|A1/2u\2 <|f|* + C|AY?u)? + CMY? Aul?
Logo de integrar em ¢ e usando (4.24), (4.15) obtemos
/ lug ()2 dt < C (M), C(M) — 0% cuando M — 0. (4.28)
0
Agora, vamos derivar (4.18) em relacdo a t e tomemos ¢ = u;. Entdo , usando (4.3)

obtemos

(wae, w) + Alug, ug) + Blug, u, uy) + Rwy, wg) = (fi, we)
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e por (4.5),

d 2 1/2, 12 2 kl 1/2, |2

a|ut| +2k‘1’A ut\ S C’ftl +5‘A ut] +2]B(ut,u,ut)\
Por (4.2),

k
2|B(ug, u, uy)| < 261|A1/2ut||AuHut| <

51|A1/2ut|2 + C|Aul?|uq?.

De duas ultimas desigualdades tiramos que
d, 1/2, 12 2 20,12
a|ut| + ki |A w | < CLfil™ 4 ClAul[ul (4.29)

e em particular

d
E|Ut‘2 < CIfl* + Ol Aul?|uy|? (4.30)
Temos agora que
t+7 T
| R ds= [ jus)as < cn
t 0
por (4.28) e (4.24)
t+1 T
/ |Au(s)]*ds = / |Au(s)]*ds < C(M)
t 0
Pelas nossa hipotesis,
t+1 T
| 1@k = [ nePds =z
¢ 0
Usando o lema uniforme de Gronwall (ver [teminf]) na desigualdade (4.30) obtemos
C(M)

lug(t +7))* < (T + Mf) expC(M) paratodot >0

Como u é T-periddica, obtemos (4.25). [ |
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4.2.2 Estimativas de Ordem Maior.

Lema 4.5 Seja u a solugdo aprozimada de (4.1). Entdo

sup |Au(t)| < C(M, M) (4.31)
teR
e
sup |AYu,(t)| < C(M, M) (4.32)
teR

onde C'(M, M) — 0" quando M + M; — 0F.

Demonstracao.
Tomando ¢ = Au em (4.18), usando (4.2) e (4.4) e logo (4.25), (4.15) e (4.6) para

obter
|Aul? < |ug||Au| + 1| AY2u|| Aul|Au| + co| AY2ul|Au| + | f||Aul

< C(M, M,)|Au| + CMY?| Aul.
Para M tal que 1 — CM*? > 0 obtemos (4.31).
Para obter a segunda estimativa do lema derivamos a identidade (4.18) em relagao a

t e entdo tomamos ¢ = Au,. Usando (4.2) e (4.4) temos
LAY 202 4+ |Aw]* < or| AV 2| Aul|Awy] + | AV ?ul| A+
C‘A1/2Ut’2 + i‘AUtP + | fil* + i|AUt‘2-

Por outro lado, usando (4.12) e (4.31) obtemos
d
a|A1/2ut|2+ |Aw, > < C(M, M)|AY?u|| Ay + CM|Auyg? + C|AY?u | + | £,|*. (4.33)

De (4.29) e (4.28),

/ |AY 2,2 dt < C(M, My) (4.34)
0

e de (4.33), (4.34) e para M suficientemente pequeno,

- T 1/2
/|Aut|2dt§C(M,M1)3/2 (/ |Aut|2dt) + C(M, M)
0 0
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e assim

/T |Aw,(t)?dt < C(M, My). (4.35)

Para algim t* € [0, 7],

A2, (t)[? < C(M, M)

e, depois de integrar (4.33) em relacdo a t de t* até t + 7,t € [0, 7], obtemos (4.32). N

Lema 4.6 Seja u a solugdo aproximada de (4.9). Entao
[ uetoy? e < catan) (4:36)
0

onde C(M, My) é como no Lema 4.5.

Demonstragao.

Derivando (4.18) em relacdo a t e tomando ¢ = uy temos

’utt’2 <A (ug, )|+ [R(wy, we)| + |B(wr, w, u)| + |B(w, wg, w)| + | (fe, we)|

< [Aug|Juge| + CIAY ug|[uge] + cr| A ug| [ Al [uge| + 1| AV ?ul| Ay |uge| + | folJuse]

Usando (4.2), (4.4) e lembrando (4.12), (4.31) e (4.32)
|un|* < C(M, My)| Au,* + C| £

Integrando em ¢ e usando (4.35) nos da (4.36). . |

4.2.3 Convérgencia e Unicidade.

Das estimativas obtidas segue-se que {u,, }men é uma sequéncia limitada em

H?(1;H) N HY(7; D(A)) N L®(1; D(A)) N Wh(7; D(AY?)) (4.37)
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e existe uma subsequéncia {u,} e algim u no espago (4.37) tais que

u, — u fracamente em L>(7;D(A)),

u, — u fortemente em L>=(7; D(AY?)),
Dy, — Dyu  fraco * em L*(7; D(AY?)),
Dy, — Dyu  fortemente em L*(7;h).
Tomando u = u, na identidade (4.9) para g > m e fazendo y — oo. Para obter (4.1)
observamos que, por (4.2) e (4.3), para toda ¢ € V,, temos
Bty 1 8) — Blu, 0,0 < [Bluy — w10, 6)| + B, 0 — ,6)
< &l AY2(u, — 0)l| Auyl19] + 1| AVu]| A, — u] — O

uniformemente em ¢ e onde usamos (4.15) e (4.31). Logo a seguinte igualdade:

(ur, @) + (Au, ¢) + (B(u, u), ¢) + (Ru, ¢) = (f, 9)

segue-se facilmente para a funcao limite u e toda ¢ € H.
Para demonstrar a unicidade supomos que existem duas solucgoes diferentes u e v.

Entao w := u — v satisfaz
(wi, ¢) + (Aw, d) + (B(u,w), ¢) + (B(w,v),4) + (Rw, ) =0 Vo € H.

Tomando ¢ = w e usando (4.8), (4.12), (4.15) e (4.31) temos
L fuf? + kAR < [(B(w, v),w)] < col AVl AV 2 Av] 2

< MYAC(M, My)| AV 2w]?

e assim para M pequeno obtemos para algum c¢ > 0,
d 2 2
E|W| + W <0 (4.38)

e isto é uma contradi¢do ja que (4.32) nos dd w = 0 pelo Lema de Gronwall e a perio-

dicidade de w. Isto demonstra a unicidade sob a hipotesis (4.8). Alternativamente, se
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|f ||C’1(7-;h) ¢ suficientemente pequeno entao
[(Blw, v),w)| < et APwl| Av| A Pw] < C(M, My)| A Puf?

para C'(M, M;) suficientemente pequeno. Isto d4 a unicidade no segundo caso. |
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