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Resumo 

Sist.emas de Otimalidade (ou Sistemas KKT) são sistemas formados pelas condições 
primais-duais estacionárias para a solução de problemas de otimização. Sob hipóteses 
adequadas (condições de qualificação), os minimizadores locais de um problema de min
imização satisfarão as equações e inequações KKT; entretanto, infelizmente, muitos out
ros pontos estacionários (incluindo maximizadores) também são soluções desse sistema 
não linear. Por essa razão, os métodos destinados à resolução de problemas de pro
gramação não-linear fazem uso constante da estrutura de minimização, e o uso sim
ples de métodos destinados à resolução de sistemas não-lineares podem gerar soluções 
espúrias. Todavia, caso o método destinado à resolução do sistema KKT tenha um 
ponto inicial :situado na região de atração para um minimizador, esse método pode 
vir a ser muito eficiente. Neste trabalho, os métodos quasc-Newton para a resolução 
de si:stemas não-lineares são usados como aceleradores de algoritmos de programação 
não-linear (Lagrangiano Aumentado) com restrições de igualdade, desigualdade c caixa. 
Utilizamos como acelerador o método simétrico inverso de correção de posto um (ISRl), 
o qual realiza reínicios periódicos e faz uso das estruturas esparsas das matrizes para 
armazenamento. São demonstrados resultados de convergência e são realizados vários 
experimentos numéricos que comprovam a eficiência desta estratégia para problemas de 
minimização com restrições de igualdade, e indicam outros caminhos para problemas de 
minimização com restrições gerais (igualdade, desigualdade e caixa). 
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Abstract 

Optimality ( or KKT) systerns arise as primai-dual st.ationarity conditions for con
strained optimization problems. Under suitable constraint qualifications, local minimiz
ers satisfy KKT equations but) unfortunately, many other stationary points (including, 
perhaps, maximizers) may solve these nonlinear systems toa. For this reason, nonlinear
programming solvers make strong use of the minimization structure and the naive use o f 
nonlinear-system solvers in optimization may lead to spurious solutions. Nevertheless, in 
the basin of attraction of a minimizer, nonlinear-system solvers may be quite effi.cient. In 
this work qua.'li-Newton methods for solving nonlinear systems are used a._c; accelerators 
of nonlinear-programming (augmentcd Lagrangian) algorithms. A periodically-restarted 
memoryless symmetric rank-on-e (SRl) correction method is introduced for that purpose. 
Convergence results are given. For problems with only equality constraints 1 numerical 
experiments that confirm that the acceleration is effcctive are presentcd. A bunch of 
problcms with equalities 1 inequalities and box constraints is tested and several comments 
and suggestions for further work are presented. 
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Capítulo 1 

Introdução 

O objetivo deste trabalho é resolver problemas do tipo 

min f(x) 
s.a h(x) =O 

g(x) ~O 
l ~x ~u 

onde x E IRn é o vetor de variáveis a ser determinado, f : JI?:I --> IR é a função objetivo, 
h : mn -----J. JRml e g : mn -+ 1Rm2 são as restrições de igualdade e desigualdade (res
pectivamente), e l, u E JRn são os vetores que contêm os limites superiores e inferiores 
(respectivamente) do vetor de variáveis. 

Os métodos do tipo Lagrangiano Aumentado [4] são algoritmos clássicos destinados à 
resolução desse tipo de problema. Tais algoritmos resolvem uma seqüência de subproble
mas, os quais são obtidos através da adição das restrições à função objetivo, utilizando 
funções de penalização. O acréscimo provocado na nova função objetivo (devido à essa 
adição) pode ser controlado através de um parâmetro de penalização (em geral, de
notado por p). Tal método possui seu desempenho intrinsecamente ligado aos valores 
adotados para p : valores pequenos de p sugerem que a solução obtida na resolução do 
subproblema pode não ser factível; por outro lado, um valor alto para p pode acarretar 
instabilidade numérica durante a implementação computacional. Portanto, em geral, é 
comum utilizarmos um valor inicial pequeno para tal parâmetro, e irmos aumentando-o 
conforme percebemos que a factibilidade não está sendo cumprida. 
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Pode-se ter uma outra visão do problema de minimização observando-se que as condições 
de otimalidade desse problema podem ser expressas como um sistema de equações não
lineares. Logo, pode-se tentar encontrar a solução de um problema de minimi7.ação 
resolvendo o sistema não-linear associado a ele. 

Os métodos mais comuns utilizados para resolver sistemas não-lineares são o método 
de Newton e os métodos quase-Newton [19], [24]. Em princípio, utilizar o sistema não
linear para resolver o problema de minimização não é um bom caminho, uma vez que 
a diferença entre minimizadores e maximizadores não é detectada. Entretando, se a 
aproximação inicial é suficientemente próxima de um minimizador, então a resolução do 
sistema não-linear se apresenta como uma boa alternativa. 

Neste trabalho, pretende-se realizar um estudo sobre como concatenar um método quase
Newton com um método tipo Lagrangiano Aumentado. A idéia principal consiste em 
utilizar o método Lagrangiano Aumentado como o responsável por fornecer um bom 
ponto inicial para o método quase-Newton, no sentido de que este último convirja para 
um minimizador. 

Para tanto, inicialmente é dada uma visão geral sobre os métodos Lagrangiano Au
mentado destinado à resolução de problemas de minimização com restrições de igual
dade, desigualdade e caixa. Apresentamos o algoritmo que descreve a implementação do 
método Lagrangiano Aumentado escolhido, assim como uma visão geral dos resultados 
teóricos existentes na literatura recente sobre tal método. Esse capítulo não apresenta 
contribuição original. Porém, é de fundamental importância para a compreensão e a 
fundamentação teórica dos demais capítulos. 

Propomos um método que resolve problemas de minimização com restrições de igualdade, 
desigualdade e caixa, o qual é uma combinação de um algoritmo qua.'';e-Newton (método 
inverso de correção de posto um - ISRl), implementado com uma busca linear não
monótona, com um método Lagrangiano Aumentando [31]. 

Para tanto, no Capítulo 2, expomos o método Lagrangiano Aumentado adotado em 
nossas implementações, bem como um resumo dos resultados de convergência presentes 
na literatura recente. No Capítulo 3, falamos sobre o método quase-Newton adotado. 
Apresentamos o método ISRl: sua fórmula de atualiação da..s matrizes de aproximação, 
uma comparação entre o método direto e o inverso, e algumas propriedades que o ISRl 
possui quando destinado à resolução de sistemas lineares. Em particular, na Seção 
3.4 são apresentadas contribuições teóricas originais, uma vez que parte desses mesmo 
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resultados existem apenas no caso em que a matri7. do sistema linear é definida positiva. 

Embora existam resultados de convergência para o método ISRl quando implementado 
sem busca linear, utilizamos um algoritmo que faz uso de uma busca linear não-monótona 
(baseada em [32], na qual permitimos que o valor da norma infinito da função do sistema 
no novo iterando possa ser superior que o seu valor no iterando anterior), a qual nos 
permite obter resultados de convergência global e local super linear para o método. Esses 
resultados de convergência extendem-se para todos os métodos quase-Newton secantes 
que satisfazem uma propriedade particular (Weak Bounded Dcterioration- WBD) [10] 
(ver DefiniçãD 3.6.1). 

A matriz Jacobiana associada à função do sistema de otimalidade possui estrutura es
parsa por blocos. Todas as matrizes utilizadas durante a execução do método ISRl 
são armazenadas e manipuladas de forma esparsa, com o intuito de reduzir o tempo 
computacional e a quantidade requerida de memória. 

A contribuição diretriz da Tese encontra-se exposta no Capítulo 4, onde propomos o 
novo algoritmo (proposta de aceleração) de forma detalhada, e as justificativas para as 
idéias de aceleração. 

No capítulo seguinte são expostos os resultados teóricos existentes na literatura recente 
sobre o método Lagrangiano Aumentado quando destinado a resolução de problemas 
de minimização com apenas restrições de igualdade. É também exposto o método La
grangiano Aumentado Acelerado e todas as particularidades de sua implementação para 
esse tipo de problema. Por fim, são apresentados e a analisados vários testes numéricos 
para problemas de pequeno e grande porte, com o intuito de avaliar o desempenho do 
método proposto. 

No Capítulo 4, propomos uma técnica de aceleração e apresentaremos os resultados 
numéricos obtidos na resolução de problemas de minimização com restrições de igual
dade. No Capítulo 5 propomos uma aceleração semelhante na resolução de problemas de 
minimização com restrições. Os resultados numéricos obtidos são expostos e comentados. 

O Capítulo 6 segue a mesma estrutura que o capítulo anterior, destinando-se agora 
à resolução de problemas de minimização com rest.rições de igualdade, desigualdade e 
caixa. Está presente uma descrição detalhada do algoritmo proposto assim como os 
perfis de desempenho dos métodos obtidos para vários problemas-teste. Finalizando 
este trabalho, o Capítulo 7 apresenta as conclusões e propostas para trabalhos futuros. 
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Capítulo 2 

Método Lagrangiano Aumentando 

Neste capítulo expomos o método Lagrangiano Aumentado utilizado em nossas imple
mentações. Apresentamos o algoritmo e resultados teóricos para o mesmo1 quando des
tinado a problemas de minimização com restrições de igualdade, e também problemas 
de minimização com restrições gerais (igualdade, desigualdade e caixa). Os resultados 
teóricos encontram-se na literatura recente [1], [3], e são expostos neste capítulo por se 
tratatem de justificativa fundamental para a convergência do algoritmo acelerado. A 
proposta do algoritmo acelerado, acompanhada de uma análise teórica c uma imple
mentação computacional criteriosa de tal algoritmo, é o tema desta Tese. 

2.1 O método 

Os métodos tipo Lagrangiano Aumentado para problemas de minimização consist.em 1 

em linhas gcrais 1 na eliminação de algumas (ou todas as) restrições por meio da adição 
à função objctivo 1 de uma função de penalização que depende das restrições, do vetor 
de multiplicadores de Lagrange e do parâmetro de penalização. 

Tais métodos resolvem uma seqüência de subproblemas com restrições simples1 onde os 
vetores de multiplicadores de Lagrangc e os parâmetros de penalização são fixos durante 
a resolução dos subproblemas 1 e atualizados a cada iteração externa [4] 1 [35]. 

Em geral: as restrições que não são penalizadas são escolhidas por constituirem um 
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subproblema resultante de fácil resolução. 

Considere o problema de minimização 

min f(x) 

s.a h(x) =O 

g(x) <: O 
l:;x:;u 

(2.1) 

onde j : IRn ---+ IR é a função objetivo, h : IRn ---+ JRmt representa as restrições de 
igualdade, g : JR:I ---+ !Rm2 representa as restrições de desigualdade, l E !Rn é o limite 
inferior e U E JRn é o limite superior da variável x E JRn. 

No caso de problemas de minimização como (2.1), as restrições de desigualdade permitem 
a utilização de uma grande quantidade de métodos do tipo Lagrangiano Aumentado. Um 
estudo recente de Birgin, Castillo e Martínez [5] concluiu que, dentre um conjunto de 
65 métodos do tipo Lagrangiano Aumentado utilizados na resolução de 194 problemas 
da coleção CUTE [15] que possuem restrições de desigualdade, a função de penalização 
PHR (Powell-Hestenes-Rockafcllar) [26],[38],[40] obteve o melhor desempenho tanto em 
questão de eficiência quanto em robustez, o que motivou o seu uso em nossas imple
mentações. 

A função Lagrangiana utilizada na resolução do problema original (2.1) é dada por 

C(x,J',p,À) = J(x) + ÀTh(x) + ~ ]]h(x)]]~ + P(x,p,J') (2.2) 

onde P é a função de penalização FI-IR: 

1 m, 
P(x, p, !') = 2 L ([max {0, !'i+ pg,(x) }] 2

- !'i) , 
p i=l 

(2.3) 

referente à penalização das restrições de desigualdade. Conseqüentemente, o gradiente 
da função Lagrangiana (em relação a x) é dado por 

Uma condição de qualificação é uma propriedade que um minimizador local deve possuir 
para que satisfaça as condições KKT. Dentre as mais conhecidas, temos a Independência 
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Linear das Restrições Ativas, a condição de Mangasarian-Fromovitz e a condição de 
Dependência Linear Positiva Constante (CPLD) (ver [3], [41]). Se x. é minimizador 
local do problema (2.1) e se uma condição de qualificação [3] é válida em x*, então 
existem vetores de multiplicadores de Lagrange À*, f..i*' r*, t*, que verificam o seguinte 
sistema de equações e inequações: 

\lf(x) + Jh(x)T>. + J,(xfl'- r+ t ~O 

diag(g(x))l" ~O 

diag(l- x)r ~O 

diag(x- u)t ~ O 

h(x) ~O 

g(x) <:O 

l~x5,u 

J1. 2 O, r <: O, t 2 O. 

(2.5) 

Esse sistema é conhecido como as condições KKT [24] associadas ao problema (2.1), e 
o ponto x, como um ponto KKT. As igualdades diag(g(x))l" ~ O, diag(l- x)r ~ O, 
diag(x- u)t = O são denominadas condições de complementaridade. Essas condições 

significam que as restrições inativas em x devem possuir o respectivo multiplicador de 
Lagrange nulo. 

Caso, em (2.2), a função de penalização PHR também seja utilizada para penalilmr as 
restrições de caixa, o gradiente (2.4) da função Lagrangiano Aumentado seria reescrito 
como 

VxL:U ~V f(x) + Jh(xf(>. + ph(x)) + J9(xf max {0, I"+ pg(x)} 

-max{O, r+ p(l- x)) + max{O, t+ p(x- u)), 

e por comparação direta com (2.5), podemos verificar que uma boa estimativa para os 
valores de .\*1 f..i*, r* et* é dada por 

.\' oo >. + ph(x) 

I"' ""max{O, I"+ pg(x)} 

r• ""max{O, r+ p (l- x)} 

t• "'max{O, t + p (x- u)}. 
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Essa comparação determinou a escolha das fórmulas de atualização das estimativas dos 
vetores de multiplicadores de Lagrange P·k e J-lk) utili7.adas no Passo 4 do Algoritmo 
2.2.1. As atualizações de rk e tk são utilizadas no Algoritmo 4.2.1. Tal escolha de 
atualização é clássica, e urna das mais utilizadas durante a implementação de métodos 
Lagrangiano Aumentado. 

2.2 Algoritmo- Lagrangiano Aumentado 
(ALGENCAN) 

Algoritmo 2.2.1. - Lagrangiano Aumentado 

Considere o problema original de minimização (2.1). Assuma que x 0 é um ponto factível, 
é > O, "( > 1, -00 < Àmin < Àmax < 00, -00 < J-lmin < J-lmax < 00 1 T E (0, 1), 
O < P1 E IR, À1 E JRmt, À1 E [Àmin, Àmax]m1 e J11 E 1Rm2, /-ll E [flmin• flmax]m2

. Seja 
{ ck} kEN uma seqüência de números positivos que converge para zero. Tome inicialmente 
o contador de iterações externas igual a 1 (k = 1). 

Passo 1 - Resolver o subproblema 

mm f(x) + >{h(x) + P
2
k [[h(x) lli + 

l m2 

2 L ([max {0, [!i,[;+ p,g,(x)}] 2
- [!i,[;) 

Pk i=I 

s.a l :::; x :::; u 

(2. 7) 

com Àk, J.lk e Pk fi.rcos, utilizando xk-l como ponto inicial e atribuindo a Xk a solução 
encontrada. 

Passo 2 - Cálcnlo do vetor fJ'k 

max{g(x,), -~:} (2.8) 

Passo 3 - Critério de Parada 
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Seja P o projetor na caixa l ::::; x ::::; u. Se 

tome x• = Xk e pare a execução do algoritmo. 

Passo 4- Atualização dos vetores de multiplicadores 

Faça ~k+l = >., + p,h(x,); 
calcule Àk+l com sendo a projeção de ).k+l em [.\min, Àmax]m1

. 

Faça ilk+t = max {0, /lk + p,g(x)}; 
calcule J.ik+l com sendo a projeção de Jlk+l em [Jlmin, t.Lmax]m2

. 

Passo 5 - Atualização do parâmetro de penalização 

Se max {llh(x,) lloo, lla,lloo} :S T max {llh(xk-t) lloo, lla,_tlloo}, tome Pk+l = Pk· 

Caso contrário, Pk+I = 'YPk· 

Passo 6- Atualização do contador 

Se k + 1 é inferior ao limite máximo de itemções externas, faça k = k + 1 e volte pam 
o Passo L 

Caso contrário, a execução do algoritmo é interrompida e é declarado que o alqoritmo 
não converqe. 

Na implementação do Algoritmo 2.2.1, utilizamos a rotina ALGENCAN (Augmentad 
Lagrangian algorithm using GENCAN) [6], disponível na página da internet do pro
jeto Tango (www. ime. usp. br/ ........ egbirgin/tango) 1, usando os valores padrões sugeridos 
pelos autores para os parâmetros. ALGENCAN é uma rotina destinada à resolução de 
problemas de programação de grande porte, e utiliza a subrotina GENCAN para resolver 
o subproblema do Passo 1 do Algoritmo 2.2.1. 

1TANGO (Trustable Algorithms for Nonlinear General Optimization) é um conjunto de rotinas 
em Fortran voltadas para a resolução de problemas de otimização, desenvolvido no DMA - IMECC -
Unicamp e DCC - IME - USP, sob a coordenação do Prof. .J. M. Martínez. 
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GENCAN (Generalização de QUACAN- Quadráticas Canalizadas) [6] foi desenvolvido 
por E. G. Birgin e J. M. Martínez; essa rotina computacional utiliza uma busca linear, 
a qual combina "backtracking" e extrapolação, durante a minimização interna às faces. 
GENCAN associa a teoria de conjunto-ativo com gradiente espectral projetado [7], [9] 
para a resolução dos subproblemas de minimização com restrições de caixa. A técnica 
do Gradiente Espectral Projetado [7], [9] permite, durante a execução, que restrições 
possam ser adicionadas ou retiradas em cada iteração, fazendo com o que o método seja 
aconselhável para problemas de grande porte. 

A direção de descida é determinada por meio de uma aproximação do tipo Newton
truncada, e é obtida durante a implementação por meio do método dos Gradientes 
Conjugados. 

Observe que o vetor ak é utilizado tanto no Passo 3 (critério de parada) quanto no 
Passo 5 (atualização das estimativas dos multiplicadores) do algoritmo anterior. Intuiti
vamente, podemos pensar que quando o valor da norma infinito de ak é bem pequeno 
(digamos, menor que f> O suficientemente pequeno), podemos garantir que, para cada 
i=l, ... ,m2, 

nesse caso, existem duas possibilidades: 

• Se [g(x)], < 
- [l'k]; 

'* [g(x)], <c e 
Pk 

• Se - [/'k]; < 
Pk 

[g(x)]; '* -E< [g(x)j, <E 

Podemos concluir que (com uma E- tolerância), se o primeiro caso for verificado, temos 
que as restrições de desigualdade são satisfeita.'>, com valor nulo para o respectivo multi
plicador de Lagrange. Se o segundo caso for verificado, temos que a restrição gi é ativa 
em x, e que o seu respectivo multiplicador de Lagrange é positivo. Então, uma norma 
suficientemente pequena para o vetor ak indica que o ponto x em questão é factível, e 
que são válidas as hipóteses de complementaridade. 

Em [4], Bertsekas demonstra como chegar à expressão (2.8) para o valor do vetor ak. Na 
seção a seguir, reproduzimos parte dessa demonstração, a fim de facilitar a compreensão 
do texto. 
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2.2.1 Sobre o vetor !Yk 

Ao longo desta seção, usaremos a seguinte notação: 
• dado u E IR:", u2 é um vetor onde a i-ésima componente é dada por ui. 
• dados u, v E mn, w = max{ u, v} é um vetor onde a i-ésima componente é dada por 
max{ui, vi}. 

O vetor ak tem sua origem através de uma reformulação do problema (2.1). Uma vez 
que a teoria sobre métodos tipo Lagrangiano Aumentando destinados à resolução de 
problemas de minimização com apenas restrições de igualdade está bem consolidada, 
considere o problema estendido associado a (2.1): 

mm f(x) 
s.a h(x) ~O 

g;(x) + z2 ~O 

xEi.l 

onde f.!= {x E JRn ll::::; X:::; u} C Z1 1 ••• , Zm2 são variáveis de folga. 

(2.9) 

Para o problema (2.9), o método Lagrangiano Aumentado resolve o seguinte problema 
de minimir.ação: 

min f(x) + >.Th(x) + p,T [g(x) + z2] + 1!. [llh(x)Jil + [[g(x) + z'lll] 
X,Z 2 
s.a X E f2 

(2.10) 

para valores fixos de p, À e fJ,. 

Conforme descrito em [4], pode-se minimizar apenas para z, considerando um vetor x fixo 
factível. Considerando apenas a minimização em z, podemos observar que o problema 
(2.10) é equivalente a 

min p,T [g(x) + z2
] + f!.Jig(x) + z'lll-

• 2 

Derivando a função objetivo e igualando a zero, temos: 

p,+pg(x)+pz 2 ~0 

e então podemos concluir que o valor de z ótimo é dado por 

z' ~ Jmax{o, -~ -g(x)} 

10 
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Assim, substituindo o valor encontrado em (2.10), temos 

mm 
X 

s.a 

1 mx 

f(x) + >.Th(x) + ~]]h(x)Jil + 2 L ([max{O,!'; + pg;(x))] 2
- !'i) 

p i=l 

XErl 

(2.12) 

cuja função objetivo é conhecida como a função Lagrangiano Aumentado de Powcll
Hestcncs-Rockafeller (PHR). 

Representaremos por a o valor das restrições de desigualdade acrescidas das variáveis 
de folga, 

Substituindo o valor de zk, 

,., ~ g(xk) + max {O, -~: - g(xk)} ~ max { g(xk), -~:} 

de onde temos a fórmula para o cálculo de ak no Passo 2 do Algoritmo 2.2.1. 

2.3 Análise teórica 

Andreani, Birgin, Martínez e Schuverdt [1] realizaram um estudo recente sobre algo-
ritmos Lagrangiano Aumentado para problemas de minimização com restrições gerais, 
utilizando como hipótese a Dependência Linear Positiva Constante (CPLD) sobre todas 
as restrições, que é uma hipótese mais fraca que a utilizada nos trabalhos anteriores. 

Esse estudo fornece os seguintes resultados teóricos para o Algoritmo 2.2.1, quando os 
subproblemas são resolvidos de forma inexata: 

• se um ponto limite satisfaz a condição CPLD, então ou ele é um ponto KKT da 
soma dos quadrados das infactibilidades, ou ele é factível; 

• pontos factíveis são pontos KKT; a demonstração desse resultado segue através da 
hipótese de que tais pontos satisfazem a condição CPLD; 
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Para facilitar a redação da definição a seguir, considere a função G : IR!' ---t 1Rm2+2n 
definida por blocos da seguinte forma 

( 
g(x)) 

G(x) ~ l- x . 
x-u 

Então as restrições do problema (2.1) podem ser reescritas como 

h(x) ~O; G(x) <:O. 

Definição 2.3.1. CPLD para restrições de igualdade e desigualdade. 

Dizemos que um ponto x satisfaz a Condição de Dependência Linear Positiva Constante 
(CPLD) em relação às restrições de igualdade, desigualdade e caixa se existem 

• Ia c IA~ {i~ 1, ... , m, + 2n I G,(x) =O}, 

tais que, se a igualdade 

L ,\jilh,(x) +L !'i\lG,(x) ~O 
iEJG 

é satisfeita com L !>.i[+ L /Ji >O, então os gradientes 
iEh iElG 

são linearmente dependentes para todo z em uma vizinhança de x. 

O teorema a seguir é o primeiro resultado apresentado em [1], o qual diz que se x,. (ponto 
limite da seqüência de pontos { xk} gerada pelo Algoritmo 2.2.1) não é factível, então ele 
é um minimizador local da infactibilidadc das restrições penalizadas, sujeito às restrições 
de caixa. 
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Teorema 2.3.1. Seja {xk} uma seqüência gerada pelo Algoritmo 2.2.1. Seja x* um 
ponto limite de { Xk }. Então, se a seqüência de parâmetros de penalização {Pk} é limitada, 
o ponto limite x* é factível. Caso contrário, ao menos uma das seguintes possibilidades 
é verdadeira: 

• x* é um ponto KKT do problema 

mm 1 [ m, m, l 
"2 ~[h(x)Jt+ ~max{O, [g(x)];} 2 

s.a l:<;x:<;u 

• x* não satisfaz a restrição de qualificação CPLD, levando em conta o conjunto de 
restrições()~ {x E mn Jl :'Ó x :<:; u}. 

Demonstração. Ver [1], Thcorem 3.1. • 
A exigência de que um ponto x satisfaça a restrição de qualificação CPLD em relação 
ao conjunto de restrições fl = {X E JRn ll :s; X :s; U} é sempre satisfeita, uma vez que OS 
gradientes de cada uma dessas restrições são dados pelos vetores -ei, i = 1, ... , n, no 
caso da limitação inferior de x e e;, i= 1, ... , n, no caso da limitação superior de x. 

Assim, as idéias do Teorema 2.3.1 podem ser resumidas da seguinte forma: se a seqüência 
de parâmetros de penalização {pk} é limitada, então ou o ponto limite x* é factível ou 
x* é um ponto KKT do problema de minimização das normas das infactibilidades. 

O Teorema 2.3.2 a seguir diz que pontos limites factíveis são pontos estacionários (KKT) 
do problema original, supondo que a condição de qualificação CPLD é válida. 

Teorema 2.3.2. Seja {xk}kEN uma seqüência gerada pelo Algoritmo 2.2.1. Assuma que 
x* é um ponto limite factível que satisfaz a condição de qualificação CPLD em relação 
a todas as restrições. Então, x* é um ponto KKT do poblema original. Além disso, se 
x* satisfaz a condição de qualificação de Mangasarian-Promovitz {39} com {xk}kEK uma 
subseqüência que converge para x*, o conjunto 

é limitado. 
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Demonstração. Ver [1], Theorem 3.2. • 
O próximo resultado corresponde à limitação da seqüência de parâmetros de penalização 
gerados pelo Algoritmo 2.2.1. Esse resultado é obtido através da associação da seqüência 
{ x~;;} gerada pelo Algoritmo 2.2.1 quando aplicado ao problema original, e a seqüência de 
pontos gerada pelo mesmo algoritmo quando aplicado a problemas que possuem apenas 
restrições de igualdade: 

mm f(x) 
s.a c(x) ~O, 

(2.13) 

onde f : JRn--+ IR e c: mn --+ 1Rm1 _ 

Para tanto, considere as seguintes hipóteses: 

• HO. A seqüência {xk} é gerada pelo Algoritmo 2.2.1 e 

• Hl. 

1. O ponto x* é factível; 

2. Os gradientes da."l retrições em x,. são linearmente independentes; 

3. As funções f e c possuem derivadas segunda contínua.•:; em uma vizinhança 
de x,.; 

4. É válida a condição suficiente de segunda ordem para minimizadores locais, 
isto é, se À* E JRm' é o vetor de multiplicadores de Lagrange associado à x*, 
então: 

(z, V~xL (x*, .>..*) z) > O 

para todo z f' O tal que 'ii'c(x.jY z ~ O, sendo L a função Lagrangiana au
mentada associada ao problema (2.13). 

• H2. Para todo i= 1, ... , m 1 , 
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Teorema 2.3.3. Suponha que as Hipóteses HO) Hl e H2 são satisfeitas pela seqüência 
gerada pelo Algoritmo 2.2.1) aplicado ao problema (2.13). Além disso) .<mponha que 
existe uma seqüência Tfk -----+ O tal que 

para todo k E IN1 onde a seqüência { Ek} é formada pelos limites superiores dos testes de 
parada, para cada iteração k. 
Então, a seqüência dos parâmetros de penalidade {pk} é limitada. 

Demonstração. Ver [lL Theorem 4.2. • 

2.4 Conclusão 

Neste capítulo descrevemos o método Lagrangiano Aumentado que será utilizado em 
nossas implementações numéricas. Apresentamos detalhadamente o seu algoritmo 1 assim 
como um resumo de sua análise teórica 1 apresentada em [4] e mais recentemente em [1]. 

A implementação de algoritmos tipo Lagrangiano Aumentado é naturalmente associa
da a estratégias de modificação de um ou mais parâmetros de penalização. Se esses 
parâmetros crescem muito durante o processo 1 o problema de minimização associado 
torna-se muito difícil de resolver. Por outro lado1 um aumento muito pequeno torna a 
convergência lenta. 

Esses dois fatos mostram a necessidade e sugerem um estudo de uma proposta de a
celeração para a convergência de métodos do tipo Lagrangiano Aumentando1 que seja 
cuidadoso o suficiente para não perder a estabilidade dos algoritmos a serem utilizados. 
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Capítulo 3 

Método Inverso Simétrico de 
Correção de Posto Um - ISRl 

Antes de passar à apresentação da nossa proposta de um novo algoritmo que visa acelerar 
a convergência do método Lagrangiano Aumentado, vamos nos dedicar, neste capítulo, 
ao método quase-Newton ISRI, que escolhemos como método acelerador para o algo
ritmo proposto. 

O vetor solução (associado ao correspondente vetor de multiplicadores de Lagrange) de 
um problema de minimização satisfaz um conjunto de equações (e/ou inequações), as 
quais são denotadas por condições de otimalidade (ou condições KKT) desse problema. 

Uma outra forma de encontrarmos as soluções de problemas de programação não linear 
seria resolver o sistema formado por suas condições de otimalidade1

, utilizando métodos 
numéricos. Para tanto, neste capítulo realizamos uma breve descrição dos métodos 
quase-Newton (em particular1 descrevemos o método Inverso de Correção de Posto Um 
- ISRl), destinados à resolução de sistemas não-lineares. 

Fazemos a seguir um estudo detalhado do método ISRl: sua aplicação na resolução de 
sistemas lineares, algoritmo e resultados de convergência obtidos, quando utilizada uma 
busca linear não-monótona. 

1 Essa forma de resolução será melhor explorada no Capítulo 4. 
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3.1 Os métodos quase-Newton 

A resolução de um sistema de equações não lineares é uma tarefa necessária durante a 
resolução de problemas das mais diversas áreas (física, engenharia, economia e outras 
ciências). 

Dada a função não-linear F : IRn ---)- IRn, F 
contínuas, consideremos o problema de resolver 

F(x) ~O. 

(11, ... , fn)Y, que possui derivadas 

(3.1) 

Denotaremos a matriz de derivadas parciais de F (a matriz jacobiana ou simplesmente 
o Jacobiano) por J(x). 

Existem vários métodos propostos para a resolução de sistemas não lineares. O método 
de Newton é o mais conhecido, e serve de base para a obtenção de outros métodos 
eficientes; nesse método iterativo, a seqüência de aproximações xk é gerada por: 

(3.2) 

Sob certas condições, o método de Newton tem convergência quadrática locaL 

Os métodos quase-Newton buscam, através de uma aproximação Bk para J(xk), evitar 
o cálculo da matriz jacobiana em cada iteração. A seqüência de aproximações é gerada 
por 

(3.3) 

onde a matriz Bk+l é obtida a partir de Bk utilizando fórmulaB de recorrência baBeadaB 
em iterações anteriores. Sob certas condições, os métodos quase-Newton têm con
vergência local superlinear. 

Urna classe de métodos quase-Newton das mais bem sucedidaB é a dos métodos secantes. 
Nestes, utiliza-se como critério de escolha para atualizar a matriz Bk, aproximação da 
matri»: jacobiana, uma matriz que satisfaça a equação secante: 

(3.4) 
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Os métodos quase-Newton inversos são métodos iterativos que atuali:z;am, a cada itera
ção, a matriz Hk que aproxima a inversa da matriz Jacobiana J(x) no ponto Xk· Neste 
caso, a classe de métodos secantes refere-se aos métodos cujas matrizes satisfazem a 
seguinte equação secante inversa: 

(3.5) 

Neste capítulo trataremos do método de correção de posto um simétrico inverso (ISRl 
- Inverse Symmetric Rank-One Updating Method) [16], [33]. Nesse método, atualiza
se uma aproximação da matriz inversa (Hk) adicionando uma matriz de posto um, 
mantendo sua simetria; em sua implementação, realizamos reinícios periódicos, nos quais 
realizamos uma iteração do tipo Newton. Apresentamos também uma análise teórica e 
resultados de convergência para métodos quase-Newton secantes (de uma forma geral), 
que utilizem uma busca linear não-monótona. Muitos trabalhos apresentam resultados 
de convergência para métodos quase-Newton [11], [12], [21], [30] implementados ou não 
com busca linear; entretanto, até o presente momento, nenhum trabalho realiza tal 
análise teórica utilizando uma busca linear não-monótona. 

3. 2 O método ISRl 

Utili:z;ando um método quase-Newton inverso para obter a solução de F(x) = O, dado 
um ponto inicial x0 , podemos escrever cada novo iterando como sendo 

(3.6) 

onde Hk :::::::: J(xk)-1. Caso J(xk) seja simétrica (e, conseqüentemente1 J(xkt1 ), é natural 
desejar que a aproximação Hk também seja simétrica, o que é o caso do método ISRl. 

No método ISRl, a atualização das matrizes Hk é feita pela seguinte correção de posto 
um: 

(3. 7) 

onde /3 pode a.sEJumir 06 valores ±1. 

Sejam sk = xk+l - Xk e Yk = F(xk+l) - F(xk)· Exigindo que Hk+l satisfaça a equação 
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(3.8) 

Logo, v é um múltiplo de sk - Hkyk; então, existe 5 E IR tal que 

(3.9) 

Substituindo a igualdade (3.9) em (3.8), obtemos 

s,- H,y, ~ (Jii' [(s,- H,y,f y,] (s,- H,y,). 

Como ;3 pode a..ssumir apenas os valores ±1, e 62 é não-negativo, concluímos que 

Logo, a fórmula de atualização do método de correção de posto um simétrico inverso 
será dada por 

(3.10) 

Devido à expressão da atualização da matriz Hk, verifica-se facilmente que, dada uma 
aproximação inicial H0 simétrica, todas as demais aproximações Hk (k ~ 1) também o 
serão. 

Devido à formula de atualização (3.10), são necessárias algumas observações à respeito 
do seu denominador: 

1. Se Sk = Hkyk, então a única fórmula de atualização simétrica que satisfaz a última 
equação sccante é 
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2. Se sk i- Hkyk, mas (sk- Hkykf Yk =O, então não existe uma fórmula de atuali
zação simétrica que satisfaça a última equação secante. Durante a implementaçãD 
numérica, essa situação é evitada por meio de uma salvaguarda (ver (3.23)); 

3. Se (s,- H,y,f Yk #O, a fórmula (3.10) é utilizada para atualização. 

3.3 Método direto (SRI) e método inverso (ISRI) 

De forma análoga à descrita na seção anterior, é possível deduzir a forma direta do 
Método de Atualização Simétrica de Posto Um (SR1): 

(3.11) 

Suponha, a princípio, que as fórmulas de atualizações (3.10) e (3.11) possuem denomi
nadores não nulos. Valores muito pequenos dos denominadores são evitados por meio 
de uma salvaguarda na implementação do método. Nesta seção, será demonstrado que 
a matriz Hk+l, cuja fórmula de atualização é dada por (3.10) é exatamente a matri7. 
inversa de Bk, com a fórmula de atualização dada em (3.11). 

w, -
Para tanto, definamos wk = Yk- Bksk e Tk =-r-· Entao, de (3.11), temos que 

wk sk 

(3.12) 

Aplicando a fórmula de Shcrman-Morrison [36] para o cálculo da matriz inversa, obtemos 

(3.13) 

Chamando Hk = BJ:1 a matriz inversa de Bk, e substituindo o valor de rk na expressão 
acima, obtemos 

(3.14) 
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Supondo Bo simétrica (e, conseqüentemente, H0 simétrica), temos que 

Assim, 

Como H,w, ~- (s,- H,y,), de (3.15), 

H
. (s,- H,y,) (s,- H,y,)T ,- w[ (s,- s, + H,y,) 

H,_ (s,- H,y,) (s,- H,y,f 

(Hkwk)T Yk 

H 
(s,- H,y,) (s,- H,y,f 

k+ T 
(s,- H,y,) y, 

(3.15) 

(3.16) 

Portanto, no caso do Método de Correção de Posto Um Simétrico, Hk+l é igual a Bk_;u 
como queríamos demonstrar. 

3.4 ISRI em sistemas lineares 

Nesta seção, estaremos interessados em encontrar a solução do sistema linear Ax = b, 
onde A é uma matriz simétrica. Seja q(x) = Ax- b; então resolver tal sistema é 
equivalente a encontrar a solução de q(x) =O. Suponha A inversível, o que faz com que 
q(x) tenha solução única x,. = A-1b. 

A seguir são demonstrados alguns resultados teóricos originais, especialmente obtidos 
quando o método ISRl é usado para resolver tais problemas. Observamos que existe 
resultado semelhante ao teorema a seguir para matrizes simétricas definidas positiva._s 
[29]. 

Mostramos inicialmente que, para a resolução desse tipo de problema, a matriz Hj+I 

satisfaz todas as j + 1 equações secantes anteriores. 
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Teorema 3.4.1. Dada uma matriz inicial H0 simétrica, para j = O, ... , n- 1, temos 
que 

(3.17) 

para todo i s; j. 

Demonstração. A prova é feita por indução. Para j = O, o único valor possível para i é 
O, fazendo com que a relação (3.17) seja válida (por se tratar da última equação secante ). 

Suponha que a relação seja válida para fl.i, com i s; j -1. Para a matriz HJ+l, (3.17) 
é verdadeira quanto i = j (novamente, por se tratar da última equação secante). Para 
i< j, utilizando a hipótese de indução, 

pois Hj é simétrica (visto que H0 o é). Como 

Yi ~ q(xi+!) - q(x,) ~ Axi+l - b- Ax, + b ~As,, (3.18) 

usando a hipótese de indução, 

então, 

(3.19) 

o que encerra a demonstração. • 
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I I 

Assim, temos que 

HnYo = So 

HnYl = St 

(3.20) 

o que determina univocamente a matriz Hn, caso os vetores yo, Yt, ... , Yn-1 sejam li
nearmente independentes. 

Provamos ainda que, no caso da resolução de sistemas lineares, a relação entre de
pendência e independência linear dos vetores si e Yi, com i= 1, ... , n- 1, é dada pelo 
lema a seguir. 

Lema 3.4.1. 

Os vetores s0 , s1 , ... , sn-I são linearmente independentes se e somente se os vetores 
Yo, Y1, ... , Yn-I são linearmente independentes. 

Demonstração. Suponha que s0 , s 1 , ... , Bn-I sejam linearmente independentes, e sejam 
O:o, 0:1, ... , Un-1 tais que 

D:oYo + · · · + On-lYn-1 =O. 

Multiplicando por Hn em ambos os lados, e usando (3.19), 

o:oso + · · · + Un-lBn-1 =O, 

e então os coeficientes nk, k =O, ... , n-1, são todos nulos, provando que y0 , Yl, ... , Yn-l 

são linearmente independentes. 

Suponha agora que Yo, y1 , ... , Yn-1 são linearmente independentes; sejam ao, a:1, ... , an-1 

tais que 
O:oso + · · · + O:n-lSn-1 =O; 

multiplicando por A em ambos os lados, 
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Agora, por (3.18), 
CXoYo + · · · + O:n-lYn-1 =O, 

donde os coeficientes ak, k =O, ... , n-1, são todos nulos, provando que s0, s1 , ... , sn-l 

são linearmente independentes. • 

No lema anterior, a relação direta entre dependência (independência) linear dos vetores 
si c Yi é válida desde que o conjunto de índices dos vetores linearmente dependentes 
(independentes) Si seja o mesmo que para os vetores Yi· 

Nas observações a seguir analisaremos em que casos temos garantia (ou não) da con
vergência do método para a solução do sistema linear. Mais precisamente, a Observação 
3.4.1 garante que, se as direções quase-Newton Si são linearmente independentes, o 
método ISRl converge para a solução do sistema de dimensão n em no máximo n it
erações. A Observação 3.4.2 tenta esclarecer quais são os possíveis resultados quando os 
vetores si gerados pelo método não são linearmente independentes. 

Observação 3.4.1. Suponha que os vetores Yi, i = O, ... , n - 1, sejam linearmente 
independentes. Utilizando (3.18} e (3.20), temos que a matriz Hn (escrita por colunas) 
é dada por 

Hn ~ lso I ... I Bn-1] IAso I ... I Asn-1r
1

; 

como s0 , s1, ... , Sn-l também são linearmente independentes (Lema 3.4.1}, podemos 
escre11er H n como 

Hn [so I ... I sn-d lso I · ·. I Bn-r' A-' 

Hn A-1 . 

Então, o ponto Xn+l será dado por 

portanto 

Xn+l Xn- Hnq(xn) 

Xn- A- 1 (Axn- b) 

Xn- A-1
Axn + A-

1b 

A-1b; 

Axn+l = b, 

fazendo com que Xn+l seja a solução do sistema original. 
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Observação 3.4.2. Consideremos agora que s0 , s1 , ... 1 Sn-l sejam vetores linearmente 
dependentes, c seja Sj o primeiro vetor (a partir de so) que possa ser escrito como 
combinação linear de alguns vetores anteriores (com coeficientes não nulos): 

D c {0, ... , j- 1 }, 

onde D correBponde ao conjunto de índiceB dos vetores si que jorrnam tal combinação 
linear. 

Como 
Sj =L ai si ---+ Asj =L ai Asi ---+ YJ =L ai Yi 1 

iED iED iED 

do Teorema 3.4.1 temos q11.e 

e então 
L Ü:iSi = Hj L Ú:iYi ---+ Sj = Hjyj; 
iED iED 

assim, a matriz Hj satisfará j + 1 equações secantes, e não apenas j equações como 
enuncw o Teorema 3.4.1. 

Dado que 

H
. _H (s;- H;Yi) (si- H;Y;f 
J+l- J + T ' 

(si- HiYi) Yi 

não será possível atualizar a matriz. 

Portanto, caso isso ocorra ao longo da implementação, será necessário implementar uma 
salvag1wrda, para que seja oferecida uma outra forma de obtenção da matriz HJ+t· É 
necessário observar que, caso a escolha seja por repetir a matriz da iteração anterior 
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(HHl = Hi) o método estagnará, uma vez que: 

Hjyj Sj 

H; [g(x;H)- g(x;)[ s; 

H;g(x;+l)- H;g(x;) s; 

H;g(x;+l) + s; s; 

H;g(x;H) O 

H;+lg(x;+l) O 

Sj+l 0, 

fazendo com que Xj+l = Xj· 

Outras escolhas para a atualização da matriz Hj+l podem ser utilizadas, tais como 
HH1 = J(xi+I)-1, Hj+l =In, etc .. 

3.5 Algoritmo padrão 

Denotaremos IN = {0, 1, ... } e li · 11 como a norma euclidiana. Suponhamos que F : 
JRn --+ mn possui derivadas parciais contínuas. 

Seja { fJk} uma seqüência tal que 'f/k > O para todo k E IN e 

00 

L'f/k ='f}< oo. 
k=O 

(3.21) 

Sejam Tmin, Tmax tais que o < Tmin < Tmax < 1 e o <I< 1. Dado Xo E mn um ponto 
inicial arbitrário, o algoritmo que nos permite obter xk+1 a partir de xk é dado a seguir. 
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Algoritmo 3.5.1. 

Passo 2. Seja o:= 1. 

Passo 3. Se 

(3.22) 

faça O:k = o: e calcule o novo iterando como xk+l = xk + o:kdk. 

Passo 4. Se (3.22) não é satisfeita, escolha O:new E [Tmin0: 1 Tmaxo:], faça o:= O:new e volte 
ao Pas8o 3. 

Durante a implementação computacional, no caso de {3.22) não ser satisfeito, o novo 

valor para a foi calculado como O:new = ~; o valor de 'Y utilizado foi "f = 10-4
. A escolha 

por uma busca linear não-monótona foi adotada devido à observação de que, durante os 
testes numéricos preliminares, o valor da norma da função do sistema (quando aplicada 
nos pontos gerados pelo método ISRl) em alguns momentos era superior ao valor da 
norma no ponto anterior (especialmente durante as iterações iniciais); entretanto, caso 
aceitássemos esse novo ponto, o método conseguia fazer com que os próximos iterandos 
reduzíssem significativamente o valor da norma da função, tornando bastante interes
sante a possibilidade do uso de uma busca linear que permitisse tal fato. 

A f d ftip d f . ' dad seqüência rtk oi toma a como rtk = -,:-~:'-:-; 1 -, 1 , on e tzp e o por 
(k + 1) . 

ftip = IIF(xo) li, se k =O, 

ftip = min {IIF(xk)ll, ftip}, se k é multiplo de 10. 

Se k não é múltiplo de 10, ftip não se altera. 

Em t;odaB 8.8 nossaB implementações numéricas, é declarada a convergência do Algoritmo 
3.5.1 quando IIF(xkllloo :S 10-5 e k < 200. 
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Durante a implementação numérica, caso 

IYf (s,- H,y,)l :S c, lls,- H,y,ll 2 max {]]s,- H,y,]] 2 , ]]y,]]2 } 

tomamos Hk+l = Hk ao invés de utilizarmos a fórmula de atualização (3.10). 

(3.23) 

A primeira iteração, assim como os reinícios realizados a cada p iterações, são feitos por 
uma iteração do tipo Newton; para tanto, calcula-se a fatoração LU da matriz Jacobiana 
da função F. No caso da Jacobiana ser uma matriz esparsa, é utilizada uma fatoração 
LU esparsa. Para a implementação computacional foram utilizadas rotinas em Fortran, 
disponíveis no pacote IMSL [17]. Essas rotinas são denominadas DLFTXG (para o cálculo 
da fatoração) e DLFSXG para a resolução do sistema linear. 

A rotina DLFTXG calcula a fatoração LU seguindo o algoritmo proposto em [17] (es
tratégia de Markowitz simétrica), a qual escolhe pivôs que tentam reduzir o preenchi
mento da matriz ao mesmo tempo que mantém a estabilidade numérica As matrizes 
de permutação das linhas e das colunas são determinadas pela estratégia de Markowitz 
[23]. 

A biblioteca IMSL para Fortran (Intcrnationa1 Mathematical & Statistical Library) 
contém cerca de 100 subrotinas e funções (em formato Fortran) que permitem acessar 
implementações de métodos numéricos (matemáticos c estatísticos) de alta qualidade. 
Dentre as rotinas matemáticas, pode-se destacar: Álgebra Linear, análise de autovalores, 
interpolação e aproximação, integração e diferenciação, resolução de equações diferenci
ais, transformadas de Laplace e Fourier, resolução de sistemas não-lineares, cte. 2

. 

3.5.1 Detalhamento do algoritmo 

Considere k0 o múltiplo de p mais próximo de k (inferiormente). Seja I c = {l < p I Hko+l -::f Hk}. 

Conforme visto anteriormente, Hk+l é uma correção de posto um de Hk e, por esta 
razão, a implementação é feita tomando em conta que 

Hk = Hko +L [v~+l vfo+l] ' 
lEia Vko+l Yko+l 

2 As rotinas IMSL são inseridas da mesma forma que rotinas comuns do Fortran, desde que a bib
lioteca IMSL esteja encadeada ao arquivo executáveL Maiores informações p.stão disponíveis na página 
da internet: http: I /www. utexas. edu/its/rc/answers/imsl/imslf .html. 
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Assim, é necessário armazenar apenas os vetores vko+l = Sko+l- Hko+lYko+l e Yko+h para 
todo l E Ic. Portanto, a expressão para dk pode ser escrita como 

conseqüentemente, o Passo 1 do Algoritmo 3.5.1 pode ser reescrito da seguinte maneira: 

o Cálculo de dk ~ HkoF(xk) : 

Resolver o sistema (determinar Pk) 

L~<oPk ~ Pk,F(xk); 

Resolver o sistema (determinar Qk) 

- Cálculo de dk 

• Adicionando as demais parcelas 

Para l E Ia 

onde PkoJ(xko)Qko = LkoUko correspondem às matrizes da fatoração LU com pivotea
mento total da matriz Jacobiana em Xko· 

3.6 Resultados de convergência 

Muitos trabalhos presentes na literatura apresentam resultados similares aos aqui expos
tos; entretanto, até onde sabemos, a análise de convergência para métodos quase-Newton 
implementados com uma busca linear não-monótona ainda não foi publicada. 

Iniciamos esta seção com algumas observações: 
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Observação 3.6.1. Devido aos jatos de que a junção F é contínua e que 'T/k. > O, 'rfk, 
temos que o Algoritmo 3.5.1 está bem definido, uma vez que a condição (3.22) é satisfeita 
para um valor de a suficientemente pequeno. Portanto, a busca linear não-monótona 
terá êxito em toda üeração k, independentemente da escolha de dk. 

Observação 3.6.2. A partir da desigualdade (3.22}, temos que, 

IIF(xk+I)II :0: [I -')'<>,]IIF(x,)ll + ~k :0: IIF(x,)]] + ~k 

e portanto, temos que IIF(xk+!)ll :0: IIF(xo)ll + ~k + ... +~o :0: IIF(xo)ll + ~ pam 
todo k. Logo, a seqüência {xk} gerada pelo Algoritmo 3.5.1 está contida em L= {x E 

!R:' IIIF(x)ll :0: ]]F(xo)ll + ~}. 

A seguir, apresentamos os resultados de convergência obtidos para o Algoritmo 3.5.1, 
quando dk é determinado a partir de um método quase-Newton qualquer, não necessar. 
riamente o ISRl, utilizado na nossa implementação do Algoritmo 2.2.1. Tais resultados 
estão baseados naqueles demonstrados por Birgin, KrejiC c Martínez em [10]. 

Os Lemas 3.6.1 e 3.6.2 são resultados teóricos necessários para a demonstraçãD do Teo
rema 3.6.1. Tanto os lemas quanto o teorema acima citados encontram-se demonstrados 
em [10], e estão aqui escritos apenas para facilitar a leitura dos resultados conseqüentes. 

Lema 3.6.1. Seja {xk} uma seqüência .qerada pelo Algoritmo 3.5.1. Se, para alguma 
seqüência de indices Ko C JN, lim IIF(x,) li =O, então 

kEKo 

lim IIF(x,JII =O. (3.24) 
k~oo 

Em particular, se x* é um ponto limite de {xk} tal que IIF(x*)ll =O, então todo ponto 
limite da seqüência é uma solução de (3.1). 

Demonstmção. Ver [10], Lemma I. • 

Lema 3.6.2. Seja {xk} uma seqüência gerada pelo Algoritmo 3.5.1 e suponha que todos 
os pontos limites da seqüência {xk} são soluções do sistema (3.1). Além disso, suponha 
que x* é um ponto limite tal que J(x*) é inversível e que 

lim llxk+I- x,ll =O. 
k-oo 

(3.25) 

Então, toda a seqüência converge para x*. 
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Demonstração. Ver [10], Lemma 2. • 
O parâmetro (), presente no enunciado do teorema a seguir, controla a inexatidão da 
obtenção da direção de descida dk, uma vez que o trabalho [10] versa sobre métodos 
Newton-inexatos. Como utilizamos um método quase-Newton (exato) para obter dk, 
consideramos (} = O. 

Teorema 3.6.1. Suponha que {xk} seja uma seqüência gerada pelo Algoritmo 3.5.1 e 
que existe M > O tal que, para uma seqüência infinita de índices k1 c {0, 1, 2, ... } , 

e 
dk õ; M. 

Então, qualquer ponto limite de {xkhEKt é uma solução do sistema {3.1). Além disso, 
se um ponto limite de {xk}kEK1 existe, então {F(xk)}--+ O e todo ponto limite de {xk} 
é uma solução de {3.1). 

Demonstração. Ver [10], Theorem 2. • 
O teorema a seguir é uma conseqüência direta do Teorema 3.6.1. 

Teorema 3.6.2. Suponha que { Xk} seja gerada pelo Algoritmo 3. 5.1. Seja K 1 o conjunto 
de índices k múlb:plos de p. S'Uponha que, para todo k E K1, J(xk) é inversível e que 
IIJ(xkt111 :::; c. Então, qualquer ponto Umite de {xk}kEK1 é uma sol'Ução do sistema 
(3.1). Além disso, se um ponto limüe de {xkhEK, existe, então {IIF(xk)ll} converge 
para O e todo ponto limite de {xk} é uma solução do sistema (3.1). 

Demonstração. Pela Observação 2, temos que a seqüência {F(xk)} está contida em 
L~ {x E lR"[ IIF(xJII õ; I[F(xo)ll +~};logo, a seqüência {F(xk)} é limitada. Para 
todo k E K 1, temos que I[J(xk)-1 [[ õ; c c 

lld,ll ~ 11-H,F(x,JII ~ ]]J(xk)-'F(x,J]] õ; ]]J(x,t']]IIF(xk)[[ õ; c[IIF(xo)ll +~]; 

Assim, tomando () = O, estamos sob as hipóteses do Teorema 3.6.1. Portanto, se um 
ponto limite de {xkhEK, existe, então F(xk) --+O e todo ponto limite de {xk} é uma 
solução de (3.1). • 
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Teorema 3.6.3. Suponha que {xk} seja uma seqüência gerada pelo Algoritímo 3.5.1, 
que o conjunto de nível L~ {x E lR"IIIF(x)ll :S IIF(xo)ll +ry) seja limitado e que J(x) 
seja invesível para todo x E L. Então, existe x* E m;n uma solução de (3.1) tal que 

Demonstração. Dado que J(x) é contínua e inversível para todo x E L e L é um conjunto 
compacto, então exile c> O tal que IIJ(x)-111:::; c para todo x E L. Pela Observação 
21 a seqüência { xk} está contida em L, logo, { xk} possui pelo menos um ponto limite. 
Pelo Teorema 3.6.2 1 todos os pontos limites são soluções do sistema (3.1). 

Para concluir a demonstração deste teorema, basta provar que toda a seqüência converge 
para um desses pontos limites. 

Inicialmcntc1 vamos provar que a seqüência {IIHkll} é limitada. Caso k- O(mod p) 1 a 
limitação é obtida de forma direta uma vez que 

para todo k- O(mod p). 

De uma forma geral, ou temos que Hk+1 = Hk ou 

Portanto, devido à garantia de limitação inferior do denominador (ver (3.23)), temos 
que 

Assim, se k é múltiplo de p e l E {1, ... , p- 1} 1 

o que implica que 

Vk E IN. (3.26) 
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Logo {Hk} é limitada, e pelo Teorema 3.6.2, temos que {F(xk)} -)o O. Portanto 

e então lld,ll--> O. 

Como cxk ~ 1, para todo k, temos 

llxk+l- x,ll ~ lls,ll ~ lla,d,ll :S add,ll 
e conseqüentemente, { llxk+l - x, li} --> O. 

Logo, as hipóteses do Lema 3.6.2 são satisfeitas, e temos que toda a seqüência converge 
para o ponto limite. • 

A definição a seguir será utilizada na demonstração do Teorema 3.6.4, que versa sobre 
a convergência superlinear. O Teorema 3.6.4, assim como o Teorema 3.6.3, são válidos 
para qualquer método quase-Newton que satisfaça essa definição. No Teorema 3.6.6 
demonstraremos que o método ISRl, em particular, é um dos métodos quase-Newton 
que a satisfaz. 

Definição 3.6.1. A seqüência de matrizes {Hk} satisfaz a propnedade WBD (Weak 
Bounded Deteriomtion) inversa (ver (10]}, se existem constantes d1, d2 > O indepen
dentes de k, tais que V k =O, 1, ... , 

(3.27) 

O próximo teorema diz que, sob as hipóteses do Teorema 3.6.3, o Algoritmo 3.5.1 con
verge supcrlinearmcnte para uma solução do sistem (3.1). 

Teorema 3.6.4. Suponha que sejam válz"das as Mpóteses do Teorema 3. 6. 3. Além disso, 
suponha que J(x) é Lipschítz contínua em um conjunto convexo que contém o conjunto de 
nível L, e que o método quase-Newton gere uma seqüência de matrizes Hk que satisfação 
a propriedade WBD inversa. Então, cxk = 1 para k suficientemente grande e {xk} 
converge superlinearmente para x*, solução de (3.1 ). 

Demonstração. Assim como feito no teorema anterior, pode-se demonstrar que as ma
trizes Hk são limitadas, isto é 

IIH,II, :S M, Vk E IN. 
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Da propriedade WBD, temos que existem d1, d2 > O tais que para todo k, 

Como lls,ll __,O e H,~ J(x,)-1 sempre que k é múltiplo de p, então 

lim H, ~ J(x')-1 

k~oo 

Além disso1 Hk = Bk1
, Bk -----+ J(x*) e Xk+I = xk- o:kBk1 F(xk) para todo k. Portanto, 

tomando (h = O, 'Vk, a conclusão da demontração segue de Teorema 3.6.5, o qual foi 
demonstrado por Birgin, KrejiC e Martínez [10]. • 

Teorema 3.6.5. Suponha que sejam váb:das as hipóteses do Teorema 3.6.4. Além disso, 
suponha que 

IIB,d, + F(x,) li <:: e, IIF(x,) li 
para todo k suficientemente grande, onde lim (h = O. Então, { xk} converge superlínear-

k~oo 

mente para x"', solução de (3.1). 

Demon.<tração. Ver [10], Theorcm 3. • 
A seguir, demonstraremos que o método quase-Newton ISRl satisfaí'> a propriedade WBD 
inversa. 

Teorema 3.6.6. As matrizes Hk geradas pelo método ISR1 (3.10) 8atisfazem a pro
priedade WBD inversa. 

Demonstração. Considerando que as atualizações de posto um são realbadas (ver (3.23)) 
somente se 

(3.28) 

Então, para os valores de k tais que Hk+I i- Hk, 
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- J(x,)- 1 
- J(x1+I)-1 +H,- J(x1)-1 

(J(x,t1Yk- H,y,) (s,- H,y,f (s,- J(x,)-1y,) (s,- H,y,f 
+ T( ) + T( y1 s,- H1y1 y1 s1 - H1y1 ) 

- J(x,)-1- J(xk+1)-1 

+(H,- J(x,)-1) [I- y,}s'- H,y,)Tl + (sk- J(x,)-1y,) (s,- H,y,f. 
y1 (s1 - H1y1) y[ (s1 - H1y1 ) 

Portanto, 

+I IH,_ J(x,nl [1+ IIY~IIIIs,- H,y,ll] +h- J(~,)-
1

Y,IIIIs,- H,y,ll 
IYk (s,- H,y,)l IY1 (s,- H,y,)l 

<; IIJ(x,)-1- J(xk+1t1ll 

+li H,_ J(x,nl [1 + _1:.] + lls,- J(~l-
1

Y,IIIIs,- H,y,ll 
c1 IY1 (s,- H,y,)l 

Como J(x) é Lipschitz contínua e J(x)-1 é limitada, então, J(x)-1 é também Lipschitz 
contínua; então, existe c2 > O tal que 

IIJ(x)-1- J(yt1ll <; c,llx- Yll, 

para todo x, y E JRn. Isso implica que 

lls,- J(x,f 1Ykll <; c; lls,ll', 

para todo k =O, 1, .... Logo, por (3.23), (3.29) e (3.30), 
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Entretando, como IIH,Il :ô M4 , Vk, onde M4 =c+ (p- 1)/c1 (ver desigualdade (3.26)), 
temos que lls,ll :ô 2M,IIY•II :ô 2M, max { lls, - H,y,ll,, lly,i!2}. Logo 

IIH>+1- J(x>+1t1ll :ô c,lls•ll +li H,- J(x,t1
11 [1+ ~]+c, M,lls,ll· (3.31) 

c1 c1 

H,+l- J(xk+1)-1 

IIHk+1- J(xk+I)-1
11 

De (3.29), temos que 

Logo 

H,- J(x,)-1 + J(x,)-1- J(xk+l)-1 

< IIH,- J(x,t1ll + IIJ(x,)-1 - J(x,+1)-1ll· 

(3.32) 

Portanto) de (3.31) e (3.32), temos que as matrizes Hk satisfazem a propriedade WBD 
inversa com 

• 

3. 7 Conclusão 

Apresentamos neste capítulo o método quase-Newton ISRl; tal método será utilizado em 
nossas implementações numérica..s como acelerador do método Lagrangiano Aumentado, 
conforme descrições futuras (Capítulos 5 e 6). 
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Na Seção 3.6, demonstramos resultados de convergência global para este método, quando 
implementado com uma busca linear não-monótona. Tais resultados permitirão assegu
rar a convergência do método proposto neste trabalho, que é o método Lagrangiano 
Aumentado Acelerado. 
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Capítulo 4 

Método Lagrangiano Aumentado 

Acelerado 

Uma vez feita uma análise cuidadosa dos métodos Lagrangiano Aumentado e ISRl, bem 
como um estudo das propriedades de convergência e implementação computacional dos 
mesmos, podemos descrever o tema considerado cent.ral da Tese, que é usar um método 
qua..se-Newton (o ISRl, no caso) para acelerar a convergência do método Lagrangiano 
Aumentado. Neste capítulo descrevemos, de uma forma geral, como é introduzido o 
acelerador quase-Newton no método Lagrangiano Aumentado adotado. Apresentamos 
o algoritmo proposto bem como um esquema ilustrativo de como ele funciona. 

Os experimentos numéricos são apresentados nos próximos dois capítulos, pois a im
plementação do algoritmo para problemas só com restrições de igualdade é bem mais 
simples do que a implementação para problemas com restrições gerais. Além disso, 
o desempenho do algoritmo não é o mesmo em ambos os casos e merece comentários 
específicos. 

Uma outra possibilidade para obter um algoritmo com boas qualidades de convergência 
para resolver problemas de minimização com restrições, seria utilizar o método La
grangiano Aumentado como acelerador para o método quase-Newton (invertendo-se a 
ordem do algoritmo proposto), o que não se justifica teoricamente, como veremos na 
Seção 5.7.4. No Capítulo 5 são apresentados também testes numéricos, indicativos de 
que a ordenação da seqüência de passos do algoritmo que foi proposto é realmente me
lhor. Tais testes se encontram nesse capítulo, por utilizarem problemas específicos que 
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lá são descritos. 

Inicialmente, apresentamos os argumentos utilizados para fundamentar o algoritmo pro
posto, descritos na Seção 4.2. Na Seção 4.3 apresentamos a justificativa para a con
vergência do método proposto, e na seção seguinte, apresentamos um exemplo numérico 
para ilustrar o comportamento do acelerador e do método Lagrangiano Aumentado 
quando são implementados em separado. 

4.1 Introdução 

No Capítulo 2: apresentamos o algoritmo Lagrangiano Aumentado para obter a solução 
do problema de minimização com restrições gerais (2.1 ). Uma outra opção para encontrar 
a solução para o problema de minimização em questão é resolver o sistema não-linear 
formado pelas condições de ot.imalidade do problema, que são conhecidas como condições 
KKT [33]. 

Os métodos mais comuns para resolver sistemas não-lineares são os métodos de Newton 
e quase-Newton [19], [24], conforme descritos no Capítulo 3. Em geral, resolver o sis
tema não-linear associado não se mostra uma alternativa muito eficiente, uma vez que 
a diferença entre minimizadores e maximizadorcs não é por eles detectada. Entretanto, 
se o ponto inicial está suficientemente próximo do minimizador, há uma grande chance 
do método convergir para o minimizador e, melhor ainda, com mais rapidez. 

A implementação dos algoritmos do tipo Lagrangiano Aumentado está diretamente rela
cionada com as estratégias de modificação de um ou mais parâmetros de penalidade: se 
o valor dos parâmetros são altos, o problema de minimização associado torna-se difícil 
de ser resolvido; por outro lado, o aumento desse parâmetro de forma lenta ocasiona 
uma convergência lenta do processo. 

Motivados por essas observações o algoritmo que propomos tem o objetivo de combinar 
os dois métodos, explorando as boas qualidades de cada um deles; combinamos o método 
Lagrangiano Aumentado descrito no Capítulo 2, que tem a excelente característica de 
convergência global para um minimizador, com o método Inverso de Correção de Posto 
Um descrito no Capítulo 3, bastante simples do ponto de vista de implementação com
putacional. O ISRl é aplicado na resolução do sistema de otimalidade implementado 
com uma busca linear não-monótona, com o propósito de acelerar a convergência do 
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método Lagrangiano Aumentado. 

4.2 O algoritmo proposto 

Assim, o algoritmo proposto consiste em integrar o método Lagrangiano Aumentado com 
o método quase-Newton ISRl. A idéia então, é que o método Lagrangiano Aumentado 
possa fornecer bons pontos iniciais para garantir a convegência do método quase-Newton 
para um minimizador. Essa integração está descrita no Algoritmo 4.2.1 a seguir, o 
qual apresenta a idéia geral dessa união. O ponto inicial para execução do Passo 1 do 
Algoritmo 4.2.1 é o mesmo ponto inicial que seria fornecido para o método Lagrangiano 
Aumentado, implementado sem o acelerador; para iniciar a execução do Passo 2 desse 
algoritmo, utilizamos a última aproximação da solução fornecida de pelo Passo 1. O 
esquema da Figura 4.1 esclarece melhor a idéia do método. 

Algoritmo 4.2.1. Lagrang1:ano Aumentado Acelerado: 

Passo 1 - Execute uma única iteração externa do método Lagrangiano Aumentado para 
a resolução do problema de minimização. UWize a solução obtida como ponto inicial 
para o próximo Passo. 

Passo 2 - Execute um determinado número de iterações quase-Newton na resolução do 
sistema de otimalidade. Se o valor da norma do sistema, no iterando atual, diminuir de 
acordo com um critério previamente adotado, repita este Passo. 
Caso contrário, retorne ao Passo 1, após efetuar as atualizações padrões para as esti
mativas dos vetores de multiplicadores de Lagra.nge e para o parâmetro de penalidade. 

No esquema a seguir (Figura 4.1), ser solução significa que: 

( 1) Os vetores x0 , >.0 e /-Lo satisfazem o teste inicial de convergência do método La
grangiano Aumentado; 

(2) Os vetores Xk! Àk e J.Lk satisfazem o critério de parada do método Lagrangiano 
Aumentado ou o teste inicial de convergência do método qua._<;e-Newton; 

(3) Os vetores Xk 1 Àk e /-ik satisfazem o critério de parada do método quase-Newton. 

Em todos os casos 1 "Parar" significa que o ponto de mínimo foi encontrado. Caso o 
critério de permanência (4.1) não for satisfeito, o método quase-Newton é interrompido1 
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e os vetores XiJ Àj e J.lj que serão repassados para o método Lagrangiano Aumentado 
serão aqueles que apresentaram o menor valor da norma da Função KKT durante a 
execução do quase-Newton. 

L Dados Iniciais J 

• sm. 
I (l)Ésolução? Parar I 

! Não 

1 Lagrangiano Aumentado 
(Problema Original) 1 

Sim • I k>•k+l I 
I Parar ' lj (2) É solução? ] 1 

Não 

Omeção de Posto Um I 
· 1 {Sistema KKT) 

I Atualizar phíl, e p., I 

+ Sim 

I__ (3)Ésolução? Parar [ 

Nã() I 
I j=J+l 

j+l OmodD (?) r 

~m 

~m 

I li'(,, 11 <r li F (,,_o )11 I 
Não 

(?) 

Figura 4.1: Esquema descritivo do Lagrangiano Aumentado Acelerado. 

Conforme podemos observar no esquema da Figura 4.1, o número de iterações de ISRl 
que serão executadas no Passo 2 do algoritmo é determinado pelo seguinte teste: 

sek=O modD, (4.1) 

onde o parâmetro D determina a periodicidade em que o teste será realizado. Se o ponto 
Xk obtido não satisfay, a condição (4.1), é encerrada a iteração externa e retornamos ao 
Passo 1 do algoritmo (ou seja, retornamos ao método Lagrangiano Aumentado). 

Em outras palavras, a continuação ou não da execução do método quase-Newton é 
determinada por meio da realização de um teste periódico, no qual verificamos se a norma 
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da função KKT está sofrendo um certo percentual 1 de decréscimo em relação a um valor 
da norma, previamente estabelecido. Se esse decréscimo não é verificado, é interrompida 
a execução do método quase-Newton e retoma-se ao Lagrangiano Aumentado. 

É necessário salientar a diferença entre os tipos de iterações: 

• iteração externa do método Lagrangiano Aumentado implementado sozinho: con
siste na obtenção da solução do subproblema (2.7), com os vetores >.k c Jlk fixos; 

• iteração interna do método Lagrangiano Aumentado implementado sozinho: con
siste em cada uma das iterações realizadas para resolver cada subproblema; 

• iteração externa do método Lagrangiano Aumentado Acelerado: consiste na exe
cução dos Passos 1 e 2 do Algoritmo 4.2.1, ou seja, na realização de uma iteração 
externa do método Lagrangiano Aumentado e em seguida, na execução do método 
quase-Newton até que um critério de convergência seja satisfeito ou até que o 
critério de permanência seja violado. 

4.3 Análise Teórica 

Temos assegurada a convergência do algoritmo proposto, uma vez que existem resulta
dos de convergência global para cada um dos dois métodos conjugados: Lagrangiano 
Aumentado c ISRL Tal resultado pode ser melhor observado utilizando a seguinte 
análise: 

• Caso estejamos na primeira execução do Passo 1 do Algoritmo 4.2.1, temos a 
convergência assegurada devido aos resultados teóricos existentes para o método 
Lagrangiano Aumentado. 

• Caso estejamos no Passo 2 do Algoritmo 4.2.1, o ponto fornecido pelo método La
grangiano Aumentado é adotado como ponto inicial da execução do método ISRl, 
e portanto, a convergência está assegurada devido aos resultados apresentados no 
Capítulo 3 desta Tese. 

• Por fim, caso estejamos no Passo 1 do Algoritmo 4.2.1 uma segunda (ou mais) 
vezes, basta considerar o ponto fornecido pelo método ISR1 como um novo ponto 
inicial do método Lagrangiano Aumentado, e pode-se garantir a convergência pelo 
mesmo motivo que o primeiro item. 
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4.4 Exemplo numérico 

Analisaremos aqui o comportamento dos métodos expostos neste trabalho, trabalhando 
em separado e depois em conjunto: o método ISRl, o método Lagrangiano Aumentado 
c o método Lagrangiano Aumentado Acelerado. 

A execução do Passo 1 antes do Passo 2 no Algoritmo 4.2.1 é de fundamental importância 
para a convergência do mesmo para um minimizador do problema original. Se o método 
quase-Newton (ISRl) for aplicado diretamente: ele poderá convergir para um ponto de 
máximo, ou até mesmo não convergir (caso o ponto inicial não esteja suficientemente 
perto do minimizador). Na seção 5.7.4 voltaremos a esse tema, fazendo a resolução de 
um conjunto de problemas teste utilizando as duas ordens possíveis para os Passos. 

O problema a seguir, embora bastante simples, ilustra bem o comportamento dos três 
métodos em questão: Lagrangiano Aumentado sozinho, ISRl sozinho e Lagrangiano 
Aumentado Acelerado. A título de ilustração, consideramos o problema de otimização: 

min [(x1 - 2) 2 + (x2 - 1)2] sin [(x1 - 2)2 + (x2 -1)2
] 

s.a x1 ~ O 

X2 2:: 0 

X 1 - 2Xz + 2 2:: 0 

x1 - 3x2 - 4 2:: O 

2x1 + 5x2 - 12.73 :<:;O 

(4.2) 

Acrescentando às restrições de desigualdade variáveis de folga X3 1 ... , x71 ao quadrado, 
obtemos o problema equivalente: 

min [(x1 - 2) 2 + (x2 - 1)2
] sin [(xi- 2)2 + (x, -1)2

] 

s.a x1 - x~ =O 

x 2 -x~=O 

x1 - 2x2 + 2 - x~ = O 

x 1 - 3x2 - 4 - x~ = O 

2xt + 6x2- 12.73 + x~ =O 

(4.3) 

Resolvendo o problema acima utilizando os três algoritmos, com (5, l)T como ponto 
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inicial e E = w-4 como a precisão para os critérios de parada, obtivemos os seguintes 
resultados: 

• Algoritmo 2.2.1 (Lagrangiano Aumentado): foram necessárias 6 iterações exter
nas, e 23 iterações internas, no total (destas, 8 foram feitas na primeira iteração 
externa). 
Solução encontrada: (5.29; 0.43f (minimizador global). 

• Algoritmo 3.5.1 (ISRl): foram necessárias 9 iterações. 
Solução encontrada: (4.81; 0.63f (um dos maximizadores globais - ver Figura 
4.2). 

• Algoritmo 4.2.1 (Lagrangiano Aumentado Acelerado pelo método ISRl): foi exe
cutada apenas 1 iteração externa, ou seja, o Lagrangiano Aumentado foi acionado 
apenas uma vez, tendo realizado 8 iterações internas. O método quase-Newton 
ISRl executou 6 iterações, não sendo necessário fazer recomeças (pois 6 < D). 
Solução encontrada: (5.29; 0.43f (minimizador global). 

Observe que o método ISRl sozinho realizou apenas 9 iterações no total; porém, con
vergiu para um maximizador global O método Lagrangiano Aumentado sozinho con
vergiu para o minimizador global, mas precisou realizar um número razoável de iterações 
externas. Essa divergência de comportamento, neste caso particular, ocorre porque a 
função possui um único minimizador global e infinitos maximizadores globais (trecho de 
arco- ver Figura 4.2). 

Todavia, quando executamos apenas uma iteração externa do Lagrangiano Aumentado, 
e fornecemos o ponto obtido como ponto inicial para o ISR1, percebemos que este realiza 
6 iterações no total (sem recomeças) e converge para o minimizador global, reduzindo 
significativamente o número de iterações internas realizadas pelo Lagrangiano Aumen
tado. Em outras palavras, a execução da primeira iteração pelo método Lagrangiano 
Aumentado foi capar, de fornecer um bom ponto inicial para o método ISRl, uma vez que 
com esse novo ponto tal método conseguiu convergir rapidamente para um minimizador. 

No gráfico da esquerda da Figura 4.21 estão desenhadas as curvas de nível da função 
objetivo, assim como o poh'gono referente à região factível; o ponto inicial está marcado 
em vermelho; em preto está sinalizado o minimizador global e em azul está marcado o 
maximizador global para o qual o ISRl converge. A segunda figura, além do desenho 
das curvas de nível e da região factível no plano x - y, apresenta o desenho da superfície 
gerada pela função objetivo original. 
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- 1 

Figmn -L2: ExNnplo Num~rico- Aceleração do método Lap,rangtano A1U11eulado . 

. \pus <'~sa d<•senção do algonlmo proposto neste trabalho. passare>mos aos Capítu l o~ 5 
t> ú qnc apr<'~entam dctalhPS da implementação compu I adonal. teste munérkos <' ro
liWIIIIÍrios sobre o desempenho df'ste algoritmo. O Capítulo 5 é dcstíua.d1> à resolução 
cl<' problemas de otimização com restrições de igualdade, c o Capítulo G para problemas 
d<• ol i m iznção rom n•st riç(>cs gerais. 
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Capítulo 5 

Método Lagrangiano Aumentado 

Acelerado- Problemas com 

Restrições de Igualdade 

5.1 Introdução 

Consideraremos o problema de minimização com restrições de igualdade definido por: 

min f(x) 

s.a h(x) ~O 
(5.1) 

onde f : !Rn ---+ IR é a função objetivo e h : IRn ---+ IR"' representa as restrições de 
igualdade. As funções f e h são consideradas continuamente diferenciáveis; em geral, 
são funções não convexas. 

Considerando a penalização de todas as restrições de igualdade, adicionando-as à função 
objetivo com o auxílio de uma função de penalização (que depende das restrições, do 
vetor de multiplicadores de Lagrange e do parâmetro de penalização), o método La
grangiano Aumentado encontra a solução do problema de minimização original através 
de uma seqüência de minimizações irrestritas. 

Neste capítulo fazemos uma análise do comportamento do algoritmo Lagrangiano Au-
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mentado Acelerado proposto no capítulo anterior, quando aplicado à resolução de proble
mas de minimização com restrições de igualdade. Os mesmos problemas são resolvidos 
com o método Lagrangiano Aumentado sozinho, e com o método Lagrangiano Aumen
tado Acelerado pelo método de Newton (programado da mesma forma que a descrita 
no algoritmo proposto, utilizando o método de Newton no Passo 2 do Algoritmo 4.2.1, 
ao invés do método ISRl); para comparação dos resultados, é utilizado o traçamento do 
perfil de desempenho de cada um dos 3 algoritmos, quando aplicado na resolução de um 
conjunto de problemas de minimização com restrições de igualdade propostos por [34]. 

Na Seção 2 fazemos uma breve descrição dos métodos Lagrangiano Aumentado es
pecíficos para problemas de restrições de igualdade. Apresentamos, na Seção 3, um 
resumo dos resultados teóricos mais recentes obtidos para o método Lagrangiano Au
mentado (sozinho) implementado. Na Seção 4 fazemos uma breve descrição do algoritmo 
Lagrangiano Aumentado utilizado e das subrotinas destinas à resolução dos subproble
mas. Apresentamos os detalhes da implementação do método Lagrangiano Aumentado 
Acelerado na Seção 5. Por fim, na Seção 6, apresentamos e analisamos os resultados 
numéricos obtidos. 

5.2 O método Lagrangiano Aumentado 

Os métodos Lagrangiano Aumentado foram descritos no Capítulo 2 deste trabalho, 
quando destinados à resolução de problemas de minimização com restrições gerais. Para 
problemas com apenas restrições de igualdade, pode-se observar que as condições de 
Lagrange [24] para (5.1) são dadas pelo sistema de equações não-lineares de dimensão 
(n + m) a seguir: 

{ 

'\lf(x) + Jh(xf>. = O 

h(x) = O. 
(5.2) 

Supondo que uma das soluções do sistema (5.2) é dada por (x;; >.;y e definindo a função 
Lagrangiana da maneira usual, 

l(x, >.) = f(x) + >.Th(x), 

temos que, na solução de (5.2), 
'\ll(x.; >..) =O. 
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Como pode ser observado, x* é um ponto estacionário da função Lagrangiana (mas pode 
não ser um minimizador). 

De acordo com os comentários anteriores, ocorrem algumas simplificações no Algoritmo 
2.2.1, devido à ausência das restrições de desigualdade: 

• O subproblcma do Passo 1 torna-se irrestrito, e pode ser reescrito como 

min f(x)+.\fh(x)+p;llh(x)ll:. 

• Os estimadores dos multiplicadores de Lagrange ficam restritos à seqüência de 
vetores Àk. 

• O vetor ak não existe nessa nova formulação, fazendo com que o Passo 3 desse 
algoritmo consista apenas em um teste para a verificação (ou não) de uma redução 
suficiente no valor da norma infinito das restrições de igualdade. 

• O critério de parada se reduz a 

Caso essa desigualdade seja satisfeita, é declarada a convergência do algoritmo, e 
a execução é interrompida. 

Assim, o algoritmo Lagrangiano Aumentado implementado para problemas de mini
mização com restrições de igualdade é dado a seguir. 

Algoritmo 5.2.1. - Lagrangiano Aumentado - restrições de igualdade 

Considere o problema de minimização (5.1). Assuma que Xo é um ponto factível, e > 
O, I> 1, -oo < Àmin < Àmax < oo, -oo < f..tmin < J.lmax < oo, 'TE (0, 1), O< P1 E IR, 

À1 E 1Rm1
, À1 E [Àmin, Àmax]m-l e /h1 E 1Rm2

, /h1 E [f..tmim J.lmax]m2
• Seja {e~;;}i.EN uma 

seqüência de números positivos que converge para zero. Tome inicialmente o contador 
de iterações externas igual a 1 (k = 1). 

Passo 1 - Resolver o subproblema 

mm f(x) + >.[h(x) + p; llh(xJII: 
(5.3) 

s.a l ~ x ~ u 
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com Àk e Pk fixos, utilizando Xk-l como ponto inicial e atribuindo a Xk a solução encon
trada. 

Passo 2 - Crüério de Parada 

Se 

tome x* = Xk e pare a execução do algoritmo. 

Passo 3 - Atualização do vetor de multiplicadores 

Faça ~k+l ~À,+ p,h(x,); 
calcule Àk+I com sendo a projeção de 5.k+1 em [Àmin1 Àmax]m1. 

Passo 4- Atualização do parâmetro de penalização 

Se llh(x,)lloo :S Tllh(xk-!)lloo, tome Pk+l ~ Pk· 

Caso contrário, Pk+l = '"YPk· 

Passo 5 - Atualização do contador 

Se k + 1 é inferior ao limite máximo de i"terações externas, faça k = k + 1 e volte para 
o Passo 1. 

Caso contrário, a execução do algoritmo é interrompida e é declarado que o algoritmo 
nao converge. 

5.3 Análise teórica 

A convergência global dos métodos Lagrangiano Aumentado foi provada por Conn, 
Gould e Toint [15] e Conn, Gould, Sartcnacr e Toint [14]: para problemas com restrições 
de igualdade e restrições lineares usando a hipótese de independência linear de todos os 
gradientes das restrições ativas. 

Um estudo recente sobre algoritmos Lagrangiano Aumentado para problemas de mini-
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mização com restrições de igualdade e caixa foi realizado por Andreani) Birgin) Martínez 
c Schuvcrdt [2]) o qual fornece os seguintes resultados teóricos para o Algoritmo 2.2.1: 

• São caracterizados os pontos limites infactíveis (quando existem)) utilizando uma 
hipótese mais fraca que a condição de Independência Linear. 

• Pontos factíveis são pontos KKT; a demonstração desse resultado segue através 
da hipótese de que tais pontos satisfazem a condição de Dependência Linear Posi
tiva Constante ( CPLD). Recentemente, foi demonstrado que essa condição é uma 
Restrição de Qualificação [3] e que é mais geral que a condição de regularidade. 

• A hipótese de regularidade é utilizada para demonstrar a limitação dos parâmetros 
de penalização. 

O primeiro resultado apresentado em [2] determina que o Algoritmo 2.2.1 sempre con
verge para pontos estacionários do problema irrestrito de minimizar o quadrado das 
infactibilidades. 

Teorema 5.3.1. Suponha que a sequência {xk} é gerada pelo Algoritmo 2.2.1 e que x* 
é um ponto limite. Então, x* é um ponto estacionário do problema 

min llh(xJIIl (5.4) 

Demonstração. Ver [2], Thcorem 3.1. • 
O segundo resultado versa sobre que condições um ponto limite factível da seqüência 
gerada pelo Algoritmo 2.2.1 é um ponto KKT. O resultado principal diz que um ponto 
limite factível é um ponto KKT se satisfaz a condição CPLD. 

Definição 5.3.1. CPLD para restrições de igualdade. 
Dizemos que um ponto x satisfaz a Condição de Dependência Linear Positiva Constante 
(CPLD) em relação às restrições de igualdade se a existência de h C {1, ... ) m}, Ài E 
IR para todo i E h tais que 

L >-iilh,(x) ~O 
iElh 
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com L l ... \1 > O, implica que os gradientes 
iEh 

{\lh;(z)}iEh 

são linearmente dependentes para todo z em uma vizinhança de x. 

Teorema 5.3.2. Suponha que {xk} é uma seqüência gerada pelo Algoritmo 2.2.1 e que 
x., é um ponto limite factível que satisfaz a restrição de qualificação CPLD. Então, x., é 
um ponto KKT. 

Demonstração. Ver [2], Theorem 4. L • 
O terceiro c último resultado versa sobre a limitação do parâmetro de penalização. 
Levando em conta que as estimativas do multiplicadores de Lagrange são limitadas 
(devido à projeção em uma caixa fixa, em toda iteração), são necessárias as seguintes 
hipóteses: 

Hl. A seqüência {xk}, gerada pelo Algoritmo 2.2.1 converge para um ponto KKT 
x., E n; 

H2. V2 J(x) e V 2hi(x) existem e são Lipschitz contínuas; 

H3. A matriz 

é não-singular; 

Assumindo que são válidas as hipóteses acima, é possível demonstrar o seguinte teorema. 

Teorema 5.3.3. Assuma que a seqüência {xk} é gerada pelo Algoritmo 2.2.1 e que Ek 
{limites superiores dos testes de parada, para cada iteração k) é tal que 

Ek = min{c;, llh(x,)lloo} 

onde { Ea é uma seqüência decresr_ente que tende a zero. Então, a 8eqüência de parâmetros 
de penalização {pk} é limitada. 

Demonstração. Ver [2], Theorem 5.1. • 
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5.4 Algoritmos para resolução dos subproblemas 

Inicialmente, o primeiro algoritmo do tipo Lagrangiano Aumentado que foi implemen
tado neste trabalho foi o Milonga [6] (Mixed Integrated Lagrangian Optimization Nonlin
ear Generalized Algorithm) 1 que foi escrito por J. M. Martínez e E. G. Birgin; tal rotina 
destina-se à minirnização de problemas com restrições de igualdade e caixa. Portanto, a 
cada iteração externa, é resolvido o subproblema 

min j(x) + h(x)T À+ ~llh(x) lll 
(5.5) 

onde as estimativa..<;J para o vetor de multiplicadores de Lagrange (..\) e para o parâmetro 
de penalidade (p) são atualizadas após cada iteração externa. 

Milonga foi desenvolvido com propósito didático, o que facilita o primeiro contacto com 
as rotinas computacionais do tipo Lagrangiano Aumentado; entretando, tal rotina não 
faz uso de um sistema sofisticado para o armazenamento e a manipulação de matrizes, 
fazendo com que o mesmo não seja destinado à resolução de problemas de minimização 
de grande porte. 

Uma vez realizado o primeiro contato computacional com o método Lagrangiano Aumen
tado através da rotina Milonga, adotamos em nossos testes numéricos a rotina Algencan 
(ver Seção 2.2), a qual utiliza a subrotina Gencan na resolução dos subproblemas do 
método Lagrangiano Aumentado. Escrita por J. M. Martínez e E. G. Birgin, a rotina 
Gencan também é ba..<>eada no algoritmo descrito em [6]. Entretanto1 ela é voltada para 
problemas de minimização com restrições de caixa para problemas de grande porte, 
sendo assim mais condizente com a forma de implementação do método quase-Newton. 

5.5 O método Lagrangiano Aumentado Acelerado 

As condições de otimalidade de (5.1), dadas por (5.2), são satisfeiras pelas soluções da 
equação não-linear por blocos F(x, À) 

( 
'V f(x) + Jh(xf>. ) 

F(x, >.) ~ ~O; 

h(x) 
(5.6) 
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onde X E mn e À E !Rm1 • Ou seja, queremos encontrar (x*,À*) tais que F(x*,À*) =o. 

A matriz Jacobiana associada à função F é a matriz por blocos 

_ ( 'V' f(x) + I>·i'l'h,(x) 
]p(x, >.) - i~l 

Jh(x) 

(5. 7) 

Logo, dadas aproximações iniciais para x e À, suficientemente próximas do minimizador, 
os itcrandos serão obtidos através do método quase-Newton ISR1 por: 

(5.8) 

onde a fórmula de atualização da matriz Hk é dada em (3.10). 

O primeiro bloco da Jacobiana (5.7) é formado pela combinação das Hessianas da função 
objetivo e de cada uma das restrições; então, para o conjunto de problemas teste ado
tado neste capítulo (os quais possuem Hessianas com estrutura esparsa), as estimativas 
dessas Hessianas foram realizadas de forma discreta, utilizando o método CPR [18], 
[25]. Buscamos aproximações para as matrizes Hessianas exatas, uma vez que o método 
Lagrangiano Aumentado não utiliza Hessianas exatas em sua implementação. 

O método CPR, desenvolvido por Curtis, Powell e Reid, reduz o número de avaliações 
dos gradientes na composição das Hessianas, quando as avaliações são feitas utilizado 
o método de diferenças finitas. A idéia do método CPR consiste em formar grupos de 
colunas da Hessiana que podem ser estimadas em conjunto, usando apenas uma avaliação 
do gradiente. Para pertencer a um mesmo grupo, as colunas devem ter todos os seus 
elementos não-nulos em linhas diferentes. 

No exemplo a seguir, ilustramos como foi realizada a estimativa da Hessiana da função 
objetivo do primeiro problema-teste implementado neste capítulo utilizando o método 
CPR. As Hessianas das restrições também foram calculadas com o método CPR. 

Exemplo 5.5.1. Dada a função objetívo 

n-1 

F(x) =L [lOO(xi- x,+1) 2 + (xi- 1)']; 
i=1 
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Figma G. l : l!J:r.crnplo do método CPR - Est.ru t.u r ~L esparsa. 

n t·slntlmn de sua rnatnz 1/essiann. com n = 10 é reprcs,.nfada pela Hgum 5.1. 

Sao ntcC.'>MÍrto.~ aprna...~ !J at~altçôts de grndiente pam e.~ll1nfl7 ' I oda.~ as coluuo.~ da matnz 
1/rs~uma, uma vez que lodct:; as colunas podem ser reu.mda.~ em 3 grupos (dtfen~rH·wdos 
na fiqura anterior por c'.On ~ s): 

Gl ~ g (l' + he1 + he4 + he1 + he10) - g(x) 
h 

02 
~ g (.r + he2 + hes + he8 ) - g(J') 

h 

03 
~ g (J + hc3 + he., + hC{J) - g(.r) 

h 

o Cflt<.. nduz o númt.m dL at•alw.çõe.'> da função gradzcntc de 11 para 4; nc:;lc t•.ruu
plo rm parl1cular. indcpcndrntcmente da dimensão adotada, srriio t;emp1'e ncrc.ssát·'las 
,J cwalwçÕP8 utms do gmdwnte, ao mvés de n (onde n é o núrnem de · tmriâul'i.~ elo 
pmble111.a). 

As <'Ht. ru t.nras esparsas da.'l flcssiauas da ftmção objetivo c de <:ad~t uma. da.'i rPst rições. 
além de permitir o uso do méLodo CPR em suas est.imativas, faz rom qut> o armazena
mento dos seus dados possa S<'r realizado em apenas 3 vetores: um vetor c·oulc•ndo o 
índice das linhas. outro contendo o índice das colunas, c o lcn:ciro vetor conteudo o rcs
JH'<'I h·o elcm<>nto não-nulo da matriz em questão. Esse tipo de armazenamt"ulo tambl-m 
P utilizado para a matriz Jacobiana das restrições. c c·onscqiicutC'mente. a .Jacobiana do 
si~ I Pma de otimalidade também é armazenada dessa. forma 
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Toda.<> as rotinas que envolvem essas matrizes foram devidamente adaptadas para tra
balhar com esse formato de armazenamento. 

Com o intuito de evitar problemas de overflow ejou underflow causados pela presença 
da função exponencial em alguns problemas teste utilizados, a função exponencial foi 
ligeiramente modificada para 

exp(10) [1 + (x -10) + (x -
2

10
)'], se x > 10; 

exp(x) ~ exp(x), se -21 <; x <; 10; 

o, se x < -21. 

5.6 Testes numéricos 

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos por uma série de testes numéricos re
alizados com problema.·:; de pequeno [27] e grande porte [34], quando resolvidos pelo 
método Lagrangiano Aumentado sozinho (Algencan), o método Lagrangiano Aumen
tado acelerado por Newton, e o método Lagrangiano Aumentado Acelerado (algoritmo 
proposto, cujo acelerador é o método ISRl). 

O teste de permanência no método ISR1 foi realizado a cada 10 iterações (D = 10), 
uma vez que este número mostrou-se o mais adequado durante a realização dos testes 
numéricos preliminares. Utilizamos os gráficos de perfis de desempenho como ferramenta 
para avaliação dos três métodos utilizados. 

5.6.1 Perfil de desempenho 

O perfil de desempenho [22] é uma técnica que permite comparar o desempenho de ns 
métodos na resolução de um conjunto de np problemasj para tanto, é preciso escolher 
uma medida ms,p de comparação (que poder ser o número de iterações, o tempo de 
execução, etc.) que deve ser computada por cada método s em cada problema p. 
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Após escolhida ms,p, determina-se a razão do perfil de desempenho 

{ 

mô,p 

r = minms,p' 
s,p s 

rM, 

se o método s resolve p 

caso contrário, 

onde íM é um valor arbitrário bem superior aos demais valores de rs,p· 

Por fim, o perfil de desempenho é observado por meio do gráfico da função de distribuição 
acumulativa 

1 
p,(r) ~- #{PI r,,P <:r}, 

nP 

que é contínua, constante por partes e não-decrescente; o valor de Ps(1) é o percentual 
de problemas resolvidos pelo métodos com menor valor da medida ms,p escolhida, o que 
será denotado corno a eficiência do método. O menor valor de T para o qual Ps(T) = 1 
(ou fica o mais próximo possível de 1) será considerado corno robu8tez do método. 

O valor de T corresponde à proporção da menor medida que todos os métodos obtiveram 
(levando em conta cada um dos problemas). Por exemplo, para um dado método, 
p( T = 1) corresponde ao percentual de problemas que o método em questão conseguiu 
resolver com o menor valor possível para a medida (percentual de problemas em que o 
método analisado foi mais eficiente). O valor de p(T = 2) corresponde ao percentual de 
problemas que o método conseguiu resolver utilizando o dobro da medida mínima (obtido 
pelo método mais eficiente para cada problema), p(T = 3) corresponde ao percentual 
de problemas que o método conseguiu resolver utilizando o triplo da medida mínima 
(obtido pelo método mais eficiente para cada problema), e assim por diante. O valor da 
função p avaliada em T suficientemente alto corresponderá ao percentual de problemas 
que o método conseguiu rac;;olver utilizando um múltiplo alto da medida mínima, o que 
por conseguinte, permitirá verificar o percentual de problemas (geral) que o método 
resolveu (em outras palavras, sua robustez). 

Assim, dizemos que métodoS é o mais eficiente se possuir o maior valor para p8 (1), dentre 
os métodos testados. De forma análoga, o métodoS é o mais robusto se P.s(f) = 1, para 
f, o menor valor de T. 

Para efeito comparativo, foram desenhados os perfis de desempenho de 3 métodos: o 
método proposto, o qual foi denominado Lagrangiano Aumentado Acelerado por ISRl, 
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o método Lagrangiano Aumentado implementado conforme o Algoritmo 2.2.1, e o La
grangiano Aumentado Acelerado pelo método de Newton. 

Nas seções a seguir, são expostos os resultados numéricos para os problemas de pe
queno e grande porte, aonde são apresentados os perfis de desempenho dos métodos 
testados, quando utilizadas 3 medidas de comparação: número de avaliações da função 
Lagrangiana, tempo de CPU e f ou número total de iterações internas. 

5.6.2 Problemas de pequeno porte 

Embora nosso objetivo maior seja construir um algoritmo que seja eficiente para proble
mas de grande porte, realizamos testes com problemas de minimização de pequeno porte 
com restrições de igualdade e desigualdade, retirados de [27]. Para esses problemas, as 
restrições de desigualdade foram transformadas em restrições de igualdade por meio da 
introdução de variáveis de folga ao quadrado. Os problemas resolvidos foram: 

I. Problema 10: 

2. Problema 11: 

3. Problema 12: 

4. Problema 22: 

min x1- x2 

s.a -3x~ + 2x1x 2 - x~ + 1 ~ O 

min 
s.a 

rnin (x1 - 5)2 + x§- 25 
s.a -xi + x2 ~ O 

min (x1 - 2) 2 + (x2 - 1)2 

s.a -xr + x2 ~o 
-x1-x2+2 ~O 
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5. Problema 29: 

mm 
s.a 

6. Problema 43: 

min xi + x§ + 2x~ + x~- 5x1 - Sx2- 21x3 + 7x4 
S. a 8 - xi - x§ - X~ - X~ - X1 + X2 - Xg + X4 ;:::: Ü 

10 - xi - 2x§ - x~ - 2xâ + x1 + X4 2:: O 
5 - 2xi - x§ - x~ - 2x1 + x2 + x4 2:: O 

7. Problemas 88 a 92 (variando n de 2 a 6): 

n 

min Lx~ 
i=l 

s.a h(x) <: w-' 

onde 

h(x) ~ [ [t,a;(sJp;(xJ- k,(sJ]' ds 

2 2 sin(~t;) ) 
o·(s) -I' cos(~t;s 1 

- ; I'; + sin(~t;) cos(l';) 

P;(s) ~ -~tj' [ exp ( -!'] t x~) -2exp ( -Mj t, x~) + ... (-1)"-12 exp ( -Mjx~) + ( -1 

k0 (s) ~ 0.5(1- s2 ) 

I' i : Solução de /l tan(~t) ~ 1 

8. Problema 100: 

mm (x1 -10) 2 + 5(x2 -12)2 + x~ + 3(x4 -11? + lOxg + 7x~ + xj- 4x6x7- 10x6- 8x7 

s.a 127- 2x~- 3x~- x3 - 4xâ- 5x5 ?:: O 

282- 7xl - 3x2- lOx~- X4 + xs ;::: O 

196- 23x1 - x§ + -6x~ + 8x7 ?:: O 

-4xi- x§ + 3xiX2- 2x~- 5x6 + llx7 ?:: O 

58 



9. Problema 113: 

min xl + x§ + x,x2 - 14x1 - 16x2 + (x 3 - 10)2 + 4(x4 - 5)2 + (x5 - 3)2 + 2(x6 - 1)2 

+5xi + 7(xa -11) 2 + 2(x9 -10) 2 + (x 10 - 7) 2 + 45 

s.a 127 ~ 2x~ - 3xj - x3 - 4xl- 5xs ~ O 

105 - 4x, - 5x2 + 3x, - 9x8 2 O 

-10x1 + 8x2 + 17x7 - 2x8 2 O 

8x1 - 2x2- 5xg2Xw ~ O 

-3(x1 - 2) 2 - 4(x2 - 3)2 - 2xj + 7x4 + 120 2 O 

-5xl- 8x,- (x, - 6) 2 + 2x, + 40 2 O 

-0.5(x1 - 8)2 - 2(x2 - 4) 2 - 3xl + x6 + 30 2 O 

-xi- 2(x2- 2) 2 + 2x1x2 - 14xs + 6xs ::::: O 

3x1 - 6xz - 12(x9 - 8)2 + 7xw 2 O 

10. Problema 116: 

min Xu + X12 + X13 

s.a Xs- Xz >O 

Xz- X1 > Ü 

1 - 0.002x7 + 0.002xs 2 O 

50 ::s; Xu + X12 + X13 ~ 250 

x13 - 1.262626x10 + 1.231059x3x 10 2 O 

x5 - 0.3475x2 - 0.975x2x5 + 0.0975x§2 O 

x 6 - 0.3475x3 - 0.975x3x6 + 0.0975xj2 O 

X5X7- X1X8- X4X7 + X4Xg ;::: Ü 

1 - 0.002 (x2x9 + x5x8 - x1x8 - x6xg) - x5 - x6 :;:: O 

X2X9 - X3X10 - XfiX!) - 5ÜÜXz + 5ÜÜXs + X2X10 2: Ü 

x, - 0.9- 0.002 (x,xw- x,xw) 2 O 

x4 - 0.03475x1 - 0.975x,x, + 0.00975xl2 O 

x11 + 1.262626x8 + 1.231059x1x8 2 O 

x 12 + 1.262626x9 + 1.231059x2x9 2 O 

Os perfis de desempenho a seguir referem-se ao método Langrangiano Aumentado Algen
can, e sua versão acelerada pelo método ISRl e pelo método de Newton. Nos resultados 
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aqui apn•s<•nt ndos foram utilizados as medidas tempo de exerução <' mímcro clt• a\'aliaçõcs 
da fuuçiio Lagrangianu para efeito d<> compa ra ~ão entre os mét odos. conforme ilustra a 
Figura 5.2 a seguir. 
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Figura 5 2: Perfil dL Desempmho com Mil011ga- Problrma•., dr Pcqumo Porte. 

Emhora os rrsullados oht idos Lcnham sido muito bons. o falo d<· serem prohlNnas de 
pequrno pmtr faz com que o comportamento dos métodos t estndos t.euluuu sido bem 
similarrs. difkultmHlo uma análisE> comparativa de desempenho dos m6todos 

5 .6.3 Problem as d e grande porte 

Dnrant<' a implNnentaçao numérica do Algoritmo 4.2.1, é declarad;t ronvergt•ncia quando 
k < 200 (' IIP(.rk, .>.k)ll ~ w-õ (nocasodo métodoquasl"-. f>Wton) ou max{llll(xk)ll. 
ll\7 f(:cAJ I .h(:r:âr.>.kll} ~ I0- 5 (uo caso do método LagJangia,JLu A umentado). 

Os probll'mAs-t.<'Ste ('Scolludos para os experimentos numPricos são os 1 8 problemas-teste 
listados n l'<'guir. proposl o~ por Luksan e Vlcek em [34]. Seção 5: 

1. Chn.11 u'd noscnbro<"k funcLion with t rigonomctric-cxponrnl.ia1 consLra int ~; 

2. Chain('d Wood fundion wit.h 13roydcn bandcd const.raints; 

J . Cluuned Pow«'Ll sing ular funetion with simplified trigonouwtrit-expoucntial con
st rainls. 
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-1. Chained Cragg-Levy function with tridiagonal constraints: 

5. Gcncralizcd Broydcn ttidiagonal function with five diagonal const.raints; 

G. Gcneralized Broydcn banded function with exponential constraints; 

7. Trigonomctrir tridiagonal function with simplifird fivc-diagonal constraints; 

8. Augmentcd Lngragian function with discreto boundary valuc constraints; 

9. Modified Brown fnnction with simplified scvcn-diagonal constraiutH; 

10. Gcncralizcd BrowH fnnction with Broyden tridiagonal constraints; 

11. Chained HS4G problem; 

12. Chaincd HS47 problcm; 

13. Chaincd modificd HS48 problcm: 

14. Chaincd modificd HS49 problcm; 

15. Chaincd modificd IIS50 problcm: 

16 Chained modificd HS51 problcm; 

17. Chaincd modificd 11852 problcm; 

18. Chained modificcl HS53 problcm. 

Todos os problemas que têm sua designação iniciada por HS foram originalmente pro
postos por Hock & Srhit.tkowski [27}. O número que aparece logo após HS indica a 
numeração do problema no trabalho desses autores. Observe que os problemas recebem 
a indiração de "modified HSxx problcm'' visto que os autores (Luksan e Vlcek em [34]) 
realizaram adapi.A.ÇÕf\s para que o problemas passem a ter dimensão variável. 

Os problemas de 1 a 18 possuem dimf\nsão variável (n); em geral , o ntímero de rest riçõ~::, 
de igualdade (m) 6 da mesma magnitude que o número de variávciR. Assim, os sistemas 
de otimalidadc assori::tdos a esses problemas tem dimensão N = n + m. 

Os pC'rfis de drscmprnho a seguir rcfrrem-se aos métodos Langrangcano Aumentado 
quando implemC'ntados utilizando i\Iilonga. t\os resultados aqui apr<'~"cntados foram 
utili:zado.-; n = 250 C' n = 500. e assim N :::::::: 500 e N :::::::: 1000. A Figura 5.3 refere-sr ao 
perfil dC' desempenho dos métodos utili?mndo o tempo de cxecuçi'io (rm segundos) romo 
medida dr comparaçno. 
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Pigura 5.;~: Perfil de Desempenho com Milonga - T(•mpo dP <'X<'ruçii.o. 

Como pod<' :o;c•r oh~<' r va d o. o método Lagrangiano Aumentado Accl<'rndo pC'lo ISRl ap-
re:>cntou o nwlhor clcs<'mpcnho em ambos os casos (n = 250 c 11 - 300). 111118 vc:t. que 
n'Solveu em torno de !JO<;{ dos problemas com o menor tempo: ali-m clis.'>o. a função de 
distribuição <wumulattva do método proposto foi a que atingiu o valor 1 com um nwnor 
,-alor de T (p( I I ) - 1 para n = 250 e n = 500). indicando maior rohw-;t<'z que O.'-. dcmats 

Esse componamento pode ser eÀ-plicado pela redução no mímero dt> avaliaçO<~ de fm1ção. 
o<-m;IOnado pC'lo acelerador; isso pode ser observado por meio dos gráfkos de perfis 
de drsempc•nho. quando utilizado o número de avaliações de função ('Orno medjda de 
comparação (figura 5. 1). 

Como eru dt• 1-lt' <'Hp<'nu·, <'lll relação ao mlinero de iteraçÕC's intl'l'llUI-l, o ntt~todo La
grangiano A('<'INado necessita de menos iterações internas parn c·onvm ·~ ir do qne o 
método Lngmn~i~u 1o smr.i nho. Dcutre as acelerações testadas, d0vido 1W !'nl o do método 
de Newton ('Ol lvc•rgir cou1 mn número menor de iterações do que os utétodos qlmsc
Ncwton, o nu ~ t.odo Lngrangi ano Aumentado Acelerado eon1 u mrl.odo dP Nmvton foi 
aquC'I<' que Etprcscnl.ou um menor número de iterações intcruas (Fig,urn 5.G). 

O tPmpo rl<' c•xt•ctH;ao df' todos os métodos é muito alto, e esse valor t\lllllcnt a. coafonue a 
dim<'nsão dos prohlcmfls é aumentada. Isso ocorre devido ao fato da rotina que resolve o 
subproblcma cm ~ ltlon ga uão ser voltada para a resolução dE> prohh•mas de• gnwdc porte. 
Dessa forma há 11111a interferencia nos resultados obtidos, uma vez qu<> o .u·<•lerador (o 
m<'todo ISRl) e::, t~:i programado de forma a aproveitar a estrutura cspars,t- do problema. 
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Figura 5.5: Pr1jil dr Dr.~empenho com Milon_qa - lt,e r açõc~ Tnt.ernas. 

<•nquanto a rotina, ut.ilizadH, llÀ.o está. 

S(>ntlo a.ssuu. fica claro a UP('esl'lidadc do uso de outra rotiua. <'Omput<icioual (a. qutll 
aptowltl' a estmtw·a dos problemas em questão) para o cákulo de {5.5). Portanto, oc 
ap.ora em diante. todos o~ teste:, com problemas de grande porte serão cxtx·utadc>.'> com 
a rot tna Gencan. 

Para efeito da análise dos perfis de desempenho. foram utilizados os mesmo:-; mPtoclos: 
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Lagrangíano Aunwntado. Lagrangiano Aumentado Acclcmclo <·nua fSfl I t' Lagrangiano 
.\111uentado Ac·t>lc•rado çom ~ewton. Porém. foram utilizadas 3 dimt'llSÕf'S n - 250, 
11 = 500 (' 11 - 1000 A Figura 5.6 a seguir representa os p<'rfis d<• dr•"t'IUJH'Ilho obtidos 
pelos métodos, utilizando como medida o tempo de exec11çào 

Petlll ae Dtt.empeMo Tempo(s)- n:250 
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Logreno•~no Aumcnlodo I 

• Logrengtono Aumenwao • Newton 
- Loqrlng•ono AumMioldo + ISR I 

' 10 ,, 

' r--------------------------------
~ I ~ .. : 
E ' a , 
«; : 

i··r: ~ : 
Ui • 
õ ' m o•te 
"O • 
o I 
g. ~ 

&o2 

•, 

Lagrang1ano Au mMUidc 
Lagrang•ano A• •mAAUido + Nowlon 

- Lagrang••no Aumenlado • ISR 1 

Petftde~ Tempo(•)· n•lli0. 500 • 1000 

Lagmng,;~no A<~menUicto 

Lagrenglano AumcnUido • Newton 
- Lagrang1t1no AL1mentncto ' ISRt 

.. " JO , ' ·" 

Fig11rH fi.fi: Pr1:{tl de Desempenho com Gencan- Tewpo d<• <'X<'<'II<;ào. 

Como pod<' R<'r observado, o método Lagrangiano Aumentado A<"CIC>mdo Hprrs('ntou um 
d('S('lllj)C'Jlho supt'rior em 2 das dimensões testadas: n = 250, n = 500 t' 11 = I 000; (c 
no caso <'111 qw• Iodos são avaliados conjuntamente. quando t raçamos o perfil dos 5-1 
probl<•ma.-.1 ao mc-.mo tempo - Figura 5.6. canto direito inferior). tanto c•m lermos de 

São lb prohlt·H•a.-. u~1lnuu .-. c·um :i dunelliíÕeS diferentes. 
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ruhu~tt'z qunnto c·m tNIIIOS de eficiência. 

:\o priuwiro gr Mic-o ( F'igura 5.6. ca.uto superior esquerdo). por a-indu 1 n1tar-~c· ele> proble
mas c-om dim<'nsâo "P<'<JUena·· . o método Lagrangiano Acc-IC'rado ('Olll ~<'wton molStrou-sc 
mars robusto. C'mhora. tunda IC'nha p<>rdido em eficiência para o ru6todo proposto. 

Em todos os 1wrfis. a func;ão de distribuição acumulativa d o método ncckrado atiugiu o 
~cu valor mnis alto C'Olll um valor de r próximo de 2 (observe que I ui urwt variação na 
cscnlft do <'Íxo T <' 111 ca.cln um dos q uatro gráficos). 

Avalloçóos do funçao - nt250 
~ ' 

,....... -
~ 
"' ""S e• J 
E I a , 
c( I 

O I 

~ ~~ : 
.& • " . .. ' 
Õ I 

~ · · : 
~ t 
c: 
~ .,t 

o, 

• 

I Lllgnlngi8no Aumonlaelo 
- - l.agr1lr>galno Aumentado • H--. 

L- ~~Aumonlado•ISR1 

.. .. .. .. .. 
AvallaçOes de funçao - n=1000 
~ ~----- --------, 

l Lagrangoano 1\umonlado 
- Lagmngoano Aumonlado + NeWion 
- Lagranqtano Aumonlaclo • ISR1 

10 12 

Avalioções de funçao - n•500 
r----- --~-~-- . 

,.-----------

L==·N-1 ~~Aumenlado • ISR1 

J 2 

~~-- - ~~ - vafo -. iaç:Oe$ ~ ~- n=250. 500. e 1000 

Lagrangoano A umon'"do I 
- - Lagranglano Aumnnlado • NeWion 

, -- Lagmngu:mo Aumonlndo • ISR1 

o ~ 

' 10 " 
t 

.. 

Figm a ':). 7· f>r1jil de Desempenho com Gencan - AvaliaçÕC's cl~ ftmçao. 
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Outro fato que pode ser observado é que, conforme a dimensão aumenta, o método 
Lagrangiano Aumentado AcclNado com ISRl torna-se mais eficiente que o método La
grangiano Aumentado Acelerado com Newton. 

Como uma forma de justifirar tal comportamento, são apresentados na Figura 5.7 a 
seguir. os gráficos dos perfis de desempenho dos mesmos métodos quando utilizado o 
número de avaliações dC' função como medida de comparação. 

A par( ir desses gráficos, percebe-se que a presença do acelerador reduz, em todos os casos 
testados, o número total de avaliações de funçiio. Dentre os aceleradores testados, como 
era ele se esperar, o TSRl mostrou-se mais eficiente qur Newton conforme a dimensão 
dos problemas nnalizados aumenta (o mesmo comportamento obtido na F igura 5.6) . 

Fazendo uma comparação entre os gráficos apresentados nas Figuras 5.3. 5.4 c 5.5, refe
rentes à implemcntaçiio com ~1ilonga, e as Figuras 5.6 e 5. 7. referentes à implementação 
com Algenran. podemos perceber que a superioridade do Algoritmo proposto é maior 
com ~lilonga do q11<' com Algcncan quando usamos o tempo de execução como medida; 
css<' comportamento é decorrente do fato de Algcncan apresentar um desempenho supe
rior para esse conjunto de problemas com estrutura esparsa, fazendo com que o impacto 
causado pela aceleração quasi-Newton seja menor. Esse fato também pode ser observado 
quando usamos como medida o número de avaliaçõrA<; de função. 

5.6.4 Um a observação sobre a estruturação do algoritmo La
gr angia no Aumentado 

Um qncst.ionamento que pode ser feito refere-se à ordem em que os Passos 1 c 2 do 
Algol' it.mo 4.2.1 devem ser executados, ou seja, acclcra111os o Lagrangia11o Aumentado 
com ISR I ou aceleramos o TSIU com o Lagrangiano Aumentado? 

Foram rrnlizados testes munrriros com as duas possibilidades a fim ele determinar qual 
drlrs possui melhor desrmpcnho. O comportamento gera) dos resultados obtidos pode 
ser visto nos gráficos de perfis dP desempenho a seguir. onde I emos: o Passo 1 realizado 
p<>lo Lngrangiano A umcntado com o Passo 2 realizado pelo ISRl. o qual será denotado 
por "Algoritmo Proposto'·; c também temos o Passo 1 realizado pelo TSRl com o Passo 2 
rcalir-ado pelo Lagrangiano Aumentado, o qual será denotado por '·Algoritmo Invertido". 
É apresentado apena.c; um prrfil para cada medida de comparação (tempo de execução 
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t' tuim<'ro d<' avalia<;Õ<'s de fuuc;ão) . sendo levado em c-o111 a Iodos os 54 proulf'mas tf'stn 
ao mesmo tempo. 

[
- AlgMtmo Invertido 
- Algor•tmo Proposto 

"' . .. 

TempO(s)- nt2SO. 500 e 1000 

.. ~---------------------------- ~ 

10 

[
- Algoritmo Invertido I 
- Algor~mo Proposto 

~ 

"' . 
I 

Figura 5.8: Perfil dr De:~cmpcnho - Algoritmo propo~to direto c inv<'rtido. 

Como pode ser observado. o "Algoritmo Propo::.to·· .. que foi uLilizado em nm•s~ L 'i im
pl<'nt<'ntaçlX's, possuj um desempenho significantementc melhor do q ue o "Aigorit tuo 
Jun?rt ido". A justificativa para esse fato é bastante óbvia: o A lgoritmo lnverttdo inicia 
a C'XN uc;iio elo método ISR l <'Om o ponto illicial x0 , que na mnioria dos casos C'nrcmt ra-se 
bctll mais distante do mi nimizador do que o ponto inkutl do Algoritmo Proposto, pois 
csrP J~l sofreu uma iteração exterua do Lagrangiano AumC'ntado. A convcrgew .. ·ut dos 
métodos somente é asscg u n \d t~ para pontos inicirus suficientemente próximos dn solução. 

Assim, o Algommo Inverso tende mais facilmente.' a buscar pontos que p os~am não l><'r 
wiuimizado r e~ enq ua nto execntn a passagem pelo método ISIU; i s~ o faz t·oul que' cl0 
J H'<'<~ss it .e ela int.ervençno do Lagrangiano Aum entado, no SPnt iJ.o de colocar o mét.orlo 
lSH L ua dircçáo correta ele lllll minüllizador, executando assim llln número maior de 
itt>ra~;õt>s exl ernas par o conseguir t:ouvergir, e conscqücutcmcntc, um 111'tmero nwior de 
avaliações da função Lagr augiana (rom o comprovam os resultados numéricos). 

Em alguns ra.'iOS. me~'> mo com a inten ·enção do wPtoclo Lngrangiano A umcutado. o 
-\l!!;Otitmo lnv<.•r::.o tcudc a convergir para um maximitador. 
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5. 7 Conclusões 

Neste capítulo apresentamos o algoritmo proposto (método Lagrangiano Aumentado 
Acelerado pelo método ISRl) destinado à resolução de problemas de minimização com 
apenas restrições de igualdade. 

De acordo com os experimentos numencos, o novo algoritmo é mais robusto que o 
método Lagrangiano Aumentado, e também que o Lagrangiano Aumentado Acelerado 
pelo método de Newton. Isso acorre com quase todas as medidas de comparação uti
lizadas (com exceção do número de iterações externas), o que comprova a obtenção do 
objetivo de acelerar o método Lagrangiano Aumentado. 

O sistema a ser solucionado pelo método ISRl possui um número de variáveis igual a 
n + m1 , o que embora seja um número de variáveis maior do que possui o subproblema 
do método Lagrangiano Aumentado, o método ISRl consegue realizar suas iterações em 
um tempo consideravelmente reduzido. Além disso, por se tratarem de problemas com 
apenas restrições de igualdade, questões como uma possível reordenação das restrições 
ou rcformulação diferente para o sistema de otimalidade não cabem neste contexto. 

O desempenho do método proposto está diretamente relacionado à variação dos parâmetros 
necessários para a sua implemcnt.ação, em particular, o parâmetro 1 em (4.1). Quando 
"Y é pequeno, o novo algoritmo pode ter um comportamento similar ao do método La
grangiano Aumentado: em geral, a primeira iteração ISRl será rejeitada. Por outro 
lado, se "Y é muito grande, o algoritmo Lagrangiano Aumentado pode desempenhar um 
papel secundário durante o processo, fazendo com que o método ISRl trabalhe sozinho. 
Essa situação não é preferível em relação à primeira, uma vez que o método ISRl pode 
encontrar um maximizador ao invés de um minimizador conforme já foi descrito ante
riormente. Em nossas implementações, o valor de "/ = 0.5 foi aquele que apresentou 
melhor desempenho em testes numéricos realizados com valores que variavam de 0.1 a 
0.9. 
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Capítulo 6 

Método Lagrangiano Aumentado 

Acelerado- Problemas com 

Restrições de Desigualdade 

Neste capítulo estudaremos o problema de minimização abaixo: 

min f(x) 

s.a h(x) =O 
g(x) ~O 

f ::; X ::; U, 

(6.1) 

onde f : !Rn ..---t IR é a função objetivo, h : IRn ---t !Rm1 representa m 1 a._c; restrições de 
igualdade, g : lRn _.....,. 1Rm2 representa as m2 restrições de desigualdade e l, u E JRn são 
os limites inferior e superior da variável x, respectivamente. As funções j, g e h são 
continuamente diferenciáveis; em geral, são funções não convexas. 

NeRte capítulo apresentaremos um método Lagrangiano Aumentado para a resolução de 
problemas de minimi~~;ação com restrições de desigualdade, igualdade e caixa. Seguindo 
a mesma estrutura do capítulo anterior, introduzimos o acelerador quase-Newton para 
esse tipo de problema, e testamos sua eficiência por meio da resolução de problema._<; 
teste. 

Uma descrição detalhada da implementação do algoritmo proposto encontra-se na Seção 
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L Na seção seguinte, são expostos os perfis de desempenho dos três métodos avaliados 
(Lagrangiano Aumentado sozinho, acelerado com ISRl c acelerado com o método de 
Newton) quando destinados à resolução de problemas de pequeno porte, propostos em 
[34], problema de esferas rígidas [31] e o problema do passo da montanha [28], [37]. Por 
fim, na Seção 3, apresentamos as conclusões. 

6.1 Acelerador 

As mesmas idéias utilizadas para acelerar a convergência de métodos Lagrangiano Au
mentado na resolução de problemas de minimização com restrições apenas de igualdade 
também podem ser aplicadas, aproveitando o Algoritmo 2.2.1; ou seja, podemos analisar 
qual o efeito da introdução de um método quase-Newton na resolução do sistema KKT 
associado ao problema (6.1). 

A introdução do método quase-Newton será realizada da mesma forma que a descrita 
no esquema da Figura 4.1: fornecidos os parâmetros iniciais, é realizada apenas uma 
iteração externa do Algoritmo 2.2.1; caso já tenhamos encontrado a solução de (6.1), 
paramos a execução. Caso contrário, iniciamos a execução do método quase-Newton para 
resolver o sistema formado pelas condições de otimalidade do problema de otimização. 

Entretando, as condições de otimalidade do problema (6.1) são representadas por meio 
de um sistema de equações e inequações (2.5), o que impossibilita a sua resolução por 
meio de um método quase-Newton. Portanto, faz-se necessário uma reformulação de 
(2.5), a fim de que sejam eliminadas as desigualdades presentes. 

Considere o problema (6.1); para deduzir o sistema não-linear correspondente às suas 
condições de otimalidade, além das variáveis originais representadas pelo vetor x, são 
adicionadas variáveis de folga representada...::: pelos vetores z, a e b, correpondendo res
pectivamente às restrições de desigualdade, limitação inferior e limitação superior da 
variável x. Assim, podemos definir um novo problema de minimização equivalente ao 
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problema (6.1), com apenas restrições de igualdade: 

min f(x) 

s.a h(x) ~O 
g(x)+z'~o 

x-a2 -l=O 

x+b2 -u=O 

com x E JRn, z E 1Rm2 , a E JRn c b E JRn. 

(6.2) 

Temos então que x* é um minimizador local (global) de (2.1) se e somente se (x*, z*, a*, b*) 
é um minimizador local (global) do problema (6.2). 

Para escrever as condições de otimalidade para o problema (6.2), é necessário primeiro 
determinar a matriz Jacobiana das restrições: 

Jh(x) o o o 
J,(x) 2 diag(z) o o 

In o -2 diag(a) o 
(6.3) 

In o o 2 diag(b) 

tal matriz é formada por blocos, onde In é a matriz identidade de ordem n, O é a matriz 
nula, diag(w) é a matriz cuja diagonal é formada pelo vetor w e os demais elementos 
são nulos; Jh corresponde à matriz Jacobiana da função h e J9 é a matriz Jacobiana da 
função g. 

Então, as condições de otimalidade para o problema (6.2) são representadas por um 
sistema de equações não-lineares que envolve o cálculo do gradiente da função objetivo, 
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das restrições e de suas Jacobianas: 

Vf(x) Jh(xf J,(x)T In In À o 
o o 2 diag(z) o o I' o 

+ -
o o o -2 diag(a) o r o 
o o o o 2 diag(b) t o 

(6.4) 
h(x) ~O 

g(x)+z 2 ~0 

x- a2 -l =O 

X +b2 - u =O. 

Os vetores À E JRm 1 , f1 E JRm2 , r E IRn e t E JR!l' contêm os multiplicadores de Lagrangc 
associados, respectivamente, às restrições h(x), g(x), e aos limites inferiores e superiores 
da variável x. 

Logo, a função KKT associada a (6.2) é uma função por blocos, e pode ser representada 
por 

F(x, z, a, b, À, fl, r, t) = 

V f(x) + Jh(x)T,\ + J,(xf f"+ r+ t 

2 diag(z)l' 

-2 diag(a)r 

2 diag(b )t 

h(x) 

g(x) + z2 

x- a 2 -l 

x+b2 -u 

(6.5) 

onde F: JR5n+m1+2m2 ~ JR5n+m1+2m2, cuja matriz Jacobiana JF(x,z,a,b,À,J-L,r,t) é 
dada por: 
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_, _, 
V' 0 f(x) +L v 2h;(x),\, + 2:= v 2

11,(x)l', o o o Jh(x)T Jg(x)T '· '· i=l i=l 
o 2 diag(l') o o o 2 diag(z) o o 
o o -2 diag(r) o o o -2 diag(a) o 
o o o 2 diag{t) o o o 2 diag(b) 

h(x) o o o o o o o 
Jg(x) 2 dio.g(z) o o o o o o 

'· o -2 diag(a) o o o o o 

'· o o 2 dio.g(b) o o o o 

Pode-se observar que os pontos que satisfazem as condições apresentadas em (2.5) 
também irão satisfazer 

IIF(x,z,a,b,À,/',r,t)ll ~O. (6.6) 

Logo, o método quase- Newton será aplicado na resolução de (6.6) na tentativa de acelerar 
o método Lagrangiano Aumentado (Algoritmo 2.2.1). 

6.1.1 Detalhes da implementação 

Conforme o descrito no Esquema 4.1 e no Algoritmo 4.2.1, o ponto fornecido após a 
primeira iteração externa do método Lagrangiano Aumentado será o ponto inicial para 
a execução do método ISRl. Assim, entre o Passo 1 c 2 do Algoritmo 4.2.1, são fornecidos 
os valores de: 

• xo : o último valor para Xk obt.ido pelo método Lagrangiano Aumentadoj 

• >.0 : o último valor para Àk obtido pelo método Lagrangiano Aumentado; 

• /-lo : o último valor para Jlk obtido pelo método Lagrangiano Aumentado. 

Além deles1 são necessários outros dados iniciais não fornecidos pelo algoritmo La
grangiano Aumentado: 

• O valor da variável de folga z relativa à restrição g(x)::; O; 
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• O valor da variável de folga a relativa à restrição l ::; x; 

• O valor da variável de folga b relativa à restrição x ::; u; 

• O vetor de multiplicadores relativo à limitação inferior da variável x : r; 

• O vetor de multiplicadores relativo à limitação superior da variável x : t; 

Assim, ao iniciar a subrotina ISRl (passagem entre o Passo 1 e o Passo 2 do Algoritmo 
4.2.1), faz-se necessário o cálculo de: 

• zo ~ y'max {0, -g(x0 )}; 

• ao ~ y'max {0, xo- I)}; 

• bo ~ y'max {0, u- x0}; 

• r0 ~ - max {0, pk(l- x0 )}; 

• to~ max {0, Pk (xo- u)}. 

Observe que Zo, a0 e b0 são variáveis de folga; r0 e t 0 são estimativas para os multi
plicadores de Lagrange das restrições de caixa. A cada passagem entre o Passo 2 e o 
Passo 1, são necessária._q as atualizações das estimativas de p, f.1 e À 1 seguindo as mesmas 
fórmulas sugeridas nos Passos 2 e 3 do Algoritmo 2.2.1: 

• Calcule Àk+l = Àk + Pkh(xk), e tome Àk+l com sendo a projeção de .\k+l em 
[Àmin• Àmax]ml 

• Calcule flk+I = max{O, f..tk + pkg(x)}, e tome f.lk+I com sendo a projeção de flk+ 1 
em [P.min, P.max]m

2 

• Se max{llh(xk)lloo, ll<>klloo} < Tmax{llh(xk-l)lloo, ll<>k-dloo}, tome Pk+l Pk· 
Caso contrário, Pk+l = 'YPk· 
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6.2 Resultados numéricos 

Foram utilizados vários problemas para a realização dos testes numéricos com o algoritmo 
proposto, envolvendo pequenas e grandes dimensões. Nas seções a seguir, descrevemos os 
resultados obtidos para a conjunto de problemas de pequeno porte (retirados da coleção 
proposta por Hock e Schittkowski [27]), assim como outros dois tipos de conjuntos de 
problemas de grande porte: os problemas de Esfera Rígida [31] e Passo da Montanha 
[28], [37]. 

6.2.1 Problemas de pequeno porte 

Os problemas de pequeno-porte extraídos de [27] são alguns dos problemas de mini
mização que possuem apenas restrições de desigualdade (Veja a Seção 5.7.3 para uma 
melhor descrição de tais problemas), a saber: 

Problema 10 11 12 22 29 43 88 89 90 91 92 100 113 116 

n 2 2 2 2 3 4 2 3 4 5 6 7 lO 13 

m, I 1 1 2 1 3 1 I 1 I 1 4 8 15 

São apresentados a seguir os perfis de desempenho [22] dos métodos Lagrangiano Au
mentado, Lagrangiano Aumentado Acelerado por ISRl, e o Lagrangiano Aumentado 
Acelerado por Newton. Foram utilizados como medidas de desempenho o número de 
avaliações de função e o tempo de execução (embora os tempos de execução tenham sido 
bem pequenos, devido ao tamanho dos problemas). 

Como pode-se observar na Figura 6.1, o método Lagrangiano Aumentado Acelerado 
pelo ISRl é aquele que apresenta o melhor desempenho (utilizando tanto o tempo de 
execução quanto o número de avaliações de função como medida). Para esse conjunto 
especial de problemas, devido à pequena dimensão que suas variáveis possuem, o método 
Lagrangiano Aumentado Acelerado com Newton foi aquele que conseguiu resolver o 
maior percentual de problemas com o menor tempo de execução, dentre os três métodos 
testados. 
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Tempo de Elcecuç:lo("'"---•l ___ ~--, . --.- ·------------ .... -· 

- ~noAumc01ol<lo•ISR1 

• • l.agrwl9ano Aumor>iadO • ~~~~
Legrnngoeno Aum~~ncadO 

No do Problornns· 14 

A>'illoaçlo de Fundo 

. 
' ~-----·-···-----------·· " ... -.... -· 
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i ft'! §.,: 
.'i I 

~·· : 
jo5f 
~ I 
o "' ,.~ 
:: I 
iOJ 
... ~ · r 

~· 

•, 

- ~no A""""'lado • ISRI 
Lagrangoano Aumcnllldo 

• • Lil~umenlad<> + Nowton 

No. de Problr•mAs: 14 

~ 

• 

Figum ü.l: Perfis cl<. Desempenho: Avaliações de função c l<•wpo de <'X<'<.:u~ào. 

6.2.2 P roblem as d e esferas-rígidas 

Os probl('lllHS de Esfera Rígida (31] pertencem a Ullla família Ui.' prohlrma.-; dt> empaco
tamento cl!' Esferas, os qnais são dcn va.dos de problemas prát.kos df' Química. Biologia 
<' Físka. por Pxemplo. 

Tais prohll'mru> consist<'m em maximizar a distancia mínima entr<' dois pontos em uma 
esfera (dt• raio unitário) no JR.n. parA um conjunto de p pontos 

lllH.X min 11 y' - '!/li 
ti;) 

s.a llvkll = 1. k = 1, .... p 

Usando a defin ição dP produto intemo padrão, (6.7) se torna 

miu rnax \v'. 7/) 
t#J 

~.a IIYkll =L k= I ..... p 

<' mtroduzindo urna uova variável z . obLemos 

minz 

s.a:: 2: (y' , !I}. Vi f: j 

IIYkll = 1, k =I, .... p 
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(a) Couiiguração inicial (b) Configuração finnl 

Figurn G.2: Llu::;t rnção dn nHtfiguração inicial e Utl configuração ótimu - Esfera Rígida. 

que <; 11111 prohl<•Jna de otimização nilo-linear não convexo <' rom um grande nümero de 
pontos não-ótimos que sati!'.fazem as mud.ições KT<T (31). 

~est H formulf\çno, temos 11 x p + 1 variáveis, p restrições de igualdade e p(p - I )/ 2 
rt>srriçO<'s de de:-igunldade A dimensão do sistema esparso r<"solvido pelo método quase
X e\\1 ou (• dada por 

S = 5 n p + 5 + p2
• 

A contigun~ão iuidaJ (pouto inicial para a execução do mt'todo Lagrangim10 aum<•ntado) 
é oht ida por nwiu de uma geração al<•atória de pontos dist iulos de norma mutttria. X a 
Figura 6.2 temos a repres<•Htação de uma configuração inkial c da solução final. 

Param traçarlos os perfis d!' rlcsempeuho dos três métodos (Lagnu 1 ~i<IIIO AuuH'utauo, 
Lagmnl!,iano Aumcntarlo Acelerado com ISRl c acelerado ('0111 Ncwlou). uliliumtlo os 
tn<'SmH .. 'i dua . .., lllC'didas elo conjunto de problema:-> t.cste anterior. Nn Figw·a G.3, temos 
o perfil ele dcscm petLlw dos t rês mét,odos, quando os vet.ores .ci pm;:;ucm dimensão 3 
ou 4 <' o número de pontos varia de 2 a 25, o que fornece urnn. dinH.•n::;ão do si~tcrua 
variando de lO a lOOO. ~este caso. <'ID relação 1\0 m'uncro de avaliações de função. o 
método Lagranginno Aum<'ntado sem acelerador é aquele que faz uso do menor ntímero 
de avaliações, apresentando um desempenho superior aos demais; ent.retando, o t.rmpo 
ga.c;to para a execução das Iterações quase-Newton é suficientemente pequeno prua que 
o método que apr<'Sente melhor descmpt>nho (no sentido de tempo) ::.cJ<L o Lagtaugiauo 
A ummtado Acrlerado pelo lSRL 

Quaudo awn<.'ntnmos o ut"unero de pontos (faz<>udo com CJII<' n dimm::;no do sist(•ma de 
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1000. 

ut inwlidadl' rrformulado tam~m a umente}, o desempenho elo método Lagnlllgmuo Au
lfl('lllado Arclrrado se altcta. conforme mostra a Figura 6.4. Conforlllc a dimcn:-.ão do 
-.ístt•mu 1\I<T aumenta. menos wmpetitivo torna-se o método acelerado quando com
pauulo rom o método Lagmngiauo Aumentado sozinho 
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6.2.3 P roblema do passo da montanha 

A idéia do teorema. do passo d a. montanha [28], [37] . sem muitos d<'talht'S técnicos, é a 
'>Cguínte: Srjaw !tmt funcional definido em um espaço de Banach B, r1 r r 2 dois pont.os 
cüstinlos em n. Considere a família. r de todos os caminhos em B qll<' C'OllC'Ctam c, (' (:2 

c drfina 
c= min ma.x l (u) 

"'tEr uEhl 

que correspond<• ao mínimo do valor mrudmo obtido pelo funcional I ao loJJgo dos cami
nhos pertcnecnl.es a r . 

A superfície dn montanha é representada pelo funcional I , c os vetores e 1, e2 E JRmlm• 

são os p outo~ iuidais e finais do caminho a ser pecorrido. rcspett ivmncnte. Logo, se 
c> max {/(ct), / (r2)}, então lodos os caminhos precJsa.ram. em algum momento. pa • ..,..,m 
cnt ttlgum ponto do caminho entre c1 e e2 cuja imagem obtida pelo funcional 1 (que 
representa o formato da superfície) foi superior a l(e1) c J(e2). Poutnuto, existe um 
ponto crítico de' I no nível c, o qual é chamado de ponto do passo dn montanha. 

Figuru 6.5: ilustração do caminho ótimo - Passo da 1\lout<tnha 

A clefini(;ào d<' camiul!o ('y) ligando c 1 a e2 será aquJ adotada como srudo uuu1 :seqüencia 
de np ponto:, .. 1 1• • • :r np· de tal w rtc que a distância eutrc cada doi::. pontos con:sccuti\"(r.. 
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não ultrapasse um valor previamente estipulado ( dmax): 

llxi+I - xiJI 2 :::; dmax, para i = 1, ... , np- 1 

llx1- e,ll2 <: dmax 

lle2- Xnpll 2 <: dmax 

Portanto, o problema do Passo da Montanha (determinar o nível c) pode ser escrito 
como: 

s.a 

maxiSiSnp I(xi) 

llxi+I - Xi 11 2 :::; dmax, 

Ih - e,jl2 <: dmax 

lle, - Xnpll 2 <: dmax 

Introduzindo uma nova variável z, obtemos 

min z 

para i= 1, ... , np- 1 

s.a I(xi) :::; z, para i= 1, ... , np 

llx'+' - x,ll 2 <: dmax, para i~ I, ... , np- I 

llx1 - e1ll 2 <: dmax 

lle, - Xnpll 2 <: dmax 

(6.8) 

(6.9) 

Para encontrar o caminho ótimo, devemos determinar todas as componentes dos np 
vetores que determinam o trajeto, além da variável z, o que gera um total de ndim x np+ 1 
variáveis. O problema reformulado apresenta apenas restrições de desigualdade, sendo 
np restrições provenientes da reformulação do problema (6.8) no problema (6.9), c as 
np + 1 restrições asseguram que os vetores xi formaram um caminho: 

n=ndimxnp+1 e m2 = 2 * np+ 1. 

A dimensão do sistema esparso resolvido pelo método quase-Newton é dada por 

N = 5 * ndim*np+4 * np+ 7. 

A superfície utilizada em nossas implementações (funcional I), sugerida originalmente 
pelos autores do Algencan para esse tipo de problema-teste, foi a função 

I(x) ~ sin (x1 * x2) + sin (x1 + x2); 
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-10 -10 

Figura ü.G. Supt>rfít·te utilizada nos teste numérico~ - Passo da ~ lontanha. 

l·ujo grcifko est;\ apresentado na figura a seguir. 

Os Vl'torc.s que indicam o início e o fim elo caminho foram a.dot ados como 

( ~ I= (-10, - 10 .... , - lO)T J' e2 = (10, lO .. .. , lO) : 

o r.nmiuho inkinl adotado como chu t.e inicial f'tn nossas implcmcnLa<;õcs coush.;te na 
parLu.;iiu em np I 1 part.cti iguais da linha reta que uue os pouloi:i e1 c ('2• ou seja., 

parn l = 1. . . , Tl]J. 

Assim <'OUlO para os problPmas teste anteriores (esferas rígiõa...,), foram t raçaclo!l os pf'rfis 
df' desempenho dos tres métodos (Lagrangiano Aumentado. Lagraugmuo Amucnta.do 
Ac('il'rado com ISRJ c ac·clcrado com Newton), ut.ilizando as mcsnu\H duas medidas: 
míruero ele avaliuçõcs da função Lagra.ngiana c tempo d(' execuç-ão do método. i\a 
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Figura. 6.8: P(•rfis d(• Desempenho: A valia.çô@,s df' função c tellJ po dn <'XrençãH 
N ~ 2000 

Fi~ura 6. 7. l;ão npn'scntados os perfis quando obtidos quru1do o mímcro d<' pontos vana 
<'lllrc 10 c 50. c u dimcusão dos ponlos varia entr<' 5 <' 10; a dim<'nRno elo SIStema KKT 
oscila entrC' 300 <' 2700. Como podt:> Sflr observado, o mótodo Lagrmtp,tano Awnentado 
Ar <'lerado aprPsenta d<>sempenho superior ao método Lagrangiano Aunwula.do sozinho 
quando utilizamos romo medida o tempo de execução, embora ncc·pssitc realizar um 
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número maior de avalim;õcs da função Lagrangiana. Eutret.anlo, quando realiztUUOt> 
trst ('~ numéricos com lllH nt'un<'ro maior de pontos (entre 50 t' I 00, n ojmensão do sist <'ma 
1\KT v;uia entre 2000 <' 5000), podemos observar que o método Lagrangiano Aumentado 
~ozinho apr~cnta melhor comportamento com as duas medidas analizadas (Figma 6.8) 

).l<>smo utilizando fuuçõr~ diferentes para representar a supf'rfície da montanha. o de
)i<'lllJWnho do algoritmo proposto não apresenta grande::. altNações. 

Por exemplo, tomando f(.t) = sin(xJ) + cos(x2) como Sll(H'rfícic e adotaucJo torno pon
tm; inicial c final c 1 = (5, 5) r c e2 = ( -0.5, -7.5 )r, a solu<;ão cnc..:ontrada podf' sN 

visuu.liza.dfl grnficrunent.o na Figura 6.9 . 

• .. 

Figura 6.9: SohH,Üo do problema do Passo da ~ r ontauha- Superfície Mmvt>. 

Emhom c::.tt~ . tiCja uma supcrfkic mais suave que a adotc\dH no lt'sLe anterior, o lllél.odo 
proposto nii.o u.presentou um dcSClHponho melhor. Veja, F'ignra. 6.10, onde estão traf;rtrlos 
os perfis de desempenho dos métodos, para uma dimensão de sistema. q11o wnin. ('ntrP 
500 ~ N ~ 3000, rorn as uwsmos medidas de comparação (t.~mpo de exernçii.o o mímNo 
Ôl' nvn.Ji~tçõcs da fuução LagnlJlgiana), observa-se Qltn o método Lagrangia.no A 111llf'll

tado nprc'sC'ntou o melhor desempenho. Parte do mau comport amento aprcs<'nlado p<'lo 
método ISRl pode ser justificado pelo desempenho ruilJl aprc~cntado pelo método de 
.\c•wton. uma \'C't: que a matrit.: .Jacobiana do sistema KKT torna-se quasC'-~ingulnr 
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Figma G.lO· Pe1jis dt• De.'lcmpcnho: Avaliações de função c l<'lliPO rlc t'X<'<'nçào -
SupPrfícic SUlt\'t>. 

6.3 Conclusões 

:'-J('slc Capítnlo apresentamos o mét.odo Lagrangiano Aunwutado Acelerado clc~ ti wulo li 
rr~olução d(• problemas dt> minimização com restrições gerais ( igualdadt>, desigualdade e 
caixa). 

Podc>-s<' obsl'rYar. através elos testes numéricos, que o algoritmo proposto aprc rnta um 
ho111 dt~( ' lltpcnho quandu o !-ll!il<.'Uta KKT associado possui dim cll~>iio pequena. Conforme 
a dimrnsão do sistema aumenta. o método quase-l\ewton não consegue convergir rapi
damrnt.e para um minimiza.dor, fazendo com que os iLcrandos obtidos não satisfaçam 
o erit.ério cl(' permanência dentro do método ISRl; dessa form a., são neccsstírias vArias 
Heraçõm-; externas do algorit·,mo proposto (várias intorvm<;ÕPH do método Lagnwginno 
AttmcnLado) para (]UC o ~ onto fornecido ao ISRl permita-o couvcrgir a. um minimiza.clor, 
r<'alizando nm eleva<.! o 111Ímoro de avaliações de funç~ . o o t ('Ulpo de execução. 

lJ111a análise geral do algodt mo proposto c sugestões para mclliorar seu dcscmpl'nho cru 
prohlt•twls de minimização tom restrições gerais são aprcs<'ntru:los no capítulo a seguir. 
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Capítulo 7 

Conclusão 

O problema estudado neste trabalho foi 

min f(x) 

s.a h(x) =O 

g(x) :o; o 
l _-::; X _::; U, 

onde f : mn -+ IR é a função objetivo, h : JJ?!I -+ JRmt representa m 1 as restrições de 
igualdade, g : !Rn ---t 1Rm2 representa as m 2 restrições de desigualdade e l, u E !Rn são 
os limites inferior e superior da variável x, respectivamente. 

A nossa proposta para resolver tal tipo de problema foi usar o método quase-Newton 
como um acelerador para o método Lagrangiano Aumentado. Para tanto, fez-se necessário 
urna escolha criteriosa sobre como deveria ser realizada a junção desses algoritmos, tanto 
do ponto de vista teórico quanto do ponto de vista computacional. A idéia básica foi 
transformar o sistema de otimalidadc (sistema KKT) associado ao problema em um 
sistema de equações; esse sistema rcformulado foi resolvido pelo método qnase-Newton 1 

tomando como ponto inicial o iterando fornecido pelo método Lagrangiano Aumentado 
(após sua primeira iteração externa). 

No Capítulo 3 apresentamos o método quase-Newton ISR1 1 utilizado como acelerador 
para o método Lagrangiano Aumentado. Tal método foi adotado em nossas imple
mentações por se tratar de um método quase-Newton de correção de posto um, que 
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mantém a simetria das matrizes de aproximação. Embora a teoria de convergência para 
métodos quase-Newton sem busca linear t.enha sido desenvolvida em [3] c [4], a parte 
original deste capítulo consiste na demonstração da convergência do método ISRl im
plementado com a busca linear não-monótona escolhida1 que na realidade é válida para 
qualquer quase-Newton. 

O algoritmo proposto foi apresentado no Capítulo 4. Tal capítulo foi escrito com o 
intuito de expor de forma clara como foi realizada a junção entre o método Lagrangiano 
Aumentado e o método quase-Newton: quais são os dados iniciais necessários em cada 
método, e conseqüentemente, como esses dados são transmitidos de um algoritmo para 
o outro; qual o critério de permanência em cada método, e pricipalmente, qual deve 
ser a ordenação entre eles. Testes numéricos most.raram que o método Lagrangiano 
Aumentado deveria ser executado em primeiro lugar, uma vez que este seria capaz de 
gerar melhores pontos iniciais para o método ISRl, no sentido de fazer o método quase
N ewton convergir para um minimizador. 

Fazendo uma análise do algoritmo proposto quanto à resolução de problemas de mini
mização com apenas restrições de igualdade (Capítulo 5), pode-se concluir que o desem
penho apresentado pelo algoritmo proposto (LAA- Lagrangiano Aumentado Acelerado) 
nos problemas teste utilizados foi muito bom, uma vez que na sua grande maioria con
seguiu reduzir tanto o número de avaliações da função Lagrangiana quanto o tempo de 
execução. Portanto, neste ca..'3o 1 atingimos totalmente o objetivo proposto (aceleração 
do método Lagrangiano Aumentado) com o algoritmo LAA. 

Em relação aos problemas de minimização com restrições de igualdade, desigualdade 
e caixa, pode-se observar que para problemas com dimensão relativamente pequena 
(dimensão do sistema KKT inferior a 2000), o algoritmo proposto consegue encontrar a 
solução com menor tempo de execução do que o método Lagrangiano Aumentado sozi
nho, embora faça um número maior de avaliações da função Lagrangiana (a diferença 
entre o número de avalições da função entre o método Lagrangiano Aumentado sozinho 
e o acelerado não é tão discrepante). O único problema-teste que não apresentou esse 
comportamento foi o problema do passo da montanha, quando a superfície foi tomada 
como sendo I(x) = sin(x1) + cos(x2 ). Neste ca..'m, o método Lagrangiano Aumentado 
não foi acelerado para a maioria das dimensões testadas. Concluímos assim que para 
esse tamanho de problema, o nosso método é ainda bastante competitivo. No entanto, 
para problemas com dimensão superior a 2000, o desempenho do método proposto LAA 
deixou a desejar. 

86 



Uma possível justificativa para essa observação consiste no fato de que os problemas 
usados como problemas teste são considerados computacionalmente difíceis de resolver. 
Além disso, conforme a dimensão aumenta, a diferença entre o número de variáveis que 
o Lagrangiano Aumentado trabalha ( n) e o número de variáveis que o ISRl trabalha 
(5n +2m2 + ml) também aumenta, tornando as iterações ISRl não competitivas com as 
iterações para a resolução do subproblema dentro do método Lagrangiano Aumentado. 

Apresentamos a seguir algumas possibilidades para tentar acelerar de forma mais ad
equada o método Lagrangiano Aumentado, para que ele se torne também competitivo 
para problemas de minimização com restrições gerais de maior porte (N .2:: 2000). Essas 
possibilidades são algumas de nossas sugestões para dar continuidade a esse trabalho: 

• Uma forma de tentar contornar a discrepância no número de variáveis entre os dois 
métodos seria utilizar outra rcformulação para o sistema KKT associado ao prob
lema de minimização: ao invés de utilizarmos variáveis de folga para transformá-lo 
em um problema de minimização com restrições de igualdade, uma alternativa 
seria utilizar a função de Fischer-Burmcistcr [13] 

if>FB (a, b) ~ Va2 + b2 - a- b 

neste caso, exigir a satisfação da restrição de desigualdade, a garantia do sinal 
do multiplicador e a complementaridade seria assegurada apenas exigindo que a 
função de Fischer-Burmeister seja igual a zero quando aplicada em cada uma das 
restrições de desigualdade (e o seu respectivo multiplicador de Lagrange), pois 

Entretando, a derivada da função de Fischer-Burmeister não é contínua, acar
retando dificuldades teóricas e possivelmente, computacionais. 

• Nos problemas de grande-porte utilizados nos testes-numéricos, o método La
grangiano Aumentado convergiu com poucas iterações externas, e uma vez que 
a primeira iteração externa é comum a ambos os métodos (Lagrangiano Aumen
tado sozinho c o acelerado), o processo de aceleração não é tão eficaz. 

Uma forma de contornar esse comportamento seria limitar o número de iterações 
internas da primeira iteração externa do método Lagrangiano Aumentado, uma vez 
que a maior parte do esforço computacional (em geral), concentra-se na primeira 
iteração externa. 
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Essa limitação deverá ser feita de forma cuidadosa: caso coloquemos um número 
permitido de iterações internas extremamente pequeno, o ponto fornecido ao ISRI 
poderá estar muito longe do minimizador, fazendo com que o ISRI tenda a con
vergir a um maximizador (em outras palavras, todas as iterações que o método 
ISRI fará inicialmente serão desprezadas). Por outro lado, um número permitido 
extremamente alto fará com que o método acelerado tenha o mesmo comporta
mento apresentado nos testes-numéricos deste trabalho, pois a primeira iteração 
externa do método Lagrangiano Aumentado poderá ser realizada por completo. A 
proposta aqui é encontrar um número ótimo de iterações a serem permitidas na 
primeira iteração externa do método Lagrangiano Aumentado. 

• Outro possível caminho seria interromper precocemente a resolução dos sistemas 
lineares através da utilização de métodos tipo Newton Inexato [8]. 

• Quanto à estrutura da matriz Jacobiana do sistema KKT proveniente da refor
mulação do problema original, um caminho a seguir seria pensar sobre uma re
ordenação das posições das restrições e das variáveis, na tentativa de gerar uma 
matriz Jacobiana que sofra um preechimento menor que a matriz atual durante a 
fatoração LU (realizada a cada reinício do método quase-Newton), poupando as
sim tempo de execução e o espaço destinado ao armazenamento. Embora esparsa, 
a matriz sofre um grande preenchimento com a fatoração LU. 

• Outro caminho possível seria estudar a viabilidade da utilização de um método 
quase-Ncwton estruturado, no sentido de gerar uma seqüência de matrizes de 
aproximação apenas do trecho '~mais difícil de calcular" computacionalmente, 
sendo todo o resto da matriz estimado de forma exata. Este item provavelmente 
será o primeiro passo a ser desenvolvido, dentre as propostas mencionadas. 
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