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“And love is not the easy thing
The only baggage you can bring...
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Walk on - Bono Vox
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Resumo

Sisteras de Otimalidade (ou Sistemas KKT) séo sistemas formados pelas condigtes
primais-duals estacionarias para a solugdo de problemas de otimizacdo. Sob hipdteses
adequadas (condigbes de qualificac8o), os minimizadores locais de um problema dc min-
imizagio satisfarao as equactes e inequacdes KKT; entretanto, infelizmente, muitos out-
ros pontos estacionarios (incluindo maximizadores) também sdo solucoes desse sistema
nao linear. Por essa razdo, os métodos destinados a resolugdo de problemas de pro-
gramagao nao-linear fazem uso constante da estrutura de minimizagdo, e o uso sim-
ples de métodos destinados a resolugiio de sistemas nio-lineares podem gerar solugdes
espirias. Todavia, caso o método destinado & resolugdo do sistema KKT tenha um
ponto inicial situado na regifio de atragiio para um minimizador, esse método pode
vir a ser muito eficiente. Neste trabalho, os métodos quase-Newton para a resolugio
de sistermnas n#o-lineares sdo usados como aceleradores de algoritmos de programacgao
néo-linear (Lagrangiano Aumentado) com restrigbes de igualdade, desigualdade e caixa.
Utilizamos como acelerador o método simétrico inverso de correcdo de posto um (ISR1),
o qual realiza refnicios periédicos e faz uso das estruturas esparsas das matrizes para
armazenamento. S&o demonstrados resultados de convergéncia e sdo realizados varios
experimentos numéricos que comprovam a eficiéncia desta estratégia para problemas de
minimizagdo com restri¢fes de igualdade, e indicam outros caminhos para problemas de
minimizacio com restrigies gerais {igualdade, desigualdade e caixa).



Abstract

Optimality {or KKT) systems arise as primal-dual stationarity conditions for con-
strained optimization problems. Under suitable constraint qualifications, local minimiz-
ers satisfy KKT equations but, unfortunately, many other stationary points (including,
perhaps, maximizers) may solve these nonlinear systems too. For this reason, nonlinear-
programming solvers make strong use of the minimization structure and the naive use of
nonlinear-system solvers in optimization may lead to spurious solutions. Nevertheless, in
the basin of attraction of a minimizer, nonlinear-system solvers may be quite efficient. In
this work quasi-Newton methods for solving nonlinear systems are used as accelerators
of nonlinear-programming (augmented Lagrangian) algorithms. A periodically-restarted
memoryless symmetric rank-one (SR1) correction method is introduced for that purpose.
Convergence results are given. For problems with only equality constraints, numerical
experiments that confirm that the acceleration is effective are presented. A bunch of
problems with equalities, inequalities and box constraints is tested and several comments
and suggestions for further work are presented.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é resolver problemas do tipo

min f(z)

5.4 x)

h(z
g(z)
<z

1/\ AT

[

4

onde x € IR™ é o vetor de varidveis a ser determinado, f : JR* — IR é a fungio objetivo,
h:R*— IR™ eg: IR* — IR™ sfo as restrigbes de igualdade e desigualdade (res-
pectivamente)}, ¢ [, u € IR™ sd0 08 vetores que contém os limites superiores e inferiores
(respectivamente) do vetor de varidveis.

Os métodos do tipo Lagrangiano Aumentado [4] séo algoritmos cldssicos destinados &
resolugio desse tipo de problema. Tais algoritmos resolvem uma seqiiéncia de subproble-
mas, 08 quais sdo obtidos através da adigdo das restrigfes a fungdo objetivo, utilizando
fun¢des de penalizagio. O acréscimo provocado na nova funcio objetivo (devido & essa,
adicdo) pode ser controlado através de um pardmetro de penalizagio (em geral, de-
notado por p). Tal método possui seu desempenho intrinsecamente ligado aos valores
adotados para p : valores pequcnos de p sugerem que a solucio obtida na resolugéo do
subproblema pode ndo ser factivel; por outro lado, um valor alto para p pode acarretar
ingtabilidade numérica durante a implementacao computacional. Portanto, em geral, é
comum utilizarmos um valor inicial pequeno para tal pardmetro, e irmos aumentando-o
conforme percebemos que a factibilidade ndo estd sendo cumprida.
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Pode-se ter uma outra visao do problema de minimiza¢ao observando-se que as condigOes
de otimalidade desse problema podem ser expressas como um sistema de equag¢bes nao-
lineares. Logo, pode-se tentar encontrar a solugiio de um problema de minimizagio
resolvendo o sistema néo-linear associado a ele.

Os métodos mais comuns utilizados para resolver sistemas nfo-lineares sdo o método
de Newton e os métodos quase-Newton [19], [24]. Em principio, utilizar o sistema nao-
linear para resolver o problema de minimizacdo nfo é wm bom caminho, uma vez que
a diferenca entre minimizadores e maximizadores no é detectada. Entretando, se a
aproximacao inicial é suficientemente préxima de um minimizador, entdo a resolugio do
sistema nfo-linear se apresenta como uma boa alternativa.

Neste trabalho, pretende-se realizar um estudo sobre como concatenar um método quase-
Newton com um método tipo Lagrangiano Aumentado. A idéia principal consiste em
utilizar o método Lagrangiano Aumentado como o responséavel por fornecer um bom
ponto inicial para o método quase-Newton, no sentido de que este dltimo convirja para
um minimizador.

Para tanto, iniclalmente é dada uma visdo geral sobrc os métodos Lagrangiano Au-
mentado destinado a resolugdo de problemas de minimizagao com restrigdes de igual-
dade, desigualdade e caixa. Apresentamos o algoritmo que descreve a implementagéo do
método Lagrangiano Aumentado cscolhido, assim como uma visdo geral dos resultados
tedricos existentes na literatura recente sobre tal método. Esse capitulo ndo apresenta
contribuicio original. Porém, é de fundamental importancia para a compreensio e a
fundamentacdo tedrica dos demais capitulos.

Propomos um método que resolve problemas de minimizagao com restrigdes de igualdade,
desigualdade e caixa, o qual é uma combinagfio de um algoritmo quase-Newton (método
inverso de correcdo de posto um - ISR1), implementado com uma busca linear nio-
mondtona, com um método Lagrangiano Aumentando {31].

Para tanto, no Capitulo 2, expomos o método Lagrangiano Aumentado adotado em
nossas implementacdes, bem como um resumo dos resultados de convergéncia presentes
na literatura recente. No Capitulo 3, falamos sobre o método quase-Newton adotado.
Apresentamos o método ISR1: sua férmula de atualiagio das matrizes de aproximagdo,
uma comparagio entrc o método direto e o inverso, e algumas propriedades quc o ISR1
possui quando destinado & resolugdio de sistemas lineares. Em particular, na Segdo
3.4 sao apresentadas contribuigdes tedricas originais, uma vez que partc desses mesmo



resultados existerm apenas no caso em que a matriz do sistema linear é definida positiva.

Embora existam resultados de convergéncia para o método ISR1 quando implementado
sem busca linear, utilizamos um algoritmo que faz uso de uma busca linear ndo-monétona
(baseada em [32], na qual permitimos que o valor da norma infinito da fungdo do sistema
no novo iterando possa ser superior que o seu valor no iterando anterior), a qual nos
permite obter resultados de convergéncia global e local superlinear para o método. Esscs
resultados de convergéncia extendem-se para todos os métodos quase-Newton secantcs
que satisfazem uma propriedade particular {Weak Bounded Deterioration - WBD) [10]
(ver Definicdo 3.6.1).

A matriz Jacobiana associada & funcio do sistema de otimalidade possui estrutura es-
parsa por blocos. Todas as matrizes utilizadas durante a execucdo do método ISR1
sdao armazenadas ¢ manipuladas de forma esparsa, com o intuito de reduzir o tempo
computacional ¢ a quantidade requerida de meméria.

A contribuicio diretriz da Tese encontra-se exposta no Capitulo 4, onde propomos o
novo algoritmo (proposta de aceleracdo) de forma detalhada, e as justificativas para as
idéias de acelcracio.

No capitulo seguinte sdo expostos os resultados tedricos existentes na literatura recente
sobre o método Lagrangiano Aumentado quando destinado a resolucéio de problemas
de minimizagdo com apenas restri¢des de igualdade. E também exposto o método La-
grangiano Aumentado Acelerado e todas as particularidades de sua implementagéo para
esse tipo de problema. Por fim, sfo apresentados e a analisados vdrios testes numéricos
para problemas de pequeno e grande porte, com o intuito de avaliar o desempenho do
método proposto.

No Capitulo 4, propomos uma técnica de aceleragio e apresentaremos os resultados
numéricos obtidos na resolucdo de problemas de minimiza¢do com restrigbes de igual-
dade. No Capitulo 5 propomos uma aceleracdo semelhante na resolucéo de problemas de
minimizacéo com restrigoes. Os resultados numéricos obtidos sfo expostos e comentados.

O Capftulo 6 segue a mesma estrutura que o capitulo anterior, destinando-se agora
& resolucio de problemas de minimizacio com restri¢es de igualdade, desigualdade €
caixa. Kstd presente uma descricao detalhada do algoritmo proposto assim como os
perfis de desempenho dos métodos obtidos para varios problemas-teste. Finalizando
este trabalho, o Capitulo 7 apresenta as conclusdes e propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Método Lagrangiano Aumentando

Neste capitulo expomos o método Lagrangiano Aumentado utilizado em nossas imple-
mentacdes. Apresentamos o algoritmo e resultados tedricos para o mesmo, quando des-
tinado a problemas de minimizagio com restricdes de igualdade, e também problemas
de minimizagdo com restri¢des gerais (igualdade, desigualdade e caixa). Os resultados
tedricos encontram-se na literatura recente [1], [3], e s8o expostos neste capitulo por se
tratatem de justificativa fundamental para a convergéncia do algoritimo acelerado. A
proposta do algoritmo acelerado, acompanhada de uma andlise teérica ¢ uma imple-
mentagio computacional criteriosa de tal algoritmo, é o tema desta Tese.

2.1 O método

Os métodos tipo Lagrangiano Aumentado para problemas de minimizacdo consistem,
em linhas gerais, na eliminagao de algumas {ou todas as) restrigdes por meio da adicéo
& funcdo objctivo, de uma funcdo de penalizagdo que depende das restrigdes, do vetor
de multiplicadores de Lagrange e do pardmetro de penalizaggo.

Tais métodos resolvem uma seqiiéncia de subproblemas com restri¢des simples, onde os
vetores de multiplicadores de Lagrange e os parametros de penalizagao sfo fixos durante
a resolucio dos subproblemas, e atualizados a cada iteragdo externa [4], [35].

Em geral, as restrigdes que n&o sdo penalizadas sdo escolhidas por constituirem um
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subproblema resultante de facil resolugéo.

Considere o problema. de minimizacao
- (2.1)

onde f : IR® — IR ¢é a fungdo objetivo, A : IR®™ — IR™ representa as restrigbes de
igualdade, g : IR® — IR™2 representa as restrigdes de desigualdade, { € IR™ € o limite
inferior e v € IR™ é o limite superior da variavel z € IR".

No caso de problemas de minimizagéo como (2.1}, as restrigdes de desigualdade permitem
a utilizacio de uma grande quantidade de métodos do tipo Lagrangiano Aumentado. Um
estudo recente de Birgin, Castillo e Martinez [5] concluiu que, dentre um conjunto de
65 métodos do tipo Lagrangiano Aumentado utilizados na resolucdo de 194 problemas
da. colegdo CUTE [15] que possuem restrigdes de desigualdade, a fungéo de penalizagao
PHR. (Powell-Hestenes-Rockafellar) [26],[38],[40] obteve o melhor desempenho tanto em
questdo de eficiéneia quanto em robustez, o que motivou o seu uso em nossas imple-
mentagoes.

A fungdo Lagrangiana utilizada na resolu¢do do problema original (2.1) é dada por
Lo V) = F(2) + NTh(z) + £ [0z 3 + Po, 0,10 (2.2

onde P é a funcéo de penalizagao PHR.:

Plo.pup) = 5o 3 (im0, s+ pas@)} — ) 23

referente & penalizacio das resirigbes de desigualdade. Conseqiientemente, o gradiente
da funcéo Lagrangiana (em relagdo a x) é dado por

V.L() = V() + Jn(@)T O+ ph(z)) + J,(x)T max {0, u + pg(z)} (2.4)

Uma condigao de qualificagdo € uma propriedade que um minimizador local deve possuir
para que satisfaca as condigoes KKT. Dentre as mais conhecidas, temos a Independéncia

3



Linear das Restricoes Ativas, a condigio de Mangasarian-Fromovitz e a condigiio de
Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD) (ver [3], [41]). Se z. é minimizador
local do problema (2.1) e se uma condigdo de qualificacdo [3] é vélida em z., entdo
existem vetores de multiplicadores de Lagrange A, ., 7., &, que verificam o seguinte
sistema de equagdes e inequagbes:

( Vi(@)+ Ju(@) A+ Jy@)p—r+t=0
diag(g(z))u =0

diag(l —z)r =0

diag(z —u)t =0

h(z) =0

9(z) <0

[ <zx<u

L 420, r<0, £ 20

Esse sistema é conhecido como as condigdes KKT [24] associadas ao problema (2.1), €
o ponto z, como um ponto KKT. As igualdades diag(g(z))u = 0, diag{l — z)r = 0,
diag(z — u)t = 0 s@o denominadas condi¢des de complementaridade. Essas condigbes
significam que as restrigdes inativas em x devem possuir o respectivo multiplicador de
Lagrange nulo.

Caso, em (2.2), a funcio de penalizacio PHR também seja utilizada para penalizar as
restricdes de caixa, o gradiente (2.4) da funcéo Lagrangiano Aumentado seria reescrito

Vo L(:) = Vi{z) + Tn(e)T (A + ph(z)) + Jy(a)" max {0, 12 + pg(x)}

—max {0, r + p(l — 2)} + max {0, ¢ + p{z —u)},

e por comparagio direta com (2.5), podemos verificar que uma boa estimativa para os
valores dc A%, u*, r* e t* é dada por
* 22 A+ ph{z)
p* ~ max{0, p+ pg{z)}
(2.6)
™ =~ max{0, r+p{{ —z)}

t* ~ max{0, t + p(z —u)}.



Essa comparagio determinou a escolha das férmulas de atualizacdo das estimativas dos
vetores de multiplicadores de Lagrange (M e p) utilizadas no Passo 4 do Algoritmo
2.2.1. As atualizagbes de 1 e #; sao utilizadas no Algoritmo 4.2.1. Tal escolha de
atualizagio ¢ cldssica, e uma das mais utilizadas durante a implementacéo de métodos
Lagrangiano Aumentado.

2.2 Algoritmo - Lagrangiano Aumentado
(ALGENCAN)

Algoritmo 2.2.1. - Lagrangiano Aumentado

Considere o problema original de minimizacdo (2.1). Assuma gue zo € um ponto factivel,
e>0, 9> 1, —00 < din < dnaz < 00, =0 < fhmin < Umazr < 00, T € (0, 1),
0 < P S R: A1 € le: )"1 = [/\miﬂ.a ’\mam]ml e € Bmz: B € [:u“mz'n; ﬂmaa:]m2' Seja'
{er}ren uma seqiiéncia de nimeros positivos que converge para zero. Tome inicialmente
o contador de iteracées externas igual a 1 (k =1).

Passo 1 - Resolver o subproblema

min  f(z) + ATh(z) + ,D_; Ilh(-’»")lig +

ﬁ Z ((max {0, [u; + orgi(@) ) — [ue)?) (2.7)
i=1

s.aa [€zx<u

com Ay, pk € pp fixos, utilizando xx_1 como ponto inicial e atribuindo e xi a solucdo
encontrada.

Passo 2 - Cdlculo do vetor oy,

on = ma.x{g(:nk), —ﬁ}. (2.8)

Passo 3 - Critério de Parada



Seja P o projetor na caiza | < z < u. Se
maX {||7{z) oo » 10k loo » 1P (25 — VaLl@h, ik, ooy Ae)] — Zilloo} S €

tome x* = xi e pare a execugdo do algoritmo.

Passo 4 - Atualiza¢do dos vetores de multiplicadores

Faga My = M + prh(zi); _
caleule Apyy com sendo a proje¢do de hyyy em [Amin, Amaz|™

Faga firy1 = max {0, px + 0rg(2)};
calcule pry1 com sendo a projecdo de fipp1 em [tmin, Mmaox) ™

Passo 5 - Atualiza¢do do parémetro de penalizagdo

Se max {[(23) leos [0klloo} < 7185 {5251 on [0kt loc} » t0mE i1t = i
Caso contrdrio, prr1 = Yk

Passo 6 - Atfualizagdo do contador

Se k + 1 € inferior ao limite mdzimo de iteracdes externas, faca k = k + 1 e volte para
o Passo 1.

Caso contrdrio, a execucdo do algoritmo € interrompide e € declorado gque o algoritmo
ndo converge.

Na implementacio do Algoritmo 2.2.1, utilizamos a rotina ALGENCAN (Augmentad
Lagrangian algorithm using GENCAN) [6], disponivel na pdgina da internet do pro-
jeto Tango (www.ime.usp.br/~egbirgin/tango)!, usando os valores padrdes sugeridos
pelos autores para os pardmetros. ALGENCAN é uma rotina destinada & resolucéo de
problemas de programagao de grande porte, e utiliza a subrotina GENCAN para resolver
o subproblema do Passoe 1 do Algoritmo 2.2.1.

'TANGO (Trustable Algorithms for Nonlinear General Optimization) é um conjunto de rotinas
em Fortran voltadas para a resolugdic de problemas de otimizago, desenvolvide ne DMA - IMECC -
Unicamp ¢ DCC - IME - USP, sob a coordenagio do Prof. J. M. Martinez.



GENCAN (Generalizagio de QUACAN - Quadraticas Canalizadas) [6] foi desenvolvido
por E. G. Birgin e J. M. Martinez; essa rotina computacional utiliza uma busca linear,
a qual combina “backtracking” e extrapolacdo, durante a minimizagao interna as faces.
GENCAN associa a teoria de conjunto-ativo com gradiente espectral projetado [7], [9]
para a resolucio dos subproblemas de minimiza¢io com restrigbes de caixa. A técnica
do Gradiente Espectral Projetado [7], [9] permite, durante a execugdo, que restricoes
possam ser adicionadas ou retiradas em cada iteracdo, fazendo com o que o método seja
aconsclhivel para problemas de grande porte.

A direcio de descida é determinada por meio de uma aproximagado do tipo Newton-
truncada, e é obtida durante a implementacdo por meio do método dos Gradientes
Conjugados.

Obscrve que o vetor oy é utilizado tanto no Passo 3 (critério de parada) quanto no
Passo 5 (atualizagio das estimativas dos multiplicadores) do algoritmo anterior. Intuiti-
vamente, podemos pensar que quando o valor da norma infinito de o é bem pequeno
(digamos, menor que ¢ > 0 suficientemente pequeno), podemos garantir que, para cada
1= 1, oy T,

lloxl;| <é&

nesse caso, existem duas possibilidades:

e Segla)], < —[‘j‘T] S gl < e —epr < lugl < e
. Sc JfT] < g, = —e<l@li<e e [ml>enm

Podemos concluir que (com uma é— tolerdncia), se o primeiro caso for verificado, temos
que ss restricdes de desigualdade sfo satisfeitas, com valor nulo para o respectivo multi-
plicador de Lagrange. Se o segundo caso for verificado, temos que a restrigio g; € ativa
em z, e que o seu respectivo multiplicador de Lagrange ¢é positivo. Ent&o, uma norma
suficientementc pequena para o vetor oy indica que o ponto z em questéo é factivel, e
que sao validas as hipdteses de complementaridade.

Em [4], Bertsekas demonstra como chegar & expressio (2.8) para o valor do vetor g;. Na
secio a seguir, reproduzimos parte dessa demonstragio, a fim de facilitar a compreenséo
do texto.



2.2.1 Sobre o vetor oy

Ao longo desta se¢io, usarcmos a seguinte notagio:

e dado u € IR?, 2 é um vetor onde a i—ésima componente é dada por u’.
o dados u, v € IR*, w = max{u, v} é um vetor onde a i—ésima componente ¢ dada por
max{u;, v;}.

O vetor o tem sua origem através de uma reformulagéo do problema (2.1). Uma vez
que a teoria sobre métodos tipo Lagrangiano Aumentando destinados & resoluc¢fio de
problemas de minimizagdo com apenas restrigdes de igualdade estd bem consolidada,
considere o problema estendido associado a (2.1):

min  f(z)
sa hiz)=0
gi(z) +22=0 (29)
z €}
onde Q={z e R*|l <z <u}ez,..., 2m 580 varidveis de folga.

Para o problema (2.9), o método Lagrangiano Aumentado resolve o seguinte problema

de minimizacio:
min  f(z) + Nh(z) + pT [g(2) + 24 + 5 [IR@)]2 + llg(z) + 2°|1Z]

sa €8

Ml'b

(2.10)

para valores fixos de p, A e p.

Conforme descrito em [4], pode-se minimizar apenas para z, considerando um vetor z fixo
factivel. Considerando apenas a minimizacio em z, podemos observar que o problema
(2.10) é equivalente a

min 17 9(z) + 2] + Slgle) + 2. (2.11)

Derivando a funcéo objetivo e igualando a zcro, temos:

g+ pg(e) + pz° =0

e cntdo podemos concluir que o valor de z étimo é dado por

o= \/max{O ‘% - g(ac)}.
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Assim, substituindo o valor encontrado em (2.10), temos

e

min f(2) 4 3h(e) + IR + 523 (maxO,me oI ~ )y

i=1
s.a refl

cuja funcéo objetivo é conhecida como a fungiio Lagrangiano Aumentado de Powell-
Hestenes-Rockafeller (PHR).

Representaremos por ¢ o valor das restrigdes de designaldade acrescidas das varidveis
de folga,
or = glzg) + 22

Substituindo o valor de 2,

Lk

de onde temos a, férmula para o cdlculo de o4 no Passo 2 do Algoritmo 2.2.1.

2.3 Analise tedrica

Andreani, Birgin, Martinez e Schuverdt [1] realizaram um estudo recente sobre algo-
ritmos Lagrangiano Aumentado para problemas de minimizacio com restriches gerais,
utilizando como hipétese a Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD) sobre todas
as restrigoes, que é uma hipétese mais fraca que a utilizada nos trabalhos anteriores.

Esse estudo fornece os seguintes resultados tedricos para o Algoritmo 2.2.1, quando os

subproblemas sfo resolvidos de forma inexata:

¢ se um ponto limite satisfaz a condigdo CPLD, entdo ou ele ¢ um ponto KKT da
soma dos quadrados das infactibilidades, ou ele é factivel;

¢ pontos factiveis sAo pontos KKT; a demonstracio desse resultado segue através da
hipétese de que tais pontos satisfazem a condicdo CPLD,;

11



Para facilitar a redacdo da definigho a seguir, considere a fungio G : IR® — IRm2tn
definida por blocos da scguinte forma

g(x)
Glz)= | l—=

Entdo as restrictes do problema (2.1) podem ser reescritas como

Definicao 2.3.1. CPLD para restricoes de igualdade e desigualdade.
Dizemos que um ponto x satisfaz a Condi¢do de Dependéneia Linear Positiva Constante
(CPLD) em relagio ds restricies de igualdade, desigualdade e coiza se existem

bt I}ac{la"'lml}

o IoCLi={i=1,..., ma+2n|Gi(z) =0},

tars que, se a igualdade

> AVhi(a) + Y wVGix) =0

tedy, icls

¢ satisfeita com Z [Ai] + Z t; > 0, entdo os gradientes

el el
{Vhi(z) }iGIh ’ {VGi(z)}z?eIG

sdo linearmente dependentes para todo 2 em uma vizinhanca de x.

O teorema, a seguir é o primeiro resultado apresentado em [1], o qual diz que se z., {ponto
limite da seqiiéncia de pontos {z;} gerada pelo Algoritmo 2.2.1) néo é factivel, entéo cle
é um minimizador local da infactibilidade das restrigoes penalizadas, sujeito as restrigdes
de caixa.

12



Teorema 2.3.1. Seje {zx} uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.2.1. Sejo x, um
ponto limite de {x; }. Entdo, se a seqiéncia de parémetros de penalizagdo {pi} ¢ limitada,
o ponto limite x, ¢é factivel. Caso contrdrio, ao menos uma das seguintes possibilidades
é verdadeira:

o z, &€ um ponto KKT do problema

min % D () + Y max {0, [o(a)l:}

soe I<z<u

o 2, nao satisfaz a restrigdo de qualificagdo CPLD, levando em conta o conjunto de
restrigies @ = {x € R* |l <z < u}.

Demonstragdo. Ver [1], Theorem 3.1. |

A exigéncia de que um ponto z satisfaca a restrigdo de qualificacio CPLD em relagéo
ao conjunto de restricbes Q = {z € IR* |1 < z < u} é sempre satisfeita, uma vez que os
gradientes de cada uma dessas restrigdes s@o dados pelos vetores —e;, 2 =1, ...,1, no
caso da limitac8o inferior de x e €;, 1 = 1, ..., n, no caso da limitagéo superior de z.

Assim, as idéias do Teorema 2.3.1 podem ser resumidas da seguinte forma: se a seqgiiéncia
de pardmetros de penalizacio {px} ¢ limitada, entdo ou o ponto limite x, é factivel ou
z, € um ponto KKT do problema de minimizacéo das normas das infactibilidades.

O Teorema 2.3.2 a seguir diz que pontos limites factiveis sdo pontos estaciondrios (KKT)
do problema original, supondo que a condigdo de qualificagao CPLD & vélida.

Teorema 2.3.2. Seja {2x} ;. uma segiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.2.1. Assuma que
x, € um ponto hmite factivel que satisfaz a condicdo de qualificacio CPLD em relagio
a todas as restrigées. Entdo, z, € um ponto KKT do pobleme original. Além disso, se
z. satisfaz a condicdo de qualificacio de Mangasarian-Fromovitz [39] com {z4},x uma
subseqiiéncia gue converge para Ty, 0 conjunto

‘[||)‘k+1||= H.ru‘k+1”}keK

é limstado.
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Demonstragio. Ver [1], Theorem 3.2. ]

O préximo resultado corresponde a limitagao da seqiiéncia de pardmetros de penalizagio
gerados pelo Algoritmo 2.2.1. Esse resultado é obtido através da associacdo da seqiiéncia
{zi} gerada pelo Algoritmo 2.2.1 quando aplicado ao problema original, e a seqiiéncia de
pontos gerada pelo mesmo algoritmo ¢quando aplicado a problemas qie possuem apenas
restrigbes de igualdade:

min f{z)

sa c(z)=0, (2.13)

onde f: R* — [Rec: IR* — IR™.

Para tanto, considere as seguintes hipéteses:

e HO. A seqiiéncia {z;} é gerada pclo Algoritmo 2.2.1 e

lim z;, = z,.
k—oo

e HI.

1. O ponto z, é factivel;
2. Os gradientes das retri¢oes em z. 540 linearmente independentes;

3. As funcdes f e c possuem derivadas scgunda continuas em uma vizinhanga
de z.;

4. B vélida a condigfo suficiente de scgunda ordem para minimizadores locais,
isto &, se A, € IR™ & o vetor de multiplicadores de Lagrange associado a z,,

entao:
(z, V2L (% M) 2) > 0

para todo z # 0 tal que Ve{z.)T2 = 0, sendo L a fungio Lagrangiana au-
mentada associada ao problema (2.13).

e H2. Paratodoi=1,...,m,

[A*]i e ([j\minl‘i: [ima.x]’i) .

14



Teorema 2.3.3. Suponha que as Hipdteses HO, H1 e H2 sao satisfeitas pela seqiiéncia
gerada pelo Algoritmo 2.2.1, aplicado ao problema (2.13). Além disso, suponha que
eriste uma segiiéncia n, — 0 tal que

ex < M ||lc{k) || oo

para todo k € IN, onde a seqiiéncia {e} € formada pelos limites superiores dos testes de
parada, para cada iteragdo k.
Entdo, a seqtiéncia dos pardmetros de penalidade {pi} € limitada.

Demonstragdo. Ver (1], Theorem 4.2. |

2.4 Conclusao

Neste capitulo descrevemos o método Lagrangiano Aumentado que serd utilizado em
nossas implementagoes numéricas. Apresentamos detalhadamente o seu algoritmo, assim
como um resumo de sua andlise tedrica, apresentada em [4] e mais recentemente em [1].

A implementacéo de algoritmos tipo Lagrangiano Aumentado é naturalmente associa-
da a estratégias de modificagdo de um ou mais pardmetros de penalizagio. Se esses
pardmetros crescem muito durante o processo, o problema de minimizacio associado
torna-se muito dificil de resolver. Por outro lado, um aumento muito pequeno torna a
convergéncia lenta.

Esses dois fatos mostram a necessidade e sugerem um estudo de uma proposta de a-
celeragdo para a convergéncia de métodos do tipo Lagrangiano Aumentando, que seja
cuidadoso o suficiente para ndo perder a estabilidade dos algoritmos a serem utilizados.
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Capitulo 3

Método Inverso Simétrico de
Correcao de Posto Um - ISR1

Antes de passar a apresentacdo da nossa proposta de um novo algoritmo que visa acelerar
a convergéncia do método Lagrangiano Aumentado, vamos nos dedicar, neste capitulo,
ao método quase-Newton ISR1, que escolhemos como método acelerador para o algo-
ritmo proposto.

O vetor solugdo {associado ao correspondente vetor de multiplicadores de Lagrange) de
um problema de minimizagio satisfaz um conjunto de equacdes (e/ou inequacdes), as
quais sdo denotadas por condi¢des de otimalidade {ou condigées KKT) desse problema.

Uma outra forma de encontrarmos as solugdes de problemas de programacéo ndo linear
seria resolver o sistema formado por suas condicdes de otimalidade!, utilizando métodos
numéricos. Para tanto, ncste capitulo realizamos uma breve descricio dos métodos
quase-Newton {em particular, descrevemos o método Inverso de Correcio de Posto Um
- ISR1), destinados & resolucdo de sistemas nao-lineares.

Fazemos a seguir um estudo detalhado do método ISR1: sua aplicacio na resolucio de
sistemas linearcs, algoritmo ¢ resultados de convergéncia obtidos, quando utilizada uma
busca linear ndo-monétona.

1Essa forma de resolugio serd melthor explorada no Capitulo 4.
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3.1 Os métodos quase-Newton

A resolucio de um sistema de equacdes ndo lineares é uma tarefa necessaria durante a
resolu¢do de problemas das mais diversas dreas (fisica, engenharia, economia e outras
ciéncias).

Dada a funcdo néo-linear F': R® — IR", F = (fi,...,f.)", que possui derivadas
continuas, consideremos o problema de resolver

F(z)=0. (3.1)

Denotarcmos a matriz de derivadas parciais de F' (a matriz jacobiana ou simplesmente
o Jacobiano) por J(z).

Existem véarios métodos propostos para a resolucio de sistemas néo lineares. O método
de Newton é o mais conhecido, ¢ serve de basc para a obtengio de outros métodos
eficientes; nesse método iterativo, a seqiliéncia de aproximagdes zj é gerada por:

L1 = T — J(Ik)_lF(xk). (32)
Sob certas condigdes, 0 método de Newton tem convergéncia quadrética local.

0Os métodos quase-Newton buscam, através de uma aproximacgéo By para J{zy), evitar
o céleulo da matriz jacobiana em cada iteragdo. A seqiiéncia de aproximagoes é gerada

por
Try1 = Ix — By F(z1), (3.3)

onde a matriz Biy1 6 obtida a partir de By, utilizando férmulas de recorréncia baseadas
em iteracdes anteriores. Sob certas condigdes, os métodos quase-Newton tém con-
vergéncia local superlinear.

Uma classe de métodos quase-Newton das mais bem sucedidas é a dos métodos secantes.
Nestes, utiliza-se como critério de escolha para atualizar a matriz By, aproximagio da
matriz jacobiana, uma matriz que satisfaga a equacio secante:

Bri1se = F(2ev1) — Fzr) = U (3.4)

onde S = Tpy1 — Tk
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Os métodos quase-Newton inversos sdo métodos iterativos que atualizam, a cada itera-
¢ao, a matriz H; que aproxima a inversa da matriz Jacobiana J(z) no ponto zi. Neste
caso, & classe de métodos secantes refere-se aos métodos cujas matrizes satisfazem a
seguinte equagao secante inversa:

Hk+1yk = Pry1 — Tp = Sg. (35)

Neste capitulo trataremos do método de corregio de posto um simétrico inverso (ISR1
- Inverse Symmetric Rank-One Updating Method) [16], [33]. Nesse método, atualiza-
se uma aproximacio da matriz inversa (H) adicionando uma matriz de posto um,
mantendo sua simetria; em sua implementagio, realizamos reinicios periédicos, nos quais
realizamos uma iteragio do tipo Newton. Apresentamos também uma anilise tedrica e
resultados de convergéncia para métodos quase-Newton secantes (de uma forma geral),
que utilizem uma busca linear ndo-mondtona. Muitos trabalhos apresentam resultados
de convergéncia para métodos quase-Newton [11], [12], [21], [30] implementados ou nio
com busca linear; entretanto, até o presente momento, nenhum trabalho realiza tal
analise tedrica utilizando uma busca linear nao-monétona.

3.2 O método ISR1

Utilizando um método quase-Newton inverso para obter a solugdo de F(z) = 0, dado
um ponto inicial xy, podemos escrever cada novo iterando como sendo

Te1 = Tk — HF(xk), (3.6)

onde Hy, =~ J(z;)~1. Caso J(z}) seja simétrica (e, conseqiientemente, J{zx)~1), é natural
desejar que a aproximagdo Hy também seja simétrica, o que é o caso do método ISRI.

No método ISR1, a atualizagio das matrizes Hy ¢é feita pela seguinte correco de posto
um:

Hyy1 = Hy + Bugv, (3.7)
onde @ pode assumir os valores +1.

Sejam s = 241 — 2k e Yp = F(xx41) — F(2i). Exigindo que Hyy satisfaga a equagio
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secante Hy,1yr = Sk, temos

Hipoype = s
(Hy + Boevi) v = Sk
(Boiye)ve = sp— Heys (3.8)

Logo, v é um muiltiplo de s, — Hyyy; entdo, existe § € IR tal que

1 = 5 (Sk - Hkyk) . (39)

Substituindo a igualdade (3.9) em (3.8), obtemos

sk — Hyyy = 5 6° [(Sk — Hye)” yk] (sx — Hryx) -

Como f pode assumir apenas os valores 1, e 82 é ndo-negativo, concluimos que
. ~1/2
8= sign [yf (s — Hiwi)] § ==+ |y{ (sk — Hiw)| 2

Logo, a férmula de atualizacio do método de corre¢do de posto um simétrico inverso
gera dada por

(s — Heyr) (55 — Hiye)™
yr (k. — Hiye) ’

Hk_].l — Hk + (310)

Devido & expressio da atualizacio da matriz Hy, verifica-se facilmente que, dada uma
aproximacao inicial Hy simétrica, todas as demais aproximagoes Hy (k > 1) também o
serao.

Devido & formula de atualizacio {3.10), sdo necessdrias algumas observagdes & respeito

do seu denominador:

1. Se s; = Hypyx, entdo a inica férmula de atualizacdo simétrica que satisfaz a dltima

equacdo sccante é
Hk+1 = Hy;
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2. Se s # Hyyx, mas (sp — Hkyk)T yr = 0, entdo ndo existe uma férmula de atuali-
zacdo simétrica que satisfaca a 1ltima equagdo secante. Durante a implementacio
numérica, essa situagio é evitada por meio de uma salvaguarda (ver (3.23));

3. Se (sx — Hiy)¥ yi 3£ 0, a férmula (3.10) é utilizada para atualizagdo.

3.3 Método direto (SR1) e método inverso (ISR1)

De forma anédloga & descrita na secdo anterior, é possivel deduzir a forma direta do
Método de Atualizagao Simétrica de Posto Um (SR1):

(yr — Brse) (v — Bisi)”
(& — Brse)” sx

Bisr = By + (3.11)

Suponha, a principio, que as férmulas de atualizagdes (3.10) e (3.11) possuem denomi-
nadores ndo nulos. Valores muito pequenos dos denominadores sao evitados por meio
de uma salvaguarda na implementacdo do método. Nesta se¢io, serd demonstrado que
a matriz Hyy1, cuja férmula de atualizagdo é dada por (3.10) é exatamente a matriz
inversa de B, com a férmula de atualizagdo dada em (3.11).

W

Para tanto, definamos wy = y, — Bsy € 7% = e Entéo, de (3.11), temos que
k Ok
Bryi= By + T’k’{U{. (312)

Aplicando a férmula de Sherman-Morrison {36] para o célculo da matriz inversa, obtemos

-1, T R-1
B rywy B

Bl =B"'- .

(3.13)

Chamando Hy = B, 1 2 matriz inversa de By, e substituindo o valor de 7}, na expressao
acima, obtemos

Hk’lﬂk‘wg‘ Hk
wg‘sk + w};H By

Hyp1 = He — (3.14)
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supondo By simétrica (e, conseqiientemente, Hy simétrica), temos que

B,=Bf e H,=HI V&

Assim,
(Hywy) (Hywg)”
Hey = Hy — 22 . :
E+1 k w,{ (o + Hrws) (3.15)
Como Hywy = — (s, — Hyye) , de (3.15),
sk — Hywr) (1 — Haye)™
H = Hp-
bl ¢ wi (sx — sk + Hiyx)
_ _ (sk — H}cyk) (Sk - Hkyk)T (3 16)
(Hpwe)™ v
_ B (sk — Hivr) (sx — Higw)™

(s — Hiyn)" v

—1

Portanto, no caso do Método de Correcéo de Posto Um Simétrico, Hy, é igual a B,

como queriamos demonstrar.

3.4 ISR1 em sistemas lineares

Nesta seqiio, estaremos interessados em encontrar a solugdo do sistema lincar Az = b,
onde A é uma matriz simétrica. Seja g{x) = Az — b; entdo resolver tal sistema &
equivalente a encontrar a solugéo de ¢{z) = 0. Suponha A inversivel, o que faz com que
g(x) tenha solucao tinica z. = A™'b.

A seguir sdo demonstrados alguns resultados tedricos originais, especialmente obtidos
quando o método ISR1 é usado para resolver tais problemas. Observamos que existe
resultado semelhante ao teorema a seguir para matrizes simétricas definidas positivas
[29].

Mostramos inicialmente que, para a resolucio desse tipo de problema, a matriz Hjyy
satisfaz todas as j + 1 equagdes secantes anteriores.
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Teorema 3.4.1. Dade uma mairiz iniciel Hy simétrica, para j =0, ..., n — 1, temos
que

Si = Hj Y (3.17)
para todo 1 < 7.
Demonstragio. A prova ¢ feita por indugho. Para j = 0, o inico valor possivel para ¢ é
0, fazendo com que a rela¢do (3.17) seja vdlida (por se tratar dailtima equagio secante).

Suponha que a relagdo seja vélida para H;, com ¢ < j — 1. Para a matriz H;44, (3.17)
é verdadeira quanto i = § (novamente, por se tratar da dltima equacio secante). Para
¢t < j, utilizando a hipdtese de indugao,

95 — Hyy;) (85 — ijj)T] "
T i
(5 — Hyi) ¥

Hivwy = lHj+(

(5= Hys) | (or
= H-yﬁ[ | (s v~y Hi s
7 Q?(Sj"fiﬂb) (J 3772 )

(s; — Hyyy)
yT (s; — Hyy;

- st | S| T )

pois H; é simétrica (visto que Hy 0 €). Como
i = q(wip1) — q(zi) = Azipy —b— Az + b = As;, (3.18)
usando a hipétese de inducéo,
S?yi —yj Hyys = S?yi - y}nsi = S?ASZ' —(A48))Ts; =0
entao,
H; vy = si, (3.19)

o que encerra a demonstracio. [
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Assim, temos que

Hnyﬂ = 8
Hnyl =81
\ : (3.20)

L Hnyn—l = 8p—1,

o que determina univocamente a matriz H,, caso os vetores yo, 91, . .-, Yn—1 Seiam li-
nearmente independentes.

Provamos ainda que, no caso da resolucdo de sistemas lineares, a relagdo entre de-
pendéncia e independéncia linear dos vetores s; e ¢, com 7 =1, ...,n — 1, é dada pelo
lema. a seguir.

Lema 3.4.1.

Os vetores sg, S1, ..., 8p—1 840 linearmente independentes se e somente se 0s vetores
Yo, Y1, - -« » Yn_1 840 linearmente independentes.

Demonsitragdo. Suponha que sg, 81, ..., S,—1 sejam linearmente independentes, e sejam
o, 01, .., Qn-1 tais que
agyo + -+ + ap_1yYn—1 = 0.

Multiplicando por H, cm ambos os lados, ¢ usando (3.19),
O!oHnyo + . Clﬂn_1Hnyn_1 =0

QpSo -+ -+ Gp_18p—1 = 0,

e entdo os coeficientes o, k = 0,...,n—1, sdo todos nulos, provando que yg, ¥1, - - -5 Yn—1
sa0 lincarmente independentes.

Suponha agora que yo, %1, - - -, Yn—1 580 linearmente independentes; sejam ag, 04, ..., Gu—1
tals que
@pSo + -0+ + Ape18ng = 0;

multiplicando por A em ambos os lados,

agAsg+ -+ a1 A5, = 0.
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Agora, por (3.18),
QYo + -+ + An—1Yn—1 = 0,

donde os coeficientes ag, k = 0, ...,n—1, sdo todos nulos, provando que S, Sy, ..., Sn_1
sdo linearmente independentes. |

No lema anterior, a relagfio direta entre dependéncia (independéncia) linear dos vetores
s; ¢ y; é valida desde que o conjunto de indices dos vetores linearmente dependentes
(independentes) s; seja 0 mesmo que para 08 vetores y;.

Nas observagdes a seguir analisaremos em que casos temos garantia {ou nio) da con-
vergéneia do método para a solugao do sistema linear. Mais precisamentc, a Observagio
3.4.1 garante que, se as diregfes quase-Newton s; sfo linearmente independentes, o
método ISR1 converge para a solucgfio do sistema de dimensio n em no méximo n it-
eragbes. A Observacao 3.4.2 tenta esclarecer quais sdo os possiveis resultados quando os
vetores s; gerados pelo método nédo séo linearmente independentes.

Observacao 3.4.1. Suponha gque o0s vetores y;, 1 = 0, ..., n — 1, sejam linearmente
independentes. Utilizando (3.18) e (3.20), temos que a matriz H, (escrita por colunas)
€ dada por

Hn = [30 l Ca | Sn—l] [ASO | Cae IASn_ﬂ_l ;
Como 8, §1, - .., Sp—1 também sao linearmente independenies (Lema 3.4.1), podemos
escrever H, como
H, = [so] ... |8a_1][80] --. |3,,.1_1]_1 At
H, = AL

Entido, o ponto 2,41 serd dado por
Lp+1 = Lp— HnQ(mn)
= g,— A (Az, —b)
= z,-A'Ax, + A7
= A7'h
portanio
Amn-{-l = b:

fazendo com que x,4+1 seja a solugdo do sistema original.
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Observacao 3.4.2. Consideremos agora que So, Sy, - .., 8p—1 S€jam vetores linearmente
dependentes, e seja s; o primeiro velor (a portir de so) que possa ser escrito como
combinagdo linear de alguns vetores anteriores (com coeficientes ndo nulos):

S_:_.‘=ZO!£S§, DC{O,...,j—‘l},

icD

onde D corresponde ao conjunto de indices dos vetores s; que formam tal combinagao
linear.

Como

sj=Zai31- — ASjZZQz’ASi - yjzzaiyéa

ich ieD ieD

do Teorema 3.4.1 temos que
5; = ijt', YVielD = 0;8; = Hjaiyt:, Vi e D,

e enldo
Yoasi=H ) o — 8 =Hyj;

ieD ieD
assim, a matriz H; satisfard j + 1 equacbes secantes, € nGo apenas j equagoes como
enuncia o Teorema 3.4.1.

Dado que ,
(s; — Hyys) (55 — Hjy;)
(s — Hyyi)" v

Hjp1=Hj+
ngo serd posstvel atualizar a matriz.

Portanto, caso 1850 ocorra ao longo da implementacdo, serd necessdrio implementar uma
salvaguarde, para que seja oferecida uma outra forma de oblencdo do matriz Hyyy. E
necessdrio observar que, caso a escolha sejo por repetir a maotriz da iteracdo anterior
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(H;11 = H;) o método estagnard, uma vez que:
Hyy; = s
Hyilglzin) —g(zi)] = s
Hig(zj1) — Hjglz;) = s
Hig(zj1) +55 = s
Hig(zj41) = 0
Hip19(@i1) = 0
$j¢1 = 0,

fazendo com que x,41 = ;.

Outras escolhas para a atualiza¢do da matriz H;1 podem ser utilizadas, tais como

Hj+1 = J($j+1)_1} Hj+1 = In, ete..

3.5 Algoritmo padrao

Denotaremos IN = {0, 1, ...} e || - || como a norma euclidiana. Suponhamos que F' :
IR™ — IR™ possui derivadas parciais continuas.

Seja {ni} uma seqiiéncia tal que 1, > 0 para todo k € IV e

quk = 7 < oo0. (3.21)
k=0

Sejam Tmin, Tmae 818 que 0 < Tyin < Trmez < 1 € 0 < v < 1. Dado zy € IR® um ponto
inicial arbitrério, o algoritmo que nos permite obter z; a partir de z; é dado a seguir.
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Algoritmo 3.5.1.
Passo 1. Seja dy, = —H;, F(xx).
Passo 2. Sejo o = 1.
Passo 3. Se
|17 (2x + ede) | < [1— o] [|F (@) || + m (3.22)
faca ap = a e calcule o0 novo dterando como vy = T + ady.

Passo 4. Se (3.22) ndo ¢ satisfeita, escolha Gney € [Tmin®, Tmag], f3¢0 & = ey, € volte
ao Passo 3.

Durante a implementagdo computacional, no caso de (3.22) ndo ser satisfeito, o novo
o . .
valor para a foi caleulado como ane, = —; 0 valor de v utilizado foi y = 10~%. A escolha

por uma busca, linear nfo-mondtona foi adotada devido & observacéo de que, durante os
testes numéricos preliminares, o valor da norma da fungéio do sistema (guando aplicada
nos pontos gerados pelo método ISR1) em alguns momcentos era superior ao valor da
norma no ponto anterior (especialmente durante as iteragdes iniciais); entretanto, caso
aceitdssemos esse novo ponto, o método conseguia fazer com que os préximos iterandos
reduzissem significativamente o valor da norma da funcdo, tornando bastante interes-
sante a possibilidade do uso de uma busca linear que permitisse tal fato.
s . ftip "
A seqiiéncia 7y foi tomada como 7y = ———, onde ftip é dado por

(k+1)

Jtip = ||F (o), se k=0,
ftip = min {||F(zx)||, ftip},  se k é multiplo de 10.

Se £ ndo € miltiplo de 10, ftip ndo se altera.

Em todas as nossas implementagdes numéricas, é declarada a convergéncia do Algoritmo

3.5.1 quando || F(z)l|. < 1075 e k < 200.

o
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Durante a implementacao numérica, caso
|y?[ (% — Hkyk)l < c1 |lsk — Hiyxlly max {llsx — Hiwll, lvell,} (3.23)

tomamos Hy41 = Hy ao invés de utilizarmos a férmula de atualizagéo (3.10).

A primeira iterac8o, assim como os reinicios realizados a cada p iteractes, so feitos por
uma iteragao do tipo Newton; para tanto, calcula-se a fatoracio LU da matriz Jacobiana
da fungdo F. No caso da Jacobiana ser uma matriz esparsa, é utilizada uma fatoragao
LU esparsa. Para a implementagio computacional foram utilizadas rotinas em Fortran,
disponf{veis no pacote IMSL [17]. Essas rotinas séo denominadas DLFTXG (para o célculo
da fatoragdo) e DLFSXG para a resolucio do sistema linear.

A rotina DLFTXG calcula a fatoragio LU seguindo o algoritmo proposto em [17] (es-
tratégia de Markowitz simétrica), a qual escolhe pivos que tentam reduzir o preenchi-
mento da matriz a0 mesmo tempo que mantém a estabilidade numérica. As matrizes
de permutagfo das linhas e das colunas sdo determinadas pela estratégia de Markowitz
[23].

A biblioteca IMSL para Fortran (International Mathematical & Statistical Library)
contém ccrca de 100 subrotinas e fungGes (em formato Fortran) que permitem acessar
implementagdes de métodos numéricos (matemdticos ¢ estatisticos) de alta qualidade.
Dentre as rotinas matematicas, pode-se destacar: Algebra Linear, anélisc de autovalores,
interpolagio € aproximagio, integragéo e diferenciagao, resolucao de equagdes diferenci-
ais, transformadas de Laplace e Fourier, resolucdo de sistemas nao-lineares, etc.2.

3.5.1 Detalhamento do algoritmo

Considere ko o miiltiplo de p mais préximo de k (inferiormente). Seja o = {I < p| Hiprs # Hr} .

Conforme visto anteriormente, i1 € uma correcdo de posto um de Hj e, por csta
razao, a implementacio é feita tomando em conta que

T
Yo+ vk0+z
Hk = Hku + E l—._T ,
tele Ui+t Yeog+

2As rotinas IMSL sfo inseridas da mesma forma que rotinas comuns do Fortran, desde que a bib-
lioteca IMSL esteja encadeada ao arquivo executdvel. Maiores informactes estdo disponiveis na pdgina
da internet: http://www.utexas.edw/its/rc/answers/insl/ims1f . html.
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Assim, é necessirio armazenar apenas os vetores v+ = Spoi — Hig 11Ukt € Yhot!s DATA
todo [ € Io. Portanto, a expressfo para di pode ser escrita como

T
Vo 1y F{Tk)
dp = —Hp F(zy) — E l———kgfrl %H] :
tele b Vkowt Yhot

consequentemente, o Passo 1 do Algoritmo 3.5.1 pode ser reescrito da seguinte maneira:

o Cdlculo de dy = Hy Fzy) :
— Resolver o sistema (determinar py)
Liypr = Feo F'(wi);

— Resolver o sistema (determinar g;)

Uko@c = Pr
— Calculo de d;,
dy, = QG
o Adicionando as demais parcelas
Paral e I
v F Ik)
dp = di + 222 ( Uko-+
Faca dk = —dk:

onde Pry J{(Tr ) @i, = LioUk, correspondem as matrizes da fatoragiio LU com pivotea-
mento total da matriz Jacobiana cm zy,.

3.6 Resultados de convergéncia

Muitos trabalhos presentes na literatura apresentam resultados similares aos aqui expos-
tos; entretanto, até onde sabemos, a anlise de convergéncia para métodos quase-Newton
implementados com uma busca. linear ndo-mondtona ainda néo foi publicada.

Iniciamos esta secdo com algumas observagdes:
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Observacao 3.6.1. Devido aos fatos de que a funcio F € continua e que mp > 0, Yk,
temos que o Algoritmo 8.5.1 estd bem definido, uma vez que a condigio (3.22) é satisfeita
para um velor de o suficientemente pequeno. Portanto, a busca linear ndo-mondtona
terd éxito em toda iteracdo k, independentemente da escolha de di.

Observacao 3.6.2. Apartir do desigualdade (3.22), temos que,
[F{zer) | < [T = yau] | F (@)l + 6 < [|F @)+

e portanto, temos que  [|F(zesa)| < [[F(@o)| +m + ... + 1m0 < [Fl@o)ll + 7 para
todo k. Logo, a segiiéncia {xx} gerada pelo Algoritmo 3.5.1 estd contida em L = {z €
R* [ F(2)|| < [[F(zo)ll + n}-

A seguir, apresentamos os resultados de convergéncia obtidos para o Algoritmo 3.5.1,
quando di ¢ determinado a partir de um método quase-Newton qualquer, ndo necessa-
riamente o ISR1, utilizado na nossa implementacéo do Algoritmo 2.2.1. Tais resultados
estao baseados naqueles demonstrados por Birgin, Krejié ¢ Martinez em [10].

Os Lemas 3.6.1 ¢ 3.6.2 sfo resultados tedricos necessdrios para a demonstragio do Teo-
rema 3.6.1. Tanto os lemas quanto o teorema acima citados encontram-sc demonstrados
em [10], e estdo aqui escritos apenas para facilitar a leitura dos resultados conseqiientes.

Lema 3.6.1. Seja {zi} uma segiéncia gerada pelo Algoritmo 3.5.1. Se, para alguma
segiiéncia de fndices Ko C IN, klér}{l | F(zs)|| = 0, entdo
0

klim | F(zx)|| = O. (3.24)
Em particulor, se x, é um ponto limite de {xi} tal que ||[F{z.)|| = 0, entdo todo ponto

limite da seqiéncia € uma solugdo de (5.1).

Demonstragéo. Ver [10], Lemma 1. |

Lema 3.6.2. Seja {x,} uma segiiéncia gerada pelo Algoritmo 3.5.1 e suponha que todos
os pontos limites da segiiéncia {2} sdo solugbes do sistema (3.1). Além disso, suponha
que x. € um ponto limite tal que J(z.) € inversivel e que

=

k]im |zrys — zx|| = 0. (3.25)
— O
Entéo, toda a segiiéncia converge para x,.
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Demonstragéo. Ver [10], Lemma 2. |

O pardmetro 6, presente no enunciado do teorema a seguir, controla a inexatidio da
obtengdo da direcdo de descida di, uma vez que o trabalho [10] versa sobre métodos
Newton-inexatos. Como utilizamos um método quase-Newton (exato) para obter dy,
consideramos # = 0.

Teorema 3.6.1. Suponha que {zx} sejo uma segiiéncia gerada pelo Algoritmo 3.5.1 ¢
que existe M > 0 tal que, para uma seqiéneia infinita de indices ky C {0, 1, 2, ...},

[ (zx)di]l < 81| F ()

dp < M.

Entdo, qualquer ponto limite de {xx}trex, € uma solugdo do sistema (8.1). Além disso,
se um ponto limite de {Tx}rek, existe, entdo {F(zx)} — 0 e todo ponto limite de {z4}
€ uma solugdo de (3.1).

Demonstragdo. Ver [10], Theorem 2. ]

O teorema a seguir é uma conseqiiéncia direta do Teorema 3.6.1.

Teorema 3.6.2. Suponha que {1} seja gerada pelo Algoritmo 3.5.1. Seja K o conjunto
de indices k multiplos de p. Suponha que, para todo k € K, J(zx) € inversivel e que
|J(zx)"| < e Entdo, qualquer ponto limite de {zi}rex, € uma solucdo do sistema
(3.1). Além disso, se um ponto bimite de {zi}rex, eziste, entdo {|F(xy)|} converge
para O ¢ todo ponto limite de {xy} € uma solugdo do sistema (3.1).

Demonstragdo. Pela Observagdo 2, temos que a seqgiiénecia {F(xx)} estd contida em
L = {z € R*| ||F(z)|| £ ||F(zo)|| +n}; logo, a seqiiéncia {F(z;)} é limitada. Para
todo k € K, temos que ||J(zg) 7| <ce

ldull = 1= HeF ()l = || 7 (@)™ F @) || < || @)™ || 1F @l < elllFzo)ll + ]
logo, {dk}kej{l ¢ limitada.

Asgsim, tomando € = 0, estamos sob as hipéteses do Teorema 3.6.1. Portanto, sc um
ponto limite de {z;}rek, existe, entdo F(zx) — 0 e todo ponto limite de {xy} é uma
solucdo de (3.1). [
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Teorema 3.6.3. Suponha que {2} seja uma seqiiéncia gerada pelo Algoritimo 3.5.1,
que o conjunto de nivel L = {z € R™|||F(z)| < |F{zo)|| + 1} seja limitado ¢ que J(z)
sejo investvel para todo & € L. Entdo, existe x, € IR® uma solugdo de (3.1) tal que

lim z; = z,.
k—oo

Demonstragdo. Dado que J(z) é continua e inversivel para todo z € L ¢ L é um conjunto
compacto, entéo exite ¢ > 0 tal que ||J(z)7!|| < ¢ para todo 2 € L. Pela Observagio
2, a seqiiéncia {x;} estd contida em L, logo, {xx} possui pelo menos um ponto limite.
Pelo Teorema 3.6.2, todos os pontos limites sfo solugées do sistema (3.1).

Para concluir a demonstragdo deste teorema, basta provar que toda a seqliéncia converge
para um desses pontos limites.

Inicialmente, vamos provar que a seqiiéncia {||Hy| } é limitada. Caso & = 0(mod p), a
limitagao € obtida de forma direta uma vez que

| Hell = [[J(ze) 7| < &, para todo k£ = 0(mod p).
De uma forma geral, ou temos que Hy 1 = H ou

(sx — Hyyx) (s — Hiye)™

Hypy = He +
(sx — Hiyr)" v

Portanto, devido & garantia de limitagéo inferior do denominador (ver (3.23)), tcmos
que

s, — H s — H 1
sl < ) - Do Tl loe Rkl L
Sk~ Hyye)™ Ur 1
Assim, se k é miltiplodepel e {1, ...,p—1},
{ l
|Hrall < [ Hell + — < e+ —,
1 1
o que implica que
—1
| Hytl] < e+ 2=, vk € IN. (3.26)

1
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Logo {H;} € limitada, e pelo Teorema 3.6.2, temos que {F(z;)} — 0. Portanto
ldell = 1= Hie F(e) | < [|—Hell | )|

e entdo ||dg|| — O.

Como «y, < 1, para todo &, temos
Zks1 = 2ell = Yol = llordrll < oy ildgll

e conseqlientemente, {|lzx41 — 2x||} — 0.

Logo, as hipéteses do Lema 3.6.2 sdo satisfeitas, e temos que toda a seqiiéncia converge
para o ponto limite. |

A definigio a seguir serd utilizada na demonstra¢io do Teorema 3.6.4, que versa sobre
a convergéncia superlinear. O Teorema 3.6.4, assim como o Teorema 3.6.3, sfo validos
para qualquer método quase-Newton que satisfaca essa definicdo. No Teorema 3.6.6
demonstraremos que o método ISR1, em particular, é um dos métodos quase-Newton
que a satisfaz.

Definicio 3.6.1. A seqiéncia de matrizes {Hy} satisfaz o propriedade WBD (Weak
Bounded Deterioration) inversa (ver [10]), se existem constantes di, dy > 0 indepen-
dentes de k, tais que Vk=0,1, ...,

| Hirr = J(@per) M < dul Hr — J () 7| + dallskl- (3.27)

O préximo teorema diz que, sob as hipdteses do Teorema 3.6.3, o Algoritmo 3.5.1 con-
verge supcrlinearmente para uma solugéo do sistem (3.1).

Teorema 3.6.4. Suponha que sejam vdlidas as hipdleses do Teorema 3.6.3. Além disso,
suponha que J(z) € Lipschitz continua em um conjunto convezo que contém o conjunto de
nivel L, e que 0 método quase-Newton gere uma seqiiéncia de matrizes Hy que satisfagdo
a propriedade WBD inversa. Entdo, ap = 1 pare k suficientemente grande ¢ {zx}
converge superlinearmente para x*, solucdo de (3.1).

Demonstracdo. Assim como feito no teorema anterior, pode-se demonstrar que as ma-
trizes Hy sfo limitadas, isto é

|Hill, < M, V€ V.
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Da propriedade WBD, temos que existem dy, dy > 0 tais que para todo k,

| Hear — I (o) ™| < o {|Hi = T(wn) 7| + da sl

Como ||sf| — 0 e Hy = J{zx)~" sempre que k é maltiplo de p, entéo
lim Hy = J(z*)™*.

k— oo

Além disso, Hy = By, By — J(z*) e 241 = 7 — anB; ' F(zx) para todo k. Portanto,
tomando &, = 0,Vk, a conclusdo da demontracao segue de Teorema 3.6.5, o qual foi
demonstrado por Birgin, Kreji¢ ¢ Martinez [10)]. [ |

Teorema 3.6.5. Suponha que sejam vdlidas as hipdteses do Teorema 3.6.4. Além disso,

suponha que
| Bedi + F(ze) || < O | F(2)]

para todo k suficientemente grande, onde klim 0x = 0. Entdo, {zi} converge superlinear-
—00

mente para x*, solugto de (3.1).
Demonstragdo. Ver [10], Theorem 3. | |

A seguir, demonstraremos que o método quase-Newton ISR1 satisfaz a propriedade WBD
inversa.

Teorema 3.6.6. As matrizes Hy geradas pelo método ISRI {8.10) satisfazem a pro-
priedade WEBD inversa.

Demonstracdo. Considerando que as atualizacdes de posto um séo realizadas (ver (3.23))
somente se

|lvr (sk — Hiyw)| > c1 llse — Hiwrelly max {lls — Hrwrlly, loells} (3.28)
Entéo, para os valores de k tais que Hyyy # Hg,

Hiy1 — (@) ™' =
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s — Hyy) (s — Hyy) T

= Hy— J@) ™+ I — I+
2 ($k) + (-Tk) ($k+1) + ykT(Sk—Hkyk)

= J(zy) ™ = J(@re) T+ He — J(z) 7t

(J(ze) "y — Hiyr) (& — Hiyr)™ n (s — J(zr) yw) (55 — Hyyr)T
Y2 (sk — Hyi) i (sx — Hiyr)
= J(zn)™ = J(@ee1)

[ (8 — Hkyk)T]
- T
vr (sx — Hipe)

+

(sp — J(xx) " 'yn) (s — Hkyk)T'

+
yi (s — Hiys)

+ (Hy — J(ze)™") l

Portanto,

1 Heg1 = Hmrn) 7 < () ™ = T@ern) |

+ “Hk _ J(-Tk)_lu [1 n lywll l| 5% — Hkka] N sk — J(ze) " v || lsx — Hrysl|

lyx (ks — Hiyw))| ¥ (sx — Hiye)|
< @)™ = T |

_ 11 | lse = J () el lise — Heyall
H,—J W+ —
+ H k (mk) ” [ + Cl] + |y!::“ (Sk _ Hk!}k)'

Como J(z) é Lipschitz continua e J{(z)™! é limitada, entio, J(z)~! é também Lipschitz
continua; entdo, existe co > 0 tal que

(@)™ = Iy < eallz —yll, (3.29)
para todo &, y € R™. Isso implica que
e
sk — J(ze) " yel) < f!lSkIIQ: (3.30)

para todo k=0, 1, .... Logo, por (3.23), (3.29) e (3.30),

1] ! (£l

Hyp — J(z *1<cs.+H*‘”"_1[1+-+— .
R B L S | R v oy e e o
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Entretando, como ||H| < My, VE, onde My = ¢+ (p — 1)/¢1 (ver desigualdade (3.26)),
temos que s < 2Mygxll < 2Myroax {|lsy — Heyellz, yxll2} - Logo

- _ 1 C
|Hisr = J(@ra) 7 < eallsw]| + || Hi — J(e) 7| [1 + C—l] + C—jM4||sk||. (3.31)

Quando Hy 1 = Hg, temos

Hiy = J(rg) ™! Hy — J(zp) 71+ J(zp) ™ = J(xpe1) !
[Hepr = J(@ee) M < 1 e — T) M+ (1 (z0) 71 = (@) 7] -

De (3.29), temos que

[ 7(@) ™ = Jarga) Y| < o lloe — zaaal]

Logo

| Hirr — J(@ear) || < 1| He — T (o) 7H|| + 2 sl (3.32)

Portanto, de (3.31) e (3.32), temos que as matrizes H; satisfazem a propriedade WBD
inversa com

1 1 C
d, :max{l, 1+4} — 1+—ed2=max{02, c2+M4—2} — ¢y + M2
(5] C1 (] 1

3.7 Conclusao

Apresentamos neste capitulo o método quase-Newton ISR1; tal método serd utilizado em
nossas implementagdes numéricas como acelerador do método Lagrangiano Aumentado,
conforme descrigbes futuras (Capitulos 5 e 6).
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Na Secdo 3.6, demonstramos resultados de convergéencia global para este método, quando
implementado com uma busca linear ndo-mondtona. Tais resultados permitirdo assegu-
rar a convergéncia do método proposto neste trabalho, que é o método Lagrangiano
Aumentado Acelerado.
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Capitulo 4

Método Lagrangiano Aumentado
Acelerado

Uma vez feita uma anélise cuidadosa dos métodos Lagrangiano Aumentado e ISR1, bem
como um estudo das propriedades de convergéneia e implementagéo computacional dos
mesmos, podemos descrever o tema considerado central da Tese, que é usar um método
quase-Newton (o ISR1, no caso) para acelerar a convergéncia do método Lagrangiano
Aumentado. Neste capitulo descrevemos, de uma forma geral, como é introduzido o
acelerador quase-Newton no método Lagrangiano Aumentado adotado. Apresentamos
o algoritmo proposto bem como um esquema ilustrativo de como ele funciona.

Os experimentos numéricos sfo apresentados nos préximos dois capitulos, pois a im-
plementacdo do algoritmo para problemas sé com restri¢Ges de igualdade € bem mais
simples do que a implementagio para problemas com restricdes gerais. Além disso,
o desempenho do algoritmo néo é o mesmo em ambos 08 casos € merece comentarios
especificos.

Uma outra possibilidade para obter um algoritmo com hoas qualidades de convergéncia
para resolver problemas de minimizagio com restrigdes, seria utilizar o método La-
grangiano Aumentado como acelerador para ¢ método quase-Newton (invertendo-se a
ordem do algoritmo proposto), o que ndo se justifica teoricamente, como veremos na
Secao 5.7.4. No Capitulo 5 sdo apresentados também testes numéricos, indicativos de
que a ordenacdo da seqiiéncia de passos do algoritmo que foi proposto é realmente me-
lhor. Tais testes se encontram nesse capitulo, por utilizarem problemas especificos que
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14 sdo deseritos.

Inicialmente, apresentamos os argumentos utilizados para fundamentar o algoritmo pro-
posto, descritos na Secdio 4.2. Na Segio 4.3 apresentamos a justificativa para a con-
vergéncia do método proposto, e na segio seguinte, apresentamos um exemplo numérico
para ilustrar o comportamento do acelerador e do método Lagrangiano Aumentado
quando sdo implementados em separado.

4.1 Introducao

No Capititlo 2, apresentamos o algoritmo Lagrangiano Aumentado para obter a solugéo
do problema de minimiza¢io com restrigdes gerais (2.1). Uma outra op¢io para encontrar
a solucao para o problema de minimizacio em questio é resolver o sistema nfo-linear
formado pelas condiges de otimalidade do problema, que sao conhecidas como condi¢des

KKT [33].

Os métodos mais comuns para resolver sistemas néo-lineares sdo os métodos de Newton
e quase-Newton [19], [24], conforme descritos no Capitulo 3. Em geral, resolver o sis-
tema nédo-linear associado ndo se mostra uma alternativa muito eficiente, uma vez que
a diferenga entrc minimizadores e maximizadores ndo € por eles detectada. Entretanto,
se o ponto inicial estd suficientemente proximo do minimizador, hd uma grande chance
do método convergir para o minimizador e, melhor ainda, com mais rapidez.

A implementacgio dos algoritmos do tipo Lagrangiano Aumentado est4 diretamente rela-
cionada com as estratégias de modificagdo de um ou mais parAmetros de penalidade: se
o valor dos pardmetros so altos, o problema de minimizacao associado torna-se dificil
de ser resolvido; por outro lado, o aumcnto desse parametro de forma lenta ocasiona
uma convergéncia lenta do processo.

Motivados por essas observacdes o algoritmo que propomos tem o objetivo de combinar
og dois métodos, explorando as boas qualidades de cada um deles; combinamos o método
Lagrangiano Aumentado deserito no Capitulo 2, que tem a excelente caracteristica de
convergéncia global para um minimizador, com o método Inverso de Corregéio de Posto
Um descrito no Capitulo 3, bastante simples do ponto de vista de implementagio com-
putacional. O ISR1 é aplicado na resolugao do sistema de otimalidade implementado
com uma busca lincar nfo-mondétona, com o propdsito de acelerar a convergéneia do
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método Lagrangiano Aumentado.

4,2 O algoritmo proposto

Assim, o algoritmo proposto consiste em integrar o método Lagrangiano Aumentado com
o método quase-Newton ISR1. A idéia entao, é que o método Lagrangiano Aumentado
possa fornecer bons pontos iniciais para garantir a convegéncia do método quase-Newton
para um minimizador. Essa integracio estd descrita no Algoritmo 4.2.1 a seguir, o
qual apresenta a idéia geral dessa unifo. O ponto inicial para execugio do Passo 1 do
Algoritmo 4.2.1 é 0 mesmo ponto inicial que seria fornecido para o método Lagrangiano
Aumentado, implementado sem o acelerador; para iniciar a execuc¢o do Passo 2 desse
algoritmo, utilizamos a 1ltima aproximagio da solugdo fornecida de pelo Passo 1. O
esquema da Figura 4.1 esclarece melhor a idéia do método.

Algoritmo 4.2.1. Lagrangiano Aumentado Acelerado:

Passo 1 - Frzecute uma tnica fteracdo externa do método Lagrangiano Aumentado parae
a resolugdo do prodblema de minimizagdo. Ulilize a solucdo obtida como ponto inicial
para o prévimo Passo.

Passo 2 - Fxecule um determinado ndmero de iteracdes quase-Newton na resolugdo do
sistema de otimalidade. Se o valor da norma do sistema, no tterando atual, diminuir de
acordo com um critério previamente adotado, repita este Passo.

Caso contrdrio, retorne ao Passa 1, apds efetuar as atualizagdes padrdes para as esti-
mativas dos vetores de multiplicadores de Lagrange e para o parimetro de penalidade.

No esquema a seguir (Figura 4.1), ser solucgo significa que:

(1) Os vetores zg, Ay e g satisfazem o teste inicial de convergéncia do método La-
grangiano Aumentado;

(2) Os vetores xg, A, e py satisfazem o critério de parada do método Lagrangiano
Aumentado ou o teste inicial de convergéncia do método quase-Newton;

(3) Os vetores xy, Ay e uy satisfazem o critério de parada do método guase-Newton.

Em todos os casos, “Parar” significa que o ponto de minimo foi encontrado. Caso o
critério de permanéncia (4.1) nao for satisfeito, o0 método quase-Newton € interrompido,
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e 0s vetores x;,A; e u; que serdo repassados para o método Lagrangiano Aumentado
serao aqueles quc apresentaram o menor valor da norma da Fungao KKT durante a
execucgdo do quase-Newton.

Sim
u]) E solugioLI_.L Parar l

Nio

A

Lagrangiano Aumentado e

(Problema Original)
Sim k=k+1
(2) E solugio? v L:|
Nio
pi Correcio de Posto Um Atlizar £,,% ¢ #y
iy {Sistema KKT) v

(3) E solugio?
Nio
j=jz|<__( jt1=0medD (3 |
2 Sim
Sim ¥ Nio
IF(x ) sv|F(xo)l

Figura 4.1: Esquema descritivo do Lagrangiano Aumentado Acelerado.

Conforme podemos observar no esquema da Figura 4.1, o nimero de iteragdes de ISR1
que serdao exccutadas no Passo 2 do algoritmo é determinado pelo seguinte teste:

lF(z)| <y ||F(ze_p)||; se k=0 mod D, (4.1)

onde o parametro D determina a periodicidade em que o teste serd realizado. Se o ponto
T obtido ndo satisfaz a condigdo (4.1), é encerrada a iterac¢o externa e retornamos ao
Passo 1 do algoritmo (ou seja, retornamos ao método Lagrangiano Aumentado).

Em outras palavras, a continuagfo ou ndo da execucéo do método quase-Newton é
determinada por meio da realizag¢io de um teste periédico, no qual verificamos se a norma
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da fun¢do KKT estd sofrendo um certo percentual v de decréscimo em relacao a um valor
da norma, previamente estabelecido. Se esse decréscimo néo é verificado, € interrompida
a execugdo do método quase-Newton e retorna-se ao Lagrangiano Aumentado.

E necessério salientar a diferenca entre os tipos de iteragdes:

e iteragdo externa do método Lagrangiano Aumentado implementado sozinho: con-
siste na obtencéo da solugio do subproblema (2.7), com os vetores Ag ¢ py fixos;

e iteracdo interna do método Lagrangiano Aumentado implementado sozinho: con-
giste em cada uma das iteracbes realizadas para resolver cada subproblema;

o iterac¢io externa do método Lagrangiano Aumentado Acelerado: consiste na exe-
cucio dos Passos 1 e 2 do Algoritmo 4.2.1, ou seja, na realizagdo de uma iteragéo
externa do método Lagrangiano Aumentado e em seguida, na execugio do método
quase-Newton até que um critério de convergéncia seja satisfeito ou até que o
critério de permandéncia seja violado.

4.3 Analise Teorica

Temos assegurada a convergéncia do algoritmo proposto, uma vez que existem resulta-
dos de convergéncia global para cada um dos dois métodos conjugados: Lagrangiano
Aumentado ¢ ISR1. Tal resultado pode ser melhor observado utilizando a seguinte
analise:

e (Caso estejamos na primeira execugdo do Passo 1 do Algoritmo 4.2.1, tecmos a
convergéncia assegurada devido aos resultados tedricos existentes para o método
Lagrangiano Aumentado.

o (Caso estejamos no Passo 2 do Algoritmo 4.2.1, o ponto fornecido pelo método La-
grangiano Aumentado é adotado como ponto inicial da execugao do método ISR,
e portanto, a convergéncia esta assegurada devido aos resultados apresentados no
Capitulo 3 desta Tese.

e Por fim, caso estejamos no Passo 1 do Algoritmo 4.2.1 uma segunda {ou mais)
vezes, basta considerar o ponto fornecido pelo método ISR1 como um novo ponto
inicial do método Lagrangiano Aumentado, e pode-se garantir a convergéncia pelo
mesmo motivo que o primeiro item.
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4.4 Exemplo numérico

Analisaremos aqui o comportamento dos métodos expostos neste trabalho, trabalhando
em scparado e depois em conjunto: o método ISR1, o método Lagrangiano Aumentado
¢ o método Lagrangiano Aumentado Acclerado.

A execugdo do Passo 1 antes do Passo 2 no Algoritmo 4.2.1 é de fundamental importancia
para a convergéncia do mesmo para um minimizador do problema original. Se o método
quase-Newton (ISR1) for aplicado diretamente, ele poderd convergir para um ponto de
méximo, ou até mesmo nido convergir (caso o ponto inicial néo esteja suficientemente
perto do minimizador). Na segio 5.7.4 voltaremos a esse tema, fazendo a resolucdo de
um conjunto de problemas teste utilizando as duas ordens possiveis para os Passos.

O problema a seguir, embora bastante simples, ilustra bem o comportamento dos trés
métodos em questdo: Lagrangiano Aumentado sozinho, ISR1 sozinho e Lagrangiano
Aumentado Acelerado. A titulo de ilustracio, consideramos o problema de otimizacdo:

min [(z1 — 2)% + (23 — 1)?] sin[(z1 — 2)2 + (22 — 1)?]
sa x>0
7 20 (4.2)
Ty — 21‘2 + 2 >0
Ty — 3Te — 420
2z, + by, — 1273 <0

Acrescentando as restrigfes de desigualdade varidveis de folga 3, ..., 27, ao quadrado,
obtemos o problema equivalente:

min [(z; — 2)? + (25 — 1)?] sin [(z1 — 2)? + (22 — 1)?]
sa z1—z2=0

T —2T2+2—2F =0
x1—3m2—4—$§=0
2y + bxe — 1273+ 22 =0

Resolvendo o problema acima utilizando os trés algoritmos, com {5, 1) como ponto
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inicial e ¢ = 10™* como a precisdo para os critérios de parada, obtivemos os seguintes
resultados:

o Algoritmo 2.2.1 (Lagrangiano Aumentado): foram necessérias 6 iteracdes exter-
nas, e 23 iteracoes internas, no total {destas, 8 foram feitas na primeira iteracio
externa).

Solugdio encontrada: (5.29; 0.43)T (minimizador global).

e Algoritmo 3.5.1 (ISR1): foram necessirias 9 iteragdes.
Solugéo encontrada: (4.81; 0.63)7 (um dos maximizadores globais - ver Figura
4.2).

o Algoritmo 4.2.1 (Lagrangiano Aumentado Acelerado pelo método ISR1): foi exe-
cutada apenas 1 iteracgio externa, ou seja, o Lagrangiano Aumentado foi acionado
apenas uma vez, tendo realizado 8 iteracOes internas. O método quase-Newton
ISR1 executou 6 iteragdes, nao sendo necessdrio fazer recomeqos (pois 6 < D).
Solugdo encontrada: (5.29; 0.43)7 (minimizador global).

Observe que o método ISR1 sozinho realizou apenas 9 iteragdes no total; porém, con-
vergin para um maximizador global. O método Lagrangiano Aumentado sozinho con-
vergiu para o minimizador global, mas precisou realizar um niimero razoédvel de iteracoes
externas. Essa divergéneia de comportamento, neste caso particular, ocorre porque a
fungfio possui um dnico minimizador global e infinitos maximizadores globais (trecho de
arco - ver Figura 4.2).

Todavia, quando executamos apenas uma iteracio externa do Lagrangiano Aumentado,
¢ forneccmos 0 ponto obtido como ponto inicial para o ISR1, percebemos que este realiza
6 itcragdes no total {(sem recomeqos) e converge para o minimizador global, reduzindo
significativamente o niimero de iteragdes internas realizadas pelo Lagrangiano Aumen-
tado. Em outras palavras, a execugao da primcira iteragao pclo método Lagrangiano
Aumentado foi capaz de fornecer um bom ponto inicial para o método ISR1, uma vez que
com esse novo ponto tal método conseguiu convergir rapidamente para um minimizador.

No gréfico da esquerda da Figura 4.2, estdo desenhadas as curvas de nivel da fungdo
objetivo, assim como o poligono referente & regiao factivel; o ponto inicial cstd marcado
em vermelho; em preto est4 sinalizado o minimizador global e em azul est4 marcado o
maximizador global para o qual o ISR1 converge. A segunda figura, além do desenho
das curvas de nivel e da regido factivel no plano x — y, apresenta o desenho da superficie
gerada pela funcao objetivo original.
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Figura 4.2: Exemplo Numérico - Aceleracao do método Lagrangiano Aumentado.

Apods essa descrigao do algoritio proposto neste trabalho, passaremos aos Capitulos 5
e 6 que apresentam detalhes da implementagao computacional, teste numéricos e co-
mentarios sobre o desempenho deste algoritmo. O Capitulo 5 ¢ destinado a resolugao
de problemas de otimizagao com restrigoes de igualdade, e o Capitulo 6 para problemas
de otimizagao com restri¢oes gerais.



Capitulo 5

Método Lagrangiano Aumentado
Acelerado - Problemas com
Restricoes de Igualdade

5.1 Introducao

Consideraremos o problema de minimizagdo com restrigdes de igualdade definido por:

min  f(z)

s.a hiz)=0 (5.1)

onde f : [R" — IR é a func¢do objetivo e h : IR® — IR™ representa as restricoes de
igualdade. As funcdes f e h s2o consideradas continuamente diferencidveis; em geral,
sdo funcdes ndo convexas.

Considerando a penalizacio de todas as restrigoes de igualdade, adicionando-as & fungao
objetivo com o auxilio de uma funcdo de penalizacio {que depende das restri¢des, do
vetor de multiplicadores de Lagrange e do pardmetro de penalizacio), o método La-
grangiano Aumentado encontra a solugdo do problema de minimizacio original através
de uma seqiiéncia de minimizagdes itrestritas.

Neste capitulo fazemos uma analise do comportamento do algoritmo Lagrangiano Au-
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mentado Acelerado proposto no capitulo anterior, quando aplicado & resolugéo de proble-
mas de minimizacio com restrigbes de igualdade. Os mesmos problemas s@o resolvidos
com o método Lagrangiano Aumentado sozinho, e com o método Lagrangiano Aumen-
tado Acelerado pelo método de Newton (programado da mesma forma que a descrita
no algoritmo proposto, utilizando o método de Newton no Passo 2 do Algoritmo 4.2.1,
ao invés do método ISR1); para comparagio dos resultados, € utilizado o tragamento do
perfil de desempenho de cada um dos 3 algoritmos, quando aplicado na. resolucéo de um
conjunto de problemas de minimizacdo com restri¢gdes de igualdade propostos por [34].

Na Seciio 2 fazemos uma breve descricio dos métodos Lagrangiano Aumentado es-
pecificos para problemas de restrigdes de igualdade. Apresentamos, na Se¢fo 3, um
resumo dos resultados tedricos mais recentes obtidos para o método Lagrangiano Au-
mentado (sozinho) implementado. Na Secho 4 fazemos uma breve descrigéo do algoritmo
Lagrangiano Aumentado utilizado e das subrotinas destinas & resolug¢do dos subproble-
mas. Apresentamos os detalhes da implementagdo do método Lagrangiano Aumentado
Acelerado na Secdo 5. Por fim, na Segdo 6, apresentamos e analisamos os rcsultados
numéricos obtidos.

5.2 O método Lagrangiano Aumentado

Os métodos Lagrangiano Aumentado foram descritos no Capiftulo 2 deste trabalho,
quando destinados 4 resolugdo de problemas de minimizagao com restrigdes gerais. Para
problemas com apenas restricies de igualdade, pode-se observar que as condiges de
Lagrange [24] para (5.1) sfo dadas pelo sistema de equagdes nao-lineares de dimens&o
(n+ m) a seguir:

Vi) + k(@A = 0
{ (5.2)

hiz) = 0.

Supondo que uma das solucées do sistema (5.2) é dada por (zZ; AT)T e definindo a fungao
Lagrangiana da maneira usual,

E(ﬁ:,A) = f(m) + ATh’(x):

temos que, na solugio de (5.2),
Vi{z.; A) = 0.
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Como pode ser observado, z, é um ponto estaciondrio da funcio Lagrangiana (mas pode
ndo ser um minimizador).

De acordo com os comentdrios anteriores, ocorrem algumas simplificagdes no Algoritmo
2.2.1, devido & auséncia das restricbes de desigualdade:

¢ O subproblema do Passo 1 torna-se irrestrito, e pode ser reescrito como
i M h(z) + £ |a(z) |2
min f(z) + A h(z) + 5 |R(z)]5 -
e Os estimadores dos multiplicadores de Lagrange ficam restritos & seqiiéncia de
vetores Ag.

e O vetor o nido existc nessa nova formulagio, fazendo com que o Passo 3 desse
algoritmo consista apenas em um teste para a verificagdo (ou néo) de uma redugéo
suficiente no valor da norma infinito das restrigdes de igualdade.

e O critério de parada se reduz a
max { [|a{zi) oo, |V F(z) + Ja(@r) Ml } < €

Caso essa desigualdade scja satisfeita, é declarada a convergéncia do algoritmo, e
a execucao ¢ interrompida.

Assim, o algoritmo Lagrangiano Aumentado implementado para problemas de mini-
mizagio com restrigdes de igualdade é dado a scguir.

Algoritmo 5.2.1. - Lagrangiano Aumentado - restrigoes de igualdade

Considere o problema de minimizacdo (5.1). Assuma que xo € um ponto factivel, £ >
0, v>1, —00 < dpin < Apaz < 00, —00 < fhmin < fmaz < 00, T € (0, 1), 0 < p; € R,
M ER™, M€ [)\mim )‘mam]ml e € R™, py € [Nminu ;u'ma:c]mz' Seja {Ek}kEN uma,
seqiiéncia de nimeros positivos que converge para zero. Tome inicialmente o contador
de iteragdes externas igual o 1 (k =1).

Passo 1 - Resolver o subproblema
: p
min  f(z) + X[h(z) + 5 Ia(2)ll;

sa I<zrx<uy
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com A, € px fizos, utilizando zx_, como ponto inicial e airibuindo a z a solugdo encon-
trada.

Passo 2 - Critério de Parada

Se
max {[|h(z ) loo, 1|V f(zk) + Tn(@r) Mlloo} < €

tome * = T € pare a execucdo do algoritmo.

Passo 3 - Atualizacdo do vetor de multiplicadores

Faga M1 = My + prh{m);

calcule Mpy1 com sendo a projecio de M1 em [Mminy Amaz)™

Passo 4 - Atualizacdo do pardmetro de penalizacdo

Se [h(zi)lloo < 7| h(zr-1)llcos tome prr1 = pi.
Caso contrdrio, ppy1 = VPk-
Passo b - Atualizacdo do contador

Se k + 1 € inferior ao limite mdzimo de ileragdes externas, fagca k = k + 1 e volte para
o Passo 1.

Caso contrdrio, a execucéo do algoritmo € interrompida e é declarado que o algoritmo
NGO COnveryge.

5.3 Analise tedrica

A convergéncia global dos métodos Lagrangiano Aumentado foi provada por Conn,
Gould e Toint [15] e Conn, Gould, Sartenacr ¢ Toint [14], para problemas com restrigGes
de igualdade e restrigbes lineares usando a hipétese de independéncia linear de todos os
gradientes das restricdes ativas.

Um estudo recente sobre algoritmos Lagrangiano Aumentado para problemas de mini-
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mizagao com restri¢bes de ignaldade e caixa foi realizado por Andreani, Birgin, Martinez
¢ Schuverdt [2], o qual fornece o0s seguintes resultados tedricos para o Algoritmo 2.2.1:

o Séo caracterizados os pontos limites infactiveis (quando existem), utilizando uma
hipétese mais fraca que a condigdo de Independéncia Linear.

¢ Pontos factiveis sdo pontos KKT; a demonstracio desse resultado segue através
da hipdtese de que tais pontos satisfazem a condic¢io de Dependéncia Linear Posi-
tiva Constante (CPLD). Recentemente, foi demonstrado que essa condigfio é uma
Restricao de Qualificacio [3] e que é mais geral que a condicio de regularidade.

¢ A hipdtese de regularidade é utilizada para demonstrar a limitagio dos pardmetros
de penalizacgéo.

O primeiro resultado apresentado em [2] determina que o Algoritmo 2.2.1 sempre con-
verge para pontos estaciondrios do problema irrestrito de minimizar o quadrado das
infactibilidades.

Teorema 5.3.1. Suponha que a sequéncia {zi} € gerada pelo Algoritmo 2.2.1 e que z,
é um ponto limite. Entdo, x. é um ponto estaciondrio do problema

min [lA(z)|} (5.4)
Demonstragdo. Ver [2], Theorem 3.1. |

O segundo resultado versa sobre que condi¢des um ponto limite factivel da seqiiéncia
gerada pelo Algoritmo 2.2.1 é um ponto KKT. O resultado principal diz que um ponto
limite factivel ¢ um ponto KKT se satisfaz a condigdo CPLD.

Definigao 5.3.1. CPLD para restricoes de igualdade.
Dizemos que um ponto x satisfaz a Condicdo de Dependéncia Linear Positiva Constonie
(CPLD) em relacdo s restrigdes de igualdade se a existéncia de I, C {1, ..., m}, N €

IR para todo i € I, tais que
> AVhi(z) =0

il
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com Z |As| > 0, implica que os gradientes
el
{Vhi(z)}iefh
sdo linearmente dependentes parc todo z em uma vizinhanga de x.

Teorema 5.3.2. Suponha que {xi} é uma segiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.2.1 ¢ que
T« € um ponto limite factivel que satisfaz o restrigdo de qualificacio CPLD. Entéo, z, €
um ponto KKT.

Demonstracao. Ver [2|, Theorem 4.1. ]

O terceiro ¢ Ultimo resultado versa sobre a limitagdo do pardmetro de penalizacéo.
Levando em conta que as estimativas do multiplicadores de Lagrange sao limitadas
(devido & projegdo em uma caixa fixa, em toda iteragdio), sdo necessdrias as seguintes
hipdteses:

H1. A scqiiéneia {x3}, gerada pelo Algoritmo 2.2.1 converge para um ponto KKT
z. € 8

H2. V2f(z) e V2h,(z) existem e sio Lipschitz continuas;

H3. A matriz "
V2f(za) + D ViR | Ju(e)T
j=1
Jh(I*) O

é nao-singular;

Assumindo que sfo validas as hipéteses acima, é possivel demonstrar o secguinte teorema.

Teorema 5.3.3. Assuma que a segiiéncia {x,} € gerada pelo Algoritmo 2.2.1 e que £
(limites superiores dos testes de parada, para cada iteragdo k) € tal que

ex = min {5, |h{zs) |0}

onde {}.} é uma seqiiéncia decrescente que tende a zero. Entdo, a segiiéncia de pardmetros
de penalizacdo {py} € limitada.

Demonstracgéo. Ver [2], Theorem 5.1. |
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5.4 Algoritmos para resolucgao dos subproblemas

Inicialmente, o primeiro algoritmo do tipo Lagrangiano Aumentado que foi implemen-
tado neste trabalho foi o Milonga, [6] (Mixed Integrated Lagrangian Optimization Nonlin-
ear Generalized Algorithm), que foi escrito por J. M. Martinez e E. G. Birgin; tal rotina
destina-se & minimizac&o de problemas com restri¢oes de igualdade e caixa. Portanto, a
cada iteragdo externa, € resolvido o subproblema

min f(z) + h(z)"A + Sl1A(z)| (5.5)
sal<z <y,

onde as estimativas para o vetor de multiplicadores de Lagrange (A) € para o pardmetro
de penalidade (p) sdo atualizadas apds cada iteragéo externa.

Milonga foi desenvolvido com propédsito diddtico, o que facilita o primeiro contacto com
as rotinas computacionais do tipo Lagrangiano Aumentado; entretando, tal rotina nio
faz uso de um sistema sofisticado para o armazenamento e a manipulagio de matrizes,
fazendo com que 0 mesmo néo scja destinado a resolugdo de problemas de minimizacao
de grande porte.

Uma vez realizado o primeiro contato computacional com o método Lagrangiano Aumen-
tado através da rotina Milonga, adotamos em nossos testes numéricos a rotina Algencan
{(ver Segio 2.2), a qual utiliza a subrotina Gencan na resolugdo dos subproblemas do
método Lagrangiano Aumentado. Escrita por J. M. Martinez e E. G. Birgin, a rotina
Gencan também ¢é baseada no algoritmo descrito em [6]. Entretanto, ela é voltada para
problemas de minimizacio com restricbes de caixa para problemas de grande porte,
sendo assim mais condizente com a forma de implementagio do método quase-Newton.

5.5 O método Lagrangiano Aumentado Acelerado

As condigdes de otimalidade de (5.1), dadas por (5.2), sdo satisfeiras pelas solugdes da,
equacio nio-linear por blocos F(z, A)

Vi(z )T A
Flz, ) = ( f( ):;;)rh( ) ) 0 (5.6)
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onde z € IR™ e A € IR™. Ou seja, queremos encontrar (z*, A*) tais que F(z*, A*) = 0.

A matriz Jacobiana associada a fungdo F é a matriz por blocos

V2f(z)+ Z NVihi(z)  J(@)T

Jn(x) O

Jr(z, A) = (5.7)

Logo, dadas aproximagbes iniciais para z € A, suficientemente préximas do minimizador,
os itcrandos serdo obtidos através do método quase-Newton ISR1 por:

[ Try1 ] _ [ Tk ] _n ( V f{zr) + n(wr) M ) | (55)
Akt Ak h{zy)

onde a férmula de atualizacio da matriz Hy, é dada em (3.10).

O primeiro bloco da Jacobiana (5.7) é formado pela combinagio das Hessianas da fungdo
objetivo e de cada uma das restricdes; entdo, para o conjunto de problemas teste ado-
tado neste capitulo {os quais possuem Hessianas com estrutura esparsa), as estimativas
dessas Hessianas foram realizadas de forma discreta, utilizando o método CPR [18],
[25]. Buscamos aproximacdes para as matrizes Hessianas exatas, uma vez que o método
Lagrangiano Aumentado nao utiliza Hessianas exatas em sua implementagéo.

O método CPR, desenvolvido por Curtis, Powell e Reid, reduz o nimero de avaliagdes
dos gradientes na composicio das Hessianas, quando as avaliacdes séo feitas utilizado
o método de diferengas finitas. A idéia do método CPR consiste em formar grupos de
colunas da Hessiana que podem ser estimadas em conjunto, usando apenas uma avaliag¢io
do gradiente. Para pertencer a um mesmo grupo, as colunas devem ter todos os seus
elementos nao-nulos em linhas diferentes.

No exemplo a seguir, ilustramos como foi realizada a estimativa da Hessiana da fungéo
objetivo do primeiro problema-teste implementado neste capitulo utilizando o método
CPR. As Hessianas das restrices também foram calculadas com o método CPR.
Exemplo 5.5.1. Dada a funcdo objetivo

n—1

F(z) =" [100(5} - 2:41)* + (z: — 1)*];

i=1
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Figura 5.1: Exemplo do método CPR - Estrutura esparsa.

a estrutura de sua matriz Hessiana com n = 10 € representada pela Figura 5.1.

Sao necessdarios apenas 3 avaligoes de gradiente para estimar todas as colunas da matriz
Hessiana, uma vez que todas as colunas podem ser reunidas em 3 grupos (diferenciados
na figura anterior por cores):

g(x + hey + hey + hey + heyg) — g(z)

Gl W

Go g (x + hea + hes + heg) — g(x)

g h

a3 g (x + hes + heg + heg) — g(x)
h 1

o que reduz o numero de avaliagoes da fungao gradiente de 11 pare 4; neste cxem-
plo em particular, independentemente da dimensdo adotada, serdo sempre necessdrias
3 avaliagoes extras do gradiente, ao invés de n (onde n ¢ o nimero de varidveis do
problema,).

As estruturas esparsas das Hessianas da fun¢ao objetivo e de cada mma das restrigoes,
além de permitir o uso do método CPR em suas estimativas, faz com que o armazena-
mento dos seus dados possa ser realizado em apenas 3 vetores: um vetor contendo o
indice das linhas, outro contendo o indice das colunas, e o terceiro vetor contendo o res-
pectivo elemento nao-nulo da matriz em questao. Esse tipo de armazenamento também
¢ utilizado para a matriz Jacobiana das restrigoes, e conseqilentemente, a Jacobiana do
sistema de otimalidade também é armazenada dessa forma.



Todas as rotinas que envolvem essas matrizes foram devidamente adaptadas para tra-
balhar com esse formato de armazenamento.

Com o intuito de evitar problemas de overflow e/ou underflow causados pela presenca
da fungdo exponencial em alguns problemas teste utilizados, a funcdo exponencial foi
ligeiramente modificada para

— 10)?
exp(10) [1+ {(z —10) + (x—Q——)—] , sex>10;
exp(z) = { exp(z), se —21<z<10;
0, se z < —21.

5.6 Testes numéricos

Nesta segio apresentamos os resultados obtidos por uma série de testes numéricos re-
alizados com problemas de pequeno [27] e grande porte [34], quando resolvidos pelo
método Lagrangiano Aumentado sozinho (Algencan), o método Lagrangiano Aumen-
tado acelerado por Newton, e 0 método Lagrangiano Aumentado Acelerado (algoritmo
proposto, cujo acelerador € o método ISR1).

O teste de permanéncia no método ISR1 foi realizado a cada 10 iteracgdes (D = 10),
uma vez que este nimero mostrou-se o mais adequado durante a realizacdo dos testes
numéricos preliminares. Utilizamos os gréficos de perfis de desempenho como ferramenta
para avaliacio dos trés métodos utilizados.

5.6.1 Perfil de desempenho

O perfil de dcsempenho [22] é uma técnica que permite comparar o desempenho de n;
métodos na resolugédo de um conjunto de n, problemas; para tanto, é preciso cscolher
uma medida m, , de comparagio (que poder ser o nimero de iteragSes, o tempo de
execucao, etc.) que deve ser computada por cada método s em cada problema. p.
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Apds escolhida my, ,, determina-se a razéo do perfil de desempenho

T #
AT A se 0 método s resolve p
r min ms p
Slp - s
Tars caso contrario,

onde r é um valor arbitrério bem superior aos demais valores de r; ,.

Por fim, o perfil de desempenho ¢ observado por meio do gréifico da fun¢éo de distribuicao
acumulativa,

pulr) = = #lplrp <7},

P

que é continua, constante por partes e ndo-decrescente; o valor de pg(1) é o percentual
de problemas resolvidos pelo método s com menor valor da medida m, , escolhida, o que
sera denotado como a eficiéncia do método. O menor valor de T para o qual p,(7) =1
(ou fica o mais préximo possivel de 1) scrd considerado como robustez do método.

O valor de 7 corresponde a proporgao da menor medida que todos os métodos obtiveram
(levando em conta cada um dos problemas). Por exemplo, para um dado método,
po(r = 1) corresponde ao percentual de problemas que 0 método em questao conseguiu
resolver com o menor valor possivel para a medida (percentual de problemas cm que o
método analisado foi mais cficiente). O valor de p(7 = 2) corresponde ao percentual de
problemas que o método conseguiu resolver utilizando o dobro da medida minima (obtido
pelo método mais eficiente para cada problema), p{t = 3) corresponde ao percentual
de problemas que o método conseguiu resolver utilizando o triplo da medida minima
(obtido pelo método mais eficiente para cada problema), e assim por diante. O valor da
funcio p avaliada em 7 suficientemente alto corresponderd ao percentual de problemas
que o método conseguiu resolver utilizando um miltiplo alto da medida minima, o que
por conseguinte, permitird verificar o percentual de problemas (geral) que o método
resolveu (em outras palavras, sua robustez).

Assim, dizemos que método 3 é o mais eficiente se possuir o maior valor para pz(1), dentre
os métodos testados. De forma andloga, o método § é o mais robusto se p;(7) = 1, para
7, o0 menor valor de .

Para efeito comparativo, foram desenhados o8 perfis de desempenho de 3 métodos: o
método proposto, o qual foi denominado Lagrangiano Aumentado Acelerado por ISR1,
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o método Lagrangiano Aumentado implementado conforme o Algoritmo 2.2.1, e o La-
grangiano Aumentado Acelerado pelo método de Newton.

Nas secOes a seguir, sfo expostos os resultados numéricos para os problemas de pe-
queno e grande porte, aonde sdo apresentados os perfis de desempenho dos métodos
testados, quando utilizadas 3 medidas de comparacfio: nimero de avaliagbes da fungio
Lagrangiana, tempo de CPU e/ou nimero total de iteragdes internas.

5.6.2 Problemas de pequeno porte

Embora nosso objetivo maior seja construir um algoritmo que seja eficiente para proble-
mas de grande porte, realizamos testes com problemas de minimizagio de pequeno porte
com restrigdes de igualdade e desigualdade, retirados de [27]. Para esses problemas, as
restrigbes de desigualdade foram transformadas em restrigoes de igualdade por meio da
introducio de varidveis de folga ao quadrado. Os problemas resolvidos foram:

1. Problema 10:
min x; — Tg
sa —3224+2rm,—224+12>0
2. Problema 11;
min (z; —5)2 + 23 — 25
sa —25+12>0
3. Problema 12:
min 0.5z% + 22 — z122 — T21 — T2
sa 25—4x2 -22>0
4. Problema 22:

min (z1 — 2)% + (32 — 1)?
sa —z2+zs>0
—X1 — Ta+ 2 2 0
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5. Problema 29:

min —Z,TyT3
5.8 —:1:% — 23:% —4:1:% +48 > 0

6. Problema 43:

min  z2 + 22 + 222 + 22 — 5z, — 5o — 2123 + Ty
sa 8—af—zi-gi-xl-ztre—z3+2z4>0
10—22—222 —22 — 222+ 2, + 24 > 0

5—222 22— 22 — 22 +23+2, 20

7. Problemas 88 a 92 (variando n de 2 a 6):

n
: 2
min Z;

i=1
sa  h(z) < 10~¢

onde
1 [ 30 2
:fa [Z a;(s)p;(z) — kg(s)] ds
=1

— 2 2sin(u;) ‘
() = 4 pij + sin(py) cos{;) cos{i;)
pils) = —# exp ( Em ) — 2exp (*ﬂ?me) + ... (=1)"'2exp (—p?mﬁ) + (-1

i=2

ko(s) = 0.5(1 — s?)
g Solugao de ptan(u) =1

8. Problema 100:
min {z; — 10)2 4 5(zy — 12)? + 23 + 3(z4 — 11)? + 1028 + 723 + 27 — 4wex7 — 1026 — 827
s.a 127 — 222 — 325 — x3 — 423 — 5xs > 0
282 — Txy —3x0 — 1022 — x4+ 25 > 0
196 — 23z, — 2% 4+ —622 + 87 > 0
—4x? — 22 + 32139 — 222 — 5xe + 1127 > 0
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9. Problema 113:

min 2?4 z3 + 212, — 14@1 — 1675 + (23 — 10)2 + 4(z4 — 5)2 4 (25 — 3)% + 2(ze — 1)2
+527 + 7(xs — 11)% + 2(zg — 10)2 + (210 — 7)? + 45

s.a 127 — 227 — 373 — x5 — 422 — 525 > 0
105 —4xy — bxg + 327 — 925 > 0
—10z; + 829 + 1727 — 225 > 0
821 — 2%9 — Bxg2x1p > 0
—3(z1 — 2)? — 4(wy — 3)% — 222 + T, + 1202 0
—522 — 820 — (23 — 6)® + 22, +40 > 0
—0.5(x1 — 8)% — 2(z3 — 4)? — 3z¢ + 26 + 30 > 0
—z% — 2(xy — 2)% + 22129 ~ 1425 + 626 > 0
3z, — 6z9 — 12(zg — 8)% + Tz > 0

10. Problema 116:
min  Z13 + T2 + 13

s.a 23— 2920
Ta—1x1 >0
1 — 0.002z; + 0.002z5 > 0
50 < 291 +x12 + 113 < 250
T13 — 1.2626262, + 1.231059z23215 > 0
z5 — 0.3475z2 — 0.975z925 + 0.0975z3 > 0
zg — 0.347523 — 09752326 + 0.09752% > 0
TsTy — T3Xg — T4y + Tazg = 0
1 — 0.002 (z2z9 + T525 — T12g — TeTg) — Ts — Te =2 0
Ty — TaZig — TgXo — 500.’52 + 5003.75 + Z9Z1g > 0
zg — 0.9 — 0.002 (29219 — Z3219) > 0
z4 — 0.03475z; — 0.975z124 + 0.00975z2 > 0
211 + 1.26262625 + 1.231059z,25 > 0
T12 + 1.262626x49 + 1.2310592529 > 0

Os perfis de desempenho a seguir referem-se ao método Langrangiano Aumentado Algen-
can, € sua versio acelerada pelo método ISR1 e pelo método de Newton. Nos resultados
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aqui apresentados foram utilizados as medidas tempo de execugao e mimero de avaliacoes
da fun¢ao Lagrangiana para efeito de comparacio entre os métodos, conforme ilustra a

Figura 5.2 a seguir.

Tempo de Execuclo (s)
R [ E A" '
£
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g
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Figura 5.2: Perfil de Desempenho com Milonga - Problemas de Pequeno Porte.

Embora os resultados obtidos tenham sido muito bons, o fato de serem problemas de
pequeno porte faz com que o comportamento dos métodos testados tenham sido bem
similares, dificultando uma andlise comparativa de desempenho dos métodos.

5.6.3 Problemas de grande porte

Durante a implementagio numérica do Algoritmo 4.2.1, é declarada convergeéncia quando
k<200 e ||F(xk, M)l < 107° (no caso do método quase-Newton) ou max{||h(xy)],
|V f(2x) + Jnl@)" Al < 1073 (no caso do método Lagrangiano Aumentado).

Os problemas-teste escolhidos para os experimentos numéricos siao 0s 18 problemas-teste
listados a seguir, propostos por Luksan e Viéek em [34], Secio 5:

e

[+

straints;
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. Chained Rosenbrock function with trigonometric-exponential constraints;
. Chained Wood function with Brovden banded constraints;

. Chained Powell singular function with simplified trigonometric-exponential con-



Chained Cragg-Levy function with tridiagonal constraints;
Generalized Broyden tridiagonal function with five diagonal constraints;
Generalized Broyden banded function with exponential constraints;

Trigonometric tridiagonal function with simplified five-diagonal constraints;

o N 5 RO

Augmented Lagragian function with discrete boundary value constraints;

w

Modified Brown function with simplified seven-diagonal constraints;
10. Generalized Brown function with Broyden tridiagonal constraints;
11. Chained HS46 problem;

12. Chained HS47 problem;

13. Chained modified HS48 problem;

14. Chained modified HS49 problem;

15. Chained modified HS50 problem:;

16. Chained modified HS51 problem;

17. Chained modified HS52 problem;

18. Chained modified HS53 problem.

Todos os problemas que tém sua designacéo iniciada por HS foram originalmente pro-
postos por Hock & Schittkowski [27]. O mimero que aparece logo apés HS indica a
numeragao do problema no trabalho desses autores. Observe que os problemas recebem
a indicacao de “modified HSxx problem” visto que os autores (Luksan e Vléek em [34])
realizaram adaptacoes para que o problemas passem a ter dimensido varidvel.

Os problemas de 1 a 18 possuem dimensao varidvel (n); em geral, o niimero de restricoes
de igualdade (m) é da mesma magnitude que o mimero de varidveis. Assim, os sistemas
de otimalidade associados a esses problemas tem dimensao N = n + m.

Os perfis de desempenho a seguir referem-se aos métodos Langrangeano Aumentado
quando implementados utilizando Milonga. Nos resultados aqui apresentados foram
utilizados n = 250 e n = 500, e assim N = 500 e N =~ 1000. A Figura 5.3 refere-se ao
perfil de desempenho dos métodos utilizando o tempo de execucio (em segundos) como
medida de comparacgao.
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Figura 5.3: Perfil de Desempenho com Milonga - Tempo de execugio.

Como pode ser observado, o método Lagrangiano Aumentado Acelerado pelo ISR1 ap-
resentou o melhor desempenho em ambos os casos (n = 250 e n = 500), numa vez que
resolven em torno de 90% dos problemas com o menor tempo; além disso, a funcao de

distribuigao acumulativa do método proposto foi a que atingiu o valor 1 com um menor
valor de 7 (p(1.1) = 1 para n = 250 e n = 500), indicando maior robustez que os demais.

Esse comportamento pode ser explicado pela reducao no niimero de avaliagoes de funcao,
ocasionado pelo acelerador; isso pode ser observado por meio dos graficos de perfis
de desempenho, quando utilizado o mimero de avaliagbes de fun¢io como medida de

comparagao (Figura 5.4).

Como era de se esperar, em relagio ao nimero de iteragoes internas, o método La-
grangiano Acelerado necessita de menos iteragoes internas para convergir do que o
metodo Lagrangiano sozinho. Dentre as aceleracoes testadas, devido ao fato do método
de Newton convergir com um mimero menor de iteragoes do que os métodos quase-
Newton, o método Lagrangiano Aumentado Acelerado com o método de Newton foi
aquele que apresentou um menor nimero de iteracoes internas (Figura 5.5).

O tempo de execugao de todos os métodos é muito alto, e esse valor aumenta conforme a
dimensao dos problemas é aumentada. Isso ocorre devido ao fato da rotina que resolve o
subproblema em Milonga nao ser voltada para a resolugao de problemas de grande porte.
Dessa forma ha uma interferencia nos resultados obtidos, uma vez que o acelerador (o
método ISR1) estd programado de forma a aproveitar a estrutura esparsa do problema,
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Figura 5.5: Perfil de Desempenho com Milonga - lteracoes Internas.

enquanto a rotina utilizada nao esta.

Sendo assim, fica claro a necessidade do uso de outra rotina computacional (a qual
aproveite a estrutura dos problemas em questao) para o calculo de (5.5). Portanto, de
agora em diante, todos os testes com problemas de grande porte seriao executados com

a rotina Genean.

Para efeito da andlise dos perfis de desempenho, foram utilizados os mesmos métodos:
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Lagrangiano Aumentado, Lagrangiano Aumentado Acelerado com ISR1 ¢ Lagrangiano
Aumentado Acelerado com Newton. Porém, foram utilizadas 3 dimensoes: n = 250,
n =500 ¢ n = 1000. A Figura 5.6 a seguir representa os perfis de desempenho obtidos
pelos métodos, utilizando como medida o tempo de execucio.
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Figura 5.6: Perfil de Desempenho com Gencan - Tempo de execucio.

Como pode ser observado, o método Lagrangiano Aumentado Acelerado apresentou um
desempenho superior em 2 das dimensoes testadas: n = 250, n = 500 ¢ n = 1000; (e
no caso em que todos sao avaliados conjuntamente, quando tragamos o perfil dos 54
problemas' ao mesmo tempo - Figura 5.6, canto direito inferior), tanto em termos de

'Saov 18 problemas resolvidos com 3 dimensoes diferentes.
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robustez quanto em termos de eficiencia.

No primeiro grifico (Figura 5.6, canto superior esquerdo), por ainda tratar-se de proble-
mas com dimensao “pequena”, o método Lagrangiano Acelerado com Newton mostrou-se
mais robusto, embora ainda tenha perdido em eficiéncia para o método proposto.

Em todos os perfis, a fungio de distribuigdo acumulativa do método acelerado atingiu o
seu valor mais alto com um valor de 7 préximo de 2 (observe que hd uma variagio na

escala do eixo 7 em cada um dos quatro graficos).
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Figura 5.7: Perfil de Desempenho com Gencan - Avaliagoes de fungio.
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Outro fato que pode ser observado é que, conforme a dimensdao aumenta, o método
Lagrangiano Aumentado Acelerado com ISR1 torna-se mais eficiente que o método La-
grangiano Aumentado Acelerado com Newton.

Como uma forma de justificar tal comportamento, sdao apresentados na Figura 5.7 a
seguir, os gréficos dos perfis de desempenho dos mesmos métodos quando utilizado o
nimero de avaliagoes de fun¢ao como medida de comparagéo.

A partir desses grificos, percebe-se que a presenca do acelerador reduz, em todos os casos
testados, o mimero total de avaliagoes de func¢ao. Dentre os aceleradores testados, como
era de se esperar, o ISR1 mostrou-se mais eficiente que Newton conforme a dimenséo
dos problemas analizados aumenta (o mesmo comportamento obtido na Figura 5.6).

Fazendo uma comparacio entre os graficos apresentados nas Figuras 5.3, 5.4 e 5.5, refe-
rentes a implementacdao com Milonga, e as Figuras 5.6 e 5.7, referentes a implementagio
com Algencan, podemos perceber que a superioridade do Algoritmo proposto é maior
com Milonga do que com Algencan quando usamos o tempo de execu¢ao como medida;
esse comportamento é decorrente do fato de Algencan apresentar um desempenho supe-
rior para esse conjunto de problemas com estrutura esparsa, fazendo com que o impacto
cansado pela aceleracao quasi-Newton seja menor. Esse fato também pode ser observado
quando nsamos como medida o mimero de avaliagoes de fungao.

5.6.4 Uma observagao sobre a estruturacgao do algoritmo La-
grangiano Aumentado

Um questionamento que pode ser feito refere-se & ordem em que os Passos 1 e 2 do
Algoritmo 4.2.1 devem ser executados, ou seja, aceleramos o Lagrangiano Aumentado
com ISR1 ou aceleramos o ISR1 com o Lagrangiano Aumentado?

Foram realizados testes numéricos com as duas possibilidades a fim de determinar qual
deles possui melhor desempenho. O comportamento geral dos resultados obtidos pode
ser visto nos grificos de perfis de desempenho a seguir, onde temos: o Passo [ realizado
pelo Lagrangiano Aumentado com o Passo 2 realizado pelo ISR1, o qual serd denotado
por “Algoritmo Proposto”; e também temos o Passo I realizado pelo ISR1 com o Passo 2
realizado pelo Lagrangiano Aumentado, o qual sera denotado por “Algoritmo Invertido”.
E apresentado apenas um perfil para cada medida de comparacio (tempo de execucio
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e nimero de avaliagoes de fungio), sendo levado em conta todos os 54 problemas teste
40 Mesmo tempo.

Avallagoes de funglo - n=250, 500, e 1000 Tempofs) - n=250, 500, e 1000

-
h |
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Figura 5.8: Perfil de Desempenho - Algoritmo proposto direto e invertido.

Como pode ser observado, o “Algoritmo Proposto”, que foi utilizado em nossas im-
plementagoes, possni um desempenho significantemente melhor do que o “Algoritmo
Invertido™. A justificativa para esse fato é bastante 6bvia: o Algoritmo Invertido inicia
a execucao do método ISR1 com o ponto inicial x4, que na maioria dos casos encontra-se
bem mais distante do minimizador do que o ponto inicial do Algoritmo Proposto, pois
este ja sofren uma iteracio externa do Lagrangiano Aumentado. A convergéncia dos
métodos somente é assegurada para pontos iniciais suficientemente préoximos da solugao.

Assim, o Algoritmo Inverso tende mais facilmente a buscar pontos que possam nao ser
minimizadores enquanto executa a passagem pelo método ISR1; isso faz com que ele
necessite da intervencao do Lagrangiano Aumentado, no sentido de colocar o método
ISRI na dire¢ao correta de um minimizador, executando assim wmm niimero maior de
iteragoes externas para conseguir convergir, e conseqiientemente, um niimero maior de
avaliagoes da fungao Lagrangiana (como comprovam os resultados numéricos).

Em alguns casos, mesmo com a intervencao do método Lagrangiano Aumentado, o
Algoritmo Inverso tende a convergir para um maximizador.
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5.7 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos o algoritmo proposto (método Lagrangiano Aumentado
Acelerado pelo método ISR1) destinado & resolugdo de problemas de minimizagio com
apenas restrigdes de igualdade.

De acordo com os experimentos numéricos, o novo algoritmo é mais robusto que o
método Lagrangiano Aumentado, e também que o Lagrangiano Aumentado Acelerado
pelo método de Newton. Isso acorre com quase todas as medidas de comparagio uti-
lizadas (com exceciio do nimero de iteragdes externas), o que comprova a obten¢éo do
objetivo de acelerar 0 método Lagrangiano Aumentado.

O sistema a ser solucionado pelo método ISR1 possui um mimero de varidveis igual a
n + my, o que embora seja um nimero de varidveis maior do que possui o subproblema,
do método Lagrangiano Aumentado, o0 método ISR1 consegue realizar suas iteraces em
um tempo consideravelmente reduzido. Além disso, por se tratarem de problemas com
apcnas restricdes de igualdade, questdes como uma possivel reordenacgio das restrigfes
ou reformulacdo diferente para o sistema de otimalidade ndo cabem neste contexto.

O desempenho do método proposto estd diretamente relacionado & variagio dos pardmetros
necessdrios para a sua implementago, em particular, o parémetro vy em (4.1). Quando
~ é pequeno, o novo algoritmo pode ter um comportamento similar ao do método La-
grangiano Aumentado: em geral, a primeira iteragdo ISR1 serd rejeitada. Por outro
lado, se v é muito grande, o algoritmo Lagrangiano Aumentado pode desempenhar um
papel secunddrio durante o processo, fazendo com que o método ISR1 trabalhe sozinho.
Essa situacfo néo é preferivel em relagdo a primeira, uma vez que o método ISR1 pode
encontrar um maximizador ao invés de um minimizador conforme jé foi descrito ante-
riormente. Em nossas implementacdes, o valor de v = 0.5 foi aguele que apresentou
melhor desempenho em testes numéricos realizados com valores que variavam de 0.1 a
0.9.
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Capitulo 6

Método Lagrangiano Aumentado
Acelerado - Problemas com
Restricoes de Desigualdade

Neste capitulo estudaremos o problema de minimizagio abaixo:

min f(z)

s.a hiz)=0
o(z) <0 (6.1)
I <x<u,

onde f : IR" — IR é a funcio objetivo, h : IR™ — IR™ representa m; as restrigbes de
igualdade, g : IR™ — IR™* representa as my restriges de desigualdade e I, u € IR™ sdo
os limites inferior e superior da varidvel x, respectivamente. As fungdes f, g e k sdo
continuamente diferencigveis; em geral, sdo fungdes nfio convexas.

Neste capitulo apresentaremos um método Lagrangiano Aumentado para a resolugio de
problemas de minimizacio com restrigbes de desigualdade, igualdade e caixa. Seguindo
a mesma estrutura do capitulo anterior, introduzimos o acelerador quase-Newton para
gsse tipo de problema, e testamos sua cficiéncia por meio da resolugio de problemas
teste.

Uma desericdo detalhada da implementacio do algoritmo proposto encontra-se na Secao
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1. Na secdo seguinte, sdo expostos os perfis de desempenho dos trés métodos avaliados
(Lagrangiano Aumentado sozinho, acelerado com ISR1 e acelerado com o método de
Newton) quando destinados & resolucdio de problemas de pequeno porte, propostos em
[34], problema de esferas rigidas [31] e o problema do passo da montanha [28], [37]. Por
fim, na Secdo 3, apresentamos as conclusdes.

6.1 Acelerador

As mesmas idéias utilizadas para acelerar a convergéncia de métodos Lagrangiano Au-
mentado na resolucio de problemas de minimizacao com restri¢bes apenas de igualdade
também podem ser aplicadas, aproveitando o Algoritmo 2.2.1; ou seja, podemos analisar
qual o efcito da introducio de um método quase-Newton na resolucdo do sistema KKT
associado ao problema {6.1).

A introducio do método quase-Newton serd realizada da mesma forma que a descrita
no esquema da Figura 4.1: fornecidos os parimetros iniciais, é realizada apenas uma
iteracdo externa do Algoritmo 2.2.1; caso j4 tenhamos encontrado a solugéio de (6.1),
paramos a execucio. Cago contrario, iniciamos a execugio do método quase-Newton para
resolver o sistema formado pelas condigdes de otimalidade do problema de otimizagéo.

Entretando, as condicdes de otimalidade do problema (6.1) séo representadas por meio
de um sistema de equagdes e inequacgdes (2.5), o que impossibilita a sua resolugéo por
meio de um método quase-Newton. Portanto, faz-se necessdrio uma reformulagio de
(2.5), a fim de que sejam eliminadas as desigualdades presentes.

Considere o problema (6.1); para deduzir o sistema nao-linear correspondente as suas
condicbes de otimalidade, além das varidveis originais representadas pelo vetor z, séo
adicionadas varidveis de folga representadas pelos vetores z,a e b, correpondendo res-
pectivamente as restri¢des de desigualdade, limitagio inferior e limitacio superior da
varidvel z. Assim, podemos definir um novo problema de minimizagdo equivalente ao
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problema (6.1), com apenas restrigbes de igualdade:

min f(z)

s.a h{z) =0
glz) +22=0 (6.2)
z—a’—1=0
24+ —u=0

comz € R z€IR™ ac K" cbe IR

Temos entdo que z* é um minimizador local {global) de (2.1) se e somente se (z*, 2*, ¢*, b*)
é um minimizador local (global) do problema (6.2).

Para escrever as condigdes de otimalidade para o problema (6.2), é necessrio primeiro
determinar a matriz Jacobiana das restri¢des:

[ Jn(z) O 0 0O
Jo(z) 2 diag(z) 0 0 ' 63)
I 0 —2 diag(a) 0o ’ '
I, 0 0 2 diag(b) |

tal matriz é formada por blocos, onde [, é a matriz identidade de ordem n, O é a matriz
nula, diag(w) é a matriz cuja diagonal é formada pelo vetor w e os demais elementos
sdo nulos; J, corresponde & matriz Jacobiana da func¢io A e J, é a matriz Jacobiana da
funcéo g.

Entdo, as condicbes de otimalidade para o problema (6.2) sdo representadas por um
sistema de equagdes ndo-lineares que envolve o calculo do gradiente da fungdo objetivo,
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das restrictes e de suas Jacobianas:

( [ VSf{z) ] [ hie)¥ J@=@)7
O O 2 diag(z)
O * O 0

. O | | O O

) hiz) =0

g{z)+22=0

z—a?—-1=0

2+ —u=0.

I,
O

—2 diag(a)
O

In ]
O
O

2 diag(b) |

Os vetores A € IR™, € IR™, r € IR™ et € IR contém os muliiplicadores de Lagrange
agsociados, respectivamente, 3s restricdes hA{z), g(x), e aos limites inferiores e superiores

da variavel z.

Logo, a funcdo KKT associada a (6.2) é uma fungdo por blocos, e pode ser representada

por

Fla,z,a,b, A p,rt) =

2 diag(z)u
—2 diag(a)r
2 diag(b)t
h{z)
glz) +2°

z—a®—1

x4+ ¥ —u

T VF(x) + I TA+ T (2)Tp+r+t ]

(6.5)

onde [ : [RS»HmitIme _, JRSvbmutimaeynja matriz Jacobiana Je(z, z,a,b, A, pu,1,t) é

dada por:
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[ v f(z) + mﬁ V3 hilz) e + mf Va1 (s o 0 o Jh@T  JgaT In In
= o 2 diag(s) o o O 2 diaglz) ) o
o o —2 diag(r) o o o —2 diag(a) o
o o o 2 diag(ty O o o 2 ing(®) | |
Ini(®) o o o 0 o o o
Jotm) 2 ding(z) o o o o o o
In o —2 disgla) o o o o o
In o o 2 diag(b) o o o o

Pode-se observar que os pontos que satisfazem as condigbes aprescntadas cm (2.5)
também irdo satisfazer

||F(:£,z,a, b, A, 1, t)” =0. (6‘6)

Logo, o método quase-Newton serd aplicado na resolugio de (6.6) na tentativa de acelerar
o método Lagrangiano Aumentado (Algoritmo 2.2.1).

6.1.1 Detalhes da implementagao

Conforme o descrito no Esquema 4.1 e no Algoritmo 4.2.1, o ponto fornecido apéds a
primeira itera¢io externa do método Lagrangiano Aumentado serd o ponto inicial para
a execucao do método ISR1. Assim, entre o Passo 1 ¢ 2 do Algoritmo 4.2.1, s&o fornecidos
os valores de¢:

e z4: o dltimo valor para x; obtido pelo método Lagrangiano Aumentado;
e Xy : o 1ltimo valor para A, obtido pelo método Lagrangiano Aumentado

e g : o Gltimo valor para uy obtido pelo método Lagrangiano Aumentado.

Além deles, sdo necessdrios outros dados iniciais ndo fornecidos pelo algoritmo La-
grangiano Aumecntado:

» O valor da varidvel de folga z relativa a restricio g(z) < 0;

73



e O valor da varidvel de folga a relativa & restrigio ! < x;
o O valor da varidvel de folga b relativa a restricio z < u;
e () vetor de multiplicadores relativo & limitacdo inferior da varidvel z : r;
o O vetor de multiplicadores relativo & limitagdo superior da varidvel z : ¢;

Assim, ao iniciar a subrotina ISR1 (passagem entre o Passo 1 e o Passo 2 do Algoritmo
4.2.1), faz-se necessdrio o célculo de:

o 2y = /max {0, —g(z)};

o a9 = /max {0, 7o — )}

e by =+/max{0, u — zo};
e 7o = —max{0, px (I — 20)};
o to=max {0, pp (zo —u)}.

Observe que zg, g € by sfo varidveis de folga; ro e ¢p s@o estimativas para os multi-
plicadores de Lagrange das restrigdes de caixa. A cada passagem entre o Passo 2 e o
Passo 1, 830 necessérias as atualiza¢Bes das estimativas de p, p e A, seguindo as mesmas
férmulas sugeridas nos Passos 2 e 3 do Algoritmo 2.2.1:

e Calcule Apyy = Mg + prph{zi), € tome Agyy com sendo a projegio de Apy1 CmM
[/\rm‘na )‘max]ml

o Calcule figr1 = max {0, p + prg(z)}, e tome pg41 com sendo a projecdo de figir
€m [#mm: ;U'ma.x]m‘z

e Se max {[|2{x)]lcos loklloo} < 7max {|A{zx-1)llcc, lor-1lloc}, tome pri1 = pg.
Caso contrario, pgy1 = ypPk-
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6.2 Resultados numeéricos

Foram utilizados varios problemas para a realizagio dos testes numéricos com o algoritmo
proposto, envolvendo pequenas e grandes dimensoes. Nas segbes a seguir, descrevemos os
resultados obtidos para a conjunto de problemas de pequeno porte (retirados da colegdo
proposta por Hock e Schittkowski [27]), assim como outros dois tipos de conjuntos de
problemas de grande porte: os problemas de Esfera Rigida [31] e Passo da Montanha
(28], [37].

6.2.1 Problemas de pequeno porte

Os problemas dc pequeno-porte extraidos de [27] sdo alguns dos problemas de mini-
mizacio que possuem apenas restrices de desigualdade (Veja a Secio 5.7.3 para uma
melhor descri¢do de tais problemas), a saber:

Problema | 10 11 12 22 29 43 8 89 90 91 92 100 113 116 |
n 2 2 2 2 3 4 2 3 4 5 6 7 10 13|
my 1 1 1 2 1 3 1 1 1 1 1 4 8 15|

Sao apresentados a seguir os perfis de desempenho [22] dos métodos Lagrangiano Au-
mentado, Lagrangiano Aumentado Acelerado por ISRI1, ¢ o Lagrangiano Aumentado
Acelerado por Newton. Foram utilizados como medidas de desempenho o ndmero de
avaliacoes de fungio e o tempo de execugho (embora os tempos de exccugéo tenham sido
bem pequcnos, devido ao tamanho dos problemas).

Como pode-se observar na Figura 6.1, o método Lagrangiano Aumentado Acelerado
pelo ISR1 é aquele que apresenta o melhor desempenho {utilizando tanto o tempo de
execucao quanto o nimero de avaliagbes de fun¢do como medida). Para esse conjunto
especial de problemas, devido & pequena dimenséio que suas varidveis possuem, o método
Lagrangiano Aumentado Acelerado com Newton foi aquele que conseguiu resolver o
maior percentual de problemas com o menor tempo de execucio, dentre os trés métodos
testados.



o
-

B

do Distribulgac Acumulsda

Furgs
) o ]
o) i -

=

Tampo de Execucdo(s) Avaliagio de Funco
T —
L]
....................... - |
' + aer '
L] .
g s
Fost
= »
Eor}
£}
inal
%ub‘{ |
o a.
— Lagrangiano Aumentado + ISR1 %*": — Lagrangiano Aumentado « ISR1 |
== Lagrangtano Aumentado + Newton | Lagrangsano Aumentado
Lagrangiano Aumentado | &‘"[ = = Lagrangiano Aumantado + Newton |
éoa[
No. de Problamas’ 14 orf No. de Probleman: 14
n . — ol " , ,
) a a L] & 1 ¥ a 4 ] L] L [ ]

Figura 6.1: Perfis de Desempenho: Avaliagoes de fungao e tempo de execugao.

6.2.2 Problemas de esferas-rigidas

Os problemas de Esfera Rigida [31| pertencem a uma familia de problemas de empaco-
tamento de Esferas, os quais sao derivados de problemas praticos de Quimica, Biologia
e Fisica, por exemplo.

Tais problemas consistem em maximizar a distancia minima entre dois pontos em uma
esfera (de raio unitdrio) no IR", para um conjunto de p pontos.

maxr&ijl ||y1L - y"”

s.a "y"‘” =1 k=1

(6.7)
e P

Usando a defini¢ao de produto interno padrao, (6.7) se torna

min max )

sa [[v¥] = 1. k=1, s

e mtroduzindo uma nova variavel z, obtemos

min z
saz> (Y, ), Vi#j
[l#]| = 1.
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(n) Configuragao inicial (b) Configuragao final

Figura 6.2: llustracao da configuracao inicial e da configuragao Gtima - Esfera Rigida.

que ¢ um problema de otimizagao nao-linear nao convexo e com um grande mimero de
pontos nao-6timos que satisfazem as condicoes KKT [31].

Nesta formulagao, temos n x p + 1 variaveis, p restrigoes de igualdade e p(p — 1)/2
restricoes de desigualdade. A dimensio do sistema esparso resolvido pelo método quase-
Newton ¢ dada por

N=5np+5+p.

A configuracao inicial (ponto inicial para a execugao do método Lagrangiano aumentado)
& obtida por meio de uma geracao aleatéria de pontos distintos de norma unitaria. Na
Figura 6.2 temos a representagao de uma configuragao inicial e da solucao final.

Foram tracados os perfis de desempenho dos trés métodos (Lagrangiano Aumentado,
Lagrangiano Aumentado Acelerado com ISR1 e acelerado com Newton), utilizando as
mesmas duas medidas do conjunto de problemas teste anterior. Na Figura 6.3, temos
o perfil de desempenho dos trés métodos, quando os vetores z; possuem dimensao 3
ou 4 ¢ o nimero de pontos varia de 2 a 25, o que fornece uma dimensio do sistema
variando de 40 a 1000. Neste caso, em relagio ao mimero de avaliagoes de funcio. o
meétodo Lagrangiano Aumentado sem acelerador é aquele que faz uso do menor mimero
de avaliagoes, apresentando um desempenho superior aos demais; entretando, o tempo
gasto para a execugao das iteragoes quase-Newton é suficientemente pequeno para que
o método que apresente melhor desempenho (no sentido de tempo) seja o Lagrangiano
Aumentado Acelerado pelo ISR1.

Quando aumentamos o nimero de pontos (fazendo com que a dimensao do sistema de
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otimalidade reformulado também aumente). o desempenho do método Lagrangiano Au-
mentado Acelerado se altera, conforme mostra a Figura 6.4. Conforme a dimensao do
sistemna KKT aumenta, menos competitivo torna-se o método acelerado quando com-
parado com o método Lagrangiano Aumentado sozinho.



6.2.3 Problema do passo da montanha

A idéia do teorema do passo da montanha (28], [37], sem muitos detalhes técnicos, é a
seguinte: Sejam I um funcional definido em um espago de Banach B, ¢, ¢ e5 dois pontos
distintos em B. Considere a familia [’ de todos os caminhos em B que conectam e, ¢ e,
e defina

¢ = min max [(u)
el uefy|

que corresponde ao minimo do valor maximo obtido pelo funcional I ao longo dos cami-
nhos pertencentes a I'.

A superficie da montanha é representada pelo funcional I, e os vetores ¢, ¢, € IR™™m
$a0 0s pontos iniciais e finais do caminho a ser pecorrido, respectivamente. Logo, se
¢ > max {I(e,), I(ez)}, entdao todos os caminhos precisaram, em algum momento, passar
em algum ponto do caminho entre €, e e, cuja imagem obtida pelo funcional I (que
representa o formato da superficie) foi superior a I(e;) e I(ez). Pontanto, existe um
ponto critico de I no nivel ¢, o qual é chamado de ponto do passo da montanha.

Figura 6.5: Iustragao do caminho 6timo - Passo da Montanha.

A defini¢ao de caminho () ligando ¢, a e, serd aqui adotada como sendo uma seqgiiéncia
de np pontos, Iy, ..., Iy, de tal sorte que a distancia entre cada dois pontos consecutivos
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nio ultrapasse um valor previamente estipulado (dmaz):
|@ig1 — 25|, < dmax, parai=1,...,np~—1
|21 — e, < dmaz

ez — Zppl|, < dmaz

Portanto, o problema do Passo da Montanha (determinar o nivel ¢) pode ser escrito
como:

min = maxicicnp (%)

meRndim
sa  ||zip — zill, £ dmaz, parai=1,...,np—1 (6.8)
|21 —e1]f; < dmaz '
lle2 = Znpll, < dmaz
Introduzindo uma nova varidavel z, ocbtemos
min z
s.a I(z;) <z, parat=1, ..., np
zip1 — 24|, € dmaz, parai=1,...,np—1 (6.9)

|21 — eilly < dmaz
le2 — zupll, < dmaz

Para encontrar o caminho étimo, devemos determinar todas as componentes dos np
velores que determinam o trajeto, além da varidvel z, o que gera um total de ndim xnp+1
varidveis. O problema reformulado apresenta apenas restri¢des de desigualdade, sendo
np restri¢des provenientes da reformulacfio do problema (6.8) no problema (6.9), ¢ as
np + 1 restricbes asseguram que os vetores z; formaram um caminho:

n=ndim X np+1 e me = 2*np+ 1.
A dimensio do sistema esparso resolvido pelo método quase-Newton é dada por

N=5xndim*xnp+4dxnp+7.

A superficic utilizada em nossas implementagdes (funcional [}, sugerida originalmente
pelos autores do Algencan para esse tipo de problema-teste, foi a funcio

I{z) = sin (x * z2) +sin (21 + 22);
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I(x) = sin(x, *x;) + sin{x, + X%,)

f I

'!n"l'i:"'“
“l iy

. -"H!“
Lt

Figura 6.6: Superficie utilizada nos teste numéricos - Passo da Montanha.

cujo grafico estd apresentado na figura a seguir.
Os vetores que indicam o inicio e o fim do caminho foram adotados como
ey = (=10, —=10,..., —10)T e2 = (10, 10,..., 10)";
o caminho micial adotado como chute inicial em nossas implementagoes consiste na
partigao em np + 1 partes iguais da linha reta que une os pontos e, ¢ ;. ou seja,

0 = Eq — €4 .
z =ep+i X —— B =1; . WP,
i | np+1 P P

Assim como para os problemas teste anteriores (esferas rigidas), foram tragados os perfis
de desempenho dos trés métodos (Lagrangiano Aumentado, Lagrangiano Aumentado
Acelerado com ISRI1 e acelerado com Newton), utilizando as mesmas duas medidas:
mimero de avaliagoes da fungao Lagrangiana e tempo de execugao do método. Na
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Figura 6.7: Perfis de Desempenho: Avaliagoes de fungao e tempo de execugao -

Tampo do Execuchio(s) Avaliagdes do Funclo

Figura 6.8: Perfis de Desempenho:  Avaliagoes de funcao e tempo de execugio -
N = 2000.

Figura 6.7, sao apresentados os perfis quando obtidos quando o niimero de pontos varia
entre 10 e 50, e a dimensao dos pontos varia entre 5 e 10; a dimensao do sistema KKT
oscila entre 300 e 2700. Como pode ser observado, o método Lagrangiano Aumentado
Acelerado apresenta desempenho superior ao método Lagrangiano Aumentado sozinho
quando utilizamos como medida o tempo de execucao, embora necessite realizar wmn
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nimero maior de avaliagoes da funcao Lagrangiana. Entretanto, quando realizamos
testes mumeéricos com um mimero maior de pontos (entre 50 e 100, a dimensao do sistema
KKT varia entre 2000 e 5000), podemos observar que o método Lagrangiano Aumentado
sozinho apresenta melhor comportamento com as duas medidas analizadas (Figura 6.8).

Mesmo utilizando fungoes diferentes para representar a superficie da montanha, o de-
sempenho do algoritmo proposto nao apresenta grandes alteragoes.

Por exemplo, tomando [(z) = s:n{:r;) + cos(x2) como superficie e adotando como pon-
tos inicial e final e; = (5, 5)7 e ey = (—0.5, =7.5)", a solugio encontrada pode ser
visualizada graficamente na Figura 6.9.

Iix) = sinfx, ) + cosix, )

Figura 6.9: Solugao do problema do Passo da Montanha - Superficie suave.

Embora esta seja uma superficie mais suave que a adotada no teste anterior, o método
proposto nao apresentou um desempenho melhor. Veja Figura 6.10, onde estio tracados
os perfis de desempenho dos métodos, para uma dimensao de sistema que varia entre
500 < N < 3000, com as mesmas medidas de comparacao (tempo de execncio e mimero
de avaliacoes da funcao Lagrangiana), observa-se que o método Lagrangiano Aumen-
tado apresentou o melhor desempenho. Parte do mau comportamento apresentado pelo
método ISR1 pode ser justificado pelo desempenho ruim apresentado pelo método de
Newton, uma vez que a matriz Jacobiana do sistema KKT torna-se quase-singular.
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Avaliaghes de Fungiio

Figura 6.10: Perfis de Desempenho:  Avaliagoes de fungao e tempo de execucao -
Superficie suave.

6.3 Conclusoes

Neste Capitulo apresentamos o método Lagrangiano Aumentado Acelerado destinado a
resolugio de problemas de minimizacao com restrigoes gerais (igualdade, desigualdade e
caixa).

Pode-se observar, através dos testes numéricos, que o algoritmo proposto apresenta um
bom desempenho quando o sistema KKT associado possui dimensiao pequena. Conforme
a dimensao do sistema aumenta, o método quase-Newton nao consegue convergir rapi-
damente para um minimizador, fazendo com que os iterandos obtidos nio satisfacam
o critério de permanéncia dentro do método ISR1; dessa forma, sao necessdrias virias
iteragoes externas do algoritmo proposto (vérias intervengoes do método Lagrangiano
Aumentado) para que o ponto fornecido ao ISR1 permita-o convergir a um minimizador,
realizando um elevado mimero de avaliagoes de fung¢ao e tempo de execugao.

Uma analise geral do algoritmo proposto e sugestoes para melhorar seu desempenho em
problemas de minimizacao com restrigoes gerais sao apresentados no capitulo a seguir.



Capitulo

Conclusao

O problema estudado neste trabatho foi

min flz)

QDCJ

5.4

h(x)
g9(z)
<z

A IA

!

onde f : IR" — IR é a funcdo objetivo, h : IR® — IR™! represcnta m; as restrigoes de
igualdade, g : IR — IR™2 representa as my restrigdes de desigualdade e I, u € IR™ séo
os limites inferior e superior da varidvel z, respectivamente.

A nossa proposta para recsolver tal tipo de problema foi usar o método quase-Newton

como um acelerador para o método Lagrangiano Aumentado. Para tanto, fez-se necessério
uma escolha criteriosa sobre como deveria ser realizada a juncao desses algoritmos, tanto

do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista computacional. A idéia bésica foi

transformar o sistema de otimalidadc (sistema KKT) associado ao problema em um

sistema de equacdes; esse sistema reformulado foi resolvido pelo método quase-Newton,

tomando como ponto inicial o iterando fornecido pelo método Lagrangiano Aumentado

(ap6s sua primeira iteracfo externa).

No Capitulo 3 apresentamos o método quase-Newton ISR1, utilizado como acelerador
para o método Lagrangiano Aumentado. Tal método foi adotado em nossas imple-
mentacoes por se tratar de um método quase-Newton de correcio de posto um, que
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mantém a simetria das matrizes de aproximagao. Embora a teoria de convergéncia para
métodos quase-Newton sem busca linear tenha sido desenvolvida em [3] e [4], a parte
original deste capitulo consiste na demonstragio da convergéncia do método ISR1 im-
plementado com a busca linear ndo-monétona escolhida, que na realidade é vilida para
qualquer quase-Newton.

O algoritmo proposto foi apresentado no Capitulo 4. Tal capitulo foi escrito com o
intuito de expor de forma clara como foi realizada a juncio entre o método Lagrangiano
Aumentado e o método quase-Newton: quais sdo os dados iniciais necessarios em cada
método, e conseqilentemente, como esses dados sado transmitidos de um algoritmo para
o outro; qual o critério de permanéncia em cada método, e pricipalmente, qual deve
ser a ordenacao entre cles. Testes numéricos mostraram que o método Lagrangiano
Aumentado deveria ser executado em primeiro lugar, uma vez que este seria capaz de
gerar melhores pontos iniciais para o método ISR.1, no sentido de fazer o método quase-
Newton convergir para um minimizador.

Fazendo uma anélise do algoritmo proposto quanto & resolugdo de problemas dc mini-
mizac¢io com apenas restrigdes de igualdade (Capitulo 5), pode-se concluir que o desem-
penho apresentado pelo algoritmo proposto (LAA - Lagrangiano Aumentado Acelerado)
nos problemas teste utilizados foi muito bom, uma vez que na sua grande maioria con-
seguiu reduzir tanto o niimero de avaliagbes da fungéo Lagrangiana quanto o tempo de
execugdo. Portanto, neste caso, atingimos totalmente o objetivo proposto (aceleragéo
do método Lagrangiano Aumentado) com o algoritmo LAA.

Em relac¢do aos problemas de minimizacdo com restricdes de igualdade, desigualdade
e caixa, pode-se observar que para problemas com dimensao relativamente pequena
(dimenséo do sistema KKT inferior a 2000), o algoritmo proposto consegue encontrar a
solugdo com menor tempo de execugdo do que o método Lagrangiano Aumentado sozi-
nho, embora faca um nimero maior de avaliacdes da funcio Lagrangiana (a diferenca
entre o nimero de avalicoes da funcio entre o método Lagrangiano Aumentado sozinho
e o acelerado ndo é tho discrepante). O tnico problema-teste que nfio apresentou esse
comportamento foi o problema do passo da montanha, quando a superficie foi tomada
como sendo [{z) = sin(zy) + cos(zs). Neste caso, o método Lagrangiano Aumentado
nao foi acelerado para a maioria das dimensdes testadas. Concluimos assim que para
esse tamanho de problema, o nosso método é ainda bastante competitivo. No entanto,
para problemas com dimensdo superior a 2000, o desempenho do método proposto LAA
deixou a desejar.
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Uma possivel justificativa para essa observagio consiste no fato de que os problemas
usados como problemas teste sdo considerados computacionalmente dificeis de resolver.
Além disso, conforme a dimensio aumenta, a diferenca entre o nimero de variaveis que
o Lagrangiano Aumentado trabalha (n) e o mimero de varidveis que o ISR1 trabalha
(5n + 2mq + my ) também aumenta, tornando as iteragdes ISR1 ndo competitivas com as
iteracdes para a resolucdo do subproblema dentro do método Lagrangiano Aumentado.

Apresentamos a seguir algumas possibilidades para tentar acelerar de forma mais ad-
equada o método Lagrangiano Aumentado, para que ele se torne também competitivo
para problemas de minimizagio com restrigbes gerais de maior porte (N > 2000). Essas
possibilidades sdo algumas de nossas sugestdes para dar continuidade a esse trabalho:

e Uma forma de tentar contornar a discrepancia no niimero de variaveis entre os dois
métodos seria utilizar outra reformulacdo para o sistema KKT associado ac prob-
lema de minimizacdo: ao invés de utilizarmos varidveis de folga para transforma-lo
em um problema de minimizagdo com restricdes de igualdade, uma alternativa
seria utilizar a funcdo de Fischer-Burmeister [13]

brgla, b)=va?+P —a—>

neste caso, exigir a satisfacdo da restrigio de desigualdade, a garantia do sinal
do multiplicador e a complementaridade seria assegurada apenas exigindo que a
funcao de Fischer-Burmeister seja igual a zero quando aplicada em cada uma das
restricdes de desigualdade (e o seu respectivo multiplicador de Lagrange), pois

@pB(a,b)=U<=>a20, bZO eab=10.

Entretando, a derivada da funcfo de Fischer-Burmeister ndo é continua, acar-
retando dificuldades tedricas e possivelmente, computacionais.

¢ Nos problemas de grande-porte utilizados nos tcstes-numéricos, o método La-
grangiano Aumentado convergiu com poucas iteragoes externas, e uma vez que
a primeira iteracdo externa é comum a ambos os métodos (Lagrangiano Aumen-
tado sozinho ¢ o acelerado), o processo de accleragio néo € téo eficaz.

Uma forma de contornar esse comportamento seria limitar o niimero de iteragdes
internas da primeira iteracfo externa do método Lagrangiano Aumentado, uma vez
que a maior parte do esforco computacional (em geral), concentra-se na primeira
iteracao externa.
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Essa limitagdo deverd ser feita de forma cuidadosa: caso coloquemos um nimero
permitido de iteracdes internas extremamente pequeno, o ponto fornecido ao ISR1
poderd estar muito longe do minimizador, fazendo com que o ISR1 tenda a con-
vergir a um maximizador (em outras palavras, todas as iteragbes que o método
ISR1 far4 inicialmente serdo desprezadas). Por outro lado, um nimero permitido
extremamente alto fard com que o método acelerado tenha o mesmo comporta-
mento apresentado nos testes-numéricos deste trabalho, pois a primeira iteragio
externa do método Lagrangiano Aumentado podera ser realizada por completo. A
proposta aqui é encontrar um numero 6timo de iteragGes a serem permitidas na
primeira iteragdo externa do método Lagrangiano Aumentado.

Qutro possivel caminho seria interromper precocemente a resolugdo dos sistemas
lineares através da utilizagio de métodos tipo Newton Inexato (8].

Quanto A estrutura da matriz Jacobiana do sistema KKT proveniente da refor-
mulacio do problema original, um caminho a seguir seria pensar sobre uma re-
ordenagio das posicdes das restri¢bes e das varidveis, na tentativa de gerar uma
matriz Jacobiana que sofra um preechimento menor que a matriz atual durante a
fatoragdo LU (realizada a cada reinicio do método quase-Newton), poupando as-
sim tempo de execugio e o espaco destinado ao armazenamento. Embora esparsa,
a matriz sofre um grande preenchimento com a fatoragdo LU.

Outro caminho possivel seria estudar a viabilidade da utilizagdo de um método
quase-Newton estruturado, no sentido de gerar uma scqiiéncia de matrizes de
aproximacdo apenas do trecho “mais dificil de calcular” computacionalmente,
sendo todo o resto da matriz estimado de forma exata. Este item provavelmente
serd o primeiro passo a ser desenvolvido, dentre as propostas mencionadas.
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