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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é discutir as relagoes entre a existéncia de solugoes

globais cléassicas do problema de evolucao

u — Au = g(u)
u=20 em Of)
u(0) = g em {2

e a existéncia de solugoes fracas do problema estacionario

—Au=g(u) em
u=20 em OS2

onde Q C IR" é um dominio suave e limitado e g : [0,00) — [0,00) é uma funcao C*,

convexa e nao decrescente.



Abstract

In this work we study some relations between the nonlinear heat equation and the
corresponding stationary problem. The main purpose is to show the equivalence between
the existence of global solutions of the heat equation and the existence of a weak solution

of the Laplace equation.

vi



Introducao

Este trabalho é baseado no artigo de Haim Brezis, Thierry Cazenave, Yvan Martel
e Arthur Ramiandrisoa, ”Blow up for u; — Au = g(u) revisited”, Advances in Differential
Equations, volume 1, number 1, January 1996, pp.73-90, [1].

Neste trabalho sao discutidas as relagoes entre a existéncia de solugoes globais clas-

sicas do problema de evolugao

uy — Au = g(u)
u=0 em Of) (0.0.1)
u(0) = uyg em ()

e a existéncia de solucoes fracas do problema estacionario

{ —Aw =g(w) em Q 0.0.2)

w =70 em Of.
Neste trabalho 2 C IR" é um dominio suave, limitado e conexo e g : [0,00) — [0, 00)
¢ uma funcao C!, convexa e nao decrescente.

Para alguns resultados, assumiremos que existe o > 0 tal que g(z¢) >0 e

< g
/ 2 <. (0.0.3)

., 9(s)

Solugoes u de (0.0.1) e w de (0.0.2) sdo sempre assumidas nao negativas. A condigao
inicial uy é sempre assumidas em L*(2) e ug > 0, tal que alguma solucao cldssica de

(0.0.1) existe em um intervalo maximal (0, 7,).

Definigao 0.0.1 : Uma solucio fraca de (0.0.2) é uma fungio w € LY(Q), w > 0, tal
que

g(w)s € LY(Q), (0.0.4)

1



onde § denota a funcdo distancia a fronteira,

d(z) = dist(x,00), (0.0.5)

e satisfaz

- / wA¢ = / gw)C, (0.0

para toda ¢ € C*(Q) com ¢ = 0 em O0. (Note que a sequnda integral faz sentido desde
que |¢(z)] < Cé(x) para todo = € S2.)

No primeiro capitulo sao discutidas algumas propriedades bésicas de fungoes convexas
e, em particular, propriedades da fun¢ao g quando esta satisfaz (0.0.3).

No capitulo 2 sao apresentados alguns teoremas de principio de méximo para equa-
coes elipticas. Destacamos neste capitulo o Lema de Hopf. No capitulo 3 sao apresentados
teoremas de principio de maximo para equacoes parabdlicas, neste capitulo apresentamos
uma versao do Lema de Hopf para o problema parabdlico. Os resultados apresentados
nestes dois capitulos sdo encontrados em [14], de onde também sdo baseadas as demons-
tracoes.

No capitulo 4 é apresentada uma pequena introducao sobre teoria de semigrupos e
sobre o semigrupo do calor. Neste capitulo apresentamos os principais resultados que
serao utilizados no capitulo seguinte, mas nao apresentamos suas demonstragoes.

Finalmente no capitulo 5 apresentamos relacoes entre a existéncia de solugoes globais
classicas do problema de evolugao (0.0.1) e a existéncia de solugoes fracas do problema

estacionério (0.0.2) nos teoremas 5.1.1 e 5.1.2, que é o principal objetivo deste trabalho.



Capitulo 1
Funcoes Convexas

Este capitulo é dedicado a apresentacao de algumas propriedades basicas de funcoes

convexas e de algumas propriedades da funcao g.

1.1 Definicao e Propriedades

Definigao 1.1.1 : Uma fungdo f : I — IR definida num intervalo I chama-se convexa
quando para a < x < b arbitrdrios em I o ponto (z, f(x)) do grdfico de f estd situado

abaizo da secante (segmento de reta) que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). (Ver [10].)

Temos entao, para a < r < b, que

f) < OO o) 4 fa
ou (1.1.1)
1) < 0T 0y 4 p),

Assim, afirmar que f é convexa significa dizer que para a < x < b

@) = fla) _ fO) = fla) _ fb) = f(2)

T —a - b—a b—=x

(1.1.2)

Na verdade, basta uma dessas desigualdades para caracterizar a convexidade da f.
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Lema 1.1.1 Se f € C' e € conveza, entio f' é ndo decrescente

Demonstragao:
Sejam a,b € I com a < b. Entao dado a < x < b, temos que x € I, pois I é intervalo,
e como f é convexa temos também que

f@) = f(a) _ f0) = fla) _ fO)— (@)

T —a b—a b—=x

Tomando os limites: x — a na primeira desigualdade e x — b na segunda desigualdade,

como f € C*, obtemos

Logo, f’ é nao decrescente em 1.

< f(b). (1.1.3)

Teorema 1.1.1 Seja f : I — IR duas vezes diferencidvel no intervalo aberto I. Para que

f seja convexa € necessdario e suficiente que f"(x) > 0 para todo x € 1.(Ver [10])

Demonstragao:
Passo 1: f"(x) > 0 para todo x € [ = f convexa em [.

Suponhamos f”(z) > 0 para todo z € I. Pela Férmula de Taylor com resto de
Lagrange (Ver [10]), temos que para quaisquer a,a + h € I, existe ¢ entre a e a + h, com
fla+h)= f(a)+ f'(a).h+ @.h? Como f"(c) > 0, temos que f(a+h) > f(a)+ f'(a).h.
Logo, w < f'(a),se h < 0e w > f'(a), se h < 0. Ou equivalentemente,

paraa < x < bem I,
fla) = fla) _ f(b) = flz)

T —a b—=x

IN

T —a b—a

para todo a < x < b em I, ou seja, f é convexa em [.
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Passo 2: f convexa em [ = f”(x) > 0 para todo x € I.
Seja f convexa. Dados a < b em I, tomando  com a < x < b, temos

F@) = fla) _ f0) = fla) _ f@) = fO)

T —a - b—a - r—0b

Tomando os limites x — a na primeira desigualdade e z — b na segunda, obtemos

_ f(b) ~ f(a)

Py < B0 < g,

Logo f’ é nao decrescente em I. De onde, segue que f”(x) > 0 para todo = € I.
"

Teorema 1.1.2 Suponha f : IR — IR convera. Entao para cada x € IR existe r € IR tal

que a desigualdade
fy) = f(x) +r(y — =)
vale para todo y € R. (Ver [4].)

Demonstragao:
Fixemos = € IR. Se x = y vale a igualdade para todo r. Entao seja z # y.

Como f é convexa, temos para = # ¥y, que

fly) = f(x)
y—z
¢ uma fungdo mondtona nao decrescente em y (pela equagao (1.1.2)).
Como

1) = =10 i+ p10)

temos para x < y que
fly) = iy — ) + f(2), (1.1.4)
onde
p— Qi AW @) e f) = f)
y—azt y—x y>x Yy—x

Analogamente se y < x

fly) = ra(y — ) + f(2),

onde
ro = lim MzsupM'
y—r— Yy—x < y—x
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Como 7y <1 e (1.1.4) é vélida com 7y no lugar de 71, tomando r = 75, obtemos que

fy) =ry—z)+ f()

para todo y, e portanto, o teorema é valido.

Teorema 1.1.3 (Inequagao de Jensen)

Assuma f : IR — IR convexa, e Q C IR" € aberto e limitado. Seja u : 2 — IR

1 (i foe) < gy [ e

integrdavel. Entao,

(Ver [4].)

Demonstracao:

Como f é convexa, pelo teorema anterior, para cada p € IR existe r € IR tal que

flq) > f(p) +r(qg—p)

para todo g € IR.

Colocando p = ﬁ Jqudz e ¢ =u(x)

Flu(z) > | (|—g12|/gudx) br (u— ﬁ/ﬁudw)

e integrando obtemos

/Qf(u(x))dxz /Qf (ﬁ/ﬂm:) dy+r (/Qudx—/Q (ﬁ/{;m) dy) _
= o1f (g [ e ) v (e 100y [ wae) =100 gy [ i)

de onde, concluimos o teorema.

Observacao 1.1.1 Por definicio uma funcdo f € concava se —f € convexa. Se f €
derivdvel e f' € decrescente, temos que —f é derivdvel e (—f) = —(f') € crescente, logo

—f € convexa, de onde, f € concava. Ou seja, [ derivdvel e f' decrescente = [ concava.
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1.2 Propriedades da g

Lembremos que g : [0,00) — [0,00) é uma fungao C, convexa e nao decrescente.

Lema 1.2.1 Se g satisfaz (0.0.3) entao lim 9(u) =00

u—oco U

Demonstracgao:
Podemos considerar, sem perda de generalidade, que ¢g(0) = 0, pois caso contrario,
basta tomar g(z) = g(z) — ¢g(0) para fazer a demonstragao.

De (1.1.3) temos que, para u > 0,

g'(u) > =

entao, para u > 0,

9w\ _ ug'(w) —g(u) _ g(w) —g(u) _
u u? - u? '
Logo g(u)/u é nao decrescente, e portanto, existe o limite
lim _g(u) = L.
U—00 u
Se L for finito, como g(u)/u é nao decrescente temos que @ < L, para todo u, de

onde, g(u) < L.u para todo u. Entéo, temos que

/°° ds >/°° ds _1(1 ) =
w0 9(8) 7 Ja Ls L 18z = 00

O que contradiz (0.0.3).

Portanto,
lim _g(u) =

u—oo U

Corolério 1.2.1 Nas mesmas hipdteses do lema anterior lim ¢'(u) = oo.

U—0o0
Demonstracao:

e do lema anterior.

Segue de ¢'(u) > 9(u)
u



Capitulo 2

Principios de Maximo para Equacoes

Elipticas

O objetivo deste capitulo é demonstrar principios de maximo para equagoes elipticas

e o Lema de Hopf. Observe que neste capitulo o dominio €2 é como descrito na introdugao.

2.1 O Operador de Laplace

Definigao 2.1.1 Seja u(xi, s, ...,x,) uma funcao duas vazes continuamente diferen-

ciavel definida em ). O Operador de Laplace ou Laplaciano A é definido como
0? 0? 0?
A= —+—+..+—.
o3 - 03 T oz

Lema 2.1.1 Se uma funcao u satisfaz a inequacao estrita
Au >0
em cada ponto de §2, entao u nao pode atingir seuw mdzimo em um ponto interior de €.

Demonstragao:

Suponha que u tem um maximo local em um ponto interior de €2. Entao sabemos do

calculo elementar que neste ponto

ou B ﬁ ou

— =0 =0,... =0
0x; " 0z, T Oxy,
‘ 0? 0? 0?
u u u
—<0,— <0,....— <0
or? — T 0ox% — 77 022

0]
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Entao, em um maximo local, a inequacao
Au <0
deve ocorrer.
|

Suponha que by (1, xg, ..., T,), ba(x1, o, .o; Tp),eny bp(x1, T2, ...y xy,) s@0 fungdes limi-
tadas definidas em (2. Sem nenhuma mudanca na demonstragao acima, concluimos o

seguinte corolario:

Corolario 2.1.1 Se uma funcao u satisfaz a inequacao estrita
Ju du ou

A by— +bo—+ ... + b,— >0
U+ 185E1+ 28I2+ + .

em ), entao u nao pode atingir seu maxrimo em um ponto interior.

2.2 O Operador Eliptico de Segunda Ordem

O operador
82
8.1'i al’j ’

n
£ = Z aij(l‘l,ﬂfg, ,ZEn)

,j=1

(2.2.1)

onde a;; = aj;, com i,j = 1,2, ...,n., é chamado eliptico em um ponto = = (1, z2, ..., z,)

se, e somente se, existe uma quantidade positiva p(z) tal que

> a0l > nlw) 3 & (22.2)

ij=1
para todas as n-uplas de nimeros reais (£1,&,...,&,). O operador £ é dito eliptico em
Q se é eliptico em cada ponto de Q. E uniformemente eliptico em Q se (2.2.2) vale para

cada ponto de € e se existe uma constante positiva pg tal que p(x) > po para todo z em

Q.

Definicao 2.2.1 A transformacao
j=1

€ chamada rotagdo ou transformacgdo ortogonal se, e somente se, a matriz C = (c;;) €

uma matriz ortogonal.
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Observacao 2.2.1 Uma matriz C' € dita ortogonal se, e somente se, seus elementos sa-

tisfazem a relagdo

- 1, se j=k
Z%‘Cik = ‘ j k=12, .. n. (2.2.4)
P 0, se j#k
E‘fa’cil mostrar que a condi¢do
- 1, se i=j5 .
> e = { Y i =12,..n (2.2.5)
= 0, se 1#£]

¢ equivalente a relagio (2.2.4).
De fato, denotando a transposta por C' e a inversa por C~', basta observar que os

critérios (2.2.4) e (2.2.5) sao ambos equivalentes a relagdo
ct=C

Teorema 2.2.1 Suponha que o operador
£ = Qjj———
ijzl ](%iaxj

¢ eliptico. Entao sob a transformacao ortogonal (2.2.3) o operador £ toma a forma

b , (2.2.6)
a2 9oy
onde .
b= Y aiekicy, kl=1,2,..n. (2.2.7)

ij=1

Além disso, o operador (2.2.6) é eliptico.

Demonstragao:

Como 0y;/0z; = ¢;;, aplicando a regra da cadeia em £ obtemos que

n 82 n 82
Zaijm = Z aijckicljm.

ij=1 i.jk,d=1

Definindo a matriz by, para k,l = 1,2, ..., n pela relacao (2.2.7), deixamos £ na forma
(2.2.6).
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Mostremos agora que (2.2.6) ¢ eliptico.

Consideremos uma n-upla (£, &, ..., &,) e escrevamos

n

Z b = Z @ Cri&rC&1-

k=1 ik l=1
Definindo
n
N = E Crilks
k=1
temos que
n n
g buéeé = E @i nin;-
k=1 ij=1

Entao, pela condigao de elipticidade (2.2.2) e por (2.2.5),

n

D bubeb =Y ayminy > p@) Y ma = p(x) Y cribeous = pl) Y &
=1 k=1

k=1 ij=1 ik, =1

Observacao 2.2.2 Note que nao apenas a elipticidade é preservada sob uma transforma-
¢ao ortogonal de coordenadas, mas também a quantidade p(x) nao muda. Entdo, se
um operador € uniformemente eliptico, este continuard uniformemente eliptico depois de

qualquer transformacdo ortogonal.

Teorema 2.2.2 Se £ € um operador de sequnda ordem eliptico no ponto T existe uma

transformacao linear
n
2 = E dkjfﬂj, k= 1,2, L n,
=1
ou seja,
z = Dux,
onde D = (dy;), tal que em T, £ se torna o Laplaciano nas z-coordenadas.

Demonstragao:

Seja

n 82

ij=1
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Temos que a matriz A = (a;;) é simétrica, entao existe uma matriz ortogonal C' = (¢;;)
tal que a matriz B = (b;;), dada por

n

bij = E CikQk1Cyi, 27.] = 1727 wey
k=1

ou seja,
B =CAC™,

¢ uma matriz diagonal.

Se submetermos o operador a tal diagonalizacao no ponto x, obtemos

Zbkl ) = Zbkkz T > (T an

k=1

para toda n-upla (n1,m2,...,7,). Segue que todos os elementos by, (T) da diagonal sao

positivos. De fato, temos que

bk (T) > p(T).

Vamos supor que o operador original £ ja tenha sido colocado na forma diagonal no

ponto Z. Neste ponto podemos escrever

Agora vamos introduzir uma segunda transformacao de coordenadas, tomando

=——L—y, k=1,2,...,n.
k \/myka y Ly ey 1V (228)

Em termos das coordenadas originais, temos

n n
1 _
z:—Ec-x-:Ed-x- k=1,2,..n.
k \/mllkjj llk]]7 )Ly ey
J= J=

Definigao 2.2.2 O operador

(Lth)=D ezt g+

i,j=1 YR =1 !

>
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¢ dito eliptico em T se, e somente se,
£=3 a0
— 8$i$j

¢ eliptico neste ponto. E uniformemente eliptico em ) se £ ¢ uniformemente eliptico em

Q. O operador £ € chamado parte principal de L + h.

2.3 Principios de Maximo

Lema 2.3.1 Consideremos a inequacgao diferencial estrita

_ 0*u u ou
Liu] =) ay(x) T + Zbi(x) o, > O (2.3.9)

Se L € eliptico e uma funcao u satisfaz (2.53.9) em Q entdo u ndo pode atingir seu mdzimo

em um ponto interior de €.

Demonstrgao:
A mudanca de coordenadas z, = Z?Zldijj dada no teorema 2.2.2 transforma o

operador L em
= Au + ;
u Ze azz

onde e;(z) = X kbk( )dy, e bk(z) = bp(D7'2). O resultado segue do corolério 2.1.1.

Teorema 2.3.1 Seja u(xy, s, ..., x,) satisfazendo a inequagdo diferencial

Z aij (@ 8x &Tj Z bil 8@

4,j=1 i=1

em 2, onde L € uniformemente eliptico. Suponha que os coeficientes a;; e b; sao unifor-

memente limitados. Se u atinge o mdzimo M em um ponto de (), entao u = M em ().

Demonstracgao:
Assuma que u = M em algum ponto P de Q e que u < M em algum outro ponto ()

de 2. Queremos encontrar uma contradicao.
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Construamos um arco v em §2 que se estende de @ a P (ver figura 2.1). Denotemos
por R o primeiro ponto sobre v onde u = M, isto é, u < M na porcao de v entre ) e R
e u(R) = M. Seja d > 0 o infimo das distancias entre qualquer ponto de v e qualquer
ponto de 0f2. Consideremos um ponto P; da por¢ao QR de «y de distancia menor que d/2
de R e construamos a maior bola tendo centro em P; no qual u < M. Esta bola (que

chamaremos de K) terd raio menor que d/2 e estard inteiramente contida em ).

Figura 2.1:

Seja S um ponto na fronteira 0K de K tal que u = M em S. Pela continuidade deve
existir pelo menos um ponto desta forma. Mas pode existir mais que um. Construamos
uma bola K tangente a 0K em S e estando completamente contida em K (ver figura 2.2).
Observemos que u < M em K; e em 0K exceto no ponto S, onde u = M. O raio de K;

serda denotado por ry.

Figura 2.2:



Principios de Maximo 15

Facamos ainda uma outra construcao: uma bola K5, com fronteira 0Ks, raio ro = %7"1
e centro em S (ver Figura 2.3). Denotamos por C} a por¢ao de 0K» dentro de K e sobre
0K, isto é, C) inclui sua fronteira, que é a interseccao de 0Ky e 0K;. A parte de 0K,

fora de 0K, chamamos de CY.

"
Cy

Figura 2.3:

CY% é um conjunto fechado e limitado, logo v assume um méximo relativo neste con-
junto. Como u < M em CY este maximo deve ser menor que M, e portanto, existe uma
constante ¢ > 0 tal que

u<M-¢ em Ci.

Por outro lado, como v < M em €2 sabemos que
u<M em (Y.

Seja o centro de K; denotado por T = (Z1, Ta, ..., T, ). Definimos a funcao auxiliar

2

2(z) = e i (@i—m)? _ j—ar? (2.3.10)

9
onde o é uma constante positiva a ser determinada. Como o raio de K; é r; temos que

z>0 em K,
z=0 em 0K, e
z<0 forade K;.



Principios de Maximo 16

Agora calculemos

n

L[Z] = e_aZLl(zi_ii)2 {4@2 Z aij ([Ez — fle’] — fj) — 2 Z[a” + bz(l'z — fz)]} .
i=1

1,7=1

Da elipticidade uniforme do operador L, temos que

n n
D ag(wi — Ty — ) > po (s — T)*.
ij=1 i=1
Como ¥, (x; — Z;)? > 1rf em K», concluimos que para z em Ko,
n
n )2 ~
L[z] > ae @ Xim(@i=%) {Oz,uor% -2 Z[Cm + bi(w; — xz)]} :
i=1
Tomando « suficientemente grande, tornamos positiva a quantidade entre chaves da

equacao acima e entao obtemos

Lz] >0 em K.

Tomemos agora a fungao

w=u-+Eez,
com ¢ tal que
0<e< %
— e—ari

A funcgao w tem as seguintes propriedades:
(i) w < M em C}. Para ver isto primeiramente note que 0 < z < 1 —e~*". Entéo ez < ¢
eu <M —(em C} Somando essas duas equagdes chegamos que w < M em C,.
(i) w < M em CY. Isto segue de z < 0 em C¥ e de u < M em Q.
(ili) w = M em S, o centro de K,. Esta afirmagao é verdadeira poisu =M em Se z =0
em S, pois S € 0K;.

De (i),(ii) e (iii), segue que w atinge seu maximo no interior da bola K.

Por outro lado,

Lw]=Lu]+eLz] >0 em K.

Entao, pelo lema anterior, o maximo nao pode ocorrer em Ks, pois L é eliptico. Assim,

uma contradicao foi encontrada e o teorema esta provado.
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Teorema 2.3.2 Seja u satisfazendo a inequacdo diferencial

(LA W]=Y aij@)ﬂ + Zbi(:c)g;i +ha >0

ij=1 i=

com h <0, com L uniformemente eliptico em €2, e com os coeficientes de L e h limitados.

Se u atinge um mdximo M ndo negativo em um ponto de 2, entdo u = M.

A demonstragao do teorema 2.3.2 segue exatamente com o mesmo procedimento da
demonstracao do teorema 2.3.1. A funcao auxiliar z e a quantidade positiva € sao definidas
do mesmo modo. Como antes, a contradicao é obtida da observacao de que uma funcao
w satisfazendo (L + h)[w] > 0 em um dominio nao pode ter um maximo nao negativo se

h <0.

Corolario 2.3.1 Sejam u e v satisfazendo

—Au=f em €,
u=0 em OS2

—Av=g em £,
v=20 em Of)

respectivamente, sendo f < g em ). Entdo u < v em €.

Demonstracgao:

Seja w = u — v, mostremos que w < 0. Temos que w satisfaz o problema

—Aw=f—-¢g<0 em
w =0 em 02,

ou seja,

Aw=g—f>0 em £,
{ w=10 em Of).
Entao, pelo teorema 2.3.1 se w atinge o maximo M > 0 em um ponto de €2, entao
w = M em €, e por continuidade, temos que w = M em . Mas w = 0 em 052, logo

w=u—v<0em () E portanto, u < v.
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2.4 O Lema de Hopf

Lema 2.4.1 Seja u(wy,xa, ..., x,) satisfazendo a inequagdo

= 0%u = ou
i i—1 i

ij=1 i=

em 2 e L uniformemente eliptico. Suponha que u € continua em €2 e seja P o ponto
em 02 no qual u assume seu mdximo M. Se uma derivada exterior Ou/Ov existe em P,
entao

ou

$>O em P.

Demonstracgao:

Primeiramente observemos que se € é limitado, como u é continua em Q, u atinge
seu maximo. Como L ¢ uniformemente eliptico, pelo teorema 2.3.1, esse maximo deve ser
atingido em um ponto P de 0f).

Agora observemos que qualquer derivada direcional exterior a 2 de u em P nao pode
ser negativa. Pois, neste caso, a funcao u cresceria quando entrasse no dominio €2 por

esta direcao, e entao o maximo nao poderia ocorrer em P.

Teorema 2.4.1 Seja u(xq, s, ..., x,) satisfazendo a inequagdo

L] = Z 8x axj Zb 8902

ij=1 i=1

em ) e L uniformemente eliptico. Suponha que u < M em e que u = M em um ponto
P da fronteira. Assuma que P estd na fronteira de uma bola K1 C €. Se u € continua

em QU P e uma derivada direcional exterior Ou/0v existe em P, entdo

0
8_Z>O em P

a menos que u = M.

Demonstracgao:
Vamos proceder como na demonstracao do teorema 2.3.1. Diminuindo um pouco a

bola K; se necessario, podemos assumir que JK; estd inteiramente contida em Q U P.
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Construamos a bola K, com centro em P e raio r;/2, onde 71 é o raio de K (ver figura
2.4). Definamos a fungao

w=u-+ez

a5 =2 2 ~ _ _
sendo z(z) = e L= (@=8)" _ =% onde T = (74, ...,7,) é o centro de K, como no

teorema 2.3.1.

Figura 2.4:

De acordo com o teorema 2.3.1, se u = M, entao u < M em K; e na sua fronteira,
exceto no ponto P. Recordemos que z = 0 na fronteira de K;. Tomemos £ > 0 tao
pequeno que w < M na porgao da fronteira de Ky que estd em K;. Entao w < M em
toda a fronteira da regiao hachurada D mostrada na figura 2.4.

Como L[w] > 0 nesta regiao, o maximo de w ocorre em P e w(P) = M. Entao, pelo
lema anterior, em P

ow  Ou 0z

ey + 55 > 0.
Desejamos agora mostrar que % < 0 em P para concluirmos que % > 0 neste ponto.
Tomemos Z (o centro de K;) como a origem de nosso sistema de coordenadas e

tomando r para representar a distancia Euclideana de x, temos que

_ 2 _ 2
ZZeOéT‘ _6047‘1‘
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Entao,

0z
8J]i

e sendo n = (91,M2,...,M,) O vetor unitario normal na direcao exterior a €2, como K é

—Qarg

= —2ax;e

tangente a €2 em P, temos também que

X

= —-
r

Como v é um vetor exterior a 2, temos que em P

a n
G_i = ii_r}llj[u.grad u(z)] = —2are”*" ; vin; < 0.

Portanto, du/0v > 0, e assim concluimos o teorema.

Corolario 2.4.1 Seja §2, como na introducao. Se v € auto-funcdo associada ao primeiro

autovalor \y do Laplaciano, isto €,

—Ap;r =M1 em  Q
p1 =0 em OS2,

ed : Q — IR a funcao distancia do ponto a fronteira de ), entdo existem constantes

co, c1,do, di > 0 tais que copr <0 < crpr e dod < 1 < did.

Demonstracgao:
Seja zy € 0f).

Afirmamos que

i) O
lim = ———(mo),
Ce 0(x) an
onde 7 é o vetor normal exterior a 9€) em xy.

Como §(z) é definida como sendo a distancia de = ao bordo de €, isto é, para x € Q
d(z) = mindist(z,T)

para T restrito a 082, temos, pelo método dos Multiplicadores de Lagrange (ver [11]), que
esse minimo ¢ atingido em algum ponto =, € () tal que o segmento T, — x é normal
ao bordo 0. Portanto, se 7 é o vetor normal unitério exterior, existe t > 0 tal que

T,=x+t7 ed(r)=|T, —z| =t, logo
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pi(z) | dp1 e1(z) —o1(@) | Opr doi, « Opr |
5+ o o] < [P G e - G -
_|e@) _ e@—t) —1(@)| |, [Oer, D1
- |20, ) + 2 - 2w
Quando z tende ao bordo de Q, ||Z, —z|| =t — 0, portanto o primeiro médulo acima

tende a zero. Quando x — xy € 0f2 temos além disso que T, — xy logo o segundo mdodulo
também tende a zero, o que justifica a afirmacao inicial.

Temos portanto que 1(z)/d(x) pode ser estendida continuamente a €2, isto &,

f:Q — R dada por
¢1(z)

se x €
f(z) = ai(lx)
E(m) se x € 0N

é continua e estritamente positiva no compacto 2, portanto existem constantes positivas

co, C1, do € dy tais que

copr <O <1 e dod <y < dyd.

]
De modo analogo podemos mostrar que
Observacao 2.4.1 Se &, ¢ solugcao da equagao
{ “AL =1 em (2.4.11)
& =0 em 02

e d € a funcgdao distancia a fronteira de ), isto é, §(x) = dist(x, ), entdo existe C' > 0
tal que & < C9.

Das duas observagoes anteriores concluimos que

Observacao 2.4.2 FExiste C' > 0 tal que & < Cpy em €.



Capitulo 3

Principios de Maximo para Equacoes

Parabolicas

Os objetivos deste capitulo sao estender os resultados do capitulo anterior para
obter comparacoes entre solugoes de Problemas de Valor Inicial e Condi¢ao de Contorno da

equacao parabdlica associada. Neste capitulo, o dominio €2 é como descrito na introducao.

3.1 O Operador Parabdlico

O operador

- 0? - 0 0
L= ai;(x,t) ——— + bi(z,t) =— — =
.Z U( )81'281‘] Z Z( >(9(L'Z ot
1,j=1 =1

é dito parabdlico em (x,t) = (z1, X2, ..., T,, 1) se para todo t fixo operador consistindo do
primeiro somatério for eliptico em (x,t). Isto é, L é parabdlico em (x,t) se existe um

numero p > 0 tal que
n

> ai(@, )6 > py & (3.1.1)
i=1

ij=1
para todas as n-uplas de numeros reais (£1,&s,...,&,). O operador L é uniformemente
parabdlico em um dominio E no espago (z,t) se (3.1.1) vale com a mesma constante
p > 0 para todo (z,t) em E.

Em particular, o operador

L 0P & 0 0
L= 50" L%, "

22
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é uniformemente eliptico, pois o operador de Laplace é uniformemente parabdlico.

3.2 Principios de Maximo

Proposicao 3.2.1 Se u satisfaz a inequagao estrita
~ " 0%u zn: ou  Ou

L =S = — >0
= 81‘? j@xj 8t

J=1

em um dominio E do espago (x,t) entao u ndo pode ter mdximo local em nenhum ponto

interior de E.

Demonstragao:

Se u atingir um maximo local em um ponto interior de F, neste ponto temos que

0*u
a_x% S 07 1= 17 2a ) T,
‘ 0 0
U U
= — = =1,2,.
Or; Ot ! 1St
de onde,
~ "0Pu . Ou Ou
[« FERDY 0w, ot =
j=1 7 =1

neste ponto.

Observagao 3.2.1 [11] Dada uma fungio f € C?, se a é um ponto de mdzimo local de

f, entao

onde

Em particular, em a temos que
<H6i7€i> = a9 S 0

sendo e; € a i-ésima coordenada da base canonica do IR".
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Lema 3.2.1 Seja u uma funcgao que satisfaz a inequacao diferencial
~ "L 9%u i ou  Ou

L =524 >0 (3.2.2)
= o3

=1 "0z; ot =
em um dominio E do espago (x,t), onde os b; sdo limitados para i = 1,2,...,n e L é
uniformemente parabolico. Seja K uma bola tal que ela e sua fronteira 0K estao contidas
em E. Suponha que o mdzimo dew em E é M, que u < M no interior de K e que u = M
em algum ponto P € OK. Entao P = (to, %) € tal que to = max{t : (x,t) € K UOK} ou
to = min{t : (z,t) € KUJK}.

Demonstragao:

Seja K a bola de centro (Z,t) e raio R. Vamos assumir que o ponto P = (o, x)
no qual u atinge seu méximo M em OK nao estd no topo ou no fundo da esfera, isto é,
(2o, 0) € tal que min{t : (z,t) € KUOK} <ty < max{t: (z,t) € K UOK} e procuremos
uma contradicgao.

Podemos assumir, sem perda de generalidade que, P é o tnico ponto da fronteira
OK no qual u = M. Se nao for, podemos trocar K por uma bola um pouco menor K’
cuja fronteira estd no interior de K, exceto no ponto P, sendo 0K e 0K’ tangentes neste
ponto. Entao K’ tem exatamente um ponto P na fronteira onde u = M e os argumentos
podem ser feitos com K’ se necessério.

Suponha que P tem coordenadas (xg,tg), com xy # T. Construamos uma bola com

centro P e raio R, tao pequena que
Ry < ‘IO — T|

e também tal que K; estd contido em E. A fronteira 0K, consiste de dois arcos: C’ que
é a interseccao de 0K, com a esfera fechada K, e C” é o complemento de C’ com respeito
a 0K;. (Ver exemplo de (z,t) € R x IR na figura 3.1.)
C'C KU(OK — P), entao u < M em C'. Logo podemos encontrar uma constante
n > 0 tal que
u<M-n em ("

Além disso, como u < M em F, temos que

u<M em O
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Figura 3.1:

Definimos a funcao auxiliar

’U(I,t) _ e—a[Eglzl(xi—Ei)Q—&—(t—f)Q] . 6—aR2 _ —al(zt)—@-8)* _ e—aRQ'

Para valores positivos de a temos

n

Z(xi—fi)2—|—(t—f)2<R em K = v>0 emK,
i=1

Z(xi—fi)z—i-(t—f)Q:R em 0K = v=0 em 0K,

=1

Z(xi—f,;)2+(t—f)2 >R forade K = v<0 em K"
i=1
Calculemos L(v):

. n 2 n
L(v) = 0“v @ ov

co b — O —
02 V2 T h

=1 =1

_ gegmolB - e {mz - —n—Zb t—t)}
= e~ PPin (=T + {2oz|xZ —T?—n— Z bi(x (t — t)}
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Sendo z € K; temos
lvg —Z| <|zog— 2|+ |z —Z| < R+ |z — T,

de onde,

|z — | > |zvg — T| — Ry > 0,

pois tomamos R; < |zo — T| na construgao de K;. Entao, é possivel tomar « tdo grande
que
L) >0 Y(z,t) e K,.

Definamos agora a funcao
w(x,t) = u(z,t) + ev(x,t),

onde € é uma constante positiva a ser determinada.

Observemos que

L(w)=Lu)+ecL)>0 em K;. (3.2.3)
Comou<M—nemC'ev>0em C” C K, podemos tomar ¢ tdo pequeno que
w=u+ev<M em (.
Além disso, como v < 0 em C” C K e u < M, temos
w=ut+ev<M em C”.

Entao, w < M na fronteira 0K, = C' U C".
Por outro lado, v = 0 em 0K, logo

U)(xo, to) = U(ZL'(), to) + &TU([Eo,to) = U(Io,to) =M.

Entao o maximo de w em K deve ocorrer num ponto no interior de F/, mas pela proposicao
anterior, isto contradiz (2.2.3), e assim concluimos o lema.
Observe que o argumento falha se P é o topo ou o fundo de K, pois neste caso xg =7

e nao podemos tomar 0 < R < |z — T|.
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Lema 3.2.2 Seja E = Q x (0,T) com Q como na introdugao. Suponha que u satisfaca
a 1nequacao Z[u] >0 com L como no lema 3.2.1. Se u <MemFE eu<M em algum
ponto (g, ty) do interior de E, entdo u < M em todos os pontos que estio no nivel t,

isto €, que estao em | = {(z,t) : x € Q}.

Demonstracao:

Vamos supor que u = M em algum ponto interior (z1,%y) em [ e que v < M em
(xo,tp). Vamos encontrar uma contradigao.

Podemos supor que v < M para x no segmento de reta (xy, 2o, pois caso contrario
basta tomar z em (x1, o) mais préximo de xy com esta caracteristica.

Seja

do = min{|$0 — l’ll,dl},

onde
dy = min{dist((x,ty), 02 x (0,T)) : & = x1 + t(xg — x1),t € [0,1]}.

Para z no segmento s = {x = ;1 +t(xg —x1) : t € [0,1], 0 < |z — 21| < dp},
definamos a fungao d(z) como sendo a distancia de (z,ty) ao ponto mais préximo em
E=Qx(0,T) tal que u =M. Como u(xy,ty) = M, d(x) < |x — x1]. Pelo lema 3.2.1,
o ponto mais préximo de (z,tg) tal que u = M é (x,ty + d(z)) ou (x,ty — d(x)). Entao,
uw(z,to+d(x)) = M ou u(x,tg — d(z)) = M.

Denotemos por = + ¢ o ponto pertencente ao segmento de reta que liga z a zy (que

estd contido em T77g) que estd a uma distancia § de x.

Figura 3.2:
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Como a distancia de (x + 6,ty) a (z,to £ d(x)) é \/d(z)? + §2, vemos que

d(z +6) < /d(x)2 + 62 < d(z) + 25(1) (3.2.4)

para 0 < d(z).
Observe que a segunda desigualdade em (3.2.4) segue de

d(x)* 4+ 6% < d(z)* +6° + ( 2;(23:))2 = (d(:c) + 2;(1))2.

De modo andlogo, usando o triangulo com hipotenusa tracejada da figura 3.2, temos

que

d(z) > v/d(z + 0)% + 2,
portanto, se 0 < d(z),

d(z +6) > \/d(x)? — 02 (3.2.5)

Agora, suponha que d(x) > 0, e escolha 0 < ¢ < d(x). Vamos subdividir o intervalo

(x,x 4+ §) em n partes iguais e aplicar as desigualdades (3.2.4) e (3.2.5) nestes intervalos

d(l’+ﬂ>—d(l’+l(5> <
n n
J

' 52 J 52
TR P BRI
n 2n%d(x + £6) n 2n%d(x + £6)
52 52
<
2n2,/d(z)2 — L 62 2n2y/d(z)? — 62

<

para j = 1,2,...,n, pois neste caso j/n < 1.

Somando 7 de 0 a n — 1 obtemos

dlz+9) —d(z) < >

T 2n/d(z)? — 02

para qualquer n inteiro.

Tomando n — 0o temos

d(z +0) —d(z) <0,

ou seja,
d(z+9) < d(z)

para § > 0.
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Entao d(x) > 0 é uma fungao nao crescente no segmento de reta contido em s que
”comega”’em z7. Como vimos que d(z) < |z — x|, que é arbitrariamente pequeno para
x arbitrariamente préximo de x;, obtemos que d(z) = 0 para = no segmento descrito
anteriormente, logo u(z,ty) = M para x nesses pontos, o que contraria a hipdtese de que
u < M para z € (z1,x).

Portanto encontramos a contradi¢ao desejada.

Lema 3.2.3 Seja E = Q x (0,T) um subconjunto aberto, conexo e limitado de IR"™ X
(0,00). Suponha que u satisfaz a inequagdo Z[u] >0 com L como no lema 3.2.1. Suponha

que u < M em Q X (tg,t1) para to,t; < T nimeros fixrados quaisquer. Entao u < M em
9% {t = tl}

Demonstracgao:

Suponhamos que exista P = (T,t1) € Q x {t =t} tal que u(P) = M. Procuremos
uma contradicao.

Vamos construir uma esfera K com centro em P e raio R tao pequeno que a metade
da esfera na qual ¢t < t;, estd inteiramente contida em 2 x (0,¢1). (Ver exemplo em
E C R x (0,00) na figura 3.3.)

Figura 3.3:

Definamos a funcao
o(,8) = e~ Tils-mP-al-n) _ 1,

Temos que

L] = |4z -7 —2—2 Z bi(zi — T) + a| e Tm@imm) malt-t)
i=1
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Tomemos « positivo tao grande que

Lv] >0 em K parat <t.

O paraboléide

n

D (@i =) +alt —t) (3.2.6)

i=1
é tangente ao plano t = ¢, no ponto P. Denotemos por C’a por¢ao (incluindo os extremos)
de 0K que esté abaixo do paraboldide, isto é, se (x,t) estd no paraboldide e (z,t') estd em
0K, entao (z,t') € C" < t' <t. E denotemos por C” a porgao do hiperboléide que esta
”dentro” da esfera, isto é, se (x, t) estd no paraboldide, entdo (x,t) € C” < |(z,t)—P| < R.
E finalmente, denotemos por D a regiao envolvida por ¢’ e C”.(Ver figura 3.3.)

Por hipdtese, u < M em ', entao existe n > 0 tal que u < M —n em C’. Como
u < M em E temos também que u < M em C”.

Definamos agora a funcao
w(x,t) = u(z,t) + ev(x,t),

onde € é uma constante positiva a ser determinada. Observemos que v = 0 em C”.
Podemos escolher € tao pequeno que w tenha as propriedades:

(i) L(w) = L(u) + ¢L(v) > 0 em D. De fato: L(v) >0 e L(u) > 0, entdo L(w) > 0 para
todo € > 0.

(i) w=u+ev <M em C'. De fato: w=u+ecv <M —n+ev <M em C' para € tao
pequeno que v < 1.

(iii) w=u+ecv < M em C”. De fato: w=u+cv=u < M em C".

A condigao (i) nos mostra que w nao pode atingir um maximo em D, pela proposicao
3.2.1. Temos que, w(P) = u(P)+ev(P) = M+c0= M. E por (ii), w < M em C’, entdo
o maximo de w nao ocorre em C’. Logo o méximo de w ocorre em C”. Por (iii), w < M,
e como w(P) = M, temos que

maxw = maxw = M.
5 C//

Em C”, w = u+ev =wu, e como u < M para t < t;, temos que w = u = M &

(x,t) = P. Logo o méximo de w ocorre em P. De onde, concluimos que

88_1;20 em P.
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Temos também que

0
—U:—Oé<0 em P.
ot

Das duas desigualdades anteriores obtemos

ou Ow ov ov
—_— = — —e— >
ot ot ot — Ot

Por outro lado, como o méaximo de v em t = t; ocorre em P, temos que neste ponto

ou 0*u
= — < =
oz, 0 e 022 0 em P, para 1=1,2,...,n,
de onde,
8 ot ~ 022 Ot

=1 (2

em P. O que contradiz a hipdtese L(u) > 0.

Teorema 3.2.1 Seja E = Q x (0,T) com 2 como na introdugdo. Suponha que em E a
Mequacao
~ 0% ., Ou  Ou
Lul = — + bi— — — >0
=2t e T 2
seja satisfeita e que os b; sao limitadas para i=1,2,...,n. Se o mdximo M de u € atingido

em algum ponto (T,t1) do interior de E, entao u= M em € x [0,t4].

Demonstracgao:

Como no teorema anterior observemos que E é um subconjunto aberto, conexo e
limitado de R"™ x (0, 00).

Temos que se (Z,t) € E, entdo (Z,t) € E para todo 0 < t < t;. Vamos supor que
exista um valor de t, digamos ty tal que 0 < ty < t; e u(T,ty) < M e procuremos uma
contradigao.

Seja

T =sup{t <t :u(T,t) < M}.
Pela continuidade da u, temos que u(Z,7) = M e u(Z,t) < M para t em algum intervalo

(11, 7). Aplicando o lema 3.2.2 para cada t € (11, 7) temos que

u(z,t) < M
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na regiao de E tal que 7 < t < 7. Observemos que esta regiao contém (Z,t) para todo
t € (7, 7). Aplicando o lema 3.2.3 nesta regiao temos que v < M em Q x {t = 7}. Em
particular, u(Z,7) < M. Contradigao.

Portanto, u(Z,tg) = M para todo (Z,t;) € Q2 x (0,t1]. E temos que w(Z,0) = M pela

continuidade da w.

Segue diretamente do teorema anterior que

Corolario 3.2.1 Suponha que em §2 x (0,T) a inequagdo

~ 0% o~ Ou  Ou
Lu] = —+ > bim————>0
[ ZZ:; O} 4 "0x; Ot ~
seja satisfeita e que os b; sao limitadas para i=1,2,...,n. Entao o mdximo M de u €

atingido em algum ponto P em (2 x {t =0}) U (992 x (0,7)).

Corolario 3.2.2 Suponha que u e v satisfazem

¢

z[u]zut—Au—i—Zbi%:O em §2x (0,00),

- Xy
i=1
u(0) = uyg em €,

Lv] Evt—AquZbi% =0 em Qx(0,00),
i=1 !

v=_0 em  Of),
v(0) = vy em Q,

\
respectivamente, sendo ug < vy € com L como no teorema anterior. Entao temos que

u<wvem§x(0,00).

Demonstracgao:
Seja w = u — v, entao w satisfaz o problema
Liw] =0 em §x(0,7),
w=70 em Of),

w(0) =up—vg <0 em €

para todo T € (0, c0).
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Pelo corolario anterior, temos que o maximo de w ocorre em 2 x {t = 0}UIN x (0,7"),
e como w < 0 neste conjunto, temos que max{w(z,t) : (x,t) € Q x (0,7)} < 0. Portanto,

w <0, de onde, u < v em Q x (0,7). Como vale para todo T € (0, 00), temos que

u <o

em Q x (0,00).

Teorema 3.2.2 Seja Q x (0,T) com 2 como na introduc¢ao. Suponha que em 2 x (0,T)

a 1Nequacao
0
(L+h)u §j E:b “——+h >0

seja satisfeita, que o0s b; sao limitadas para i=1,2,...,n e que h <0 em Q x (0,7). Se o
mazximo M de u € atingido em algum ponto (Z,t1) do interior de Q x (0,T) e se M > 0,
entao u = M em Q x [0,t4].

A demonstracao deste teorema é feita exatamente como a do teorema 3.2.1, usando
os andlogos dos lemas 3.2.2 e 3.2.3. Para demonstra-los, basta tomar o na funcao auxiliar
v grande o suficiente que (L + h)[v] > 0 e observar que (L + h)[w] < 0 em um méximo
nao negativo de u pois h < 0. Os outros argumentos das demonstragoes sao os mesmos.

Segue diretamente do teorema anterior que

Corolario 3.2.3 Suponha que em Q x (0,00) a inequagao

8u ou
(L E - _ = >
+h 8t+hu 0

seja satisfeita com h < 0 e com os b; limitadas para i=1,2,...,n. Entao o maximo M ndo

negativo de u € atingido em algum ponto P em (2 x {t = 0}) U (09 x [0,T]).
Coroléario 3.2.4 Suponha que em 2 x (0,00), u e v satisfazem

— —Au=g(u) em Qx(0,00),
u = em OS2,
u(0) = ug em €,
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% — Av = (U) em Q x (O, OO):
v = em  Of),
v(0) = vy em (),

respectivamente com ug < vy e sendo g nao-decrescente e C’l(]R). Entao temos que u < v
em €2 x (0, 00).

Demonstragao:

k com k constante a ser determinada, entao w satisfaz o problema

ow

Seja w = (u—v)e

Llw] = Aw — i —[g(u) —g()]e" +kw em Qx (0,7),
w=10 em 0f),
w(0) =uy —vg <0 em €.

para todo T € (0,00). Fixemos T > 0.

Pelo teorema do valor médio temos que existe w(x,t) entre u(x,t) e v(x,t) tal que

9(u) — g(v) = g'(@)(u —v).
Entao temos que w é solucao de

Lw] = —¢'(0)(u —v)ek + kw = [k — ¢'(w)jw em Qx (0,7),
w=0 em 0f),
w(0) =ug — vy <0 em (.

Para T > 0 fixado temos que {¢'(w(x,t)) : (z,t) € Q x [0, T]} é limitado, pois @ est4

entre u e v, logo tomando
k= sup{g'(@(z,1)) : (z,t) € @ x [0, T},

temos que h = ¢'(w) —k <0 em Q x [0,77.

Portanto, pelo coroldrio anterior, temos que o méximo de w ocorre em (2 x {t =
0}) U (92 x [0,T]), e como w < 0 neste conjunto, temos que w < 0 em Q x [0,7]. De
onde,

u<wv

em 2 x [0,T7].

Como T é arbitréario temos que u < v em €2 x (0, 00). -
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Corolario 3.2.5 Suponha que em 2 x (0,00), u(z,t) e w(x) satisfazem

% —Au=g(u) em Q x(0,00),
u=>0 em  0f),
u(0) = ug em €,

—Aw =g(w) em €,
w =70 em  O0f),

respectivamente e sendo g nao-decrescente e C1(IR). Seug < w entdou < v em Qx(0,00).

Demonstracgao:

Basta observar que v(z,t) = w(x) satisfaz o problema

% —Av=yg(v) em Qx(0,00),
v=20 em 0f),
v(0) =w em (2,

pois dv/dt = 0, e aplicar o corolario anterior para u e v.

3.3 O Lema de Hopf para o Problema Parabdlico

Teorema 3.3.1 Seja u satisfazendo a inequagao

i=1
com os coeficientes b; limitados para i=1,2,....n em E = Q x (0,T), com £ como na
introducgao, e suponha que o mdximo M de u € atingido um ponto P na fronteira OF.
Assuma que uma esfera que passa por P possa ser construida de modo que seu interior
esteja inteiramente contido em E e no qual u < M. Entdo, se 0/0v denota qualquer
deriwada direcional em uwma direcao exterior, temos que

ou

$>O em P.
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Demonstracgao:

Primeiramente observemos que em qualquer esfera como descrita acima a direcao
radial do centro da esfera a P nao é paralela ao eixo t, na realidade, esta direcao é
perpendicular ao eixo t.

Vamos proceder como no lema 3.2.1. Construamos um disco K de raio R tangente
a OF em P (ver exemplo em E € IR x (0,00) na figura 3.4). Denotemos as coordenadas
de P por (2°t) e o centro de K por (x',t;). Vamos construir também um disco K; com
centro em P e raio menor que |z — 2°|.

Chamemos de C' a porcdo da fronteira 0K, contida em K, entdo C’ é fechado.
Denotando por C” o arco (aberto) de K que estd em K;. Observemos que os arcos

C’" U C” formam a fronteira de uma regidao D, como esta na figura 3.4.

oE
0K

\

Figura 3.4:

Tomando o circulo tangente K um pouco menor se necessario, podemos dizer que
u < M em 0K, exceto em P. Entdo u < M no arco fechado C’, e podemos afirmar os
seguintes fatos:
(i) uw < M em C”, exceto no ponto P.
(ii) u = M em P.

(iii) Existe um 7 > 0 suficientemente pequeno tal que

u<M-—n em(C.
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Vamos introduzir a fungao auxiliar

v(x,t) = e olBiy (@i—ai)? +(t—11)?] _ j—aR?

e note que

L[v] = 20 i @i—ell* =t 1oq ) — g1)2 — 1 — Z bi(zi —x}) + (t —t1)
i=1

Entao para « suficientemente grande, temos

L[v] >0 para (z,t) em D.

Construamos a funcao

w=1u-+ev

e observemos que para todo niimero positivo &, L{w] = L[u] +&eL[v] > 0 em D, entdo pela
proposicao 3.2.1 temos que o méaximo de w em D ocorre na fronteira de D, que é C'UC".

Pelo fato (iii) acima, podemos escolher € tao pequeno que
w<M em ('
Como v = 0 em 0K, temos, pelo fato (i) acima que,

w< M emC"” excetoem P

e
w(P) =M.
Como vimos que o méximo de w em D deve ocorrer em C' U C”, o méximo ocorre no
ponto P.
Entao em P
ow Ov ov
ey + €5, > 0.

Sendo % = X7, (z; — x})* + (t — t1)? temos que em P

ov <8v ov 8v> Ov (87“ or 07“)
— =Vov=|— v . V=

ov ox, " Oz, Ot ~or or, 0z, Ot
ov (xy —xl T, —xl t—1t
= — e , V=
or r r T

0 2
= V.na—z = —2unaRe *f <0,

onde 1 denota o vetor normal exterior a d(€2 x (0,00)) em P. De onde concluimos que

Ou/Ov > 0 em P, e assim completamos a prova do teorema. m
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Corolario 3.3.1 Seja 2 C R" como na introdugao. Sejam ¢ solucdo de

O — AP = em € x (0,00)
¢=0 em  0f)
¢(0) >0 em Q,

com ¢(0) Z0 e d: Q — R a fungdo distancia do ponto a fronteira de Q. Temos que
existem fungoes y(t) : [0,00) — IR e C(t) : (0,00) — IR tais que v(t),C(t) > 0 e
V(1)o(x) < ¢(z,t) < C(t)d(x).

Demonstracgao:

Do teorema 3.2.2 temos que parat > 0, ¢ > 0 em Q x {t}. E pelo teorema 3.3.1 temos
que para qualquer derivada direcional em uma direcao exterior, g—:j > 0em 02x{t}. Entao
fixado t > 0, procedendo como na demonstracao do corolario 2.4.1 temos que existem
constantes 7y, Cy > 0 tais que v,0(x) < ¢(z,t) < Cyd(x). Basta tomar y(t) = 0 para t =0
e y(t) =y parat > 0e C(t) = C; para t > 0.



Capitulo 4

O Semigrupo da equacao do Calor

4.1 Introducao a Teoria de Semigrupos

Definigao 4.1.1 : Seja X um espago de Banach e {T'(t) : t > 0} uma familia de opera-
dores lineares continuos em X. Dizemos que {T'(t) : t > 0} € um semigrupo fortemente

continuo se satisfizer as condigoes:

i) T(0)=1I,
i) T(t+s)=TH)T(s), (4.1.1)
i11) 111(1)1+ T(t)u = u, para todo u € X.
t—

Neste caso, dizemos que {T'(t) :t > 0} é um C°-semigrupo. Ainda mais, se:
i) |IT(t)|| < M para todo t > 0, dizemos que T'(t) é uniformemente limitado.
iw)|T(t)]] <1 para todo t > 0, dizemos que T'(t) é de contragoes.

Definigao 4.1.2 : Definimos o gerador infinitesimal A de um C°-semigrupo {T'(t) :

t > 0} por
T(h)u —
Au = lim T(hu—u
h—0+ h
e o dominio D(A) de A como sendo o conjunto formado pelos u’s para os quais o limite

(na norma de X) existe.

Teorema 4.1.1 Seja T(t) um C°-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo:
1) Existem constantes w >0 e M > 1 tais que ||T(t)|| < Me™.
2) Para todo v € X, T()u: IRy — X € continuo.

39
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3) Se uy € D(A) entao T (t)ug € D(A) e

em particular, u(t) = T (t)ug € solugao do problema de valor inicial
t) = Ault
ui(t) = Ault) (4.1.2)
u(0) = ug € D(A)
4) D(A) € denso em X e A é um operador linear fechado, isto é, seu grdfico {(u, Au) :
u € D(A)} € fechado em X x X. Na verdade temos que Mo~ D(A™) € denso em X.

Demonstragao: Ver [13].

Definigao 4.1.3 : Dizemos que um C°-semigrupo T(t) em X é analitico se T(t) tem as
sequintes propriedades adicionais:

a) t — T(t) tem uma extensao analitica ao setor Ng = {z € C: |arg z| < 0,0 <0 < T}
em L(X) (conjunto das aplicagoes lineares continuas de X em X).

b) T(z1 + 20) = T(21)T(22) para z1, 22 € Ng.

c) lim T(2)u = u para todo u € X.

z€EAg

Observagao 4.1.1 Se T'(t) é analitico temos, para t > 0, que:
i) T(t): X — D(A™), m > 1.

d
i) %T(t) = AT(t) é um operador linear limitado em X.

iii) t — T(t) € L(X) € continuo, na norma dos operadores lineares (nao para t — 0, a
nao ser que A seja limitado). (Ver [13].)

Definicao 4.1.4 : Seja X um espaco de Banach e X* o seu dual. Definamos a trans-

formacao J de X no conjunto das partes 2X° de X* por
J(z) = {z" € X*: (2", 2) = ||lz|]* = [l="[*}.

O Teorema de Hanh-Banach garante que J(x) # ¢ para todo x € X. Escolhendo
j(z) € J(x) para todo x € X obtemos uma aplica¢ao

jiX - X"

que € chamada "aplicacao dualidade”.



Introducgao a Teoria de Semigrupos 41

Definigao 4.1.5 : Um operador linear A é dissipativo (com respeito a aplica¢ao dualidade
J) se
Re(Ax,j(x)) <0

para todo x € D(A), e € acretivo se -A € dissipativo.

Teorema 4.1.2 Seja A um operador linear com dominio D(A) denso em X.

i) Se A é um gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contragoes em X entdo A é
dissipativo (com respeito a j) e a imagem de A — A é X para todo \ > 0.

i1) A € dissipativo com respeito a alguma aplicagdo dualidade j e existe N\g > 0 tal que a

imagem de \g — A é X, entao A é gerador de um C°-semigrupo de contracoes em X.
Demonstragao: Ver [13].

Coroldrio 4.1.1 Se A é um operador linear com dominio D(A) denso em um espago de

Hilbert H, existe \g > w > 0 tal que a imagem de \g — A é H e
Re(Az, ) < uljo]?
para todo x € D(A), entio A é gerador de um C°-semigrupo T(t) tal que || T(t)]| < .

Teorema 4.1.3 Se A é um operador linear com dominio D(A) denso em X, tal que:

i) O congunto resolvente de A contém o setor

S(p:{)\;)\;éo,|a7“g)\|<90+g}

com (0 < < g
. M
i) |[R(A: A < o para X € S,,.

Entao A € o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo analitico T(t), com extensao

analitica ao setor A, = {z € C : |argz| < ¢} satisfazendo

" C
[A™T ()] <

= ¢m
parat >0 e M > 1, onde C depende somente de A e m.

Demonstragao: Ver [5].
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4.2 Equacao do Calor em 2.

Seja 2 um aberto e limitado do IR™ com fronteira OS2 suave, de classe C* para k > 1.
A equacao do calor
uy=Au em
{ u=0 em 02

serd considerada como a equacao diferencial
u=Au

em H = L2(Q) e D(A) = H2(Q) N HL(Q).

Usaremos as seguintes propriedades do Laplaciano
A H*(Q) N Hy (Q) — L*(Q)

i) O espectro o(A) do Laplaciano A é formado por uma seqiiéncia de nimeros reais
negativos
...S)\4§/\3§)\2<)\1<0.

ii) Existe uma constante Cp > 0 tal que
(=Au,u) > Collully

para toda v € H*(Q) N H} (), onde

n
lulf = JlulF2 + )
=1

As propriedades i) e ii) mostram que o operador Laplaciano satisfaz as condig¢oes do

ou
3@-

2
L2

Corolério 4.1.1 com w = 0, logo A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T'(t) de
contracoes em L?(Q) e ||T(t)|| < 1. Este semigrupo nos fornece as solugoes generalizadas
da equacao do calor.

Além, podemos usar o teorema 4.1.3 para garantir que 7'(t) é analitico. De fato,
o(A)yCcO={z€C:|argz —7| < a}

Com0<a<§.

Para A\ no complementar do setor © temos que

M,
I = A)7H < 5T
Al
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onde M, = ;
sen(a)

. Pois, para v € H*(Q) N Hy (), com ||v]|z2 = 1,

(Av,v) € R

[Alsen(a) < dist(A, R-) < |A = (Av,v)|[ = [(A = A)v,v)[ < [(A = A)v| 2.
Temos portanto que T'(t) é diferencidvel para t > 0 e suaviza as solugoes, isto é,
T(t) : L*(Q) — D(A) = H*(Q) N Hy(Q)

para t > 0.
Na verdade —T'(t) € L*(Q) C D(A™) = H*™(Q) N H}(Q) param > 1 et > 0.



Capitulo 5

A Equacao do Calor Nao Linear e o

Problema Eliptico Associado

5.1 Introducao

Finalmente neste capitulo discutiremos as relagoes entre a existéncia de solugoes

classicas globais da equagao de evolugao (0.0.1)

ur—Au=g(u) em (0,00) x
u=>0 em 02

u(0) = g em ()
e a existéncia de solugdes fracas do problema estacionério (0.0.2)

—Aw =g(w) em Q
w=20 em Of).

Neste capitulo:
o () C IR" ¢ suave limitado.
e g:[0,00) — [0,00) é uma funcao convexa, C'' e nao decrescente.
e u:[0,00) x Q—[0,00).

o uy € L>(2), uy > 0.

44
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Lembremos também que para alguns resultados vamos assumir a hipétese (0.0.3),

isto é, que existe xo > 0 tal que g(z9) >0 e

/ > ds -
— <0
v ()
Recordemos ainda a seguinte definicao:

Definigao 5.1.1 : Uma solucio fraca de (0.0.2) é uma fungio w € L'(Q), w > 0, tal
que
g(w)d € L'(Q), (0.0.4)

onde § denota a funcdo distancia a fronteira,

d(z) = dist(xz,00) (0.0.5)

_ / WA = / g(w)¢ , (0.06)

para toda ¢ € C*(Q) com ¢ = 0 em O0. (Note que a sequnda integral faz sentido desde
que |¢(z)] < Cé(x) para todo = € S.)

Os principais objetivos deste capitulo sao demonstrar os trés teoremas seguintes:

Teorema 5.1.1 Assuma (0.0.8). Se existe uma solugao classica global de (0.0.1) para

algum ug € L>(2), ug > 0, entdo eziste uma solugdo fraca de (0.0.2).

Observacao 5.1.1 No teorema 5.1.1 observe que nao assumimos qualquer limite quando

t — 0o para a solugdo global u de (0.0.1).

Observagao 5.1.2 A existéncia de uma solugdo global de (0.0.1), em geral, ndo implica
a ezisténcia de uma solucao cldssica de (0.0.2). Em muitos exemplos, a ezisténcia de
uma solucao fraca de (0.0.2) implica a existéncia de uma solucao cldssica da mesma.
Porém, existem situacoes na quais o problema estaciondrio nao admite solucoes cldssicas,
e ainda existe uma solugao classica global do problema de evolucao. Ver teorema 5.1.2 e

observacao 5.1.4.

Corolario 5.1.1 Assuma (0.0.3). Se nao existe uma solugao fraca de (0.0.2), entao para

qualquer ug € L>®(2), ug > 0, a solugdo de (0.0.1) explode em um tempo finito.
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Existe uma reciproca do teorema 5.1.1, a qual néo requer a suposic¢ao (0.0.3).

Teorema 5.1.2 Se existe uma solu¢ao fraca w de (0.0.2), entao para qualquer ug €
L>(2) com 0 < ug < w, a solugao de (0.0.1) com u(0) = ug € global.

Observagao 5.1.3 Se w € uma solugao cldssica de (0.0.2), entdo a existéncia da solugdo
global de (0.0.1) segque imediatamente do coroldrio 3.2.5. Por outro lado, se w ¢ L>(f),
entdo a conclusao nao € tao obvia. De fato, suponha que a solugcao exploda em um tempo
finito T,,. Claramente u(z,t) < w(z) em (0,T,,) x Q, mas esta estimativa ndo impede

que ||u(t)||L~ exploda em um tempo finito.

Um ingrediente basico na demonstragao do teorema 5.1.2 consiste em provar que
se (0.0.2) tem uma solucao fraca entdo algumas ”perturbagoes’de (0.0.2) tem solugoes

classicas. Um resultado tipico nesta direcao é o proximo teorema:

Teorema 5.1.3 Se eziste uma solugdo fraca w de (0.0.2), entdo para todo € € (0,1),

existe uma solucao classica w, de

—Aw. = (1 —e)g(w:) em Q, (5.1.1)
w. =0 em OSL.

O teorema 5.1.3 nos permite tornar mais precisos alguns resultados bem conhecidos

do problema

—Au= A\ Q
w=Aglu) em €, (5.1.2)
u=0 em Of).
Aqui também assumimos que
g(0) >0 e g#g(0). (5.1.3)

Lembremos que existe 0 < A\* < oo tal que:
a) Para todo A € (0,\*) a equacdo (5.1.2) tem uma solucao cldssica positiva minimal
A).

(
b) A aplicacdo A — u(\) é crescente.

I~

c) Para A > \*, nao existe solucao cldssica de (5.1.2).

d) Para A = \*, se
lim 9(v) = 00, (5.1.4)

U— 00 Uu

entao existe uma solugao fraca u* = limypy= u(A) de (5.1.2).
Para estes resultados ver [6], [8], [9], [3], [2].
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Observacao 5.1.4 A solugcao u* € algumas vezes uma solugao cldssica. Por exemplo,
quando g(u) = €* en < 9 ou quando g(u) = (1 +u)? en < 10 (ver [12]). Porém,
existem casos importantes onde nao existe solucao cldssica para X = \*. Por exemplo,

quando € € a bola unitdaria do IR"™ com n > 10 e g(u) = e*. Neste caso, \* = 2(n —2) e
u* = log (#) (ver [7]).

Uma conseqiiéncia do teorema 5.1.3 é o préximo corolario.

Corolério 5.1.2 Assuma (5.1.8). Se A > \*, entao nao existe solugdo fraca de (5.1.2).

Demonstragao:

Vamos supor que existe A > \* tal que o problema

~Au=Ag(u) em
u=>0 em 0f)

admite solugao fraca u(\) e chegar a uma contradigao.

Pelo teorema 5.1.3, para todo ¢ € (0, 1), existe solucao classica w. de
—Aw, = (1 —e)Ag(w.) em Q
w, =0 em Of2

em particular, o teorema vale para ¢ tal que

A= (1—g)h e (M, N).

Entao temos uma solugao classica do problema acima para )€ (A*, ). O que é uma

contradigao com a propriedade (c).

"
Dos teoremas 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3, podemos afirmar o seguinte:
Corolario 5.1.3 Assuma (0.0.3) e (5.1.3), e considere a solugdo (cldssica) u de
u — Au = Ag(u)
u=0 em 0N (5.1.5)

u(0) =0 em .

Se A < \*, entdo u € global. Se A > \*, entao u explode num tempo finito.
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Demonstracgao:

Analisemos os 3 casos: A < A*, A > A*e A= \".

o\ <\

Da propriedade (a), temos que para todo 0 < A < A* a equagao (5.1.2) tem solugao
classica global positiva w. Observemos agora que o problema (5.1.2) é o problema
(0.0.2) com Ag no lugar de g e o problema (5.1.5) que é o problema (0.0.1) com Ag
no lugar de g e up = 0. Entao usando o teorema 5.1.2 para a equagao (5.1.2) temos

que a solugao u de (5.1.5) é global.

e )\ > \*: Segue da aplicacgao direta do corolario 5.1.2 seguida da aplicagao do corolario
5.1.1.

e A =)\" De (0.0.3) e da convexidade da g, pelo lema 1.2.1, temos que

lim M—

u—oo U

Logo, pela propriedade (d) existe uma solucao fraca u* = limyy» u(A) de (5.1.2)
quando A = A\*. Novamente, usando teorema 5.1.2 para a equagao (5.1.2), como no

caso A < \*, temos que a solugao u de 5.1.5 é global.

Observacao 5.1.5 FE interessante observarmos que obtivemos o mesmo \* para o pro-

blema de evolucao e para o problema estaciondrio correspondente.

5.2 Demonstracao do Teorema 5.1.3

Antes de comegarmos a demonstracao do teorema, vamos demonstrar quatro lemas

que serao utilizados nela.

Lema 5.2.1 Dado f € L'(Q,(x)dz), existe uma tnica v € L'(Q) que é uma solugdo

fraca de

{_szf em ) (5.2.6)

v=>0 em 0,
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_/QUAg_/Qfg (5.2.7)

para toda & € C*(Q) com & =0 em 09.

Além disso,

no sentido que

[vllzr < CllflL1@.b)dn) (5.2.8)

para alguma constante C' independente de f. Ainda mais, se f > 0 q.t.p. em §, entdo

v>0 qtp. em .
Demonstragao:

e Unicidade

Sejam v; e vy duas solugoes de (5.2.6). Entao v = v; — v, satisfaz

[ vag=o

para toda £ € C%(Q) com & = 0 em 9.

Dado qualquer ¢ € D(Q), seja £ a solugao de

AE=¢p em
E=0  em 09,

onde D(2) = {u € C* : u tem suporte compacto contido em §2}.

/v<p=0.
Q

Como ¢ ¢é arbitrario, temos que v = 0.

Segue que

e LExisténcia

Podemos assumir f > 0, pois caso contrario basta observar que f = ft — f~.
Dado um inteiro k > 0, seja fr(z) = min{f(x),k}. Temos que limy_. fr = f em
LY(Q,0(x)dx), isto é, dado e > 0 existe ko > 0 tal que [, |fr — f|o(z)dz < e para
k > k.

Seja vy a solugao de

{_Avk:f’“ em ) (5.2.9)

v =10 em Of).
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A seqiiéncia (vg)g>0 € ndo decrescente pelo corolério 2.3.1.

Esta ¢ também uma seqiiéncia de Cauchy em L'(2) pois

/Q(Uk —u) = /Q(fk — fi)éos

onde &, é definido pela equagao (2.4.11), isto é,

A =1 em Q
& =0 em 0.

Agora, como existe C' > 0 tal que £ < C'§ (pela observagao 2.4.1), temos que
/(vk )= C/(fk ~ f)b(x)de.
Q Q

Como vy, é uma seqiiéncia de Cauchy em L'(Q), existe o limite limy_ ., vy, = v em

LY(Q).

Multiplicando (5.2.9) por £ e integrando temos que

- /Q UAE = /Q fié

Passando o limite k& — oo, como vy < v e fi < f para todo k, f € LY(Q,6(x)dx),
v € LY(Q) e, portanto, v € L'(Q, (x)dx), pelo teorema da convergéncia dominada
em L'(Q,0(x)dx) temos (5.2.7), isto ¢,

—[ﬁA&zéfé

Finalmente, tomando £ = &, em (5.2.7), obtemos

nwwm=/v=/}@so/f&mmzdmmmmmy
Q 9] Q

de onde segue (5.2.8).

Lema 5.2.2 Seja f € L'(Q,6(x)dx) e seja u € L' a solugio fraca de (5.2.6) . Seja
® € C*(IR) concava, com @' limitada e ®(0) = 0. Entao

—AD(u) > ' (u) f
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no sentido que

- [owac> [ @y

Q
para toda & € C*(Q), € > 0 tal que £ =0 em 5.

Demonstracgao:
Considere uma seqiiéncia (f,,)n,>0 C D(Q) tal que f, — f em LY(Q,d(z)dz) e f, < f.
Seja u, a solucao de
—Au, = f, em
{ U, =0 em Of).

Como no lema 5.2.1, u, é uma seqiiéncia de Cauchy em L', entdo u, — v em L'
quando n — oo e v é solucao de (5.2.6). Mas pelo lema 5.2.1, a solugao de (5.2.6) é tnica,
entao u, — u em L'(Q) quando n — oo.

Por outro lado,
AD(uy) = O (1) Ay + D" (1) |V, [* < O (uy)Auy, = —0 (uy) f,
pois ® é concava, de onde, ®”(u,) < 0. Conseqiientemente,

_/Qq)(un)A§2/Q‘I>/(Un)fn§

para toda & € Cy(Q2), £ > 0 tal que £ = 0 em 0.
Tomando o limite n — oo e usando o Teorema da Convergéncia Dominada concluimos

que

- [owas> [ wwse

Q

Lema 5.2.3 Sejaw uma super-solugdo fraca de (0.0.2), no sentido quew € L'(Q), w > 0,
g([@)d € LY(Q), onde § € dado por (0.0.5), e

_/QwAgz/Qg(@)g (5.2.10)

para toda € € C*(Q), € >0, com & = 0 em 0. Entdo existe uma solucdo fraca w de
(0.0.2) com 0 < w < @ quase sempre.
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Demonstracgao:

Defina a seqiiéncia (wy,)n>1 por

{ —Awp1 = g(w,) em

Wpy1 =0 em Of)
com wy = w.

Provemos, por inducao, que w = w; > wy > w3z > ... > 0 quase sempre.

Passo 1: Provar que w; > wy > 0 quase sempre.

Temos que
[ =9 = [ a-a [ wn(-a¢) -

= [w-a9 - [ gwg=— [wac— [ g =0

pela equagao (5.2.10). Ou seja, obtivemos que

[ = un)(=6) 20

para toda & € C%(Q), € > 0 com & = 0 em 0.
Dado ¢ € D(€2), ¢ > 0, seja &, solucao de

—Af,=¢p em
=0 em Of).

Tomando & = £, em (5.2.11), obtemos

[ = w0

52

(5.2.11)

Como ¢ > 0 é arbitrario, deduzimos que w; —wy > 0 quase sempre, ou seja, we < wq

quase sempre em ).

Por outro lado, segue do lema 5.2.1 que wy > 0 quase sempre. Logo, 0 < wy < wy

quase sempre em §2.

Passo 2: Mostrar que w,_1 > w, > 0 quase sempre implica w,, > w, 1 > 0 quase sempre.

Hipdtese de Indugao: w,_; > w, > 0 quase sempre.

Tese: w,, > w,1+1 > 0 quase sempre.
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Temos que

[ wn = wna)(=8) = [ 0,86 = [ wna(-a¢) -

:/Qg(wn_l)(—Af)—/g(wn)ﬁz()

Q
pela hipoétese de indugao w,_1 > w, > 0 e porque g é crescente. Ou seja, obtivemos que

/Q(wn — Wn1)(—AE) 2 0 (5.2.12)

para toda ¢ € C%(Q), £ > 0 com & = 0 em 0.
Dado ¢ € D(R2), ¢ > 0, seja &, solucao de

—A,=¢ em
§, =0 em O

Tomando & = £, em (5.2.12), obtemos

/(wn — Wny1)p 2> 0.
Q

Como ¢ > 0 é arbitrario, deduzimos que w, — w,4+1; > 0 quase sempre, ou seja,
W1 < W, quase sempre em ).
Por outro lado, segue do lema 5.2.1 que w,1 > 0 quase sempre. Logo, 0 < w, 1 < w,

quase sempre em §2.
Entao mostramos que w = wy > wy > w3 > ... > 0 quase sempre.

Como a seqiiéncia (wy,),>1 ¢ ndo crescente e limitada inferiormente, ela converge a
um limite u. Além disso, u € L*(Q2), pois w € L*(Q) e u < w.
Como
[ wn = w8 2 0
Q
para todo n, ou seja,

Jwn-802 [ -0

para todo n, temos que

[ =292 [(@)-29 2 [ (w-ae)

Q
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logo

[ a8 = [0 )© > [ w29

Q
Tomando o limite n — oo na tultima desigualdade, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, temos que

L9 [ 6w)© > [ @-ae),
de onde,

[ w29 = [ gwe.

Q

Logo, u é solucao fraca de (0.0.2).

Lema 5.2.4 Assuma g(0) > 0 e tome

h<u>:/"%,

para todo u > 0. Seja g € C' uma fungdo positiva sobre [0,00) tal que § < g e gN’ <ydq.

%(u):/ou%

®(u) = h™' (h(u)),

Seja

para todo uw > 0. Entao,

1. (0) =0 e 0 < ®(u) < wu para todo u > 0.
2. & € crescente, concavo e ' (u) <1 para todo u > 0.

3. Se h(oc0) < 00 € g # g, entdo (c0) < 00.

Demonstragao:

Temos que

o [ )
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¢é estritamente crescente. Entao

oo ) e

estd bem definida e é crescente.

b [0, +00) — [0/?%)

o)l )

Logo ®(u) = h™(h(u)) estd bem definida para todo u € [0, c0).

Agora,

Como 0 < g < g, temos que

e 0 < ®(u) < wu para todo u > 0.

- © 4
@ZO,poiShZOeh:[O,—l—oo)—>[0,/ ~—S)
o 9(s)
O(u) < w

Como 0 < g < g, temos que

%(u)—/ fl—sz/ ﬁ:h(u),
o 9(s) o 9(s)
de onde, h(u) < h(u). Como h~! é crescente

®(u) = h™" (h(u)) < ™ (h(u)) = u,

para todo u > 0.

2. ® ¢ crescente, concavo e ¢'(u) < 1 para todo u > 0.

Temos que

logo 0 < ®'(u) <1, pois (u) <ueld<g<yg.

Logo, ® é crescente e ®'(u) < 1.

95
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Como ¢ é convexa e C', entdo ¢’ é nao decrescente. E também como ®(u) < u e
)

g < g, temos
g (®(u) < g'(@(u) < ¢'(u)
Entao,
' (u) = 9(w)g' (®(u))®'(u) — g(P(u))g'(u) _
g(u)?
o T
) (u)g' (P(w)) ) (P (u))g'( ):
g(u)?
GO )T (W) —gw)] _
g9(u)? -

Portanto, ¢ é concavo.

3. Se h(c0) < o0 e g # g, entao $(00) < 0.

h<oo):/0w%</ow§%.

Portanto h(co) estd no domfnio de 2!, logo

Demonstracao do Teorema 5.1.3:
Se ¢g(0) = 0, entdao w = 0 é uma solugao fraca de (0.0.2) e w. = 0 é uma solugao
classica de (5.1.1).

Agora assumiremos ¢(0) > 0 e vamos considerar dois casos:

e Caso 1: Suponha/ ﬁ < 00
o 9(s)

Seja g = (1 —€)g e seja v = (w) como no lema 5.2.4, isto é,

h<w>:/0w%7

~ B wﬁz v ds _ h(w)
h(“”‘/o 70s) / -9 (1—9)
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Entao, pelo lema 5.2.4 temos:
(i) ?(0) =0 e 0 < ®(u) < u para todo u, de onde, 0 < v = d(w) < w.

(ii) ® é crescente, concava e ®'(u) < 1 para todo u, em particular, ®’'(w) < 1.
o d _
(iii) Como h(o0) = / % < 00 e g # g, entao P(o00) < o00.
o 9\
Temos que g(w) € L*(Q, §(x)dx), pois w é solugao fraca de (0.0.2). Temos também
que ® € C*(R), é concava, @’ é limitada e ®(0) = 0. Entao pelo lema 5.2.2:

—Ad(w) = ¢'(w)g = g(¢(w))

no sentido que
_/Q<1>(w)A§2 /Q@’(w)giz/ﬂﬁ(@(w))ﬁ

para toda & € C%(Q), com ¢ > 0 e tal que & = 0 em Of.

Entao observemos que ®(w) é uma super-solugao de (5.1.1). Entao pelo lema 5.2.3,

existe uma solugao fraca w, de (5.1.1) com 0 < w, < ¢(w) < w.

Agora, como ®(w) < oo, temos que 0 < w, < P(w) < oo, logo w. € L*(Q),
portanto usando a equacdo temos que w, € W?P para todo p > 1, em particular

w. € C1(Q). Usando novamente a equacao concluimos que w, ¢ solucao cléssica de
(5.1.1).

>~ d
e Caso 2: Suponha/ 45 o0
o 9(s)

Seja g = (1 — €)g e considere a fungao ® como no lema 5.2.4, isto é,

hwwzluﬁg,

= [tds [ ds :h(u)
h””‘l 7(s) L£<1—@m@ 1-o

de onde,
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para toda u > 0.

Entao, pelo lema 5.2.4 temos:

(i) @(0) =0e 0 < ®(u) < u para todo u, de onde, 0 < v = d(w) < w.

(ii) ® é crescente, concava e ®'(u) < 1 para todo u, em particular, ®’'(w) < 1.
Mas nao vale 5.2.4(iii), pois h(co) = oo.

Seja v; = ®(w). Temos que 0 < v; < w.

Temos que h'(u) = 1/g(u) é decrescente, pois g é crescente, entao h é concava (ver

observagao 1.1.1). De onde,

h(w) < h(v1) 4+ (w — v)B'(v1) = h(vy) + (5.2.13)

Como v; = h™!(h(w)), temos que h(vi) = h(w), de onde h(vy) = (1 — &)h(w)

Logo na equagao (5.2.13) temos

w — U1
h(w) < h(w) — eh(w) + ,
(1) < ) = ehlu) + 25
de onde,
5(v)<w_vl< w
P Th(w) = h(w)
Mostremos agora que —— <C(1+w)
gora qu h(w)_ w).

Primeiramente, observemos que h(w) — oo quando w — oo, entao

1
) <(C'" para w > ng,
de onde,
Y < cw para w >n
h(w) — "

Agora, usando a Regra de L’Hopital, temos que:

1
lim v

A ) W Ty — 90 <o
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Portanto existe C', tal que
w
—— < C(w+1).
(w)
Entao temos que,

cg(vy) < % < C(w+1),

de onde, g(vy) € L' ().

Agora observe que, pelo lema 5.2.2, v; é uma super-solucao fraca da equagao

—Auy = (1-¢)g(ur) em Q (5.2.14)
u =0 em Of)

(basta proceder como no caso anterior).

Entao segue do lema 5.2.3 que existe uma solugao fraca u; de (5.2.14) tal que
0 < u; < v;. Em particular, temos que 0 < g(u;) < g(vy) € LY(Q), de modo que
uy € LP(Q) para todo p > 1 tal que
p < % para n > 3,

p<oo para n=2 e (5.2.15)

p<oo para n=1.
(Pois, W = [P e W™ — Whisem — 2 > 1 — 2. Ver [4].)
Pela mesma construgao, isto é, v, = ®(u;), encontramos uma solugao uy da equagao

—Auy = (1 —e)%g(uy) em €
{ ug =0 em Of)

tal que 0 < uy < uy e 0 < g(ug) < C(14 uy). Em particular, g(us) € LP(Q) para
todo p > 1 satisfazendo (5.2.15). Isto implica que uy € L"(£2), para todo r > 1 tal
quer <t sen>5,r<ocosen=123 ep<oosen=4

Iterando, temos que u, € L(Q2), para todo ¢ > 1 tal que r < ", se n > 2k + 1,
g<ocosen=1,---,2k—1,ep<oosen =2k Logosen <2k —1, asolugao ug
do problema
—Aup = (1 —¢)kg(up) em Q
{ up = 0 em 0f)
pertence a L>(€2). Do mesmo modo que no Caso 1, temos que essa solucao é classica.

E como ¢ € (0,1) é arbitrario, completamos a demonstragao.
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5.3 Demonstracao do Teorema 5.1.1

Demonstracao do Teorema 5.1.1:

Vamos assumir que ¢g(0) > 0, pois caso contrario w = 0 é uma solucao fraca de

(0.0.2).

Primeiramente, vejamos que podemos assumir uyg = 0. Precisamos mostrar que se

existe uma solugao global classica u de (0.0.1), isto é,

u — Au = g(u) em
u=0 em

u = U em
entao existe uma solucao global classica v de

v — Av=g(v) em
v=20 em

v=20 em

(0,00) x 2
(0,00) x 99 (5.3.16)
{t=0} xQ

(0,00) x Q
(0,00) x O (5.3.17)
{t=0} x Q.

Basta observar que v > 0 para todo t > 0, pelo corolario 3.2.1, e que v < u para

todo t > 0, pelo corolario 3.2.2. Logo, 0 < v < u para todo t > 0, e como u ¢é global, v

também é global.

Observe que se ug = 0 entao u > 0 para todo t > 0.

Agora, mostremos que se uy = 0, entao u; > 0, para todo ¢t > 0.

Seja v = —uge~*. Temos que

vy — Av = (—uef)y — A(—ue™ ) =

—(uy — Auy)e ™ — kue ™ =

= —[g(w)e™ + kv = —¢ (Wue ™ + kv = [k — ¢'(u)]v,

v(0) = —u (0)e ™0 =

_ut(o) S 07

pois u(0) = 0 e u(t) > 0 para todo t > 0, de onde, u;(0) > 0, e temos também que

v(t) = —ue ™M =0

Entao v satisfaz
v — Av = hw

v=20
v(0) <0,

em Of).

em Of
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onde h = k — ¢’(u). Procedendo como no corolério 3.2.4, temos que para cada tempo
T > 0 é possivel escolher & > 0 tal que h = k — ¢'(u) > 0 em Q x [0,T], e assim, pelo
corolario 3.2.3 temos que v < 0 em [0,7]. Como T é arbitrario temos que v < 0 em
[0,00). De onde, u; > 0.

Entao, podemos supor u(0) =0, u > 0 e u; > 0 para todo t > 0.

Agora, como g é convexa e vale (0.0.3), pelo lema 1.2.1,

lim 9(s)

s—oo 8§

Entao existe M > 0 tal que

@22/\1 para s> M,
S

onde \; é o primeiro autovalor do operador —A em H} (). Logo,
g(s) —Ais > g(s)/2 para s> M. (5.3.18)

Seja ¢ € C?(Q2) com ¢ = 0 em 0. Se u é solucdo de (0.0.1) temos que

4
dt Jq

u(t)p + / u(t)(~Ap) = / o(u(t))p. (5.3.19)

Mostremos agora que

sup/Qg(u(t))gpl < (1+M)M, (5.3.20)

t>0

onde ¢; é a primeira auto-fungao de —A em HJ () tal que fQ o1 =1.
Tomando, ¢ = ¢; em (5.3.19) e utilizando a inequagao de Jensen (teorema 1.1.3),

encontramos

% Lo a [uoe = [ gtz o [ utrn). (53.21)

pois p1 >0 e [, = 1.
Vamos supor agora que existe to > 0 tal que [, u(to)er > M. Segue de (5.3.21) e de
(5.3.18) que

& [z ([uwe) - [z g0( [ e)
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para t > to. Chamemos v(t) = [, u(t)p1, entdo

—_ —-g para .
dt = 2 v =0

Integrando esta inequacao diferencial obtemos

ty 1 [t t—t
/U—dtz—/dt— 0
to g('U) 2 to 2

— 0o quando t — oo. Fazendo z = v(t) temos que:

/U(OO) dz
- = OO,
v(to) 9(2)

t—to

mas 5

o que contradiz (0.0.3).

Entao concluimos que

/u(ﬂsmSM, vV t>0.
Q

Como u; > 0, u é nao decrescente em t e como ¢ é nao decrescente, entdo g(u(t)) é

nao decrescente em t. Logo,

[ fotwenz in, [otuone = [

Integrando (5.3.19) com ¢ = ¢ em (¢,¢ + 1) e usando a tltima desigualdade encon-

[owoye< [+ vo~ [woen [ [uo<

t+1 t+1
S/u(t+1)<p1+/\1/ /wplSMJr)\l/ M=0+MM
Q t Q t

para todo t > 0. De onde segue (5.3.20).

tramos

Agora mostremos que existe K tal que

sup ||u(t)||r < K. (5.3.22)
>0

Seja &y a solugao de (2.4.11), isto é,

—Aép=1 em
& =0 em Of.
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Tomando ¢ = & em (5.3.19) e integrando em (¢,¢ + 1) encontramos

ol = [wr< [ [u= [T [ui-aa)=
:lf@&_AMH4M+[mAﬁM&

Pela observagao 2.4.2, existe C' > 0 tal que &, < C'y; em (), entao temos que

wapgly@@—éwmﬁm+[m[gw&g

<C/Q (t)p1 — C/u(t+1)901+0/t+1/gug01§
ce e " [

t+1
§M+/ QA+M)M=M+(1+M)M=K,
t

para todo t > 0. De onde obtemos (5.3.22).

Seja w = limy_,o u(t). Como u, = u(n) é uma seqiiéncia monétona crescente em 7,

pelo Teorema da Convergéncia Mondtona e usando (5.3.22) temos que

/w = / lim u, = lim [ w, < sup/ u(t) = sup |lu(t)||r < K.
Q 0 0

Logo w € L'(Q). E temos também que

) —/w—/un—>0 quando n — oo.
Q Q

Entao u(t) — w quando t — oo em L'(2).

W — Uy,

Da mesma maneira temos que g(u) — g(w) em L'(€Q, §(z)dz) quando t — oo, pois
gn = g(u(n)) é uma seqiiéncia monétona crescente. Pelo coroldrio 2.4.1 temos que existe
constante ¢; > 0 tal que §(z) < ¢ (z). Entao, pelo Teorema da Convergéncia Monétona
e por (5.3.20),

/Qg(w)5(x)dx = lim [ g(u,)d(z)dz < ¢ lim [ g(u,)er(x)de < C(1+ X)) M.

Logo, g(w)d € L'(Q).
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Seja ¢ € C?(Q) com ¢|gq = 0. Integrando (5.3.19) em (¢,¢ + 1) obtemos

[, [ fpresar= [ fou

Tomando o limite ¢ — oo, obtemos

lim UQWTH — lim [ ult+ 1) — u(t)]p =

t—o0 ‘ t—o0 Q

=lim [ u(t+1)p—lim [ u(t)p=lim [ wp—lim [ we=0.

t—o00 Q t—o00 Q t—o00 Q t—o00 Q

Como para dado t > 0 existem t1, ¢y € [t,t + 1] tais que

/tt+1/ﬂu(_A<p) :/Qu(tl)(—Ago)
Q[HAﬂmezﬁmmmm,

tomando o limite ¢ — oo, temos que , t1,t, — o0o. Entao, usando o Teorema da Con-

[ [uae— [u-an
[ [atwore— [ g

Entao, tomando o limite ¢ — 0o, obtemos que

LwFszlﬁww-

Como g(w) € L'(Q,6(x)dr) e como vale a tltima igualdade para todo ¢ € C%*(Q)

vergéncia Monodtona,

quando t — oc.

com ¢|sq = 0 temos que w é uma solugao fraca de (0.0.2).

Vamos agora apresentar uma demonstragao alternativa do teorema 5.1.1. Para isto,

vamos utilizar o seguinte lema:
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Lema 5.3.1 Assuma (5.1.3), isto é, g(0) > 0 e g #Z g(0), e seja \* o supremo dos X\ > 0
tais que (5.1.2), isto é,
—Au=Ag(u) em Q
{ u=>0 em  0f),
tem uma solucao cldssica, positiva e minimal. FEntdo N* < oo. Se, além disso, vale

(5.1.4), isto €, lim N _ 00, entdo
u—o0 U

/\h/rgl* u(A) =u

¢ uma solugao fraca de (5.1.2) com X\ = \*.
Demonstragao:

Primeiramente, observemos que por (5.1.3) e da convexidade da g, existe ¢ > 0 tal

que g(u) > eu para todo u > 0. Entao, —Au(A) = Ag(u) > Aew, ou seja,
—Au(\) > Aeu. (5.3.23)

Sejam A; o primeiro autovalor de —A em Hj(f2) e 1 a auto-funcao correspondente.

Multiplicando (5.3.23) por @1, temos
—Au(A)p1 > Aeu(N) g,

L e < [ —tuen = [u=ae) = x| uyen,

de onde, A\e < A\q, e entdao A\* < \y/e.

Se vale (5.1.4), isto é, lim, . #

%u — C, para todo u > 0.

= 00, mostremos que existe C' tal que g(u) >

De fato, suponhamos que existe v > 0 tal que g(u) < 2/\Aju — C, para todo C. Em

particular, vale para todo C' > 0. Se vale para u = 0 entao temos que g(0) < —C < 0,

, . . 22
para todo C' > 0. O que é absurdo, pois g > 0. Logo, existe v > 0 tal que g(u) < tu—C,

para todo C' > 0, de onde,

o) 22 C
U A* U
g

Como C > 0 é arbitrario e u > 0, podemos tomar C' tao grande que TU) < 0, o que

implica, g(u) < 0. Absurdo, pois g > 0.
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Entao existe C' tal que g(u) > 2/\A,}u — C, para todo u > 0, de onde, existe C' tal que
Mu(A) < 5 (g(u(N) + O).

Multiplicando (5.1.2) por ¢; e utilizando a tltima desigualdade, obtemos
3 [ gtuen = [ ~Butyen = [ a)(-a1) =
Q Q Q

e <7 [ (o) + O

Q

A*
<)\—3>/9 <P1<—/OS01
Q

Tomando o limite A 7 A\*, deduzimos que

entao,

A*C
: < 1 _
)\ll/II}\l* Qg(u(/\))gol < )\11/11)\1* (2/\ — )\*) C < 0.
Portanto,
L= lim [ g(u(N))p < oo. (5.3.24)

A g
Agora, multiplicando (5.1.2) pela solugao & de (2.4.11) e utilizando a observagao
2.4.2, obtemos

Ju = [un-ag) = [ ~suig =2 [ gutn < 0x [ g,

entdao, por (5.3.24), u(\) é limitado em L'(€). Como u(\) é crescente e limitado em
LY(9), segue que u(A) tem um limite u* € L'(Q) e que g(u(\)) converge para g(u*) em
LY(Q,(x)dz) quando A / A*. De onde, u* é uma solugao fraca de (5.1.2) com A = \*.

(Ver observagoes apés o teorema 5.1.3.)

[
Demonstragao Alternativa do Teorema 5.1.1:

Aqui utilizamos as idéias da demonstragao de Teorema 5.1.3.

Como na primeira demonstracao podemos assumir que g(O) >0euyg=0.

Dado 0 < e < 1, seja g = (1 —¢)g e sejam h(u fu g‘?j (u) 0“ gc(ls) = 1—i€h(u) e

®(u) = h=(h(u)), como no lema 5.2.4. Seja tambem v-(t) = ®(u(t)) para todo t > 0.
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Como @ e u sao crescentes, utilizando (0.0.3), temos

Logo, existe M. tal que

0<v. <M. (5.3.25)

para todo ¢t > 0.
Além disso, segue dos lemas 5.2.2 e 5.2.4, como no teorema 5.1.3, que
—Av. > '(u)(—Au) = ' (u)(g(u) — ue) = ¥'(u)g(u) — ' (w)ur =
= 9(®(u)) — (®(u)): = (1 —€)g(ve) — (ve)e,

entao v, é uma super-solucao de

% —Au=(1—-¢)g(u) em Q
u=20 em 02 (5.3.26)
u(0) =0 em (.

Segue do corolario 3.2.5 que existe u. solugao de (5.3.26) e que 0 < u. < v., e como
vale (5.3.25), obtemos que a solugao u. de (5.3.26) é global e limitada por M..

Procedendo como no inicio da demonstracao do teorema 5.1.1 chega-se que (uc): > 0.
Entao, (u.) é crescente e existe o limite w, = lim;_ .o, u.. Como |u.| < M, para todot > 0,
tomando a seqiiéncia u? = u.(n), pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que
w. € L'(Q).

Também analogamente a demonstracao anterior do teorema 5.1.1, mostra-se que
g(u:) — g(w.) em L'Y(Q,§(x)dx) quando t — oo.

Seja ¢ € C?(Q) tal que |sg = 0. Multiplicando (5.3.26) por ¢ e integrando temos

{/us@} //u ~Ap) = //u

Tomando ¢t — oo (como na demonstragao anterior do teorema 5.1.1) temos

/Q w(—Ag) = / 3w.)p.
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Logo w. é uma solucao fraca de

{ —Aw, = (1 —¢&)g(w.)

(5.3.27)
w, =0 em Of).

Mas como w, < M, em 2, e portanto, w. € L>(), temos que w, € C?*(Q) (como na
demonstracao do teorema 5.1.3). Portanto, w. é uma solugao classica de (5.3.27).

Como o problema (5.3.27) tem solugdo classica para todo ¢ € (0,1) , temos da
propriedade (c), apds o enunciado de teorema 5.1.3 que A* > 1. Entao, pelo lema 5.3.1,
(0.0.2) tem uma solugao fraca. Basta observar que (0.0.2) é o problema (5.3.27) com
A=ec—1=1

5.4 Demonstracao do Teorema 5.1.2

Como as hipdteses do teorema 5.1.2 permitem que g se anule na origem, precisamos

de uma variagdo do lema 5.2.4 que se aplique ao caso ¢g(0) = 0.

Lema 5.4.1 Assuma (0.0.8). Existem constantes K > 0 e g9 > 0 tais que para todo

0 < e < &g, existe uma fungio ®. € C*([0,00)), concava, crescente, com
o.(0) =0, (5.4.28)

(5.4.29)

(@)
A
&
o
=
A
8
3
S
L
S
V
vCD

para x> 0. (5.4.30)
Além disso, sup ®.(x) < oco.
x>0

Demonstragao:

Caso 1: g(0) >0
Seja gg = ¢g(0) e K = 1. Para 0 < ¢ < gy = ¢(0) aplicamos o lema 5.2.4 com
g(u) = g(u) —e. Pois, para 0 < ¢ < g(0), temos que g € C*, 4 >0, g >geqg =g.
Assim, as conclusoes seguem diretamente de (i), (ii) e (iii) do lema 5.2.4, com excegao da
ultima desigualdade de (5.4.30). Mas como g > 0, temos que
() - TR0 _ g@(0) — _ (gl@w) — 9"
g(u) g(u) g(u)

Y
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logo vale a ultima desigualdade (5.4.30).

Caso 2: g(0) =0

Como ¢'(x) > 0, ¢’ é ndo decrescente e como g # 0, temos que existe um unico a tal
que g(a) = 1, pois ¢'(a) > 0.

Seja

T ds
H(x :a—l—/ —— para z > a.
(=) o 9(5)

Como g é continua e g(a) = 1, existe gy € (0,1), tal que 0 < ¢ < g((1 — €)a) para
0 <e <egyg.

Para cada ¢ seja

para x > (1 —¢)a.

Hs(x):a+/x s

(1-g)a g(s) —¢

Note que H.(x) é injetiva e também que H.((1 —¢)a) = a = H(a). Além disso,

© ©
lim H.(z) = a—l—/ ® >4 +/ =~ lim H(x).
T=00 (1-¢€)a g(5> — € (1-¢e)a g(S) Tee

Entao, ¥ (x) = H-'(H(z)) estd bem definido para = > a, ¥.(a) = H-'(H(a)) =

H-'(a) = (1 —€)a e sup ¥.(z) < co. Além disso, para x > a,

£

/ o g(\IIE(QZ)) — &
Vi(z) = o) (5.4.31)
() = g(z)g' (Y (2))WL( ;(;)(29(\1’5(:6)) —e)g'(x) _
_ (9(¥e(2) — e)(g'(Pe(2)) — g'(2)) _,
g9(x)? -

pois ¥ (z) < x, de onde, ¢'(V.(z)) < ¢'(z), pois ¢’ é ndo decrescente.
Finalmente consideremos uma funcao concava ®, € C*([0, c0)) tal que ®.(x) = ¥ ()
para z > a, ®.(0) =0 e ®L(z) < 1 para todo = > 0.

Tal funcao existe pois,

. (a) = g(Ve(a)) — = < g((1 - )a) — ¢ < gla) — ¢ =

e (1—5)a:\118(a).
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Observemos agora que ®.(0) = 0, isto é, ®. satisfaz (5.4.28), e &.(z) < z, pois,
P’ (x) < 1, e assim vale (5.4.29).
Ja vimos que ®.(z) < 1 e falta mostrar que vale a outra desigualdade com

K =1+ ag¢'(a) > 1 para demonstrarmos (5.4.30). Ou seja, falta mostrar que

9(P(z)) — eK
g(z) '

() >
Segue de (5.4.31) que para z > a,

O (x) = Vi(x) = = = ,

€

de onde, vale (5.4.30) para = > a.
Para z < a temos
9(V:(x)) — K

¥(r) 2 () = W(a) = T

=g((1 —¢g)a) —e.
Pela convexidade da g temos

9((1 —€)a) — & > g(a) — cag'(a) = 1 — e(K — 1),
e entao, para z < a, temos

P(r)>g(l—cla)—e>1—e(K—1)=1+e—cK>1—-¢cK =

K K g(a) —eK | g(Pe(x) —eK
@I i e C e

Entao, segue (5.4.30) para x < a, o que completa a demonstragao.

Lema 5.4.2 Seja § dada por (0.0.5). Para todo 0 < T < oo, existe €1(T) > 0 tal que se

0 < e < ey, entao a solugao Z da equagao

Zy—AZ =—¢ em €,
Z =0 em  O0f),
Z0)=94¢ em

satisfaz Z >0 em [0,T] x Q.
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Demonstracgao:
Seja (T'(t))t>0 o semigrupo do calor com condigoes de fronteira de Dirichlet, e consi-

dere a solugao &, de (2.4.11), isto é,

A =1 em
& =0 em Of).

Colocando u(t, x) = &y(z) temos que

w—Au=1 em €
u=20 em Of)
u(0) = &o(z).

Portanto, pela Formula das Variacoes das Constantes, temos que
t
& =T(t)é + / T(t—r)ladr.
0

Fazendo a mudancga de variavel s =t — r, obtemos

o =T(t)& + /OtT(s)lgds (5.4.32)

para todo t > 0.
Agora, £ satisfaz (2.4.11), isto é,

—Agg =1 em €
& =0 em Of)

entao, pelo teorema 2.3.1 temos que & > 0. Portanto, usando o corolario 3.2.1 temos que
T(t)& > 0, entao de (5.4.32) concluimos que

/tT(s)lgds <& <O (5.4.33)
0

para todo t > 0.

Por outro lado, temos

entao,

Z(t) > T(t)6 — £C5. (5.4.34)
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Consideremos agora cp,c; > 0 tais que cop; < 0 < c1¢1, onde 1 > 0 é a primeira
auto-fungao de —A em H;(f), associada ao autovalor \; (tais constantes existem pelo

coroldrio 2.4.1). Usando novamente o corolario 3.2.1 temos que
T(t)5 2 T(t)(C()(,Dl) = C()T(t)(pl.

Como T'(t)p, = e My, pois ambos satisfazem o problema

wy— Aw =20
w =0 em O} (5.4.35)
w(0) = ¢

temos que

&
T(t)o > copre Mt > De—ntg

(&]
Entéao, por (5.4.34)
Z(t)>T(t)o —eCd > (ﬁe_ht - 5(]) J,
€1
portanto, Z(t) > 0 em [0,T] se e < gy := C—%e”\lT.
1

Prova do teorema 5.1.2:

Primeiramente lembremos da condicao (0.0.3): Existe g > 0 com g(z() > 0 tal que

[0
w0 9(5) '

Vamos dividir a demonstragao em dois casos.

*© d
Caso 1: (0.0.3) falha, isto é, para todo xy > 0 com g(zo) > 0, / (s) ~
zo 9\S
Vamos mostrar que 0 < u(t) < 6(t) onde () é a solugéooda equacao diferencial

{ 0" = g(0)
0(0) = [[uol| Lo~

Em primeiro lugar observemos que 6(t) é global, pois caso contrério, existe M > 0 tal

ordindria

que 0 estd definida em (0, M) e 6(t) — +oo quando t — M~. Como 6 é ndo decrescente
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temos que existe ty € (0, M) tal que 0(t) > xo para to < t < M, logo g(6(t)) > 0 para

to<t< Me u u
[ee] /
/ ﬁ:/ o1i) dt:/ dt = M — ty < o
9(t0) g(‘S) to g(@(t)) to

o que é uma contradigao.

Como u satisfaz (0.0.1), isto é,

u—Au=g(u) em £
u=20 em 02
u(0) = g

pelo corolério 3.2.1 temos que u > 0.

Para justificarmos a outra desigualdade consideramos v = (u — 6)e™* e procedemos
como na demonstracao do corolario 3.2.4, de onde concluimos que v < 0 e, portanto,
u < 4.

Assim, obtivemos que 0 < u < 6. Logo, u é solucao global de (0.0.1).

> d
Caso 2: Vale (0.0.3), ou seja, existe zop > 0 com g(xg) > 0 tal que / = <.

z 9(5)
Seja w solucao de (0.0.2).

Se w for classica vimos na observacao 5.1.3 que que u é global. Entao precisamos
analisar o caso de w nao cldssica. Se w € L*(f), como  é limitado, temos que w € C?
(como ja vimos na demonstragao do teorema 5.1.3). Logo w é classica, e portanto, u é
global.

Sejaw & L>®(Q) e seja [0, T,,) o intervalo maximal de existéncia da u. Vamos mostrar

que 7T, = 0o em cinco passos.

Passo 1: u(t) < w para todo t € [0,T,).

Fixemos T < T,,.
Seja h(z,t) € D(2 x (0,7)), onde D(2 x (0,T)) é o conjunto das fungdes testes
C>®(Q x (0,T)), com h > 0 e seja & a solugao de

& —AE=h em ()
E=0 em 0f)
£(T) =0.
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Sendo v(z,t) = £(xz, T — t), temos que v satisfaz

vz, t) — Av(z,t) = h(x, T —t) =: h(z,t), em Q
v=20 em Of)
v(0) = 0.

Logo v tem as seguintes propriedades:
(1) v € C([0,T],C%(Q)) e v|og = 0.
(2) v > 0, pelo Corolério 3.2.1.
fo (t — s)h(s)ds pela Formula de Variagao das Constantes, onde T'(t) é o
semigrupo do calor com condi¢ao de fronteira de Dirichlet.

E destas propriedades segue que:

(D)= € € C([0,T],C*()) e &Joa = 0.

(2)=¢>0.

=) =T —t) = [ T(T — t — s)h(s)ds, o que fazendo a mudanca de varidvel
s =T — s nos fornece £(t) ft (s — t)h(s)ds.

Agora, multiplicando o problema (0.0.1) por £ e integrando em €2 x (0,7"), encontra-

[ o [ [ [ oo

Calculando a primeira integral por partes, usando uma das Férmulas de Green na

mos

segunda integral e usando que u = & = 0 em 09, £(T) = 0 e que & + A{ = —h, temos

o:/uat:T—/usrt:o—/T/uft—/T/uAf—
[ e L [ s
o [ s [ o
. = Jomsors [ [n [ [ o

oo [ foan [ fove om
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Por outro lado, sendo w solucao de (0.0.2), temos que w; = 0. Multiplicando w; = 0

por & e integrando em 2 x (0,7") usando integracao por partes:

OI/OT/thf:/QwﬂtzT—/wa’tzo—/OT/wat:
=1Aw@—laémb

/ / wé, — / wé(0 (5.4.37)

Agora, multiplicando o problema (0.0.2) por & e integrando em €2 x (0,7") usando

Portanto,

integracao uma Formula de Green e lembrando que w =0 e £ = 0 em 0f2, temos

_/OT/QAwg_/OT/Qg(w)gz—/OT/QwAﬁ—/OT/Qg(w)ﬁ
//wAg // (5.4.38)

Fazendo (5.4.36)—(5.4.37)—(5.4.38), visto que & + A{ = —h, obtemos

—[ym—mam+AaAW—Mhzéame—

Como & > 0 e up < w, temos que,

Portanto,

- [ (0 = wi0) 0

A?Aw—whsléémw—

Dado ¢ > 0, temos que |[u||ze((0,13,—e)x0) < 00, portanto g é Lipschitz no intervalo

de onde,

[0, [|w]| Loo (0,1, —2) x2)] s com constante de Lipschitz C' que depende de €.

Portanto,

[ fmoms [ jswo-sieze [ fmu

Usando a Desigualdade de Schwarz na inequagao anterior obtemos

/OT/Q(u—w)hg C (/OT/Q[(u—w)ﬂ?)w (/;/ﬂg)% (5.4.39)
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Agora, .
£(t) = /t T(s — t)h(s)ds.

Como ||T(t)||2 < 1 e usando a desigualdade de Schwarz temos

/ £ = ||y =
2

< ( / ||T<s—t>||L2||h<s>||L2ds)2 < ( / T||h<s>||pds) <
<(T-1 /tT||h(s)||des§ (T — 1) /OT/Qh2,

[ o[ f [n-Z[ [

e entao, de (5.4.39)

[ o G fpomwr) ([ )"

Como h € D(Q x (0,T)) = D e este conjunto ¢ denso em L*(Q x (0,7)) temos
que existe uma seqiiéncia h, em D tal que h, — (u— w)" em L% Como (u— w)" €
L>(Q x (0,T)) podemos tomar a seqiiéncia (h,) em L. Como u —w € L'(Q x (0,T))

obtemos

e e

Segue que (v —w)t =0se CT/v2 < 1, ou seja, u < w para T < v/2/C.

Iterando podemos concluir que v < w em (0,7, — €|, como ¢ é arbitrario provamos

2
<

L2

/t : T(s — t)h(s)ds

portanto,

o passo 1.

Passo 2: Existem 0 < 7 < T, e Cy, cy > 0 tais que

u(r) < Cyo, (5.4.40)

u(T) < w — ¢of. (5.4.41)
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Seja vy = min{w, 1 + up}. Temos que vy > ug e vg # ug, pois v9g € L>®(Q) e
up € L>*(Q). Pelo coroldrio 3.3.1, existe uma fungao v : [0,00) — IR tal que v(¢) > 0 para
t>0e

T(t)(vg — ug) > ~y(t)9, (5.4.42)

onde § é definido por (0.0.5) e (T'(t));>0 é 0 semigrupo do calor com condi¢ao de fronteira
de Dirichlet.

Seja v a solugao de (0.0.1) com condigdo inicial v(0) = vy e seja [0,7) o intervalo
maximal de existéncia de v. Pelo corolario 3.2.1 v > 0 e, pelo Passo 1 v < w. Seja

2(t) = u(t) + T(t)(vy — up) para 0 < t < T. Temos que z satisfaz
2= Az = (u(t), = Au(t)) + ((T(1)(vo = uo))e — A(T(t)(vo — o)) = g(u),

2(0) = u(0) + T'(0)(vo — uo) = vo,

e
z=0 em 01,
ou seja,
z— Az =g(u) <g(z) em Qx(0,7T),
z2=0 em 0Q x (0,7T),
2(0) = wp.

Pelo corolério 3.2.4 temos que z < v. Além disso, pela equagao (5.4.42), obtemos
u(t) = z(t)=T(t)(vo—uo) < v(t)=T(t)(vo—uo) < w—T(t)(vg—up) < w—(t)o, (5.4.43)

para 0 <t < T.

Fixemos 0 < T < min{T,T,,}. Como u é limitado por alguma constante M em
(0,T] x Q, temos

t
u(t) < MT(t)1g + g(M)/ T(s)lqds.
0
Pelo corolério 3.3.1, existe uma fungao C' : (0,00) — IR tal que T'(t)1g < C(t)d para
t > 0, entao de (5.4.33), deduzimos que
u(t) < MC(t)d + g(M)Cé (5.4.44)

para 0 <t <T.
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Seja 0 < 7 < T tal que C(7) > 0, entao de (5.4.44) temos que
u(t) < MC(1)d + g(M)Cod = (MC(1) 4+ g(M)C)d =: Cyo,

observando que Cy > 0 temos que vale (5.4.40).
E como 7(t) > 0 para todo ¢ > 0, em particular v(7) > 0, de (5.4.43) temos que

uw(r) <w —y(1)0 = w — ¢y,

de onde, vale (5.4.41).

Passo 3: Podemos assumir sem perda de generalidade que

uy < w — o, (5.4.46)

onde Cy, ¢y sao como no Passo 2.

Basta observar que podemos, sem perda de generalidade, considerar u(- 4 7) no lugar
de u(-).

Passo 4: Sejam gy e ®. como no lema 5.4.1, e seja w. = ®.(w) para 0 < £ < gy. Entao,

we € L%(Q) (5.4.47)

| et=aw) > [ (o) <0 (5.4.48)
para todo ¢ € C%(Q), £ > 0 em Q e £|pg = 0. Mais ainda, existe 0 < £, < & tal que
o < we — %05, (5.4.49)
para 0 < € < g1, onde ¢ é como em (5.4.46).
A condicao (5.4.47) segue do lema 5.4.1, pois sup,>,P.(z) < oo, de onde, w. =

O, (w) < oo. Logo, w. € L>®(Q).

Mostremos agora a equagao (5.4.48). Do lema 5.4.1 temos que
l9(P<(2)) — K"
g(x)

1> (z) > (5.4.30)
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e que &, € C?[0,00) é concavo, crescente e ®(0) = 0. Entao pelo lema 5.2.2,

- [owac> [ alwgs > [ la(@.w) - k1> [ @) ~<Kle

Q

para todo ¢ € C%(Q), £ > 0em Qe &|pq = 0.

Por outro lado, lembrando que w, = ®.(w), w = 0 e & = 0 em 99 e usando as

- /Q wAE = /Q £(—Au).

/Q E(-Aw) > / lg(w.) — K¢

para todo £ € C%(Q), £ > 0 em Q e £|sq = 0, ou seja, vale (5.4.48).

Formulas de Green

Portanto,

Provemos agora (5.4.49), isto é, existe 0 < g1 < g¢ tal que

¢
uogwg—EO(S

para 0 < € < g1, onde ¢ é como em (5.4.46).
Seja
n =min{w, (Co + co)d} e n.=P(n),
onde 4 ¢ dado por (0.0.5), Cy é como em (5.4.45) e ¢y é como em (5.4.46).
Nos pontos tais que n = w, por (5.4.46), uy < n — cod. Nos pontos tais que
n = (Co+ co)d, por (5.4.45), ug < Cpd = n — cod. Entado, segue que

up < 1 — cd. (5.4.50)

Provemos agora que
n§m+%5 (5.4.51)

para € > 0 suficientemente pequeno.

Note que de (5.4.50) e de (5.4.51) segue que ug < n—cpd < 9.+ LI —cod = 1. — L0,
Como n < w e ®. é nao decrescente, 7. < w.. De onde, ugp < n. — 96 < w. — 4. Ou
seja, (5.4.49) segue de (5.4.50) e (5.4.51).

Entao falta provar apenas (5.4.51).
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Primeiramente, notemos que pelo lema 5.4.1,
Ne = q)s<77> < M7

onde M = (Cy + Co)||5||Loo(§)-

Também pelo lema 5.4.1, temos que ®.(x) — 1 uniformemente em [0,M] quando
e — 0. De fato, ®L(z) é uniformemente limitada para todo x > 0 e para todo ¢ > 0 e
¢’ (x) <0, pois P, é concava, logo P’ (z) é uma familia equicontinua de fungoes. Portanto,
o Teorema de Arzela-Ascoli garante a convergéncia uniforme de ¢’ (z) — 1 quando € \, 0
para x € [0, M].

Agora,

e = 0=(1) = @e(n) — D:(0) = (n — 0)PL(E) = D)

para algum 0 < & < 7. Logo, n. < nsupy<,<p PL(x), pois 0 < ¢ <n < M. Portanto,

ne <n sup {®(x)}.

0<z<M

Entao,

n—n.<n sup {1—®(x)} < (Co+eco)d sup {1 —P(x)} <25
0<z<M 0<z<M 2

para ¢ suficientemente pequeno. E portanto vale (5.4.51).

Passo 5: Conclusao.
Assuma por contradi¢ao que T}, < oo.
Seja € > 0 tao pequeno que

¢
uogws—gé

como no Passo 4 e tal que a solugao Z da equacao

Zy—AZ =—cK em Qx(0,T,,)
Z =0 em 0N
Z(0) = %5 em Q

seja nao negativa em Q x [0,7,,], como no lema 5.4.2, sendo K como no lema 5.4.1.
Observemos que o lema 5.4.2 vale se substituirmos d por c¢d, para qualquer constante

¢ > 0, basta repetir a mesma demonstracao.
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Seja v solucao de

v —Av=g(Jv|]) —eK em Qx(0,7},)
v=20 em OS2

v(0) = w, em ().

Seja [0, S,,) o intervalo maximal de existéncia de v. Seja z(t) = Z(t) + u(t) para

0<t<T,. Temos que z > u > 0 e que z satisfaz

z—Az=g(u)—eK <g(z) —eK em Qx(0,T,)
z=10 em Of)
2(0) = up + %5 < w,

pelo Passo 4.

Pelo corolério 3.2.3, procedendo como na demonstracao do corolario 3.2.4, temos que
z < v em [0,min{7T,,, S;,}]. Em particular, temos que v > 0 em [0, min{7,,, Sp}], pois
0 < wu < z < v neste intervalo. Além disso, v < w,, pelo coroléario 3.2.1.

Entao temos que 0 < v < w, em [0, min{7,,, S;,}] e como w. € L>*(Q) concluimos

que S,, = T,, = o0, 0 que é uma contradigao.



Bibliografia

Brezis, Haim; Cazenave, Thierry; Martel,Yvan and Ramiandrisoa, Arthur. Blow up
for uy — Au = g(u) revisited, Advances in Differential Equations, volume 1, number
1, January 1996, pp.73-90.

Brezis, H. and Nirenbreg, L., Nonlinear Functional Analysis and Applications, Part

1,”to appear.

Crandall, M.G. and Rabinowitz, P.H., Some continuation and variation methods for
positive solutions of nonlinear elliptic eigenvalue problems, Arch. Rational Mech.
Anal., 58 (1975), 207-218.

Evans, Lawrence C. Partial Differential Equations. Graduate Studies in Mathematics,
vol.19, American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, U.S.A., 1998.

Friedman, A., Partial Differential Equations. Holt, Rinehart and Winston, Inc, 1969.

Gel’fand, .M., Some problems in the theory of quasilinear equations, Amer. Math.
Soc. Transl., 29 (1963), 295-381.

Joseph, D.D. and Lundgren, T.S., Quasilinear Dirichlet problems driven by positive
sources, Arch. Rational Mech. Anal., 49 (1973), 241-269.

Keller, H.B. and Cohen, D.S., Some positone problems suggested by nonlinear heat
generation, J. Math. Mech., 16 (1967), 1361-1376.

Keller, H.B. and Keener, J., Positive solutions of convex nonlinear eigenvalue pro-
blems, J. Differ. Eq., 16 (1974), 103-125.

82



BIBLIOGRAFIA 33

[10] Lima, Elon Lages. Curso de Anélise, volume 1. Rio de Janeiro, Instituto de Ma-
temdtica Pura e Aplicada, CNPq, 2000.(Projeto Euclides).

[11] Lima, Elon Lages. Curso de Anélise, volume 2. Rio de Janeiro, Instituto de Ma-
tematica Pura e Aplicada, CNPq, 2000.(Projeto Euclides).

[12] Mignot, F. and Puel, J.-P.; Sur une classe de problémes non linéaires avec non

linéarité positive, croissante, convexe, Comm. PDE., 5 (1980), 791-836.

[13] Pazy, A., Semi-groups of linear operators and applications to partail differential equa-

tions. Springer, Berlin, 1983.

[14] Protter, Murray H. and Weinberguer. Maximum principles in Differential Equations.
Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., U.S.A., 1967.



