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RESUMO

Os rotavirus sao considerados, atualmente, um dos mais importantes agentes causadores
de gastroenterites e 6bitos em criangas com menos de 5 anos no mundo. Ocorrem global-
mente cerca de 125 milhoes de episédios diarréicos por rotavirus a cada ano, causando entre
600.000 e 870.000 6bitos. Esses nuimeros alarmantes estimularam a busca por um controle
desse virus, mas para combaté-lo é necessario estudar seu comportamento, como ele penetra
no organismo humano, como age dentro dele e como se espalha. Nesse trabalho apresenta-se
um breve estudo sobre a biologia do rotavirus e os mecanismos de defesa apresentados pelo
sistema imunologico. O principal objetivo é, utilizando métodos quantitativos, estudar a
interagao entre o rotavirus e o sistema imunoldgico e avaliar, comparativamente, o desem-
penho das respostas imunologicas humoral e celular. Seguindo esse intuito apresenta-se um
modelo matematico, composto de equacgoes diferenciais ordinarias nao lineares de primeira
ordem, que descreve a acao do sistema imunolégico a fim de eliminar o rotavirus. A partir
deste modelo nés encontramos os pontos de equilibrio trivial e nao-trivial e analisamos sua

estabilidade. Também discutimos sobre a agao das respostas imunolégicas humoral e celular.

Palavras-chave: rotavirus, sistema imunoldgico, modelo matematico, infeccao.
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ABSTRACT

In infants and young children, rotavirus is the major cause of severe inflammation of
the intestine (gastroenteritis). Rotavirus infection frequently results in fever, vomiting and
diarrhea, wich symptoms are so intense that they can lead to death. This virus causes nearly
a million deaths each year worldwide, mostly in developing countries.

Rotavirus attacks the epithelial cells of the thin intestine and replicates in the cytoplasm
and do not fully uncoat during the process of replication. The reason for their failure to fully
uncoat is that the coat is resistant to protease digestion, which prevents them from being
completely destroyed by the infected cell and of readily being seen by the immune system.

This complex biology of rotavirus and its interaction with the immune system are the
motivation of this work, that presents a model for this interaction, structured by non-linear
ordinary differential equations of first-order that describes the action of the innate immune
system to eliminate rotavirus. From this model, we find the trivial and non-trivial equili-
brium points and analyze their stabilities, as well we analyze, comparatively, the humoral

and cellular responses.

Keywords: rotavirus, immune system, mathematical model, infection.
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INTRODUCAO

A modelagem epidemiolégica teve grande avango no século 20, embora um modelo para
variola tenha sido formulado e resolvido por Daniel Bernoulli em 1760. Em 1926, Kermack e
Mckendrick publicaram artigos sobre modelos epidémicos e obtiveram o resultado de limiar, o
qual diz que a densidade de suscetiveis deve exceder um valor critico para que uma epidemia
se estabeleca [13].

A eficacia na melhora de saneamento basico, no uso de antibidticos e dos programas de
vacinagao criaram uma expectativa, na década de 60, de que as doengas infecciosas seriam
logo eliminadas. Porém, o surgimento e ressurgimento de doencgas levaram ao reavivamento
do interesse por elas. Nesse contexto, a modelagem epidemioldgica ganha forca e cresceu
exponencialmente, por isso uma grande variedade de modelos tém sido formulados, mate-
maticamente analisados e aplicados a doencas infecciosas.

Compartimentos representados com 4 letras, S (suscetiveis), E (expostos), I (infecciosos)
e R (recuperados), sao frenqiientemente usados para as classes epidemiolégicas na construcao
de um modelo. A escolha de cada compartimento depende das caracteristcas particulares
da doenca a ser modelada e do objetivo do modelo.

O processo de formulacao de um modelo esclarece hipoteses, varidveis e parametros.
Além disso modelos fornecem resultados conceituais como limiares, nimero de reprodutibi-
lidade basal, nimero de contato e nimero de reposicao. Modelos matematicos e simulacoes

computacionais sao ferramentas experimentais tteis para a construcao e teste de teorias,
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avaliando conjecturas quantitativas, respondendo questoes especificas, determinando a sen-
sibilidade para mudancas nos valores dos parametros e estimando parametros chaves dos
dados. Entender as caracteristicas de transmissao de doencas infecciosas em comunidades
pode nos levar a melhores abordagens para decrescer a transmissao dessas doencas e ao plane-
jamento, implementacao e otimizacao de varios programas de deteccao, prevencao, terapia
e programas de controle.

A escolha de modelar a doencga infecciosa conhecida como rotavirose deve-se ao fato de que
rotavirus sao, atualmente, um dos mais importantes agentes causadores de gastroenterites e
6bitos em criangas com menos de 5 anos no mundo. Foi identificado pela primeira vez em
1973, pela bidloga Ruth Bishop, enquanto estudava doencas gastrointestinais no Hospital
Real de Criangas, em Melbourne, Austrélia [11].

Ocorrem globalmente cerca de 125 milhoes de episédios diarréicos por rotavirus a cada
ano, causando entre 600.000 e 870.000 ébitos [24]. Esses numeros alarmantes estimularam
a busca por um controle desses virus, mas para combateé-los é necessario estudar seu com-
portamento, como penetram no organismo do ser humano, como agem dentro dele e como
se disseminam.

Neste trabalho resumimos estudos bioldgicos que retratam os mecanismos de acao dos
rotavirus no ataque e evasao das células-alvo e suas peculiaridades e, posteriormente, apresen-
tamos o desenvolvimento de um modelo matematico para descrever a dinamica da resposta
imunolégica de humanos diante de um estimulo antigénico pela introdugao dos rotavirus.

O processo de desenvolvimento do modelo matematico envolve o estudo da dinamica
do microorganismo invasor e das células do sistema imunoldgico isoladamente, para, entao,
obtermos um cenario quantitativo da complexa interagao do sistema imunolégico com ro-
tavirus. Em um primeiro momento encontramos os pontos de equilibrio, analisamos sua es-
tabilidade e simulamos numericamente essa dinamica. Depois avaliamos, comparativamente,

o desempenho das respostas humoral e celular para uma infeccao causada pelos rotavirus.



CAPITULO 1

BIOLOGIA DOS ROTAVIRUS

1.1 Epidemiologia

Praticamente todas as criangas com menos de 5 anos sao vitimas da infeccao por ro-
tavirus, muitas vezes acarretando em hospitalizacoes por desidratacao e diarréia grave, ou
até mesmo a morte. As estatisticas indicam mais de 600.000 ébitos a cada ano provocados
por este virus [24].

A via fecal-oral se constitui na principal via de transmissao dos rotavirus, com a elimi-
nacao de até 1 trilhao de particulas virais por milimetro de fezes, sendo que a dose infec-
tante pode ser com apenas 10 particulas virais. Levado a boca os virus se dirigem as células
epiteliais que recobrem o intestino delgado, onde se replicam a uma velocidade impressio-
nante: em 24h dez virus se transformam em milhoes. O epitélio rapidamente contém uma
grande quantidade de virus, fluidos e eletrdlitos sao eliminados do corpo em espasmos de
diarréia. Eles provocam vomito seguido de uma diarréia tao aguda que, se nao houver trata-
mento, pode levar a desidratacao grave, seguida de choque. Sem tratamento de reidratagao
uma crianga pode perder até 10% de seu peso e entrar em choque em apenas 1 ou 2 dias [5],
[11], [16], [22] [24].

A infeccao causada por rotavirus pode ocorrer em adultos, mas estes virus sao espe-
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cialmente infecciosos entre as criangas mais novas e bebés. Até aproximadamente 6 meses
de idade, bebés que foram amamentados estao pelo menos parcialmente protegidos contra
as diarréias por rotavirus pelos anticorpos maternos. Nessa idade a infeccao é frequiente-
mente assintomatica, mas alguns virus podem ainda ser produzidos e perdidos nas fezes.
Embora anticorpos maternos possam proteger contra a doenga, esses anticorpos também
podem impedir bebés de se tornarem imunizados, isso porque o virus é freqiientemente des-
truido pela imunidade herdada antes do proéprio sistema imune da crianca produzir uma
resposta imunoldgica vigorosa o suficiente para gerar células de memoria. Uma vez que essa
imunidade passiva vinda da mae acaba, a crianca se torna suscetivel a infeccao, por isso,
entre 6 e 8 meses de idade, a maioria das criangas é infectada com rotavirus [26].

O periodo de incubacao da rotavirose ¢ de 1 a 3 dias e o pico maximo de excrecao
ocorre entre o terceiro e o quarto dia apds o aparecimento dos primeiros sintomas. Uma
caracteristica interessante dos rotavirus é a existéncia de uma sazonalidade de infeccao que
se manifesta nos meses mais frios e secos, nas regioes sul e sudeste do Brasil variam de abril
a setembro [24].

No que diz respeito ao diagnostico, o exame laboratorial especifico é a investigacao dos
virus nas fezes do paciente. A época ideal para deteccao do virus vai do primeiro ao quarto dia
de doenca, periodo de maior excrecao viral. O método de maior disponibilidade é a deteccao
de antigenos por ELISA (Enzyme Linked Immuno Sorbent Assay) nas fezes. Outras técnicas
como microscopia eletronica e reacao de polimerase em cadeia (PCR) nas fezes também sao

usadas, mas mais em pesquisa.

1.2 Estrutura e Replicacao do Rotavirus

Rotavirus sao virus da familia Reoviridae, nao possuem envelope bilipidico e sao ex-
tremamente resistentes. A particula viral exibe nucleocapsideo com simetria icosaédrica. As
particulas completas compreendem trés camadas protéicas concéntricas: capsideo externo,
intermediario e interno. O genoma viral é constituido por 11 segmentos de RNA fita dupla,
que tém a ele associado a enzima transcriptase e proteinas VP1, VP2 e VP3, indicadas na

Figura (1.1).
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Das 12 proteinas dos rotavirus, seis sao estruturais, denominadas VPs (VP1-VP4, VP6 e
VPT) e outras seis nao estruturais, as NSPs (NSP1-NSP6). O capsideo interno é constituido
pelas proteinas VP1, VP2 e VP3, a camada intermediaria é constituida pela proteina VP6

e o capsideo externo é formado pelas proteina VP7 cravejada com pontas de VP4 [11].

Figura 1.1: Estrutura das particulas de rotavirus [11].

A classificacao dos rotavirus em grupo, subgrupo e sorotipos se condiciona a alguns
determinantes antigénicos basicos de sua estrutura. Os grupos de rotavirus sao designados
de A a G, sendo que o A destaca-se como o de maior importancia epidemiolégica. Quanto
aos sorotipos, sua classificacao se fundamenta na diversidade antigénica da glicoproteina
VP7 (sorotipo G) e VP4, esta sensivel a protease (sorotipo P) [10].

No aparelho digestivo o percurso de uma infeccao é muito complexo. O objetivo dos
virus é infectar células epiteliais que forram a parede do intestino delgado. Para atingir
essas células, os virus devem ter a capacidade de resistir as defesas antivirais presentes na
saliva, sobreviver ao pH &4cido e enzimas digestivas no estomago. Somente alguns virus
conseguem fazer tudo isso, os rotavirus sendo um deles. A replicacao ocorre no citoplasma
das células absortivas diferenciadas, localizadas no terco apical das vilosidades do intestino
delgado [26].

Estudos recentes demonstram que a entrada dos rotavirus nas células se da por meio de
interacoes com receptores celulares contendo acido sialico e integrinas no inicio do processo de

adsorcao. A proteina VP4 deve passar pelo processo de clivagem proteolitica para produzir
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formas menores e ativas, com os peptideos VP5 e VP8, que interagem com as integrinas
e acido sidlico, respectivamente [19]. O interessante é que as células alvo dos rotavirus, as
células das vilosidades que forram o intestino, sao envolvidas ou cercadas na protease. A
funcao dessa protease é ajudar a quebrar proteinas dos alimentos em tamanhos menores,
assim essas proteinas podem ser absorvidas pelo corpo. Uma dessas enzimas, a tripsina, é
a enzima que os rotavirus mais precisam para quebrar a VP4 em tamanhos menores, assim
os rotavirus utilizam o que normalmente é uma barreira de defesa (a protease presente no

intestino) para preparar os virus para entrar [26].

Segundo [19], apds a adsor¢ao a célula hospedeira, a penetragao viral se d& por passagem
direta através da membrana celular e liberagao do nucleocapsideo no citoplasma. No fagos-
soma ocorre a perda do capsideo externo e, conseqiientemente, a liberagao de seu cerne no
citoplasma celular. Os rotavirus usam sua RNA polimerase (que estd empacotada dentro
da particula viral) para transcrever RNAm viral enquanto o genoma viral ainda esta dentro
do ambiente protegido pelas duas camadas do virus. Os filamentos do RNAm viral pro-
duzidos pela polimerase sao, entao, mandados para o citoplasma onde ocorre a tradugao do
RNAm em seis proteinas estruturais e seis nao estruturais. Para o empacotamento dos novos
genomas virais, os 11 segmentos de RNAm viral necessarios para um genoma completo se
juntam e sao associados com proteinas que formam a camada interna do novo virus [26]. As
fitas de RNA (+4) assumem papel de molde para a produgao de novas fitas de RNA (-), daf
resultando RNA de dupla fita da progénie viral, e os virus incompletos ganham mais uma

camada de proteina.

A montagem das particulas virais ocorre em estrutura amorfa denominada viroplasma,
como mostra a Figura (1.3). Apds a formagao da particula viral incompleta, estas deixam
o viroplasma e passam para o interior do reticulo endoplasmatico rugoso por brotamento,
onde estao alocadas as proteinas do capsideo externo e onde adquirem o capsideo externo,
juntamente com um envoltério transitorio que depois se perde durante essa passagem. Essas
sao as particulas virais maduras e, finalmente, o ciclo termina quando a progeénie viral é

liberada por lise celular [19].
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Figura 1.2: Esquema da replicagao dos rotavirus [19].

1.3 Sistema Imunolégico

O Sistema Imunoldgico é um dos sistemas mais complexos que existem, sendo sua
principal func¢ao fornecer protegao ao organismo contra muitos agentes patogénicos (virus,
bactérias, moléculas estranhas).

Existem dois tipos diferentes de mecanismos de defesa: os mecanismos de defesa nao
especifico e especifico. Os agentes patogénicos sao impedidos de entrar no organismo, ou
sao destruidos quando conseguem entrar, pelo mecanismo de defesa nao especifica, também
designado por imunidade inata. Este mecanismo desempenha uma agao geral contra corpos
estranhos, independente de sua natureza [30].

Os componentes do mecanismo de defesa nao especifica que impedem a entrada dos
agentes patogeénicos sao as barreiras fisicas, ja os que atuam sobre aqueles que conseguiram
transpor as barreiras externas sao a fagocitose, sistema complemento, interferon e células
NK (Natural Killers) [26].

A resposta imunolégica especifica refere-se a protecao que existe em um organismo hos-

pedeiro quando este sofreu, previamente, exposicao a determinados agentes patogénicos e
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pode ser mediada por anticorpos (imunidade humoral) ou mediada por células (imunidade
celular). As células que participam desta resposta sao os linfocitos B (LB), que dividem-se e
formam células que sofrem diferenciacao originando plasmécitos (que secretam anticorpos)
e células B de memdria; e os linfécitos T (LT), que dividem-se em linfécitos T auxiliares
(LTa), que regulam a atividade da resposta, e linfécitos T citotéxicos (LTc), que destréem
as células infectadas, além das células T de memoria [30].

As respostas nao especifica e especifica estao totalmente relacionadas. Quando um
antigeno ultrapassa as barreiras fisicas, o sistema complemento facilita a fagocitose por
macrofagos. Estes se tornam células apresentadoras de antigeno e estimulam os LTa, que,
por sua vez, produzem intimeras substancias que podem estimular o segundo sinal para ati-
var os LB para que se transformem em plasmocitos, secretores de anticorpos. O primeiro
sinal de ativacao dos LB pode vir da interacao direta do LB com o antigeno. Os LTa também
podem estimular os LTc¢, que vao destruir as células infectadas. Os antigenos que conseguem
penetrar nas células podem estimular a producao de interferon ou ter as células hospedeiras

destruidas pelas células NK, ou podem, ainda, ativar diretamente os LTc [1], [12], [30] .

r
Antig m Antigencs presentas
e ‘em células infectadas
: S s
Células i
“apresentadoras” de
antigenos que
estimulam
e Estimulam Linfécitos T Estimulam Sl Y
auxiliares i
= - especiiicos
‘Estes ariginam
e r— Estas ariginam
i Células B s ik Células T  Linfocitos T
da memdria damemdria | citotdxicos ativos:
|

Figura 1.3: Esquema simplificado do mecanismo de defesa imunolégico [30].
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1.4 Interacao dos Rotavirus com o Sistema

Imunolégico

Os mecanismos imunolégicos que envolvem todo o processo desencadeado por uma in-
feccao por rotavirus nao sao ainda bem compreendidos, embora hajam crescentes evidéncias,
na esfera clinica, conferindo papel protetor aos anticorpos sistémicos ou aqueles produzidos

na mucosa intestinal, bem como a imunidade mediada por células [6], [10].

Investigagoes compreendendo modelos animais e experimentos in vitro revelam que imu-
noglobulinas séricas (IgG ou IgM) e anticorpos neutralizantes parecem exercer papel protetor
contra a rotavirose. As elevadas concentracoes sistémicas destes anticorpos resultam em ex-
sudacao para a mucosa intestinal, potencializando o carater protetor. Duas proteinas da
superficie viral, VP4 e VP7, sao alvos de anticorpos neutralizantes que podem prevenir o
virus de se ligar a célula alvo, bem como os anticorpos induzidos pela proteina VP6, conside-
rada a mais imunogénica, e refletem o potencial neutralizante da IgA na mucosa do intestino
delgado [2], [6], [10], [15].

Rotavirus induzem diarréia osmética por alterarem a concentracao intracelular de Na™t e
a secrecao de C'[™, alterando o citoesqueleto e levando as células das vilosidades a descamacao
2].

O papel da resposta imunologica mediada por células tem sido pouco elucidado, com
modelos animais constituindo a base dos estudos. Durante a infeccao primaria, os linfécitos
T CD8+ tém um papel importante na resolucao viral, bem como na protecao parcial contra
a reeinfeccao. Os linfécitos T CD4+ sao essenciais para o desenvolvimento de IgA intestinal,
especifica contra rotavirus [10]. Entao, a resposta celular gerada pelos LT é transitéria e
de baixa intensidade, especialmente em criancas infectadas por rotavirus. No entanto, a

resposta parece ser mais forte em adultos [17].

A severidade da doenca decresce com infeccoes subseqiientes e tanto as sintomadticas
quanto as assintomaticas sao igualmente efetivas em estimular a imunidade protetora. Mas
h& controvérsias quanto a imunidade induzida pela infecgao natural: o conceito vigente sus-

tenta que a infeccao primaria por rotavirus induz resposta imunoldgica de carater predomi-
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nantemente homotipico (sorotipo-especifico). A imunidade heterotipica estaria relacionada
com reinfeccoes com tipos diferentes de rotavirus. No entanto, isso nao foi observado em
todos os estudos e ha também evidencias da protegao heterotipica contra doenca severa de-
pois da infeccdo com um tnico sorotipo. E importante observar que reinfec¢oes envolvendo
o mesmo sorotipo confirmam a hipdtese de que a protecao da infeccao natural parece ser

transitéria e/ou incompleta [2], [10].



CAPITULO 2

MODELAGEM MATEMATICA

2.1 Dinamica do Parasita

Conhecendo a biologia dos rotavirus e sua interacao com o sistema imunolégico, va-
mos apresentar um modelo matematico para descrever a dinamica da resposta imunoldgica
humana diante de um estimulo antigénico pela introdugao dos rotavirus.

O processo de desenvolvimento de um modelo matematico envolve o estudo da dinamica
do parasita e do sistema imunoldgico isoladamente, para, entao, obter um cenario quantita-
tivo da complexa interacao do sistema imunolégico com o mesmo.

Quando um parasita invade o organismo humano, ele busca um local apropriado para sua
replicao. O sistema imunolégico pode ou nao responder a essa presenca estranha. Supondo
que o sistema imunolégico do hospedeiro seja incapaz de responder ao estimulo antigénico,
¢é possivel estudar a dinamica intrinseca do parasita e, apds sua compreensao, incorporar a
acao do sistema imunolégico nesta dinamica. Quando consideramos o sistema imunolégico
em estado de “dormeéncia”, é de se esperar que o parasita cres¢ga sem nenhuma resisténcia, ini-
cialmente. No entanto, a medida que sua concentragao aumenta no organismo do hospedeiro,
as células-alvo ficam mais escassas, comprometendo sua capacidade de manutencao. Assim,

baseado em [3], a dinamica do parasita pode ser descrita por meio do seguinte diagrama de

11
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fluxo:
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Figura 2.1: Diagrama de fluxo e influéncia das quatros populacoes.

onde as varidveis sao:

3

e R(t): concentracao por mm?, no instante de tempo t, de rotavirus;

e [E(t): concentragao por mm?, no instante de tempo t, de células epiteliais;

e [(t): concentragao por mm?, no instante de tempo t, de células infectadas;

e T'(t): concentracao por mm?, no instante de tempo t, de células no estado terminal.

Pelo que vimos na secao 1.4, os estudos sobre a interacao dos rotavirus com o sistema
imunolégico apontam para uma resposta imunolégica mediada principalmente por anticor-
pos. No entanto, durante uma infeccao inicial os LB precisam ser ativados para, entao, se
proliferar e diferenciar em plasmocitos e produzir anticorpos. Esse processo pode levar até
uma semana, nesse tempo centenas de células foram infectadas e produziram novos virus.
Embora os anticorpos, quando chegam ao cenario da infeccao, sejam muito efetivos contra

os novos virus produzidos, eles tém capacidade muito limitada para destruir os virus que ja
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entraram na célula [1], [26], [30]. Por isso, em uma infecgao por rotavirus, uma boa atuagao
do sistema inato, que ¢é a primeira linha de combate, ¢ muito importante para manter a
infecgao em niveis baixos.

O sistema inato, como vimos na secao 1.3, pode lidar com véarios tipos de antigenos, mas
seus principais mecanismos contra os virus, especificamente, sao o interferon e as células NK
[1]. Os interferons sao proteinas de aviso produzidas por células infectadas que induzem-nas
a sintetizar enzimas que levam ao bloqueio da replicagao viral ou podem, ainda, sinalizar
para a presenca do virus para as células vizinhas, que ainda nao foram infectadas, para
que estas resistam a infeccao viral. O interferon é capaz de ativar o potencial citolitico das
células NK e pode estimular os LT. Um dos estimulos para a producao de interferon é a
presenca de RNA fita dupla nas células, portanto, era de se esperar que rotavirus induzissem
grande producao de interferon durante sua replicacao nas células. Porém, como rotavirus
mantém seu RNA dupla fita viral dentro de duas camadas protéicas durante todo o processo
de replicagao, as células hospedeiras demoram a produzir interferon e esta é uma maneira
do virus evadir as defesas do sistema inato [1], [26].

Assim, vamos considerar as células do compartimento I em um estado “latente”, ou
seja, o virus acaba de se instalar na célula hospedeira e estd preparando seu mecanismo de
replicagao, de forma que, ainda nao é produtivo e nem esta “visivel” para os mecanismos de
defesa citotdxicos do sistema inato. Por outro lado, o compartimento T concentra as células
que ja estao produzindo novos virus, cuja replicacao ja ¢ intensa dentro delas e, portanto, ja
esta “visivel” para o sistema inato. Por isso este é o compartimento sobre o qual o sistema
imunoloégico vai agir, quando passarmos a considerar sua atuacgao.

Tendo justificado estes compartimentos, seguimos descrevendo as taxas de transferéncias

do modelo, que sao as seguintes:

e g : taxa per-capita de “mortalidade natural” dos rotavirus, devido a replicacao in-
correta ou incapacidade de sobreviver as resisténcias do meio até atingir a célula-alvo.

Esse parametro tem dimensao de [tempo]~;

e /i : taxa per-capita de mortalidade natural das células epiteliais sas. Assume-se que a

mortalidade de células epiteliais infectadas e em estado terminal é a mesma das células
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sas. A dimensdo é [tempo]~;

e « : taxa de mortalidade das células no estado terminal por acao do virus. Sua dimensao

também é [tempo] ~*;

e kg : taxa de reposicao das células epiteliais, um valor constante para manter constante
a populagao de células pela homeostasia. Na realidade quando muitas células morrem a
taxa de homeostasia pode aumentar, mas ficamos com o caso mais simples em que kg é

constante. Esse parametro tem dimensao [concentragao de cél. epiteliais| x [tempo] !

e 7 : taxa de ataque as células epiteliais pelos rotavirus. Esse parametro tem dimensao

[concentracao de virus| ™! x [tempo]~;

e [ : taxa de transferéncia das células epiteliais infectadas para o estado terminal, cuja

dimensao é [tempo] ;

e (1 + «)c: taxa de crescimento (replicacao) dos rotavirus. Sao as células em estado
terminal que, quando mortas, liberam novos virus e ¢ é a constante indicando a quan-
tidade de novos virus liberados pela quantidade de células no estado terminal que

morrem.

Fazemos a taxa de replicacao dos rotavirus constante, pois quando uma célula é invadida
por um parasita, parte de sua estrutura celular é desviada para replicacao do mesmo, o que
resulta na liberacao de um ntmero muito grande de parasitas e na morte celular.

Assim escrevemos o sistema de equagoes diferenciais ordinarias da seguinte maneira:

( dR
o7 = Wt )l — prR
dE
— =kgp —YyRE — uFE
o B~ YRE —p

(2.1)

dl
& — YRE — Bl — ul
7= BI — p
dTl

\ E:ﬂf—(u—l—a)T,
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2.2 Dinamica do sistema imunolégico

O corpo humano procura manter seu equilibrio por meio de homeostasia das células que
participam da resposta imunolégica, como os macréfagos, as células B e T'. Essa homeostasia
pode ser descrita por meio de um sistema dinamico que considera uma taxa de producao
constante kg, cuja dimensao é [concentragio] x [tempo]~!, em que S representa uma das
células efetoras do sistema imunoldgico, e uma mortalidade per-capita g, com g~ sendo

o tempo médio de vida das células tipo S. Assim, a dinamica das células é descrita por

dS
- _ i 2.2
i ks — pnsS ( )

A solucao da equagao (2.2) é dada por

k
8 = S(0)es! = (1 — e,
s
onde S(0) é a concentracao inicial das células. Note que S — fj—z quando t — oo, isto é,
aproxima-se da tunica solugao de equilibrio da equacao (2.2).
Consideramos o sistema imunolégico representado pelas respostas humoral, celular e

componentes do sistema inato .

2.3 O Modelo

Agora utilizamos a dinamica do sistema (2.1) montado com o sistema imunoldgico em
“dorméncia”, considerando que o compartimento 7' vai “ativar” a resposta imunoldgica e
considerando, entao, o compartimento S das células do sistema imunoldgico (cuja dinamica
em repouso estd descrita em (2.2)). Entao, obtemos o seguinte modelo de interagao dos

rotavirus com o sistema imunolégico:
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dR
= (u+ a)cT — eSR — urR
dE
— =ky—~YRE — uFE
i e — R K
dI
— =~yRE — I — ul (2.3)
dt
dT
— =8I —(u+a)T — ST
dt
dsS
— = kg+ T — pugS
L dt S+S0 Hso,

em que € € o sao as taxas

de desativacao dos rotavirus e das células no estado termi-

nal, pela acdo do sistema imunoldgico, respectivamente. A dimensao de ambas as taxas é

[concentragao] !

X [tempo] .

Temos ainda uma taxa ¢ de proliferacao das células do sis-

tema imunoldgico, que é dada pela quantidade de células em estado terminal ou mortas, com

dimensao de [tempo] .

Nos proximos capitulos (3 e 4) vamos encontrar os pontos de equilibrio deste modelo e

analisar suas estabilidades.



CAPITULO 3

ANALISE DO EQUILIBRIO

3.1 Ponto de Equilibrio Trivial

Apresentaremos a andlise do sistema de equacoes (2.3), determinando, primeiramente,
o ponto de equilibrio trivial e estudando a estabilidade deste ponto.

Igualando a zero os membros direitos do sistema (2.3) temos

(4 + )T —eSR—pugR = 0 ()
ki — YRE — puE = 0 (b
YRE — 31 — pul =0 (o) (3.1)
BI— (u+a)T—oST = 0 (d)
| ks + T — psS = 0, (e

17
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e Se R =0, entdo de (a) obtemos que T" = 0; de (b) vem que E = %E; de (¢), I =0
e conseqlientemente em (e) obtemos S = i—i Entao um ponto de equilibrio trivial é

Py = (0,%2,0,0, k),

,M, ’MS

e Se £ =0 de (b) obtemos que kg = 0, o que nao é verdade, pois assim nao existiria

taxa de reposicao das células epiteliais.

e Se [ =0= R=0o0uFE =0, pela equagao (¢). Como vimos que E deve ser diferente

de zero, entao R = 0 e obtemos novamente o ponto F.

e Se T'=0, da equacao (d) obtemos I = 0 e mais uma vez obtemos o ponto Fj.

ks

e Finalmente, se S = 0, de (e) obtemos que T' = —2, oque nao tem sentido bioldgico,

ja que T representa a concentracao de células em estado terminal, entao deve ser uma

quantidade positiva.

Portanto o tinico ponto de equilibrio trivial do sistema de equacoes, o qual corresponde

a situacao de auséncia do rotavirus, ou por nao ter ocorrido infeccao ou subseqiiente a uma

resposta imunolégica bem sucedida, é dado por Py = (R, E,I,T,S), com E = %E, S = ﬁ—z e

R=T=1=0, ou seja, Poz((),%E,O,O LESS

’ps

3.2 Analise da estabilidade

A estabilidade local e assintotica de um ponto de equilibrio é determinada pelos auto-
valores correspondentes a matriz jacobiana associada ao sistema de equacoes e calculada no

ponto. A matriz jacobiana associada ao sistema de equagoes (2.3) é dada por
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~(S+pr) 0 0 (nta)e 0
—E —(YR+ 1) 0 0 0
J— vE YR —(B+p) 0 0
0 0 Iv] —(p+a+aoS) —oT
0 0 0 %2 —ls

Para estudar a estabilidade local e assintética dos pontos de equilibrio é necessario ana-
lisarmos as raizes da equagao caracteristica dada por det(J — AI) = 0. Devemos mostrar
que os autovalores associados a essa equagao sao negativos (se reais) ou possuem parte real
negativa (se complexos). Em alguns casos é necessario utilizar o seguinte critério, descrito

em [9]:

Critério de Hurwitz: Dada uma equacgao caracteristica da sequinte forma

Ao a N a2 4a, =0, (3.2)

defina k matrizes como seque:

aq 1 0
aq 1

Hy = (ay), Hy = ; Hs =1 a3 ay ay
az as

g e e 0y

a5 G4 Qg
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ay 1 0 0 . ag 1 0 ... O
as a9 aq 1 e as as ap ... 0
H] = PR Hk? = )
as aq as az
(25—1 QAgj—2 Q2;-3 A2j—4 ... 0 0 ... ar

onde o termo (I,m) na matriz H; €

as—m para 0<2l—m <k,
1 para 20 =m,

0 para 20<m ou 2l>k+m.

Entdo o estado estaciondrio € assintoticamente estdvel se, e somente se, 0s determinantes

de todas as matrizes de Hurwitz sao positivos.
Teorema 3.2.1. O ponto de equilibrio trivial Py € local e assintoticamente estdvel se v < .

Demonstracgao:

A matriz Jacobiana do sistema (2.3) calculada no ponto Py resulta em

L B (nta)e 0
Hs

k
—v(f) -p 0 0 0

kg
Jp = 7(7) 0 —(B+n 0 0
0 0 3 —(n+ato(i=) 0

0 0 0 2 —Hs
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A equacao caracteristica dada por det(Jp, — A[) =0 ¢é

uSQM((us + A+ 1) PA) =0, (3.3)

em que o polinomio caracteristico é

P(A) = {—cus*kpBy(a + p) + [usl(e(GE) + nr) + N]p(8 + X+ w)lusl(e + o+ o (32)) + A}

Para verificar a estabilidade de P, devemos mostrar que os autovalores associados a
equagao caracteristica (3.3) sdo negativos (se reais) ou possuem parte real negativa (se com-
plexos). Facilmente vemos que duas raizes para a equacao (3.3) sdo \j = —pg e Ay = —pu,
que sao reais negativas. Entao, para garantir a estabilidade assintotica do ponto precisamos
analisar os outros trés autovalores designados por A3, Ay e A5, que sao dados pelas raizes da

seguinte equacgao caracteristica:

P(\) = X+ ay N2 + as\ + a3 = 0,

em que
@ = (@ )+ 3+ 1) + (usun + k) + hsol.
o2 = st +ksO)((a+ ) + (B4 ) + msta+ ) (6 + )+

ksleo
+kso(ur + (B + p))] + %7

o = (uspr + kse) (B + p)(ps(a + p) +kso)  ckpByla+p)

fs? H

Para essa andlise vamos recorrer ao Critério de Hurwitz. Assim, as condi¢oes necessérias
para estabilidade, tratando-se de uma equacao de ordem k£ = 3, sao: a; > 0, a3 > 0 e

a1ao > as.

e Claramente temos que a; > 0.



SECAO 3.2 ¢ ANALISE DA ESTABILIDADE 22

e Note que
+k + a+u)+k
gy — \Hshrtkse)(B :)2(us( W tkso) |y
s

em que

X = énmm T kse) (B4 1)us + (usin + kse)2(8 + )]+

i[,us(a + 1) + ps(B+ p) + (uspr + kse) + kso ks’ ea]+

+us(a+ p) + ps(B + p) + (pspr + kse) + ksol[(pspr + kse) (o + p)+

Fus(e+ p)(B+ p) + kso(pr + (8 + p))]]-
Logo,

ckpfy(a+ p1) -
0

0.

alag—ang—i—

Portanto fica verificado que ajas > as.

e Agora basta verificar quando ag > 0, isto é, quando

(nspr + kse) (B + p)ps(a+ p) + ksa] — ckpBy(a+ p)
s jz

> 0,

que equivale a

cus?kpBy(a+ p) < (pspr + kse)p(B + p)[us(a + p) + ksol,

ou seja,
Y <,
em que
~ (pspr + kse)u(B + p)[ps(a + p) + kso]
Yo = D) . (34)
cus*kpf(a+ 1)

Portanto, quando v < 7, todas as condigoes de Hurwitz sao satisfeitas. Logo, Py é local

e assintoticamente estavel se v < vy. U



CAPITULO 4

ANALISE DO EQUILIBRIO
NAO-TRIVIAL

4.1 Ponto de equilibrio nao-trivial

O equilibrio nao-trivial do sistema de equagoes (2.3), o qual representa a coexisténcia
de todas as variaveis que compoem o modelo, ou seja, a presenca de rotavirus juntamente

com as células do sistema imunolégico, é dado por P, = (R, E,1,T,S), em que

( E _ ,us(M + Q)CT
(uspr + kse) + eT
ol ke((pspr + kse) + eT)
Yps(p+ )l + pl(pspr + kse) + epT
(4.1)
7_ keyus(u+ o)cT
(84 p) (vus (e + )T + pl(pspr + kse) + epT))
—  ks+oT
g_ Nt el
\ Hs

23
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onde o valor de T é obtido como raizes positivas da equagao de segundo grau

a*T" + ar*T + as* = 0, (4.2)
em que os coeficientes sao dados por

ao” = op[(B+ w)]lvus (o + p)e + peg]
ar* = [(B+ w)][(vps(a+ p)e + pep) (s (p + o) + oks) + ppo(pspr + kse))
as* = [v0 — Y[eps?keB(p + o).

A natureza e nimero de solugoes biologicamente viaveis sao determinados por estes coe-
ficientes. Facilmente, vemos que ap* > 0 e a;* > 0, entao, pela regra dos sinais de Descarte,

basta analisar o sinal de as*.

e para y < 7 temos que as* é positivo. Como ay* e a;* sao positivos, entao nao existe

raiz real;

e para v > vy temos que a* ¢é negativo, entao existe uma unica raiz real positiva.

Portanto, o valor nao-trivial 7" biologicamente viavel existe para v > =, e é tnico.

4.2 Analise do ponto de equilibrio nao-trivial

Provaremos que ponto de equilibrio nao-trivial Py, dado em (4.1), é local e assintoti-
camente estavel se 7 > 9. A estabilidade de P, é determinada pelos autovalores corres-
pondentes a matriz jacobiana associada ao sistema de equacoes (2.3) calculada em Pj, em

funcao de T, a qual é dada por
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Jp, =

onde

[ ] —’yE:—

—(eS + pr) = —(e(

—(eS + pr) 0
—vE —(yR +

0 0

0 0

ks%—@T;
s

1) 0

—(B+ )

vkp((uspr + kse) + eT)

(1 + a)c

—(p+a+0S)

d=ypus(p + a)cl + pa;

s (i + a)eT + pl(pspr + kse) + €T

d

o \F— Ve ((pspr + kse) + epT) _ b

Yus(p+ a)cT + pl(pspr + kse) + epT]  d’

= + )T + + kse) + eT
o (R4 p) = —pstet Il + ulluspn + kse) + epT)
(uspir + kse) + €T

.« i st )T yps(p+a)eT

(nspr + kse) + epT a ’

— T
. _(M+a+05):_[MS(M+a)+J(kS+¢ )] e
Hs Hs

o o tstuta)T  eps(uta)eT

(uspr + kse) +eoT

a

d
a

I

—eR

—oT

—Hs

a _
)+ pr) = e com a = (uspr + kse) + eoT;

b
——,com b= vkga e

= ——, com e = ps(p+a)+o(ks+eT);
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Assim reescrevemos a matriz da seguinte maneira:

T
4 0 0 (uta)e —HspEa)l
Hs a
b d
2 - 0 0 0
a
b T
JP1 = — M _(ﬁ + ,u) 0 0
d a
0 0 3 -° —oT
Hs
0 0 0 @ — s
A equacao caracteristica dada por det(Jp, — A[) =0 ¢é
NS+ AN+ AoA3 + AN+ A\ + A5 = 0, (4.3)
onde
1 _
A = %[G(MSQ +e) + (yus(p + a)cT + pa)ps + (6 + p)ps + a)al,
1 _
A = sllvms(pt @)l + pa)us((B + pps + a+ (ns® +€))+

+ a((B+ paps + (ps® +e)(B+ p)us + a) + ps*(e + poT))),

Ay = a:SQ [(yps(p + @)eT + pa)((ps? + €) (B + p)ps +a) + (B + paps + ps*(e + ooT))+

ayckpf(p+ o)
(vps(p + a)eT + pa)

+ (us® +e)(B+ p)(a®) + (e +poT)((B + pus + a)(psa)] —
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Ay = a:SQ [(vps(p + )T + pa)((ps® + €) (B + p)a + ps(e + woT) (B + p)us + a))+

+ (e+¢oT)(B+ p)a*us) +

vekeB(p+ a)(us(pel —a) — au)}
(yps(p + )T + pa) ’

vekpB(p+ a)(pus) (pel — a)} _

Ay = ! [(yps(p + )T + pa) (B + p)(e + o T)] + { (vps(p + @)cT + pa)

Hs
As condigoes para determinar a estabilidade assintética do ponto Pj, segundo o Critério

de Hurwitz, tratando-se de uma equacao de grau 5 sao:

1. A;>0paraj=1...5;

2. A1A2>A3;
(A5 — AyAy)?
. AA— A tal A A3 > AsAs;
3. A1 A, 3>(A4A3—A5A2)’aque 1Az > A5 Ay;
Ay
4. se A5<A1A4:>A1A2—A3><A4A1—A5>A—.
3

Devido a dificuldade de trabalhar com os coeficientes da equacao (4.3), neste caso, ndo vamos
conseguir mostrar analiticamente todas estas condigoes, portanto vamos mostrar apenas as

duas primeiras e verificaremos a estabilidade numericamente.

421 A;>0e Ay >0

No capitulo 3 vimos que para a condicao de existéncia bioldgica de T, isto é T > 0,

ser satisfeita era necessario que v > 7o. Assim fica claro que A;, Ay sao positivos desde que

Y > Y-

4.2.2 A;>0

Nesta subse¢ao vamos desenvolver o termo independente de A, As. Note que podemos

reescreve-lo da seguinte maneira:

(vps(n + )T + pa)* (B + p)(us(p + ) + kso + poT) — yeps®hpB(u + a)upuspin + kse)
ps(yps(p + a)el + pa)

A5:

Y
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ou seja,

Q(T)
ps((vps(p + a)e + pe)T + plpspir + kse))’
em que Q(T) = AT’ + AT + AT + As™, com os coeficientes

As =

Ay = opl(B + w[vps(a + pe + pepl”,
A" = op[(B+ W)][vus(a + pe + pepl[p(pspr + kse)l+
(B + w]l(vus(a + p)e)(ps(p + a) + oks) + ppo (pspr + kse)l[vus(a + p)c + pep],
As" = [upspr + kse)l[[(B + w[(vus (o + p)e) (s + @) + oks) + poo(pspr + kse)l+
+(B+ ) (us(p + o) + oks)(yus(a + p)c + pep)],
Ag™ = [upspr + kse)l[(vo — 7)(cuskpB(p + a))l.
Utilizando os coeficientes da equacao (4.2), podemos escrever Ay*, A", Ay*, e A3™ da

seguinte maneira:

Ao = ao*[yps(or+ p)e + pepl,

Ar" = ao™[p(pspr + kse)] + ar[yps(a + p)e + pegl,

Ay = [p(pspr + kse)l[ar”™ + (B 4+ p)(ps(p + ) + oks)(yps (o + p)e + pep)],
As" = [u(pspr + kse)las™.

—2 = —2 = = =2 )
Como ag*T™ +a*T + ax* = 0, tem-se ag* T + a;*T = —ax* ou a*T + ax* = —ap*T . Assim,

QT) = ag'lyus(a+ e+ peglT + ag™ ((pspir + kse)) + ar* (yus(a+ p)e + peg) [T+
[(pspr + kse)llar + (B + p) (ps(p + @) + oks) (yps(a + p)e + pep)| T+

[(pspr + kse)as”

(ao*T2 + a*T)T[yps (o + p)e + pep] + ag*[u(pusir + k:ge)]T2 + (a1*T+

a™)[u(pspr + kse)] + (p(pspr + ks€)) (6 + ) (ps(p + a) + oks)T(yps(a + p)e + pep)

—as"T(yps(a + p)c + pe) + ao [lpspin + ks)|T — ag*[u(pspr + kse)]T +

+ (plpspr + ks€) (B + 1) (us(p + o) + oks)T(yps (o + p)e + pep)

= [—ay" + (B + ) (ulpspr + ks€)) (us(p + @) + oks)|[yps(a + p)e + pep]T

= [(v —0)ens’kpB(p + o) + (B + ) (ulpuspr + kse)) (us(p + @) + oks)] [yus(a+

+ p)e+ peg]T

= [y =0 +0)l(cus’ kB + @) (yus(a + p)e + pep)] T

= [yeus®keB(p + o) [yus(a + p)e + peg]T.

m + +

+
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Logo, Q(T) = AO*TS + Al*T2 + AT + As* > 0se T > 0, além disso se T > 0 o
denominador de Aj é positivo, entdo As serd positivo para 7' > 0. Como vimos no capitulo

3, para que T > 0, é necessario que v > ~o. Portanto A; > 0 quando v > 7.

4.2.3 A4 >0

Agora vamos desenvolver o termo A4 que pode ser escrito da seguinte maneira

Z(T)
((nspr + kse) + eT)(us?) (vps(p + @)e + ppe)T + (pspr + kse))’
em que Z(T) = BO*T4 +Bl*T3 —|—Bz*TQ + B3*T + B,* e, utilizando os coeficientes da equacio
(4.2):

A4:

*

Qo

[(215)(p%€*) + () (s (a + p)e + pep)] + Zo,

[(21s® + (uspr + kse)) (yps (o + p)e + pep) + 2(ppe) (uspir + kse)+

(ussoe)(usufe + kse)] + ar*[(we) (vus (o + ple + pep) + (us)(9*e®)] + Zi,

= ar"[(2us + 1) (pe) (uspr + kse)] + ao™[2(pspr + kse) (u(psprt

+7€56) + ps(pspr + kse) + 2us®)] + [(uspr + kse)p(B + 1) (us(p + @) + kso)] [usp?e’]—
~lyeuske B+ o)l [pp*e’] + Ze,

By" = ar*[(uspr + kse) ((pspr + kse) + ps(pspn + kse) + 2uus?)] + ax*[(ppe) (pspr + kse)|+
+az*[(uspe)(uspr + kse)] + [(uspr + ks€)u(B + p) (s + @) + kso)][usee(psir + kse)]—
~Iyeus?keB(p+ a)l[ppe(pspn + kse)] + Zs,

By* = ay*[u(pspr + ks€)?] + az*[us(puspr + kse)’] + Za,

tal que Zy, Z1, Zs, Z3 e Z4 sao formados pela soma de termos positivos.

*

o

(
(

Entao,

Z(T) = ao*(ugcp262)74 + ap* (upe(pspr + kse))TS + 2a0* (pspe(puspr + ]{356))Tg+
(—as")(pe) (yps (@ + p)e + pep)T + ag* (s (spn + kse)*) T +

ao* (lpsir + kse) )T + ag* (s + kse) (yus(a+ p)e + pep)T +

200" (p15%) (s + ) + pe) T + 2a0* (upis®) (nspn + kse) T+

(—2a9*) (ups®) (spir + kse) + (veus®kpB(p + @) (s — p)(¢*€*)+
(vens®keB(p+ ) (s — m)(pe(psir + kse) + ZT + ZiT + ZoT + ZsT + Zs.

+ + + + 4
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Como vimos anteriormente na equagao (4.2) sabemos que ao* > 0 e se v > v temos T >
0, além disso, nesta condicao as* é negativo, logo —as* ¢é positivo. Neste caso consideramos
ainda p1g > p e portanto Z(T) = BO*T4 + Bl*TB —i—BZ*TQ +By*T+B,* > 0. Ainda, se T > 0
o denominador de A, é positivo, entao Ay serd positivo quando v > vy e g > p.

Note que se tomarmos pg = 0 obtemos

— —3 —2 —4 —3 —9
Z(T) = 2a*(ppe)(kse)T + ao™(ukse))T™ + (—ao®)(pe)(uep)T™ + ZoT + Z0T + ZoT +
+ ZsT + Zy,

que é positivo para v > 7, entao concluimos que a tnica condi¢ao para que A4 seja positivo
évy> .

O desenvolvimento completo do termo A, encontra-se no Apéndice A.

4.2.4 A3>0

Agora vamos desenvolver o termo A3 que pode ser escrito da seguinte maneira

W (T)

A= ((uspr + kse) + €oT) (us?) ((vus(p + a)e + ppe)T + (uspr + kse))’

em que W(T) = BOT4 + 3173 + BQTQ + BsT + By e, utilizando os coeficientes da equacio
(4.2):

By = ag*(p*€?) + W,

By = 2a0" (s pe) + ar*(?€?) + 2a0* (pe) (s pr + kse) + ao* (s (yps(a + p)e + pep)) + Wi,
By = 240" (1s*(nspin + kse)) + ar™(ps®pe) + 2a1" (pe) (mspin + kse) + ao* (spn + kse)*+
+ao* (ups) (psir + kse) + ar* (us(yps(a + p)e + pep)) + a*(9°€*) + Wa,

Bs = ar*(us*(pspr + ks€)) + ar*(pspr + kse) + 2a2* (pe) (uspr + kse) + ar* (ups) (pspr+
+kge) + W,

By = as*(pspir + kse)” + Wi,

tal que Wy, Wy, Wy, W3 e W, sao formados pela soma de termos positivos.
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Logo,
W(T) = ag*(us’ee)T + ag*(us?(uspn + kse))T- + (—ax*) (ups)(pspn + kse)+
+ (—a")(us”0e)T + (—ag*) (s (yps(a + p)e + pe)) T + (—ag*) (us® (s ir + kse))+
£ Wt W, T +WAT + WoT~ + WsT.
Na equagao (4.2) sabemos que ap* > 0 e como vimos anteriormente, se v > 7, temos
T > 0, além disso, nesta condicdo ay* é negativo, logo —ay* é positivo, portanto W (T') > 0.
Ainda, se T > 0 o denominador de As é positivo, entdo Az serd positivo quando v > 7.

O desenvolvimento completo do termo As encontra-se no Apéndice A.

4.2.5 AlAQ > Ag

Agora vamos provar que A; Ay > Ajz. Relembramos que

Ay = G:SQ [(ves(p + @)eT + pa)((us® + ) (B + pwps + a) + (B + p)aps + ps*(e + oT))+
b alus? + OB+ (@) + e+ goT)(B+ pus + a)(usa)] — | —1 B L)
(yps(p+ )T+ pa)
em que a = (ugpp + kse) +epT e e = us(p + a) + o(ks + ¢T).
Vamos denominar
A = Q;SZ [(vies(u + )T + pa)((us® + e) (B + s + a) + (8 + paps + ps*(e + poT))+
+ alus® +e)(B+ p)(a®) + (e + @oT)((B + pps + a)(psa)]
e
B ayckpB(u +a)
(yps(p 4 )T+ pa)

Entao, podemos reescrever A3 como A3 = A — B. Agora note que

My = ——[(ups(p+ )T + pa)((us? + €) (B + s + a) + (3 + pwaps + ps?(e + poT))+

aps?
+ alps® +e)(B+ p)(a?) + (e +@aT)((6 + p)ps + a)(usa)] +Y

= A+Y,
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tal que Y é formado pela soma de termos positivos.

Entao,
AlAy—A3=A+Y - (A-B)=Y +B>0.

Portanto A1 Ay > As.

O desenvolvimento completo do termo A; Ay encontra-se no Apéndice A.

4.3 Resultados numéricos

O estudo numérico ¢ realizado com o conjunto de parametros apresentados na Tabela 4.1,
os quais foram obtidos da literatura bioldgica e, para aqueles nao especificados na literatura,
estabelecemos uma correlacao razoavel com a homeostasia de células do corpo humano. O
objetivo do estudo numérico é compreender a dinamica da interacao dos rotavirus com o sis-
tema imunoldgico, identificando aqueles parametros que mais influenciam e a maneira como
influenciam. No entanto as taxas de transigao (), mortalidade do virus (ug), mortalidade
das células terminais devido a agao do virus («), agdo do sistema imunoldgico (¢, o) e taxa de
infecgao () sao objetos de estudo mais cuidadoso e s6 podem assumir valores coerentes com
o levantamento literario sobre o rotavirus apresentado neste trabalho. Sendo assim, todas as
variacoes de valores nos parametros testadas nas simulacoes devem trazer elucidagoes sobre

o fenomeno bioldgico e dados epidemioldgicos da doenca.

ke | ks H s @
1 10,25|0,0133 | 0,0333 | 0,5

Tabela 4.1: Valores de parametros utilizados nas simulagoes [1], [12].

Relembrando, os parametros do modelo tém as seguintes dimensoes: para as taxas de
mortalidades, de transferéncia do estado infectada para o estado terminal e taxa de pro-
liferacao das células do sistema inato, [tempo]~!; para as taxas de reposi¢io das células,
[concentracao] x [tempo]~!; para as taxas de desativacao pela agao do sistema inato e taxa

1

de ataque as células epiteliais pelo rotavirus, [concentragao] ™! x [tempo]~!. Consideramos

tempo em dias.
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Depois de muitos testes numéricos variando os valores dos parametros, sempre respei-
tando a coeréncia biolégica e considerando a condicao v > 7, selecionamos apenas algunas
para explicitar neste trabalho que verificam que, de fato, todas as raizes da equacao ca-

racteristica (4.3) s@o reais negativas ou possuem parte real negativa. Para o conjunto de

parametros apresentado na Tabela 4.1:

eca=01,08=0,5 ug=0,01,c=10, € =

temos as seguintes raizes

0,1, 0 = 0,1, v = 0,0079, v = 0,079,

At

A

A3

A

-1,7222 + 0,83391

-1,7222 - 0,8339i

-0,0198 + 0,1300i

-0,0198 - 0,1300i

-0,0295

eca=0,1,0=0,5 pur=0,01,c=10,e=1,0 =1, 79 = 0,6904, v = 0, 8283, temos

as seguintes raizes

A1

A

%

A

As

-8,0448 + 1,98271

-8,0448 - 1,9827i

-0,0120 + 0,03771

-0,0120 - 0,0377i

-0,0248

eca=0,5,8=0,75, pugr=0,025c=15€e=0,50=0,5, 7 = 0,0283, v = 0,0339,

temos as seguintes raizes

A1

A

%

A

-4,5642 + 1,72901

~4,5642 - 1,7290i

-0,0133 + 0,0442i

-0,0133 - 0,0442i

-0,0217

eca=05,0=1ug=20,05,c=20,e=1,0 =1, v = 0,0796, v = 0,0955, temos

as seguintes raizes
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A1 A2 A3 Ay As
-8,5114 + 2,79351 | -8,5114 - 2,7935i | -0,0120 + 0,0518i | -0,0120 - 0,0518i | -0,0245

eca=01,3=05 up=0,01,c=20¢c=005 0=>5 v =0,8539, v = 8,539,

temos as seguintes raizes

A1 Ao A3 A4 As
-39,2489 | -4,5136 | -0,0550 + 0,2167i | -0,0550 - 0,2167i1 | -0,0341

eca=205,8=005 pur=00Lc=10,e=5 0 =05, v = 0,4262, v = 0,5114,

temos as seguintes raizes

A1 Ao A3 A4 A5
-39,0969 | -5,0078 | -0,0134 + 0,0396i | -0,0134 - 0,03961 | -0,0220

4.4 Bifurcacao

A Figura (4.1) mostra o diagrama de bifurcacao para a populagao de células no estado
terminal em relagao ao coeficiente de infec¢ao (). A expressao que permite obter o seguinte
diagrama de bifurcacao é dado pela equagao (4.2):

kg
) o )
somente as populagoes de células-alvo e células do sistema imunolégico;

e Se v < 7 hd um ponto de equilibrio trivial estavel, Py = (0 0,0, ﬁ—i), onde existem

e Se v > 79 hd um ponto de equilibrio nao-trivial estavel, onde todas as variaveis do

sistema coexistem;

® v =y ¢ o valor onde ocorre a bifurcagao.
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A bifurcacao é do tipo “forward”. Mostramos para 0 < v < 20 que existem dois tipos de
regiao de equilibrio, uma para o trivial e outra para o endémico, tal que, vy = 0,6904 para
o conjunto de parametros utilizados nesta simulacao. Portanto, para valores de v < 0,6904,
isto é, v < 7p, temos o equilibrio trivial estavel, livre da doenga. Para v > 0,6904, isto é,

v > 7y, temos o equilibrio endémico estavel.

Grafico da Bifurcagéo
0,12 ‘

0,08 i

0,06 i

0,04 i

Células em Estado Terminal (T)

0,021 i

0 5 10 15 20
Coeficiente de infecgéo (y)

Figura 4.1: Diagrama de bifurcacao.



CAPITULO 5

ANALISE QUALITATIVA DAS
RESPOSTAS HUMORAL E
CELULAR

5.1 Interpretacao bioldgica do limiar

Podemos reescrever 7y, dado em (3.4), da seguinte maneira, dependendo de € e o,

[k + ()l (B + w(a + p) + (52)o0] |

(E£)B(u + a)

Yo = 70(67 U) =

Note que (ﬁ—z) representa a concentracao das células do sistema imunolégico no equilibrio.
Essas células de defesa estao a postos para agir contra uma infeccao. € e o sao as taxas de
desativagao, pela acao do sistema imunoldgico, dos rotavirus e células epiteliais em estado
terminal, respectivamente. Essas taxas influenciam diretamente no aumento de 7. Se ¢ — 0

e 0 — 0 entao 7, decresce e

36
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— ~ (pr)(B+p)
7 = 1(0,0) o(i)5
Assim,
r 7 I6] C’Y(%E)
T3 B+w) mr

Observe que (3 é a taxa de transferéncia das células infectadas para o estado terminal

é o

1
e p é a mortalidade natural das células epiteliais em qualquer estado, entao CET
1

periodo médio de sobrevivéncia de uma célula no estado infectado, mas nao detectada pela

defesa imunoldgica, que nao morreu naturalmente. Portanto é a probabilidade de

5
(B + )

que uma célula sobreviva ao periodo infectado e entre no estado terminal. Temos que pg é

a taxa de “mortalidade natural” do rotavirus, v ¢ a taxa de infec¢ao, (%E) é a concentragao
de células epiteliais suscetiveis no organismo e ¢ é a quantidade de virus liberados por uma
ke

I

célula terminal morta naturalmente ou por agao do virus. Assim, sera a quantidade
de células epiteliais infectadas por ¢ virus durante a “vida média” do virus.

Portanto, I'y é o nimero médio de células epiteliais infectadas, na auséncia de resposta
imunoldgica, a partir de uma célula infectada que libere ¢ virus.

Se € — 00 e/ou 0 — 00 entao, g — oo. Note que

k
r__ g (a+p)c V(58 ‘
o BHp)[(a+p)+ (2ol [ur+ (52)d
Ja explicitamos a interpretacao de m Agora temos (a + p) que é composto pelas
1L

taxas de mortalidade por acao do virus e natural, respectivamente, de uma célula no estado
terminal. Existem (ﬁ—i) células de defesa circulando no organismo, que podem eliminar

o virus. Assim, ha “morte adicional” de (Zis)a de células no estado terminal, devido ao

encontro com células de defesa. Logo, é o periodo médio de sobrevivéncia

(o +p) + ()0

de uma célula no estado terminal que nao foi desativada pela acao do sistema imunolégico,
) - , a+ , . .
mortalidade natural ou acao do virus. E, ( ,u)k ¢ é a probabilidade de uma célula
(a+ 1) + ()0

terminal morrer “produtivamente” e liberar ¢ virus, sem que seja desativada pelo sistema
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imunolégico. Note que no caso anterior, em que o = 0, essa expressao era ¢. Ha “morte

adicional” de (%)E de virus devido ao encontro com anticorpos. Logo, é o periodo

+ (ﬁ—i)e
médio de sobrevivéncia do rotavirus que nao foi destivado pela “mortalidade natural” ou
kg
v (7)

pela acao do sistema imunolégico. Finalmente, ¢é o risco de infeccao das células

ks
prt (5
SRR ) . FET : .
epiteliais sas, por parte de um virus, durante sua “vida média”, sem ser desativado pela acao

de anticorpos.

Portanto I' vai nos dar o nimero médio de células epiteliais que sao infectadas na presenca
da resposta imunoldgica, a partir de uma célula infectada que libere ¢ virus. Se I' < 1 a

infeccao sera debelada, caso contrario, a infeccao se estabelecera.

09} ]
0,8 ]
0,7 ]

0,6 ]

Rotavirus
(=]
[6;]
T
.

0,3 i
0,2f b

0,1 b

0 ! ! . ‘
0 10 20 30 40 50 60 70

t (dias)

Figura 5.1: Comportamento qualitativo da concentragao de virus, representando a situagao em

que I' < 1, isto é, v < 7p.
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Rotavirus
o o o o o o o o
n w = [6)] (o)) ~ [o0) [{e) -
;

o
~

o

10 20 30 40 50 60 70
t (dias)

o

Figura 5.2: Comportamento qualitativo da concentragao de virus, representando a situacao em

que I' > 1, isto é, v > .

5.2 Analise comparativa das respostas humoral e

celular

Vamos reescrever I' da seguinte maneira:

onde

cujas interpretagoes foram dadas na se¢ao anterior.

Supondo que nao haja uma resposta imunolégica, isto é, e = o = 0, neste caso g(0)
(

MR

)

)

tltq I

2

quantidade de virus liberados por uma célula no estado terminal que morre, e f(0) =

)
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¢ o risco de infeccao das células epiteliais livres, por parte de um virus, durante sua “vida
média”, sem a acao de anticorpos. A partir dai uma relacao entre f e g se estabelece, tal
que, podemos ter g(o) < f(e) ou g(o) > f(€), conforme € e o variam positivamente. Desta
maneira podemos analisar, comparativamente, o esforco das respostas celular e humoral
diante da infeccao.

Assim, vejamos em que condi¢oes obtemos a intersecao das curvas f e g. Consideramos

o =¢€=uz, tal que, g(x) = f(x). Logo,

) ale) = 7(%?) B (o + p)c
T =) = o e + (B
At )+ ()]~ [t () + e

V) (0 + 1) + 7(58) (5)a — pnla + p)e — (@ + p)e(Es)
k

) it (E)all(a+ p) + (52)a] |
e, f(z) — g(x) = 0 resulta em
(5E) = (a+ md(G2)a = lepr — y(5E)) (@ + p),

ou seja,
[epr — ()] (a + )
V(E2) = (@ + p)el ()

Lembrando que s6 nos interessa os valores positivos de € e o (ou zero), para que seja bio-

€Tr =

logicamente viavel. Assim nos deparamos com os seguintes casos:

kg
e Caso 1. Se ¢ > —*—~ para que z > 0 temos que ter 7(%) —(a+p)e >0 =
KR
kE kE
clo+ V() i : ~
( H < —*"~. Note que ¢ > equivale a ¢g(0) > f(0), entao, para valores
HR KR R
menores que x, g(o) > f(e€). Depois da intersegao entre as curvas f e g, a situagao se
inverte.
v(EE) .
e Caso 2. Sec < EZ para que x > 0 temos que ter ’y(f) —(a+pe <0 =
KR
k‘E kE
v(5E) 108 -
cla+p) > —F - Como ¢ < —*= equivale a g(0) < f(0), entao para valores

KR HR MR
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menores que z, g(o) < f(e). Depois da intersegao entre as curvas f e g, a situagao se

mverte.

Assim, notamos que:

a) f, g b)

1(0) =Yg / 1) /

(0) =¥l /W) / g

C(u+ o)/ pg

10) = vl / 1) / 1

1(0) = v(kg /1) / ug
C(+a) /g

10) =ik /1) / 1

Cc
H0) =vlke /) /gy

Figura 5.3: Gréfico qualitativo da relacao entre as respostas humoral e celular. As curvas em lilés,
azul e verde representam a curva f(e) em 3 posicoes diferentes. A curva tracejada, em vermelho,

representa g(o). Em (a) temos pr < (o + ). Em (b) temos pr > (o + p).

e se g < (a+p), a “mortalidade natural” do virus é pequena comparada a “mortalidade
produtiva”, logo, as células terminais estao morrendo rapidamente por acao do virus,
nao dando tempo da resposta celular agir sobre elas, além disso, a maioria dos virus
sobrevive e esta apto a infectar. Esta condicao nos remete ao cenario apresentado no
grafico (a) da Figura (5.3), em que a curva f(€) pode assumir 3 posigoes diferentes em
relacdo a g(o), dependendo do intervalo em que o risco de infecgao se encontra. Nesta
situacao é possivel obtermos a intersecao do Caso 2, em que o esfor¢o da resposta

humoral se mostra maior do que o da resposta celular, para o controle da infeccao.
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e se ur > (a+p), a “mortalidade natural” do virus é grande comparada a “mortalidade
produtiva”, logo, as células terminais estao morrendo pouco por acao do virus, nao
estao sendo tao “produtivas”, assim a resposta celular tem mais chance de agir, além
disso, poucos virus sobrevivem e estao aptos a infectar. Esta condigdao nos remete ao
cendrio apresentado no grafico (b) da Figura (5.3). Nesta situacao é possivel obtermos
a intersecao do Caso 1, em que o esforco da resposta celular se mostra maior do que o

da resposta humoral, para o controle da infeccao.

5.3 Analise do desempenho das respostas humoral e

celular isoladamente

Vamos fazer a analise da eficiéncia das a¢oes humoral e celular do sistema imunoldgico
isoladamente, assim saberemos os parametros que influenciam no desempenho dessas acoes
e em que situagoes uma tem mais efeito para debelar a infeccao do que a outra. Para isto,
em algumas situagoes vamos supor que nao haja resposta imunoldgica celular ou humoral.

Se tomarmos ' = 1 otemos

s (a+p)e y(RE ,
(B4 (ot )+ (Gl [un + ()]
entao
b (a+pe (5B iR
CErWlarp+ (] ) (&) (5.1)
B (atwe B (a+tp
JCEYD (ﬁ_i) R + (Z—Z)e] (i—z) ' (5.2)

O gréfico qualitativo, apresentado na Figura (5.4), mostra a relagao de € e o com a curva
I' = 1, resultando em duas regides. Os pontos € e & sao as intersecoes da curva I' = 1 com
os eixos de variacao de € e 0. Para ¢ > € obtemos, com o = 0, pela equagao 5.1, I' < 1.
Para o > @ obtemos, com € = 0, pela equagao (5.2), I' < 1. Portanto a regiao II representa

o controle da infecgao, isto é, a regiao de auseéncia do virus. Logo, a regiao I, abaixo da
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curva I' = 1, representa a regiao de epidemia, onde existe a presenca do virus. Através desta

analise, dado um o, saberemos que € tomar para que haja controle da infeccao, ou, dado um

€, saberemos que o tomar para que haja o controle.

0.025

0.02

0.015[F .-

0.01r

0.005

1 1 1 1 J

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
G

Figura 5.4: Variagao da resposta humoral, em relagdo a variacao da resposta celular. A curva
representa I' = 1 e déd origem a duas regides: regiao I, que representa a presenca do virus e regiao

I, que representa a auséncia do virus

Agora vamos explicitar & e €:

e Seja € = 0, entao
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Quanto maior o valor de « significa que as células terminais estao morrendo mais
rapidamente, entao a resposta imunologica celular precisa ser mais forte para conseguir
destruir estas células a tempo, isto é, antes de morrerem liberando virus. Portanto,

quanto maior o valor de «;, maior é o valor de 0. Podemos dizer que ¢ é diretamente
M

(32)

1s

proporcional a «, tal que @ = 7(«), entao 7(0) = (I'o — 1)

e Seja o = 0, entao

. B (ke 1 MR
G E T E

= Ty — Hr
()

Quanto maior o valor de g menos virus vao estar circulando no organismo e também,
como pg estd no denominador de I'y, [y vai diminuir, isto ¢, menos células vao ser
infectadas, assim, com poucos virus, a resposta imunoldgica humoral pode ser fraca
e, ainda assim, controlar a infeccao. Quanto menor o valor de pg, mais virus estarao
circulando no organismo, I'y aumenta indicando que mais células estao sendo infectadas
e a resposta humoral vai ter que ser forte. Portanto, quanto menor o valor de pr, maior

é o valor de e. Podemos dizer que € é inversamente proporcional a pig, tal que € = €(ug),
s ki

entdo €(ur — 0) = E
0

Note que € e & sao maiores ou iguais a zero se [y > 1, que é o caso que nos interessa
para avaliar formas de controle da infeccao. Assim, no caso em que o = 0 para que € seja
. : kg _
positivo ou zero, precisamos ter up < ———vyc(—). Se pg ultrapassar este valor, € passa
, B+p) " p
a ser negativo.
Para € e & obtidos nos casos anteriores, se ur < (p+ ), entao € < 7, isto é, quando nao

houver resposta celular (o = 0) a resposta humoral precisara de menos esfor¢o para controlar

a infecgao, do que a resposta celular precisaria se ndo houvesse a a¢ao dos anticorpos (e = 0).
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Se g > + «), entao € > @, isto é, quando nao houver resposta celular (¢ = 0) a
ILL M ) ) ) q p
resposta humoral precisara ser mais forte para controlar a infecgao, do que a resposta celular

precisaria se nao houvesse a agao dos anticorpos (€ = 0).



CAPITULO 6

SIMULACOES NUMERICAS E
DISCUSSAQO

Neste capitulo vamos aplicar as andlises sobre as respostas imunoldgicas, feitas de uma

forma geral no capitulo 5, ao caso do rotavirus.

6.1 Discussao

O modelo que apresentamos no capitulo 2, que descreve a interacao dos rotavirus com o
sistema imunologico, é diferente da maioria de modelos que descreve outros virus, isso devido
a grande quantidade de virus produzida em uma infeccao. Poucos virus sao necessarios para
iniciar uma infeccao por rotavirus e, em menos de 24 horas, milhoes de novos virus sao
produzidos, entao a constante ¢ considerada no modelo é muito grande. Este fato faz com
que desconsideremos a subtragao dos virus que ja infectaram uma célula do compartimento
que representa a populagao dos virus (vide Apéndice B). Porém, temos que considerar que
mazx(I') = ¢, isto é, o nimero médio de células epiteliais infectadas, na presenga da resposta

imunolégica, a partir de uma célula que libere ¢ virus, ¢ no maximo ¢, assim a taxa de

46
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(6 + ) [+ ) + (G2)o] [pr + ()
s (o + p) (he)

m
A literatura a respeito de uma infeccao causada por rotavirus nao explicita valores para

infecgao fica restrita, 0 < v < ¢, ou seja, 0 < v <

as taxas envolvidas no modelo, porém, com as informacoes biolégicas e epidemiolégicas que
apresentamos aqui, podemos esbocar um intervalo de valores coerentes para cada um dos
parametros. Por exemplo, um intervalo razoavel para a taxa de transferéncia das células
infectadas para o estado terminal, 3, é [0,5; 1], isto acontece rapido visto que rotavirus se
replicam muito, levando as células a se tornarem “produtivas” rapidamente, fazendo com
que elas assumam o estado terminal. Para «, que é a taxa de mortalidade das células no
estado terminal por acao do virus, podemos tomar o intervalo [0, 1; 0, 5], ou seja, a cada 100
células no estado terminal que morrem, de 10 a 50 morrem por acao dos virus, as demais

morrem naturalmente ou por acao do sistema imunoldgico.

Quanto a “mortalidade natural” do rotavirus, ug, apenas uma pequena parcela morre
desta maneira, ja que este ¢ um virus muito resistente, como vimos no primeiro capitulo,
portanto um intervalo razoavel seria [0,01;0,05]. Finalmente, para a quantidade de virus
liberados por uma célula no estado terminal que morre, ¢, podemos tomar um intervalo
10, 20], uma quantidade alta, que é caracteristica destes virus que se replicam rapidamente
e em grande quantidade. Os demais parametros do modelo tém valores ja estimados na

literatura e foram explicitados na Tabela 4.1 do capitulo 4.

Portanto, em uma infeccao por rotavirus, assumindo estes intervalos de valores para

os parametros envolvidos, percebemos que o risco de infecgao das células epiteliais livres,
i Uy rs 415007 ~ .

por parte de um virus durante sua “vida média”, sem que este sofra acao de anticorpos

kp

(’Y( )

KR
nos leva a pensar que a resposta celular teria, entao, um esforco maior para controlar a

), ¢ menor do que a quantidade de virus liberados por célula T" que morre (¢). Isso

infeccao, no entanto, temos que (u + a) > pg, isto é, a “mortalidade produtiva” é maior
que a “mortalidade natural” do virus. As células terminais estao morrendo por acao do
virus rapidamente, tal que a resposta celular nao esta tendo tempo de agir antes que a célula
morra liberando novos virus. Assim, muitos virus sao liberados e sobrevivem as adversidades
do meio, estando aptos a infectar. Portanto, a acao de anticorpos no controle da infeccao é

essencial, isso ficard claro nas simulagoes numéricas.
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O fato de (u+ ) > pg, também nos remete ao caso em que, supondo a resposta celular
nula, a resposta humoral demanda menos esfor¢o pra controlar a infeccao do que a resposta

celular demandaria, caso nao houvesse resposta humoral.

6.2 Simulacoes numéricas

O estudo numérico é realizado com o conjunto de parametros apresentado na Tabela 4.1,
no capitulo 4. Conforme esclarecemos naquela se¢cao e na anterior, os parametros relaciona-
dos a dinamica de acao dos rotavirus e do sistema imunolégico s6 podem assumir valores
coerentes com os encontrados na literatura sobre rotavirus. Sendo assim, consideramos
para estes parametros valores dentro dos intervalos explicitados na secao 6.1. No intuito
de construir graficos para comparacao na préxima secao, sobre o comportamento de cada
variavel do modelo 2.3, selecionamos valores para os parametros envolvidos na dinamica de
uma infecgao causada por rotavirus, dados na Tabela 6.1, que vamos utilizar como valo-
res padroes. As mudancas nos valores destes parametros, daqui por diante, resultardao em
graficos a serem comparados com estes graficos pradonizados para que possamos comparar

também os resultados.

a | pup | B | c| e |0 Y
0,1]0,01]0,5|10(0,1]0,1]0,009401

Tabela 6.1: Valores de parametros, relacionados & dinamica de uma infeccao causada por rotavirus,

utilizados nas simulagoes.

Note que com o conjunto de parametros da Tabela 6.1, mais o conjunto de parametros
da Tabela 4.1, obtemos um valor aproximado para 7y, tal que vy ~ 0,0079. Esse valor limiar
com v dado na Tabela 6.1 faz com que I' = % seja, proximo, mas maior que 1. Assim, os
graficos, que consideraremos padroes, da Figura (6.1) sao obtidos utilizando o conjunto de

parametros das Tabelas 4.1 e 6.1.



CAP. 6 ¢ SIMULACOES NUMERICAS E DISCUSSAO

49

0,8
0,6
0,4
0,2

74

Rotavirus
Cél. Epiteliais

0,8 0,4
0,6
0,4

02

0,2

Cél. Infectadas
Cél. Terminais

10
9,5

8,5

Cél. Sist. Imun.

7,5 : ' : :
0 2 4 6 8
t (dias)

10

Figura 6.1: Gréficos das concentragoes de cada variavel em rela¢ao ao tempo de infecgao (em dias),

considerados padroes para comparacao, com valores dados nas Tabelas 4.1 e 6.1.

A Figura (6.2) ilustra o desempenho das respostas celular ¢ humoral diante de uma
infecgao causada por rotavirus. Com os valores de parametros assumidos nela garantimos

ke

—+* " seja menor

que (g4 a) > pur e que o risco de infecgao das células epiteliais livres,
que a quantidade de virus liberados por uma célula T que morre, ¢, que sao caracteristicas
de uma infec¢ao causada por rotavirus. O resultado disto é que a queda da curva f(e) é
mais acentuada do que a da curva g(o), ou seja, o risco de infecgdo das células epiteliais
estd diminuindo mais do que a probabilidade de “morte produtiva” das células terminais,

demonstrando que o esforco da resposta humoral é maior do que o da resposta celular, para
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controlar a infeccao.

0 ‘ ‘
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03
£,0

Figura 6.2: Variacao do risco de infecgao das células epiteliais livres e probabilidade de “mortali-
dade produtiva” das células T', em relagao a variagao da resposta imunoldgica (sobre virus e células
T). A curva tracejada representa g(o) e a curva continua representa f(e). Utilizamos o conjunto

de valores apresentados nas Tabelas 4.1 e 6.1, exceto v, que tomamos v = 0, 0001.

A Figura (6.3) considera os valores dos parametros respeitando as caracteristicas pecu-
liares do rotavirus, portanto (4 «) > pgr. Assim, através do gréfico, podemos perceber que
o valor de €, quando o = 0, é aproximadamente 0,0179, enquanto que o valor de o, quando
e = 0, é aproximadamente 0, 2032. Isto descreve uma situacao em que, isoladamente, a res-

posta humoral controla melhor a infeccao causada por rotavirus, do que a resposta celular.
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Figura 6.3: Variagao da resposta humoral, em relagdo a variacao da resposta celular. A curva
representa I' = 1. Utilizamos o conjunto de valores apresentados nas Tabelas 4.1 e 6.1, exceto 7,

que tomamos v = 0, 0001.

6.3 Controlando a doenca e a infeccao

No tratamento das gastroenterites por rotavirus o objetivo primario é a reposicao dos
fluidos e eletrélitos, cuja acentuada perda se processa através dos episodios diarréicos e
vomitos. A terapia com a solucao de reidratagao oral (TRO) oferece resultados satisfatérios,
porém outros recursos terapéuticos adicionais tém sido objeto de estudo e experimento no
curso das gastroenterites, nao s6 no intuito de atenuar os sintomas causados pela doenca,
mas também, de minimizar o tempo e a intensidade da infeccao. Adiante vamos descrever,
de forma sintetizada, algumas destas propostas.

Os probidticos, que sao microorganismos vivos (grupo das bactérias dcido lacticas), apre-
sentam efeito benéfico ao hospedeiro, equilibrando a flora intestinal [21]. Vanderhooh chama
a atencao para o amplo alcance do efeito sobre o sistema imunolégico mostrado pelas

bactérias acido lacticas, que pode se dar devido ao aumento da funcao fagocitaria, bem



SECAO 6.3 ¢ CONTROLANDO A DOENCA E A INFECCAO 52

como o aumento de macréfagos, neutréfilos e mondécitos [29].

Nas diarréias causadas por rotavirus, embora ainda haja controvérsias, ha varios relatos
indicando que a administracao oral das imunoglobulinas de origens humana e bovina, além de
anticorpos especificos obtidos a partir da gema do ovo, apresentaram resultados interessantes,
tanto no controle da infeccao e tratamento da doencga, quanto no recurso profilatico. Tanto
o leite materno, quanto o colostro de origem bovina, ambos com elevadas concentracoes
de anticorpos contra rotavirus, parecem exercer efeito terapéutico nas gastroenterites por

rotavirus, embora os resultados como um todo ndo demonstrem consisténcia [6].

Embora os exemplos acima ilustrem o efeito antiviral estimulando a resposta imunologica,
os estudos sobre substancias antivirais contra rotavirus, em geral, se direcionam aqueles que
atuam na inibicao da replicacao viral de diversas maneiras. Vamos citar alguns exemplos,
como os antivirais que inibem a protease. Enquanto alguns virus utilizam proteases do hos-
pedeiro, outros, como os rotavirus, expressam suas préprias proteases, desta forma os inibi-
dores de proteases representam potentes agentes antivirais, pois impedem que a replicacao
aconteca. Como é o caso do foscarnet, base conjugada do acido fosfonoférmico, cujo me-
canismo de acao se baseia em sua estrutura que chega a imitar o ion pirofosfato, o qual se
une ao sitio do pirofosfato da enzima RNA polimerase do virus, inibindo-a e impedindo a
replicagao viral [23]. Ebina e Tsukada mostraram que a cistina E64 diminui a replicac¢ao
dos rotavirus pela inibigao da protease [8]. Outro mecanismo de inibir a replicacao viral,
pela acao do antiviral Ribavirin, é a interferéncia na duplicacao do material genético viral,
impedindo a formag¢ao do RNA mensageiro viral, impedindo, portanto, sua tradugao para
polipeptideos [25].

Teoricamente, um agente antiviral se administrado relativamente cedo na infeccao, pode
ser capaz de inibir os efeitos cumulativos dos danos no epitélio intestinal, diminuir o tempo
da doenca e a intensidade da infecgao. A vacina é um potente antiviral contra rotavirus
estimulando o aumento da acao humoral. No entanto, em geral, vacinas sao mais profilaticas
do que terapéuticas.

As vacinas da primeira geracao contra rotavirus, desenvolvidas no inicio da década de

1980, eram de origem animal (bovina e simia). A grande variagdo nos resultados dos estu-

dos de campo atribuiu-se ao fato de as vacinas nao oferecerem protecao contra os sorotipos
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epidemiologicamente mais importantes. As vacinas da segunda geracao eram de natureza
antigénica polivalente e com rearranjo genético. A primeira foi licenciada nos Estados
Unidos, em 1998, mas teve sua utilizagao suspensa em 1999 devido ao aumento de casos
de invaginacao intestinal [24].

Duas novas vacinas demonstraram seguranca e eficicia em proteger criancas contra gas-
troenterites severas causadas por rotavirus: a Rotarix (GlaxSmithKline), uma preparacao
monovalente, administrando rotavirus atenuados de origem humana, e licenciada em 2004;
e a Rotateq (Merck), pentavalente, geneticamente rearranjada e de origem bovina-humana,
licenciada em 2006. Embora as duas vacinas estejam sendo licenciadas em um crescente
nimero de paises ao redor do mundo, os mecanismos pelos quais elas induzem protecao e a
base molecular de sua atenuacao nao sao bem entendidos e algumas questoes considerando
sua seguranca e eficicia devem ser esclarecidas [2].

A Rotarix foi introduzida no Brasil em 2006. O desenvolvimento dessa vacina, de origem
humana, fundamenta-se em véarios estudos sustentando que infecgoes naturais repetidas por
rotavirus protegem contra subseqiientes exposicoes. O estimulo propiciado pela vacina as-
sumiria papel de uma “reinfeccao induzida”, dai decorrendo resposta imunoldgica ampla e
notoriamente limitante aos quadros diarréicos mais graves, considerando que a vacina protege
contra doencga severa, mas nao contra a infecgao [6], [10], [24] .

Com estas informacoes obtidas na literatura, identificamos quais parametros podem
ser afetados pela atuacao dos antivirais. Entao, vamos analisar, através das simulacoes
numéricas, os efeitos destas alteracoes na dinamica da infeccao causada por rotavirus.

Se considerarmos os rotavirus infectando uma crianga que ja tenha sido vacinada, a
producao de anticorpos vai ser mais rapida e a sua quantidade maior, bem como a resposta
celular também aumenta, ainda que nao tanto quanto a resposta mediada por anticorpos.
Portanto, vamos aumentar os valores de € e o, o que provoca uma queda consideravel na
concentracao de rotavirus e também diminui a concentragao de células em estado terminal

quando comparado ao grafico padrao na Figura (6.1), como mostra a Figura (6.4).
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Figura 6.4: Graficos que simulam a variacao das concentragoes de rotavirus e células T', em relacao
ao tempo, em uma pessoa previamente vacinada. Utilizamos o conjunto de valores apresentados
nas Tabelas 4.1 e 6.1, exceto € e o, tal que e = 1 e 0 = 0,5. Nos graficos da coluna b), além de

e=1eoc=0,5, tomamos v = 0,416857.

Note que nos graficos da Figura (6.4a) nés mantivemos o valor de v dado na Tabela 6.1,
mas como os valores de € e ¢ aumentaram, o valor de 7y também aumentou, tornando vy > =,
levando a eliminacao da infeccao. Nos graficos da Figura (6.4b) aumentamos o valor de 7,
tal que v > 79 de uma forma proporcional, tal que o valor de I' seja, préximo, mas maior que
1. A queda brusca, nas concentracoes de virus e células terminais causadas pelo antiviral,
permite que o sistema imunoldgico controle a situacao, a infeccao se estabelece, mas de forma
menos intensa, provavelmente a doenca nao sera severa e, talvez, até assintomaética.

Quando introduzimos, de forma terapéutica, a administracao de imunoglobulinas, o re-
sultado nas simulagoes é muito parecido com o obtido pelas vacinas (vide a Figura (6.5)),

exceto pelo fato de que nao estamos estimulando diretamente a resposta celular.
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Figura 6.5: Graficos que simulam a variagao das concentragoes de rotavirus e células T', em relagao
ao tempo, durante administracao de antiviral. Utilizamos o conjunto de valores apresentados nas
Tabelas 4.1 e 6.1, exceto €, tal que ¢ = 1. Nos gréficos da coluna b), além de ¢ = 1, tomamos

v =0,003177.

Note que nos gréficos da Figura (6.5a) mantivemos o valor de v dado na Tabela 6.1, mas
como o valor de € aumentou, o valor de 7y também aumentou, tornando 7y > =, levando a
eliminagao da infecgao. Nos graficos da Figura (6.5b), como anteriormente, aumentamos o
valor de v, tal que 7 > 7y de uma forma proporcional, tal que o valor de I' seja, proximo, mas
maior que 1. Neste caso, devido, novamente, as quedas bruscas de concentracoes de virus e
células terminais, provavelmente o sistema imunologico dominara a situacao, impedindo que

0s sintomas se desenvolvam.

Agora, considerando um agente terapéutico que aumente o recrutamento de células do

sistema imunologico, ou seja, aumente o parametro (, notamos um grande aumento da con-
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centracao de células do sistema imunolégico, conseqiientemente as concentracgoes de rotavirus
e células no estado terminal diminuem comparado ao grafico padrao apresentado pela Figura
(6.1), pois vao existir mais células do sistema imunoldgico agindo, como mostram os gréficos

da Figura (6.6).
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Figura 6.6: Graficos que simulam a variacao das concentragoes de rotavirus e células T', em relacao
ao tempo, durante administracao de antiviral. Utilizamos o conjunto de valores apresentados nas

Tabelas 4.1 e 6.1, exceto o valor de ¢, que aumenta em 10 vezes o seu valor, tal que, ¢ = 5.

Note que neste caso o valor de 7y nao se altera com a mudanca do valor de ¢, pois o
limiar nao depende deste parametro.

Por fim, consideramos os antivirais que diminuem a capacidade de replicagao do virus.
Independente da maneira como atuam, se na protease ou no material genético do virus,
estes antivirais interferem no valor do parametro ¢ e o resultado desta interferéncia vemos

na Figura (6.7).
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Figura 6.7: Graficos que simulam a variagao das concentragoes de rotavirus, células T e células
do sistema imunoldgico, em relacao ao tempo, durante administracao de antiviral. Utilizamos o
conjunto de valores apresentados nas Tabelas 4.1 e 6.1, exceto o valor de ¢, que diminui em 10 vezes

o seu valor, tal que, ¢ = 2. Nos gréficos da coluna (b), além de ¢ = 2, tomamos v = 0,047124.

Note, novamente, nos graficos da Figura (6.7a), ndés mantivemos o valor de v dado na
Tabela 6.1, mas como o valor de ¢ aumentou, o valor de vy também aumentou, tornando
Yo > 7, levando a eliminagao da infec¢ao. Nos graficos da Figura (6.7b) aumentamos o valor

de v, tal que v > vy de uma forma proporcional, tal que o valor de I' seja, proximo, mas

maior que 1.
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Agora vamos colocar a infeccao em situacao extrema, em que a quantidade de virus libe-

rados por célula T que morre e a taxa de infecgao sejam muito altas, assim, vamos comparar

a atuagao dos antivirais apresentados, aplicados a esta situagao. A Figura (6.8) representa

o comportamento de cada compartimento do modelo submetidos aos novos parametros.
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Figura 6.8: Graficos das concentragoes de cada varidvel em relagdo ao tempo de infecgao (em

dias). Utilizamos o conjunto de valores apresentados nas Tabelas 4.1 e 6.1, exceto o valor de ¢, que

aumentamos consideravelmente para ¢ = 20, e v, que também aumentamos para v = 0, 05.
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Nas 3 colunas da Figura (6.9) podemos observar o efeito dos antivirais que aumentam a
acao da resposta humoral, diminuem a replicagao do virus e proliferam as células do sistema
imunolodgico, respectivamente. O comportamento da infeccao sobre uma pessoa que ja tenha

sido vacinada é apresentado na Figura (6.10).
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Figura 6.9: Simulacao da variacao das concentracoes de rotavirus, células T e células do sistema
imunolégico, em relacao ao tempo, durante administracao de antiviral. Utilizamos o conjunto de
valores apresentados nas Tabelas 4.1 e 6.1, exceto c e 7, que alteramos para 20 e 0,05, respectiva-
mente. Na coluna (a), além destas alteragoes, tomamos € = 1. Na coluna (b) tomamos ¢ = 2. Na

coluna (c¢) tomamos ¢ = 5.
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Figura 6.10: Simulagao da variacao das concentracoes de rotavirus, células T' e células do sistema
imunolégico, em relacao ao tempo, em uma pessoa previamente vacinada. Utilizamos o conjunto
de valores apresentados nas Tabelas 4.1 e 6.1, exceto ¢, 7, € e 0 que alteramos para 20, 0,05, 1 e

0,5, respectivamente.

Note que com estes parametros a vacina leva a eliminacao da infeccao, pois o valor de
Y € 0,1752, ou seja, v9 > 7. O resultado utilizando a vacina é mais satisfatorio, visto
que, tanto a resposta humoral como a celular aumentam em uma infeccao em criangas que
ja tenham sido vacinadas. Como vimos na literatura, a vacina é um recurso profilatico,
na Figura (6.9) o intuito é comparar os antivirais que atuam de forma terapéutica. Pelo
que podemos observar, na coluna (a) da Figura (6.9), que o aumento na resposta humoral
(e = 1) apresenta os melhores resultados, comparada aos outros efeitos antivirais e ao gréfico
padrao apresentado na Figura (6.8). Este efeito antiviral refere-se & administragao, por
exemplo, das imunoglobulinas no tratamento de uma infeccao por rotavirus. Poderiamos
esperar que os antivirais que aumentam a proliferacao das células do sistema imunologico
obtivessem bons resultados, mas como em uma infecgao por rotavirus as células terminais
morrem “produtivamente” muito rapido, a resposta celular nao tem muita chance de atuar,
minimizando a eficacia deste recurso.

Podemos observar como se comportam rotavirus e sistema imunolégico diante dos efeitos

antivirais que citamos, através dos retratos de fases da Figura (6.11).
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Figura 6.11: Concentragao de células do sistema imunoldgico, em relagao a concentracao de ro-
tavirus. Utilizamos o conjunto de valores apresentados nas Tabelas 4.1 e 6.1, exceto os valores de
¢ e 7, que alteramos para 20 e 0,05, respectivamente. Em (a) temos € = 1, t=200. Em (b) temos

¢ =2, t=400. Em (c) temos ¢ = 5, t=250. Finalmente, em (d) temos ¢ =1 ¢ 0 = 0,5, t=20.

Podemos notar, no gréfico (¢) da Figura (6.11), um comportamento oscilatério. No
grafico (a), onde aumentamos a resposta humoral, as oscilagoes sdo amortecidas e no grafico
(d), em que aumentamos as 2 respostas, humoral e celular, as oscilagbes desaparecem. A
diminuicao na replicagao do virus também atenua as oscilacoes, embora seja com menos
eficiéencia do que o aumento na resposta imunologica.

[lustramos essa relagao, entre oscilagoes e resposta imunolégica, na Figura (6.12), onde

os graficos descrevem o comportamento das curvas que representam os compartimentos do
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modelo que, sob altas taxas de infectividade, podem sofrer oscilagoes que sao amortecidas a

medida que a resposta imunolégica aumenta,
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Figura 6.12: Gréfico das oscilagoes. Utilizamos os valores das Tabelas 4.1 e 6.1, exceto: em (a)

tomamos v = 0,079; em (b) tomamos v = 0,079 e aumentamos € = o = 0, 02.



CONCLUSOES

Neste trabalho estudamos um modelo mateméatico que descreve a interagao do sis-
tema imunoldgico com o virus causador de gastroenterite, o rotavirus. Vimos que o sistema
imunoldgico, no caso dos rotavirus, nao age nas células prontamente infectadas (I), mas
sobre as células no estado terminal (T), que sdo aquelas nas quais os virus ja estao se
replicando intensamente e sendo liberados por lise celular, e sao, portanto, “visiveis” ao sis-
tema imunoldgico. Do estudo constatamos a importancia de uma boa resposta do sistema
imunoldgico inato, para que, em um segundo momento, os mecanismos especificos do sis-
tema imunoldgico, especialmente os anticorpos, possam controlar a infeccao. No grafico da
Figura (6.13), obtido na literatura sobre uma infecgao por rotavirus, temos esta descrigao

da resposta imunoldgica interagindo com os rotavirus

Innate
Response

IgA Antibodies

Virus
Number

[ I I I I [ I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Days Post Infection

Figura 6.13: Gréfico qualitativo dos mecanismos da resposta imunolégica e rotavirus em relagao

ao tempo [26].
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Quando simulamos essa relagao de concentracao de células do sistema imunolégico e ro-
tavirus, em relagao ao tempo de infecgao, a partir do modelo que construimos (2.3), aplicado
aos valores de parametros que estabelecemos, comparando com a resposta dada na Figura

(6.13), verificamos um comportamento semelhante,

25 T T T T T

20 Cél. do sistema imunolégico

Rotavirus

Rotavirus, Cél. do sistema imunolégico

0 2 4 6 8 10 12
t (dias)

Figura 6.14: Grafico da variacao de concentracao dos rotavirus e células do sistema imunoldgico,
em relacdo ao tempo de infeccao, na situacao extrema da infeccdo em que assumimos os valores

das Tabelas 4.1 e 6.1, exceto v e ¢, que tomamos v = 0,05 e ¢ = 20.

Outra particularidade do modelo apresentado é que nao leva em consideracao a diminuicao
da concentracao de virus devido ao descarte dos virus que ja infectaram uma célula, visto que

o parametro ¢ é muito alto em uma infeccao por rotavirus, entao garantimos que um virus in-
ks ks
(B4p) (0w +(72)0] [P«RJF(E)E}]
8 (atp) (key D
I

fecta uma tinica célula, limitando a taxa de infec¢ao ao intervalo [0,
visto que assim, maz([') = c.

O estudo mateméatico mostrou a existéncia de um ponto de equilibrio trivial, correspon-
dente a auséncia de rotavirus no organismo, e um ponto de equilibrio nao trivial, correspon-
dente a coexisténcia dos rotavirus e da resposta imunologica.

Provamos a estabilidade do equilibrio trivial condicionada a relacao entre a taxa de
infecgao e um valor limiar que também ¢ a condigao de existéncia e estabilidade do equilibrio
nao-trivial. Analiticamente, através do Critério de Hurwitz, provamos que o equilibrio trivial
é local e assintoticamente estavel quando a taxa de infeccao ~ for inferior ao valor de .
Analitica e numericamente verificamos que, se o contrario acontece, v > g, o equilibrio nao

trivial é assintoticamente estavel.
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O limiar denominado I' depende fortemente dos parametros que representam a acao do
sistema imunolégico sobre rotavirus (€) e células no estado terminal (o). Do ponto de vista
biol6gico, esses resultados indicam que, se as taxas de ataque aos virus e/ou células em
estado terminal estiverem acima de um patamar, o sistema imunoldgico é capaz de debelar

a infeccao.

Quando estudamos o comportamento das respostas humoral e celular, isoladamente, ob-
servamos que, se a “mortalidade produtiva” das células terminais (u + «) cresce, a res-
posta celular tem menos chance de agir, pois os virus matam as células antes que o sistema
imunolégico possa eliminé-las, entao o tem que ser alto. No entanto, se o contrario acontece,
essa resposta é mais eficiente, pois existiriam muitas células terminais vivas para serem ex-
terminadas. No caso da resposta humoral, que age diretamente sobre o virus, ela é eficiente
quando a “mortalidade natural” dos virus (ug) decresce, pois neste caso muitos virus so-
brevivem as adversidades do meio e estao aptos a infectar, caso contrario o sistema inato ja
estaria conseguindo evitar a infecgao e quando a resposta imunoldgica adaptativa iniciasse
sua acao, a infeccao ja teria sido eliminada.

Quando assumimos € e ¢ com o mesmo valor, comparamos a “mortalidade natural” do
virus com a “mortalidade produtiva” das células terminais para prever qual resposta vai ter
mais chance de agir contra a infecgao, tal que se ugr < (u + «), obtemos maior esforgo da

resposta humoral, enquanto que se ur > (1 + «), o esfor¢o da resposta celular serd maior.

No caso dos rotavirus, como podiamos prever pelo que colhemos na literatura sobre sua
interacao com o sistema imunolégico, a resposta humoral se sobressai a resposta celular. Com
os intervalos de valores assumidos para o conjunto de parametros que envolvem uma infeccao
por rotavirus, vimos que, embora o risco de infecgao das células epiteliais seja menor do que
a quantidade de virus liberados por célula terminal que morre, a “mortalidade produtiva”
das células terminais é muito grande comparada a “mortalidade natural” dos virus, assim as
simulagoes apresentam, claramente, que a resposta humoral tem mais efeito para controlar

a infeccao do que a resposta celular.

Através do que encontramos na literatura, e das simulagoes feitas em torno de meios de
controle de uma infec¢ao causada por rotavirus, a vacina, sem duvida, mostrou-se o antiviral

mais eficdz para atenuar a intensidade da infecgao, capaz, inclusive, de evitar formas seve-
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ras da doenga. Porém, a vacina ¢é utilizada, de forma segura, como um recurso profilatico.
Por isso, apresentamos neste trabalho, também, alguns antivirais que tém sido usados como
recurso terapéutico. Dentre estes, os que se destacaram, nas simulacoes, foram os antivi-
rais que despertam o aumento da resposta humoral, cujo exemplo que apresentamos, foi a

inoculacao das imunoglobulinas como forma de tratamento.



APENDICE A

DESENVOLVIMENTO DOS
TERMOS A,, As, A{As

A.1 Desenvolvimento do termo A,

Na secao 4.2.3 mostramos que A4 > 0, mas escrevemos A, de modo simplificado, aqui

vamos fazer o desenvolvimento completo deste coeficiente.

Temos que

1

Ay = e [(yps(p + )T + pa)((ps® + ) (B + pa + ps(e + woT) (B + p)us + a))+

vekpB(u + o) (ps(pel — a) — ap)

+ (e +ol)(B+ p)a*ps] + (yps (1 + a)eT + pa)

?

em que a = (uspr + kse) + €T e e = ps(pu + a) + o(ksg + ¢T). Podemos reescrever A4 da

seguinte maneira

Z(T)

A= ((uspr + kse) + €T (us?) ((vus(p + a)e + poe)T + (uspr + kse))’

67
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onde Z(T) = By'T" + BT + By"T" + By'T + By e

Bo" = ao*[(2us)(p*€?) + (pe) (vus(a + p)e + pep)] + Zg

= [(p0)(B+ p)(vps(a + p)e + pep)][(we) (vus(a + p)e + pep) + (usp?e®)|+
2(use)(00) (yps (o + p)e + pep),
ao*[(2us® + (usiir + kse)) (vpus (o + p)e + pep) + 2(ppe) (uspr + kse)+
Apuspe) (uspr + kse)] + ar*[(we) (yps (o + p)e + pep) + (us)(0*€*)] + 7
[(p) (B + 1) (vus (@ + p)e + pep)l[2ms? + (spr + kse)l[(vus (o + p)e + pep)]+
(o) (B + p)(vus(a + p)e + pep)][2(ppe) (uspr + kse)] + [(9o) (B + ) (vus(a + p)et
pep)][4(uspe) (uspr + kse)l + 8+ pl[(vus(a + p)e + pep) (us(p + a) + kso)+
(how)(pspr + kse)l[(we) (vps(e + p)e + pep) + (usp?e®)] + (yus(a + p)et
pe) (yps(a + e + pep) (us?) (B + ) (pe) + [(vps (o + p)e + pep) ) [(msee) (s (ut
a) + kso) + 2(pspo) (pspr + kse)| + 4(uspe) (yus (o + p)e + pep) (upo) (pspr + kse)+
(B + 1) (s (upo) (s pr + kse),
ar*[(2ps + p)(pe) (usir + kse)] + ao™[2(uspr + kse) (u(pspr + kse) + ps(pspr + kse)+
2pps?)) + [(spr + kse) (B + p) (us(p + @) + kso)][usy®e?] — [yeps’kpB(p+
a)|[up?e’] + Z
(8 + pl[(vus(a + p)e + pep) (ps(p + o) + kso) + (pop) (uspr + kse)][(2ps+
1) (pe)(uspr + kse)] + [(po) (B + p) (vps(o + p)e + pep)|[2(pspr + kse) (u(pspr + kse)+
ps(pspir + kse) + 2pps®)] + [(pspr + kse)u(B + p) (ps(p + @) + kso)[usp?e’]—
— [yeps?keB(p+ a)|[pe*e] + (us) (pspr + kse) (s (6 + ) + (ps(p + @) + kso))+
(ps(p+a) + kso)((uspr + kse) + (us®)) + 2(upe) (yus(a + pe + pep) (ps) (psprt
ks€)(ns(8 + 1) + (s(n+ @) + kso)) + 4(upo) (vus(a + p)e + pep) (us) (uspr + kse) '+
2(ppe) (npo) (ps) (uspir + kse)?,
By* = ai*[(uspr + kse)(u(psiir + kse) + pus(psiir + kse) + 2ppus®)] + a*[(1pe) (uspir + kse)l+
a2*[(nswe) (pspr + kse)] + [(uspr + kse)u(B + p) (ps(p + @) + kso)][puspe(psprt
kse)] — [yeps*kpB(p + o)l[ppe(pspr + kse)] + Z
16+ pl[(vis (e + p)e + pep) (s (p + ) + kso) + (pop) (usir + kse)][(nsprt
kse)((psir + kse) + ps(pspr + kse) + 2ups®)] + [(nspr + kse)p(B + p) (s (1 + )+
kso) — yeps*kpB(pn + o) [ppe(pspn + kse)] + [(nspr + kse)p(B + 1) (ps(p + a) + kso)—

+

By*

+

+ o+ o+ A+ A

By*

m+ + |

I+ + - - - + o+

+ 4



CAP. A ¢« DESENVOLVIMENTO DOS TERMOS A,, A3, A1A 69

— yeus’keB(p + a)][(pspe) (usur + kse)] + [(nspr + kse)p(8 + ) (s (p + a)+
kso)|[pspe(pspr + kse)] = [yeps®keB(p + a)llppe(pspr + kse)] + (B+

1) (upo) (ns) (pspr + kse) + 2(1) (yps (o + p)e + peo) (us) (pspir + kse)(ns(B + p)+
(ts(p+ @) + kso)) + (vps(o + p)e + pep) (B + p) (ps(p + @) + kso) (1) (uspr + kse)’+
(1s) (pstir + ks€)*(ns(8 + ) + (ps(p+ @) + kso)) (1Pep) + 2(u*00) (s) (uspr + kse)’,
By = ax*[u(pspr + kse)’] + az*[us(puspr + kse)’] + Zy

[(usiir + ks€)u(B + p) (us(p + ) + kso) — yeus®kpB(pn + o) [u(pspr + kse)’]+

(spir + kse)p(B + ) (s (1 + ) + kso) — yeuskpB(n+ a)llps(psir + kse)’]+

(1) (ps®) (s + kse)* (B + 1) + (us?) (8 + ) (us (1 + ) + kso) + (us) (us(pt

a) + kso)(puspr + kse).

[ + o+ 4+ o+

- - -

A.2 Desenvolvimento do termo Aj

Agora vamos fazer o desenvolvimento completo do coeficiente As.

Temos que
Ay = G:SQ[(Ws(u+a)cT+ua)((uS2+e)((5+u)us+a)+(5+M)GMS+MSQ(G+WT))+
e a®) + (e + @oT M ea)l — ayckpf(p + a)
M AR S PR PR ]

Entao, podemos reescrever As da seguinte maneira
W(T)
((nspr + kse) + eT) (us?) (vps(p + @)e + ppe)T + (pspr + kse))’

Agz

com W(T) = ByT" + BiT" + BoT" + BT + By e
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Bs

+ o+ o+ o+

+

o+ o+ o+ +

ap*(p?e?) + Wy

[(20) (B + 1) (vps (e + p)e + pep)][(0*€A)] + (po) (we) (Yps(a + p)e + pep)?,

2a0* (s pe) + ar*(9*e) + 2a0™(we) (uspir + kse) + ao* (us(yus(a + p)e + pep)) + Wy
2(po) (vus(a + p)e + pe) (B + p) (uspe) + [B + pl[(vus(a + p)e + pep) (ps(p + )+
kso) + (now)(pspr + kse)|[p*€®] + 2(p0) (yps (e + p)e + pep) (B + ) (we) (s pr+

kse) + (po)(vps(o + p)e + pep) (B + ) (ps(yus(a + p)e + pep)) + (yps(a + pet
pep) (s pe?) + 2(yps(a + p)e + pep)(us*eo) + (yus(a + ple + pep) (B + p) (us®v*e?)+
2(yps(a + p)e + pee) (e) (npo) (pspr + kse) + [yus(a + p)e + pep)*[(9o) (pspin + kse)+
(s?ee)] + (vus (e + p)e + pep)* (B + p) (psee) + (vus (e + p)e + pep)* (pe) (s (pt

a) + kgo),

2a0" (pus* (nsir + kse)) + a1 (ps®pe) + 2a1" (pe) (spn + kse) + a0 (pspin + kse) '+
ao*(pupes) (pspir + kse) + ar* (s (yps (o + p)e + pep)) + as*(9*€*) + W

2(p0) (vus(a + p)e + pep) (B + p) (ns*(pspr + kse)) + (3 + pl[(vis (o + p)et

pep)(ps(p + o) + kso) + (uspr + kse) (upa)[ps*pe] + 2[8 + pl[(vpus (o + p)et

pep) (s (e + @) + kso) + (uspr + kse)(neo)|[(1spr + kse)(ep)] + (o) (vps(a + p)e+
pep) (B + 1) (pspin + kse)® + (00) (yus(o + p)e + pep) (B + s (uspr + kse)+

[8+ u)[(vus(a + p)e + pep)(ps(p + a) + kso) + (nop) (pspr + kse)][(vus(a + p)et
pep) (us)] + [(uspir + kse) (B + p) (s (i + ) + kso) — yeus*keB(u + a)][p?e’]+

(nsiir + kse)(upo) (B + 1) (ps*pe) + (pspr + kse) (1) (ns®e) + 2(yus(a + p)et

pep) (pspe) (pspr + kse) + 4(yps(a+ p)e + pep) ps®(psiir + kse) (po)+

(vus(a + p)e+ pep)* (us?) (s + @) + kso) + (pspir + kse)u(B + p) (Ls*p*e?)+
2(yps(a + e+ pep) (pspr + ks€)(B + ) (ns*ee) + (yus(a + p)e + pep)ps® (B + p)+
2(yps(a+ p)e + pep)u(pspr + kse) (us?pe) + 2(yus (o + p)e + pep) (peo) (uspr + kse)’+
2(yps(o+ p)e + pep) (us(p + o) + kso) (uspr + kse) (upe) + (upo) (upe) (nspin + kse)*+
2(yps(a + e+ pep)p(psinr + kse) (B + p) (uspe) + (vus(a + pe + pep)* (nsprt

kse)(B + 1) (ps),

a1 (ns?(nspr + kse)) + ar* (uspr + kse)® + 2as"(we) (uspir + kse) + ar* (ups) (pspr+
kge) + Wi

16+ pl[(yps(a + p)e + pep) (us(p + a) + kso) + (now) (psir + kse)l[(ns®) (uspr + kse)]+
1B+ pll(vis (o + p)e + pep) (us(p + ) + kso) + (nop) (pspr + kse)|[(pspr + kse)’]+
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+ o+ o+ 4+

+ o+ o+ A

16+ pl[(vus(e + p)e + pep) (ps(p + ) + kso) + (nop)(uspr + kse)][(nus) (nspr+
kse)] + 2[(uspr + kse) (B + p) (us(p + a) + kso) — yeps®keB(p + )] [(pe) (pspr + kse) |+
(nspir + ks€)(upo) (B + ) (ns”®) (spr + kse) + (pspir + kse) (6 + p) (s (p + o)+
kso)(us?pe) + 2us(pupe) (uspr + kse)” + ps(pspr + kse)* (vus(o+ p)e + pep)+
2us?(psin + kse)* (o) + 2(ypus(a + p)e + pep) (ps(p + ) + kso) (ps®) (pspr + kse)+
(B + ) (yps(a + p)e + pep) (uspr + kse)*(1s?) + 2(pspn + kse) w(B + 1) (1see)+
2(yps(a + p)e 4 pep) (B + p) (ups®) (pspr + kse) 4 (pspir + kse) (B + p) (s (i + a)+
kso) (ps(yus(a + p)e + pep)) + 2(yps (o + p)e + pep) (pus?) (pspr + kse)*+

2(1) (pspr + kse)* (yps(a + p)e + pep) (s + ) + kso) + (upo) (1) (pspir + kse)*+
2(pups) (B + 1) (spr + kse)* (vus(a + p)e + pep) + (1) (pspir + ks€) (npe) (s (1 + o)+
kso) + [(12) (pspr + kse)* (usee)][us + (B + w)],

as* (uspr + kse)” + Wy

[(pspr + ks€)u(B + p) (ps(p + @) + kso) — yeus?kpB(p + o)) [(uspr + kse)’]+

(uspr + kse) (B + p) (us (i + o) + kso) (s (Lspr + kse)) + (ups) (uspr + kse)*+

(us (u + ) + kso) (12 ps?) (uspr + kse)” + (8 + 1) (ups?) (pspr + kse)*+

(12 ps®) (uspr + ks€)® + (nspir + ks€)u(B + 1) (s + @) + kso) (pus) (pspir + kse)+
B+ u) (12us®) (nspr + ks€)” + (1) (nspr + kse)* (ns(pn+ ) + kso).

A.3 Desenvolvimento do termo A;A,

Vamos desenvolver o termo A; Ay. Para isso lembramos que

A = i[a(usueﬂ(vus(u+a)67+ua)us+((ﬁ+u)us+a)a],

Ar = —sl(s(n+ )T + pa)ps (6 + s + o+ (s +)+

+ a((B+ paps + (ns® + €)((B+ p)us + a) + ps?(e + poT))].
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Em que a = (puspg + kse) + T e e = ps(pu + ) + o(ks + ¢T). Assim obtemos

AlAQ

+

+

A+Y

&Mlsz [(vus (i + a)cT + pa)(ps® + €) (B + ) (s) + Qs+ a)c :Slua) (ns” +¢e)(a)

+

(vps(p + @)cT + pa) (ps® + e)’

s + (us? + e)(B+ p)(a?) + (us® + €)*(B + ) (a)+

+

(ps? +u z) (a?) (us? + €)(e + woT) (aps) + (yus(p + )T +aua) (6 + 1) (1s®)

— 2
(yus(p + a)cT + pa) (ps® + e)
a

+ (vus(p+ a)cT + pa)(B+

— 2
(yps(p+ )T + pa)” +

) (aps) + (yps(p+ a)eT + pa)(ps® + ) (B + 1) (us) + (vps (e + )T + pa) (ps+
e)(a) + (yps(p + )T + pa)(ps®) (e + o T) + (vus(p+ a)cT + pa)(ps®) (6 + p)*+
(Yus(p + Q)T + pa) (B + p)(a) + (vps(p + )T + pa) (B + p)(ps® + €)+

(B + 1) (aus) + (us® + €) (B + u)*(aps) + (ns® + €)(8 + )(a®) + (aps®) 5+
(yus(p + @)l + pa)(a®)
Hs

m)(e+poT) + (yus(p + a)cT + pa) (B + p)(apns) +

(yps (i + a)eT + pa) (ps® + €)(a)
Hs

(B4 p)(a®) + + (us® +e)(6 + p)(a®)+

(ns® + €)(a’)

s + (a*us)(e + ¢oT))]

1
ajis®

[(yps (i 4 @)eT + pa)((ps® + ) (B + pps + a) + (B + p)aps + ps*(e + oT))+

a(ps® +€)(B + p)(a®) + (e + @oT)((B + p)us + a)(psa)]+
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+

+a)dT + 2 te)’
+(vus(u a)cT + pa)(ps” + e) N

fs Hs

1 [(vus(u +a)cT + pa)(ps® + ¢)(a)
ajis®

(vps(p+ @)eT + pa)’ (8 + 1) (ps>) X (15" + €)*(a?) + (us? + e)(e + poT)(aps)+
a Hs

— 2
(yus(p + @)eT + pa) (us® +e)
a

(s® +€)*(B+ p) (@) + (yus(p + )T + pa)” +
(Vs (g + )T + pa)(ps® + ) (B + 1) (ps) + (vus(p + )T + pa)(ps®) (5 + p)*+
(s (p + a)cT + pa) (B + p)(a) + (yps(p + a)cT + pa) (6 + p)(ps® + e)+

(B + p)*(aus) + (us® + €)(B + 1)* (aps) + (us + e)(B + p)(a®)+

(yps(p + a)cT + pa)(a®)
s

(vus(p+ )T + pa) (B + p)(aps) + + (8 + pw)(a®)+

(s + )T 4 pa)ins® () |y (s e)(a)
s Fes '



APENDICE B

MODELO GERAL

Neste modelo vamos considerar, no compartimento do virus (R), a dimunuicao da con-
centragao de virus devido ao descarte dos que ja infectaram uma célula, ja que um virus
pode infectar no maximo uma célula. O intuito é explicitar o limiar para analisarmos se
haverd restrigdo de algum parametro do modelo, como no caso do modelo (2.3). Assim,

consideremos:

( dR
%Z(,u+a)cT—eSR—uRR—7RE
dE
— =kgp —YRE — uFE
di r—7R K
drl
— =9RE — BI — puI (B.1)
dt
dT
— =01 - (p+a)T —oST
dt
ds
— =k T — usS

7 s+ ps

Note que no compartimento R subtraimos yRE que corresponde aos virus que ja infec-

74
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taram uma célula e, portanto, sao descartados da populagao de virus circulantes. Vamos
analisar o equilibrio trivial deste modelo para descobrirmos qual o impacto dessa mudanca
na dinamica da infeccao.

[gualando a zero os membros direitos do sistema (B.1), exatamente como fizemos no

capitulo 3, obtemos um tnico ponto de equilibrio trivial que é Py* = (0, %E, 0,0, z—g)

Teorema B.0.1. O ponto de equilibrio trivial Py® € local e assintoticamente estdvel se

7 <"

Demonstragao:

A estabilidade deste ponto de equilibrio vai ser determinada pelos autovalores correspon-
dentes a matriz jacobiana associada ao sistema de equagoes (B.1) e aplicada no ponto Fy*,

COoImo segue

k

_<€(N_§)+MR+’Y(7E)) 0 0 (4 a)c 0

k
—W(FE) — 0 0 0

kg
Jpys = 7(7) 0 —(B+n) 0 0
0 0 3 —(p+a+o(3=) 0

0 0 0 ¥ —Hs

A equagao caracteristica dada por det(Jp, — AI) =0 é
(s + M)+ A)P7(A) =0, (B.2)
em que o polinomio caracteristico é

Pr(\) = ey(52)B(a + ) — [e(B2) + pr +v(52) + N[B+ p+ A + a + o (£2) + A].

m
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Para verificar a estabilidade de P,* devemos mostrar que os autovalores associados a
equacao caracteristica (B.2) sdo negativos (se reais) ou possuem parte real negativa (se
complexos). Facilmente vemos que duas raizes para a equagao (B.2) sdo Ay = —pug e Ay = —p,
que sao reais negativas. Para garantir a estabilidade do ponto precisamos analisar os outros
trés autovalores designados por A3, Ay e A5, que sao dados pelas raizes da seguinte equacao

caracteristica:
P*(A\) = A+ b1 0% + bo\ + b3 = 0,
onde

b= () +pr+yCE) + B+ +lu+ato(E),

by = [e(GE) + ur +yCENB+ ) + [e(G2) + pr + 9 (E) + (B4 wlln + o+ o ()],
by = [e(32) + pr + (B + plp + a + o (52)] = ey(PE) Bl + p).

Para essa andlise vamos recorrer ao Critério de Hurwitz. Assim, as condi¢oes necessarias
para estabilidade, tratando-se de uma equacao de ordem k£ = 3, sao: by > 0, b3 > 0 e

b1by > bs.
e Claramente temos que b; > 0.
e Note que

biby = [e(E) + pr + (2B + pllp + a + o (52)] + X7,

tal que X* >0

Logo,
biby — by = X* + cy(22)B(a + ) > 0

Portanto fica verificado que b1by > bs.
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e Agora basta verificar quando b3 > 0, isto é, quando

[€(32) + pr + YOG + i+ a + o (32)]) = ev(B2) o+ ) > 0,

que equivale a

ey (E2) B+ p) < [e(52) + pr + (B + i+ a + o(£2)],

ou seja,

7 < 70*7
em que

1) (B8 4l o+ o ()
E (*£)3(a + p) |

Portanto, quando v < 7p*, todas as condi¢oes de Hurwitz sao satisfeitas. Logo, Py* é
local e assintoticamente estavel se v < vo*. UJ
As taxas € e o influenciam diretamente no crescimento de v,*. Note que

v E (o + p) cy(*E)

F*Z%* (ﬁ+u)[(a+u)+(s_§>a] [MR+(5—§)6+7(%E)]'

Se I'* < 1 o ponto de equilibrio trivial é local e assintéticamente estavel, este é o limiar.
k
()
kg kg
pr+ (G2)e+v(7E)

< 1, vamos sempre ter I < ¢. Assim podemos

Assim notamos que para qualquer valor positivo de v temos

5 (o + p)
Grm = et ()

s
escolher qualquer valor para 7, nao hé restrigaio como no modelo (2.3) de interacao dos

€ COINo

rotavirus com o sistema imunolégico.
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