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Resumo

O estudo das identidades polinomiais graduadas foi motivado pelas suas vérias apli-
cagoes na Teoria de Identidades Polinomiais, como a teoria estrutural desenvolvida
por A. Kemer. Posteriormente tornou-se um objeto de estudo proprio. As identidades
graduadas podem fornecer informacoes interessantes sobre as identidades polinomiais
ordinéarias. Trabalhando inicialmente com matrizes de ordem n sobre corpos infini-
tos, encontramos bases para as identidades graduadas dessa algebra considerando
Z,-graduacao e Z-graduacao. Depois, provamos que, a menos de isomorfismos, e-
xistem duas Zs-graduagoes nao-triviais para a algebra das matrizes 2 x 2 sobre um
corpo finito de caracteristica diferente de 2. Além disso, essas graduagoes podem ser
diferenciadas por meio de identidades graduadas. Por fim, encontramos bases para
as identidades Zo-graduadas das algebras M, (E) e E ® E sobre um corpo infinito
de caracteristica diferente de 2. Como corolario, conseguimos uma prova bastante
elementar para um teorema de Kemer, a saber, as algebras M; 1(F) e E® E sao PI
equivalentes.

Abstract

The study of graded polynomial identities was motivated by its many applications
to Polynomial Identities Theory, like the structure theory developed by A. Kemer.
Afterwards it has become an independent object of study. The graded identities can
give us interesting information about the ordinary identities. At first working with
matrices of order n over infinite fields, we have found bases for the graded identities of
this algebra considering Z,-grading and Z-grading. We have also proved that, up to
isomorphism, there exist two non-trivial Zs-gradings for the algebra of the matrices
2 x 2 over a finite field of characteristic different from 2. Besides, these gradings can be
recognized through graded identities. Finally, we have found bases for the Zs-graded
identities of the algebras M (E) and E ® E over an infinite field of characteristic
different from 2. As a corollary, we have obtained a rather elementary proof for a
theorem of Kemer, namely the algebras M, ;(F) and £ ® E are PI equivalent.
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Introducao

A Teoria de Identidades Polinomiais comecou a desenvolver-se mais intensamente por
volta de 1950. Nesse ano, foi publicado o famoso Teorema de Amitsur-Levitzki afir-
mando que o polindémio standard de grau 2n ¢ uma identidade polinomial da algebra
das matrizes de ordem n sobre um corpo (veja [1]). Também em 1950, W. Specht [43|
levantou um problema que viria a ficar conhecido como o Problema de Specht: Toda
dlgebra associativa possui uma base finita para suas identidades polinomiais? Essa
pergunta passou a ser uma das questoes centrais da Teoria de Identidades Polinomiais
e foi finalmente respondida de modo afirmativo por Kemer em 1987 (veja [23]), no
caso de algebras sobre corpo de caracteristica 0.

Um dos principais problemas sobre identidades polinomiais ¢ encontrar uma base
das identidades de &lgebras especificas. Em 1973, Razmyslov [39] encontrou uma
base para as identidades polinomiais da algebra das matrizes de ordem 2 sobre um
corpo de caracteristica 0. A base encontrada por Ramyslov tinha nove identidades,
mas Drensky [15] em 1981 melhorou esse resultado encontrando uma base minimal
com duas identidades. Entre 1978 e 1982, foram descobertas bases para as matrizes
de ordens 2, 3 e 4 sobre corpos finitos (veja [17, 18, 35]). A base das identidades
polinomiais para as matrizes triangulares superiores foi encontrada por varios autores,
ainda no caso de um corpo qualquer, ver |16, Capitulo 5].

Além do caso da algebra das matrizes 2 x 2, conhecem-se bases para as identi-
dades polinomiais da algebra de Grassmann e do quadrado tensorial da &algebra de
Grassmann sobre corpos de caracteristica 0. No entanto, fora esses resultados pouco
se conhece ainda hoje sobre bases para identidades polinomiais de outras algebras.
Assim, surge o interesse por pesquisar outros tipos de identidades polinomiais como
identidades fracas, identidades com traco e identidades graduadas, que fornecem infor-
magoes sobre as identidades polinomiais ordinéarias. Ressaltamos que as identidades
fracas e as graduadas tém varias aplicagoes no estudo de algebras nao associativas
tais como as de Lie, de Jordan e alternativas. As identidades com trago da élgebra
das matrizes, por exemplo, foram descritas por Procesi [38] e por Razmyslov [40].

O interesse pelo estudo de identidades graduadas sobre um corpo de caracteristica
0 ¢ justificado pela relagao entre as identidades graduadas e as ordinarias, que é uma
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das pegas chave da teoria estrutural de T-ideais desenvolvida por Kemer (veja [23])
e utilizada para resolver o Problema de Specht em caracteristica 0. Embora em
caracteristica positiva nao exista tal relacao, as identidades graduadas sao ainda de
interesse (veja por exemplo |5, 7, 8]). Mais tarde, elas se tornaram um objeto de estudo
independente. As aplicagoes que as identidades graduadas podem encontrar na Teoria
de PI algebras sao varias. Mencionaremos alguns dos mais importantes resultados
relacionados a identidades polinomiais graduadas. Em [4] e [9], foi provado que se G
¢ um grupo abeliano finito e A é uma algebra G-graduada, entao A é uma PI élgebra
se e somente se sua componente de grau 0 ¢ uma PI algebra.

Di Vincenzo [11] descreveu bases para as identidades Zo-graduadas de vérias alge-
bras importantes e obteve como corolario uma prova bastante elementar do conhecido
fato de que as algebras M; ; (F) e E® E satisfazem as mesmas identidades polinomiais
para corpos de caracteristica 0. Aqui £ denota a algebra de Grassmann de dimensao
infinita e M;,(FE) é a élgebra das matrizes 2 x 2 sobre E cuja diagonal principal
contém elementos pares de F e cuja outra diagonal contém elementos impares. Os
resultados de [11| foram generalizados em [29] para corpos infinitos de caracteris-
tica diferente de 2. Além disso, como conseqiiéncia foi obtida uma prova ainda mais
elementar da coincidéncia dos T-ideais de M ;(F) e E® E.

Para corpos de caracteristica 0, Vasilovsky [47, 48| encontrou bases para identi-
dades graduadas da &algebra das matrizes de ordem n, considerando Z-graduacoes e
Zyn-graduagoes. Em |2, 3|, foi provado que esses resultados sao validos para corpos
infinitos de qualquer caracteristica. Um dos instrumentos principais utilizados para
fazer essa generalizacao foram as matrizes genéricas (que também foram usadas em
[29]).

Recentemente Di Vincenzo e Nardozza [13| desenvolveram um método para en-
contrar uma base das identidades G @ Zs-graduadas da édlgebra A ® E a partir das
identidades G-graduadas da algebra A. Como corolério, eles provaram por meio de
identidades graduadas um resultado de Kemer, a saber, que as algebras M; ;(F)®@ E
e My(FE) satisfazem as mesmas identidades polinomiais. Ressaltamos que ainda nao
é conhecida uma base das identidades ordinarias da algebra My(FE), e a solugao deste
problema esta longe. . .

Neste texto, apresentamos os trabalhos [2, 3, 29] e também o artigo [30]. Esse ul-
timo trata de identidades Zs-graduadas para a algebra das matrizes 2 x 2 sobre corpos
finitos. Embora sejam conhecidas bases para as identidades polinomiais ordinarias
dessas matrizes, o objetivo desse trabalho foi descrever todas as graduagoes para essa
algebra e mostrar que elas podem ser diferenciadas por identidades graduadas. Vale
ressaltar que os métodos utilizados para abordar o problema de matrizes sobre cor-
pos finitos sao completamente diferentes daqueles usados para matrizes sobre corpos
infinitos.

Resumiremos o contetido da tese. No capitulo 1, providenciamos os pré-requisitos



para a leitura do texto. Sao resultados classicos sobre algebras, identidades polino-
miais e T-ideais, algebras graduadas e identidades graduadas.

O segundo capitulo trata das identidades graduadas em algebras matriciais sobre
corpos infinitos. Na secao 2.1, descrevemos uma base das identidades Zo-graduadas da
algebra matricial de ordem 2. Nas proximas duas se¢oes descrevemos as identidades
Z,-graduadas e Z-graduadas da éalgebra M, (K) das matrizes n x n. Os resultados do
capitulo 2 estao baseados nos artigos [2, 3, 29| e generalizam trabalhos de Di Vincenzo
[11] e Vasilovsky [47, 48].

No terceiro capitulo, estudamos as identidades Zs-graduadas da algebra matricial
M,(K) sobre um corpo finito K. Os métodos utilizados nesse capitulo sdo comple-
tamente diferentes dos empregados no restante do texto, por isso o capitulo comega
com uma parte introdutoria. Nesse capitulo, descrevemos todas as Zs-graduagoes da
algebra M (K') e mostramos que, a menos de isomorfismo graduado, existem somente
duas graduagoes nao-triviais. Em seguida, obtemos bases das identidades graduadas
em cada uma dessas graduacoes, e demonstramos que essas graduacoes satisfazem
identidades graduadas diferentes. O capitulo 3 esta baseado principalmente no tra-
balho [30].

No ultimo capitulo, estudamos as identidades (graduadas e ordinarias) satisfeitas
pelas algebras M 1 (E) e EQ E. Utilizamos métodos que aperfeicoam os do capitulo 2,
e descrevemos bases das identidades Zs-graduadas dessas algebras sobre corpos infini-
tos de caracteristica p # 2. Finalmente, obtemos uma nova demonstragao do classico
resultado de Kemer de que essas duas algebras satisfazem as mesmas identidades
ordinarias quando p = 0. Esse capitulo esté baseado no artigo [29].

As aplicagoes dos resultados desta tese poderao ser tedricas. Nossa opiniao é que o
conhecimento das identidades Z-graduadas satisfeitas por algebras importantes tais
como as algebras My(K), My 1(FE) e My(FE) sobre corpos de caracteristica positiva
poderia resultar em melhor entendimento da estrutura dos respectivos ideais de iden-
tidades ordinarias. Nesta direcao seria interessante entender melhor a diferenca entre
as identidades (ordinarias) das algebras M; (E) e E ® E (no caso de caracteristica
0, as suas identidades coincidem). Os resultados obtidos sobre as identidades grad-
uadas das matrizes de ordem n poderiam providenciar varias informagoes sobre os
invariantes numéricos dos ideais das identidades graduadas satisfeitas por essas al-
gebras tais como codimensoes graduadas, séries de Hilbert—Poincaré, entre outros.
Também poderiam providenciar muita informacao 1til sobre as identidades ordinarias
satisfeitas por essas algebras. Combinando-se as idéias e os métodos usados nesta tese,
poderiamos estudar as identidades satisfeitas por produtos tensoriais de algumas das
algebras aqui consideradas.

Por fim, gostaria de fazer constar aqui meus sinceros agradecimentos ao Prof.
Plamen Koshlukov, meu orientador, pelo auxilio na conducao desse trabalho e o
estimulo prestado para a pesquisa matematica.
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Notacao

Ao longo de todo o texto, representamos por K um corpo arbitrario de qualquer
caracteristica. Todos os espacgos vetoriais, algebras e produtos tensoriais sao conside-
rados sobre o corpo K. Denotamos por N, Z e Z,, os conjuntos dos niimeros inteiros
positivos, dos ntimeros inteiros e dos inteiros modulo n respectivamente. Para cada
nimero inteiro a, denotamos por @ a classe de equivaléncia em Z, que contém a. Se
a e b sao numeros inteiros, denotamos por a mod b o resto da divisao de a por b.
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Capitulo 1

Algebras com identidades polinomiais

1.1 Propriedades basicas das algebras

Definicao Um espago vetorial A sobre um corpo K ¢é chamado uma dlgebra se A é
munido de uma operacao binaria *, chamada multiplicacao, tal que para quaisquer
a,b,c € A e qualquer o € K

1) (a+b)xc=axc+bxc,

2)ax(b+c)=axb+axc,

3) a(axb) = (aa) xb=ax*(ab),

4) ax(bxc)= (axb)*c.

Além disso, A é uma algebra unitdria se possui um elemento 1 (chamado identidade)
tal que 1 xa = a* 1 = a para todo a € A.

Na verdade, a definicao mais geral de dlgebra nao exige a propriedade 4. As alge-
bras que respeitam essa propriedade sao denominadas algebras associativas. Porém,
todas as algebras que aparecem nesse texto sao associativas e chamamo-las apenas
algebras. Escrevemos simplesmente ab ao invés de a * b.

Definigao Um subespago B de uma algebra A é uma subdlgebra se é fechado com
relagao & multiplicag@o, ou seja, se by, by € B entao b1by € B. Uma subélebra I de A
é um ideal se para qualquer z € I e para qualquer a € A temos que ax € [ e za € I.
A subalgebra

Z(A) ={a € A| ax = xza para todo z € A}

é chamada centro da algebra A.

Definicao Uma transformacao linear ¢ : A — B da &algebra A na algebra B é um
homomorfismo se ¢(ab) = ¢(a)p(b) para quaisquer a e b em A. Um isomorfismo é

1



CAPITULO 1. ALGEBRAS COM IDENTIDADES POLINOMIAIS 2

um homomorfismo bijetor. Um endomorfismo é um homomorfismo de uma algebra
nela mesma. Um automorfismo é um endomorfismo bijetor.

Enunciamos a seguir o classico Teorema do Isomorfismo vélido para grupos, es-
pagos vetoriais, anéis e algebras.

Teorema 1.1.1 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entao o nicleo de

¢
kerp ={a € A | ¢(a) =0}

¢ um ideal de A e a dlgebra quociente A/ker ¢ € isomorfa a imagem de ¢
¢(A) ={¢(a) | a € A}.

Damos a seguir dois exemplos de algebras bastante utilizadas neste texto.

Exemplo O conjunto das matrizes n x n sobre o corpo K, denotado por M, (K),
é uma algebra. A matriz n X n cuja Unica entrada nao-nula é 1 na i-ésima linha e
Jj-ésima coluna, chamada matriz unidade, ¢ indicada por e;;. O centro de M, (K) é o
subespaco unidimensional gerado pela matriz identidade e = €11 + - - - + €.

Exemplo Seja V' um espago vetorial com base {e; | ¢ € N}. A dlgebra de Grassmann
ou dlgebra exterior E de V é gerada como espago vetorial por 1 e pelos produtos
€i1€iy - - - €, Onde 11 < g < -+ < i e k € N, e a multiplicacao em £ ¢é induzida
por e;e; = —eje; e e? = 0. Logo F = Ey&® E;, onde Ey e E; sao os subespacos de
E gerados por todos os produtos de elementos de {e; | ¢ € N} de comprimento par
e impar respectivamente. E facil ver que Ey é o centro de E e que ab = —ba para
quaisquer a e b em FEj.

1.2 Algebras livres

Definigao Sejam 2 uma classe de algebras e F' € 2 uma algebra gerada pelo conjunto
G. A algebra F' é uma dlgebra livre na classe 2L com conjunto gerador livre G (ou F
é livremente gerada pelo conjunto G na classe ) se para qualquer algebra A € 2,
toda aplicacao de G em A pode ser estendida unicamente a um homomorfismo de F
em A.

Vamos construir uma algebra livre na variedade formada por todas as algebras.
Seja X = {x; | © € N} um conjunto de variaveis. Denote por K(X) a élgebra que é o
K-espaco vetorial que tem como base o conjunto dos monémios X* = {x;, ... x; | n =
0,1,2,...} e multiplicagdo definida por (z;, ... x;,, ) (@), ... xj,) = Tiy ... T3 Tjy .. T5, -

n



CAPITULO 1. ALGEBRAS COM IDENTIDADES POLINOMIAIS 3

Observe que o monoémio formado por nenhuma variavel, denotado por 1, é a iden-
tidade da algebra K(X). Os elementos da algebra K(X), chamados polindmios,
desempenham nas algebras um papel semelhante ao das combinagoes lineares nos
espacos vetoriais. Por exemplo, se queremos gerar um espaco vetorial a partir de um
subconjunto tomamos todas as combinacoes lineares de elementos desse subconjunto;
de modo similar, se A é uma algebra gerada pela conjunto G' entao

A:{f(gh?gn) ‘ f(xla"'axn) €K<X>7gl>7gn€G}

O proximo teorema mostra que K (X) ¢ livremente gerada por X na classe formada
por todas as algebras.

Teorema 1.2.1 Se A é uma dlgebra e o € uma aplicagio de X em A, entdo o
estende-se unicamente a um homomorfismo ¢ : K(X) — A dado por

O(f (21, wn)) = flo(z), ..., 0(2n)).

Demonstragao. Inicialmente, estendemos o a aplicagao 7 : X* — A definindo
(s . xy) = 0(z4,) ... 0(x;,). Agora estendemos 7 ao homomorfismo de algebras
¢+ K(X) — A definido por ¢(}",cx- W) = >, cx- @uT(w). E facil ver que o
homomorfismo ¢ é dado por ¢(f(x;y,...,z;,)) = flo(xy),...,0(z;)).

Se ¢ ¢ um homomorfismo de K(X) em A que estende o, entao

p(f(r, o)) = flo(a),... o(zn)) = o(f (21, . 20)).

Portanto, o estende-se unicamente a um homomorfismo de K(X) em A. U

A algebra K(X) é chamada dlgebra livre.

Na verdade, o homomorfismo que estende a aplicacao de um conjunto gerador livre
de uma algebra livre para uma &algebra qualquer é tinico conforme mostra o préoximo
lema.

Lema 1.2.1 Sejam A uma classe de dlgebras, F' uma dlgebra livre de A com con-
gunto gerador livre G e A uma dlgebra de A. Toda aplicacao de G em A estende-se
unicamente a um unico homomorfismo de F em A.

Demonstra¢ao. Seja o uma aplicagao de G em A. Se ¢ ¢ um homomorfismo de
F em A que estende o, entao ¢(f(g1,...,9,)) = f(o(g1),--.,0(gn)). Por outro lado,
como

F={f(g91,---90) | f(@1,..., @) € K(X);01,-..,90 € G},

existe um tnico homomorfismo de F' em A que estende o. [l

Dizemos que dois conjuntos sao de mesma cardinalidade se existe uma bijecao
entre eles.



CAPITULO 1. ALGEBRAS COM IDENTIDADES POLINOMIAIS 4

Teorema 1.2.2 Duas dlgebras livres de uma mesma classe com conjuntos geradores
livres de mesma cardinalidade sao isomorfas.

Demonstracao. Sejam F; e Fy duas élgebras livres de uma mesma classe com
conjuntos geradores livres G; e GGy respectivamente. Suponhamos que o seja uma
aplicacao bijetora de G; em (5. Logo, existe um homomorfismo ¢; de F} em F, que
estende 0. Além disso, existe também um homomorfismo ¢y de F5 em I} que estende
o~ 1. Por outro lado, o homomorfismo ¢, o ¢; estende a aplicacdo o' oo que é a
identidade. Assim, ¢ o ¢; é 0 homomorfismo identidade de F; em F;. Da mesma
forma, vemos que ¢, o ¢5 € o homomorfismo identidade de F, em F;. Portanto, ¢, e

(o sa0 isomorfismos. O

1.3 Identidades polinomiais

Definigao Um polinémio f(z1,...,z,) € K(X) ou a expressao f(z1,...,x,) =
0 é uma identidade polinomial da algebra A se f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer
ai,...,a, € A (dizemos também que A satisfaz a identidade polinomial f). O con-
junto

T(A) ={f € K(X) | f é uma identidade polinomial de A}

é um ideal de K(X) chamado ideal das identidades, ou T-ideal da algebra A. Uma
dlgebra com identidade polinomial (ou abreviadamente uma PI dlgebra, pois a sigla
vem do inglés) é uma algebra que satisfaz uma identidade polinomial ndao-nula.

Seguem alguns exemplos de PI édlgebras.

Exemplo O polinémio [z, 23] = 129 — 2921 € chamado comutador de x; e x5. Se
A & uma algebra comutativa entdo [z1,z5] = 0 é uma identidade polinomial de A.

Exemplo Uma generalizacao do polinémio comutador é o polinémio standard de grau
n

Sp(T1, .., Ty) = Z (=1)%%0(1) - - - To(n)s

gESy

onde S,, é o grupo simétrico de grau n que permuta os simbolos 1, 2, ..., n, e (—1)7
é o sinal da permutagao o. Obviamente so(1, T2) = X129 — Tox1 = [x1, x2]. O famoso
Teorema de Amitsur-Levitzki afirma que sy, (1, ..., x9,) = 0 é uma identidade poli-
nomial na algebra das matrizes M, (K). H& essencialmente cinco provas para esse
teorema. A prova original [1], publicada em 1950 por Amitsur e Levitzki, baseia-
se em argumentos combinatorios indutivos. Em 1958, Kostant [31] apresentou uma
prova utilizando co-homologia. Usando teoria dos grafos, Swan [44] em 1963 também



CAPITULO 1. ALGEBRAS COM IDENTIDADES POLINOMIAIS 5

demonstrou esse teorema. As outras duas provas foram feitas por Razmyslov [40] em
1974 e por Rosset [42] em 1976.

Exemplo A algebra M,(K) satisfaz a identidade
f(@1, 29, 3) = [[21, I2]2,l‘3] = (7172 — $2$1)2$3 — x3(7172 — $2$1)27

conhecida como identidade de Hall. Verifica-se facilmente essa identidade observando
dois fatos de demonstracao bastante simples. O primeiro é que se a e b pertencem a
M,(K), n € N, entdo o trago de [a, b] é zero; e o segundo é que se a pertence a My (K)
e o traco de a é zero entao a®> = \e, onde A € K e e é a matriz identidade 2 x 2.

Exemplo A algebra das matrizes triangulares superiores n x n sobre K, denotada
por U, (K), é uma PI &lgebra pois satisfaz a identidade

f($1, e ,l’zn) = [96’1,352][563, 1’4] e [$2n717$2n]-

Isto decorre dos fatos de que se a e b sdo elementos de U, (K) entdo [a, b] ¢ um elemento
de U, (K) com a diagonal principal nula; e que o produto de n matrizes triangulares
superiores n X n com a diagonal principal nula é a matriz nula.

Exemplo Uma algebra A é uma nil dlgebra se para cada a € A existe um nimero
natural n tal que @™ = 0. O menor ntimero n com esta propriedade é chamado indice
de nilpoténcia do elemento a. Uma élgebra A é uma nil dlgebra de indice limitado n
se a” = 0 para cada a € A. Toda nil algebra de indice limitado n é uma PI algebra,
pois satisfaz a identidade f(x) = 7.

Exemplo Uma algebra A é nilpotente se existe um nitmero natural fixo n tal que o
produto de quaisquer n elementos de A é igual a zero. O menor niimero n com esta
propriedade é o indice de nilpoténcia da algebra A, e A é chamada algebra nilpotente
de classe n— 1. Toda algebra associativa nilpotente de classe n — 1 é uma PI algebra,
pois satisfaz a identidade f(x1,...,z,) = x1...2,.

Apos varios exemplos de PI algebras, podemos nos perguntar: existem dlgebras
que nao sao PI dlgebras? A resposta é sim. A algebra K (X), por exemplo, nao satis-
faz nenhuma identidade polinomial nao-nula. Isto pode ser compreendido através de
um argumento simples. Suponhamos, por absurdo, que f(x1,...,z,) seja uma identi-
dade polinomial ndo-nula de K(X). Logo, f(z1,...,2,) = f(fi(x1),..., fu(zs)) =0,
onde fi(z;) = z; para 1 < i < n, o que é um absurdo pois f(xy,...,x,) # 0. Na
verdade, basta considerar uma algebra A que contém como subélgebra a algebra livre,
livremente gerada pelas variaveis x; e x5. Sabe-se que esta algebra livre contém sub-
algebras que sao livres e livremente geradas por conjuntos de qualquer cardinalidade
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(segundo um teorema de A. Shirshov, ver [50, Lemma 3.6]). Entado A nao satisfaz
nenhuma identidade polinomial.
O proximo teorema mostra que toda algebra de dimensao finita é uma PI algebra.

Teorema 1.3.1 Se A ¢ uma dlgebra de dimensao finita n entao ela satisfaz a iden-
tidade
Sn+1(271, e ,xn+1) = Z (—1)03}0(1) c. ..rg(n+1).

0ESH+1

Demonstracao. Da definicao de polinémio standard é 6bvio que ele é igual a
zero se dois de seus argumentos sao iguais. Sejam {ej,...,e,} uma base do espago
vetorial A e aq,...,a,y1 elementos arbitrarios da algebra A. Podemos represen-
tar cada um dos elementos a; na forma de uma combinacao linear dos elementos
eq,...,e, com coeficientes em K. E facil ver que a expressao Spa1(@y, ... apey) €
uma combinagao linear de termos da forma s,i1(€;,,...,¢€;,,,), onde cada e; é um
elemento do conjunto {ej,...,e,}. Mas entao existem dois argumentos na expressao
Sn+1(€ir,- - -, €i,,,) que necessariamente coincidem e, portanto, ela deve ser igual a
zero. Logo, spy1(ai,...,anr1) = 0. (Na verdade, a prova vem do fato de que como
ai, ..., Gpy1 s@0 linearmente dependentes entao s,1(ay,...,a,+1) =0.) O

Definigao Um ideal I de uma élgebra A é um T-ideal se é invariante sob todos os
homomorfismos de A, ou seja, ¢(I) C I para todo endomorfismo ¢ de A.

Teorema 1.3.2 O ideal das identidades de uma dlgebra é um T-ideal de K({X).

Demonstra¢ao. Sejam A uma algebra, f(z1,...,z,) € T(A) e ¢ um endomorfismo
de K(X). Como (f(z1,---,2n)) = F(@r1)r-»8(5n) © flar, .-, an) = O para
quaisquer elementos ay, ..., a, de A, obtemos que ¢(f(z1,...,z,)) € T(A). Portanto,
o(T(A)) € T(A). O

Teorema 1.3.3 Um ideal I de K(X) ¢ um T-ideal se, e somente se, f(fi,...,fn) €1
para todo f(xy,...,x,) € I e para quaisquer fi, ..., f, € K(X).

Demonstra¢ao. Suponhamos que I seja um T-ideal de K(X). Sejam f(x1,...,x,)
um polindémio de I e f1,..., f, € K(X). A aplicacdo ¢ : K(X) — K(X) definida por
¢(z;) = fi quando 1 < i <n e ¢(x;) = 0 caso contrario ¢ um endomorfismo de K (X).

LOgOJ f(flvafn) - ¢(f(x177xn)) € I Suponhamos agora que f(flaafn) S
I para todo f(xy,...,x,) € I e para quaisquer fi,...,f, € K(X). Se ¢ é um
endomorfismo de K (X) entao

O(f(z1,. . ) = f(P(z1), ... o(xn)) € 1,
pois ¢(z1), ..., ¢(x,) € K(X). O
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Teorema 1.3.4 Se I é um T-ideal de K(X) entio I =T(K(X)/I).

Demonstragao. Sejam f(x1,...,x,) € I e fi,..., fn elementos de K(X). Como
f(fi,--., fn) € I devido ao Teorema 1.3.3, temos que

flfi+1L. . fat+tD=f(f1, - fu)+ [ =0+1.
Portanto, I C T(K(X)/I). Por outro lado, se f(z1,...,x,) € T(K(X)/I) entao
I=f(ei+1,...;0,+1)= f(x1,...,2,) + I
assim, f(xy,...,x,) € I. Portanto, T(K(X)/I) C I. O

Definigao Se B ¢ um conjunto gerador de T(A) para uma algebra A, dizemos que B
é uma base das identidades de A. Se B nao contém propriamente nenhuma base de
A, B & chamada base minimal de T'(A). Se § ¢ um subconjunto de K(X), o T-ideal
gerado por S ¢ denotado por (S)T. Em outras palavras, (S)7 ¢ o ideal em K{X)
gerado pelos polinémios

{f(g1,92, -, 90) | f(x1,29,...,2,) €S,9; € K(X)}.

Se um polindomio f € K(X) pertence a (S)T dizemos que f seque de S ou que f é
uma conseqiiéncia de S. Dois subconjuntos de K (X) sdo equivalentes se eles geram
o mesmo T-ideal.

Um dos principais problemas da Teoria de Identidades Polinomiais é encontrar,
para uma determinada algebra, bases para suas identidades polinomiais. Seguem
alguns exemplos de bases de identidades polinomiais.

Exemplo Razmyslov [39] encontrou uma base com 9 identidades para a &lgebra
My(K), quando K ¢é um corpo de caracteristica zero. A demonstragdo desse re-
sultado é bastante complicada, consistindo em demonstrar primeiro que as identi-
dades polinomiais da algebra de Lie sly(K) tém base finita, e em utilizar depois as
chamadas identidades fracas satisfeitas pelo par (Ms(K), slo(K)). Recordamos que
um polindmio associativo f é uma identidade fraca para este par, se f anula-se sobre
os elementos de sly(K). Aqui slo(K) ¢é a algebra de Lie das matrizes 2 x 2 com trago
0, onde a multiplicagdo é o comutador [a,b] = ab — ba para a, b € sly(K). Drensky,
utilizando pesadamente a teoria de representacoes dos grupos simétrico e geral linear,
em [15] melhorou esse resultado encontrando uma base minimal com 2 identidades, a
saber

s4(1, 12,23, 74) = Z (—1)20(1)To(2)To(3) To(a),
ogESy

h($1,$27$3) = [[$1,$2]2,$3]‘
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Em seguida, Vasilovsky em [45] demonstrou que as identidades polinomiais da élgebra
de Lie sly(K) admitem base que consiste de uma identidade s6, desde que o corpo
K seja infinito e de caracteristica p # 2, e desenvolveu métodos interessantes. Esses
métodos foram aplicados com sucesso em varias situagdes, ver por exemplo [46]. Em
[25], o resultado de Razmyslov sobre as identidades fracas de (My(K),sly(K)) foi
provado verdadeiro para caracteristica p # 2, e algumas generalizagoes foram obtidas
em [26] e em [27].

Em [28] foi demonstrado que o resultado de Razmyslov e de Drensky sobre as
identidades polinomiais da &lgebra My(K') é vélido para corpos infinitos com cara-
cteristica prima p > 7. Sabe-se também que o resultado acima ¢é valido para corpos
infinitos de caracteristica 5, e que em caracteristica 3, a base minimal consiste das
duas identidades acima, mais uma identidade polinomial de grau 6, a saber

[x1, 9] 0 (wov) — (1/8)([x1, u, v, Ta] + [x1,v, u, xs] — [x2, u, 21,v] — [2,v, 21, ul)

onde u = [x3,24], v = [v5,26], a 0 b = (1/2)(ab + ba), e os comutadores compridos
sdo lidos da esquerda para a direita, isto é, [a,b,c] = [[a,b],c] (observe que se a
caracteristica de K for 3 entao 1/8 = —1).

Ressaltamos que os métodos utilizados em caracteristica positiva sao baseados na
teoria de invariantes dos grupos classicos. Essa teoria foi desenvolvida por Doubilet,
Rota e Stein [14] e em seguida por De Concini e Procesi em [10], de modo indepen-
dente da caracteristica do corpo base. Nesta tese nao precisaremos de tais métodos
algébricos, combinatorios e geométricos, portanto encerramos a discussao neste ponto.

Exemplo Maltsev e Kuzmin [35] provaram que o ideal das identidades da &lgebra
das matrizes Ms(K), onde K é um corpo finito com ¢ elementos, é gerado pelos
polinémios

filen,zs) = (21— a2 (w2 — 2% ) (1 — w1, 22)77Y),

folzr, ) = (21 —2f) - (22 — 23) — (21 — 27) - (22 — 25)]",
onde Ty - Ty = T1X9 + XX

Exemplo Regev e Krakowski [32| descobriram que sobre corpos de caracteristica 0
todas as identidades da algebra de Grassmann seguem da identidade [[z1, 23], 23] = 0.
Este altimo resultado generaliza-se facilmente para o caso de quaisquer corpos infini-
tos de caracteristica p # 2. (Quando p = 2, a éalgebra de Grassmann é comutativa,
portanto nao muito “interessante” do ponto de vista da PI teoria. Pois no caso de
algebras comutativas, um raciocinio bastante simples mostra que qualquer identidade
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polinomial que nao seja seqiiéncia da comutatividade, implica na nilpoténcia da alge-
bra.) Ressaltamos ainda que a algebra de Grassmann E de um espago V', dim V' = oo,
¢ um exemplo de uma algebra PI que nao satisfaz nenhuma das identidades standard
Sn, n > 1, em caracteristica 0. Quando a caracteristica do corpo é p > 2, a algebra E
satisfaz a identidade s,;;. Um teorema de Kemer, ver [24], afirma que neste tltimo
caso, toda PI édlgebra satisfaz alguma identidade standard.

Em 1950, Specht [43] formulou o seguinte problema para élgebras associativas
sobre corpos de caracteristica zero: Toda dlgebra possui uma base finita para suas
identidades polinomiais? Essa pergunta, que ficou conhecida como Problema de
Specht, passou a ser uma das questoes centrais da Teoria de Identidades Polinomiais e
foi finalmente respondida de modo afirmativo por Kemer em 1987 (vide [23] ou [22]).
Anteriormente, em 1973, Kruse [33] e Lvov [34] separadamente provaram que esse
problema tem resposta positiva para algebras finitas. Foi encontrada uma resposta
negativa para o Problema de Specht no caso de élgebras infinitas sobre corpos de
caracteristica positiva. Nao vamos discutir em detalhes os avangos na resolugao do
Problema de Specht pois é um assunto que merece atenc¢ao especial, envolve métodos e
técnicas pesados, e nao esta diretamente relacionado com o contetido da presente tese.
Mais adiante faremos uma exposicao resumida de alguns pontos da teoria desenvolvida
por Kemer, com a finalidade de justificar o nosso interesse em estudos de identidades
graduadas em &algebras matriciais e de Grassmann. Referéncias adicionais e resultados
classicos bem como recentes sobre o Problema de Specht e a historia da sua solugao,
podem ser encontradas no artigo de Belov [6].

Defini¢ao Seja I um subconjunto de K(X). A wvariedade de algebras U definida
pelo conjunto I é a classe de todas as algebras que satisfazem cada identidade de I;
o conjunto I é o conjunto de identidades que definem a variedade . E facil ver que
o ideal I esta contido no ntucleo de qualquer homomorfismo da algebra livre K (X)
numa algebra da variedade U. A variedade trivial é a classe de algebras que contém

apenas a algebra nula (em outras palavras é a variedade cujo conjunto de identidades
que a definem é K(X)).

Definicao Se 2 é uma classe de algebras, o conjunto
T®) ={fe K(X)|feT(A) para cada A € A}
é um ideal de K (X) chamado ideal das identidades da classe de algebras 2.

Obviamente se U ¢ uma variedade de élgebras, o ideal das identidades T'(0) ¢
um conjunto de identidades que definem (ou determinam) a variedade . O proximo
teorema mostra que toda variedade possui uma algebra livre.

Teorema 1.3.5 Sejam U uma variedade nao-trivial de dlgebras e m : K(X) —
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K(X)/T (D) a proje¢ao candnica. Entao:
(i) a restricao de m a X € injetora;
(i1) a dlgebra K(X)/T () € livre na variedade B com conjunto gerador livre w(X).

Demonstracao. Provaremos primeiro que a restricao de m a X é injetora. Sejam
x1 e x9 elementos distintos de X tais que m(z1) = 7(x2). Consideremos uma algebra
nao-nula A de U e um elemento nao-nulo a de A. Entao existe um homomorfismo
¢: K(X) — Atal que ¢(z1) = a e ¢(xz) = 0. Como T'(U) esté contido no nicleo de
¢, existe um homomorfismo ¢ : K(X)/T(0) — A para o qual ¢ o m = ¢. Mas

a=¢(r1) =pom(r) =vom(ry) = (w2) =0,

o que é uma contradigao.

A algebra K(X)/T(0) ¢ gerada pelo conjunto m(X) e pertence a U desde que
satisfaz todas as identidades de T'(%0). Mostraremos que essa algebra é livre em
¥ com conjunto de geradores livres 7(X). Sejam A € U e o uma aplicagdo de
m(X) em A. Como K(X) ¢ uma algebra livre com conjunto gerador livre X, a
aplicacdo o o : X — A estende-se a um homomorfismo ¢ : K(X) — A. Existe um
homomorfismo ¢ : K(X)/T(B) — A para o qual ¢ o = 1), pois T(U) esta contido
no nicleo de ¥. Se x € X, entao

¢(n(x)) = ¢pom(z) =P(x) = g on(x) = o(n(x));

ou seja, o homomorfismo ¢ estende a aplicacao o. Conseqiientemente, ¢ é o homo-
morfismo desejado. Assim, K(X)/T(0) é uma algebra livre na variedade U e m(X)
¢é o seu conjunto gerador livre. O

Uma variedade de algebras é claramente fechada sob as operagoes de tomar subal-
gebras, imagens homomorfas e produtos cartesianos. Uma variedade ‘U de algebras
¢é gerada por uma classe 2 de algebras, se toda algebra de U pode ser obtida das
algebras de 2 por uma seqiiéncia finita de aplicacoes dessas operagoes; denotamos
esse fato por U = Varl ou, quando a classe 2 contém apenas uma algebra A, por
U = VarA. O classico teorema de Birkhoff demonstra que uma classe nao vazia de
algebras é variedade se, e somente se, ela é fechada com respeito as trés operagoes
acima descritas.

No proximo lema, listamos algumas propriedades basicas das variedades (omitimos
a demonstragao por ser bastante facil). E importante frisar que ele s6 é valido pois o
conjunto X é infinito.

Lema 1.3.1 Sejam A e B duas classes de dlgebras e U uma variedade de dlgebras.
(i) T(H) = NacaT(A) = T(Vard);

(ii) se A B entao T(B) C T'(A);

(11i) A C U se, e somente se, T(V) C T'(A);

(iv) se F' € uma dlgebra livre em U entao T'(V) = T(F).
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Corolario 1.3.1 Se A ¢ uma dlgebra entao T'(VarA) =T(A).

Vérios dos resultados e defini¢oes apresentados nesta secao e na anterior poderiam
ser generalizados para algebras ndo necessariamente associativas (algebras de Lie, de
Jordan, alternativas, entre outras), sobre anéis comutativos com identidade. Porém,
como as algebras tratadas neste texto sao principalmente a algebra das matrizes e
a algebra de Grassmann, desde este primeiro capitulo restringimos as definig¢oes a
algebras associativas sobre corpos. Para defini¢coes e propriedades mais genéricas
sobre esse tema, o livro [50] é muito adequado.

1.4 Polin6mios homogéneos, lineares e proéprios

Definicao Um monémio m tem grau k em x; se a variavel x; ocorre em m exatamente
k vezes. Um polinémio f é homogéneo de grau k em x;, se todos os seus mondmios
tém grau k em x;; denotamos isso por deg,. f = k. Um polinémio linear em z; é um
polinémio homogéneo de grau 1 em x;.

Definicao Um polinémio é multi-homogéneo se para cada variavel x; todos os seus
monomios tém o mesmo grau em x;. Um polinémio é multilinear se é linear em cada
variavel. O grau de um monoémio é o seu comprimento. O grau de um polindémio é o
grau de seu maior monoémio.

Definigao Se f ¢ um polinoémio de K (X) de grau n e x;, é uma variavel de f, podemos
escrevé-lo como uma soma
n
= E Ji
i=0

onde cada polinémio f; é homogéneo de grau i na variavel x;. Cada polindmio f; é
uma componente homogénea de grau i em x do polindbmio f.

Os polinémios multilineares e multi-homogéneos desempenham um papel impor-
tante na busca de bases para identidades polindmiais sobre determinados tipos de
corpos. Esse fato, ja observado por Specht [43] em 1950, esta desenvolvido em deta-
lhes no proximo lema que também pode ser encontrado em [16], pp. 39-40.

Lema 1.4.1 Seja
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onde f; € a componente homogénea de f de grau i em xy.

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos entao as identidades polinomiais
fi=0,1=0,1,...,n, seguem de f = 0.

(i) Se a caracteristica do corpo K é 0 ou maior que o grau de f entao f = 0 €
equivalente a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Demonstragao. (i) Seja I = (f)T o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos
n + 1 elementos diferentes «q, a1, ..., a, de K. Como I é um T-ideal,

n
flojzy, xa, .. Ty) :Za;-fi(:nl,:v%...,mm) el, j=0,1,...,n.
i=0

Consideramos essas equagoes como um sistema linear com incognitas f;, 0 < i < n.
Desde que o determinante

1 o o -+ ap

1 ap a2 -+ af

Loag ay -0 af | =](ey — )

- i<j

1 ap a2 -+ a”
¢ o determinante de Vandermonde e ¢ diferente de 0, temos que cada f;(xy,...,x,,)
pertence a I, ou seja, as identidades polinomiais f; = 0 sao conseqiiéncias de f = 0.

(ii) Pela parte (i), podemos assumir que f(xy,...,2,) ¢ multi-homogéneo. Seja

k = deg,, f. Escrevemos f(y; + y2, T2, ...,Zy) € I na forma

k

f(yl +927$2» s 7xm) = Zfi(ylay%x% s 7xm)7
=0

onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Logo f; € I, 0 <1 < k. Como
deg, fi < k,i=1,...,k—1,j = 1,2, aplicamos argumentos indutivos e obtemos um
conjunto de conseqiiéncias multilineares de f = 0. A fim de ver que essas identidades
multilineares sao equivalentes a f = 0, é suficiente ver que

k
fi(y17y17$27 cee 7xm) = (i>f(ylvx27 s 7$m)7

e o coeficiente binomial é diferente de 0 porque assumimos que a caracteristica do
corpo K é 0 ou maior que o grau do polinémio f. 0

Observamos que o item (i) do lema acima significa que o polindémio f gera o mesmo
T-ideal como o gerado pelos polindémios f;, i =0, 1, ..., n.
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Corolario 1.4.1 Seja A uma dlgebra.

(i) Se o corpo K € infinito entao todas as identidades polinomiais de A sequem de
suas identidades multi-homogéneas.

(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero entao todas as identidades polinomiais de A
sequem de suas identidades multilineares.

Quando a algebra ¢é unitaria podemos restringir a busca de identidades polinomiais
a um determinado tipo de polindmios conforme explicamos abaixo.

Definicao O comutador de comprimento n é definido indutivamente por [z, x| =
T1To9 — Tox1 para n = 2 e por

[1717 cee 7xn—1>xn] - Hxlv cee 7xn—l]7xn]

para n > 2. Um polindémio f € K(X) é chamado polindmio préprio (ou comutador)
se ¢ uma combinagao linear de produtos de comutadores

f(a:l, e ,.lem) = Zai,“_,j[:vil, ce ,Q}ip] Ce [le, Ce ,Jl'jq], ai,...,j € K

(Assumimos que 1 é um produto de um conjunto vazio de comutadores.) Denotamos
por B(X) o conjunto de todos os polinémios proprios em K (X).

O proximo lema mostra a importancia dos polinomios comutadores para encontrar
uma base das identidades de uma algebra unitaria. Sua prova nao é complicada e pode
ser encontrada em [16]|, Proposi¢ao 4.3.3, pp. 42-44. A demonstracao esté baseada
no teorema de Poincaré, Birkhoff e Witt sobre a algebra universal envolvente de uma
algebra de Lie, e, mais especificamente, que a algebra K (X) é a universal envolvente
da &lgebra livre de Lie livremente gerada pelo conjunto X.

Lema 1.4.2 Se A é uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito, entao todas as
identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias (ou seja, daquelas
em T(A) N B(X)). Se A é uma dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica
0, entao todas as identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias
multilineares.

1.5 Algebras graduadas

As bases de identidades polinomiais para algebras sao ainda pouco conhecidas. Os
poucos resultados descobertos até agora resumem-se basicamente em bases para as
seguintes algebras: matrizes de ordem 2 sobre corpos de caracteristica diferente de
2, as matrizes de ordem 3 e 4 sobre corpos finitos, matrizes triangulares superiores
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de qualquer ordem sobre corpos infinitos, a algebra de Grassmann, e o quadrado
tensorial da algebra de Grassmann sobre corpos de caracteristica 0. Assim, somos
levados a pesquisar outros tipos de identidades polinomiais como identidades fracas
(ja discutimos de modo informal tais identidades), identidades com trago (isto é, além
das operacoes usuais da algebra, temos mais uma operacao unaria — o trago, e os
“polindmios” envolvem, além das variaveis usuais, tragos), e identidades graduadas,
que fornecem informagoes sobre as identidades polinomiais ordinarias. As identidades
com trago da algebra M, (K), por exemplo, foram descritas por Procesi [38] e por
Razmyslov [40]. Esse resultado ¢ um dos mais abrangentes e gerais, e de grande
importancia para a PI teoria.

O interesse no estudo de identidades graduadas sobre um corpo de caracteristica
0 é justificado pela relagao entre as identidades graduadas e as ordinarias que é uma
das pegas chave da teoria estrutural de T-ideais desenvolvida por Kemer (veja [23]).
Embora em caracteristica positiva nao exista tal relagao, as identidades graduadas
sao ainda de interesse (veja por exemplo |7, §]).

Até o final desta secao, fixamos GG como um grupo abeliano aditivo.

Definigcao Uma dglgebra G-graduada A = dec A, € uma algebra que pode ser ex-
pressa como a soma direta da familia de subespacgos {A, | g € G} de A tais que
AgA, C Agyn para quaisquer g, h € G.

Defini¢ao Uma élgebra G-graduada A possui G-graduagao trivial se Ag = Ae Ay =0
para 0 # g € G.

Definigcao Uma aplicagao ¢ : A — B entre algebras G-graduadas ¢ um homomor-
fismo G-graduado se ¢(A,) C B, para todo g € G. Do mesmo modo, sdo definidos
isomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduados.

Definicao Um subespaco B de uma algebra G-graduada A é G-graduado se é a soma
direta das intersecoes B N A,.

Definicao Seja A um algebra G-graduada. Um elemento a de A é homogéneo se
existe g € G tal que @ € Ay; nesse caso, dizemos que g é o grau homogéneo do
elemento a e denotamos a(a) =¢g. Sea =) ag, dizemos que a, ¢ a componente
homogénea de grau g de a.

agEAy

Os proximos dois lemas tém demonstragoes bastante diretas.

Lema 1.5.1 Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra de A. As afir-
magoes a sequir Sao equivalentes:
(i) B é uma subdlgebra G-graduada de A;
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(1) B € uma dlgebra G-graduada tal que By C A, para cada g € G
(iii) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B.

O centro Z(A) de uma &lgebra G-graduada A é uma subélgebra G-graduada. Para
ver isso, considere a, a componente homogénea de grau g de um elemento a € Z(A)
e z um elemento homogéneo de A. Como axr = za, temos que a,z = ra,. Assim,
o elemento a, comuta com qualquer elemento homogéneo de A e, portanto, com
qualquer elemento de A. Logo, a, € Z(A).

Lema 1.5.2 Se I é um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A entao A/l
¢ uma dlgebra G-graduada considerando (A/I), ={a+1|a € A,}.

E facil ver que se ¢ : A — B é um homomorfismo G-graduado entdo ker ¢ ¢ um
ideal G-graduado de A e ¢(A) é uma subalgebra G-graduada de B tal que ¢(A), =
#(A,) para todo g € G. Além disso, o Teorema do Isomorfismo é valido para algebra
graduadas, ou seja, a algebra quociente A/ ker ¢ é isomorfa a imagem ¢(A).

Podemos definir uma G-graduagao para a éalgebra livre K(X). Seja {X, | g € G}
uma familia de subconjuntos disjuntos e enumeraveis de X tais que X = UgeqX,.
Uma variavel € X tem grau homogéneo ¢, denotado por o(z) = g, se x € X,. O
conjunto dos monomios

{1’1‘1131‘2 cee Tgy, | Ly Ligy -« oy Ty, € X,]C S N}

¢ uma base da algebra livre K(X) como espago vetorial. O grau homogéneo de um
mondmio m = x;, %, ... x;, € definido como a(m) = a(z;,) + a(zy,) + - - + a(z;,).
Para g € GG, denote por K(X), o subespago de K (X) gerado por todos os monémios
com grau homogeéneo g. Note que K(X),K(X), C K(X),., para quaisquer g e h
em (. Portanto, esta decomposigao define uma G-graduagao para a éalgebra K (X).

Definicao Um ideal I de uma algebra G-graduada A é um T-ideal se é invariante sob
todos os endomorfismos G-graduados de A, ou seja, ¢(I) C I para todo endomorfismo
G-graduado ¢ de A.

Defini¢gao Um polinémio f(z1,...,x,) € K(X), ou a expressao f(x1,...,z,) =0,é
uma identidade polinomial G-graduada da élgebra G-graduada A se f(aq,...,a,) =0
para quaisquer ai, ..., a, € UsegAq tais que a; € Ay, @ = 1,...,m. O conjunto

Ta(A) de todas as identidades graduadas de uma algebra G-graduada A é um Tg-
ideal de K (X) chamado ideal das identidades G-graduadas da algebra A.

As &lgebras graduadas com identidades polinémiais possuem propriedades anélo-
gas as algebras nao-graduadas com respeito a T-ideais, variedades, polinémios linea-
res, polindmios homogéneos, etc.
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O préximo lema fornece alguma informacao sobre as identidades ordinarias a partir
de identidades graduadas.

Lema 1.5.3 Se A e B sao dlgebras G-graduadas tais que Tg(A) C Te(B) entao
T(A) C T(B).

Demonstragao. Seja f(xy,...,z,,) uma identidade qualquer de A e sejam
b= big b= bug
geG geG

elementos de B. Como f € T(A), temos que

FO w1g, .Y @) € Te(A) € T(B).

geG geG
Logo f(b1,- .- bm) = f(Qoyeq bigs -+ s 2yeq bmg) = 0. Assim T'(A) CT(B). O

Corolario 1.5.1 Se duas dlgebras tém as mesmas identidades graduadas entao elas
tém as mesmas identidades ordindrias.

Daremos abaixo um contra-exemplo para a inversa desse corolario.
Um grupo importante para estudar identidades graduadas sao os inteiros médulo
2. Para esse grupo utilizamos algumas notacoes particulares.

Definicao Numa algebra Zs-graduada A, o subespago Ay é chamado subespaco par
e seus elementos sao os elementos pares, ao passo que o subespaco A; é chamado
subespaco impar e seus elementos sao os elementos impares.

A &lgebra de Grassmann E = Ey @ F; é uma algebra Zs-graduada, onde Ejy é o
subespaco par e E; é o subespago impar.

A algebra livre K(X) também tem algumas notagoes especiais no caso de Zo-
graduacao. Sejam Y = {y; | i € N} e Z = {2; | i € N} dois subconjuntos disjuntos
de X tais que X =Y U Z. Assumimos que as variaveis do conjunto Y tém grau par
e as variaveis do conjunto Z tém grau impar. Portanto, um mondémio tem grau par
(impar) se possui um numero par (impar) de variaveis do conjunto Z.

Do mesmo modo que no caso das identidades ordinarias, estamos interessados em
encontrar bases para as identidades graduadas. A fim de encontrarmos uma base
para as identidades Zs-graduadas da &lgebra de Grassmann, vamos recordar um fato
simples de algebra linear.

Lema 1.5.4 Sejam U; e Uy dois subespagos de um espago vetorial V' tais que Uy C
U,y. Sewvy,...,v, sao elementos de V' tais que o conjunto {vy + Uy, ..., v, + Ui} gera
V/Uy e o conjunto {vy + Us, ..., v, + Us} € linearmente independente em V /U, entdo
U1 - UQ.
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Demonstracao. Seja u um elemento de U,. Por hipdtese, existem escalares
g, ..., 0 tais que u+ Uy = aq(vg + Uy) + -+ + an(v, + Uy); logo, u — ajvy +
ot apu, € Uy C Uy, Assim, 04+ U; = u+U; = aqug + -+ + apu, + Uy =
ap(vy + Uz) + -+ + ap(v, + Us). Portanto, oy = -+ =a,, =0 e u € Uy. d

Proposicao 1.5.1 Se o corpo K ¢ infinito e de caracteristica diferente de 2 entdo
todas as identidades polinomiais Zso-graduadas da dlgebra de Grassmann sequem de
Y1Y2 = YoU1, Y121 = Z1Y1 € 2122 = —2221. Se 0 corpo K € infinito e de caracteristica 2
entao todas as identidades polinomiais Zo-graduadas da dlgebra de Grassmann seqguem
de y1ys = Yotn, Y121 = 21Y1, 2122 = 2271 € 27 = 0.

Demonstracao. Suponhamos que K tenha caracteristica diferente de 2. Seja [
o ideal das identidades Zs-graduadas de K(X) gerado pelas identidades graduadas
Y1Y2 = Yo, Y121 = 21Y1 € 2122 = —2z1. Claramente I C Ty(E). Seja C' o conjunto
dos monoémios v;, ... ¥, 25, ... 2; tais que ip < oo <gpe g < -0 < g E facil ver
que o conjunto {m+ I | m € C} gera o espago vetorial K(X)/I. Vamos provar
que o conjunto {m + T5(FE) | m € C} ¢é linearmente independente no espago vetorial
K(X)/Ty(F). Sejam my, ..., m, elementos de C' e ay, ..., a, elementos do corpo K
tais que agmy +. ..+ a,m, € Tx(F); queremos mostrar que a; = - -+ = ,, = 0. Como
o corpo K ¢é infinito, pelo Lema 1.4.1, podemos supor que o;m; € T5(FE) para cada
i € {1,...,n}. Fazendo as substitui¢oes y; — 1 e z; — e; no monoémio m;, temos que
a; = 0. Aplicando o Lema 1.5.4, concluimos a prova. Se o corpo K tem caracteristica
2, pelo mesmo raciocinio concluimos a prova. U

Podemos agora dar um exemplo que mostra que a reciproca do Corolario 1.5.1 nao
é valida. Consideremos na éalgebra de Grassmann E duas graduagoes. A primeira é
a graduacao da proposicao anterior. A outra é a graduacao trivial, onde y1y> = Y211
nao ¢ uma identidade graduada. Portanto, uma mesma algebra pode ter identidades
graduadas diferentes conforme a graduacao.

Enunciamos um lema para identidades Zs-graduadas correspodente ao Lema 1.4.2.

Lema 1.5.5 Se f(y1,..-,Ym,21,---,2n) € K(X) € um polindomio multi-homogéneo,
entao ele € equivalente como identidade graduada a uma colegao finita de identidades
graduadas tais que as varidveis yi,...,Ym, aparecem em cada um deles apenas em
comutadores.

Demonstragao. A prova é a mesma que a da Proposigao 4.3.3 de [16]. Note que
podemos substituir x; por x; + 1 apenas quando x; € Y, pois 1 € K(X) pertence a
K(X)o. O

Denote como By (X) o conjunto dos polinomios f em K (X) tais que toda variavel
y; aparece em comutadores na expansao de f.
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Corolario 1.5.2 Se I é um Ty-ideal de K(X) entio I é gerado como Ty-ideal pelo
conjunto I N By(X).

No préximo capitulo consideraremos algebras graduadas e suas identidades poli-
nomiais. Recordamos agora alguns fatos da teoria de A. Kemer [23| sobre a estrutura
dos T-ideais. Essa teoria foi desenvolvida para algebras sobre corpos de caracteristica
0, portanto assumimos até o fim desta se¢ao que a caracteristica do corpo K é 0.

Sejam U e V duas variedades de algebras, denotamos por UV o produto de U e
V, isto é, a classe de todas as algebras A que possuem um ideal I tal que I € V,
A/l € U. Definimos a &lgebra M ;(E) como sendo a subélgebra de M. ;(E) que

tais que A € My(Ey), D € M;(Ey) e B e C sao

. . A B
consiste das matrizes C D
matrizes k X [ e | X k, respectivamente, com entradas de FEj.

Um T-ideal I em K(X) é chamado T-primo, se ele é primo dentro da classe de
todos T-ideais. Em outras palavras, se I; e Iy sao T-ideais e I1I, C [ entao I} C I
ou I, C I. O T-ideal J é semiprimo, se JZ C J implica J; C J para todo T-ideal .J;.
Isto quer dizer que nao existem T-ideais nilpotentes e ndo nulos na algebra K (X)/J.

Os seguintes resultados foram demonstrados em |23, Capitulo 1].

1. Se V' é uma variedade nao trivial entao V' = N,W onde N, é a variedade das
algebras nilpotentes de indice k, e W é a maior variedade semiprima que esta
contida em V.

2. O T-ideal I ¢ semiprimo se e somente se [ = I; N Io N ... NI, para algum g e
alguns T-ideais primos I;.

3. Os tnicos T-ideais que sdo T-primos sao 0, K(X) e os T-ideais das algebras
M, (K), M,(E) e My,(E).

Se A = Ay ® A; é uma élgebra Z,-graduada, denotamos por E(A) o envelope de
Grassmann de A, isto é, F(A) = Ao ®@ Ey® A ® Ej.
Kemer demonstrou ainda os seguintes resultados, ver [23, Capitulo 1].

1. Todo T-ideal nao-trivial coincide com o T-ideal do envelope de Grassmann de
uma algebra Z,-graduada e finitamente gerada.

2. O T-ideal de qualquer algebra Zs-graduada e finitamente gerada coincide com
o T-ideal de alguma algebra Zs-graduada de dimensao finita.

3. Dos dois resultados acima segue que todo T-ideal nao-trivial coincide com o T-
ideal do envelope de Grassmann de alguma algebra Zs-graduada de dimensao
finita.
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Um dos corolarios mais importantes dos resultados mencionados acima foi a
solucao positiva do problema de Specht em caracteristica 0.

Como a teoria de Kemer estd baseada fortemente em propriedades de identi-
dades Zs-graduadas, isso induziu varios estudos sobre as identidades de &lgebras Z-
graduadas. Indicamos o artigo [5] para detalhes e mais referéncias.

Quando consideramos algebras sobre corpos de caracteristica positiva, a teoria de
Kemer nao se aplica imediatamente. Em primeiro lugar, surgem novos T-ideais que
sdo T-primos (os chamados T-ideais irregulares). A sua descrigao estd bem longe
de ser completa, e uma parte da teoria de Kemer pode ser transferida somente para
algebras livres e finitamente geradas. Por outro lado, o problema de Specht em
caracteristica positiva tem resposta negativa. Mas as identidades graduadas podem
ser usadas no estudo das identidades polinomiais em &lgebras mesmo em caracteristica
positiva. Alguns exemplos nos exibiremos nos capitulos a seguir. Outros podem ser
encontrados em [5] e na bibliografia desse artigo.



Capitulo 2

Matrizes sobre corpos infinitos

2.1 Identidades Z,-graduadas de M(K)

A algebra My(K) possui a seguinte Zs-graduagao nao-trivial

MQ(K)0={<3 2) |a,d€K} eMg(K)1:{<2 8)|b,ceK}.

Di Vincenzo [11] provou que sobre corpos de caracteristica 0 todas as identidades
graduadas dessa algebra seguem de y1ys = a1 € 212223 = 232221. Ao estudar iden-
tidades polinémiais sobre corpos de caracteristica 0, conforme vimos no Lema 1.4.1,
temos uma vantagem pois podemos considerar apenas os polindmios multilineares.
Porém, para corpos de caracteristica positiva nao podemos contar com esse recurso.
No caso de corpos infinitos, as contas sao mais complicadas que no caso de caracteris-
tica 0, mas ainda temos uma vantagem semelhante que é o fato de poder considerar
apenas polindmios multi-homogéneos (vide Lema 1.4.1). Assim, foi provado que o
resultado de Di Vincenzo é vélido para corpos infinitos de qualquer caracteristica,
veja [29]. Reproduziremos nesta se¢do a demonstracao desse fato.

E bem conhecido o resultado classico que a &lgebra das matrizes genéricas de
ordem n é isomorfa & algebra relativamente livre K(X)/T(M,(K)) da variedade das
matrizes n X n (veja por exemplo Sec¢ao 7.2 de [16], pp. 86-87). Usaremos uma idéia
semelhante para algebras graduadas. Todas as segoes deste capitulo utilizam um
método bastante semelhante. Considerando uma algebra G-graduada A, inicialmente
construimos uma algebra graduada livre F' que é isomorfa a algebra K(X)/Tg(A). A
seguir trabalhamos na algebra graduada F' ao invés da algebra K (X)/Tx(A).

Até o final desta se¢ao, assumimos que K é um corpo infinito.

Seja Q = Klt;,u;,v;,w; | © € N] a algebra dos polindomios comutativos gerada
pelas variaveis t;, u;, v; e w;. A algebra My(€2) possui uma graduagao semelhante &

20
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de My(K), a saber,

M2(9)0={< ];1 ;34 > |f17f4€Q} 6M2(Q)1:{(})3 f2 ) !f2,f36§2}

Denote por F' a subélgebra Zs-graduada de Ms(2) gerada pelas matrizes

Lema 2.1.1 A dlgebra Zy-graduada relativamente livre K (X)) /To(My(K)) € isomorfa
a dlgebra F.

para ¢ € N.

Demonstracao. A prova é analoga aquela para matrizes genéricas. A aplicacao
¢ K(X) — F definida por ¢(f(y1, .-, Ym,21,---,2n)) = f(A1,..., An, By, ..., By)
¢ um homomorfismo Zs-graduado. Claramente, ¢ é sobrejetora. Além disso, um
simples célculo mostra que ker ¢ = To(M(K)) e ¢ induz um isomorfismo. O

Seja I o ideal das identidades Zs-graduadas de K(X) gerado pelas identidades
graduadas y1ys = Yay1 € 212223 = 232921.

Lema 2.1.2 A dlgebra Zs-graduada My(K) satisfaz todas as identidades graduadas
do Ty-ideal 1.

Demonstracao. Basta verificar que as identidades y1y2 = y2y1 € 212223 = 232921
pertencem a Ty(Ms(K)). O

Uma seqiéncia bdsica s = (a1,...,ap,b1,...,b04,¢1,...,¢,dy,...,ds) é uma se-
qiiéncia de nimeros naturais tais que
()p>0 q>0 r>0,s>0;
(i) a1 < <ap, by <o Kby, 00 <o Lepy dyp <o Sd
(111)s<r<s+1
iv) se r = 0 entao g = 0.

A seqiiéncia bésica s associamos o mon6émio

m. — Yai -+ - YapZcrYby - - - YbgRdiRea®dy - - - Res%ds se =5,
s =
Yay - - - YapZerUby -+ - Yoy 2dy ZeaZdy - - - ZesZdsZdeyy  S€ T =8+ 1.

Seja C' o conjunto de todos os monoémios associados a seqiiéncias basicas. Note que
o mondmio 1 pertence a C, pois esta associado a seqliéncia vazia.
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Lema 2.1.3 O conjunto {m + To(M3(K)) | m € C} € linearmente independente no
espago vetorial K(X)/To(My(K)).

Demonstracao. Sejam my,...,m, elementos de C' e aq,...,qa, elementos do corpo
K tais que aymy + - -+ + a;;m,, € To(M>(K)). Vamos provar que ag = -+ = a,, = 0.
Como o corpo K é infinito, podemos supor que os mondémios my,...,m, sao multi-
homogéneos. Denote por m o elemento de M,(€2) obtido pelas substituigoes y; — A;
e z; — B; no monémio m € C. Se s = (a1,...,ap,b1,...,bg,¢1,...,¢,dy,...,ds) €
uma seqiiéncia basica entao

__ { W1€11 + Wwoekoy SE T = S,

m. =
s Wil +woeyy se r=s+1,
onde
w1 = gy ta,Upy - Up Vg - v Ve, Wqy - - - Wy,
wo = tpy .. lpyUqy -+ UayUdy -+ - Vg Wey - - - We, -

Assim, ¢ facil ver que existe uma bijegao entre C' e o subconjunto {m | m € C'} de

F. Desse modo, se aymy + -+ + a,,m,, € TH(F) entdo oy = --- = a,, = 0, pois as
matrizes my, ..., m, sao linearmente independentes em F'. Pelo Lema 2.1.1, sabemos
que aimy + -+ - + a,,m,, € To(F') e a prova do lema esta concluida. O

Apresentamos agora o principal teorema desta secao.

Teorema 2.1.1 Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Zs-graduada
My (K) sequem das identidades y1ys = yal1 € 212023 = 232921

Demonstragao. Se f € K(X) entdo y;f — fy; pertence a I. Assim todo elemento
de K(X)/I é uma combinacao linear de elementos da forma myze, Maze,2e, - - - 2¢, + 1
onde m; e my sao mondémios formados apenas por y;’s. Devido a identidade y,y, =
y2y1, podemos supor que os indices das varidveis em m; e my crescem (com possiveis
repeticoes). Pela identidade 212923 = 232921, assumimos que e; < e3 < e5 < --- e
es < eq4 < e < ---. Note que se e; > ez num mondmio, entao usamos o fato de
que Ze, (MaZe,)Zes — Zes(Maze,)2ze, pertence a I. Assim, concluimos que o conjunto
{m+1 | m € C} gera o espago vetorial K(X)/I. Sabemos, pelo Lema 2.1.2, que
I CTy(My(K)). Aplicando os Lemas 2.1.3 e 1.5.4, concluimos a prova. O
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2.2 Identidades Z,-graduadas de M, (K)

Podemos generalizar o resultado da secao anterior considerando na algebra M, (K)
uma Z,-graduacao. Vasilovsky [48] provou que quando K é um corpo de caracteris-
tica 0 todas as identidades Z,-graduadas da algebra M, (K) seguem das identidades
19 = XToxy com az1) = axg) = 0 e 12903 = T3x2x1 com 1) = —a(x2) = a(x3).
Utilizando matrizes genéricas foi provado [2] que o resultado de Vasilovsky é valido
para corpos infinitos.

Até o final desta se¢ao, assumimos que K é um corpo infinito.

Inicialmente vamos definir uma Z,-graduacao para M, (K). Para cada a € Z,,
seja M, (K), o subespago de M, (K) gerado por todas as matrizes unidade e;; tais

que j —i = a. Assim, M, (K)q consiste das matrizes da forma

a1 0 0
0 a2 2 0
. 3 a1,1,022,.-.,0nn eK;
0 0 Qn.m

0 0 a1 t+1 0 0
0 0 0 A2 t+2 0
0 0 0 0 o poin |,
Gntp11 o O 0 0 .. 0
0 s apy 0 0 .. 0
onde A1 4+1y Q24425 «« -y Qn—tny An—t+1,1, -+ -5 Ant € K. Como €ij€js = €is € €4jCrg = 0 se

J # r, segue que M, (K)zM,(K)g € M,(K); parap, ¢ € {0,1,...,n—1}; portanto
a decomposigao acima define uma Z,-graduagao para a algebra M, (K).
Seja 2 = K [yga) | i € NJa € Z,] a algebra dos polindmios comutativos gerada

pelas variaveis yi(a). Para cada a € Z,, seja M,(f2), o subespaco de M, () que
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consiste das matrizes da forma

0 i 0 f1 0 -0
0 N | I N P |
0 e 00 0 e fus |
Jn—it1 o0 0 - 0
0 oo fa 00 -0
onde fi,...,fn € Qei = a. O proximo lema mostra que a decomposicao acima

define uma Z,-graduacao para a algebra M, ().

Lema 2.2.1 Sejam

0 0 ap O 0
0 0 0 a9 0
A = 0 0 0 0 an |
Ap—i+1 0 0 0 0
0 a, 0 O
0 0 b O
0 0 0 be 0
B = 0 0O 0 O b
b it 0 0 0 0
0 oo b, 00 - 0
matrizes de M, (Q2), onde 0 <i,j <n—1. Entao
0 -+ 0 aby O - 0
0 cee 0 0 CLQbi2 s 0
AB = 0 0 0 0 - agb;,
ax+1biz+1 0 0 0 te 0
0 o oaphy, 0 0 - 0

onde iy =(i+k—1)modn+1ex=n—(i+j) modn.
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Demonstragao. O elemento a; esta na posigao (1,7 + 1) da matriz A. Logo, como
k=1, temos que iy =i+ 1= (i+k—1) mod n+ 1.

Para k > 2, a posi¢ao do elemento ay é (k,i+ k) sei+k <nou (k,i+k—n)
se i +k > n. Logo, a posigdo de ay ¢ (k,(i + k — 1) mod n + 1). Portanto, i, =
(t+k—1)modn+ 1.

O elemento a,b;, esta na ultima coluna da matriz AB. Por outro lado, como b,,_;
estd na tultima coluna da matriz B, sabemos que n — j = 4,. Portanto, n —j =
(142 —1) mod n + 1. Ha dois possiveis casos:

Caso 1: 0 <i4+xz—1<mn. Entdlon —j =i+ z, donde x = n — (i + j). Como
1 <x<n,temos que 0 <i+j<n-—1. Logoz=mn—(i+j) modn.

Caso 2: n <i+x—1<2n—-2. Entdion—j =i+x—n,donde xt =n—(i+j—n).
Como 1 <z <n,temosque 0 <i+j—n<n-—1. Logox=n—(i+j—n)modn =
n — (i + ) mod n. O

Denote por F a subalgebra Z,-graduada de M,,(Q2) gerada pelas matrizes

0 0 ¥ 0 0
0 o 0 yY
A= 0 0 0 0 yi ey
y{ e 0 0 0 0
0 =D g 0 0

para ¢ € N.

Lema 2.2.2 A dlgebra Z,-graduada relativamente livre K(X) /T, (M, (K)) € isomor-
fa a dlgebra F.

Demonstragiao. A aplicagdo ¢ : K(X) — F definida por ¢(f(z1,...,2m)) =
f(Aq, ..., A,) ¢ um homomorfismo Z,-graduado. Claramente, ¢ é sobrejetora. Além
disso, um simples célculo mostra que ker ¢ = T,,(M,,(K)) e ¢ induz um isomorfismo.]

Seja I o ideal das identidades Z,-graduadas de K (X) gerado pelas identidades
graduadas r1x9 = xaxy com «a(zy) = a(xs) = 0 e x1x9w3 = w3227 com afxr]) =
—a(xy) = afws).

Lema 2.2.3 A dlgebra Z,-graduada M, (K) satisfaz todas as identidades graduadas
do T,,-ideal I.



CAPITULO 2. MATRIZES SOBRE CORPOS INFINITOS 26

Demonstrag¢ao. Como quaisquer duas matrizes diagonais comutam, a identidade
graduada z129 = 2oz com a(r) = a(ry) = 0 é valida em M, (K). Sendo mul-
tilineares as identidades xjxors = z3x9x; com a(xy) = —a(xs) = «a(xs), é sufi-
ciente mostrar que elas sao validas para x; = e;; € M, (K);, x5 = ey € M,(K); e
o = €ps € M, (K)=, onde 0 < t < n — 1. Observe que

. i+t se j—120,
TZVitt—n se j—1i<O0;
o [—t se |—k>0,
Sl l—t+n se |—k<O0;

- s+t se s—r <0,
|l s+t—n se s—1r>0.

Note que e;je,ser; 7# 0 se e somente se 7 = r e s = k. Afirmamos que nesse caso
t=s=kej=r=1[ Observequese j =i+ter =s+1t—mn entdao, como j = r,
segue que n = s—1, o que ¢ impossivel. Por isso, as igualdades j =i+ter =s+t—n
nao podem ocorrer simultaneamente. O mesmo vale para as igualdades k =1 —t+n
er =s-+t. Assim, quando j =i+, temos que r = s+t e k =1 —t, de modo que
k=s=r—t=j—t=ier =j =1+t = k+t = 1. Analogamente, quando j = i+t—n,
temos quer =s+t—nmnek=I0l—t+n,donde k=s=r—t+n=j5—t+n=:1
er=j=i+t—n=k+t—n =1 Logo, e esep # 0 se e somente se i =s =k
e 7 = r = [. Similarmente, temos que eye,se;; # 0 se e somente se k = s =i e
[l = r = j. Portanto, se e;je sep 7# 0 entao e;je,sep = € = €yj = €xiers€ij, SENAO,

eijerstr = 0 = egiers€;j. O]
Lema 2.2.4 Para todo monémio 0 # m(xq,...,x,) € K(X) de comprimento q,
extstem nteiros 1 < iy < - <4, < m e elementos oy, ..., q, de Z, tais que
0 e 0wy 0 .- 0
0 0 0 wy --- 0
m(Al, ,Am) = 0 0 0 0 W?a(m)fi
w,a(m) 0 0 0
onde ws = yg"ﬁ‘” e quw).
Demonstracao. Usamos inducao sobre ¢q. Se ¢ = 1, obviamente temos o re-

sultado. Se ¢ > 1, entdo existe um monoémio 0 # n(xy,...,z,) € K(X) tal que
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m(zy,...,Tm) = n(x1,...,2y)x;, onde 1 < i < m. Pela hipotese de indugéo e o
Lema 2.2.1, podemos concluir a prova. 0

Lema 2.2.5 Sejam m(xy,...,2Z,) e n(xy,...,x,) dois monémios de K(X). Se as
matrizes m(Ay, ..., Ay) e n(Ay, ..., Ay) tém na primeira linha a mesma entrada
nao-nula entéo m(xy,...,Ty) = n(T1,...,Ty)(modl).

Demonstragio. Se m(Ay, ..., Ag) e n(Ay, ..., Ax) tém na primeira linha a mesma
entrada nao-nula, vemos pelo Lema 2.2.4 que m(A;,..., Ax) = n(Ay,..., Ax). Seja
g o comprimento de m. Usaremos inducao sobre q. Se ¢ = 1, obviamente temos o
resultado. Suponhamos entao que ¢ > 1.

Suponhamos que z, ¢ uma variavel de m(zy,...,2x) e my e mg sdo dois mondmios
de K(X) tais que m = myz,mo. Pelo Lema 2.2.4, sabemos que existem monoémios
Wiy Wy My - -, Ny de Qe inteiros 0 < 4,7 < n — 1 tais que

0 i 0w, 0 e 0
0 e 00 wy - 0
ml(Al,...,Ak): 0 0 0 0 e Wh—g
Wn—i+1 0 0 0 cee 0
0 wp, 0 0 0
e
0 0 m 0 0
0 0 0 1 0
mo(Ay, ..., Ay) = 0 e 000 0 e My
Meji1l <=+ 0 0 0 - 0
0 o my 00 -+ 0
Observe que os graus homogéneos de my(Aj,..., Ax) e mo(Aq,..., Ax) em F sdo
respectivamente i e j. Pelo Lema 2.2.1, temos que my(Ay,..., Ax)A, é igual a
0 . 0 wiyt™ 0
0 0 0 e wpyle
We Yyt 0 0 . 0
0 e wpyben) 0 0
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onde o, = (i+7r—1) e x =n — (i + a,)) mod n, sendo a(x,) = a,. Logo a matriz
m(Ay, ..., Ag) = my(Ay, ... Ap)Apma(Ayg, ..., Ay) € igual a

0 . 0 wlyl(?il)njl . 0
(i)
(-0 ) 0 0 Wyl g,

oyt 0 0 0
onde js=(n—z+s—1)modn+1ley =n—(n—2x+j) modn. Assim a va-
riavel y](;al) deve aparecer pelo menos uma vez na primeira linha de n(A;, ..., Ag).
Aplicando o mesmo raciocinio a n, existem dois monémios n; e ny em K(X) tais
que n = nyz,ng e ny(Ag, ..., Ax) tem grau ¢ em F, porque caso contrario a variavel
y;()m) nao apareceria na primeira linha de n(Ay, ..., Ax). Como my(Ay,..., Ax) e
ni (A, ..., Ax) tém o mesmo grau em F, a(m;) = a(n;). Portanto podemos concluir
que se z, ¢ uma variavel de m(zy,...,zx) € my,..., m; sdo monodmios de K (X) tais
que m = MyT,MeZ,M3. .. M;_1Z,M;, entdo existem monoémios ny,...,n; em K(X) e
uma bijegdo (correspondéncia biunivoca) ¢ : {1,...,l} — {1,...,1} tais que n =

N1TpNaTpNg ... N1 ZpN; € a(MxpMy ... M) = (N TpNa ... Ny ).

Seja z; a primeira variavel de m. Logo existem dois monoémios ny e ny de K(X)
tais que n = nyx;ng e a(ny) = 0. Temos trés possiveis casos:

Caso 1. Existem dois monémios m; e my em K(X) tais que m = z;mjz;mg
e a(zr;m;) = 0. Entdo existem trés mondmios ngz,ngn; em K(X) tais que n =
ngxin4:17in5,a(n3) =0e a(ngxin4) = 0.

Caso 2. Existem duas varidveis x, e xp, € seis mondmios my,ms,N3,N4,N5, Ng €m
K(X) tais que m = myz,2pma, N = N3T,N4T;N5TpNg, N1 = N3Ny, a(my) = a(ng) e
a(miz,) = a(ngzengz;ng). Entdo um simples calculo mostra-nos que a(ngx;ns) = 0.

Caso 3. Nenhum dos casos 1 ou 2 ocorre. Considere m = z;, ...x; . Seja r um
inteiro de {1,...,qg— 1} e sejam n3,ny,n5,ng monodémios de K(X) tais que n; = ngx; ng,
a(ng) = a(z, ... 2,_,), n = nsz; . Nng, a(ns) = a(x;, ...x;). Entdo o comprimento
de ns ¢ menor que o comprimento de ny, para que nao ocorram os casos anteriores
(se o comprimento de nz é igual ao comprimento de n; entdo ocorre o caso 1, se é
maior ocorre o caso 2). Aplicando a mesma idéia a r + 1, r + 2, ..., concluimos que
existe o € {1,...,q} tal que para r > rq, todo x;, aparece em n; 0 mesmo ntimero de
vezes que em Ty, Ti, .. - - - Tigy € toda variavel de n; esta em Ly iy 1 - - - Tig- Logony e
Ti, Ti, ., - - - Ti, POSSUEmM 0 mesmo grau em cada varidvel. Sejam mz, my, ms monomios
de K(X) tais que m = mgmyz;ms onde z; é a primeira variavel de n, a(mgmy) =0 e
MyZ;Ms = i, Ti, ,, - - - Tiy; Portanto a(myr;ms) = a(z, @i, ,, - Ti,) = a(n) = 0.
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Trocando as letras m e n se ocorre o caso 3, podemos concluir que existem quatro
mondmios nz, ng, Ny, nyp em K (X) tais que n = nzngx;ngnyg, a(n7ng) = 0 e a(ngz;ng) =
0. Definimos

| xingnzngnyy , se  a(ng) =0,
Wiz, 2g) = { xingngnznyy , se  a(ng) # 0.
Se a(ng) = 0 entdo a(z;ng) = 0 e, usando a identidade z1z9 = xowy com a(zy) =
a(xg) = 0, temos que w(zy,...,x;) = n(zy,...,z;)(modl). Por outro lado, se
a(ng) # 0 entdo a(n7) = a(x;ng) = —a(ng) e, usando a identidade z12923 = 232271
com «(z1) = —a(xg) = a(xs), temos que w(zy,...,x;) = n(xy,...,2x)(modl).
Como

w(xy,...,xx) —n(zy,...,zx) € I CT,(M,(K)) =T,(R),

temos que

W(Al,...,A ) :n(Al,... Ak) :m(Al,...,Ak).

Se wy € mg sao mondmios de K (X) tais que w = z;wg e m = x;mq entdo usando

o Lema 2.2.1 é facil ver que wo(A1, ..., Ar) = mo(Aq,... ,Ak). Pela hipotese de in-
dugdo, temos que wg(x1,...,Tx) = (xl, ..., 2g)(modI), portanto w(xy,...,zx) =
m(zy,...,zx)(modl). O

Teorema 2.2.1 Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Z,,-graduada
M, (K) sequem de
T1Ty = xowq, a(xy) = azy) =0,

T1ToT3 = x3Taxy, 1) = —a(xy) = a(xs).

Demonstragao. Pelo Lema 2.2.3, sabemos que I C T,,(M,(K)). Por isso, basta
mostrarmos a inclusao contraria. Como o corpo K ¢ infinito, pelo Lema 2.2.1, pre-
cisamos apenas provar que qualquer identidade polinomial graduada multi-homogénea
f(z1,...,xm) =0 de M,(K) pertence a I. Seja r o menor inteiro ndo-negativo para
o qual o polinéomio f pode ser expresso modulo I como uma combinagao linear de r
mondmios multi-homogéneos:

f= i agmg(mod[)

q=1
onde 0 # a, € K, my, mg, ..., m, € K(X). Mostraremos que r = 0. Suponhamos
pelo contrario que r > 0. Pelo Lema 2.2.2, sabemos que f € T,,(F"). Como

T

alml(Al, Ce ,Am) = — Zaqmq(Al, .. 7Am)

q=2
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segue que existe p € {2,3,...,r} tal que my(Ay,..., An) e my(Ay, ..., A) tém na
primeira linha a mesma entrada nao-nula. Ent&o, pelo Lema 2.2.5, m; = m,(mod/)
e

p—1 r
f= (a1 +ap)m; + Z agmg + Z agmg(modI).
q=2 q=p+1

Portanto f pode ser expresso médulo I como uma combinagao linear de no maximo
r — 1 monomios multi-homogéneos, o que contradiz nossa escolha do nimero r. [

2.3 Identidades Z-graduadas de M, (K)

Ao tentar descrever as identidades Z,-graduadas da algebra M, (K), Vasilovsky [47]
encontrou uma base para as identidade Z-graduadas dessa algebra. Mais precisa-
mente, ele provou que quando K é um corpo de caracteristica 0 as identidades Z-
graduadas da algebra M, (K) seguem de

1 = 0, J|a(z)] >n,
T1Te = Tx1, «(r1) = axy) =0,
T1ToT3 = X3xaxy, o(r) = —a(r) = alrs).

Esse resultado também pode ser generalizado para corpos infinitos [3].

Até o final desta se¢ao, assumimos que K é um corpo infinito.

Para cada o € Z, seja M,(K), o subespago de M, (K) gerado por todas as
matrizes unidade e;; tais que j — i = a. Assim, M, (K ), consiste das matrizes da
forma

ap 0 - 0
0 ay -+ 0
) L ) . ay,0sg,...,a, € K;
0 0 - a,

para 1 <a <n-—1, M,(K), consiste das matrizes da forma

0 -«-0a 0 --- 0

0 -0 0 a --- 0

0O -~ 0 0 0 - a0 |, a,as,...,0,_ o€ K
0 0 0 O 0

0 0 0 O 0
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enquanto M, (K)_, consiste das matrizes da forma

O 0 --- 0 0 ---0
0 0 0 0 0
a; O 0 0 01, ayas,...,0, o€ K.
0 a 0 0 0
0 0 - a,q 0 -+ 0

Finalmente M, (K ), = 0 para |a| > n. Como e;jejs = e;5 € e;;e,s = 0 se j # r, segue
que M, (K)o M, (K)s € M,(K)q+p para « e 3 em Z; portanto a decomposigao acima
define uma Z-graduagao para a algebra M, (K).

Seja ) = K [yz(k) | i€ N,1 <k < n|a algebra dos polinomios comutativos gerada
pelas variaveis yl(k). Se 0 <i<n-—1entao M,(Q), consiste de todas as matrizes da
forma

0 -0 f 0 -+ 0
0 -0 0 fy -+ 0
0 - 0 0 0 - foa
O ---0 0 0 --- 0
O ---0 0 0 --- 0
com fi,..., fa_a € Q, analogamente M, (€))_, consiste das matrizes da forma
O 0 --- 0 0 ---0
0 0 0 0 0
fi O 0 0
0 fy - 0 0 0
0 0 -+ fow 0 -~ 0
com fi,..., fao—a € Q, e se |a| > n entdo M,(2), = 0. O proximo lema, cuja prova é

de verificacao direta, mostra que a decomposi¢ao acima define uma Z-graduagao para
a algebra M, (Q).
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Lema 2.3.1 Sejam

0
0

Ca

0

0&1 0

0

0 (05}

Cn—k 0

0

0
dy
0

0

0
0
da

0

matrizes de M,(Q), onde 0 <1,j<n—1el <k Il<n-1.
(a) Se i+ j <n entio

AB =

senao AB = 0;
(b) Se i > k entao

AC =

e

0 albiﬂ 0

0 0  abiye

0 0 0

0 0 0

0 0 0
16— k41 0

0 A2Ci—j42

0 0

0 0

0 0

by

by

dn—l

32
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onde a1¢;_g41 estd na (i — k + 1)-ésima coluna e

CA=

onde cyay estd na (k4 1)-ésima linha.

Senao

AC =

0

CA=

)

0

0

o

0

0

Qr—i+1C1

0

0

0

0

0
0

Af—i42C2

onde ciay estd na (i + 1)-ésima coluna;

0 0
C209 0
0 Cn—iQn—i

0 0
0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

Qp—iCp—k 0

0 0

0 0

0 0
0 0
0 0

33
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(c) Se k+1 < n entio

0 0 0 0 0

0 0 .. 0 O --- 0
cCD=| ¢pdr 0 .- 0 0 - 0 |,

0 Cl+2d2 0 0o --- 0

0 0 Cn—kdn—k—l 0 0

senao CD = 0.

Denote por F a subalgebra Z-graduada de M,,(2) gerada pelas matrizes

0 -0 4" 0 - 0

0 -0 0 ¢ .. 0
Ai=10 -0 0 0 ... ynow)

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

quando 0 < a(z;) <n—1,

0 0 0 0 0
0 0 0 0 --- 0

A= 4" 0 .- 0 0 ...
0y .. 0 0 --- 0
0 0 y§n+a(ﬂ3i)) O --- 0

quando —n + 1 < a(z;) < —1, e A; = 0 quando |a(z;)| > n.

Lema 2.3.2 A dlgebra Z-graduada relativamente livre K(X)/Ty(M,(K)) € isomorfa
a dlgebra F.

Demonstragao. A aplicagdo ¢ : K(X) — F definida por ¢(f(z1,...,2m)) =
f(A1, ..., Ay) € um homomorfismo Z-graduado. Claramente, ¢ é sobrejetora. Além
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disso, um simples calculo mostra que ker ¢ = T5(M,,(K)) e ¢ induz um isomorfismo.
O

Seja I o ideal das identidades Z-graduadas de K(X) gerado pelas identidades
graduadas

1 = 0, J|a(z)]>n,
Ty = wox1, «axy) = a(xy) =0,
T1Tawy = T3x2x1, a(x)) = —a(xy) = a(zs).

Lema 2.3.3 A dlgebra Z-graduada M,(K) satisfaz todas as identidades graduadas
do Tz-ideal I.

Demonstrag¢ao. Como M, (K), = 0 quando |«a| > n, M, (K) satisfaz as identidades
graduadas x; = 0 para |a(z1)| > n. Quaisquer duas matrizes diagonais comutam;
portanto a identidade graduada zyz9 = xexy com a(z1) = afxy) = 0 é valida em
M, (K). Sendo multilineares as identidades z1z9x3 = x3zoz; com az1) = —a(xy) =
a(z3), é suficiente mostrar que elas sao validas para z1 = e;; € M, (K)q, T3 = € €
M, (K)o € 12 = €5 € M, (K)_q, com |a| < n—1. Note que e;je,se # 0 se e somente
sej=res=k;emtalcasoi=j—a=r—a=s=kej=i1+ta=k+a=1.
Logo, e;je,ser; # 0 se e somente se ¢ = s = k e j = r = [. Similarmente, temos que
erersei; 7 0 se e somente se k = s =1 el = r = j. Portanto, se e;je,ser # 0 entao

€ijCrsCll = €j] = €kj = CklCrsCij, Senéo, €ijCrsCrl = 0= €kl€rsCij- [
Lema 2.3.4 Para todo monémio 0 # m(xq,...,x,) € K(X) de comprimento q,
existem inteiros 1 <y < --- < i, <m e{ky, ..., k.t C{1,...,n} tais que

(i) se |a(m)| > n entdo m(Ay,..., A,) =0;
(i) se 0 < a(m) <n—1 entao m(Ay,...,An) €iqual a

0 -+ 0 yi(fl)...yzgf“ 0 0

O --- 0 0 ygflJrl) o ygﬁq""l)

0 --- 0 0 0 e ygﬂﬂ) o yl(fqﬂ)
0 0 0 0 0

0 --- 0 0 0 0

onde r =n — a(m) — 1;
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(iii) se —n + 1 < a(m) < —1 entao m(Ay,..., An) € iqual a

0 0 0 0 --- 0
0 0 0 0 --- 0

yz(fl)_._yi(fq) 0 0 0 -
0 gDyt 0 0 - 0
0 0 N Y A I S

onde x =n + a(m) — 1.

Demonstracao. Usamos indugao sobre ¢. Se ¢ = 1, obviamente temos o re-
sultado. Se ¢ > 1, entdo existe um monoémio 0 # n(xy,...,z,) € K(X) tal que
m(zy,...,&m) = n(z1,...,2Ty)z;, onde 1 < i < m. Pela hipotese de indugao e o
Lema 2.3.1, podemos concluir a prova. 0
Lema 2.3.5 Sejam m(z1,...,2Ty) en(zy, ..., Zy,) dois mondmios de K(X) e suponha
que |a(m)| < n. Se as matrizesm(Ay, ..., Ay) en(Ay, ..., Ap) tém na mesma posicao
a mesma entrada nao-nula entdo m(Ay, ..., Ay) =n(Ay, ..., A,)(modI).

Demonstra¢ao. Se m(xy,...,%y) e n(z1,...,T,;) tém na mesma posi¢ado a mesma
entrada nao-nula, vemos pelo Lema 2.3.4 que m(Ay, ..., A,) = n(4,...,4,). Seja

g o comprimento de m. Usaremos inducao sobre q. Se ¢ = 1, obviamente temos o
resultado. Suponhamos entao que ¢ > 1.

Suponhamos que z, seja uma variavel de m(xy,...,x,,) € m; e my sejam dois
monomios de K (X) tais que m = myz,my. Denote i = a(my), j = a(x,) e k = a(my).
Suponhamos que ¢ > 0, j > 0 e k > 0. Pelo Lema 2.3.4, sabemos que existem

mondmios wi, . ..,wWn_i, N1, - - -, Mok de § tais que
0 -+ 0 w 0 -+ 0
0 -0 0 wy -+ 0
ml(Al, 7Am> = 0 0 O 0 Wn—i
0 0 0 O 0
0 0 0 O 0
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e
0 0 m 0 0
0 0 0 n 0
mo(Ay,...,An) =1 0 0O 0 0 Nk
0 0O 0 0 0
O --- 00 0 --- 0

Pelo Lema 2.3.1, temos que my(Ay,...,A,;,)A, ¢ igual a

0 -+ 0 wyd™ ... 0
0 --- 0 0 . wnfiij]g”*ﬂ
0 --- 0 0 0
0 --- 0 0 0

Logo a matriz m(Ay, ..., Ap) = mi(A4y, ..., Ayn)A,ma(Ay, ..., Ay) éigual a

0 -+ 0 wit™ni - 0

0 - 0 0 e Wiy
0 --- 0 0 0

. .. i+1 .. .
Assim, a variavel yl(f ) aparece a0 menos uma vez na primeira linha de n(Ay, ..., A;,).

Aplicando o mesmo raciocinio para n, existem dois mondémios n; e ny em K(X)
tais que n = nyx,ne e ni(A4y,...,A,) tém grau ¢ em F, porque sendo a variavel
yz(fﬂ) nao apareceria na primeira linha de n(A4;,..., A;). Como my(Ay, ..., A,) e
ni (A, ..., Ay) tém o mesmo grau em F, a(m;) = a(ny). Portanto podemos concluir
que se z, é uma variavel de m(zy,..., %) € my, ..., m; sdo monomios de K (X) tais
que m = myT,MoTpMs ... M;_1T,M;, entdo existem monodémios ny,...,n; em K(X)
e uma bijecao ¢ : {1,...,l} — {1,...,l} tais que n = nyz,naz,n3...N_1x,N; €
a(mizpyme...my) = a(niapny ... Ny ). Pelo mesmo raciocinio, temos que a tltima
afirmagao é verdadeira quando ¢ < 0, 7 < 0 ou k£ < 0. De fato, temos que analisar
mais sete casos, mas eles sao tratados do mesmo modo.
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Seja x; a primeira varidvel de m. Logo existem dois monémios n; e ny de K(X)
tais que n = nyx;ng e a(ny) = 0. Temos trés possiveis casos:

Caso 1. Existem dois monémios m; e my em K(X) tais que m = z;myz;my
e a(z;m;) = 0. Entdo existem trés monoémios ng, ng,ns em K(X) tais que n =
n3z;nyz;ns, a(ng) = 0 e a(ngz;ny) = 0.

Caso 2. Existem duas variaveis x, e xp, e seis mondmios my, My, N3, Ny, Nx, Ng
em K (X) tais que m = myz,xp,May, N = N3x,N4T;N5TpNg, N1 = N3T,Ng, (My) = a(n3) e
a(miz,) = a(ngzengz;ng). Entdo um célculo facil mostra que a(ngx;ns) = 0.

Caso 3. Os casos 1 e 2 nao ocorrem. Considere m = x;, ... x; . Sejam r um inteiro
do conjunto {1,...,¢ — 1} e n3, ng, n5, ng monomios de K (X) tais que n; = nzxz; Ny,
a(ng) = a(z, ... 2;_,), n = N5z, Ng, a(ns) = afx;, ... x;). Entdo o comprimento
de n5 é menor que o comprimento de ny, para que os casos prévios nao ocorram (se o
comprimento de n5 é igual ao comprimento de n; entao caimos no caso 1, se é maior
caimos no caso 2). Concluimos que existe 79 € {1,...,q} tal que os monoémios n; e
T, Ti, 4y - - - Ti, POSSUEIN O Mesmo grau em cada variavel. Sejam m3, my, m; monomios
de K(X) tais que m = mgmyz;ms onde z; é a primeira variavel de n, a(mgmy) =0 e
MyZ;jMs = i, Ti, , - - - Tiy; Portanto a(myz;ms) = a(z, @i, ., - 2i,) = a(n) = 0.

Trocando as letras m e n se tivermos o caso 3, podemos concluir que existem
quatro mondémios nz, ng, ng, nig em K (X) tais que n = nzngx;ngnyp, a(nzng) = 0 e
a(ngz;ng) = 0. Definiremos

w(z ) = xingnzngnyg  se  a(ng) =0,
Loy T x;ngngnzniy  se  a(ng) # 0.

Se a(ng) = 0 entao a(x;ng) = 0 e, usando a identidade xyxy = xow; com a(xy) =

a(zg) = 0, temos w(z1,...,2,) = n(z,...,2,)(modl). Por outro lado, se a(ng) #
0 entdo a(ny) = a(z;ng) = —a(ng) e, usando a identidade x1z973 = x3x9w1 cOm
a(xy) = —a(ry) = a(xs), neste caso temos que w(xy, ..., T,) = n(ry,...,2,)(mod
I).

Como W(z1,...,ZTm) — n(x1,...,2m) € I C Ty(M,(K)) = Tz(F), temos que
wW(A, ..., An) = n(Ag, ... An) = m(Ay, ..., An). Se wy e my sdo monomios de
K(X) tais que w = x;wg e m = x;mq, entdo usando o Lema 2.3.1 é facil ver
que wo(Ay, ..., A,) = mo(Aq, ..., A,). Pela hipotese de indugdo, wo(xy, ..., x,) =
mo(Z1, ..., Ty)(modl), portanto w(zy, ..., xy,) = m(xy, ..., T,)(modl). O

Teorema 2.3.1 Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Z-graduada
M, (K) sequem de
1 = 0, J|a(xy)| >0,
Ty = moxy, 1) = afxg) =0,

1
T1TaT3 = T3xaxy, a(x1) = —a(xy) = afzs).
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Demonstragao. Pelo Lema 2.3.3, sabemos que I C Ty(M,(K)). Por isso, basta
mostrarmos a inclusao contraria. Como o corpo K é infinito, pelo Lema 1.4.1, pre-
cisamos apenas provar que qualquer identidade polinomial graduada multi-homogénea
f(z1,...,zy) =0 de M,(K) pertence a I. Seja r o menor inteiro ndo-negativo para
o qual o polinémio f pode ser expresso moédulo I como uma combinacao linear de r
mondmios multi-homogéneos:

f= i agmy(modI)

onde 0 # a, € K, my,my,...,m, € K(X); observe que |a(m;)| < n para todo
i € {1,...,r}, pois sendao m; € I. Mostraremos que r = 0. Suponhamos pelo
contrario que r > 0. Pelo Lema 2.3.2, sabemos que f € T3(F"). Como

T

alml(Al, e ,Am) = — Zaqmq(Al, R ,Am)

q=2

segue que existe p € {2,3,...,r} tal que my(Ay,...,A,) e my(Ay, ..., A,,) tém na
mesma posi¢ao a mesma entrada ndo-nula. Entdo, pelo Lema 2.3.5, m; = m,(mod[)
e

p—1 r
[ = (a1 + ap)my + Z agmg + Z agm,(modr).
q=2 q=p+1

Portanto f pode ser expresso médulo I como uma combinagao linear de no méximo
r — 1 monomios multi-homogéneos, o que contradiz nossa escolha do nimero r. [



Capitulo 3

Matrizes 2 X 2 sobre corpos finitos

3.1 Introducao

Ao longo de todo este capitulo, assumimos que K é um corpo finito com ¢ elementos e
caracteristica p # 2, ou seja, K = GF(q) e ¢ = p". Por conveniéncia, identificaremos
o corpo K com o centro da algebra My (K).

Maltsev e Kuzmin [35] provaram que todas as identidades polinomiais da éalgebra
M, (K) seguem de duas identidades, a saber

(01 — a) (2o — 25 )(1 — [21,22)771) = 0,

(z1 = 2f) - (2 — 23) — [(21 — 2f) - (22 — 23)]" =0,

onde x1 - x9 = T1x9 + Tox;. As técnicas utilizadas para tratar o caso de matrizes
sobre corpos finitos sao completamente diferentes daquelas empregadas para o caso
de corpos infinitos, devido sobretudo ao fato de que no primeiro caso nao podemos
restringir-nos ao estudo de polindmios multi-homogéneos. Foi mencionado no primeiro
capitulo que o interesse no estudo de identidades graduadas é que elas podem nos
fornecer informacoes interessantes acerca das identidades ordinérias que sao o nosso
principal objeto de estudo. No entanto, no caso das matrizes de ordem 2 sobre
corpos finitos, embora ji seja conhecida uma base para as identidades ordinarias, é
interessante estudar suas identidades graduadas por varios motivos. O artigo [30]
¢ um estudo sobre todas as possiveis Zs-graduagoes de M, (K) e suas identidades
graduadas. Um dos resultados interessantes é que além da graduacgao trivial, existem
apenas mais duas Zs-graduacgoes que podem ser distingiiidas através de identidades
graduadas.

Nas proximas segoes apresentaremos os resultados de [30], que estdo baseados
principalmente no trabalho de Maltsev e Kuzmin [35] para identidades ordinérias e

40
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no artigo de Wall [49] para algebras Zy-graduadas.

3.2 Graduacgoes para a algebra das matrizes 2 x 2

Fixemos duas graduagoes nao-triviais em My(K). A primeira serd denotada por €2 e
definda como

o (2 ) faaer o a- (08 ineex).

A segunda seré denotada por 2%, onde 0 # « € K, e definida como

o a d a b C
w-{( & Y maex) oo {( b5 Yineex).

Lema 3.2.1 Seja A = Ay @ Ay uma graduagio para My(K). Entdo:
(1) existe um elemento invertivel us em My(K) tal que v € K,

Ay={a€ Alauy =uqa} e Ay ={a € A|aus = —uqa};

(ii) u%y = ua ou vy = —ua, onde ¢ = |K|;

(iii) se B = By® By € uma graduagao de My(K) e existe uma matriz invertivel P em
My (K) tal que P~'usP = ugp entdo a aplicag¢io ¢: A — B definida por ¢(x) = P~z P
€ um isomorfismo graduado.

Demonstra¢ao. Como My(K) é uma algebra (ndo-graduada) simples e central,
entdo A é uma algebra graduada simples e central. Pelo Lema 6 de [49], sabemos que
existe uy € A tal que Ay = {a € A | aup = uqa}, Ay ={a € A | aup = —uqa}
e 0 # v} € K. Além disso, u% = us ou u%y = —uy; para vy = (u})@ /2y, =
()@= Y/2q 4 = +u, onde I é a matriz identidade.

A terceira afirmacao segue facilmente do fato que By = {b € B | bp(us) = ¢(ua)b}
e By ={be€ B|bp(us) = —¢p(us)b}. Entao observe que se a € Ay entao

P(a)p(ua) = ¢laua) = ¢p(uaa) = d(ua)g(a),
logo ¢(a) € By. Similarmente, se a € A; entao
P(a)p(ua) = plaua) = —¢(uaa) = —p(ua)d(a),
portanto ¢(a) € B;. O

Observacgao Para as graduagoes €2 e Q2% podem-se escolher elementos

(10 (01
e o -1) "™ T a0
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respectivamente. Para a graduacao trivial 7', o elemento uy pode ser escolhido como
a matriz identidade.

Agora estamos preparados para mostrar que existem apenas duas graduagoes
nao-triviais para Ms(K) (a menos de isomorfismos graduados). Mais precisamente,
quando A = Ay @ A; é uma graduagao para My (K), se uly = uy entdo A é isomorfa a
Q% para algum quadrado perfeito 0 # a € K, senao A é isomorfa a Q¢ para qualquer
a € K que nao é quadrado perfeito. Além disso, quando o # 0 é um quadrado
perfeito em K entao as graduagoes €2 e Q¢ sao isomorfas. Provaremos esses fatos nos
proximos lemas.

Lema 3.2.2 Toda graduagao nao-trivial A = Ay ® Ay de My(K) tal que ufy = uy €
isomorfa a §2.

N a b - a?+bc  bla+d)
. = = . P
Demonstragao. Se ua (c d> entao uj (c(a +d) &+ be ortanto,
como u4 € K, temos que b = ¢ = 0 ou a = —d. No primeiro caso Ay = My(K)
e Ay = 0, o que é uma contradi¢ao. Entao a = —d. O polinémio caracteristico de

ua € f(xr) = 2% — (a* + be) cujas rafzes sao £ onde A = va? +bc. Mas u% # 0
implica que a? + bc # 0. Logo existe uma matriz invertivel P € My(GF(¢?)) tal que

P lu,P = <g\ _0)\) Assim

MO0 /a0 N\ ¢ bldap_p1 o [ A0
(0 (_A)q)_(o _>\) _(P UAP) =P UAP—P UAP— 0 —\ X

Portanto N = A € GF(q), P € My(K) e a aplicagao ¢ : A — Q definida por
¢(x) = P7'xP é um isomorfismo graduado. O

Observagao Se a # 0 ¢ um quadrado perfeito em K entao ud. = uga. Por exemplo,

quando a = 1 temos a graduacao Q! onde ug1 = ((1) O)' Seus autovalores sao —1 e
1. Portanto, existe uma matriz invertivel P € My(GF(q)) tal que P! ((1) (1)) P =
10 (1 1 (12 1)2 :
(O _1>. Logo P = <1 _1) e P~ = (1/2 _1/2). O isomorfismo graduado
1

¢: Q' — Q tal que ¢p(z) = P~

((23))

x P é o seguinte:

a+b+c+d a—b+c—d
a+b—c—d a—-b—c+d )
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Corolario 3.2.1 Toda graduagao de My(K) que satisfaz a identidade yi = y; € iso-
morfa a 2.

Lema 3.2.3 Toda graduagao nao-trivial A = Ay @ Ay de My(K) tal que u’y = —uy
é isomorfa a Q%, para algum o € K que nao € um quadrado perfeito.

a’?+bc  bla+d)
cla+d) d*+bc
b=c=0o0oua= —d Seb=c=0 obtemos a graduacao trivial, assim a = —d.
O polinémio caracteristico de uy ¢ f(z) = 22 — (a® + be) cujas rafzes sao +\ onde
A = Va?+be. Como u% # 0, temos que a® + be # 0. Além disso, A ¢ K, pois
u’y # ua; ou seja, a® + be ndo ¢ um quadrado perfeito em K. Como « e a? + be nao
sao quadrados perfeitos em K entdo a(a®+bc) é um quadrado perfeito em K, pois K*
¢ um grupo ciclico. Escolha 3 € K tal que 3* = a(a®+bc), e considere a matriz u/y =

. b -
Demonstragao. Se uy = (CCL d) entao u% = ( ) Portanto,

2

a b o T . ) ~
& ( ) . Seu polindmio caracteristico é f(z) = x*—a« cujas raizes sdo y/a e —y/«,
—a

B\ ¢

e existe uma matriz invertivel P € My(K (y/a)) tal que P~'u/,P = (\{)E —?/&)'

Mas o polinémio caracteristico de ugs é também f(z) = 2* — «, e para alguma

matriz invertivel Q € My(K(y/a)) temos que Q lug.Q = (\{)a —?/5) Assim
(PQ™) "W/, PQ™" = ugas e a aplicagao ¢ : A — Q% definida por ¢(x) = P~'zP, ¢é

um isomorfismo graduado. 0
Observagao Se a nao é um quadrado perfeito em K entao ud. = —uge. Assim, para
K =73 e a = —1, obtemos a graduagao
1 a d 1 b ¢
s {( % Y tmae) o= {(1 ) pneer)
0 1 ) : 3 -,
onde uqg-1 = 10/ Além disso, ug,—1 = —ug-1 porque —1 nao ¢ um quadrado

perfeito em Zs.

3.3 Irredutibilidade subdireta

Definiremos irredutibilidade subdireta para algebras do mesmo modo que ¢ feito para
anéis (veja por exemplo o livro de Herstein [19], pp. 52-53).

Definigao O produto direto das élgebras A;, para ¢ em algum conjunto de indices I,
é o conjunto

s A ={f : I — Uies A | f(i) € A; para todo i € T}.
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Estabelecemos nele uma estrutura de algebra, definindo as operagoes (f + g)(i) =

F@) +90), (f9)(i) = f(i)g(i) e (af)(i) = af(i).

Definigao Seja 7; a projegao de Il;c;A; em A;. Uma algebra A é chamada uma soma
subdireta das algebras { A, };c; se existe um monomorfismo ¢ : A — Il A; tal que

(mio@)(A) =4

para cada 7 € I.

Lema 3.3.1 Uma dlgebra A é a soma subdireta das dlgebras {A;}ic; se, e somente
se, existem epimorfismos ¢; : A — A; tais que N;er ker ¢; = 0.

Demonstra¢ao. Suponha que A seja uma soma subdireta, ou seja, existe um
monomorfismo ¢ : A — I,/ A; tal que (m; 0 ¢)(A) = A; para cada i € I. Considere
os epimorfismos ¢; = m; o ¢. Observe que

Njerkerm; = Njer{f € et di | f(j) =0} =
= {f €llic;A; | f(j) =0 paratodoj€ I} =0

Nierker¢; = Nierker(m o ¢) = Nier{a € A | ¢(a) € kerm;} =
= {a€A|¢(a) € Nierkerm;} =
= {a€ A|¢(a) =0} =kerop =0.

Suponha agora que existem epimorfismos ¢; : A — A; tais que N;er ker¢; = 0.
Para cada a € A, definimos f, : I — U;cfA; como f,(i) = ¢;(a). Claramente,
fo € WicsAyy e ¢ 0 A — Tl Ay, definido por ¢(a) = f,, € um homomorfismo. Além
disso, (m; 0 @)(A) = A; e

kerop={a€ A| fo=0}={a€ A| ¢i(a) =0 para todo i € I} = N;eskerp; = 0.

Portanto, A é uma soma subdireta das algebras {A;}ic;. O

Definicao Uma &lgebra A é subdiretamente irredutivel se a intersecao de todos os
seus ideais nao-nulos nao é zero.

Lema 3.3.2 Se A ¢ uma K-dlgebra graduada e finita entao existe um conjunto A de
dlgebras graduadas finitas e subdiretamente irredutiveis tal que VarA = Var2l.
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Demonstragcao. Para 0 # a € A, seja I, um ideal graduado de A maximal com
relagdo a exclusao de a. (Segundo o Lema de Zorn tal I, existe. Ressaltamos que A é
finita, portanto a mesma conclusdo pode ser obtida sem o uso do lema de Zorn.) As
projegoes m,: A — A/, sdo epimorfismos graduados e Nyeea ker m, = Nyeal, = 0.
Logo A ¢ uma soma subdireta das algebras A/1,. Como a + I, ndo é zero e pertence
a todo ideal nao-nulo de A/I,, entdao A/I, é subdiretamente irredutivel. Seja 2 o
conjunto das algebras graduadas A/I,.

Suponha que a € A; entao obviamente Ty(A) C Ty(A/I,). Se o polindémio
f(yiy - Ym, 215 - -+, 2n) pertence a To(A/1,) entdo f(a,...,am,b1,...,b,) € kerm,
para quaisquer a € A, ay,...,a, € Ag, by, ..., b, € Ay. Logo f € NueaT2(A/I,). O

O proximo lema é anélogo ao resultado 2.2 de [33].

Lema 3.3.3 Toda variedade de dlgebras graduadas € gerada por suas dlgebras finita-
mente geradas.

Definicao O expoente de uma variedade de algebras graduadas U é o maior limi-
tante inferior do conjunto de todos os inteiros positivos 7 tais que ra = 0 para todo
elemento a pertencente a qualquer algebra de 0. O indice de U é o menor limitante
superior do conjunto de todos os indices de nilpoténcia de suas algebras nilpotentes.
Uma variedade de &lgebras graduadas é localmente finita se suas algebras finitamente
geradas sao finitas.

O proximo lema é analogo ao Corolario 2.9 de [34].

Lema 3.3.4 Uma variedade de dlgebras graduadas com indice e expoente finitos €
localmente finita.

Teorema 3.3.1 Uma variedade U de dlgebras graduadas com indice e expoente fini-
tos € gerada por um conjunto de dlgebras graduadas finitas e subdiretamente irre-
dutiveis.

Demonstrag¢ao. De acordo com os dois lemas anteriores, U é gerada por um
conjunto de algebras graduadas finitas. Logo U é gerada por um conjunto de algebras
graduadas finitas e subdiretamente irredutiveis. O

3.4 Identidades graduadas de ()

Considere os dois polindémios de K(X), que sao fi(y1) =yf —v1 e

Folyr, Yo, 21, 20) = (g1 + 21— (g1 + 20) D) (Y2 + 22 — (g2 + 22)0 ) (1 — [y1 + 21, 92 + 22]771).

O proximo teorema fornece uma base para as identidades graduadas de €.
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Teorema 3.4.1 Todas as identidades polinomiais graduadas de 2 sequem de f; =0
€ f2 =0.

A prova desse teorema, que esta baseada na demonstracao do teorema de Maltsev
e Kuzmin [35] para identidades polinomiais ordinérias, serd dada pelos proximos
dois lemas. Denotemos por U a variedade das algebras graduadas que satisfazem as
identidades f1 =0 e fo = 0.

Lema 3.4.1 VarQ) C Q.

Demonstrag¢ao. Como a? = a para todo a € K entao f; = 0 é uma identidade

2
graduada de Q. Por [35], sabemos que (1 — x¥)(xy — 24 )(1 — [21,29]7") = 0 ¢ uma
identidades polinomial de My(K'). Portanto, fo = 0 é uma identidade graduada de
Q. O

Lema 3.4.2 U C Var(.

Demonstragcao. Seja N = Ny @ N; uma algebra nilpotente de U. Entao N, é
também uma algebra nilpotente de 2. O indice de nilpoténcia s de Ny é 2; pois se
s > 2, podemos tomar elementos ai,...,as_1 € Ny tais que a;...as,_1 # 0. Pela
identidade f; = 0, sabemos que 0 = (ay...a5s-1)? —ay...as-1 = G1...a5_1, O que é
uma contradi¢ao. Assim se a € Ny entao a = a? = 0. Portanto, Ng = 0e N = Nj.
Além disso, como Ny N; C Ny = 0, temos que N? = 0.

A variedade U tem indice e exponente finitos. Pelo Teorema 3.3.1, ¥ é gerada
por um conjunto de algebras graduadas finitas e subdiretamente irredutiveis. Para
provar o lema, é suficiente mostrar que cada uma dessas algebras pertence a Var(.
Provaremos ainda mais: cada uma delas é isomorficamente mergulhada em €2. Até o
final da prova, assumiremos que A é uma algebra finita e subdiretamente irredutivel
de °U.

Se a algebra A é nilpotente entdao Ay = 0, A; = A, A2 = 0 e dimg A = 1;
pois se ay, as € A fossem linearmente independentes, os subespagos gerados por a;
e ap seriam ideais com interse¢ao nula. Assim a aplicagdo ¢: A — €2 definida por
¢(ag) = aejs € um monomorfismo graduado, onde g é um gerador de A.

Suponhamos agora que A seja uma &lgebra nao-graduada simples, ou seja, A =
My (GF(p")) e p* > q. Se k > 3 entao fo(ag,bo,a1,b1) = e13 # 0 onde ag, by € Ag €
a1, by € Ay sdo tais que ejs = ag + ay e eg3 = by + by.

Logo k < 2. Seja k = 2. Se ag,by € Ag € a1,b; € Ay sao tais que aey; = ag + a;
e e1a = by + by, entdo fo(ag, bo, a1,b1) = (@ —a)e;z = 0. Logo o« —a? =0, q > p'e
A = M5(GF(q)). Pelo Corolario 3.2.1, temos que Q e A sdo isomorfas.

Vamos considerar agora k = 1, ou seja, A = GF(p'). Se 0 # a € Ay entao

aqz _ (a2)(q+1)(q—1)/2a _ (a2a2)(q_1)/2a — (a2)q—1a _ a2qa—2a _ a2a_2a = q.
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Seay € Agea; € Ay, entao (a0+a1)q2 = a82+a‘f2 = ao+a;. Portanto, a? —a = 0 para
qualquer @ € A, donde ¢*> > p', A = GF(q) ou A = GF(¢*). Se A = GF(q) entao
existe um homomorfismo graduado injetor de A em €. Se A = GF(¢?) entao a tnica
graduagao possivel ¢ Ay = GF(q) e Ay = GF(q) e, pelo Lema 5 de [49], existe u € A,
tal que A; = Agu e u? = a # 0 pertence a GF(q). Logo, A = GF(q)1+ GF(q)u onde
1 é a identidade multiplicativa de A. Assim a aplicacao ¢ : A — € definida como

o(a1 + Gu) = (g ﬁj)

é¢ um homomorfismo graduado e injetor.

Suponha agora que A = B& N como uma soma direta de espagos vetoriais onde B
é uma subélgebra nao-graduada semi-simples de A e N é o radical de Jacobson de A.
O radical de Jacobson ¢ graduado [23] e, como N é nilpotente, N? = 0. Se x € AgN N
entao f; = 0 implica que z = 29 = 0 assim N C A;. Logo Ay = A ;N B® N. Se
r € AiNBewu € N, entao ux,xu € AgN N, ou seja, ur = zu = 0. Portanto
x = 0, pois o ideal de A gerado por = tem interse¢ao nula com N. Logo A; = N.
Como A/N = B e A/N = A, temos que Ay = B. Assim Ay é uma subalgebra
nao-graduada semi-simples de A.

Seja Ay = By @ -+ & B, a decomposigao (ndo-graduada) de Ay em algebras
simples. A identidade f; = 0 implica que B; = GF(q) para todo i. Seja e; a
identidade da subalgebra B;. Como A ¢é subdiretamente irredutivel entao AN # 0 ou
NA # 0. Suponha que AN # 0. Como a intersegao dos ideais ¢; N é zero, apenas um
deles é nao-nulo, digamos e; N. Como N se decompoem numa soma direta de ideais
N=eg,N@(1—e)N, temos (1 —e;)N =0e N =e;N. Similarmente os ideais Ne;
tém intersecao nula, portanto no méaximo um deles pode ser diferente de 0. H& trés
casos possiveis.

Caso 1: NA =0. Entdao Ay = By = GF(q) e N é um espago vetorial unidimen-
sional sobre GF'(q). A aplicagdo ¢ : A — My(GF(q)) definida como

¢(a+6u>=(3‘ 3)

onde «, 3 € GF(q) e 0 # u € N esté fixado € um homomorfismo graduado injetor.
Caso 2: Ne; # 0, N = e;Ne;. Novamente A4g = By = GF(q) e N é um
(GF(q), GF(q))-bimodulo. Como A ¢é subdiretamente irredutivel, N nao pode ter
sub-bimodulos nao-nulos com interse¢ao nula. Portanto existe um automorfismo o de
GF(q) tal que za = o(a)x para todo x € N e todo a € GF(q) (veja [36], p. 315).
Assim cada subespaco de N é um sub-bimoédulo e portanto N é um espago vetorial
unidimensional sobre GF'(q). A aplicacao ¢ : A — My(GF(q)) definida como

o0 = (5 o)
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onde o, € GF(q) e 0 # u € N, é um homomorfismo graduado injetor.

Caso 3: Ney # 0, N = e;Ney. Neste caso Ag = By @ By = GF(q) ® GF(q),
NBy = BoN = 0e N é um (GF(q), GF(q))-bimodulo. Repetindo o raciocinio do
caso 2, sabemos que existe um automorfismo o de GF(q) tal que za = o(a)z, para

todo z € N e para todo o € GF(q), e N é um espago vetorial unidimensional sobre
GF(q). A aplicagao ¢ : A — My(GF(q)) definida como

d(a+ B+ u) = (‘8‘ 0(75) )

onde a,v € By, B € By e 0 # u € N esta fixado, ¢ um homomorfismo graduado
injetor. U

Observagao Listamos algumas outras identidades para (2:

f3(y17y2) = WYYz — Y241,
(21,2’2, 3) = 212223 — 232’221,
Flyz) = (n-2) =20 - 20),
folzr,z2) = (2197 = Dzz(l — [0, )77,
frlz, ) = (A7 = Dz (1= o1, )77,
Fs(yn ye, 21, 22) = (X — XE)(1— [X1, Xo]7™1)(Xa — X9,
folyr y2,21,22) = (Xa — X)) - (X2 — X5) — (X1 — XY) - (X2 — X)),

onde X; = y; + z;, ¢ = 1,2. A identidade f3 = 0 segue da identidade f; = 0 (veja
por exemplo [19], p. 73). As identidades fs = 0 e fo = 0 sao conhecidas por [35], e
podemos trocar a identidade fo = 0 no Teorema 3.4.1 por qualquer uma delas.

3.5 Identidades graduadas de () nao sendo a um
quadrado perfeito

. 2 -
Considere ¢1(y1) = y{ — v1, g2(21) = Z%q '

—Z1 €
93(y1, Y2, 21, 22) = (1 +21 — (1 +21) ) (y2 + 22 — (y2 + 22)q2)(1 — [+ 21,92 + Zz]qfl)

trés polinomios de K (X).
O proéximo teorema apresenta uma base para as identidades graduadas de 2.

Teorema 3.5.1 Todas as identidades polinomiais graduadas de Q2 sequem de g = 0,
go=0egs=0.
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Seja U a variedade de dlgebras graduadas definida pelas identidades g; = 0, go = 0
€ gs = 0.

Lema 3.5.1 VarQ® C 9.

ad

tico & f(z) = 2* — (a® + ad?) com autovalores +\ onde A = v/a? + ad?. Observemos
primeiro que

X = (Va2 + ad®)” = (a® + ad®) V@ D2) = (42 4 ad?) V) =\,

. . d . . . .
Demonstragao. Seja y, = < “ a) uma matriz de €. Seu polinémio caracteris-

Similarmente obtemos (—A\)?° = —\. Entdo, como existe uma matriz invertivel P
na algebra My(GF(¢?)) tal que P~ly, P = ())\ ) | temos que ¥’ = yi. Agora
se3az1—<_ac —b) € Q. Como z; = ( 0 B — o eb”—ac® #0

pois a nio é um quadrado perfeito em K, temos (22)7' = 1. Entéo 227" = 2.
2

Finalmente, por [35], sabemos que (71 — 2¥)(z2 — 24 )(1 — [21,72]77') = 0 ¢ uma

identidade polinomial de My(K); portanto, g3 = 0 é uma identidade graduada de .

U

Lema 3.5.2 U C VarQ®.

Demonstracao. Seja N = Ny @& N; uma élgebra nilpotente de U. Logo N, é
também um &algebra nilpotente de *U. O indice de nilpoténcia s de Ny é 2; pois se
s > 2, podemos escolher elementos ay,...,as_1 € Ny tais que a;...as 1 # 0 e, por
g1 = 0, obtemos

2
O:(al...as,l)q —a1...05-1 = a1 ...05_1,

0 que é uma contradi¢ao. Assim se a € Ny entao a = a’ =0 e portanto Ny = 0.
Além disso, como N1 N; C Ny = 0, temos que N2 = 0. Se a € Ny entdao a = a?~1 = 0,
Ni=0eN=0.

A variedade U tem indice e expoente finitos. Pelo Teorema 3.3.1, U é gerada
por um conjunto de algebras graduadas finitas e subdiretamente irredutiveis. Para
provar o lema, é suficiente mostrar que cada uma dessas algebras pertence a VarQ2®.
Provaremos ainda mais: cada uma delas estd isomorficamente mergulhada em Q.
Até o final da prova, consideramos A como uma algebra finita e subdiretamente
irredutivel de V.

Suponhamos que A = B & N como uma soma direta de espacos vetoriais onde
B é uma subalgebra (nao-graduada) semi-simples de A e N ¢é o radical de Jacobson
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de A. Como N é um ideal graduado e é nilpotente, N = 0. Assim considerando
A=DB; & - ® B, adecomposicao de A em &lgebras nao-graduadas simples, vemos,
devido & irredutibilidade subdireta de A, que s = 1, ou seja, A é uma algebra simples.

Suponhamos agora que A seja uma éalgebra nao-graduada simples, ou seja, A =
My (GF(p')) e p* > q. Observe que k < 2, pois se k > 3 entao gs(ag, by, a1,b1) = ej3 #
0 onde ag,by € Ag e a1,b; € Ay sao tais que e19 = ag + a1 € ez = by + by.

Consideremos k = 2. Se ag,by € Ag e a1,b; € Ay sao tais que ae;; = ag + a1 e
e12 = by + by entdao gz(ag, by, a1,b1) = (a? — a)ery = 0; logo a —a? =0, ¢ > p' e
A = My(GF(q)). Pelo Lema 3.2.1 temos duas possibilidades: u%, = u4 ou u% = —ua.
Se u’y, = uy entao A ¢ isomorfa a €2, e isso é uma contradigdo porque €2 nao satisfaz
go = 0. Logo temos que u’, = —u4. Pelo Lema 3.2.3 existe um isomorfismo graduado
entre % e A.

Vamos considerar agora k = 1, ou seja, A = GF(p'). Se 0 # a € A; entdo
a? = (a®)@tDeD2g = (¢262)D/2q = (¢2)9 g = @21 = 4. Se ag € Ay e
a; € Ay, entdo (ag + al)q2 =al + a‘f = ag +a;. Portanto a? —a =0 para qualquer
a € Ae, sendo ¢ > p', A = GF(q) ou A = GF(¢*). Se A = GF(q) entao existe
um homomorfismo graduado injetor de A em Q% Se A = GF(¢?) entao a tnica
graduagao possivel ¢ Ag = K e A; = K e, pelo Lema 5 de [49], existe um elemento
u € A tal que Ay = Ague 0 # u> = a € K. Logo A = Ka + Ku, e a aplicacao
¢ : A — Q% definida como

ogas = (P00

é¢ um homomorfismo graduado injetor. O

Observagao Listamos algumas outras identidades para 2:

94(y1,92) = Y1y2 — Y21,
(21, 22, % ) = R1k273 T R3%2%41,
96(3417 ) = qufzyl — Y1,
gy ) = (-2 =2 (- =),
g8y, 21, ) = (Xa = XT)(1 = [Xy, Xo)7 ) (X — X9),
99(Y1, Y2, 21, 22) (X1 — (X)) - (Xo — X3) — (X1 — X{) - (X2 — X3))",

onde X; = y; + z;, i = 1,2. A identidade g4 = 0 segue de g; = 0. As identidades
gs = 0 e g9 = 0 sdo conhecidas por [35], e podemos trocar a identidade gs = 0 no
Teorema 3.5.1 por qualquer uma delas.

Corolario 3.5.1 As graduagoes nao-isomorfas da dlgebra das matrizes de ordem dois
sobre um corpo finito sao distinguidas por suas identidades polinomiais.
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De fato é suficiente considerar a identidade graduada y{ = y;. Ela é satisfeita se
e somente se a graduacao é isomorfa a Q.



Capitulo 4

Matrizes sobre a algebra de
(Grassmann

4.1 Introducao

Denote por Msy(E) a algebra das matrizes de ordem 2 com entradas na algebra de
Grassmann F. A algebra

Ml,l(E):{((CI Z) \a,dGEoeb,CEEl}

¢ uma subélgebra de Ms(FE) interessante para o estudo de identidades polinomiais.

Definicao Duas algebras sao PI equivalentes se satisfazem as mesmas identidades
polinomiais ordinérias.

Um corolario da teoria desenvolvida por A. Kemer [21] foi a descri¢gdo do compor-
tamento das algebras T-primas em relacao ao produto tensorial. Mais precisamente,
Kemer demonstrou o seguinte resultado em caracteristica 0, ver [21].

1. T(Mu(K) ® E) = T,y (E);
2. T(Myp(E) @ M.q(E)) =T(M,s(E)) onde r = ac+bd e s = ad + bc;
3. T(M11(F))=T(E®E).

A ultima Pl-equivaléncia é um fato interessante. Ela também é uma conseqiiéncia
da teoria de estrutura de T-ideais de Kemer para variedades de algebras associativas
(veja [23], p. 24). Popov em [37] descreveu uma base das identidades polinomiais
satisfeitas pela algebra £ ® E. Sem utilizar a teoria de Kemer, Regev [41] encontrou

52
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ainda outra prova (para as trés afirmagoes acima). Di Vincenzo em [11], providenciou
mais uma demonstragao, também elementar, da terceira afirmacao do resultado de
Kemer, nessa vez utilizando-se de identidades graduadas. Tal interesse justifica-se
pelo fato de que os T-ideais “mais simples” que sao T-primos em caracteristica 0,
sdo os de K, E, My(K), My1(E), E® E, My(E). As identidades polinomiais dessas
algebras foram descritas, exceto as de My (E).

Em [29] foi apresentada uma nova prova da PI equivaléncia de M, 1(E) e E® E
em caracteristica 0, usando identidades graduadas. Além disso, nesse artigo sao a-
presentadas bases para as identidades Z,-graduadas das algebras M (E) e E ® E.
Utilizando-se métodos semelhantes aos de [29], pode ser demonstrado que quando o
corpo base tem caracteristica positiva p, as duas tltimas algebras nao sao PI equi-
valentes, e provavelmente é possivel abordar a questao da PI equivaléncia de outros
produtos tensoriais. Mas tal questao seria tema de futuros trabalhos.

Neste capitulo apresentaremos os resultados de [29].

4.2 Identidades Z,-graduadas de M, ;(F)

A &lgebra M ;(E) possui a seguinte Zy-graduacao nao-trivial

Ml,l(E)Oz{(g 2) |a,d€E0} eMM(E)lz{(S 8) |b,ceE1}.

Di Vincenzo [11] provou que sobre corpos de caracteristica 0 todas as identidades
graduadas dessa algebra seguem de y1ys = Yoy € 212023 = —232921. Em [29] foi
provado que o resultado de Di Vincenzo é valido para corpos infinitos de caracteristica
diferente de 2. Reproduziremos nesta secao a demonstragao desse fato.

Até o final desta se¢ao, assumimos que K é um corpo infinito de caracteristica
diferente de 2.

Sejam Vy = {t;,w; | i € N} e V; = {u;,v; | i € N} dois conjuntos disjuntos de
variaveis e considere a Zy-graduagao usual sobre a algebra livre K (VoUV]), assumindo
que as variaveis de 1} sao pares e as de V] sao impares. Assim

K{VouWi) = K(VoUVi)o @ K(Vo U Vi)

Seja T o ideal Zy-graduado de K (Vy U V) gerado pelas relagoes fg = (—1)*gf para
fe KVoUVi)aege K(VoUVy)s. Seja Q a algebra quociente de K (Vo U V;) por T
A algebra (), que é também uma algebra Zs-graduada considerando a Zs-graduagao
herdada de K(Vy U Vj), é conhecida como dlgebra supercomutativa livre (veja por
exemplo [8], Secao 2). Além disso, a algebra Q é isomorfa a K[Vj] @ E(V;), onde
E(V}) é a algebra de Grassmann do espago vetorial com base Vi, conforme o proximo
lema.
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Lema 4.2.1 Sejam K[Vy] a dlgebra dos polinémios comutativos gerada por Vo e E(V;)
a dlgebra de Grassmann do espago vetorial com base Vi. A aplicagao

61 KVol @ E(V;) - ©
definida por ¢(a ® b) = ab+ T é um isomorfismo de dlgebras.

Demonstragao. E facil ver que ¢ é um homomorfismo de &lgebras sobrejetor. Se-
jama =1y ...y, e b =2 ...z, monoémios nao-nulos de K[V;] e de E(V]) respectiva-
mente. Se fizermos as seguintes substituicoes y; = --- =y, =lez; =e1,...,2, = €,
teremos que ab ¢ To(FE). Como T C Ty(E), temos que ¢ é injetora. O

A algebra M5(£2) possui uma graduacao semelhante a de My(K), a saber,

MQ(Q)0:{<];1 })4>\f1,f4eﬂ} ez\@(sz)lz{(]?3 {f)yﬁ,fse@}.

Denote por F' a subélgebra Zs-graduada de My (€2) gerada pelas matrizes
() om0 )

Lema 4.2.2 A dlgebra Zy-graduada relativamente livre K(X)/To(My1(E)) € iso-
morfa a dlgebra F.

para ¢ € N.

Demonstragao. A aplicagao ¢ : K(X) — F definida por

¢(f(y1,...,ym,zl,...,zn)) :f(Al,...,Am,Bl,...,Bn)

é um homomorfismo Zs-graduado. Claramente, ¢ é sobrejetora. Além disso, um
simples calculo mostra que ker ¢ = T5(M;1(E)) e ¢ induz um isomorfismo. O

Seja I o ideal das identidades Zo-graduadas de K(X) gerado pelas identidades
graduadas y1ys = Yoy1 € 212223 = —232921.

Lema 4.2.3 A dlgebra Zs-graduada M, 1(E) satisfaz todas as identidades graduadas
do Th-ideal 1.

Demonstracao. Basta verificar que as identidades y1yo = yoy1 € 212223 = —232221
pertencem a Th(M;1(E)). A prova pode ser verificada diretamente, usando as relagoes
ab = (—1)*Pba para a € E, e b € Es. O
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Uma seqiéncia bdsica s = (ay,...,ap,b1,...,bg,¢1,...,¢,dy,...,ds) ¢ uma se-
qiiéncia de niimeros naturais tais que
()p>0 q>0 r>0,s2>0;
(i) ar < <ap, by < <by, 1 <<, dy <+ < dyg;
(111)s<7"<s+1
iv) se r = 0 entao ¢ = 0.

A seqiiéncia bésica s associamos 0 monoémio

m. = Yar -+ - YapZciYby - - - YbgRdi ReaRdy - - - ResPds se =S5,
s =
Yay - - YapZeyUby -+ - Yoy 2dy ZeaZdy - - - ZegZdsZdey,  S€ T =58+ 1.

Seja C' o conjunto de todos os monoémios associados a seqiiéncias basicas. Note que
o monodmio 1 pertence a C, pois esta associado & seqliéncia vazia.

Lema 4.2.4 O conjunto {m + T5(M;1(E)) | m € C} € linearmente independente no
espago vetorial K(X)/To(My1(E)).

Demonstracao. Sejam myq, ..., m, elementos de C' e oy, ..., a, elementos do corpo
K tais que aymy + - - - + a;,m,, € To(M; 1(E)). Vamos provar que ag = -+ - = a,, = 0.
Como o corpo K ¢ infinito, podemos supor que os mondémios my, ..., m, sao multi-
homogéneos. Denote por m o elemento de M(2) obtido pelas substituigoes y; — A;
e z; — B; no monémio m € C. Se s = (a1,...,ap,b1,...,bg,¢1,...,¢,dy, ..., ds) €
uma seqiiéncia basica entao

__ :l:{ wi€11 + woegg se 1 = S,

m, =
wi€lg +woeg; se 1r =S8+ 1,
onde
Wi = tay - layUpy oo Up Ve oo Ve, Wey - - - We,
wo = ..ty Ugy - UgyVay - - Vg Wey - - - W, -

Assim, ¢ facil ver que existe uma bije¢ao entre C' e o subconjunto {m | m € C} de

F. Desse modo, se ajmy + -+ + a,,m,, € T5(F) entdo ay = -+ = «,, = 0, pois as
matrizes my, ..., m, sao linearmente independentes em F'. Pelo Lema 4.2.2, sabemos
que aimy + -+ - + a,,m,, € To(F') e a prova do lema esta concluida. O

Apresentamos agora o principal teorema desta secao.

Teorema 4.2.1 Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Zs-graduada
M, 1(E) sequem das identidades y1ya = Yol1 € 212223 = —Z232221.
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Demonstracao. Se f € K(X) entao y;f — fy; pertence a I. Assim todo elemento
de K(X)/I é uma combinagao linear de elementos da forma myze, Moz, 2e, - - - Ze;, + 1
onde m; e my sao monomios formados apenas por y;’s. Devido a identidade y,y, =
Y21, podemos supor que os indices das variaveis em m; e my crescem (com possiveis
repeticoes). Pela identidade z32923 = —232921, assumimos que e; < ez < e5 < - -+
e ey < ey <eg<---. Note que se e; > e3 num mondmio, entao usamos o fato de
que 2, (MoZe,)2e; = —Zes (Maze, )2ze, pertence a I. Assim, concluimos que o conjunto
{m + 1| m e C} gera o espago vetorial K(X)/I. Sabemos, pelo Lema 4.2.3, que
I CTy(My1(F)). Aplicando os lemas 4.2.4 e 1.5.4, concluimos a prova. O

Observagao Se um polindmio multi-homogéneo f € K(X) nao é¢ uma identidade de
M1 (E) e a variavel z; ocorre nos monomios de f entao deg, f < 2. Pois se ha trés
letras z; num monomio, ao menos duas delas estarao numa das seqiiéncias ¢; ou d;.
Mas devido a identidade 22923 = —232927 tais monomios desaparecem.

Observagao Em [11] o teorema acima foi provado usando propriedades da involugao
* definida no espago de polinomios multilineares, veja 23|, pp. 17-18 para a defini¢ao
exata. Como o nosso corpo pode ser de caracteristica positiva os elementos mul-
tilineares de um 7)-ideal podem nao determinar o 7Ty-ideal. Em [11] o resultado
correspondentes é uma conseqiiéncia direta das propriedades da involucao * e da
descrigao da base para as identidades Zo-graduadas de My(K). Isso é valido pois se
decompomos My(K) = Ay @ A, de acordo com a graduagao usual entao M ;(F) =
Ay ® Eg® A1 ® E; é o envelope de Grassmann de My (K).

Observagao Note que o polindmio [y?, z|] ndo desaparece em M; ;(E) se considerado
como uma identidade Zs-graduada. (Aqui y é uma variavel par, z é uma variavel
impar e p é a caracteristica do corpo K.) Escolha por exemplo y = ej; + 2eq,
z = gejs + gegy onde g # 0 € um elemento arbitrario de F;. Entao y? = ej; + 2Peqs €
como 2P =2 # 1 em K temos que [y, z] = g((1 — 2P)ejs + (2P — 1)eq;) # 0.

(0)

7

Agora observe que podemos escolher outro modelo para a algebra F'. Sejam a
bl(-o) varidveis comutativas e agl), bgl)
supercomutativa livre K (az(] ), bgj ) | € N;j =0,1) que é livremente gerada por elas.

Considere as matrizes da forma

o o(1 0 o1 0 _ om (01 W (0 0
Ci=a (o 1)“’@' (0 1) Pima{o o) TR (1 o

e gere uma algebra L com 1 e com elas, assumindo que C; sao elementos pares, e que
D; sao elementos impares. Entao L é uma algebra Zs-graduada.

varidveis anticomutativas, e forme a algebra

Lema 4.2.5 A dlgebra L € isomorfa a dlgebra F.
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Demonstrag¢ao. O homomorfismo ¢ : F' — L definido por p(4;) = C; e o(B;) = D;
é obviamente um isomorfismo Zs-graduado. 0

E imediato que as matrizes ago)(eu +e97) comutam com as de L. Denote por By (L)

a subalgebra de L que é gerada por 1 e por todos os elementos de L tais que toda
“varidvel” par aparece neles apenas em comutadores. Como as matrizes agﬂ)(ell + €99)
sdo centrais, elas desaparecerao dos polindomios em By(L).
1

Lema 4.2.6 As matrizes E; = AR (1 0 ) e D; = ( (()1) CE )) satisfazem as

S0 -1 a0
sequintes relacoes:
i) E;E; sao centrais;

Demonstragao. Segue de verificagao direta. 0

Agora seja By (M 1) a subélgebra de F' gerada por 1 = eq1 + €99 € pelos polindmios
tais que toda varidvel par aparece apenas em comutadores. Em outras palavras,
By(F) = By(X)/(T2(My1(E)) N B2(X)). Entao By(F) é canonicamente isomorfa a
By(L), e identificaremos By(F') e By(L).

A proposigao a seguir é uma adaptagao de Lemas 2.2 e 2.3 de [12].

Proposicao 4.2.1 Se f € By(L) é um polinémio multi-homogéneo, entio f é uma
combinacao linear de elementos da forma
« « e} 2 2 2
EXE .. E*D; D5, ... D5 g(Dnyy Dyyy ooy Dry)
onde iy < iy < ... < g, J1 < Jo < ... < g, {J1,72,-- 01} e {ni,ne, ..., 0y} sio
disjuntos, e o polindémio g € multilinear.

Demonstracao. Primeiro, como 1 = ey + egy € central, nao ha matrizes do tipo

1 0 . - .
al? ( ) na expansao de f. Entao usando o lema anterior obtemos que

i \o 1
f=ENES . ESW(Dy, Ds,..., D)

onde h é um poliné6mio multi-homogéneo. Se o grau de h em algum D, fosse maior que
2 entdo h seria uma identidade Zj-graduada para M, ;(E), veja observacdo acima.
Logo podemos supor que o grau de h em qualquer uma de suas variaveis é < 2.
Agora escreva h como a soma de mondmios, e divida cada um desses mondémios
em duas seqiiéncias ascendentes como foi feito antes para os monomios associados a
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seqiliéncias basicas. Se houvesse dois D;’s iguas numa das seqiiéncias de um mondmio,
entao esse mondmio desapareceria devido a z1202; = 0. Portanto se D; aparece duas
vezes no monomio entao deve participar uma vez em cada seqiiéncia. Mas isso significa

que podemos escrever, a menos de sinal, 0 mondémio como ... D?.... Entdo usamos o

fato de que D?D; = —D;D? a fim de levar D? para o comego do monomio. Finamente,
212 _ 32 o

observe que D7 D; = D;D; para todo i e j. U

4.3 Um pouco de combinatoéria

Para as demonstracoes da préoxima se¢ao, precisaremos de um pouco de combinatoéria.
Seja (i1, 19, ... ,1,) uma permutagao dos simbolos {1,2,...,n}, e assuma que

{1,2,...,n} =AUB, AnB=40.

Pode-se considerar a coloracao desses simbolos nas cores A e B como a motivagao
para a terminologia usada. Entdo o par (is,ig), 1 < a,f < n, forma uma inversao
colorida (com relagdo a particao A, B)se l <a < <n,i, >igea € A, € B. Se
q ¢ o namero de todas as inversoes coloridas em (i1, 19, ... ,1,) entdao (—1)¢ é o sinal
colorido dessa permutagao com relagao a partigao A, B. Consideraremos as parti¢oes
A, B de {1,2,...,n} como pares nao-ordenados, ou seja, nao diferenciaremos (A, B)
de (B, A). Entao ha exatamente 2"~ particoes de {1,2,...,n} incluindo a trivial.
Obviamente o sinal colorido da permutagao principal (ou trivial) (1,2,...,n) é igual
a 1 para todas as particoes pois a permutacao principal nao contém nenhuma inversao
(ordinaria).

Proposicao 4.3.1 Sejai = (iy,1s, . ..,1,) uma permutacao fiza de (1,2,...,n). En-
tao o sinal colorido de i € ou igual a 1 para todas as particoes, ou igual ao numero —1
para todas as particoes, ou sendo iqual a 1 para 22 particoes e —1 para as restantes
2"=2 particoes.

Demonstrago. A prova é um raciocinio combinatoério elementar. E facil mostrar
que as transposigoes (t,t + 2) mudam o sinal colorido de cada permutacao, para toda
partigao (A, B). A fim de provar esse fato, consideremos todas as quatro possibilidades
para trés simbolos consecutivos na permutagao: todos pertencendo a A ou seja ajasas,
ou dois pertencendo a A e um a B ou seja ajasb, a1bas, bajas. Aquiay, as € A, b € B.

Usando a observacao acima, é suficiente provar a proposi¢ao apenas para permu-
tacoes ¢ tais que 17 <13 <...e€0y < iy <....

Usamos indugao sobre n, n = 1 e 2 sao 6bvios. Para n = 3, apresentamos
uma tabela com os sinais coloridos de todas as permutagoes de {1,2,3} abaixo. Em
particular, isso mostra que a afirmagao é verdadeira para n = 3.
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permutacoes
| | 123]132] 231213312 321
123 + | = |+ ] =]+ |-
particoes 12: 3| + + + — — —
B2 + |+ | — |+ | - =
21| + [ - | = |+ ] + ] -

Suponhamos que n > 3 e que a afirmagao foi provada para todo m < n. Sejam i =
(11,99, ..., 1y) €1 = (i1,19,...,i,—1) a permutagao de n—1 simbolos {1, 2, ..., n}\{i,}
obtida de i apagando sua ultima entrada. Entao a proposicao ¢ verdadeira para i’
devido a inducao. Note que ou i, =n ou i, 1 =n pois 11 < i3 < ... €1y < iy < ....
Agora considere dois casos para i,_1 € i,.

Caso 1. Assumindo que i,,_; < i,, temos i, = n. Se (A, B) é uma partigao de
{1,2,...,n}\{i,} formamos duas parti¢oes de {1,2,...,n}. Elas sao (AU{i,}, B) e
(A, BU{i,}). Os sinais coloridos de i com relagao a essas duas parti¢oes serdo iguais
ao sinal colorido de i’ com relacao a (4, B).

Caso 2. Se i, 1 > i, entao i, 1 = n. Logo i,_; forma inversao apenas com i,,.
Defina i" = (iy,42,...,0y_2,7,). Entdo a nossa afirmagdo se mantém para i”. Seja
(C, D) uma partigad de {1,2,...,n—1} e € o sinal colorido de 7" com relacdo a (C, D).
Formamos duas partigoes (C'U {n}, D) e (C,DU{n}) de {1,2,...,n}. Numa delas
in_1 = n e i, pertencem a conjuntos diferentes da parti¢ao, logo o sinal colorido de
1 com relagao a essa partigdo serda €. Analogamente na outra partigao i, 1 = n e
1, estao no mesmo conjunto e, como eles formam uma inversao, isso produz o sinal
colorido —e.

Ambos os casos foram tratados e a prova da proposicao esta completa. 0

O corolario a seguir mostra uma aplicacao elementar e interessante da combi-
natoria desenvolvida acima

Corolario 4.3.1 O sinal colorido de 0 = (n,n—1,...,2,1) é igual a 1 para todas as
particoes quando n =1 (mod 4) e —1 quando n =3 (mod 4). Se n € par entdo o
sinal colorido de o € igual a 1 para 2"2 particoes, e —1 para as restantes particoes.

Demonstragao. Suponhamos que {1,2,...,n} = AUB, |A| = a, |[B| =be
a+ b= n. Entao haverd ¢ = a(a — 1)/2 4 b(b — 1)/2 inversoes coloridas em o. Logo

q=(a*+b*—a—0b)/2=(n*—n)/2—ab=n(n—1)/2 — ab.

Se n é impar entao ou a ou b é par, e isso conclui a prova paran =1e 3 (mod 4).
Se n = 2m é par, usando o fato de que Z?ZO(—l)j (’;) = 0, obtemos a igualdade
Z;l:)_ol(—l)j (?) +(1/2)(=1)™(™) = 0. (Note que no tltimo caso (") = (*™) & sempre
par. [l



CAPITULO 4. MATRIZES SOBRE A ALGEBRA DE GRASSMANN 60

Proposicao 4.3.2 Sejai = (iy,1s, .. .,1,) uma permutagao dos simbolos (1,2,...,n)
e suponhamos que iy < i3 < ... eiy < iy < .... Sei # (1,2,...,n) entao o sinal
colorido de i € iqual a 1 para 2"2 particoes e —1 para as restantes 272 particoes de

{1,2,...,n}.

Demonstragao. Segue da prova da Proposigao 4.3.1. Usamos indugao finita sobre

n. No primeiro caso considerado 14, devido a hipotese de indugao e a ¢ # (1,2,...,n)
obtemos 2772 vezes o sinal colorido 1, e 2”2 vezes o sinal colorido —1. O mesmo é
valido para o segundo caso. 0J

Observacao Note que com os resultados anteriores demos uma descricao combi-
natoria da estrutura linear das éalgebras Meson, veja por exemplo [20], pp. 115 e
264-272. E claro que o nosso objetivo nio era a descricio dessas algebras, mas isso
surgiu “de graga”, como uma conseqiiéncia da combinatoria acima. As algebras Me-
son tém um papel importante na teoria de representacoes de algebras de Jordan, ver
[20]. Elas aparecem de maneira natural na teoria de algebras de Clifford e tém varias
aplicacoes.

4.4 Identidades Z,-graduadas de £ ® E

Consideramos o quadrado tensorial da algebra de Grassmann GG juntamente com sua
Zsy-graduacao definida como FQF = (EyQ Eg® E1QF1)®(EyQE1®E1® Ey). Denote
por I o ideal das identidades Zs-graduadas satisfeitas por £ ® E. Primeiro vamos
construir um modelo para a élgebra Zs-graduada relativamente livre na variedade das
algebras Zo-graduadas definida por £ ® E.

Sejam a§0)7 bgo), cgo), dEO) variaveis comutativas e al(-l), bgl), cgl), dl(-l) variaveis an-
ticomutativas, i € N. Consideramos a algebra supercomutativa livre K (Vj; V1) livre-
mente gerada pelos conjuntos Vy = {ago), bgo), c§°’, dED)} eVp = {al(»l), bgl), cgl), dl(-l)} de
variaveis pares e impares respectivamente. Denote por F” a subélgebra do produto

tensorial K (Vo; V1) @ K(Vp; V1) gerada por todos os elementos da forma
Vi=al”@b” +aV 0t Zi=cd"ed"+ed”.

Entao F' = Fj @ F| é uma algebra Z,-graduada e a sua graduac@o ¢ a natural, ou
seja, consideramos Y; como variaveis pares e Z; como variaveis impares.

Lema 4.4.1 A dlgebra Zs-graduada relativamente livre K(X)/To(E ® E) € isomorfa
a dlgebra F'.
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Demonstragao. A prova é bastante direta. O homomorfismo de K(X) em F’
definido por y; — Y; e z; — Z; é sobrejetor e seu nicleo é igual a I, logo ele induz
um isomorfismo. U

Precisaremos de algumas propriedades elementares da algebra F ® E. E facil ver
que seu centro ¢ igual a Fy ® Ej.

Lema 4.4.2 Os polindmios y1ys — Yoy1 € 212223 + 232021 sao identidades graduadas
para EQ E. Se a caracteristica de K € p > 2 entao o polindémio yiz — z1y; € também
uma identidade graduada para E Q@ E.

Demonstracao. O primeiro polindmio é uma identidade Zs-graduada de EF® E pois
a componente par Fy® Fy® F; ® E; é¢ uma algebra comutativa. O segundo polindémio
¢ também uma identidade Zs-graduada para F ® E como mostra um célculo direto.

Para o terceiro, seja a € Ey ® Ey @ By ® Eq, entdo a = > _(e; ® f; + ¢g; ® h;) onde
ei, fi € Eo, gi, h; € E;. Portanto

= (R +gahl)=> e[l

pois gi = hY = 0 e os termos mistos desaparecem devido aos coeficientes binomiais
que sdo divisiveis por p. O elemento > e? @ f é central em E ® E, e isso completa
a prova. [

Observagao Observe que de acordo com a secao 4.2, a ultima identidade graduada
nao ¢ satisfeita pela algebra M (FE). Logo ela ndo ¢ uma conseqiiéncia das duas
primeiras identidades do lema.

Precisaremos das seguintes relagoes satisfeitas por £ ® E. Sua dedugao ¢é direta e
pode ser encontrada em [12], lema 2.2.

Lema 4.4.3 As sequintes igualdades sao vdlidas para a dlgebra E® E:
1. 21221 =0, z2yuzivzy = 0, 2222 = 2322 2320 = —292%;
2. tlth = tgutl, 2t = —tZ,

para todo t, t1,to € 1 Q Fy, 2, 21, 2 € By Q By D E1 ® By, u, ve EQ E.

Observe que as identidades graduadas do item (1) do lema acima sdo conseqiiéncias
das identidades y1yo = y2y1 € 212923 = —23292;1. Isso foi provado na se¢ao 4.2 quando
estabelecemos que elas sao validas na algebra M; 1 (E).

Ja deduzimos que T5(M;,1(E)) C Ty(E ® E). Portanto, a algebra Zs-graduada
relativamente livre F” é uma imagem homomorfica de F' e de L. Logo temos o seguinte
lema.
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Lema 4.4.4 A dlgebra By(F') = By(X)/(B2(X) N I) € uma imagem homomorfa de
By(L) (e de By(F) também).

Demonstra¢ao. Para demonstrarmos a afirmacao do Lema, observamos que temos
a inclusao Ty(M;1(F)) C TH(E®E) = I, portanto By(X)/(Bo(X)NI) é uma imagem
homomorfica do quociente By (X)/(Ba(X) NTo(M;1(E))). O

Lema 4.4.5 Sejam g;(z1, 22, - . . , 2n) polindmios multilineares que sao linearmente in-
dependentes modulo o Ty-ideal To(My1(E)). Entao os polindémios

i1 .19 g 2 2 2
YL Yy Y 2 %y - P 8i(21, 22 - 2)

sao linearmente independentes mddulo o Ty-ideal To(M;1(E)).

Demonstragao. Defina y; = By + Eo+ ...+ E;, ...,y = By + ...+ By, para
t=191+ ...+ 01, 2ne1 = Dpy1 + Dyyo, ooy 2Znar = Dypior 1 + Dyiop. Isso produz
um multiplo nao-nulo e entao aplica-se a independéncia de g;. O

Corolario 4.4.1 Os monémios multilineares
m,-j = ZZ'IZjl Zig Zj2 Ce Ziijm,

onde 11 <ig < ...<1lpm €)1 < Jo < ...<Jm-1 < Jm, SGo linearmente independentes
molulo as identidades graduadas da dlgebra E ® E. Aqui se o grau do mondémio €
impar, zj,, nao aparece.

Demonstracao. Suponhamos, pelo contrario, que os respectivos monoémios sao
linearmente dependentes e que ) «a;;m;; = 0. Entdo a tltima equagado serd uma
identidade graduada para F ® E. Devido a homogeneidade, podemos supor que
todos os m;; sao mondmios em 2z, 2g, ..., zx. Suponhamos que m = z12;... 2512
participa nessa combinacao linear com coeficiente nao-nulo a. Escolhemos a parti¢ao
AUB do conjunto {1,2,...,k—1,k} eseja z; — e;®1 sempre que i € A, z; — 1®e;j,
j € B. O valor da combinagao sera 0. Some os valores para todas as particoes A e B.
Os elementos de F; ® Ey anticomutam e o mesmo € vélido para Fy® F;. Os elementos
de Fy ® F; comutam com os de E; ® Ey. Assim aplica-se a Proposicao 4.3.2 e se
obtém que 2"« = 0 para algum inteiro positivo h. (Os outros monémios participantes
na combinagao linear darao contribuicao nula devido a Proposicao 4.3.2, pois eles sao
distintos de m. Entao o sinal 4+1 aparecera 2°=2 vezes, o mesmo niimero de ocorréncias
como o de —1.) Isso é uma contradi¢do pois a caracteristica de K é diferente de 2, e
2h £ (. O



CAPITULO 4. MATRIZES SOBRE A ALGEBRA DE GRASSMANN 63

Corolario 4.4.2 Seja f(y1, ..., Ym,21,---,2n) € Ba(F) = Ba(L) um polinémio gra-
duado. (Aqui usamos as letras y; para E; e z; para D;, veja a defini¢ao de L na segao
4.2.) Entao mddulo o ideal I das identidades graduadas de E ® E o polinémio f é
wqual a um polinémio da forma

ay, o am 2 2 2
YLYST YT Ry zikgj(zjl, Zigs - 2i,)
onde {iy,i9, ... g} N {J1,Jos-- g1t =0, i1 < ids < ... < i e g; € um polinémio
multilinear. Se a caracteristica de K € p > 0 tmpomos também que co; < p, i = 1,

co, M.
Além disso, se os polindmios multilineares g; sao linearmente independentes mo-
dulo I entao os polindmios acima sao linearmente independentes também.

Demonstragiao. A prova é a mesma que para By(F'). Note que se a € E; ® E)
entao a? = 0. U

Teorema 4.4.1 Se a caracteristica do corpo K € igual a 0 entdo o ideal das iden-
tidades Zo-graduadas da dlgebra E @ E ¢é gerado pelas identidades y1ys = yo2y1 €
212923 = —232921. Quando a caracteristica de K € p > 2, o ideal das identidades €
gerado pelas duas identidades anteriores e por yiz1 = z1y}.

Demonstracao. Ja mostramos que essas identidades sao de fato identidades de
E ® E. Como as duas primeiras formam uma base para as identidades graduadas
de M, ;(FE), podemos trabalhar na algebra relativamente livre determinadas por elas,
ou seja, em F. Como ja mostramos é suficiente considerar apenas os polindémios nos
quais as variaveis pares aparecem apenas em comutadores. Nesses casos, o ultimo
corolario completa a prova do teorema. U

Como um corolario do tultimo teorema obtemos outra prova da coincidéncia dos
T-ideais das élgebras M;1(E) e E ® E sobre um corpo de caracteristica 0. Notamos
que é um fato sabido. Suas provas conhecidas usam ou a teoria estrutural de T-ideais
(veja [23], p. 24) ou a descrigao da base de T(E ® E) dada por Popov, [37] (veja [11],
teorema 2), ou outros métodos e resultados mais complexos (veja [41], teorema 4.7).
A prova que damos é elementar.

Corolario 4.4.3 Se a caracteristica do corpo K é 0 entao as dlgebras My (E) e
E ® E sao PI equivalentes. Em outras palavras, T(M,1(E)) =T(E ® E).

Demonstragao. Pelo Lema 1.5.3, sabemos que se duas algebras graduadas satis-
fazem as mesmas identidades graduadas entao elas satisfazem as mesmas identidades
ordinéarias. Conforme mostramos para o caso de caracteristica 0, as identidades Zo-
graduadas de M 1(F) e de F ® E seguem das identidades y1y2 = yoy1 € 212023 =
—z32921. Portanto, as éalgebras M, 1(F) e E ® E satisfazem as mesmas identidades
polindmiais ordinédrias quando a caracteristica de K ¢é 0. U
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