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Resumo 

:\"esta dissertação tratamos dois problemas variacionais geométricos: O Problema lsoper
imétrico e a Desigualdade de Faber-Krahn. A partir da noção de funções de variação limitada e 
conjuntos de perimetro finito (a la de Giorgi). apresentamos a resolução do primeiro problema no 
espaço euclidiano. Também sào feitas as contas referentes às fórmulas de variação. que caracter
izam. em uma variedade riemanniana. quais são os possíveis candidatos a solução do problema 
e. por fim. demonstramos o Teorema de Gromov-Le\·y. que consiste na determinação de um per
fil isoperimétrico para uma variedade com cun·atura~ de Ricci limit.a,das inferiormente por um 
número positivo. ~o caso da esfera, este teorema fornece a solução do problema isoperimétrico. A 
desigualdade de Faber-Krahn é resolvida em variedades rotacionalmente simétricas com hipóteses 
sobre as soluções do problema isoperimétrico. Entre as variedades que satisfazem as hipóteses 
necessárias para a resolução estão todas as formas espaciais simplesmente conexas, parabolóides 
e certos ovalóides dois dimensionais. Conseguimots ainda teoremas comparando a desigualdade de 
Faber-Krahn em variedades com alguma espécie de limitação na curvatura com a desigualdade de 
Faber-Krahn nas formas simplesmente conexas. 

Abstract 

In this dissertation \ve treat two variational geometric problems: The Isoperimetric Problern 
and the Faber-Krahn lnequality. By means of the notions of functions of bounded variation and 
:::;ets of finite perimeter (a la de Giorgi). we present the resolution of the first problem in the 
Euclidean space. \\·e also make the computations for the variation formulae. v;hicb describe. in 
a lliemannian manifold. which domains are the possible candidates for solution of the problem 
and. in the end. we prove the Gromov-Le,·y Theorem which gives an isoperimetric profile for a 
manifold whose Ricci curvatures are bounded from below by a positive constant. In the case of 
the sphere this theorem gives us the solution of the isoperimetric problem. The Faber-Krahn 
inequalit.y is extended to rotationally symmetric manifolds with extra hypothesis concerning the 
solutions of the isoperimetric problem. Among the manifolds satisf~ing t.he necessary hypothesis 
for the resolution are all simply-connected space forms and two dimensional paraboloids and some 
ovaloids. v.-e also have results comparing the Faber-Krahn inequality for manifolds with some kind 
oflimitation on the curvature with the Faber-Krahn inequality for simply-connected space forms. 
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Introdução 

O título Problemas Variacionais Geométricos se refere a uma sene de problemas geométricos 
usualmente referentes à minimizaçãojmaximizaçào ou simples determinação de características 
geométricas do ambiente. como perímetro. volumP 011 autovalores dP uperadoF'S. por vezes sujeitos 
a restrições. Talvez o exemplo de tal tipo de prublPrna mais em vog<J. nos últimos a1ws seja o das 
superfícies mínimas (e seus desdobramentos): dentre todas as superfícies com um bordo fixado. 
achar aquela(s) com menor área. E certamente o problema variacional mais antigo é o problema 
isoperimétrico no plano 

Dentr·e todas at: curvas planas fechadas com um com,primento fixado, achar aquelas que englobam 
a maior· área possí-vel. 

A curva que soluciona este problema é a circunferencia e este fato já era conhecido dos gre
gos, aparecendo nos escritos de Zenódoro e posteriormente de Papus. Com o passar do tempo o 
problema caiu no esquecimento e no século XVIII ressurgiu em mais uma das brigas dos irmãos 
Bernoulli. Depois disto foram apresentadas várias demonstrações desta proJ:oriedade de minimali
dade do círculo. mas na época de VVeierstrass. quando se começou a fixar entre os matemáticos o 
conceit.o dP ··prova rigorosa··. foi levantada a questão da existência de solução. a11teriormente con
siderada ··óbvia··. Da fato. a maioria das provas até f'.I1tão existentes incorria no erro df' se supor 
que houvesse uma curva quf' maximizassP <1 áre<:~ engloba,d<i F ern seguida \•inha um argumento 
para demonstrar que tal curva era a circunferencia. 

Cm exemplo de prova simples incorrendo ueste erro é o seguinte Seja 0: [O.lj -.., IR urna 
curva fechada simples de comprimento l que engloba a ma.ior área possível eili.rf' as curvas corn 
o mesmo comprimento. Primeiramente vemos que a região O delimitada por o é convexa. Com 
efeito. dados quaisquer dois pontos de O. se o segmento ligando tais pontos não estivesse contido 
em O. haw·ria dois pontos :r: r e Xz de ao. tais que o segmento ligando os dois estaria fora de f1. 
Então. trocando o pela curva que entre x 1 e x 2 é o segmento ligando estes pontos e no restante 
é igual a a. obteríamos uma nova curva englobando uma região com maior área que O e com 
menor comprimento. urna vez que o segmento realiza a menor distância Plltre dois pcn!f.os. Em 
seguida. observamos que se t 0 é o ponto tal que o comprimento de o entre O e t0 é ~. eJJtão a reta 
1' passando por a(O) e a(t0 ) divide D ao meio. pois. caso contrário. refletindo algurnc1 das partes 
df' D em relação a r obteríamo,:; uma curva de comprimento l que englobaria árei:l maior que a 
englobada por 0:. Finalmente. provaremos que cada uma das duas partes em quP o: ficou dividida 
acima é um semicírculo. De fato. fixado t entre O e t0 . podemos dividir a metade de O que contém 
o(t) Pm tres part.es: o triangulo com vértices n(O). o(t) e o-(t0 ) e duas abas. 
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Figuro 1 

A área do triàngu]o é dada por ~lla(O)- n(tJIIIIa(tn)- a(tJII sinB. logo. se e nao fosse 7rj2. 
poderíamos trocar este triát1gulo por um reto com mesmos lados. de modo a aumentar esta 
··metade·· de O. Refletindo a nova região f'm T" obteríamos urn novo domínio com perímetro 
l e área maior que a de íL o que contradiz -a escolh<i de a. Logo todo ponto a(t) enxerga o 
segmento ligando a(O) a a(t0 ) segundo um augulo reto f' o parametriza urna circunf<'Tt'HCÚ:t. 

C m argumento semelhante (e rrmito mais simples) uos levaria B coüclusão de que 1 f. o maior 
número natural. pois tomando no maior número natural. se fosse n rf L então n2 seri<J. maior n 
e portanto n não seria o maior. Assim. concluímos que 1 é o maior natural. 

A questão da existéncia de um domínio isoperimétrico passa então a ser também objeto de 
atenção e. no caso do plano, pode ser determinada a partir de uma desigualdade isoperimétrica 
do tipo 

P~411A. 

onde l denota o comprimento do bordo e A a área do domínio. urna vez que IJara a circunferencia 
tal df'sigualdade se torna igualdade. garantindo a miHimalidadF do círculo (e porta11to. também. 
a existencia de minimizantes). 

C ma vez resolvido o problema isoperimétrico em 1R2 , surgem inúmeras variações. A mais óbvia 
talvez seja simplesmente perguntar se em dimensões maiores a bola também tem esta propriedade 
mÍiúrnizttut.e. Em seguida. passaríamos ao estudo em Yariedades. mas aqui já começamos com o 
problem1:1 de que o Teorema de Jordan rúio é verdade em gf'ral. isto é. f'Xistern cmvas fechadas quf' 
não delimitam área alguma e. no caso compacto. delimitam mais CJ.llf' uma e o problema isoperi
métrico fica sem sentido. Mesmo supondo que tudo ainda funcione bem. ainda enfrer1taríamos o 
drama da questão da existéncia pois é fácil encontrar exemplos de superfícies em que não existem 
domínios isoperimétricos. Por isto, no caso de variedades. investigamos que características um 
minimizante deve possuir e principalmente procuramos desigualdades isoperimétricas. Se possível. 
tentamos identificar quais são os domínios que tornam tais desigualdades uma igualdade. Aqui 
\·ale mencionar que. embora haja algumas desigualdades isoperimétricas para variedades. apends 
em pollCOS casos o problemas foi resolvido. 

C m outro problema variacional geométrico é o problema do tambor: denlre todos os formatos 
possí-veis para uma tambor com área fixada. determinar aquele CUJa freqüencia fundamental é a 
maiS grave. ou. em linguagem matemática 

Determinar o dom{nio com mna dada área qae rnznimiza o primeiro autovalor- do laplaciano com 
cond.-!.ções- dr: Dirú:.hlet. 

De Cato. es1P P <:t[JE'IJas uw de uma :>Pri<' d(' _l.JJOblPrnas relaciwwdu:-, curn o espectro do lapl<:t
crauo. Outros do tipo são o de mmirnizar o primeiro autondor J..lositivo do laylaciarlO com condiçües 
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de :\ieumann e determinar se o espectro do laplaciano determina utúYocamente o domínio. Além 
disto. cada um destes problemas se transfere imediatamente para variedades. 

Para o problema do tambor. novamente o disco com a área dada é o domínio que minimiza 
o primeiro autovalor do laplaciano. conforme demonstrado independentemente por Faber [15] e 
Krahn [26] (e por isto nos referimos e este problema não como '"problema do tambor·· e sim 
como Desigualdade de Faber-Krahn). Embora de enunciado completamente alheio ao problema 
isoperimétrico. a coincidéncia das respostas é mais que mero capricho da natureza. de fato. estes 
problemas guardam certas relações e um estudo detalhado do Problema Isoperimétrico resulta em 
uma série de resultados sobre a Desigualdade de Faber-Krahn . 

..'\este trabalho, estudamos estes dois problemas variacionais. \"o primeiro capítulo estudamos 
o Problema Isoperimétrico e. no segudo. a Desigualdade de Faber-Kralm, explicitando a relação 
existente entre estes problemas. 

:i 



CAPíTl-10 I 

Problema Isoperimétrico 

O Problema Isoperimétrico pode ser enunciado no espaço euclidiano de muitas formas equivalentes. 
mas a que melhor se estende a variedades riemannianas é a seguinte: 

Dentre todos os domínios do espaço euclidiano com um dado volume, identificar aqueles cuja área 
da fronteira (perímetro) é mínima. 

Embora apresentado deste modo o problema seja uma questão de fácil entendimento. após 
uma breve reflexão vemos que há muitas lacunas importantes a serem preenchidas antes df' se 
conseguir uma demonstração de qualquer resultado. Por exemplo, qual é a definição de perímetro 
que devemos utilizar? Que conjuntos estão sendo consideramos quando perguntamos qual é o 
ínfimo? Felizmente o conjunto que resolve é suficientemente suave para que seja de fato solução. 
quaisquer que sejam as definições e conjuntos (razoáveis) utilizados. mas a teoria utilizada na 
resolução pode variar bastante. Por exemplo. com a restrição de que os conjuntos tenham bordo 
suave é possível apresentar uma resolução muito conhecida e bastante simple:; do problema em 

dimensão 2 baseada na expansão de urna função periódica nas auto funções do laplaciano 0 ~ 2 (veja. 
por exemplo, [38]). Considerando apenas domínios cujo bordo é suave por part-es podemos dar 
uma solução do problema a partir da Desigualda.de de Brunn~Minkowski conforme em [7]. 

I'ia primeira seção, a seguir. damos a definição que utilizaremos de perímetro (perímetro a 
la de Giorgi). definimos a classe de conjuntos onde estamos resolvendo o problema (conjuntos 
de perímetro finito) e provamos as principais propriedades de tais conjuntos. Na segunda seção. 
resolvemos o problema em lR11 usando a técnica de simetrização de Steiner. 

Quanto ao estudo do problema em variedades. nos detivemos ao caso suave. não fornecen
do provas de existéncia. mas sempre supondo que se tenha um domínio suave que solucione o 
problema e investigando que propriedades este deve possuir. Este tópico é c1bordado ao longo 
da terceira seção em duas partes. ~~a primeira parte fazemos as contas das fórmulas de variação 
e na segunda tratamos uma série de teoremas de comparação de volumes a partir de limitações 
da curvatura. como os Teoremas de Bishop e TopogonoY e a Desigualdade de Heintze-Karcher. 
A seção é finalizada com o Teorema de Gromov-Levy. que consiste na apresentação de um perfil 
isoperimétnco para \·ariedades cujas eunc1tura~ df' Ricci sPjam limitadas inferiormente por uma 
constante positiva. Ao final ainda fazemos algumti comentários sobre o caso oposto quE> SETÍd o de 
uma variedade cujas curvaturas fossem limitadas superiormente por uma constante. 

É conveniente chamar atenção para alguma notação utilizada sem qualquer explicação. Em 
geral IDI indica a medida de Lebesgue do conjunto O C JR.n. embora em alguns casos por abuso. 
usemos a mesma simbologia para denotar a medida l~dimensional de um conju:do contido em 
uma reta de IR11

• De acordo com a situação. fica claro do que estamos falando. Também usamos 
/p(J(.r))] para designar o conjunto dos 1· tal que f(x) satisfaz a condição p. Seguimos a notação 
usual para designar os espaços de Sobolev. sendo Vfk.p o espaço das funções p-integráveis com 
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derivadas fracas até ordem k também p-íntegráveis. Para propriedades de espaços de SoboleY 
veja [13, 14, 41]. Ademais. usamos o nome variedade riemanniana sempre designando variedade 
riemanniana completa. Esperamos que o resto da notação tenha sido deYidamente explicado 
durante o texto. 

1. Funções de Variação Limitada e Conjuntos de Perímetro Finito 

r m conceito em análise que está intimamente ligado ao de perímetro e ao problema isoperi
métrico é o de função de variação limitada. De fato. como veremos a seguir. o perímetro de um 
conjunto não é nada além da variação de sua função característica. Por isto. começamos definindo 
o que significa uma função ser de variação limitada e determinamos as propriedades básicas de 
tais funções. 

DEFii'<IÇ.~O Dados O C lRn aberto e uma função f: O_,. IR., f E l 1(0), dizemos que f é 
de variação limitada (em O) se 

sup { 1 fdivçll;;l :S I, ç E C'g"(O, lll." J} < oc 

~este caso. denotamos este supremo por fo IDfl e ele é chamado variação total de f (em 0), ou 
simplesmente. variação de f. O conjunto de todas as funções de variação limitada sobre O será 
denotado por BF(O), ou simplesmente BlF. quando não houver perigo de confusão. 

EXE!\IPLO 1. Se f E 11"1.'(0). então. pela defiuiçào d<> deri\·ada fraca. t.emos 

r jd1'"' ~ _ r (Vtç) . .Jn .Jn 
E portanto. tomando o supremo sobre todas as funções :..p E CQ· de norma menor que 1. obtemos 
que f o ID fi = f o IV fi, de onde concluímos que wu C B~·. 

De fato. como toda f de L1 (0) tem uma derivada no sentido das distribuições. a condição 
de variação limitada é exatamente a que garante a limitação do funcional :p ~--r fn fdivp. o que 
nos coloca nas condições do Teorema de Representação de Riesz (veja [14]). que. no nosso caso. 
afirma a existência de uma medida de Radon finita J.l e de uma função jl-mensurável (J" . Ç1 --t IR'"' 
tais que: 

lo-1 = 1, ,u.-quase todo ponto e 

r fdívç = r(;, u)df" . .Jn Jn 
Observemos que a variação total da medida YE'torial Odf.L. dada por J~ 1 dji. pode ser calculada 

f df" = sup f(ç.(J)dp" sup / fdiv·ç ~ /IDJI. 
Jn yECg".:y'Sl.Jn .;;ECQ . .P':5l.Jn .Jn 

Além disto. no caso de f E H-1
·
1 (0). o Teorema de Representação de Riesz nos levaria à 

seguinte identidade 

- l (ç, v f) = r fdivç = r (ç, CJ)dp 
~ lo. ~ 
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Baseados nesta observação de agora em diante. denotaremos a medida vetorial ~adf-1 por D f e o 
Teorema de Riesz de certa forma nos afirma que as funçàes de variação limitada são aquelas para 
as quais vale o Teorema de Gauss 

e esta fórmula ainda nos permite definir a variação de f sobre qualquer boreliano B, ao invés de 
apenas sobre abertos. Basta fazer j~ jDfj. É claro que esta fórmula é o que justifica a notação 
j~ JDfj para a variação total de f em D. 

EXEMPLO 2. Seja D limitado, de medida finita e fronteira C'2 e consideremos a função)(,. 
A condição sobre a medida de Q garante que X a E L 1 (JR.n). Calculando a sua variação obtem~;. 
pelo Teorema de Gauss 

f \,div,p = r divy = r .p. ndS::; r dS = Área de âD, 
.JJRY• .Jn .Jan .Jan 

onde n representa o vetor normal unitário externo a O. 
Por outro lado. como ao é de classe C 2

• podemos estender n a uma função .p de classe C 1 

definida em todo IR" e com suporte compacto (digamos. contido em uma vizinhança tubular de 
âfl), para a qual a inequação acima se torna uma igualdade. Pela densidade das funções CQ entre 
as CJ. concluímos que f IDxnl -""' Área de an. E como vimos que. de certa forma. as funções de 
variação limitada são justamente aquelas para as quais vale o Teorema de Gauss. as contas acima 
nos motivam uma definição. 

DEFINIÇ.~O . [m conjunto \2 será dito de peri:me.tro findo se a sua função característica for de 
variação limitada. caso em que o perímetro será dado pela variaçâo de \r e tambén escreveremos 
p(D.) para designá-lo. 

ÜBSERYAÇ.~O . No primeiro exemplo. mostramos que u:u C B1 '. Com o segundo exemplo. 
concluímos que esta inclusão é estrita, uma vez que Xn não pertence a U-'l.l. a menos que O seja 
de medida nula. A proposição abaixo nos fornece uma resposta sobre quando uma função de BF 
realmente está em u-u 

PROPOSIÇ.~O L L Suponha que f seja uma função de ·variação limitada e que a medida D f 
seja absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue. Então f está de fato em n-u e 
reciprocamente. 

Demonstração: :"\ote que a recíproca é imediata. uma. vez que. como vimos, se f pertence a H-1.1. 
então D f = V f e se A for um conjunto de medida nula. 

/
4

1Dfl ~ /, ji'Vflldx ~O. 

Por outro lado. sendo Df absolutamente contínua em relaçtio à medida df' Lebe:,guf' de JR'~. 
existe uma derivada de Radon-~ikodin ~f. ou seja para toda;; Df-integrável. \·ale 

j(p,Df) = j(p, ~t)dx 
7 



E portanto. se ;:: for uma função diferenciável temos 

j Jdivpdx =- j(p,Df) =- j(p, ~:)dx 

e ~! é a derivada fraca de f. 
TEOREMA 1.1. (Semicontinuidade Inferior) Seja Un) uma seqüência de funções de B1-(r2) 

com variação total limitada por uma constante. convergindo em L 1 a uma função f. Então 
f E BI'(DJ e 

i IDJI S liminf i IDfnl 

Demonstração: Seja i uma funçào cax·(n, JRn) com i;:l ~ 1. Então. pela CüU\"ergéncia df' fn a f 
em L1 (f2) e pela limitação de divç. temos: 

i Jdivp = lim i fndiYp S liminf i IDfnl' 

Como exigimos que In IDfnl < M, para algum .I\.f suficientemente grande. temos que o liminf 
acima é finito, logo f é de variação limitada e tomando o supremo na desigualdade acima sobre 
todas as .;::. obtemos a desigualdade enunciada. O 

OBSERVAÇÃO A limitação da variação das fn só foi usada para garantir a finitude de 
liminf j

0 
jDfnl e assim podermos concluir que f de fato era de variação limitada. Caso já saibamos 

disto por outros meios, não se faz necessário que In ID fnl seja limitada. uma vez que a desigualdade 
não depende disto. 

Se considerarmos em B1'(D) a norma 

11/IIB' "" ' 11/IIL'''" + /ID/1-./n 
o teorema acima é justamente a ferramenta necessária para provar que este é um espaço de Banach. 
Com efeito. se Un) for uma seqüE:ncia de Cauchy na norma Bl-. então ]

0 
IDfnl é limitado e (f,J 

é Cauchy em L 1 , logo existe f E L1 limite (em L 1 } das fn· Pelo Teorema 1. f E B~'. Resta então 
provar que i ID(f"- f) I=; o. 

Seja~> O. Como Un) é Cauchy na norma B"l-. existe no tal que se n. m >no vale 

fn1D(Jn- fm)l <E => i Un- fm)div,; <E, 'lp E C'~(!J.IH:nJ.I?I :S L 

Tomando o limite quando m tende a infinito. pela convergencia L1 das fn· temos que. se n > n0 . 

lu, -fJdiv,;:Sõ. '1,; E C'0'(D,IH:nJ.I,;I :S L .Jn 
como queríamos. '::] 

Como já demonstramos. H- 1
·
1 C B\·. e pelo Exemplo 1. vemos que a normd TT" 1

·
1 corresponde 

justamente d restrição da norma B\' a este espaço. Ern outra pala nas. n·u é sube::;paço próprio 
fechado de E\'. Como já sabemos que o fecho de C=(.í!.) nB norma H"1·1 (e portanto também na 



norma Bl ·) é n·u. não há muita esperança de se conseguir aproximar uma função genérica de 
B\. por uma função c= na norma B\". então vamos ver o melhor que conseguimos obter. Para 
isto. vamos. como de costume, precisar dos regularizadores 

DEFI?\IÇ."J.O. l·m regularizadoré uma função TJ(:r) satisfazendo 

1. ~(:r·) E C0X(lf!"). 
2. ~(x) =O se j:rj 2: L 
3. }~c ry(:r) =I e 
4. ry(:r) 2: O, 'V:r. 

Se ainda valer 
o. ry(:r) = ~(y). sempre que jxj = jyj. 

dizemos que 77 é um regularizador simétrico. 
Ainda. dado um regularizador TJ e uma função f E Lfoc(JRn ), definimos 

~' = ê-nry ( ~) e r =r;,* f 

Com esta notação. valem os seguintes fatos da vida: 

1. f: E Cx(lR11 ).f" s f e se f E l 1
• então fE: _.!:}__,f. 

2. a~ f(:r) ~ b, 'Vx :;, a~ f,(x) ~ b. 'Vx. 
3. Se f,g E L'. então f J,g =f fg,. 

4. Se f E C 1
. então 0dJ~ ""' (.~f) . o mesmo valendo qtp se f E n·u e :r, ox, ~ 

5. Se sptf C A. então sptf, C Á,= {x E JP(" i dk A) <c} 

cujas demonstrações serãu omitidas (veja [13, 14]). Cm fato sobre regularizadores de demons
tração fáciL mas que será bastante usado consiste em uma análogo do item 2 acima para funções 
vetoriais. Se '.P E CO(JFt",lR.n) satisfizer j.p(x)j ::; 1 para todo x. então [..p,.(x)j s; 1. Com efeito, 
sendo Br: a bola de centro na origem e raio:::, temos: 

j,::,(:r )j = ll, ~,(y),::(y- x) dyl = ;Y~o I t ~,(y,),::(y, - x)b.y;j 

~ lim ~ j~,(Y;)?(Y;- x)b.y;l = ;,· h,(y)jj,::(y- :r)j dy :S ;,· ~,(y) dy = L 
IP'-0~ 
' ' t=l B<" · B., 

onde jPj é o diámetro no maior conjunto da partição P usada quando escrevemos as somas de 
Riemann para a integral e !J.y1 é o volume de cada parte da partição. 

Agora usaremos os r~gularizadores na t~oria das funçàes de Yariaçào limitada. 

PROPOSIÇÃO 1.2. Se_JWn f E Bl.(fl) e A CC D um ahe.rto t.a! l.f'U.P 

jJDfj =O. 
D.4 

Então. se f" são as funções reg·ularizada& descritas acima (e f estendida como zero fora de O. se 
necessário f temos 

/,IDJ,j :S L jDJI /,IDJI=~!]iiD/,1 

9 



Demonstração: Pelo Teorema L mais a observação subseqüente, temos que 

11DJI :C: Ii~_i6"f 11DM 

Para provar a desigualdade contrária. tomemos;; E Cg"(A). 1.;1 S 1 e usando as propriedades dos 
regularizadores. temos 

/ f,cü,ç = / f(dn,::), = / fdi,.ç, :C: 11Dfl . 
. 4 .4, . A. A~ 

pois 1.;1 S 1 implica J.;~J S. 1. Logo. tomando o 5U[Jremo sobre toda~ as;:. vemos que J 4 IDJ~I ~ 

J
4

< jDJj e portanto. tomando o limite quando~ tende a zero. vem 

li';'_:~p 11Dfcl :C:/, IDfl = 11Dfl 
o 

Se A= lE.", então a proposição acima garante que JIRr.]Djj = lim J 9 ~r, jDJ.J Em particular. 
se f for a função característica de um conjunto f2. ternos que p(O) = limj~,,. ID(.\ 0 ),1. o que para 
os nossos propósitos já é suficiente, no entanto ainda podemos melhorar a proposição acima. 

TEOREMA 1.2. Se f E BV(il), então existe uma seqüência (fn) de funções c=((l) tal que 

fn E_, f e }':_'! liDfnl = kiD fi 

Demonstração: A idéia é exaurir f2 por abertos e em cada conjuut.o da exaustão usar o teorema 
anterior para conseguir uma aproximação para f. Em seguida. usamos partição da unidade para 
colar tudo. Fazendo tudo com cuidado. dá certo. o resto são conttts. 

Definttmos 
(l" = {x E >21 cüst(x,âr2J >a), a> O. 

Então para qualquer seqüéncia ( ak} de elementos distintos vale 

logo para quase todo a. fan~ jD fi = O. em particular podemos tomar uma seqüéncia (a,:) conver
gente a zero tal que esta condição se verifique. Denotemos r-2ak = rJk. 

Tomemos então:;: >O e sem perda de generalidade suponhamos que ao seja pequeno suficiente 
para que In-no jDfl <:::.o que é possível pela finitude df' Jn jDJj 

Definimos então Ai C f2 por A1 =:_ f22 e se i > L Ai = Qi- 1 - Q1- 1 - Então cada A; é 
aberto em rl, logo podemos tomar ( t. ·;) uma partição da unidade subordinada a (Ai). Sendo 1J um 
regularizador. para cada índice i podemos encontrar z, > O tal que 

spt(ryc, * (ld) c fl,-2- n, 2· 

/ lryc, *(!C';)- fc',l <c[' e 

/h c, * (f\lt·;) - f\lu';l < cr'. 
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E então fazemos JE = LJ!E; * (J1Di). Pelas propriedades acima. F é soma localmente finita de 
funções cx(rl), logo JE é diferenciável. Mais ainda. temos 

e portanto j< ~ 1 f e pelo Teorema 1.1 temos fniDJI::; limir.ú"E_ 0 j~ íDJT Daí. resta apenas 
mostrar a desigualdade oposta. 

Tomando ..;: E C(~(n.JR.n ). temos 

1 f'div;o ~ 1 L~,,* (fci)div,; ~L 1 fc,div(~,, * ;). 

Csando o fato de que Y'(L<.i·i) =O. podemos reescrever a equação acima 

f /'di v,;= r fdiv(v·,~, * ;) + t / /div(v·,~,. * ,:;) -
ln Jn i:2 Jn 

-~L (f\1(11·,).~,. * "- .p) 

Assim. conseguimos majorar a primeira integral por J0 jDJj. Levando em conta que a inter
seção de mais de 3 Ai é vazia. majoramos a primeira soma por 3 fn-no ID fi < 3E. Finalmente. 
utilizando propriedades dos regularizadores. reescrevemos a última soma 

Com isto. concluímos que 

1 f'rnv·,; < jn ID/1 + 4E 

e o resultado segue. tomando o supremo sobre as ..;;. o 
A importáncia do teorema acima está no fato de que. de certa forma. conseguimos aproximar 

funções de variação limitada por funções de H-1.1. que está compactamente imerso em L 1 (Teorema 
de Rellich-KondrachoY, veja [13, 14]). Isto nos permite obter um teorema de compacidade para 
conjuntos limitados em Bi-

TEOREMA 1.3. (Compacidade) Seja O C lR.n um. conjunto aberf.o. li-mitado com bordo Lip
schitz. então os subconjuntos limitados de Bí -(0) são relativamente compactos em L 1 (Q). 

Demonstração: Seja Un) uma seqüencia de funções de variação limitada tal que llfnlls•· < ~\1. 

para algum _H. Pelo Teorema 1.:2. existe uma seqüencia (gn) de funçõe~ c·x.(Q) tais que 

I IJ,.- g,.l < ~ e r' / IDJ,.I- I jDg,.jl < l .Jo n .Jn .Jn 
Em particular. sendo as gn diferenciáveis e de norma Bl. finita (e limitada superiormente por 
Jf + 2). concluímos que elas estão em H-'1'

1 (0) e portanto. pelo Teorema de Rellich-Kondrad10v. 
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existe subseqiiéncia (gnJ convergente em l 1 (D). Seja f o limite. Então 

L IJn,- Jl <:L IJn,- 9n,l +L l9n,- Jl 

e portanto (1~ 1 ) converge a f em L 1
. o 

TEOREMA 1.4. (Existéncia de solução para o Problema Isoperimétrico) Fzxado um -volume V 
e um raio R de modo que a bola de raio R, BR, tenha ·volume maior que V enste mn .subcon;unto 
(J de BR tal que: 

• IDI =v e 
• Se [J' C BR, I(J'I =V, tem perímetro finito, então p([J') 2' p(O). 

Demonstração: Como o perímetro dos conjuntos é limitado inferiormente por zero. existe p ~ 
inf{p(D') IID'I =·v, o' C B,.}. Seja então (rln) uma seqüencia minimizante. i. e. [rlnl = l. e 
limp(.O,.,) = p. Estas condições implicam que (x_, ) é urna ,;eqüeucia corn norma Bl" limitada. 
logo, pelo teorema anterior, existe subseqüéncia. ~:i~e ainda denotaremos por (Xn ). e f E L 1 tais 
que (Xnr.) converge em L1 a f. Tomando nova subseqüência podemos supor q1~~- (Xn,...) converge 
pontualmente a f e portanto f é a função característica de um conjunto contido em B R que 
chamaremos de n. 

Como (x" ) converge em L1 a Xn· temos que [rt[ =V e. pelo Teorema 1.1. temos .. ,.., .. 

Portanto. pela minimalidade de p, ternos p(D) = p. D 

ÜBSERVAç.~o . Se conseguíssemos pro\'ar que este 0 acima não depende do raio R escolhido. 
ele seria de fato solução do problema isoperimétrico em .IRT'. Com efeito. se não fosse. haveria 
.íl' C .IR.n com ~-(f2') ~-\·e p' ·-· p(O.') < p. Por iutegraçào <-'fi coorderwd<i:> e:-=;férÍc<i:>. vemos que 
a medida n - 1 dimensio11al de O' n B R deve convergir a zero qu<itldo R teudt> a infinito. pois o 
volume de fl' é finito. Portanto, dados E e 6 positivos. podemos escolher um R grande o suficiente 
para que [fl' n BRI > v- E e p(f"l' n BR) < p' + 6. Daí. dilatando 0' n BR de modo a obter um 
conjunto de volume l ". obteríamos um conjunto limitado e cujo perímetro seria menor que 

Agora notamos que o limite da expressão acima quando E e ó tendem a zero é P < p e portanto 
para E e ó suficientemente pequenos teríamos um conjunto limitado (e portanto contido em alguma 
bola) de volume \" e perímetro menor quepe nào seria possive] escolher a :-=;olução do problema 
isperimétrico de maneira independente de R. 

\osso próximo objetivo é provar que todo co!ljunto limitado de perímetro finito pode ser 
aproximado em medida e perímetro por conjuntos de bordo suave. Para isto. vamos precisar do 
seguinte resultado. 

LEMA . (Fórrrwla dr: Co-área) Dada f E Bl"(O). defirúrnos 

n, ~{:r E (J I ./(o·J > 1}. 
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Então 

fn!Dfl = ;_: fo1Dxc,l dt 

e reciprocamente. SP f E l 1 (0) e a integral à direita acima for finita. então f é de vanaçao 
limitada. 

Demonstração: Começaremos provando que 

Para tanto. notamos que se f(x) 2: O, então 

f(x)= r= \0 ,(.T)dt=j= Xo,(x)-x,_~.o,(t)dt Jo -oc 

e se f(x) <O. 

f(x) = ;: xc, (.r)- 1 dt = ;: Xc, (:r)- xh,,(t) dt. 

logo, sempre podemos escrever f(x·) = foc:x \Cl.t (.r) - X(-=.OJ dt. 
Daí 

onde usamos. na última passagem. o fato d<: que spt(.;) CC .0. vara to11clmr que a segunda 
integral é nula. Portanto. tomando o supremo sobre as p. temos 

r IDJI s ;= r IDxc,ldt. Jo -oc Jo 
E então observamos que as contas acima já dão conta da segunda afirmação feita no teorema. 

Passaremos à demonstração de que é suficiente provar a outra desigualdade apenas para 
funções de classe C'"-(0) (de variação limitada). Com efeito, supo11hamos o resultado válido para 
tais funções. Então, usando o Teorema 1.2. encontramos uma seqüéncia (}~.) de funções ex tal 

L' f que f,~ f e J ID/,1 ~ IDJI. Como 

!
m•<{/.(x)J(x!) ;= 

lf~(x)- f(x)l = 1 dt = IXc,,, (x)- Xo, (:r)l dt, 
. wir,{f,.(_:rl./(:1"1} · - x. 

onde Dnt ={;-E O I f,(:r) > t}. vemos que 

fn1!-(:r)- /(Y)I = 1:1IXc"'(x)- X0 ,(r)ldt 

Portanto. pela convergencia das f, a f em L 1 . vemos que a integral à direita tende a zero e 
portanto fniXn,._, (:c)- \n, (x)l tende a zero em L1 (1R.). enquanto função de t. Conseqüentemente 
existe subseqüencia. ainda denotada pelos mesmos símbolos. que converge a zero t - qtp. Daí. 

L' 
para quase todo t. In lx::l,..t (X) - Xnt (x) I tende a zero, logo Xnr., --t x-'ll' t - qtp. 
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Portanto. pelo Teorema l.L Lema de Fatou, mais a hipótese de validade no caso de funções 
CDÇ. vem 

l x f IDx,,ldt" limj~ jiDx,,,,ldt ~ limjiD/,1 ~ f IDfl· 
-<X Jn -?<,.- o n .Jn 

Portanto resta provar a segunda desigualdade apenas no caso f E BV n ex.. Seja então f 
uma ta.] função e definamos 

m(t) ~ ;· ID/1. 
D-flt 

Então m. é uma função não decrescente, logo é diferenciável qtp, sua derivada é integrável e ainda 
satisfaz: 1: m'(t)dt" m(oo)- m(-oo) ~ liDfl. 

Fixemos r > O e t E .IR e consideremos a função h : .IR --+ IR dada por 

{

o. 
h(x) ~ ;~', 

se x < t 
set5_x$.t+r 
sex>t+r 

h'(x) ~ { ~, 

Então. para toda p E C1;-(D.IP?:n) com j.pj:$ L temos: 

sex<toux>t+r 

set$_:rSt+r 

- j' h(f(t))div.p = f h'(f(r)J(\1 r .p) ~ ~ f (V f, .p). 
n Jn Jn,-n,_, 

mas por outro lado. também vale 

m(l +r~- m(t) ~~(Lo,~, ID/1- Lo, ID/1) ~ ~ i,-o,_, ID/1 2: ~ l,~n,~. (V f, p). 

Juntando as duas~ temos 

m(t +r)- m(t) 2: - f h(f(x))div.p 
r Jn 

de onde. tomando o limite quando r tende a zero. obtemos 

m'(t) 2: - / div.p. t- qtp. 
Jo, 

Tomando o supremo sobre todas as .p e integrando. obtemos o resultado desejado. O 

ÜBSERVAÇ.~O . A fórmula de co-área ainda pode ser ligeiramente melhorada. Com efeito. 
suponhamos A C [2 mensurável. Entào. pel<l. fórmula df' co-área. temos 

LuiDfl ~ J,1DJI ~ J: /,ID<,, I dt = J: f/·'IDx-, I dt 

Assim. para A1 .... , An conjuntos mew>uráveis disjuntos e o 1, ... , On reais. obtemo::; 
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Portanto. concluímos que a seguinte identidade é válida para toda função g simples (i. e .. que 
assume apenas um número finito de valores) 

E portanto. também é válida para toda função ID fi integrável. 

TEOREMA 1.5. Dado ·um con;unto Q limitado de perímetro finito, existe uma seqüência (rln) 
de conjuntos limitados de bordo suave tal que kn,.. converge em L1 a Xn e p(On) converge a p(O). 

Demonstração: Pela Proposição 1.2, sabemos que os regularizadores Tiz *X o convergem em L1 a Xo. 
Em particular, temos convergência também em medida. i. e .. para 8 fixado. j[lrh * Xa- Xol > 6]1 

L' 
tende a zero quando e: tende a zero. Portanto para qualquer tE (0, 1) fixado, Xo~~ - Xn, onde .Ozt 
é definido de maneira análoga a Ot. Então 

onde usamos sucessivamente a Proposição 1.2. a Fórmula de Co-área. o Lema de F atou e o Teorema 
1.1. 

Daí. vemos que I ID\0 I '=-- lim inf I IDXo., I para quase todo f e. pelo Teorema df' Sard. rl"'1 

tem bordo suave para quase todo f. Logo. d<:tda uma sf'qi.ier1cia (~d convergindo a zero. podemos 
escolher t convenientemente de modo a obter os COil.JUUtos desej<:tdos. O 

Agora passaremos a uma caracterização alternativa das funções de variação limitada 
sobre a reta que fornece uma demonstração rápida do problema isoperimétrico no caso ingênuo 
l-dimensional. Para isto. no entanto, precisaremos de algumas definições. 

DEFL"-JIÇÃO O número y0 é dito limite apTOxinwdo da função f : Q C lRn ----1- 1R quando :r 
tende a .r0 se 

lim IIIJ(x)- Yol >c[ n B(xo, r)[ ~O. li c> O. 
r-->0 rn 

~o caso em que o valor de f no ponto x0 coincide com o limite aproximado dizemos que x0 é ponto 
de continuidade aproximada de f 

Observemos que se f E LL, .. entào quase todo vonto P ponto de continuidade aproximada 
uma vez que 

lllf(x)- f(xo)l >c] n B(xo, r)[ s ~ r lf("J-:, f(":oJI ~ '":· ~ r lf(xJ- f(xoJL 
r } B(x0,r) ~ c ~nr } B(xo,r) 

mas pelo Teorema de Lebesgue, o limite da expressão acima quando r tende a zero é zero quase 
sempre. 

Outra observação facilmente constatâda é que em todo ponto ;ciJ de continuidade aproximada 
·vale que 77.;- * f(x 0 ) converge a f(x 0 ). 
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DEFINIÇ-~0 . A variação essencial de uma função f : IR - IR é 
n 

sup(L jj(t;)- f(t,_l)j). 
i~l 

onde -x _$ t0 < t 1 < ... < tn :S oc e cada t; é ponto de continuidade aproximada de f 
Denotamo::; este supremo por ess \·f. Caso a fuução esteja definida apenas em um intf•n:alo (a, b) 
temos uma definição análoga e denotamos a \'ariação essencial de f por P.ss \:':f. 

TEOREMA 1.6. Suponha que f E L 1 (a.b). Então f é de variação limitada se, e ;;;omente se. 
essV~ f< oc, caso em que vale 

Demonstração: Suponhamos inicialmente que ess V! f < x. fixemos E > O e consideremos a 
regularizada fc:· Dada uma partição a + ~ S t0 < t 1 < ... < t 7 , :::;: b - E formada apenas por 
pontos de continuidade aproximada. como f E L 1 . para quase todo s os t,: - s também são de 
continuidade aproximada. logo 

t,jj,(t,)- j,(t,_ 1Jj ~ t.IJ: ~,(s)(J(t,- >)- j(t,_ 1 - s))dsl 

C: J: ~,(s) t,lf(t,- >)- f(t,_J- s)jds::; e,\·:r 

Tomando o supremo sobre todas as partições obtemo:;, 

{' JJ;Jdx::; essv: f 

e portanto, para toda 'f E C[;", IY?I _$ L temos 

l f,.p' ~ - [ f:.p::: [ 11:1 ::: ess \·:r 

Fazendo~ tender a zero. obtemos J~' f.p' S essV!f e tomando o supremo sobre .p, ganhamos que 

f tem variação limitada e J: jDJI:::;: ess\'~f. 
Agora. tomemos f E Bl'(a,b) e escolhamos a< r:< d < b. Então para cada ç e ca.da ~>O 

pequeno o suficiente. temos 

E portanto 
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Como fE(t) converge a f(t) sempre que t for ponto de continuidade aproximada. obtemos 

t IJ(t,)- J(tH)I <: [ ID/1 

sempre que os t, forem pontos de continuidade aproximada e portanto essV~ f:::; J: IDJ'[. o que 
dá conta da segunda parte da prova. D 

CoRoLARIO . (Problema isoper·i:rnétnco na nda) o perímetro df:' qualquer subconjunto n da 
reta de perímetro finito e medida positiva e finita é sempre maior do que ou igual a 2 e só é igual 
caso n seja equivalente a um intervalo. 

Demonstração: Como O < IDI < oo, concluímos que Xn E L 1 e daí que quase todo ponto é 
ponto de continuidade aproximada de Xn· Em particular. como jD,j > O. existe x 1 E í2 ponto 
de continuidade aproximada de Xn· Do mesmo modo. como .IR- (OU [-jx·1 j, jx1 j]) tem medida 
infinita. podemos encontrar pontos x0 < x 1 e .1;2 > x 1 de continuidade aproximada de Xn que nao 
pertençam a O. Daí, pelo teorema acima 

p(O) = j IDxol = essVxn 2' h"n(xl)- X0 (Xo)l + lxn(xz)- X0 (XJ)I = 2 

Suponhamos agora que p(Sl) = 2. Então: pelo argumento acima. dados dois pontos de 
continuidade aproximada de Xn que pertençam a fl. todos os pontos de continuidade aproximada 
entre eles também pertencem a D. logo. í2 é um intervalo. D 

2. O Problema Isoperimétrico em .IR.1' 

DEFLr...·Iç.~o Dados um conjunto 0 C JW'. e um hiperplano n - 1-dimensinal V. construi mos 
o simetr"izado {2 de D do seguinte modo. Par<:~. cadct rf'ta r perperJdicular a í ·. a ir!!f'I seção de Õ 
com esta reta será um segmento aberto de tamanho l contido em r com centro em V. onde l é a 
medida l-dimensional de Q n r 

O seguinte teorema apresenta algumas propriedades do simetrizado í2 

TEOREMA 1.7. Sejam D C .IR,., mensurável e D o simetrizado de D em relação a um hiper-
plano l'. Então 

1. (2 é simétrico em relação a F, 
2. IDI = ID!, 
3. Se 0 for um conjunto de peri:metro finito, _O também o ser·á f" ainda vale que p(íl) 2. p(fl), 
4. Se D tem perimetr·o finito, ou p(D) > p(D) ou então quase toda linha perpendicular a V 

intersectando n o faz em um segmento, 
o. Se D. for convexo, então ou p(íl) > p(Õ) ou Ô é uma translação de D,. 

Demoru:.tração: A primeira propriedade segue diretamente da construção do simetrizado. A se
guud<:l. provriedade é coiJ.sec.pleHc:ia do T<"orern<:.-~ df' Fubiui. Para d<"ruoust.rar as outra:, provaremos 
uma seqüéncia de afirm<iÇÕes. mas a11tes vamos mudar ligeiramer1te a notação. 

Consideremos os nossos conjw1tos De. C:OIJseqüeiJt.emente. {1 em .!R.r'- 1 ao i11vés de lRr' e usare
mos (:r, y) para designar os pontos de .IR.'"'-1 , com x = ( x 1 1 · · .xn) E lR'"' e y E IR.. Identificaremos 
F com o hiperplano y =O. Ainda. denotaremos 

secx(li) = {y E IR I (x,y) E 0}, 
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a interseção de n com a linha perpendicular a ntn passando por X e l(x) = jsecx(D)j. Então, pela 
definição do simetrizado, 

i1 ~ {(x,y) E IR"~ 1 IIYI ~ ~l(x)} 

Ainda. relembramos que um conjunto D tem perímetro finito quando a denvada de sua 
função característica é uma medida de Radon vetorial finita (pelo Teorema de Riesz) . .\este caso. 
escrevemos Dx."- = udf.l. onde juj = 1 fJ- qtp. A variação total desta medida vetorial sobre um 
boreliano B será dada por 

IID)(nll (E) ~ l dp ~ ,cc~P,,Slh (.p. o)dp ~ ''~~~" Sll Xndiv.p 

e do mesmo modo. podemos definir a variação total df" él~. Xcc sobre um boreliano B. escrevendo 

a= (o-1, · · · . O"n-d· 

li
8
8

xnii(B) ~ f I<T;Idp ~ sup r 'ii<T;dp ~ sup r Xn;~. 
X,. JB ..PECQ'".!w,:«;l}B -wECff,!-wl:«;l)B X, 

AFIRMAÇ.Ã..O 1. Para todo boreliano B C IR.11
, 

n:yxnii(B X IR)~ lp(sec"(ll))dx 

Conseqüentemente. se .O tem perímetro finito. secx(:;t) tem perímetro finito para quase todo :r. 

Demonstração: Seja 1D E CQ uma função teste com j-0[ :S 1. Então. pela própria definição de 
perímetro. para x fixo. temos 

! = Xn ~1!· dy ~ p(sec,(íl)). 
;;ç uy 

Daí. integrando sobrf' B t' toma!Jdo o supremo sobrf" a::. fuuções tf'StP V.'. obtPrnos 

ll.â Xnii(B x IR)~ sup f tn d·c· S ;,· p(sec,(D))d:r 
Oy wECQ .. '1U':"::1}BxR Oy B 

Por outro lado. analogamente ao feito na Proposição 1.2. pode-se provar que a variação total 
decresce quando se convolui a função com um regularizador em apenas uma coordenada, ou seja 

n;yx,II(B X IR) 211: l:y(xnJ,I dydx, 

onde 

(xn),(x,y) ~ 1: ry,(y-t)xn(x,t)dt 

e TJ:; é um regularizictdor l-dimensional. Mas 

!;'!1: I :yrh(Y- IJXn(x.t)l dt = p(sec"(<:l.)), 

independentemente de p(secx(O)) ser :finito. logo. tornando o limite a outra desigualdade segue. O 

Repare que pela resolução do Problema Isoperirnétrico em dimensão 1 (corolário do Teorema 
1.6 ). esta afirmação nos fornece a seguinte estimativa 

a 
lliJyXnii(B x IR) 2 2IB n {x E IR" I O< l(x) < x}l, 
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valendo a desigualdade estrita se. e somente se. 

{r E B I secx(r2) não é um intervalo e O< l(:r) < x} 

tiver medida positiva. 

AFIRMAÇ.~O 2. Vale a seguinte estimativa 

lla~,Xnii(B x 1Ft) 2: II::,II(B). 

Em particular. se D tem perímetro finito. l é de variação limitada. 

Demonstr-ação: Segue-se da definição da variação total de a~, X a que se restringirmos mais a classe 
de funções teste, obteremos resultados sempre menores. logo 

a ], a:p(:c! j. a:p(:r! 11-a Xcii(B x 1Ft) 2: X0 (x,y)-a-dydx = l(:r)-a· dx. 
Xi. Bx!R: X.1. B .c; 

Tomando o supremo sobre estas p. obtemos o resultado. o 
AFIRMAÇ.~O 3. o simetrizado D de lllll conjunto de perímetro firúto n também tem perímetro 

finito e além disto valem 
ô !J/ 

lli'h:,Xéii(B X 1Ft)' llih-,II(B) 
a 

llayxoii(B x 1Ft)= 2IB n {:r E 1Ft" I O< l(:r) < x}l. 

Demonstração: Basta demonstrar as igualdades, uma vez que elas implicam a finitude da variação 
total de Dxõ._· Observemos inicialmente que a segunda igualdade já foi provada, uma vez que, por 
construção. D satisfaz a propriedade que assegura igualdade. comentada logo após a Afirmação 1. 
Do mesmo modo. como certamente o simetrizado do simetrizado é o próprio. a Afirmação 2 dá 
conta de uma desigualdade na primeira igualdade. restando provar que 

li a~; Xnll (B x 1Ft) :S li!, li (B). 

Como as medidas em consideração são de Radon, nào há perda em se supor que B seja aberto. 
Tonwmos por hipótese extra que l seja diferenciável e escolhamos .,:: E CU(B X IR) uma função 
teste (lrl :S 1). Vamos provar que 

1. j·l(rJ/2 ().c 8/ /,'18/ I 
~dyd:r :S 11-. -II(BJ ~· -. dx. 

9;T· -l{x)/2 â:c; 8:r; . B a:r, 

Com efeito. 

j

l(x)/2 â;; a jl(x)/2 1 âl 
-a dy = -a .p(x, y) dy- -

2
(.p(x, l(x)/2) + p(x, -l(x)/2))-a . 

-/(x)/2 X.;. Xi -l(x)/2 X; 

integrando sobre .lR.71
• obtemos 

r J'(r)/
2 

a8" dy = -~ r (.p(x, I(.T)/2) + :p(:r, -l(:r)/2))à~l d:r :S r I 81 I dx 
Jfii.T· -l(x)/2 X, 2 Jfii.T· .r; lprj ~pt(.;;) a.f; 

Tomando o supremo sobre tais ç. obtemos o resultado 110 caso ern que l é diferenciável. 
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Caso l não seja diferenciável. consideremos àS regularizadas I" Para estàs Yalem 

1 /·l,{x)/2 8:p },' j'(x)(2 8·- ;,· a o 
-·-dyd:r- ___:t:_dyd.r= xn~dyd;r. 

P -•~112&, r -~~~ -· fu, 

bem como que 

r [81
' I dx :<: II~II(B) 

}pri spt('fl Ox;_ Oxi 

E o resultado segue tomando o limite em ~ e em seguida o supremo sobre .p. o 
Agora podemos continuar a demonstração do teorema. Pelas <ifirmaçôes acima. vemos que 

a variação total de cada coordenada de Dxõ sobre qualquer conjunto da forma B x .IR é sempre 
menor do que ou igual à variação da respectiva coordenada de Dx..,. logo se O for de perímetro 

finito. D também o será e ainda 

Mais ainda. pela observação ao final da primeira afirma<;ão rnai~ a última afirmaçào. :-=;p 

{:r E B I secx(D) nào é um intervalo e O< l(x) < x} 

tiver medida positiva~ vale a desigualdade estrita e assim provamos as propriedades 3 e 4 do 
teorema. 

Vamos agora à propriedade 5. Suponhamos O E IR_r•-I convexo. Daí o bordo de O tem medida 
n + l-dimensional nula e tanto .O. quanto seu fecho tém o mesmo perímetro. logo podemos, sem 
perda de generalidade. supor O fechado. Além disto se 1111 < x co11cluímos que D é limitado. pois 
caso não fosse. poderíamos tomar uma bola B no interior de Ç2 e uma seqüencia (:r.n) de pontos 
de D tais que ]xnl > n. Daí concluiríamos que o cone com base em B e vértice J; 11 estaria contido 
em O e teria volume tendendo a infinito. Portanto. podemos tomar B a projeção de O. sobre .IRn, 
que será um conjunto convexo e limitado e podemos escrever 

<:l = {(:c,y) E IR"-1 I :r E B e fl(:c) :<: y :<: cl(:c·)) 

para duas fimçÕeS f/ E' cl. à !Jl"Íillf'In:l. COI1H'Xd t' a ~eguuda COllCi:l.\"i:!. 

Com isto, concluímos que. para :r E B. se<.:x(O) -· [fl(.r). d(:r)] f' l(:r) -· cl(:r) - .fl(;r) e 
portanto. 

:\este caso. temos que 

onde R é um resto que aparece devido a possíveis descontinuidades de l na fronteira de B (imagine 
o caso de um cubo). 

Do mesmo modo. teríamos 

},. I (an)2 
p(rlJ ~ 'v 1 +L ,-;:- + 

B àJ, (ik/) 2 

1 + L ,..:.._ dJ + R, 
d.r, 
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onde este R é o mesmo do caso anterior. E portanto. 

p(il)- p(D) = jB v 1 +L IIV(fi/2)11' +v 1 +L II'V(ci/2JII'- 2y 1 +L II'V(i/2!11' dJ. 

Agora diferenciando a identidade 2ilf = cl(:r)- fl(:r), observarnoti que 

l(x) 1 v2 = 2(V(-Ji(x)) + 'V(cl(x))). 

em palavras. \7~ é o ponto médio do segmento ligando \7(-fl(:r:)) a \l(cl(:r)). Mas corno a 

função t ,......,. y 1 +Ih'+ (1- t)wl 2 . é estritamente convexa. quaisquer que seJam t' eu· em .!Rn. 

corno pode ser facilmente verificado. concluímos que os perímetros de O e (2 serão iguais se. e 
somente se. 

l(x) 
'V(-fi(x)) = 'V(d(x)) = v 2 . 

de onde concluímos que O e O são transladados um do outro. D 

Como já vimos no Teorema 1.4. existe solução vara o problema isoverirnétrico ua bola de raio 
R. Como conseqüência das propriedades da Simetrização de SteÍI1er. vemos que tal solução deve 
ser convexa (propriedade 4) e. digamos. simétrica em relação a qualquer hiperplano passando pela 
origem (propriedade 5). logo a solução é a bola englobando o volume dado. Em particular. esta 
solução não depende do raio da bola escolhida para conter os domínios competindo. logo é solução 
do problema em IRn. 

3. O Problema Isoperirnétrico em Variedades 

Novamente estamos procurando soluções para o problema de minimizar o volume do bordo 
com o vínculo de que o volume da região seja igual a urna quantidade previamente fixada. r\ esta 
parte. no entanto, tratamos o problema com menos rigor e em geral supomos ter diferenciabilidade. 
Inicialmente. encontramos condições para que um domínio seja mínimo local para o perímetro com 
volurrw fixado. Em seguida. apresentamos alguns ttcorernas de comparação entre volumes a partir 
de limitações da curvatura para ao final demoustrar o Teorema de GromoY-Le\·y. 

~ -
3.L Fórmulas de Variação. Seja l\4 urna variedade riemanniana e O C .W um conjunto 

aberto de bordo suave. o qual denotarem o~ por .'14. SujeitarPrnos :H a variações que mantenham 
o volume de O fixo (pelo menos até segunda ordem) e queremos descobrir quais condições devem 
ser impostas sobre IVI para que O seja ponto crítico para o perímetro (ou seja. o perímetro não 
varie em primeira ordem) e mais ainda, para que seja estável. Em outras palavras: procuramos 
condições sobreM para que D seja ponto crítico estável da função perímetro com o vínculo :'volume 
constante'' 

Começamos tomando a seguinte parametrizaçào de uma vizinhança t11bular de M 

X' M X (-c.c) ~ M, :X(m.t) = expm(ln(m)). 

onde n (m) é o vetor normal unitário interno de .VI. 
Inicialmente procuraremos descobrir algumas informações sobre a métrica na pararnetrização 

X. De fato. via dE:' regra. tomaremos uma parametrizaçào p : IRn-I -+ lvi e ainda denotaremos 
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por X(.r. f) = X(.p( :r). f) e. para não carregar demais a notação. escreveremos :r 
e t = x·n. Então. por construção. temos Ô1/)n = O e lâ7,! :::. 1. logo 

2dn (f),; iJn) ~ 2(8.,iJn: àn) ~ iJ, (iJn: iJn) ~ O 

e portanto (8i; án) independe da última coordenada. mas 

(él:(x,O):éln(x,O)) ~ (él,(:t,O):n(x)) ~O. 

E com isto. concluímos que 8n é sempre perpendicular aos demais vetores coordenados. Como 
[án.J = 1. ainda ganhamos 

det(gu)n.xn = det(gij)n-lxn-1· 
Dada f: Mx.IR---+ .IR, a variação de M por f é dada por X.(rn,sf(m,s)). para cada s fixo. Se 

tomarmos uma parametrização p : D ---+ lVf de uma região de M. a variação do volume englobado 
pela parametrização é dada por 

t.V(p(D)) = j ti ydet(g,i(x.t))dtdx 
nlo 

f r ydet(g,j(x;,sft))sfdtdx. Jn Jo 
Derivando em relação a s obtemos 

( 1.1) 
d j ll 8 (det(g··(x sf't)))(/' + s"f)s/'1 . of 
-L'.V(p(D)) = " '' ' · · . a.: · + 'det(g;,·(x, f ))(f )d d 
ds Do 2jdet(g;;(x,sjt)) V s. 

1 
+séls t x· 

Logo. avaliando em s = O. obtemos 

_:I_L'.V(p(D))I = f r .jdet(g,j(x,O))f(x,O)dtd., = f f(m,O)dV 
ds s"""o J D J 0 J.p(D) 

e portanto, a mesma identidade é válida em I\11 e queremo& que o volume não varie em primeira 
ordem, ou seja 

(1 2) o= dt.~;rvnl = j. f(m,O)d\'. 
s=fl · M 

i. e .. f deve ter média nula sobre lvJ. Agora. diferenciamos novamente a equação (1.1) e exigimos 
que o volume permaneça fixo até segunda ordem. Repare que agora não precisamos mais nos 
preocupar com a careta dos termos que aparecem multiplicados por .s 

~L'.I'(ç(D)) = ;· t él,(det(g;J(:r.sft)))(f + s'/;f)ft + 2 'det(g.,(:r.sft)J'!f + O(s)dtdT. 
ds 2 

D } 0 Jdet(9i}(x, sf t)) V é!s 

Portanto, avaliando em s = O. temos 

(1.3) cf2 , I ;·1! (éln(det(9i}(x,O)))J't . élf) V 
- 2 6\: (p(D)) = ( ( O)) + 2-;:;- dt det(9ij(x,O))dx. 
ds s=O D 0 det g 11 x, us 

Aqui vem a seguinte ob::.ervação: até o momento. emboril tenhamos usado parametrizações. 
a situação em questão está geometricamente bem definida. logo o resultado da integral acima 
não deve depender da parametrização .p tornada. m"'s apenas de car"'cterísticas geométricas de 
lt1. Mais precisamente, nem mesmo o integrando deve depender da parametrização (descontado 
o elemento de volume Jdet(g;j(x~ 0))). uma vez que toda a &it.uação está bem definida geometri
camente. A.ssim. para descobrirmos o valor do integrando no ponto X.(m, 0), podemos tomar uma 
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parametrização cujo::; vetores coordenados em X( m. O) sejam ortonormais e eu tão procuraremos 
exprimir o integrando em termos de características geométricas de ;\1 no ponto nt. C ma vez quf' 
tenhamos obtido um tal resultado. ele independerá da parametrizaçâo escolhida e será verdadeiro 
sobre toda. A1. feito este comentário. voltamos às contas 

Precisamos saber calcular Ôn(det(giAx.O))). o que teremos que fazer na marra mesmo 

n-1 

On(det(gi;)) ~ Ldet On(8,.81) 
·r=l 

Mas. pelo menos para s = O, temos Ôn = n e 

(14) 

onde I1 denota a segunda forma fundamental de M. Agora voltando a (1.3). e ~;upondo que .p 
seja ortonormal em :r. para um :r fixado. Vf'mo::> que o df'terminante acima Sf' torua 

1 o o 
n-1 

On(det(gi;(x,O))) ~ Ldet -2II(8i,81) -2II(8,8,) 

(15) 
i=l 

o o 1 
n-1 

~ "-2JI(8 .8) ~ -2H. 
~ I_, J, ' 

onde H denota a curvatura média de M no ponto imagem x. 
Com isto. voltando a (1.3). já conseguimos ai/aliar b!J.~'('.p(D)) em.:;= O 

d',L>q;;(DJJI = f r' (-2H(mJf't+2~ 1 ) dtdv 
ds s=ll J ~(D) J.~ Os 

~ -H(m)f2 + 2-d\. i . iJf 
'f(DJ às 

Logo. a mesma fórmula funciona para IV! e devemos exigir que o resultado seja rmlo. ou seja 

(16) i àf . 
-H(m)!2 (m. O)+ 2-

8
. (m, O)d\1 ~O 

.M S 

Agora. passemos ao perímetro. Fixada uma parametrização .p o volume n- l-dimensional 
da 1magem de :p na variação de M será dado por 

p(p(D)) ~L j'de-t-(g-i,-{-x,-.s-f-) -+-s-2 iJ_J_à_;_fJ d:c 

Portanto. derivando em relação a s. obtemos 

(17) 
d j : det(g,;(:r, sf) + s'âJâ1fJ 

-p(p(D)) = ' . . dx 
ds D 2Jdet(g,;(:r, sf) + s2à,J8;f! 
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que Pm 8 = O resulta 

E lá vamos nós de novo ... Escrevendo d~ det(gij(x,sf) + s2êJ;fêJJJ) por extenso. temos 

9u + s'àrf 81! 

n-1 

(1.8) L àngiL(J + s~) + 2sàd8rf + O(s2
) 

i=l 

Fazendo .s =O. a soma acima se torna 

9l1 .Yln-1 

n -1 

L i)ngilj 
i=l 

91r-ll 9n-lrr-l 

E então. novamente tomando uma parametrização ortonormal em um m E M fixado, usando 
a equação (1.5). já conseguimos calcular a derivada da variação do volume n-1-dimensional para 
s~O 

<!:_p(p(DJJ/ ~ f -JH(rn)dt· 
ds s=O f.p(D) 

E portanto a mesma igualdade vale sobre }vf. 

'!:_p(MJI ~ j -IH dv 
ds S=ll M 

Com a co11dição (1.2) sobre f para qu<-' o volume permaneça CüilStantP em primena ordem. vemos 
que D será ponto crítico se a curvatura média df' M for collstante. 

Agora vamos procurar coHdições para que um domínio qut> :;eja putlLO crítico também seja 
estável. ou seja. vamos derivar novamente (1.7) e exigir que o resultado seja não negativo 

(1.9) 
d2 

( 1 (: det(gij(x, sf) + s2à,f8,J)) 2 
,'', det(g1,(;r, sf) + s28J81JJ 

-. p p(D)) ~ - " , + . ' . dx 
ds2 

D 4(det(g,,(x,sf) + s'àd!J,fJ)' 2.jdet(g1,(x, si)+ s2à,jiJ1f) 

Pelas contas feitas para achar os pontos críticos. a primeira parcela na integraL em 8 = O. sf' 
iguala a 

f -H2 j 2 dV 
J.p(D) 
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Portanto. nos resta calcular a segunda parcela. Então. voltamos a (1.8) e derivamos mais uma vez 

9ll + O(.s) 91n-1 + O(s) 

d' Dn9>1.f + O(s) 
ds' det(g,,(x, sfl + s28,j81J) ~L 

'h Bn; d + O(s) 

9n-11 + O(s) 9n-1n-1 + O(s) 

9u + O(s) 91n-1 + O(s) 

n-1 

+L a;.g,J!' + 28n9il ~; + 28J8d + O(s) [)2 . J' + 28 . 8f • '28 }·o f.+ O(·) n9m-1 n9m-l ó., -r , Un-1. S 

i=l 

Logo. para. .s = O e :r o ponto em que a parametrização é ortonormal. tudo se reduz à seguinte 
express~o 

n-1 

+L 8~g,;J 2 + 20n9ii :: + 2(iJ,J)2 

i=l 

Daí. usando (1.4). obtemos que o integrando de (1.9) é 

l'tilizaiJdu (1.5) au contrário. pata ~urnir com a curvatura média que aparee;e HO primeiro termo. 
obtemos 

logo o integraudo. após as simplificações possíveis, se torna 

(110) 
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Logo. a0 = O e o termo )~ 1 f (-6f) d\ · pode ser estimado por 

L f( -6f) dli ~ L t, a, v" ( -6 t, a" v") dli ~ L~ OnVc t, GcÀnVc dli 

L t, Àn(a,vn)
2 
dV 2: À r L f;(acVn)

2 
dV ~ À r L /2 

dli. 

E assim. podemos apresentar uma outra condição suficiente para estabilidade 

d',[ p(M)2: f (-11 -Ric(àn)-jjiijj 2J}'dV2:D. 
ds S=Ü ./M 

ou ainda. a condição 

(111) Àr- Ric(àn) -jjlljj 2 2: O. para todo mE M 

Sabendo que o primeiro autovalor não nulo da esfera Sr' é u (veja 118]). concluímos que o primeiro 
autovalor da esfera de raio r será ..;. . Com isto já podemos verificâr a estabilidade dos casos triviais n 
que são as esferas de ]Rn-l e as calotas geodésicas da:; esferas. Para uma esfera de raio unitário em 
1P?. 17 - 1. temos que Ric(n) = O. pois o ambiente Hiio tem curvatura e a aplicação Horrnal de Gauss é 
a identidade, logo IIIIII 2 = n. Portanto vale a condição (LÜ), com a igualdade (que resulta do 
fato de que translações da esfera também são soluções do problema). Já na esfera sn-+-1. a calota 
geodésica de raio T tem como bordo uma esfera de dimensão n e raio sin r_ logo . ..\1 = ±. Como 

· sm r 
a curvatura seccional de sn..:..l é constante e igual a 1. temos que Ric(8n) = n. Finalmente. como 

a esfera bordo da calota é umbilica: basta calcularmos a curvatura média H. pois li I I li = ~
2

• mas 
pelas contas na próxima seção. temos que H= n cotr. e então (1.11) tambhn vale neste caso com 
a igualdade. 

3.2. Teoremas de Comparação de Volume. Conforme demoHstrado na seção O Problema 
lsop~rimétrico em JR.r>. dentre todos os domínios de .JR.r' com um volume dado V. a bola com este 
volume é a região com menor perímetro. Deuotando por T o raio de tal bola e por an o volume 
da bola unitária. esta sentença pode ser reescrita da seguinte rnaHeira 

DEFINIÇ.:1..0 . L ma função;;: ]!L-----+ IIL é dita um perfil isoperimétrico para a variedade IV! 
se para todo O C IVJ de perímetro finito valer p(D) 2: .:p(l01). C ma função 1./J : IIL ---;.]R+ é dita 
o perfil isoperimétrico da variedade I\4 se for um perfil isoperimétrico para J't1 e para todo outro 
perfil ç de M valer 'P(t) S <i'(t). para todo t. 

' Com esta definição a desigualdade isoperimétrica pode ser parafraseada por '·;;(t)::..:. ttof:t~.~~ 
é um perfil isoperimétrico p<ira JR.r> ·· 

.:\esta seção apresentamos uma série de teoremas de comparação de volume:; dE" subconjuntos 
de variedades riemannianas com hipóteses sobre limitações da curvatura e temos como resultado 
fin<il o Teorema de Gromov-Levy que consiste exatamente na apreseutação de um perfil isoperimé
trico para uma varie-dade n-dimensional para a qual valh<i Ric(d 2 n - 1. :\"est<i seção usaremos 
volk para denotar o volume k-dimensional df' uma k-subvariedade dE" lV!. 



Ainda considerando a mesma situação da seção anterior. muito mais pode ser dito sobre 
a parametrização X.. como nesta seção não faremos uso de outras parametrizações compostas 
com X. \·oltamos à notação original X:(m, t). ao invés da que vínhamos usando X(:r). com a 
última coordenada substituindo t. Ademais. denot.an .. mos A11 = X( A1. t). Comecemos comen~ 
tando sobre o seu domíuio de definição. A11tes estávamos ape11as irü.er<>ssados ern :-;aber o que 
acontece perto de }l1. de modo que a existencia de um ê positivo tal que X estivesse definida em 
M x ( -s, é) era suficiente. mas. de fato, fixado m E M podemos considerar X definida no intervalo 
(-c_ (m.), c ... (m)) em que a geodésica passando por m e com vetor tangente n(m) é a geodésica 
que minimiza a distáncia entreM e X(m, t). Observe que com este novo domínio podemos definir 
X de outro modo: dado p EM, tomem EM o ponto de M mais próximo de p e faça T = d(p, m). 
então X(m, r) = p e X(m, ·) está definida para todo t entre O e T. Obviamente. o argumento acima 
não se aplica a todos os pontos de M. pois nem sempre existe apenas um ponto de lv! que realiza 
a distancia entre M e p. mas felizmente tais pontos (que são exatamente os que estarão fora da 
imagem da parametrização X) formam um conjunto de medida nula de J\1. A prova deste fato é 
dada pelo argumento que esboçamos agora. 

Se considerarmos as funções .P:r. /VI--+ TAJ-. dadas por m,.!.;. ±c=(m)n(m). pode-se mostrar 
que estas funções são contínuas e. além disto. f. claro que compostas com a projeção de T IV!- em Ai 
resultam ua ideutJdade. Portanto suas imageu::. em TM térn medida nula. Como a expo11encial é 
difereuciáveL leva conjuutos de medida uula em c.:ouju11to::. de medida 11ula e portanto X(.p:::(M)) 
também terá medida nula em M. Claramente este último é exatamente o conjunto dos pontos 
não parametrizados por X. C ma conseqüéncia importante deste fato é que se quisermos integrar 
uma função sobre IV! bastará integrá-la sobre a imagem de X 

Investiguemos agora como fica o elemento de volume de IV! na nossa parametrização. Já vimos 
na seção anterior que o vetor Bt é sempre perpendicular à variedade IVft e sempre tem norma 1. 
de modo que o elemento de volume w de lvf pode ser escrito como 

onde ..v1 é o elemento de volume da subvariedade lYft. 

Por definição X(m, ·) é urna geodésica para todo m fixado. logo. dado 1.: E T.,, :U. tornando 
um caminho o passando por rn com velocidade v e concluímos que X(a(s), t) é urna variaçào 
da geodésica X(m, t) por geodésicas. logo 81:X(rn, t) é campo de Jacobi. Para determina-lo ex
atamente. calculemos as condições iniciais satisfeitas pelo campo BvX(m, t) (por simplicidade de 
notação chamemo-lo de Jt('u)). Como XC. O) = ld.IVI· vemos que Jo(1.1) = 1'. Além disto. para a 
derivada de J1(1•) em t =O. temos 

onde A é a transformação autoadjunta da segunda forma fundamental de NJ. Se denotarmos por 
Jt(v) o transporte paralelo de lt(v) de volta ao ponto t =O, temos que Jt é um endomorfismo de 
TmA1 e lembrando que o transporte paralelo é uma isometria temos. para v1, ... , Vn-l E Tm.M 

(1.12) 
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Com isto. dada f : M -+ lR integráveL vale a seguinte identidade 

(Ll3) h 1 j
cc(m) 

_f dW = , f(rn, t) det J,' dtdw0 
M M "-\ml 

ÜB.SERVAÇ.".\0 Analogamente ao caso de geodésicas saindo de um ponto. pode-se mostrar 
que uma geodésica~, ortogonal a M em m. não é miuimizante da distáncia entre M e 1·(t) além 
do prinlf'iro zero de qualquer campo de Jac:obi J sobre -, corn coudições iniciais J(O) E Trr.Nl 
e J'(O) = A(J(O)). Tal demonstração é feita com pt~quenas alterações ao Teorema do índice e 
no nosso caso implica que os zeros de det lt sempre ocorrem depois de co:::{m). Corno ]0 = ld, 
concluímos que este determinante é positivo para todo t E (c_ ( m ), c~ ( m)). Observe ainda que já 
havíamos usado este fato anteriormente. embora sem explicitá-lo. para garantir que X é de fato 
uma parametrizaçâo com o domínio que escolhemos. 

ÜBSERVAÇ.".\0 Se fixarmos uma base v1, ... ,v,.,_l para Tml\4. o determinante de Jt pode 
ser calculado por meio de sua matriz relativamente a esta base. Por outro lado, se considerarmos 
a base '1h(t), ... 1 v,.,_ 1(t) de T-r(t)Mt obtida por transporte paralelo de 1h 1 ••• 1 v,.,_ 1. vemos que a 
expressão matricial de lt relativamente a estas bases seria exatamente a mesma que a obtida 
anteriormente para Jt. Neste sentido. falaremos de det Jt e a equação (1.12) se torna 

Além disto. sendo J1(1•) campo de Jacobi. para cada.,_, E Tm-~1- Jt(1-') satisfaz a equação 

que escren'remos abreviadamente 

(114) 

d' () ' ( ' -d ,,J, ,,, +R(-,. J, ''')h 
t-

- O, 

entendendo que esta última é uma equação envolvendo transformações liueare::.. 

LE:!\.-1A (Fórmula de Lio·uville) Se X é solução da equação diferencial matricial X'= A(t)X. 
com A Lipschitz. entào det X satisfaz 

(detX)' = trA(t)(detX), 

Em particular. se X(t) for um camillho diferf'IKiál·f'] df' matrizes iHvertívPis. valf' 

(detXJ' c tr(X'(IJ.Y 1(1JJ(det X), 

Demonstmção: Suponhamos X uma solução de X'= A(t)X. Como esta é uma equação linear. se 
det X (tu) = O, para algum t0 . então detX =O, logo é suficiente provar o resultado no caso em que 
X é túio singular. Fazendo ;p; as colunas de X. temos que ç, são soluções da equação .p; = A(t)p,_ 
e ainda podemos escrever a expressão de A(t) nesta base A(t)p1 =L a;_jfi· 
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Com isto. temos: 

" d " 
dt det X = ~ det(.; 1 ..... .;, . .. ,;") ~ Ldet(,;, . ... A(t)ç, ...•. ç") 

" 
= LaudetX = trAdetX 

i--1 

'"' 1 

Para obter a segunda identidade basta aplicar o resultado ao caso X' = (X' x-l )X. D 

EXERCÍCIO 1. (Fórmula de Primeira Variação) Usando a Fórmula de Liouville e os fatos 
determinados sobre a métrica de M na parametrizaçâo X nesta seção é possível dar uma nova 
demonstração para a fórmula de primeira variação substacialmente mais simples. 

TEORE1IA 1.8. (Bishop) Suponhamos dada tuna gr::odésica -, perpendicular à variedade 
AF'~ 1 C M" no ponto m. apontando na dà·er;.ão de n(m.) e tal que a curvatura de Hicci ao 
longo de ~ 1 seja mawr do qw': ou iqual a. n ~ 1. Sf h for a. curvatura média no·rmalizada de J\4 
(onentada segundo n(m)) em m, então 

(l.IS) (det.J,)' < (n- 1J(cost-hsml)' 
detJt ~ (co~t~hsmt) 

em (O.c-(m)) e 
detJt s; (cost-hsint)"- 1 

em (O.c.(m)]. 
Além disto. só ocorre igualdade nas equações acima em um t0 st for Jt = (cos t ~ hsin t)Id 

e R(l', ·h' = ld em [0, lo]. 

Demon5tração: Tomemos () E (0. 1r) tal que cot () = h. Então a expressão cos t - h sin t se torna 
~in(e-,n e portanto o termo da direita de (1.15) se simplifica para 
~m 

cos(B- t) 
-(n- 1) . (B ) = -(n- 1) cot(B- t) ~ (n- 1) cot(t- B). 

sm - t 

Façamos agora U"(t)-= (J;rJ1 ~ (JtrJ;. onde (Jt)• denota a adjur1ta de.J1• Então. em t =O. 
temos. u::;ando as coudições iniciai::; satisfeitas por J1 

W(U) ~ (J(,)'J0 - (J0 )'J,; -A'ld +IdA· O. 

pois a segunda forma fundamental A é autoadjunta. E derivando a expressão para li". obtemos. 
para v. w E Ty(t) M 

(W'(t)v,u:) = (((J;')' J,- (J,)' J;')v, w) ~ (J,v. J;'w)- (Ji'v, J,u') 

=-(R(·/, J1w)1', J,v) + (R(1', J,vh', J,u') ~O, 

oude. na penúltima passagem, usamos a equação (1.14). Corn i,;to. cor1cluírnos que tr O e 

portanto. fazendo U = J;(Jr)- 1
. temos 

u·- U ~ (F 1)'\LI' 1 ~O. 
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logo C é autoadjunta. E ainda. uma conta no mesmo espírito da anterior mostra que U satisfaz 
a equaçao 

U' + [_r2 +R(,·( ·h'= O 

o que implica que a mesma vale para os traços 

trU' + trU2 + trRh'. ·)"'r'= O 

O traço da curvatura acima é exatamente a curvatura de fucei que. por hipótese. e limitada 
inferiormente por n - 1. logo vale 

trU' + trU2 + n- 1 :::;; O. 

Lembrando que no espaço das transformações lineares tr(AB*) determina um produto interno. 
usando que U é autoadjunta. temos 

(116) trU ~ tr(Uld') O:: (tr(UU'))l(trldld')l ~ ((n -l)tr['2 )l. 

E portanto 

(117) 
(trU) 2 

trU' + + n - 1 < O. 
n-1 -

Logo. defiuindo.; ::oc trU = t.r(J;(Jtt 1
). pela Fórmula de LioYille. temos que.;= (!:~~'/'e além 

disto. pelas co11tas feitas até- agora . .; satisfaz 
,, 

:p' + -"- + n - 1 < O. 
n-1 -

Donde 

(118) 

E integrar1do. lembrando que .p(O) = tr(J~(J 0 )"· 1 ) = -trA = -(n- l)h. obtemos 

t :'S arccot 

Portanto. 

( : ) I' ~ arccot n 1 0 
(__f_)- arccot (-h)= arccot 
n-1 

t-e :::; arccot (__f_) 
(/ - 1 

Ou aiuda. corno <i cotangeute é uma fimçào decresceut.f'. 

cot(l- B) 2: __f_, 
n-1 

o que prova (1.15). Obviamente a segunda desigualdade segue da primeira por ii1tegração. 
Agora analisemos o caso em que há igualdade em um t0 \"este caso. a desigualdade em (1.18) 

dew ser igualdade para todo t:::; t0 . E port<into as estimativas usadas em (1.16) e (1.17) devem 
de fato ser igualdades neste intervalo. Para que (1.16) seja uma igualdade U deve ser múltiplo da 
identidade U = J..(t)Id. l!sando que agora temos igualdade em (1.17) obtemos que À é solução de 

X+ .\2 +I~ O, .\(0) ~h. 
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Conseqüentemente. após integração. obtemos .\ = cot(t- B) e pela definição C 
cluímos que 

1; = cot(t- 8).11 

e portanto 

(.1,')' = cot(t- 8).1,' 

e- daí J1* -=- sin(B;
11 Id em (O.t 11 ] Esta equaçào implica quf' Jt(1') ,: srrdB~ 11 dt). OtJdf' p(f) 

~lU "'"" 

transporte paralelo de r ao longo de'). Csando a equaçào de Jacobi. vemos que R(,·/· )í' = Id. 

p o 

o 

OBSERVAÇÃO . O Teorema de Bishop é válido no caso mais geral em que a curvatura de 
Ricci é limitada inferiormente por (n- 1)tc Se K- > O, após uma dilatação/contração recaímos 
no caso aqui demonstrado. Se "' < O a demonstração é uma cópia da aqui apresentada amenos 
das alterações óbvias de que cos t. sin t e etc se tomam vh cosh ~t. ..b sinh ~t e etc. 
Deixamos este caso como exercício para o leitor. banca. acessar ... 

COROLÁRIO Dada Mn-l C M uma subvariedade de uma variedade com curvaturas de 
Ricci maiores que n- L c+(m) é menor que o primeiro zero de cos t- h(m.) siu t. e c_(m) é menor 
que o primeiro zero de cost + h(m) sint, onde h(m.) é a curvatura média normalizada de Af em 
m. 

Demonstração: Com efeito. conforme já foi observado anteriormente. c=(-m) são sempre menores 
do que ou iguais aos primeiros zeros de det J1 <:to longo da geodésicd partindo de m com vetor 
tangente ±n(-rn). A afirmação sobre c_ segue entiio imediatame11te do Teorema de Bis.bop. Quanto 
à afirmação sobre c_. devemos lembrar que se trocarmos a orientação de A1. a curvatura média 
troca de sinal O 

COROLARIO . (Desigualdade de Heintze-Karcher) Sejam l\!F' 1 C Af'' diferenciá.Yel com cur
Yatura média constante e igual a (n- 1)h. t >O e D C l'vf um aberto de M tal que '.K.(·,t) esteja 
definida em D. Se as curvaturas de Ricci de M forem limitadas inferiormente por n - l. vale 

Além disto. nas mesmas condições acima. SE' A1 = aa. para algum aberto Ç? c f\1, vale 

(1.19) vol"(rl) S: vol"_ 1 (Mc) ((cost- hsint)"- 1 dt. }, 
onde h é a curvatura média normalizada de 1\4 orientada de acordo com o vetor normal interno 
e r é o primeiro zero do integrando, i. e .. cot r = h. Ademais: se houver igualdade em (1.19), 
então as geodésicas unitárias perpendicularf's a Il4 apontando para dentro de 0 são rninimizantes 
da distancia a l\11 para todo f < 1". 

Demonstr-ação. A primeira identidade é coaseqüPHcia dP ( 1.1:2) mai~ o TeorPrnd de Bisbop. Com 
efeito. 

vo]"_1 (X(D, t)) = f dw 1 = j det J,dw0 S: j (cos t- h sin t)"- 1dw0 = 
lx(D,t) D D 

= (cost- hsintf-1vol 11 _l(D). 
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A segm1da é cousequerJc!a da prirnena apos ilJtegraçâo em t. rna1i também podemos ve-la 
como conseqüência da identidade (1.13) 

No caso de termos igualdade em (1.19), obtemos pelas contas acima, entre outras coisas_ que 
c_(m) = r, para todo m E M, logo as geodésicas unitárias ortogonais a M apontando para o 
interior de O são minimizantes da distancia a IV! para todo t < r. D 

EXEMPLO .3. !'-io caso de O C sn ser uma calota esférica de raio r. todas as desigualdades 
acima se tornam igualdades. como conseqüencia do caso em que há igualdade no Teorema de 
Bishop (note que a curvatura média de 3D é constante por esta ser homogênea com as isometrias 
de sn). Além disto. podemos calcular o volume de O tanto integrando o elemento de volume de 
S,.. sobre D como usando (1.19), daí obtemos: 

voln(íl) = 1'(sint)"- 1w,_ 1dt = l'(sin(r- t))"- 1wn-ldt 

= r(sinrcost- sintcosrf- 1wr,-rdt = (sinr)n-l:..lr,-1 r(cost- cotrsint)"- 1dt 
~ lo 

= vol,_ 1(8íl) l'(cost- cotrsint)"-1dt. 

de onde. comparando com (1.19). concluímos que a curvatura média normalizada de an é cot r. 
É claro que este fato poderia ter sido provado fazendo as contas. 

O Teorema de Bishop u;:1 forma apn"..SE'lltada é uwa alteraçdo do Teorema --Clássico·· de Bis:hop 
que traL:J. da cornparaçào do volume df' bolas a partir de limitações da curvatura da vanedade. A 
situação é a seguinte Supoul1amos que as cur\"atmas de Ricci de .'\11 sejamlirnidadas Ü1feriormente 
por ('n- l)K. Tomemos um pouto m. E lVf e con.::;ideremos a p!irarnetrização local X de A! dada 
pela exponencial no ponto ·m. Para cada ·u· E Tp111 de norma 1. denotamos 'f\,. o maior valor de 
t tal que a geodésica 1 saindo de m com vetor tangente u· é minimizante da distância a m em 
[0, t). Se considerarmos para a exponencial o domínio em forma de estrela (centrado na origem) 
formado pela união dos segmentos D = Ul!w!:=l[O, r w)u·. o mesmo argumento usado anteriormente 
mostra que o conjunto dos pontos nào parametriz.ados por X tem medida nula e que X pode ser 
caracterizada do seguinte modo: dado p E lvf seja "": a geodésica 1mitária minimizando a distancia 
entce me p. então X(d(p, mh'(O)) = p. 

Agora vamos obter alguma informação sobre a métrica de ll.f nesta parametrização. Tome
mos 1' E T111 D e uma curva a: em D passando por u· com vetor tangente t·. Então. para cada s 
fixo. X(ta:(.s)) é uma geodésica e portanto esta é urna variação da geodésica X.(tu·) por geodésicas 
e âsX(ta(.s))ls=O é um campo de Jacobi ao longo de "t(t) = X(tw) (chamemo-lo ltu•(v)). Como 
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X(On(s)) = m. vemos que low(v) ~O. Além disto. 

à,J,w.(v)],~o ~ à,J,~oà,J,~oexpm(t<>(s)) ~ â,J,~oâ,J,~uexpm(tn(s)) ~ â,J,~ua(s) ~v. 

Em particular. ltw(u·) é o campo de Jacobi satisfazendo as condições Jow(u.~) =O e J(,
11
,(w) =te= 

','(0). logo .I,w(v;) ~ t1'(t). 
::'-iovamente denotando por 1,*-w(v) o transporte paralelo de ]1 ,r(d de volta ao ponto m e 

identificando T0Tml'\II com Tmi\4. vemos que Jtw é um endomorfismo de Tmll1. Tornando uma 
base {v1.· ··,v.,} para TmM e escrevendo :....;t para a forma de volume em -y(t) vem 

o;,(Jtu,(v,), · · · , J,w(vo)) ~ wo(J(.,(1•l), ·" , J,'w(vo)) ~ det J(w,wo(v,," · , V0). 

Como a matriz de It11 , em uma base { v1 . · · · , v.,} fixada é a mesma que a de 11 w considerando 
os transportes par<:df'los { 1•1 ( t). · , ·u., ( t)}. escrevemos a identidade acima na forma 

..ut(Jtu·(vl): · · ·, Jttt•(V7 ,)) = det 1tw·VIJ(l't· · · · .·1.•.,). 

Ademais. se tomarmos a base acima da forma {v1 (t),··· ,v71 _ 1 (t),w(t)}. com v1 ,··· ,V7,_ 1 

ortogonais a 1c. vemos que os campos de Jacobi .1t 11,(vi) são sempre ortogonais a w(t) ="/"(i). pois. 
pela equação de J acobi, 

(J;'".(v;). ,'(1)) ~ -(R(";'(I), .T,w.(1';)h'(t). ~:(t)) ~O. 

E as condições iniciais satisfeitas por .lt 11.( v,) implicam 

(Juu,(v,),l''(O)) ~ (O,u') ~O e 

(J~"'(v,).l''(OJ) ~(v;, v.) ~O. 

Com isto, podemos calcular o determinante 

det J,., ~ jjJ,w(v·Jjj det(.T,wJw,~J ~ tJ!v·jj det(J,w.Jw, ). 

ConseqÜf'ntemente. podemos estabelecer uma relação entre o elemento de volume da esfera 
centrada em m e o elemento de volume da esfera unitária em R" usando o determinante acima. 
Com efeito. suponhamos lllrll = 1 f' façamos w's, o elemento de volume da esfera de raio r no 
pout.o ~.-(r). f3 o elE>nwnto de volume da esfera unitária dP R" ern v· P ..... ;,. conforuw acima. 

Isto nos dá a integral análoga de (1.13) 

= det(.ltu•lw-)wo(1'1 1 ••• ,V11 -l,u;) 

~ det(.I,wJw•")B(v,, · · , Vn-1) 

(1.20) r f do;~ r f'' f(X(t·u.·))det(J,"j'",,)dtdB. JM Jsr.-1 Jo 
Com esta notação, temos o seguinte 

TEOREMA 1.9. (Bishop) Suponhamos dada uma geodésica -unitária f na variedade riemanni
ana Af partindo do ponto m e tal que a curvatura de Ricci ao longo de --:1· seja maior do que ou 
tgua! a (n- l)K. Então 

(121) 



det J,,i(O) l-i(OJ~ <; ( S, (t w~ 1 

em (0. r~r'(o)]• onde s" é a solução de 

y" + ky =O, y(O) =O, y'(O) =L 

Além disto, só ocorre igualdade nas equações acima em um t 0 se for Jt-,1~,'- = s,.(t)Id e 
R (o:', ,h'= ld em [0, t0], 

E. após integração. obtemos o equivalente da Desigualdade de Heintze-Karcber. que é 

TEOREMA 1.10. (Bishop) Suponha que as curvaturas de Ricci de uma variedade IV! seJam 
hmitadas inferiormente por (n- l)K. Então para todos mE M e r> O vale 

(1.22) 

(L23) 

e 

(L24) 

vol,~ 1 (&E,(,T)) <; vol,~ 1 (&E~) 

vol,(E,(:r)) <; vol,(E;J 

é uma junção decrescente de r, onde Br(x) é a bola de centro x e raio r em M e B~ a bola de 
raio r na forma espacial simplesmente conexa de curoatura constante K. Além disto. :;Ó hávr::rá 
igualdade em (1.23) ou p terá derivada 1 em r se Br(x) for- -isométrzca a B;. 

A demonstração destas versões do teorema também seguem as mesma::; linhas aqui apre
sentadas, com as únicas alterações provindo do fato de que agora Jt11., satisfaz condições iniciais 
..lou• =O e J6w = Id. Para uma demonstração veja, por exemplo, [10, 18]. 

CoROL.t\.RIO . (Topogonov) Se uma variedade riemarmiana M tem curvatun1s de Ricci limi
td.das ii1feriormente por (n - l) e diametro 7f. esta superfície é uma esfera. 

Derrwnafraçào: Torne :r e -y dois pontos de JJ quf' realizam o diarnetro. E11tào. tomaudo r = 7f /2 
e r= Ti em (1.24). temos 

voln(E,/2(x)) > voln(E,(,r)) = vo!,(MJ 
vol,(E,'.12) vol,(Ei) voln(S")' 

Agora observamos que volTl(B!12 ) = ~volTl(Sn) e portanto 

l 
vol,(E,;2 (x')J 2 

2
voln(MJ, 

Repetindo o mesmo argumento com y no lugar de :c obtemos 

I 
voln(E,;,(YJJ 2 2vol,(MJ, 

~las a nossa hipótese sobre o diametro de .'14 implica que estas bolas sa.o disjuntas (e unidas 
resultam ,li). logo 

I 
vol,(B,12 (y)) ~ 2vol,(JV!) 
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e portanto p definida em ( 1.24) é constante em (r. /2. 1r) e concluímos que lvf é isométrica a 
esfera. O 

TEOREMA 1.11. (Gromov-Levy) Sejam 1.'Vl' uma variedade rienwnniana cuJas curvaturas df: 
Rlcc-i são limitadas inferiormente por n- 1 e 6 E (0, 1). Se ll C lvf é tal que vol" (.Q) = 6vol71 ( A1). 
então 

voln-1(àll) voln-1(8BaJ > . 
voln ( M) - voln ( S'") 

onde B 8 f a calota esférica com volumr Rvoln(Sn). Ademais. se para algum O C Af valeTa 

igualdade, entâo M é uma esfera e O uma calota esfénca 

Demonstração: ~ós assumiremos que existe um domínio D com bordo suave tal que voln(D) = 

.Bvol71 (M) e v~~~ ... ;~?J é mínimo entre os domínios com este volume. Pela fórmula de primeira 

variação. sabemos que .W = 8.0. tem curvatura média consümte. logo podemos estimar o volume 
de O pela desigualdade de Heintze-Karcher 

voln(fl) :S voln-1 ( M) 1" ( cos t - h sin t)"-1 dt, 

onde h = n.:_l H é a curvatura média nonnalizadi:l. e r é o primeiro zero do integra11do. i.e .. h = cot T. 

Definamos então 

a(r) ~ (1"(cosr-cotr·sinrr- 1drr
1

. 

Pelo Exemplo 3. sabemos que 

(*) 
vol,._ 1(àB(r)J 

a( r) = . 
voln(B(r)J 

onde B(r) é a bola de raio r na esferaS". 
Observe que a( r) é decrescente uma vez que 

sinal ( ~~) ~ sinal ( da~'dr) ~ -sinal (_c:'_.!.) , 
dra 

mas, 

-- = (n - 1 )( cos t - cot r sin t)" ·· 2
(- sin t) (- csc2 T) dt > O. d 1 1' 

dr a 0 

pois o maior valor possível para r é TL. 

Com isto. a desigualdade de Heintze-Karcher se torna 

voln(fl) 

volc-1(MJ 

1 
<-· 
- a(r) 

R.epetiHdo as mesma conta~ só que corn \) ~uLstrtuído por !H\0. lembraiJdo que Iwst.P cdso a 
curvatura média troca de sinaL vem 

voln_ 1(M) > a(7f _ rJ( 1 - B). 
voln(M) -
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Portanto. temos 

('*) 

voJ,._ 1(M) 
----"~;;,.:-- 2: max{a(r)!l, a(1r- r)(l- .6)) 

voln(M) 

2: inf max{ a(t)6, a(;r- t)(l - 6)} 
t 

Como a(t) é decrescente. o ínfimo acima é atingido em um t0 tal que a(t0)8 = a(11- t0)(1- 13) 
Logo. usando (*) vem 

8 voln-t(8B(to)) = (l- B) voln-t(BB(to)) 
· voln(B(to)) voln(B(;r- lo)) 

q voi,...(B(Io)) (**) e portantO~ = vol.,..(S,..•) e. pür , 

-voC.:l"-n _,1"( ·:;~1:C.J v o!,, 1 (f! B (to)) > . 
voln(MJ - vo!,(S'J 

o que dá conta de desigualdade. 

voln_ 1 (8B(t0 )) 

voln(Sn) 

Agora suponhamos que se tenha igualdade. Vemos então que r = arccot h deve ser o t 0 que 
realiza o mínimo em (**). Daí concluímos que para0. e M\0. vale a igualdade na desigualdade 
de Heintze-Karcher portanto toda geodésica ortogonal a M apontando para o interior de D é 
minimizante da distáncia a M para t no intervalo ( -arccot h, arccot h). Tornemos ~·· uma tal 
geodésica e sejam p = -y( arccot h) e q = -y( -arccot h). Então. como p e q estào de lados opostos 
de M. temos 

d(p, q) 2: d(p, M) + d(q, M) = arccot h + arccot (-h) = arccot h+ 7r- arccot h = 7r. 

Logo o diametro de }\4 é 11 e pelo Teorema de Topogonov l\4 é uma esfera. Ademais. o mesmo 
argumento acima mostra que dado um ponto p E Q com d(p, J;[) = arccot h e um ponto q r:j. r2 
com d(q. Af) :-....:: arccot (-h). p e q são antípodas. Col!sf'qÜeHtement.e. todas as geodésicas normais 
a M apuut.audo para de11tro de Q deix<url de ser rniwmizantes qua11do ati11gem um ponto comum 
a todas e tal ponto está à distancia arccot h de M. logo r2 é <:1. boi<:~. centrada em tal ponto e com 
raio arccot h. O 

~\a demonstração que dada para o Teorema de Gromov-Levy. supusemos que o problema 
isoperimétrico fosse resolvido por um domínio suave D. Conforme visto no caso de ltt11

, l.tá urna 
grande lacuna entre o apresentado e uma solução completa. mas devemos observar que no caso 
atual. ao contrário do anterior. em lR 11

• a existencia de um conjunto de perímetro finito, volume 
V e perímetro mínimo é um resultado fácil e usa um argumento simples de compacidade. Com 
efeito. fixemos í/ e façamos 

p ~ inf{p(&íl) I voqS'l) =\'e D é de perímetro finito}. 

Então tomemos (Ok) uma seqi.i.encia minimiza.ute. isto f>. vol,.,(fh) = l" e p(flk) '\. p. Estas 
hipóteses gdrant.em que llx"'" llsv é limitada. logo. velo Teoremi:l 1.3 (note que J'vf é compacta). 

existe urna subseqüencia. que ainda denotaremos pelos mesmos símbolos. convergindo em V (lv!) 
a uma função f. Tomando subseqüeucias se necest:>ário. podemos supor ainda que X01 , converge 
pontualmente a f. logo f é a função característica de um conjunto D e daí temos 

voln(S'l) = j_xc ~ lirn j_:tc, c.\'. 
M M 
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Além disto. pelo Teorema 1.1, temos que Xr: E BV e 

p(O) = j_IDxcl <; liminf f_ IDXc, I= limp(fl,J = p. 
M 1M 

E portanto vemos que este O é de fato solução do problema isoperirnétrico 
:\-iais complicada é a questão da diferenciabilidadP. pois até o momento não fizemos qualquer 

comentário sobre regularidade de conjuntos de perímetro finito. De fato. pode-se mostrar que a 
fronteira (no sentido de teoria da medida) de um conjunto de perímetro finito é formada por um 
conjunto de medida de Hausdorf n--1 dimensional nula unido com variedades C 1 (veja [19, 41]). 

No nosso caso. o fato de o conjtmto ser solução do problema isoperimétrico ainda traz mais 
restrições sobre o tipo de singularidades da fronteira e implica que esta de fato é formada por 
superfícies coe e que as singularidades ocorrem em um conjunto de dimensão de Hausdorf menor 
do que ou igual a n- 8 (veja [16]). 

Porém. mais importante neste sentido é um resultado de Almgren e de Giorgi ([1, 6]) que diz 
que. em .lR.11

, se a união de dois "cones abertos" for minimaL então a interseção deles não pode ser 
apenas a origem. ~o nosso caso. dado um ponto p E l\1!. este resultado implica que o ponto de 
M que realiza a distáncia é um ponto regular e portanto podemos aplicar a teoria desenvolvida 
acima. Com efeito. se o ponto rn E l\1 que realizasse a distancia fosse sii1gular. tomando a 
geodésica ligando m a p. localmente M estaria apenas de um lado do hiperplano perpendicular 
a esta geodésica (pela minimalidade da distancia) e portanto. fazendo o :;blow up1

' de M neste 
ponto. obteríamos um cone minimal que está apenas de um lado do hiperplano (observe que, sendo 
o ponto singulcu. este cone é diferente de um semi-espaço). Claramente a reflexão de tal cone no 
hiperplano também ::>eria minimal e a interseção de ambos seria apenas a origem. o que contradiz 
o resultado menciowtdo. Para outro argumento. veja i20, 21]. 

3.3. Outros Resultados. Até o momento nos detivemos em pwcurar teoremas de com
paração para o caso em que as curvaturas de Ricci da variedade 111 são limitadas inferiormente 
por uma constante positiva e o grande resultado neste sentido foi o Teorema de Gromov-Levy que 
apresentou um perfil isoperimétrico para tais variedades. Agora faremos alguns comentários sobre 
o outro caso extremo: as curvaturas de M são limitadas superiormente por uma constante. A 
seguir usaremos que o problema isoperimétrico já foi resolvido também no espaço hiperbólico IHl" 
e que os domínios isoperimétricos neste caso também existem e são as bolas ([7, 35]). 

Sabendo que os domínios isoperimétricos da esfera e do espaço hiperbólico sào bolas. podemos 
calcular o perfil isoperimétrico para estas variedades. Comecemos por S". Fixemos um volume V 
e tomemos B calota esférica com este volume. Então 

I 

para algum r > O e o perímetro da calota de nüo r é detdo 

( J . " l p T = ..v'n-1 SHJ T. 

Desta forma. se conseguíssemos explicitar T = T(~- ). a desigualdade isoperimétrica afirma que se 
O c S'" tem volume V e perímetro finito. então 
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2\o caso n = 2. podemos realmente fazer as contas acima. A expressão para o volume se torna 
F = 27r( 1 - cos r) e daí a estimativa para o perímetro de um conjunto D se toma 

p(íí) 2 27r sin ( arccos (I - ~)) 

ou ainda. elevando ao quadrado e fazendo as contas 

(p(í2))2 2 411"[0[-lííf'. 

Se estivéssemos trabalhando com um esfera de raio R. ao invés de com a esfera pQ.drão. após uma 
contraçào e usando que a curvatura K de tal esfera é ~ 2 • veríamos que vale 

(125) (p(D))' 2 41r[í2[- K[í2[ 2
• 

:No caso do espaço hiperbólico. o volume de uma bola de raio r se escreve 

~-;:: rr w'T,-JSiflhn-J tdf 
.Jn 

e o perímetro é dado por 

( ) 
· P•-1 pr =;:.v·11 _ 1 siflll r 

E usando a condição sobre o volume para escrever r = r(V). a desigualdade isoperimétrica se 
escreveria. para um [2 de perímetro finito 

Sovamente. no caso n 
perímetro finito. vale 

p(D) 2 '"n-l sinhn-l r([D[). 

2 é possível fazer as contas acima e:. rw caso df? um domínio Q de: 

(p(D)) 2 2 41r[D[ + [í2[2 

Com dilatações obtemos a desigualdade geral 

(125) (p(OJJ 2 2 47r[D[- K[í2[ 2
. 

onde A- uovamer1t-f' (;>.a cunatura do e.-;yaço llÍIJt-'rlJólico dilatado. Obo;<"n·f' qu<" uu ca:.o do plcmo. 
que seria a forma espacial simplesmente: conexa com curvatura CüllStar1tE' f' igual a zero. (1.25) 
também se verifica e é apenas a desigualdade isoperimétrica clássica. Deste exemplo vemos que_ 
pelo menos em dimensão 2. aumentar a curvatura "piora·' a desigualdade e surge a questão: 
Suponha que a curvatura de uma superfície 2-dimensional M seja limitada superiormente por 
K. Os domínios de perímetro finito de M satisfazem a alguma desigualdade do tipo (1.25)? O 
fato é que tal pergunta já foi respondida afirmativamente há muito tempo por A. Vi/eil [40] e é o 
conteúdo do seguinte 

TEOREMA 1.12. Assuma que a curvatura de ·urna variedade 2-dimenswnal súnplesnu:.nte: co
nexa seja limitada superionnentt por K.. Então para todo O de perirnetro finito vale 

p(í2)2 2: 47r[D[- K[D[2 

E lHlla pergunta óbYi<l seria se uma tal df'~igualdadf' tf>m um análogo em dimensões maiores 
/2]. Cma vf'rsão par<:~ esta pergunt<:l ~eria 
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Co.~:JECTl"RA (Aubin) Se ll111 é uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com 
curvatura niio positwa. então qualquer dom[nio \2 de per[metro finito satisfaz a deslgualdadr: 
·~sopenmétnca de .IR11 

Além do caso n = 2. esta conjectura já foi respondida afirmativamente para as dimensões 3 
e 4. respectivamente, em [27] e [12]: mas o caso geral ainda permanece em aberto 

Como veremos no próximo capítulo, uma aplicação imediata de cada desigualdade isoperimé
trica fornece estimativas para o menor primeiro autovalor dos domínios de uma superfície. 
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CAPíTULO 2 

A Desigualdade de Faber-Krahn 

A desigualdade de Faber-Krahn é outro problema cuja resolução se baseia em técnicas de análise. 
Para enunciá-la precisamente. recordemos algumas propriedades do laplaciano. Dado um dominio 
conexo f2 C M sempre podemos encontrar uma seqüéncia (An) tal que .\1 < À2 :S. À3 · · · S Àn / x 
e funções O f- Un E HJ(O) que satisfazem 

emíl 

em &D 

e ainda. as Un formam uma base para HJ(D). Salientemos o fato de que conforme sugerido pela 
notação acima, o menor autovalor (ou primeiro autovalor) .\1 sempre é simples. Mais ainda. a 
autofunção u1 a ele associada não muda de sinal em O. Obviamente. se mudarmos o domínio 
D. também mudam os autovalores do laplacúmo e a pergunta que se faz então é: dentre todos 
os domínios possive1s com um volume fixado V. quais são aqueles que tém o menor primeiro 
autovalor, se é quE' tal ínfimo é atingido? r rna vez respondida esta pergunta. surgem outras. 
como. que regularidade podemos esperar do bordo dP tal domínio'! Como podemos caracteri
zá-lo geometricamente? Que estimativas temos para o seu valor? A Desigualdade de Faber-Krahn 
clássica afirma que dentre todos os domínios do plano com volume fixado ~ '. o que tem menor 
primeiro autovalor é o círculo, ou seja, denotando por Bv a bola de volume V, 

À1 (Bv) :S À1 (íl), \;lí) tal que IDI = V. 

\"a primeira seção. a seguir. provamos as afirmações feitas acima sobre o laplaciano no caso um 
pouco mais geral de operadores elípticos autoadjuntos. seguindo a apresentação de [13). :::;a seção 
seguinte tratamos o problema de determinar os domínios que minimizam o primeiro autovalor 
em variedades rotacionalmente simétricas. A chave para tanto são a simetrização de Schwartz, a 
Fórmula de Co-área e a Desigualdade Isoperimétrica. A referência é o artigo [37], onde é apresen
tada a resolução para .lR.7

'. mas que se estende automaticamente ao que estamos tratando. Outra 
referencia para esta parte é [9]. onde as conta::; são feitas para tais variedades com um pouco menos 
de cuidado. 

tma vez elucidada <:~.relação entr<-' a De~ig;uald<:~.df' bo_!.Jf'rirnétrir:a (-'i::! D(-'~ig;u<:~.ldadf' de Faber
Krahn. cada teorema de comparação do Ca!JÍtulo aukrior foruece uma estimati\·a vara o menor 
primeiro autovalor de uma variedade a partir de uma generalização simples do processo de simetri
zaçào. Estas relações são o conteúdo da seção Teoremas de Comparação, onde obtemos limitantes 
inferiores e superiores para o menor primeiro autovalor a partir de limitações da curvatura ou perfis 
isoperimétricos satisfeitos pela variedade. As referências são [8, 10, 11]. Finalmente. na última 
seção passamos ao estudo da questão de existéncia de solução para a desigualdade de Faber-Krahn 
ern Yariedades riemarm.ianas compactas. 
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1. Operadores Elípticos de Segunda Ordem 

.\esta seção daremos um passeio nipido pelas propnedades de operadores elípticos com enfo
que voltado para a questão dos seus autovetores. Embora a apn·~f'11t.ação que façamo~ seja para 
um tal operador definido no plano. a única diferença que existe pani o caso de variedades é quf' 
no seg1mdo não há sentido intrínseco em se falar da derivada em relação a :r;. o que nos obriga a 
definir o operador em termos de formas diferenciais, como é o caso do laplaciano. Xão abordaremos 
aqui estas questões. pois é relativamente claro que todo o estudo se estende a variedades sem 
qualquer problema. Para propriedades de espaços de Sobolev em variedades e outros tópicos 
correlacionados, veja [36]. 

Consideramos o seguinte operador diferencial L na sua forma divergente 
n n 

onde aij· b, e c são funçOes de L :x.. Além disto, supomos que valha a;_j = aji e que a matriz ( a,:j) 

satisfaça a condição de elipticidade uniforme 

e11~:11' < I>,jclô,. 
para algum B > O independente do ponto onde os a;j são avaliadm,: e do vetor Ç escolhido. 

Embora nosso interesse inicial seja o problema de achar autovetores para L. o que sempre é 
um problema em que não se tem unicidade de soluções e a existência é sempre garantida, pois 
u = O sempre resolve o problema. vamos começar resolvendo o problema oposto, isto é, determi
nando condições sob quais se tem existência e unicidade. Para tanto. comecemos definindo o que 
entendemos por solução. 

Queremos resolver o problema L(u) = f, em um domínio í2. v = O em 3D, para alguma 
f E L2 (0). Multiplicando a equação por uma v E Cr1(0) e integrando por partes, obteríamos 

1 t a.tjUx; VxJ + t b;Uxi l" + C"Ut' = 1· f v, 

n 1 .. j=l 1.=1 n 

sendo estil igualdade válida para toda v E CtHO) e portanto para toda l' E Hfj(.O.). Então. diremos 
que uma v E H<\(0) é uma soluçào fraca para o problema proposto se satisfizer a equação acima 
para toda 1' E Hrt{O). Escrevendo 

vemos que B : HJ x HJ -----"> I&t é uma forma bilinear e que o nosso problema consiste ern, dada f. 
achar u tal que 

B[u, v]= jfv, 'dv E HJ. 

Inicialmente atacamos o problema de se encontrar estas soluções fracas. 

TEOREMA 2.1. (Lax-Ylilgram) Sejam H um r:spaço de Banach~-" B. H x H---..- 1Ft uma forma 
b-ilinear ::,atisfazendo 

B[u.t'] S: Cjjujjjjvjj e B[u,u]2: ajjujj 2 
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para constantes positivas C e a. Então, para qualquer funcional linear f :H-+ IR. contínuo, e:nste 
um único 1.1 E H tal que 

B[u.·u] ~ f(v). '11• E H. 

Demonstração: Pelas hipóteses sobre B, para cada v E H fixo, B[u. ·] determina um funcional 
linear contínuo em H. logo. pela identificação do espaço de Hilbert H com o seu dual. vemos que 
existe um elemento. que designaremos por Au. tal que B[u, ·uj -=- (Au, v) para todo 1.1. A função A 
assim definida é linear. pois 

(A(au + bw), v) ~ B[au + bw, v]= aB[u, v]+ bB[w,v] ~ a(Au, v)+ b(Aw,v) ~ (aAu + bAw, v). 

Como a igualdade vale para todo v E H. obtemo::; a linearidade de A. Para obter a continuidade 
de A. observamos que 

[[Au[[ 2 = (Au,Au) ~ B[u,Au] :S C[[Au[[[[·u[[. 

Agora observamos que A é injetora e tem imagem fechada em H. Com efeito. se Au = Au·. 
então A(v- u·) =O e portanto 

a[[u- u·[[ 2 :S B[u- u·. u- v·]= (A(v- u·). u- w) ~O, 

de onde v = u·. E esta mesma desigu.Udade llOS fomece a segu11da afinnaçB.o pois se A { Un) e 
seqüéncia de Cauchy em H. temos 

Portanto. ( u'fl) também é seqüéncia de Cauchy em H e conseqüentemente converge a um v e pela 
continuidade de A. Au = limAu'fl. 

Finalmente, observamos que A é sobrejetora. Com efeito. se u· E H está no complemento 
ortogonal da imagem de A. Yale 

O~ (Aw, u:) ~ B[v;. w] 2 n[[w[[ 2 

E portanto a imagem de A é um subespaço fechado denso em H. ou seja. é todo H. 
Agora. se f é um funcional linear contínuo em H. podemos identificá-lo com um vetor w tal 

que f('!')= (u.·. v). Pela sobrejetividade de A. existe v tal que Au = u·. Para este v temos 

B[·u,,.J- (Au.r)- (u·. •·) f(r). v, E H. 

Claramente este v_ é único, pois se tivéssemo~ outru 'U
1

• valeria 

a[[·u- ·u'[[ 2 <: B[·u- ·u', v- ·u'] ~ B[u, v - u'] - B[u', u- v'] ~ f('u -v') - f(v- -u') ~O. 

o 
Voltando ao nosso problema de achar soluções fraca.s. ternos a forma biliuear B : H 1} x HJ -+IR 

associada ao operador L e v ~ J f v com f E L 2 é um funcional contínuo em Hrt. logo a idéia 
é verificar que B satisfaz as condições do Teorema de Lax-Milgram. A continuidade da forma 
bilinear é fácil dado que a·ij, bi e c estão em L=: 
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B[u,v] = jLaijUx;VxJ + Lbiuxiv+cuv 

<;f C[[Vu[[[[Vv[[ + Clv[[[Vu[[ + C[u[[v[ 

<; C (f [[Vu[[') l (f IIV,,II') l + 

+C(/ [[Vu[[ 2
) l (f [[v[[ 2

) l +C (f [[u[[ 2
) l (f 111•[[ 2

) l 

S ClluiiHõllviiHb 

Para verificar a segunda condição a chave é usar a elipticidade estrita, mas mesmo assim não 
chegamos exatamente oonde queríamos 

B[u,u] =f "L, a,1u,,u,, + / 2:_b,ux,u + cu 2 =A+ B. 

Pela elipticidade estrita, temos 

A 2: e f [[Vu[[' 

E estimamos B usando a desigualdade de Cauchy com ~: 

[B[ <; / C[[Vu[[[u[ + C[u[ 2 <;c f [[Vu[[ 2 +C( c)/ [u[2 

Tomando "O = e /2. obtemos 

e f [[V ui['<; A= B[u,u]- B <; B[u. uj + ~ / [[Vu[j 2 +C f [ui' 

de onde. 

~f [[Vull 2 <; B [u, u] +C/ [uj 2 

Como. pela desigualdade de Poincaré. J jj\7ujj2 e JJuiiHd são normas equivalentes. as contas acima 
nos dizem que existem números positivos a e lo tais que 

o[Jujj~, <; B[u, u] + /o[[uJJL'· 
o 

Desta maneira. não conseguimos verificar a segunda condição do Teorema de Lax-:\Jilgram 
para a forma bilinear B. mas se considerarmos L, :::.: L + "/. com í 2: )o e B~, a forma bilinear 
associada a LT temos 

R.['u. uj ~ B[u. u] + r[[u[[f, 2 aJJu[JHd + (',- /o)J[u[[f, 2 o[[uJ[Hd· 

Logo. u:;alldo Lax-:\Iilgram. R.[u. cj J f r· TPUJ ~olw,:ào úrlica jJara toda f E L 2• o quf' deuotamos 
escrevendo L,u = f. 

ContiHuando a nossa caçada a 1)üluções fraca1) vara L. com ~· 2: lu fixado. estamos irlteressados 
em resolver L-:u = f+ -yu. o que é equivalente a 

u = L; 1f + -:~L; 1
u :=h+ Ku 
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ou ainda. 

(I- K)v ~h. 

Agora notamos que L,- HJ--+ L 2 • logo a sua inversa L:; 1 
: L 2 

___, Hr~ C L 2 será compacta. pelo 
Teorema de Rellicb-Kondrachov. desde que provemos que esta é contínua, caso em que também o 
será o operador K definido acima. Mas para a continuidade tomemos u = L: 1 f 

• 

de onde 

<>IIL~'JIIH 0 õ: 11/IIP· 
Com isto. temos disponível toda a teoria de operadores compactos para nos ajudar Por 

exemplo. se soubermos que 1 não é autovalor do operador K acima, então I - K é invertível 
e o problema inicial tem solução única. De fato. ainda se pode dizer mais sobre existência de 
soluções no caso em que 1 é autovalor de K usando a Alternativa de Fredholm, mas para os nossos 
propósitos já temos o suficiente. então voltemos ao nosso problema de achar autovetores para L. 

Queremos achar soluções não triviais pari!. 

::o À'u. 

~o. 

em O 
em é)ÇJ 

Somando-se ')''11 a ambos os membros da equação, obtemos 

u~ 
.\+"! Ku. 

"/ 

onde;.,: é o mesmo operador compacto defi11ido anteriorrneute. Então vemoo que ·u será um auto
vetor para L se, e somente se. for um autovetor de K e os autovalores estão relacionados pela regra 
), é autovalor de L se, e somente se, ,.2>. é autovalor de K. Pela teoria de operadores lineares 
compactos. sabemos que os seus autovalores são em quantidade no máximo enumerável e que cada 
um dos autoespacos (diferentes do núcleo) tem dirneu:são finita. :\1ais ainda. os autovalores de um 
operador compacto. quando em quantidade enumerável. form<illl uma seqúencia convergente a zero. 
Dada a rf'lação E'I1trf' o::, aut.ovalore~ dt' L f' o~ df' K. Vf'rrJO:-i que os autoYalores de L dPvPm conwrgir 
a ±x. Por outro htdo. se )., S -1 11 • o problema L·u .\v sena equivaleute a (L- À)'u ~ O que. 
como vimos. tem solução úrilca, logo. de fato. vale quf' a seqüeilCla dos autovalores deve convergir 
a infinito. Juntando tudo. temos o seguinte 

TEORE.\tiA 2.2. Dado UTn opemdor elíptico de ::;eg'Unda ordem L r.;onforrne acima, existe um 
conJunto .A no máximo en'UrrteTável tal que se f f/:. A então o problerna 

:::::.. í•"U +f, 
~O. 

emD 

em àD. 

tem solução única para toda f E L2(Q). Além disto, se), E A. então o problema 

= ).u. 

=o, 
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tem uma quantidade finita de soluções linearmente independenteB. Por fim, se A = { Àn} for enu
merável, podemos ordenar seus elementoB, contando com as respectivas multiplicidades, de forma 
a obter uma seqüência (,\J não decrescente convergente a infinito . 

. <\gora consideraremos um operador L com a forma 

Lu= .l:)a;jllx,)xJ +CU. 

com c 2: O e os a.;j ainda satisfazendo as condiçàes de simetria e elipticidade estrita. Este op
erador tem as vantagens de ser autoadjunto. ou seja. B/u. v] = B[v. vj, e positivo definido. ou 
seja. B[u. u] 2: a[[u[[~ 1 para algum o positivo. Isto nos permite melhora.r substancialmente as 

o 
conclusões do Teorema 2.2. 

TEOREMA 2.3. Dado um operador L nas condições acima valem 

1. Cada autovalor de L é real e positivo; 
2. Se repetirmos cada autovalor (A;) com a sua r-espediva multiplicidade, teremos 

O < A1 :::; ..\2 :::; ..\s :::; · · 
3. Podemos escolher autovetores de L rwrrnalizado8 de modo a obteT "Uma base (ortonormal) 

de L'(il). 

OBSERVAÇÃO Aqui existe uma pequena diferença entre se trabalhar em .IR.17 e em uma 
variedade compacta lvf. pois no último caso. se for [2 = M, perdemos a condição de que a 
autofunçâo se anule 110 bordo e aí a fuução coustant<" pas~'>a a ser autofunção para o problema com 
autovalor O. 

Demonstr-ação: Crna olhada de volta no uso do Teort'rna dt" Lax-\lilgraw para resolver o nosso 
problema mostra que no caso atual podemos tomar /u ~ O. o operador L é invertível e sua inversa 
T = L -l é um operador compacto. Mais ainda. afirmamos que T é autoadjunto. Com efeito, dizer 
que T f = u e Tg =v significa que 

(g. u)p = B[v, u] = B[u, '·'i= (f, ')u. 

logo 
(Tf.g) = (f, Tg). 

Portanto. pela teoria dos operadores comp<::~.ctos autoadjuntos. os dUtovetores de T podem ser 
escolhidos de modo a se obter uma base ortonormal de L2 e os autovalores associados são sempre 
não negativos. Como T é o inverso de L. concluímos que estes possuem os mesmos autovetores e 
que os autovalores de um são os inversos dos autovalores do outro e portanto O não é autovalor de 
T e as afirmações do teorema seguem. O 

Para caracterizar um pouco melhor ai11do o primeiro autm·alor. precisaremos saber um pouco 
sobre regularidade de soluções fraca:; de equa!,=Ôes elíptic<>.::i. ~os limitamos a ewmciar o resultado 
aqui. A demonstraçào é uma conta grande e feia. que pode ser encontrada ern !13]. 

TEOREMA 2.4. Suponha que no operador elíptico L acima valha 

aij, b1:, c E cm- 1(!1) 

e tenhamob f E Hm(O). Então toda solução jmw 'u pam a equaçao Lu 
Hr;;c-2 (0) e vale a seguinte estimativa, para cada V CC fl 

]]u]]Hm-'(V} <; C(ii/]]H•·(n} + Jju]JL'InJ) 
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Se. além disto, ainda tivermos BQ E cm-2 , então a solução fraca ·u de fato está em Hm-'2(0_) t 

temos a estimativa 

ÜBSERVAÇ.~O Pelas desigualdades generalizadas de Sobole\'. se 0 C lR71
• uma função em 

R'kP(0), com k > ~· está também em Ck-[;;-]-l(!l). Daí concluímos que se os coeficientes de L 
forem c=. então toda solução u pertencerá a c=(n) e além disto. se an for c=. uma talude 
fato pertencerá a coc(n). 

TEoRBMA 2.5. (Caracterização variacional do primeiro autovalor) Suponhamo~ que aij E 
ex. Então o primeiro autovalor .\1 de L é ~imple5, a auto junção correspondente não muda de 
5Ínal em O e vale 

)q = min{B[u,u[j 'u E H,i(O), [[u[[L' = 1}. 

Demonstração: Tomemos uma base ortoxwnnal (u.·i) de L2 formada por autofunções de L com 
respectivos autovalores À.;. \"atemos que B [ ·. · j defiw .. um produto interno equivalente em H 1 ~. 
como conseqüência das hipóteses de elipticid<ide e aij E L"- feitas f.Mra o operador L DestP modo. 

' afirmamos que ('tL·;j .\f) é base ortmwrmal para H 1j corn este uovo produto iut.emo. pois 

B[wi, Wj] = Ài(wi, w3 )p = .\Jiiil 

mostrando que de fato trata-se de um conjunto ortonormal. 
' 

Para mostrar que gera o espaço todo. suponhamos que B[u.·d >-7, uj 
pela identidade 

l 1 
B[·w;/Af,u] = -, (v:,,u)u 

),' 
' 

O para todo i. Então 

' mais o fato de (w;) ser base de L2
. concluímo~ que 'U =O. Ou seja. de fato (wd.\f) trata-se de 

base ort-o11ormal de Hli. Daí. concluímos que se v E H 1 ~. a expressão deste na base v; 1 converge 
também f'IH H 1 ~. 

PorL:tnto. se ·u E H 1 ~. l,(vllu -= L e~creve11do u. L o.,u.·,. 1-f-'mo:o 

Por outro lado. B[u·1, w1] = À1 , o que prova a cara-cterização de .\1 como o mínimo de B[u, u] com 
[[u[[u =L 

Afirmamos que Lu= À1u se, e somente se, B[u,u] = À1 jjuili2 • De fato. uma das implicações 
é imediata. Tomemos então v com llu.llu = 1 tal que B['u, u] ~.:: À1 . e consideremos a expressão de 
una base u:,. u =L a.i1L'1 . Conforme feito anteriormente. temos 

Sendo À1 o menor autovalor. concluímos que Ui deve ser zero quando À; "/- .\1 e portanto u é uma 
combinação de Àrautofunções e conseqüentemente também é uma .\1-autofunção. 

Supo11lmrno,; agora que u seja uma À1-autofunção de norma unitária. Então tanto 'U- quanto 
u são )1J-autofu11çÕes. DP fato. corno u- e sua~ derivadas zeram qtp o!lde u·- e suas derivadas 
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são diferentes de zero. temos 

À1 ~ B[u. uj = J L G1j'U:r,"UxJ =;·L aiJ'1(;;;·u~J +/L a,jU~_'U~ 1 
= B[v~,u~J + B[u~,u~J 2 À,j[u~JI~~ + ÃJ[['u~IJ~, = Ã 1 [[u[[~, = À 1. 

E portanto valem as igualdades B[u=, u=J = À 1 [[u= li L e conforme demonstrado. concluímos 
que u:::. satisfazem Lu= = À1u= 2:. O. Logo. u= são supersoluções de Lu = O e. pela teoria de 
regularidade. são cx(D). Logo podemos aplicar o Princípio do Mínimo a estas soluções e concluir 
que ou elas são positivas no interior de Dou são identicamente nulas. Obviamente não podem ser 
ambas nulas e nem ambas não nulas~ logo concluímos que u não troca de sinal em n. 

Agora, se u e ü são À1-autofunções, também o será Ü - au, com a E IR. Logo, tomando a 
tal que J ü - au = O. obtemos uma autofunção que. pelo que foi visto. não muda de sinal e tem 
integral nula, logo vale ü = au. o que mostra que o À1-autoespaço tem dimensão 1. O 

ÜBSERVAÇ.~O . Ü quociente 
B[u,u[ 

11lB(u) = JJuJJi, 
é chamado Quociete de R.ayleig.h. Pelo Teorema :2.5. o menor autovalor do operador L é o mínimo 
que este quociente atinge para funçOes u E H1}(rl). \"o <.:atio em que L =..: .6. este quociente toma 
a forma mais simpática 

11l(u) - JJVuJJf, 
- JluiJr, 

Enfatizando a dependéncia do primeiro autovalor em relação ao domínio poderíamos escrever 
). 1 (D). Dada a caracterização do primeiro autovalor em termos do Quociente de Rayleigh. vemos 
que se .O C D'. então o À1 (D) :2:: À1 (D'). uma vez que 

2. Desigualdade de Faber-Krahn em Variedades Rotacionalmente Simétricas 

~esta seção apresentamos o método de simetrização de Schwartz junto com algumas de suas 
propnedades básicas. Ao final. obtemos a seguinte rebçâo entre a Desigualdade Isoperimétrica 
e a Desigualdade de Faber-Kralm: Se ern 11ma varif"'dadf:' riernalmialHi rot;;tciowdmeute simétnca 
as calotas em torno do pólo forem as soluções do problema isoperirnétrico. e11tâo. para qualquer 
volume :fixado V. o mínimo do quociente de Rayleigh é ati11gido pela primeira autofunçào da calota 
com volume 1/. 

DEFLNiç."\o Dizemos que uma variedade riernanniana lvr' é r-otacwnalrnente simétrica se ela 
for isométrica ao espaço JR" ou à bola centrada na origem Bro C 1Ft" com a métrica em coordenadas 
esféricas dada por 

ds 2 = dr 2 + f 2 (r)drr 2
, 

onde f( r)> O e dn· é o elemento de volume da esfera unitária padrão. Adernais. no caso de .W 
ser isornétnca à bola Bro· ainda devemos impor que f(r0 ) =O. 



\a definição acima. a origem é chamada de pólo e para cada r fixado o conjunto dos pontos 
que distam r do pólo forma uma esfera redonda de raio f(1·). A bola centrada no pólo é chamada 
calota. Se tomarmos sucessivamente f(r) = sinr,r,sinhr (com O ::S r ::S 7r no primeiro caso) 
obtemos a esfera sn. o espaço euclidiano IRn e o espaço hiperbólico ]H!n. Com outras escolhas. 
podemos obter todos os ovalóides de revolução. Além destes ainda é interessante o caso dos 
parabolóides que são definidos como sendo superfícies rotacionalmentP simétricas não compactas 
de curvatura positiva e decrescente a zero no infinito. 

Observe que a situação que queremos considerar (ou seja. as calotas são soluçàes do problema 
isoperimétrico) se verifica nas trés formas espaciais simplesmente conexas. Além disto, em [32] 
se prova que o mesmo é verdade em dimensão dois para parabolóides e para certos ovalóides e há 
trabalhos sendo desenvolvidos no sentido de provar que as calotas são de fato solução do problema 
isoperimétrico em parabolóides de qualquer dimensão. 

DEFLI\IÇ.:;,_O Seja :tf urna variedade riernanniaHa rotacionalmeute simétrica. Dado um con
junto D C IV!. definimos o súnetrizado n~ df' \2 corno seHdo a bola aberta com centro no pólo 
(calota) e mesma medida n-dimensional de O. Também definimos a sunetnzada v~ de uma função 
u : M ----r IR da maneira naturaL ou seja. denotamos 

SI,~ {x EM I u(:r) > t) 

e fazemos 
u'(x) ~ sup{t I :r E íl;}. 

Algumas observações devem ser feitas sobre esta definição mesmo quando ainda estamos 
lidando com o caso real (M =IR). Por exemplo. quem seria a simetrizada de 1 ~"' 2 ? Para cada 
t < L o conjunto r21 é um intervalo ilimitado a direita. logo o ::>eu sirnetrizado é a reta toda. 
Por outro lado. se t 2: 1. r21 = 0. logo a simetrizada desta fimção seria a hmçâo constante e 
igual a 1. Do mesmo modo. vemos que a simetrizada da função ;r2 seria identicamente infinito. 
Estes exemplos nos mostram que. amenos que imponhamos condiçàes extras sobre as funções a 
serem simetrizadas ou sobre os domínios de definição. os resultados que podemos obter podem ser 
diferentes dos que gostaríamos. Mas umo. coisa f> certa. o que atrapalhou em ambos os exemplos 
acima foi o fato de os conjuntos r21 terem media infülita. Há algumas maneira:; de contornar este 
problema. A que adotaremos será a de rws restriug;irrnos a funçõe:; rúo negativas terJdendo a 
zero no infirüto no seguinte sentido Dado qualc.[lH'r f .[Jositivo. o coujunto 0 1 defiuido acima tem 
medida finita. Para fixar a linguagem. cllamaremos uma funçào não negativa com tal propriedade 
de função que tende a zem no infinito. Observe que qualquer função não negativa de V(M), 
p < x tende a zero no infinito segundo esta definição. 

Agora vamos a algumas propriedades da Simetrização de Schwartz. Observemos inicialmente 
que se A C 1\!1 tem medida finita. então podemos simetrizar XA e vale 

' XA = XA·· 

E se v : 1\1! ---+ IR tende a zero no infinito. temos 

(:r)dt ~ {~ Xit<u(x)dt . 
./n 

É cbro pela defiuição de ·u• que esta é um<l. fm1ção nã.o 11egativa. radialmente simétrica e Hão 
cresceute com o r<l.io f' quf' llv~IIL'- ll'uiiL-..· Al?m di:,1o. tamhPru \·alf' que 'U f' '11* tf'm 8. mesma 
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norma L 1 . uma vez que. pela representação integral acima. temos 

r u(x) d.T ~ r rx X'v. (:r) dtdx = ('X r X '<u (.c) dxdt = rx ID,I dt 
.JM JMJo Jn JM Ju 

= 1ocro;rdt= L1oc x:«u(x)dt= Lu'(x). 
Mais ainda, suponhamos que :.p seja uma função monótona crescente com p(O) ::::O. Então é 

claro que (:p ou)*= :p o (u*). Em particular. como X F--t xP (p 2: 1) é uma função satisfazendo as 
hipóteses feitas sobre ..p, seu E IJ'. então uP E L 1 e portanto. pela igualdade das normas L 1 temo.'5 

e portanto a simetrização preserva a norma LP 
Agora estamos em condições de fazer mais alguns comentários sobre os nossos objetivos. O 

que procuramos é uma função com suporte com uma medida fixada V e que minimize o_ quociente 
de Rayleigh ffi' Pntrf' tais funções. Obviame11te. dada uma u E H 1 cujo suportf' tenha medida V. 
se coHSiderarmos '(j_ a pnrneira autofuução do :-;uporte de ·u. Yale lR.('U) :S_ W:('u). collseqúenternente 
podemos restriugir a rwssa busca às primeira~ aut.of1mçõe::::. as quais são }lositi va._.;;; e portanto 
simetrizáveis. Suponhamos que v seja urna tal fuw;.;o. Jcí. sabemo~ qut' d medida do suporte de 
u é [Doi e a sua simetrizada u* tem suporte Dô que por construção tem o mesmo volume que 0 0 . 

Além disto: acabamos de ver que a norma L 2 de u* é igual à de u. Assim. para concluir tudo 
só precisamos mostrar que a simetrizada de uma função de H 1 está em H 1 e tem gradiente com 
norma L 2 menor do que ou igual à norma do gradiente da f1mção original. Com isto. concluiríamos 
que um minimizante para o quociente de Rayleigh seria a primeira autofunção da bola. 

De fato. não precisamos provar que para toda função ·u. E H 1 vale que jjV'11*j[L2 ::; [['V11*IIL~ 

(ou equivalentemente que llv*IIH~ :S lluiiHl). mas apeni:l.s para um subconjunto denso 

LEMA . Suponha que para um subconjunto D C H 1 denso entre as funções não negativas 
valha a relação 

II'Vu'IIP S II'Vullu, 'lu E D. 
Então a mesma relação também é válida para as fuw:;Oes ndo negativas de H 1 . 

Demon:;;tr-açào. Dada a E Hl uma fuw;<io uào ue,gatin:t. tomemos urna ~eqüé11cia 'U7, de elementos 
de D convergindo à u. Imediatamente temos que à seqüência 'U 11 é limitada em H 1 e portanto. 
pela igualdade das normas L 2 das u1l e suas simetrizadas mais a hipótese dP que a simetrizaçào 
decresce a norma do gradiente. obtemos que a seqüência u~ é limitada em H 1

. Pelo Teorema de 
Rellich. tomando subseqüências se necessáriio:poderns supor que u; converge fortemente em L7 0 ~ 
a uma função v de H 1 e ainda converge fracamente em H 1 e qtp a 'U. Pela convergência pontual. 
obtemos que 1' é radialmente simétrica. não crescente com o raio e ainda, para cada t > O vale 

[[v> t][ ~ llim[u; > t][ ~ lim [[v;> t]l ~ lim l[u, > t]l = l[u > t]l, 

onde. na segunda igualdade usamos o fato de que os conjuntos [u~ > t] são calotas (e portanto. 
dadas duas. uma obrigatoriamente contém a outra). na terceira usamos a própria definição de 
simetrizada e ua última o fato de que 'U1, converge fortemeute em L 2 a u. 

Pela igui:l.ldadf' acima. obtemos que r· P uma fuução rotdcionalmerite simétrica uão crescente 
com o raio e cujos conjuntos de nível /'t' > t] tem a mesma medida de ['u > t]. logo v = u*. 
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FinalmentE'. sendo v o limite fraco das u~, temos. usando a hipótese do lema novamente 

jjvjjH' S limínf jju;jjH' S lim jju"jjH' = jjujjH .. 

Que é o resultado que queríamos. C 

Com este lema. concluímos que é suficiente provar a rebção jj'Vv*Jiu .:5 jj'V~uJIL" para funções 
Lipschitz contínuas e infinitamente diferenciáveis de suporte compacto. 

LEMA . Seja M uma variedade riemanniana rotacionalmente simétrica em que as calotas 
são soluções do problema isoperimétrico e suponhamos que u seja uma função não negativa, 
Lipsdlltz continua com constante de Lipschitz L. ir1tegrável e com derivada integráveL Então a 
sua simetrizada também é Lipschitz com mesma constante. 

Demonstmçâo: Pela fórmula de co-área. temos 

1 IIV'uil dx = [' p(ílt) dt, 
t-h<u<t .ft-h 

onde p(Ot) denota o perímetro de D1. Pelo fato deu ser L-Lipschitz. temos que jj'Vujj .:5 L quase 
sempre. f'lJquauto o sf'gm1do lado podf' sf'r estinw.do usaudo a dPsigualdadf' isoperimFtrica 

L(jíl,_,j-jíl,IJ 2': 1· jj\7ujj d:r ~ j·' p(ll,J dt 2': j' p(íl:J dt ~ 1· jDu'j, 
t-h<u<t t-11 t-h t-h<u'<t 

onde na última passagem usamos a fórmula de co-área para v· e Du* é t1 derivada de v* no sentido 
das funções de variação limitada (note que as contas acima e a fórmula de co-área já garantem 
que v* é de variação limitada). Com isto concluímos que 

1 jDu'l S L(jD;_,j-jD;IJ 
t-h<u•<t 

e como u* é rotacionalmente simétrica a desigualdade acima é equivalente a 

1jDu'j dx S LjAj, 

e portanto )Du/ é absolutamente co11tínua em rela<;ão à medida de Lebesgue. e pela Proposição 
1.1 concluímos que v de fato está em H"ll e que /)'Vu.// _'S L em quase toda parte e portanto u de 
fato é Lipscbitz contínua com constante de Lipschitz L. O 

ÜBSERVAÇ.Ã.O Pelo primeiro lema sabf'rnos quP basta VPrificar quP a simetnzaçào dimirme 
a norma do gradiente de funções Lip:scbitz coHtínuas com suporte compacto. Est.e sPglliJdo lema 
mostra que a simetrização de uma tal função também é Lipschitz df' suporte compacto P portanto. 
em particular. está em H 1 . 

TEOREMA 2.6. SeJa }v! nas mefJ-mas wndições do lema anterior, então a 5imetri.zada de -uma 
função não negativa de H 1 tem norma menor do que ou igual à da função original. 

Demonstração: Seja v uma função diferenciável Lipschitz de suporte compacto. Façamos f.i.(t) = 
j\ltl· Então a seguinte desigualdade vale para quase todo t 

(2.1) j. l • 
M ll\7uiiiD:tn,l2':- Jl.'(t)(p(íl,)). 
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Com efeito. pela versão melhorada da fórmula de co-área com g = jj'VujJ- 1xo, temos 

E então. para cada t valor regular de u. temos 

Por outro lado. por Cauchy-Schwartz vem 

(2.2) 

p(O,) ~L IDxc,l ~L II'Vulllii'Vull-l!Dxn,l 

' ' 
S (L II'VuiiiDxn,l)' (L II'Vuii-11Dxn,l)' 

E juntando as duas obtemos (2.1). Aqui é fundamental observar que se ·u for rotacio11almentf' 
simétrica. o suporte de ]Dxnt I estará no bordo da calota Qt· e pela simetria de v novamente, 

jj'Vujj é constante neste conjunto. logo jjV'ujj~ e jj\i'ujj-~ são proporcionais e a desigualdade de 
Cauchy-Schwartz torna-se uma igualdade. 

A.gora. fazendo g = jj'Vu[[ rw. fórmula de co-área melhorada obtemos 

onde usamos sucessivamente (2.1). a desigualdade isoperimétrica e a observação feita 
demonstração de (2.1) mais o fato de que v* é rotacionalmente simétrica. 

apos a 
D 

TEORE:MA 2.7. SejaM uma uanedade riemanniana rotacionalnu:.ntr- 8imétn.ca. Suponharnos 
que as calotas sejam as únicas soluções do problema isoperimétru.:o r:.m lv! e que 'u tenha suportr:. 
de medida finda e seja um mintmizante para o quocu:.rde de Rayleigh erdrt as funçõts com suporte 
com a medida do suporte deu. Então v = v*. 

Dernonstrar;ào: Pelo teorema auterior saberno:j que :jernvre vale jj·u* IIHl :S [j·u li Hl. Por outro lado se 
u for um rninimizante obtemo~ uma igualdade. Além disto. ·u também será a primeira autofunção 
do seu suvortf' e porta11t.o. iufiuitam<"rltf' diff>wiH.:ián-'1 <-' Liv:-;dütz C}wcaHdo a demonstração do 
teorema auterioL vemos que para que vara t.ermu:j a Igualdade ·u de\·e tei as :jeg;uiutes pwpriedades: 
p(Dt) = p(lJ;). para quase todo t. de onde concluírnot>. pela hipótese do teorema, que 0 1 é uma 
calota para quase todo t e portanto u = u* O 

TEOREMA 2.8. Em .IR11
• IH!T' e sr• as únicas funções que mzmmizam o quociente de Rayleigh 

com o vínculo de que o suporte tenha uma ·medida fixada V são rotacionalmente simétricas e·rn 
relação a um pólo corwenientemr:.nte escolhido. 

ÜBSERVAÇ.~O . ~ote que nestes espaços há soluções para o problema isoperirnétrico diferentes 
das .. calotas., centradas na origem. por isto o teorema anterior não se aplica diretamente. 
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Dernonstração: Primeiro modo. Para todos os trés espaços sabemos que as únicas soluções do 
problema isoperimétrico são as bolas. logo o mesmo argumento usado anteriormente nos fornece 
que seu for um minirnizante então D., é uma bola para quase todo t. Mais ainda, só há igualdade 
em (2.2) se o gradiente de v for constante sobre as curvas de nível de u e portanto as curvas de 
nível de v são esferas concentricas. Fixando o centro destas esferas como o pólo. temos v = ·u•. 

Segundo modo. Como tal u minimiza o quociente de Rayleigh entr<> todas as funções com 
suporte de medida V. também minimiza entre as funções com o mesmo suporte de ·u. logo ·u é a 
primeira autofunçâo de seu suporte. e portanto contÍimd e infinitamente diferenciável no conjuto 
[u > 0]. Pelo mesmo argumento do teorema anterior temos que os conjuntos de nível [v > t] são 
cirunferéncias. Em particular. concluímos que o suporte de u é uma bola. Simetrizando u em 
relação ao centro desta bola obtemos uma nova função v" que pelo Teorema 2.6 tem quociente 
de Rayleigh menor do que ou igual ao df' ·u. Corno u já era miHimizaHtf' para tal quociente. 
concluímos que u e v" são minimiza11tes do quociente dr- Ra_yleigh da bola. logo amba~ .são primeiras 
autof1mçôes da bola de mesmo sinal e mesma norma ['l e portanto ·u -=- v• C 

ÜBSERYAç.t;.o O método apresentado acima é o usado em [37] em lR.11 não apenas para o 
caso de minimizar o primeiro autovalor, mas para investigar a melhor constante na imersão de 
Sobolev de J.1ll,p em v·. onde p" = ..!!:E... e tem a virtude de se estender a variedades rotacionalmente 

n-p 

simétricas. Este mesmo problema é tratado em outros lugares. como [25, 28]. mas em ambos a 
simetrização de Schwartz é utilizada em conjunto com a simetrização de Steiner (de fato. trata-se 
de um argumento iterado de que ,. a simetrização de Schwartz pode ser obtida como limite de 
simetrizações de Steiner .. ), o que limita a demonstração ao caso de JR.". 

3. Teoremas de Comparação 

O método de simetrizaçâo 11tilizado n;:1 seo:_;ão <:llJt.erior ail!da pode &er adaptado para variedades 
gerais de uma maueira razoá:vel. variando ligeiramente dt> acordo com as ferramentas q11e temos 
dispouívei~ IJara tratar o rwsso vroblerna. A cbavt-· t- d obst<'T\"<H,:ão dt-' qut> a:-; lXO!Jriedadt>s úteis do 
processo de simetrização são: 

• llv'IIL' 2' C1lluiiL'· 
• II'Vv'IIL' :S C,IIVuiiL' 
• p(íltl ;> C,p(il1') 

e que para obter teoremas de comparação não precisamos que a função original e sua simetrizada 
estejam definidas sobre um mesmo espaço. Assim. dada uma variedade cujas curvaturas (ou cur
vaturas de Ricci) sejam limitadas superior ou inferiormente. encontramos um perfil isoperimétrico 
para esta variedade pelos teoremas de comparação do capítulo anterior qut> ou é idéntico ou seme
lhante ao de uma das formas espaciais simplesmeilte co11exas. e11tâo fazemos a simetrização das 
funções tendendo a zero no infinito da variedade na forma espacial sirnple;·rnentP conexa. onde 
exist.~m coujuntos ·· simetrizados" e a:s soluções da de.sigualdade de f aber- Krahn sào conhecidas. 

TEORE:\tlA 2.9_ Suponha qw: l\1" .seja ama -uaru-_dade riernanmana em que todo conjunto 
de perimetm fi:nüo tem pedmetro maior· do q·u.e o·u igual ao da bola de mes'"fno volume na forma 
espacial simplesmente conexa dt' cur-uatum constU'fdf' '" (em outms palavras. o perfi:l is-operimAtrico 
da forma espacial também, é ·um perfil para .~1). Então. fixado V, vale 

mf iR(-u) 2 )'J. 
u:M-k.,sptu Sl" 



onde ).1 é o primeiro auto·valor da hola de volume \ · da forma e::;par:ial simplesmente conexa df 
curvaturu K. 

Demonstração: Inicialmente fixemos um pólo na K-forrna espacial snnplesmente conexa. Dado um 
conjunto O C lvf de medida finita, definimos o seu simetrizado D* como sendo a bola centrada no 
pólo e com mesma medida que í2 e dada uma função u que tende a zero no infinito fazemos 0 1 

conforme na seção anterior e definimos a simetrizada u* por 

u'(x) = sup{tix E il(} 

Com esta definição. u* desfruta de todas as propriedades da simetrizada enunciadas na seçao 
anterior bem como permanecem válidos e com as mesmas demonstrações os lemas e o Teorema 
2~ o 

TEOREMA 2.10. (Bérard e Meyer [5]) Sejam M 11 uma var-iedade riemanniana cujas curvat
·uras de R icei são limitadas inferiormente por n - 1 e O < V < vol7, (I\1). Fazendo B = vol,.~~M), 

o ínfúno do quociente de Ra;ljlr:::igh em Ai ::;obn- a., funr;õe::; com wportt dP medida V t maior· do 
que o prirru::iro auto·ualor da calota de uol"U:rrw :'hol,, (.'>""). Al~m di.':ff o . . ~f' ualf.:r a igualdade . . H { 
zsométrica a esfera sr•. 

Demonstração: Novamente fixemos um po!lto na esfera para ser o nosso pólo e dado [1 C M 

definimos o seu simetrizado D* como sendo a calota esférica de volume :~:·8~)) voln(S"). Ainda 

denotando por Dt os conjuntos de nível [u > t]. definimos a simetrizada v* por 

u'(x) = sup{tl:r E il1'}. 

As mesmas demonstrações dadas anteriorrnelltE' agora provam a::, seguintes afirmações 

• Seu E I.l', 
' 

li li ( 
vol" (M)) C • 

u Lt = voqSn) llu llu· 

S f L L. l' - ~ ' vol (ST•) L L. l. • e ·u or 1psc ntz. entao u P vol:.(Mi 1psc utz. 

• l'saudo o Teorema de Gromov-Levy. ~eu E H 1(M). então 

11 \7 11 2 voln(M) 11 '11 2 
U L~ 2:: voln (Sr') \lu L2. 

e só vale a igualdade acima se as curYa:j de IlÍvel dP os conjunto~ [·u > tj satisfizerem a 
igualdade no Teorema de Gromov-Levy para quase todo t. 

E isto é suficiente para obter a desigualdade do teorema. Para u caso de o ínfimo ser iguaL se 

buuvesse uma função u que realizasse o ínfimo o caso de igualdade também seria conseqüéncia 
do Teorema de Gromov-Levy. A demonstração da existéncia de tal função será deixada para a 
próxima seção. O 

TEOREMA 2.11. (Cheng [11]) Suponha qw~ as curuatum.':f de:. Ricci de uFw uar·iedade neman
ráana .~r seyam limitada~ inferiormente por n -1. Então para qualquer m E .H e r > O. o menoT 
autovalor da bola Bm(r) de centTo me raio F é menor que o pr-irnáro autoualoT da calota de m·io 
1· na esfera S 11

• Em. particular, fixado O < \. < voln ( i\1), se -\1 for o primeiro autovalor da calota 
de volu·rne F, o -ínfimo do quoczente de Rayleigh sobre as .funçõet: co·m suporte de medida 1/ em A1 
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é menor do que ou lgual a Àr e só há igualdade se o recobrimento universal de ,f\1 for isométrico 
a uma esfera. 

LEMA . Sejam l\IF' uma variedade riemanniana e { . i'vi __,. IR uma função duas vezes difer
enciável em um aberto de M cujo valor depende apenas da distancia a um ponto fixado rn.. 
Escrevendo :p(p) = 1.f..o(d(p. m)). com 'W: IR---+ IR e usaHdo a notação do Teorema 1 9, vale 

A ( ) "() (detJ,,I,-1' '( 
1 t...::.p p = 11' r + 11' r 

det Jrwlw~ ' 

onde u· é o vetor unitário tangente em nt à geodésica rninimizante ligando m a per= d(p, m). 

Demonstração: Sabemos que, em coordenadas polares. d;; = w' dr. logo. conforme visto na apre
sentação do Teorema 1.9, 

•dp = (-l)"- 1tii det J,,,l,-d6, 

onde 3 é o elemento de volume da esfera unitária de IR.r' e "" denota a estrela de Hodge. Portanto 

L.;od\. = d * d.p = (-I )"- 1 (c·" det J, w lw·- + w' ( detJ,wlw- )')dr A dB 

( 
, ,(detJ,,.I,.-1') (d I I B d ( , ,(detJ,,,Iw-J') d\' =- '/!' + 1;' et ·-tu· w-d.' ) 1\ r-· '4' + u• . 

- detJtwlu'- . det.ftu•lt~•-

D 

Demonstração do Teorema 2.11: Já vimos que a primeira autofunção da calota esférica é rota
cionalmente simétrica e decrescente com o raio. logo podemos escreve-la como ·p(p) = w(d(p, m)). 
para algum m. convenientemente escolhido e tal 'Ç' satisfaz '1/'(r) =O, 1./.' é estritamente decrescente 
em [0. r] e ~"(O)= O. onde r é o raio de tal calota. 

Consideremos então definida sobre l\1 a função -':p(p) = 'lf•(d(p, rn)). onde d denota a distáncia 
em }vf. Vamos mostrar que esta função tem quociente de Rayleigh menor que o quociente de 
R.ayleigh da primeira autofunçâo da calota esférica. o que é suficiente par<:l. concluir rl primeira 
afirmação feita no teorema. 

Com efeito_ sendo;: a primeira autofunçâo da calota (com autovalor Àl). usando o lema. v..· 
satisfaz 

(sin"- 1 t)' 
11/'(t) + . 1 1D'(t) + À1u'(t) =O 

smn t 
Como 1..:'

1 <O. usando o Teorema 1.9. ternos 

<t"(t) t (detJ,,.I,._)'v·'(t) t À
1
t•(t) ::>O. 

det J1 .,1· 1 11 --

de oude. novamente pelo lema. DÇ + >.1_;:- 2: O. o que mostra que ;:: tem quociente de futyleigh 
menor do que ou igual a À1 . 

A segm1da afirmação é uma conseqüência fácil do Teorema de Bishop. Com efeito. se B,
0 

for 
a calota esférica de volume ·v, então para qualquer m E M. Bro ( m) tem volume menor que Bro. 
graças ao Teorema 1.10. e portanto podemos tomar r 2: r0 tal que B,(m) te11ha volume ·v. Daí 

À1(B"(rn.)) :Ô À1(B""(m)) :Ô ÀJ(Rc1 

Finalmente. suponhamos que o ínfimo do quociente de R.ayleigh sobrf' as funções com suporte 
de medida V seja igual a À1 . Então para qualquer mE lvf vale ,\l(Br(m)) = .\1(Br) o que implica_ 
ua demonstração acima. que voln(Br0 ) =-- volnBr0 (m) e portanto. pelo Teorema 1.10. Br0 (m) é 
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uma calota esférica. para todo rn E ."v!. Daí vem que J\.1 tem curvatura seccional constante e igual 
a l e portanto o seu recobrimento uni versa! é a esfera. O 

Os Teoremas 2.10 e 2.11 acima fornecem estimativas superior e inferior para o menor primeiro 
autovalor do laplaciano com vínculo de que as funçàes tenham suporte com volume fixado. em pre
sença da condição de que as curvaturas de Ricci sejam limitadas inferiormente por uma constante 
positiva. Por outro lado. uma vez verificada a conjectura feita ao final do primeiro capítulo. o 
Teorema 2.9 dá uma estimativa inferior para o menor primeiro autovalor no caso de as curvaturas 
da variedade serem limitadas superiormente (por zero, se ·n > 2. ou qualquer número, se n = 2). 
~o entanto achar uma estimativa superior para o ínfimo dos primeiros autovalores requer versões 
mais elaboradas do Teorema 1.12, o que dificulta o trabalho no caso geral. );o caso 2 dimensional 
tal estimativa é apresentada em [8] e se baseia na seguinte modificação do Teorema 1 12. 

TEOREMA 1.12·. SeJam 1VI2 uma variedade nemarmwna 2-dúnenBional com curvat·ura lim
itada superiormente por K e Q. C llf um aberto co·m bordo reaJ analítico. Denotando 

\1, ~ { x E \ljd(x, iJQ) 2: t}. f, = {:r E \ljd(x, iJ\1) ~ t }, 

A(t) = vo!2 (\1J. L(t) vo!1 (f,), 

definimos ê.(t) ~ L2(t)- 47rA(t) + KA 2 (t). Então ê.(t) evtá definida em todo o zntermlo [0. T], 
com T sendo a maior- diBtância de um. ponto de O a d~l. f u·rna fuw;ào duTe:,,,r.:ente ntBff: intervalo 
e tende a zero quando t tende a T. Ademais, só há igualdade se Sl for- isométrico a urna bola na 
forma espacial de curvatura K: 

TEOREMA 2.12. Nas mesmas hipóteses e notação do ttor-ema anterior- com a hipótese e:r:tro 
11_. 2: O, se escolhermos r-1 de modo que a bola de ruio r-1 no espaço de curvatura constante K tenha 
o mesmo perímetro que n (e portanto, pelo teor-ema anterior. rrwzor- área) e r-2 de modo q1u: a área 
do anel delimitado pelas bolas de raws r-1 e T 2 8eja a me:::rna qm: a dF: O, uale 

v (~) < . f J~,, \B,, [[Vu[[' 
/\1 ~l _ In r 2 uEH 1(B,.1), B B U 

' r1 I "2 
u=O em áBr1 

Em particular, o ínfimo dos primeims autoualor-e8 do laplaciano em M entre as funções com 
suporle de medida 1· f menor qu.e 

in f 
uEH1(B,.)

u=U em bb~ 

onde a é o mw da bola de perfrnetr-o igual ao lnfimo dos perí-metros dos conjuntos de lVI com área 
l' e b é o mio da bola tal que o anel R1-\Bb tenha área V. 

Demonstração: Denotemos E; a bola de raio r na forma espacial 2-dimensional simplesmente 
conexa de curvatura K. e façamos 21(r-) = vob(B~), _c(r) = vol1 (BBn e r(t) a solução da equação 
diferencial 

dr 
dt 

l!itegrando a equação acima. vem 

L(t) 
.C(r(O)) = L(O) . 

.C(r) 

2l(r(O))- 2l(r(t)) ~ .4(0)- A(t), 
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ou seja. r(t) é escolhido de modo que a área do anel B;(o)\B;(tJ seja igual á areado ·:anel'· 
0- flt. Pela desigualdade isoperimétrica. como Ç1 e B;(OJ tém o mesmo perímetro. concluímos que 

2l.(r(O)) 2: A(O) e assim obtemos da igualdade acima que 

(') 2l(r(t)) ;:> A(t). 

Como. por definição. vale 
d2ldr dA 

dr dt dt 
obtemos. após integração de (*): 

2l2 (r(O))- 2l2 (r(t)) ;:> A2 (0)- A 2 (t) 

Csando o Teorema 1.12: e o fato de que rc > O. obtemos 

L(t) <: L2 (0)- 47r(A(O)- A(t)) + ~(A 2 (0)- A2 (t)) 

<: ,C2(r(O))- 47r(2l(r(O))- 2l(r(t))) + ~<(2l 2 (r(O))- 2l2 (r(t))) = i!(r(t)) 

E couseqüenterneute. pela própria defirüção. -1 S ~:· < O. 
Observe que. 11ovamente derwtaudo Ta maior dista11CÍa enti"f' um ponto de O a dD. o r2 do 

ewmciado do teorema e exatatnt'Iltt' r(T). Alf>m di:-;tu. um al"g"lllllt'lltu dt' ::;irrwt.rização mostra que 
o ínfimo de 

ocorre para uma função u rotacionalmente simétrica (e diferenciável): portanto para provar a 
primeira parte do teorema é suficiente. dada uma função rotacionalmente simétrica diferenciável 
;: Br1 \Br2 ---;. IR achar outra em H 1 (D.) cujo quociente de R.ayleigh seja menor. SPja então 
:p = f(d(x, O)) como acima e definamos f' por :p(q) = f(r(t)). sempre que q E f 1 . Esta função é 
contínua e diferenciáveL exceto no cut locus de 80, e além disto. 

r II\7;JII 2 = {T(f'(r(t))) 2 (r'(t)) 2 L(t)dt <: ((f'(r(t))) 2 L(t)dt 
./o Jo Jn 

=- L'(f'(r))
2
!2(r)dr la., B., ll\7,;11'. 

,, 
Enquanto para as normas L- temos 

o que cowJui com a primeira parte do teorema. 
Para a segunda afirmação, fixado V. definamos 

p ~ inf{p(S1)IIí11 =VeXo E BV(M)}. 

Tomemos então uma seqüencia Dn dE' abertos de volume F e bordo analítico cujos comprimentos 
dos bordos tendam a p. Agora o resultado é conseqÜFucia da depelldéncia cont.írma do primeiro 
aut.oYalor f'!Tl relação ao domínio. D 



4. Desigualdade de Faber-Krahn: Existência 

Trabalhando ingenuamente, um primeiro argumento para tentar encontrar um minimizante 
para o primeiro autovalor do laplaciano em uma variedade riemanniana IV! compacta seria tomar 
uma seqiiencia f2.11 de domínios de volume 1/ tais que os respectivos primeiros autovalores conver
gissem para o menor valor possível e ver se conseguimos extrair uma subseqüência convergente. 
Daí. ainda precisaríamos verificar se o conjunto limite é um domínio admissível e se seu primeiro 
autovalor realmente f> o ínfimo. Embora não sejamos exatamente bem sucedidos. Yamos tentar 
seguir este caminho. 

Consideremos 

A~ {À I 3íl, líll ~ V tal que À é autovalor do laplaciano em íl}. 
Seja )q = inf A e tomemos uma seqüéncia n, de domínios df' volume V tal que seus respectivos 
primeiros autovalores Àr, convergem a À1. Consideremos u, as respectivas autofunções e. sem 
perda de generalidadf'. supoullamos quf' li u, li Ui,M 1 1. ou de at> ·u" ~ão uão IH""gati vas e estendida& 
como serdo zero fora de Or,. Da equação difereuc:ial ~atisfeita pelab ·ur,. tPrnos. multiplicando pm 
U 11 e integrando por partes: 

r IIY'unll' ~À" r u' ~À". 
JM JM 

Logo a norma H 1 (!Vi) de U 11 é limitada e como estamos em uma variedade compacta, podemos usar 
o Teorema de Rellich-Kondrachov para garantir a existéncia de uma subseqüencia que converge 
em L2(lvJ). Além disto. sendo L2(1V!) Hilbert. em particular reflexivo. podemos tomar ainda outra 
subseqüencia das U 71 tal que 'Vun convirja fracamente em L2 (11.1). Denotemos por u o limite forte 
das Un e por'(' o limite fraco de 'V'Un. Então para ..puma função cx(lvf). temos: 

r u·v ç = lim r u, 'V ç = -lim f 'Vu,,;: =-- - r v .p. 
JM JM JM JM 

Logo temos que dP fato v E H 1 CH). Como u" coHverge fortemente a 'U em L 2 . vemos que 
jjuJIL.~ =~ l. Como 'Vv,, converge fracarrwnte a 'V'u. terno~ que a norma L 2 deste é menor que o 
limite inferior das normas de 'V'u1, então para COIJCluir que de fato a norma de 'V v é A1 . restaria 
apenas mostrar que u está na família de fuHçàes admissí vei:>. ou seja. qllf' spt.·u tem volume \ ·. Bom. 
comecemos notando que. como as 'Un covergern em L 2 . podemos tornar aiuda outra subseqüér1Cia 
das u 11 que converge qtp. Assim. temos 

limsup{:r I 'u"(:r) ~O} C {x: I u(x) ~O} 

e desta forma. 

limsup l{r I u"(x) ~ 0)1 :S llimsup{r I un(x) ~ O}l :S l{x l·u(:r) ~ 0}1 

Porta11to. l{:r I u(;r) f- O}l S í ·. Bom. este que poderia parecer um problema. pois gostaríamos 
que valesse a igualdade. de fato não deve ser algo rnuit.o ruim. pois ~a bem os que .. aumenta11do o 
domÍllio. o primeiro autovalor dimiwll ... logo é de se esperar que seja possível provar que de fato 
vale a lda :\tlelhor ainda. poderíamos fazer uma pequena alteraçiio no problema original e 
considerar 

A = {.À I :JD. I O I ::; \ · tal que À é auto\'alor do laplaciano em 11}. 
o que .. acabaria-· com o problema. 



:VIas llá outro problema um pouco mai.s grave. Com o que fm fe1to até agora. não podemos 
concluir que jsptu(:r)j .::; ~·. De fato. em princípio. nada impedf' que o fecho de {:r i v(:r) -:j: O} 
fosse. por exemplo. toda a lvf, e portanto o domínio de u poderia ter saído dos conjuntos que 
estavam competindo inicialmente e u não seria de fato um minimizante para o primeiro autovalor 
com as condições dadas. 

O que fazemos então é alterar um pouco o nosso problema e tirar a énfase dos domínios 
e passá-la para as funções da seqiiéncia minimizante. Para isto. lembramos da caracterização 
Yariacional do primeiro autovalor e fazemos 

Ã ~ {u E H'(M) jj{u # D}j <F} 

Queremos minimizar o quociente de Rayleigh 

ID( ) = JM II'Vull' ocu 
1
. 

2 
uEA. 

Mu 

Se proYarmos que existe 11 que minmnza este quocie11te e que de fato o suporte de tal v tem 
medida t". concluiremos que 'U era solução do vroblema inicial. Observe. no entanto. que se 
simplesmente mostrarmos que existe 'U que rninirniza este quociente. sem co11seguirrnos pronl.r a 
afirmação sobre a medida do suporte de 'U. poderia acontecer de 2R('u) ser estritarnerLt.e menor que 
o iu~ímo do quociente de Rayleigh no conjunto A o que. na notação estabelecida abaixo. se traduz 
em À 1 :S >.. 1. 

Agora, as técnicas utilizadas para garantir a existéncia de um minimizante se aplicam sem 
qualquer problema. Apenas por desencargo de consciéncia, vamos repetir os argumentos. 

Denotemos por Â1 o ínfimo de ~(u) com u E Â e tomemos u., E Ã uma seqüéncia tal que 
~(un) convirja para Â1 . ~ovamente. podemos supor que todas as u tem norma L 2 igual ale. 
como trocando '11 por juj o valor do quociente permanece inalterado. podemos supor que as Ur, são 
positiYaS. Como JM II'Vunll 2 converge a .\1. vemos q11e a seqüência (u.11 ) é limitada em H 1

. logo. 
pelo Teorema de Rellich-Kondrachm·. tem subseqüéncia que converge forterneute em L 2 . Sendo 
\7u11 limitado em L 2

. podemos extrair ainda uma subseqüéncia tal que 'Vun converge fracamente a 
uma função 'l' de L 2 . As mesmas contas feitas anteriormente se aplicam ao nosso Catio e concluímos 
qw" u de fato está em H 1 e que seu gradientF é 1·. Como Un convt>rge em L 2 a u. ainda podemos 
extran 11ma subseqüenc1a que convirja qtp e daí temos 

limsup{x I u,(:r) "O) C {x I u.(:r) O} 

e desta forma. 

limsup j{x I un(x) ~ D}l S: Jlimsup{x I u,(x:) ~ O}l S: l{x I u(x) ~ D}l 

e portanto l{u #O} I S: V eu E Ã. 
Continuando. pela convergéncia forte das 'Urr a u em L 2 . vemos que jjujjp 

vergéncia fraca de 'Vu., a V v. temos 

IJ'Vujjf, S: liminf II'Vunllf, = ~~-
- -

1 P pela con-

Daí. obtemos que 2R(u) :S À1 . Pela minimalidade de ,\1. concluímos que vale a igualdade e portanto 
o nosso 11ovo problema tem um mínimo e de quebra ainda ganhamos que tal mínimo é atingido 
por uma função u 2: O. embora esta. em princípio não seja a única com esta propriedade. 
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l'ma primeira pergunta que se faz dada a demonstração acima é se realmente pode acontecer 
deu ser minimizante para W: em Ã, mas l{u f:- 0}1 < \l. De fato. isto não pode acontecer. o que 
vamos provar por partes 

PROPOSIÇ.\0 2.1. Se v é u:m mimzante pam o Quociente de Rayleigh em A que não muda 
de sinal, então I{ u ::;i 0} 1

1 = l. 

Demonstração: Com efeito. suponhamos que se tenha um tal minimizante e que valha j { ·u i- O} I < 
V e tomemos 'P E c=(M) com isptpi <V- i{u #O} I= ô. Então. para todo t, u + i'P E Ã e 
sendo u minimizante de R a derivada de W:( u + t:p) em t = O deveria ser nula. 

lim~(fiiV(u+t?JII' _fiiVuJII') =O 
r-o t f lu+ t'Pi' f lul 2 

ou seja. já eliminando os termos em t 2
, 

lim ~(f i ui' f(IIVull 2 + 2tVu ·V?)- f(iul' + 2tu?) J IIVull') = 0 
t-o t f iul 2 f lu + tpl' . 

Simplificando o termos em comum. faze11do t = O e usando o fato de que 3r('u) = À1 , obtemos 

j(Vu · Vp- )qu'P) 

flui' = 
0 

Ignorando o denominador. temos 

j Vu·'l?-~ 1 uç= O, 'c!.,; E C''(iviJ.ispt,;l <;c 

Agora. tomemos uma partição da unidade ( t:';) tal que o suporte de cada t-'; tenha medida menor 
que E:. Seja .p E C:x:(i\.1) qualquer. Então: 

j Vu · Vp- ~ 1 U'fJ = j Vu · V(L W;'fJ)- )qu L(11'i'P) 

=L/ Vu · V(u·,p)- ~ 1 u(c,p) =O. 
pois 'ti';;: satisfaz à condição lspt('ll-'i'P)I <E: para todo t. 

Com isto. concluímos que ·ué solução fraca em !VI do problema -/:::,.u = À1u e portanto é uma 
autofunção do laplaciano em M. Como a função constante também é autofunção do laplaciano 
em Af (associada ao autovalor zero). estds deveriam ser perpendiculares em L 2 • conforme vimos 
IH\ primeira seção. mas como ·u uão truc<1 df' siu<:~l. is1 o :;Ó acoHtE'Cf' se for -u = O. O 

PROPOSIÇ.\0 2.2. Si': ·u fé u.m unw:rrúzant~' du Q'Uor·u"n.fy df'. H.u.yfngh f'.'ffl A. f'.Td.ào u não 
tr·ow de bl.Tt.al 

Demonstração: Digamos que ·u troque de sinal. Então tanto 'U- quanto 'u são não nulas e ambas 
são diferentes de zero em um conjunto de medida menor que l '. uma vez que u é diferente de zero 
em um conjunto de medida menor do que ou igual a V. Pela proposição anterior. nem u- nem 
u podem ser minimizantes para o Quociente de Rayleigh. logo 

J 11Vucl!2 
f lu-i' 
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Daí 
I IIVull' 
I lvl' 

J IIVv-11' + J li V v~ 11' 
J lu 12 + J lu~ i 

e portanto u não é minimizante para o Quociente de R.ayleigh 

~ 

>À. 

D 

Continuando a nossa aventura em busca de informações sobre o nosso minimizante. conside
remos a variação u(l + tp), com :p E c=. Seu for minirnizante para iR, a derivada desta variação 
em t = O deve ser nula. ou seja 

lim~ (IIIV(u(l +tçJJII' _ IIIVull') =O. 
1-o t J lu(!+ tç)j 2 I lu I' 

Expandindo e ignorando os termos em t 2
• temos 

lim ~(I lu i' I(JjVujj' + 2tçjjVujj 2 + 2tu\7ç ·\lu)- I IIV'ujj 2 J(v2 + 2tu2 p)) =O. 
H t I ju(l + tp)j' J juj' 

~ 

CaHcelaHdo o:'i t.NHJoti cornull~. sub::;tituiudo t O <-' usa11do o fato dt-· que ?R('u) -= )IJ. obtemoti 

I(çjjVujj 2 + u'Vç · V·u- Â,çu 2
) = 

0 I jvj' 
Ignorando o denominador. ainda podemos simplificar a equação acima para 

(2.3) / V(pu) ·\lu- Ã1çu2 =O, 'ip E c=(M). 

Agora ob:'iervarno:'i que se fossemos definir urna solução fraca para d equação 

(2.4) uê.u + ~ 1 v 2 =O, u E H 1 (M) 

o natural :::;eria multiplicar esta equação por uma função .p suave e integrar por partes. o que nos 
levaria a (2.3). Ou seja, neste sentido. um rnin.imizante para o quociente de R.ayleigh é solução 
fraca de (2.4). 

ÜBSER\"AÇ.;,_O ~a esfera sr• o rniuimiza11te u aqui obtido f, de fato a autofunçâo da bola. 
Com efeito. fixado urn pólo. o método df' s1rnetriz.ac;ão utilizado uas seçào Desigualdade de Faber-
Krahn e·m l·"ariedades Rotacionalmentt Sunétru;a::: no;; fornecerJ. urna nova função u* cujo suporte é 
a bola de medida l{:r I u(x) f 0}1 e pelo Teorema 2.6 »t(u*):::; R(v). Pela minimalidade de »t(u). 
concluímos que vale a igualdade. Agora voltamos à demonstração do Teorema 2.6 e notamos 
a mesma demonstração se aplica e J1 lá definida será diferenciável. agora em conseqüéncia da 
diferenciabilidade da primeira autofunção da bola u* e não da função u. Portanto. obtemos que 
as curvas de nível de u devem :ser bolas e portanto o suporte de u é uma bola. 

ÜBSERVAÇ.~O . ~o Teorema 2.10 ficamos devendo a existéncia de um minimizante. Como 
sabemos que a condição de que a curvatura de Ricci seja limitada inferiormente por Ti- 1 implica 
que a variedade é compacta. é fácil verificar que o minirnizante aqui encontrado de fato funciona. 
embora nào pudéssemos a priori garantir que o seu suporte tive~s<-' rrwdida \-. 

ÜBSERVAÇ.~O _ Dado O C M aberto. se uma fuiiÇâo u rniairnizando »=? em A zerar apenas 
em um subconjunto de medida nula de Sl. podemos tomar variações u + t.p com p qualquer hmção 
C1f(O). Exigindo que a derivada seja nula em to:.. O. contas análogas às feitas na Proposição 2.1 
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mostram que u deve ser solução de -.6.u = À(u em O. Em particular. pela teoria de regularidade 
e pri11cípiu do máximo. concluímos quf' uln E ex (Q) eu >O em n. 
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CAPíTUO 3 

Comentários Finais 

Conforme já mencionado anteriormente, o Problema Isoperimétrico foi resolvido para uma quan
tidade pequena de espaços e a questão de existéncia e classificação de domínios isoperimétricos em 
variedades é tema de pesquisa. Por exemplo. uma conjectura razoável de ser feita seria a seguinte: 
se uma variedade não compacta rotacionalmente simétrica tem curvatura de fucei na direção radi
al positiva e decrescente a zero. então as calotas são soluções do problema isoperimétrico. Isto já 
foi provado em dimensão 2. originalmente em [4] com versües posteriores. por exemplo. [32]. mas 
permanece em aberto nos demais casos. Para resolução do Problema Isoperimétrico em espaços 
diferentes das formas espaciais simplesmente conexas. veja [24, 33, 34, 4, 30, 22, 31, 32]. Outra 
é a Conjectura de Aubin. apresentada ao final do primeiro capítulo. de que se l\IJ tem curvatura 
negativa. então o perfil isoperimétrico de lRr' é um perfil isoperimétrico para l\1. ou mais geral
mente. de que se as curvaturas de IV! são limitadas superiormente por uma constante "'' então 
o perfil isoperirnétrico da forma esvaciaJ simvlesnwutf-' co11exa df' C11rvatura K (veja [27]) é per
fil isoperimétrico para lvl. Alguns resultadu:o gerai:o :-;obre perfis i~overirnét.rico:o; para variedades 
podem ser achados em [29, 3, 17, 23]. 

Sobre a desigualdade de Faber-Krahn, há ainda mais problemas em aberto. pois. a existéncia 
de um domíno com o volume dado e primeiro autovalor mínimo não é garantida sequer no caso 
compacto e quanto a alteração do problema variacional aqui apresentada, embora teilhamos a 
existéncia. não conseguimos provar que a função minimizante é contínua. Além disto. uma vez 
obtidos estes resultados sobre a existéncia, vém as perguntas: Que regularidade podemos esperar 
do suporte da função minimizante? Como podemos caracterizá-lo geometricamente? Observamos 
que. analogamente ao feito na seção Fórmulas de Variação. poderíamos supor estar no melhor 
dos mundos e exigir que uma função -u fosse minimizante local do quocientf' de Rayleigh e fazer 
,·ariações desta por funções suaves sem alterar o volume do dorníuio. IlO entaut.o a~ contas de 
variação neste caso nos dão apenas a informação de que 'U tem derivada normal co11stante ao longo 
do bordo. coutr~;~.st<tHdo com a iufonnação obtida p<tra o ProblPma lsoperirnétrico '·curvatura média 
constante·· 

C ma variação natural que pode ser trabalhada com relação ao problema da desigualdade de 
Faber-Krahn seria trocar o laplacianu por um operador elíptico autoadjunto sobre AI qualquer. 
:\este caso as contas feitas para superfícies rotacwHalrnPutP simétrica~ r1ão SP traduzem automati
camente f' muito possivelmente. a menos que o operador aiHda tenha uma forma bem específica. 
não será possível explicitar uma solução para a desigualdade de faber-Krahn. caso esta exista. 
Por outro lado. usando técnicas semelhantes às apresentadas em [25]. deve ser possível obter com
parações para o menor primeiro autovalor do problema em questão em relação a um ;;problema 
simetrizado". Devemos observar que todos os resultados da seção Desigualdade de Faber-Krahn: 
Existência permanecem válidos se trabalharmos com um operador elíptico autoadjunto qualquer. 
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uma vez que as propriedades lá utilizadas são apeHas propriedades gerais de tais operadore~ ( carac
terização variacional do primeiro autovalor). teoremo.s de análise funcional e mergulhos de SoboleY 
(Teorema de Rellicb-Kondrachov). 
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