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Resumo

Nesta dissertacao tratamos dois problemas variacionais geométricos: O Problema Isoper-
imétrico e a Desigualdade de Faber-Krahn. A partir da noc¢ao de fungbes de variagao limitada e
conjuntos de perimetro finito (a la de Giorgi). apresentamos a resolugao do primeiro problema no
espaco euclidiano. Também sao feitas as contas referentes as férmulas de variagao. que caracter-
izam. em uma variedade riemanniana. quals sao os possivels candidatos a solugdo do problema
e. por fim. demonstramos o Teorema de Gromov-Levy. que consiste na determinagio de um per-
fil isoperimétrico para uma variedade com curvaturas de Ricci limitadas inferiormente por um
numero positivo. No caso da esfera, este teorema fornece a solugao do problema isoperimétrico. 4
desigualdade de Faber-Krahn é resolvida em variedades rotacionalmente simétricas com hipodteses
sobre as solucoes do problema isoperimétrico. Entre as variedades que satisfazem as hipoteses
necessérias para a resolu¢ao estdo todas as formas espaciais simplesmente conexas, paraboldides
e certos ovaldides dois dimensionais. Conseguimos ainda teoremas comparando a desigualdade de
Faber-Krahn em variedades com alguma espécie de limitagao na curvatura com a desigualdade de
Faber-Krahn nas formas simplesmente conexas.

Abstract

In this dissertation we treat two variational geometric problems: The Isoperimetric Problem
and the Faber-Krahn Inequality. By means of the notions of functions of bounded variation and
sets of finite perimeter (a la de Giorgi). we present the resolution of the first problem in the
Euclidean space. We also make the computations for the variation formulae. which describe. in
a Riemannian manifold. which domains are the possible candidates for solution of the problem
and. in the end. we prove the Gromov-Levy Theorem which gives an isoperimetric profile for a
manifold whose Riccl curvatures are bounded from below by a positive constant. In the case of
the sphere this theorem gives us the solution of the isoperimetric problem. The Faber-Krahn
inequality is extended to rotationally symmetric manifolds with extra hypothesis concerning the
solutions of the isoperimetric problem. Among the manifolds satisfying the necessary hvpothesis
for the resolution are all simplyv—connected space forms and two dimensional paraboloids and some
ovaloids. We also have results comparing the Faber-Krahn inequality for manifolds with some kind
of limitation on the curvature with the Faber-Krahn inequality for simply—connected space forms.
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Introducao

O titulo Problemas Varlacionais Geométricos se refere a uma série de problemas geométricos
usualmente referentes & minimizacdo/maximizacao ou simples determinacgac de caracteristicas
geométricas do ambiente. como perimetro. volume o1 aitovalores de operadores. por vezes sujeitos
a restrigoes. Talvez o exemplo de tal tipo de problema mais em voga nos 1ltimos anos seja o das
superficies minimas {e sens desdobramentos): dentre todas as superficies com um bordo fixado.
achar aquela(s) com mernior drea. B certamente o problema variacional mais antigo é o problema
tsoperimétrico no plano

Dentre todas as curvas planas fechadas com um comprimento fizado, achar aquelas que englobam
a maior drea posstvel.

A curva que soluciona este problema é a circunferencia e este fato ja era conhecido dos gre-
z0s, aparecendo 10s escritos de Zenodoro e posteriormente de Papus. Com o passar do tempo o
problema caiu no esquecimento e no século X VIII ressurgin em mais uma das brigas dos irmaos
Bernoulli. Depois disto foram apresentadas varias demonstracoes desta propriedade de minimali-
dade do circilo. mas na época de Weierstrass. quando se comegou a fixar entre os matematicos o
conceito de " prova rigorosa”. foi levantada a guestao da existencia de solugio. anteriormente con-
siderada "Obvia”. Da fato. a maioria das provas até entao existentes incorria no erro de se supor
que houvesse uma curva que maximizasse a area englobada e em seguida vinha um arsnmento
para demonstrar gue tal curva era a creunferencia.,

Um exemplo de prova simples incorrendo ueste erro € o seguinte. Seja « : [0.1] — R uma
curva fechada simples de comprimento [ que engloba a mailor area possivel eutre as curvas com
o mesmo comprimento. Primelramente vemos que a regiao () delimitada por o é convexa. Com
efeito. dados quaisquer dois pontos de (2. se o segmento ligando tais pontos nio estivesse contido
em §), haveria dois pontos z; e zz de Of2 tais que o segmento lizando os dois estaria fora de €.
Eutio. trocando a pela curva que eutre z; e 2 € 0 segmento ligando estes pontos e no restante
¢ igual a @, obteriamos uma nova curva englobando uma regiao com maior drea que {1 e com
menor comprimento. uma vez que o segmento realiza a menor distancia entre dois pontos. Em
segiida, observamos que se f; € o pouto tal que o comprimento de a entre 0 e ¢, é % entao a reta
r passando por a{0) e a(ty) divide © ao meio. pois. caso contrario. refletindo alguma das partes
de € em relacao a r obterlamos uma curva de comprimento { gue englobaria drea malor que a
englobada por a. Finalmente. provaremos que cada uma das duas partes em que o ficou dividida
acima é um semicirculo. De fato. fixado ¢ entre 0 e ty. podemos dividir a metade de {2 que contém
a(f) em tres partes: o triangulo com vértices a{0}). a(t) e a(t,) e duas abas.



Figura 1

A 4rea do triangnlo é dada por ||a(0) — a(t)lla(te) — alt)|l sinb. logo, se § nao fosse n/2.
poderfamos trocar este triangulo por nm reto com mesmos lados. de mode a aumentar esta
"metade’ de 2. Refletindo a nova regiao em 7 obterfamos um novo dominio com perimetro
[ e 4rea maior que a de (. o que contradiz a escolhia de a. Logo todo ponto w(t) enxerga o
segmento ligando a(0) a a{ty) segundo um angulo reto e a parametriza uma circunferencia.

Um argumento semelhante (e muito mais sirnples} nos levaria a couclusio de que 1 é o maior
nimero natural. pois tomando n o maior mimero natural. se fosse 7 # 1. entao n® seria maior n
e portanto n nao seria o maior. Assim, concluimos que 1 é o maior natural.

A questac da existencia de um dominio isoperimétrico passa entao a ser também objeto de
atencao €. no caso do plano, pode ser determinada a partir de uma desigualdade isoperimétrica
do tipo

2> 4rA.

onde [ denota o comprimento do bordo e A a area do dominio. uma vez que para a circunferencia
tal desigualdade se torna igualdade. garantindo a minimalidade do crculo (e portanto. também.
a existéncia de minimizantes).

Uma vez resolvido o problema isoperimétrico em R?, surgem imimeras variacbes. A mais 6bvia
talvez seja simplesmente perguntar se emn dimensoes maiores a bola também tem esta propriedade
minimizante, Em sesuida. passariamos ao estudo em varledades. mas aqui j4 comecamos com o
problema de que o Teorema de Jordan nao ¢ verdade em geral. isto é. existem curvas fechiadas que
nao delimitam &rea alguma e. no caso compacto. delimitam mais gue uma e o problema isoperi-
métrico fica sem sentido. Mesmo supondo que tudo alnda funcione bem. ainda enfrentariamos o
drama da questdo da existéncia pois é facil encontrar exemplos de superficies em que nao existem
dominios isoperimétricos. Por isto, no caso de variedades, investigamos que caracteristicas um
minimizante deve possiir e principalmente procuramos desigualdades isoperimétricas. Se possivel.
tentamos identificar quais sac os dominlos que tornam tais designaldades uma ignaldade. Aqui
vale mencionar que. embora haja algumas designaldades isoperimétricas para variedades. apenas
em poricos casos o problemas foi resolvido.

Um outro problema variacional geométrico € o problema do tambor: dentre todos os formatos
possivels para uma tambor com area fixada. determinar aquele cuja fregiléencia fundamental € a
mals grave. oL, em linguagem matematica

Determinar o dominio com wme dada drea que manirmiza o primeiro autovalor do laplaciano com
condicoes de Dirichlerf.

De fato. este é apenas um de uma sétie de problemas relacionados com o espectro do lapla-
clano. Outros do tipo sao o de minimizar ¢ primeiro autovalor positivo do laplaciano com condi¢oes
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de Neumann e determinar se o espectro do laplaciano determina uuivocamente o dominio. Além
disto. cada um destes problemas se transfere imediatamente para variedades.

Para o problema do tambor. novamernte o disco com a area dada é o dominio que minimiza
o primeiro autovalor do laplaciano, conforme demonstrado independentemente por Faber [15] e
Krahn [26] (e por isto nos referimos e este problema nio como "problema do tambor” e sim
como Desigualdade de Faber-Krahn). Embora de enunciado completamente alhelo ao problema
isoperimétrico. a coincidencia das respostas é mais que mero capricho da natureza. de fato, estes
problemas guardam certas relagbes e um estudo detalhado do Problema Isoperimétrico resulta em
uma série de resultados sobre a Desigualdade de Faber-Krahn,

Neste trabalhio, estudamos estes dols problemas variacionais. No primeiro capitulo estudamos
o Problema Isoperimétrico e, no segudo, a Designaldade de Faber-Krahn, explicitando a relagao
existente entre estes problemas,



CAPITULO 1
Problema Isoperimétrico

O Problema Isoperimétrico pode ser enunciado no espago euclidiano de muitas formas equivalentes,
mas a que melhor se estende a variedades riemannianas é a seguinte:

Dentre todos os dominios do espaco euclidiano com um dado volume, tdentificar aqueles cuja drea
da fronteira (perimetro) é minima.

Embora apresentado deste modo o problema seja uma questao de facil entendimento. apds
uma breve reflexao vemos que hd muitas lacunas importantes a serem preenchidas antes de se
conseguir uma demonstragao de qualquer resultado. Por exemplo, qual é a defini¢ao de perimetro
que devemos utilizar? Que conjuntos estio sendo consideramos quando perguntamos qual é o
infimo? Felizmente o conjunto que resolve é suficientemente suave para que seja de fato solucéo.
quaisquer que sejam as defini¢bes e conjuntos (razoaveis) utilizados. mas a teoria utilizada na
resolucac pode variar bastante. Por exemplo. com a restrigio de que os conjuntos tenham bordo
suave é possivel apresentar uma resolucao muito conhecida e bastante simples do problema em
dimensao 2 baseada na expansao de uma fun¢ao periddica nas autofungdes do laplaciano —C%a (veja.
por exemplo, [38]). Considerando apenas dominios cujo bordo é suave por partes podemos dar
uma solugao do problema a partir da Desigualdade de Brunn-Minkowski conforme em [7].

Na primeira segio. a segur. damos a definigao que utilizaremos de perimetro (perimetro a
la de Giorgi), definimos a classe de conjuntos onde estamos resolvendo o problema (conjuntos
de perimetro finito) e provamos as principais propriedades de tais conjuntos. Na segunda secio.
resolvemos o problema em R" usando a técnica de simetrizagéo de Steiner.

Quanto ao estudo do problema em variedades. nos detivemos ao caso suave. nao fornecen-
do provas de existéncia. mas sempre supondo que se tenha um dominio suave que solicione o
problema e investigando que propriedades este deve possuir. Este tdpico é abordado ac longo
da terceira secdo em duas partes. Na primeira parte fazemos as contas das formulas de variacgio
e na segunda tratamos uma série de teoremas de comparacio de volumes a partir de limitagdes
da curvatura. como os Teoremas de Bishop e Topogonov e a Desigualdade de Heintze-Karchier.
A se¢do é finalizada com o Teorema de Gromov-Levy. que consiste na apresentagido de um perfil
isoperimétrico para variedades cujas curvaturas de Ricei sejam limitadas inferiormente por uma
constante positiva. Ao final ainda fazemos algums comentdrios sobre o caso oposto que seria o de
uma variedade cujas curvaturas fossem limitadas superiormente por uma constante.

E conveniente chamar atencdo para alguma notacio utilizada sem qualquer explicacio. Em
geral || indica a medida de Lebesgue do conjunto 2 C R". embora em alguns casos por abuso.
usemos a mesma simbologla para denotar a medida 1-dimensional de um conjunto contido em
uma reta de R". De acordo com a situacée. fica claro do que estamos falando. Também usamos
[p(f{x))] para designar o conjunto dos z tal que f(x} satisfaz a condigao p. Seguimos a notacao
usual para designar os espacos de Sobolev. sendo W¥® o espaco das fungoes p-integréveis com




derivadas fracas até ordem k também p-integraveis. Para propriedades de espacos de Sobolev
veja [13, 14, 41]. Ademais. usamos o nome variedade riemanniana sempre designando variedade
riemanniana completa. Esperamos que o resto da notagao tenha sido devidamente explicado
durante o texto.

1. Fungoes de Variagao Limitada e Conjuntos de Perimetro Finito

Um conceito em analise que estd intimamente ligado ao de perimetro e ac problema isoperi-
meétrico é o de fungao de variagdo limitada. De fato. como veremos a seguir. ¢ perimetro de um
conjunto nao é nada além da variacao de sua funcao caracteristica. Por isto. comecamos definindo
o que significa uma fungdo ser de variagao limitada e determinamos as propriedades béasicas de
tais funcgoes.

DEFINIGAO . Dados Q) C R aberto e uma funcio f: Q@ —» R, f € L}{(Q), dizemos que [ é
de wvariacdo limitada (em Q) se

sup{/fdivg;
)

Neste caso. denotamos este supremo por [, |Df]| e ele é chamado variagdo total de f (em Q), ou
simplesmente. variagdo de f. O conjunto de todas as fungoes de variacao limitada sobre {2 serd
denotado por BV (§2). ou simplesmente BV. ¢uando ndo houver perigo de confusdo.

A S Ly e CraR} <

EXEMPLO 1. Se f € W0} entac. pela definicao de derivada fraca. temos

/fdn . /<Vf>

E portanto. tomando o supremo sobre todas as fungoes ¢ € (* de norma menor que 1. obtemos
que [, [Df] = [ |V f], de onde concluimos que W™** C BV

De fato. como toda f de L(Q) tem uma derivada no sentido das distribuicdes. a condicdo
de variacdo limitada é exatamente a que garante a limitagdo do funcional @ + [, fdivi. o que
nos coloca nas condicoes do Teorema de Representacao de Riesz (veja [14]). que. 1o nosso caso.
afirma a existencia de uma medida de Radon finita g e de uma fungio py-mensurdvel ¢ : @ — R”
tals que:

lo| =1, w-quase todo ponto e

fdive = / {(g.o)dp.
4§ 41

Observemos que a variagao total da medida vetorial odu. dada por fQ du. pode ser calenlada

/d,u = sup /(-,::cr)dp. = sup /fdiv,,, = / |Df].
Y] GECETT i<l /0 peCE sl FaY

Além disto. no caso de f € W(Q). o Teorema de Representagio de Riesz nos levaria a

seguinte identidade
—/(%Vf) :/fdiv-;o :/(@:0>du
Ja 9 Q
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Baseados nesta observagac de agora em diante. denotaremos a medida vetorial —odu por Df e o
Teorema de Riesz de certa forma nos afirma que as fungdes de variacio limitada sao aquelas para

as quals vale o Teorema de Gauss
[ saive== [ 501
Y] Q

e esta férmula ainda nos permite definir a variagdo de f sobre qualquer boreliano B, ao invés de
apenas sobre abertos. Basta fazer [ |Df|. E claro que esta férmula é o que justifica a notagao
Jo [ DSl para a variagio total de f em .

EXEMPLO 2. Seja Q) limitado, de medida finita e fronteira C? e consideremos a funcao ¥, .
A condigdo sobre a medida de (2 garante que x, € L'(R"). Calculando a sua variacio obtemos.
pelo Teorema de Gauss

/ xodive = /divgo:/ £-ndS S/ dS = Area de 99,
SR Ja Jan 0

onde n representa o vetor normal unitdrio externo a €.

Por outro lado. como 8 é de classe C?2. podemos estender n a uma funcido ¢ de classe ¢!
definida em todo R” e com suporte compacto (digamos. contido em uma vizinhanga tubular de
80), para a qual a inequacdo acima se torna uma igualdade. Pela densidade das funcées C3° entre
as Cj. concluimos que [ |Dy,| = Area de 9Q. E como vimos que. de certa forma. as funcoes de
variacao limitada sao justamente aquelas para as quais vale o Teorema de Gauss, as contas acima
nos motivam uma defini¢ao.

DEFINICAO . Um conjunto Q) sera dito de perimetfro finito se a sua furigao caracteristica for de
variacao limitada. caso em que o perimetro sera dado pela variacao de ¥, e tambéra escreveremos
p(§2) para designé-lo.

OBSERVACAQ . No primeiro exemplo, mostramos que Wit € B1". Com o segundo exemplo.
concluimos que esta inclusdo é estrita, uma vez que x, nao pertence a Wll, a menos que Q2 seja
de medida nula. A proposi¢do abaixo nos fornece uma resposta sobre quando uma funcao de BV
realmente estd em W1

ProposICAO 1.1. Suponha que f seja uma funcdo de variagdo limitada e gue a medide D f
seja absolutamente continua em relagdo & medida de Lebesgue. Entdo [ estd de fato em W1 e
rectprocamente.

Demonstracdo: Note que a reciproca é imediata. uma vez que. como vimos, se [ perterce a ¥,
entdo Df = Vf e se A for um conjunto de medida nula.

[ 1psi= [ 1w =0

Por outro lado. sendo Df absolutamente continua em relagdo a medida de Lebesgue de R™.

existe uma derivada de Radon-Nikodin %{i, ou seja para toda ¢ D f-integravel, vale

[wnn = [t Fha
7



E portanto, se iz for uma funcao diferencidvel temos

[ saivedz =~ [¢o.01) =~ [0 2]y as

e d—f é a derivada fraca de f. -

TEOREMA 1.1. (Semicontinuidade Inferior) Seja (f,) wma seqiéncia de fungées de BV{(Q})
com wvariag@o total limitada por uma constante, convergindo em L' a uma fungéo f. Entdo
fFeBV(Q)e

£|Df!élimian|DfnJ

Demonstrag@o: Seja » uma fun¢ao CFF(,R"} com |g| < 1. Entdo. pela couvergéncia de f, a f
em L'{Q}) e pela limitacao de divy. temos:

fn fdivip = lim /n Jadivie < liminf /Q 1D fal.

Como exigimos que [, |Df,| < M, para algum M suficientemente grande, temos que o liminf
acima é finito, logo f é de variacao limitada e tomando o supremo na desigualdade acima sobre
todas as . obtemos a desigualdade enunciada. O

OBSERVACAO . A limitacao da variagao das f, s6 fol usada para garantir a finitude de
lim inf fn | Df,] e assim podermos concluir que f de fato era de variagao limitada. Caso ja saibamos
disto por outros meios, ndo se faz necessario que [, |D f.| seja limitada. uma vez que a desigualdade
nao depende disto.

Se considerarmos em B1'{{}) a norma

1 v = 1flizwes + [ 1DF

40
o teorema acima € justamente a ferramenta necessiria para provar que este é um espago de Banach.
Com efeito. se (f,) for uma seqiiéncia de Cauchy na norma BV entao [, |Df,| é limitado e (f,,)
é Cauchy em L*. logo existe f € L' limite (em L'} das f,. Pelo Teorema 1. f € BV". Resta entao

provar que
/ ID(fy — £)] "= 0.
o

Seja z > 0. Como (fp) é Cauchy na norma BV’ existe ng tal que se n,m > ng vale
[ 1Dt <= = / — faydivg <z, Ve e CR(ORY, A <1
Q
Tomando o limite quando m tende a infinito. pela convergéncia L' das f,. temos que. se n > ny.

/(f-}a - fidivy <z Vo€ CR(QR). ]2 < 1
40

cOmMo gueriamos. =

Como j4 demonstramos. W C BT e pelo Exemplo 1. vemos que a norma 117! corresponde
justamente & restricao da norma Bl’ a este espago. Em outra palavras. ! ¢ subespacu proprio
fechado de B1™. Como ja sabemos que o fecho de €**({)) na norma W' (e portanto também na

]



norma B17) é Wl nao ha muita esperanca de se conseguir aproximar uma fungao genérica de
BV por uma fungdo €™ na norma BV, entédo vamos ver o melhor que conseguimos obter. Para
isto. vamos. como de costume, precisar dos regularizadores

DEFINIGAO . Um regularizador é nma fungao n(r) satisfazendo

L n(r) € CF°(R™).
2. nlz )—Ose]$[>1
SJR, {z)=1e
4. ()ZU, Y.

Se ainda valer
n{x) = n(y). sempre que |z| = [y},
dizemos que 77 é um regularizador simétrico.
Ainda. dado um regularizador 77 € uma funcao f € L] .(R"). definimos
.

Me =g 'y (—) e fo=mexf

_ol

Com esta notagao. valem os seguintes fatos da vida:

1 1
1 f. € C%(R"). f. =5 fese f € LL. entao f. ~— f.
2. a< flr)<b VYo = a< fz)<b V.
3. Se f.ge L' entao | fog = [ fye..
4. Se f e (. entao 2 df = (ﬂ,) . o mesmo valendo gipse f € Whle

aai
5. Se sptf C A. entao sptfg CA={reR"jd(x. A) <z}
cujas demonstragdes serdo omitidas (veja {13, 14]). Um fato sobre regularizadores de demons-
tracdo facil. mas que serd bastante usado consiste em uma analogo do item 2 acima para fungoes
vetorials. Se i € CY(R™, R") satisfizer ]p( )l < 1 para todo z. entdo [g.(r)] < 1. Com efeito,
sendo B. a bola de centro na origem e raio z, temos:

/ n(y)oly —2)dy| =

=

e(2)] = Iim IZ??E b)Y~ =)0y

< lim ZJ?? ()2 -—:rAy?I—/ i (yJHﬁD(y—rJIdyS/;_ns(y)dyzlg

1P .0 4

onde |P| é o diametro no maior conjunto da particado P usada quando escrevemos as somas de
Riemann para a integral e Ay, é o volume de cada parte da partigac.
Agora usaremos os regularizadores na teoria das fungoes de variagao limitada.

PrROPOSICAO 1.2. Sgyan f € BV (§1) ¢ A CC O win aberto tal que

/; ipfl =0

Fntdo, se f. sdo as fungdes regularizadas descritas acima (e [ estendida como zere fore de 2, se

necessdrio ). temos
Jiosis [ o [isi-um [ 105



Demonstragéo: Pelo Teorema 1, mais a observagao subseqiiente, temos que

[ 171 <timigt / D).

Para provar a designaldade contréria, tomemos ¢ € C5°{A). |¢] < 1 e usando as propriedades dos
regularizadores. temos

[ sdive= [ s, / fdivy. < f DS,

pois [, < 1implica || < 1. Logo. tomando o supremo sobre todas as 5. vemos que [, [Df| <
J,. I1Df! e portanto. tomando o limite quando = tende a zero. vem

limsup | rf.mis_/Z pfi= [ 7]
O

Se A = R". entdo a proposi¢do acima garante que [, [Df| = lim [, [Df.|. Em particular,
se f for a fungao caracteristica de um conjunto £1. temos que p(Q1) = lim [,. {D{x,):|. 0 que para
05 nossos propdsitos ja é suficiente, no entanto ainda podemos melhorar a proposicao acima.

TEOREMA 1.2. Se f € BV(Q), entdo existe uma sequéncia (f,) de fungdes ("(82) tal que
fois e dim [ 05l = [ 4]
—xJa Q

DemonstragGo: A idéia é exaurir {1 por abertos e em cada conjunto da exaustao usar o teorema
anterior para conseguir uma aproximacgao para f. Em seguida. nsamos particao da unidade para
colar tudo. Fazendo tudo com cuidado. dé certo. o resto sao contas.
Definamos
Q, = {x € Q| dist(x,0Q) > a}, a > 0.

Entao para qualquer seqiiencia {ax) de elementos distintos vale
> [ ionis [ipri<o.
ar 0%, Jo

logo para quase todo a. |, a2, |Df] = 0, em particular podemos tomar uma seqiiéncia {a;) conver-
gente a zero tal que esta condigao se verifique. Denotemos 2,, = ;.

Tomemos entao = > 0 e sem perda de generalidade suponhamos que ag seja pequeno suficiente
para que [, o |Dfl < z. 0 que é possivel pela finitnde de Jo |1 DF)

Definimos entdo 4; C QO por 43 = Do ese i > 1. 4; = Qi; — Qi-,. Entao cada A; é
aberto em £, logo podemos tomar (%) uma particdo da unidade subordinada a {A;). Sendo 1 um
regularizador, para cada indice i podemos encontrar z; > 0 tal gque

spt(ye, * (f43)) C 0o = s
[ e = g <z
/Iﬁsi * (fVuy) — [V <2277

10



E entdo fazemos f* = Z?}‘E‘ (fu;). Pelas propriedades acima. f° é soma localmente finita de
fungdes C(£2), logo f< é diferenciavel. Mals ainda. temos

Jur A= [ 1 s e = ful < 3 [ o= (0 = ol <=

. Lo -
e portanto f* gl [ e pelo Teorema 1.1 temos [, [Df| < liminf._¢ [ [Df¢|. Dai. resta apenas
mostrar a desigualdade oposta.
Tomando » € CG(Q. R™). temos

'/' fidivp = / Zn, (fes)dive = V/fﬁ',-div(n;.j * o).
Q Q

Usando o fate de que V{3~ ¢4} = 0, podemos reescrever a equagio acima

/ ffdl'\\{: = / fdiV(?_i-;l??S] * 79,3 + Z/ fdi\:(t'-t.nfi * 75) _
i . i=2 9]
g=1 " 2

Assim. conseguimos majorar a primeira integral por fQ |Dfl. Levando em conta que a inter-
secao de mals de 3 A; é vazia. majoramos a primeira soma por 3 fq_ - IDf] < 3z. Finalmente.
utilizando propriedades dos regularizadores. reescrevemos a Ultima soma

_ Z/Q(??s x [V (¢y) — fV(uy), ) £ Z/Q Ine. % fV (@) — FV(y)] < =

/ Fedivy < / \Df| + 4s
2 2

e o resultado segue. tomando o supremo sobre as . O

Com isto. concluimos que

A importancia do teorema acima estd no fato de que. de certa forma. conseguimos aproximar
funcoes de variacao limitada por fungdes de W, que ests compactamente imerso em L! (Teorema
de Rellich-Kondrachov, veja [13, 14]). Isto nos permite obter um teorema de compacidade para
conjuntos limitados em BV’

TeoreEMA 1.3, (Compacidade) Seja (2 C R™ um conjunto aberto, limitado com bordo Lip-
schitz, entdo os subconjuntos limitados de B1°(§)) sdo relativamente compactos em L1(Q).

Demonstracdo: Seja (f,) uma seqgiéncia de fungoes de variacio limitada tal que ||frllzv < M.
para algum M. Pelo Teorema 1.2, existe uma seqliencia (g, ) de fungdes C">(Q) tais que

Jih=aml<s e /JDL}I | 104,

Em particular, sendo as g, diferencidveis e de norma Bl finita (e limitada superiormente por
M + 2). concluimos que elas estao em W {Q) e portanto. pelo Teorema de Rellich-Kondrachov.

11
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existe subseqilencia {g, ) convergente em L'(Q). Seja f o limite. Entao

[t =11< 15 =ul+ [ lon, = 1

e portanto (f.,) converge a f em L' 0

TEOREMA 1.4. (Existéncia de solugao para o Problema Isoperimétrico) Firado um volume V7
e um rato I de modo que a bola de raio R, Bpr, tenha volurne mator que V., existe um subconjunto
Q1 de Bg tal que:

e [} =V e

o S5e Q) C Bg, Y| =V, tem perimetro finito, enido p(QY) > p(£2).

Demonstragdo: Como o perimetro dos corjuntos é limitado inferiormente por zero. existe p =
inf{p(QY) | |&¥] = V.¥ C B,}. Seja entdo (£1,) uma seqiencia minimizante. i. e. [, = Ve
limp(2.) = p. Estas condigoes implicam que (x,, ) é uma seqilencia com norma Bl limitada.
logo, pelo teorema anterior, existe subseqiiéncia. que ainda denotaremos por (x, ). e f € L tais
que (X, ) converge em L' a f. Tomando nova subseqiiéncia podemos supor que (x, ) converge
portualmente a f e portanto f é a fungac caracteristica de um conjunto contido em By gue
chamaremos de 3.
Como (x, ) converge em L' a x,. temos que || = V e, pelo Teorema 1.1. temos

p(0) = / \Dyo] < lim / 1Dx,, | = p
Br Br

Portauto, pela minimalidade de p, temos p(2) = p. O

OBSERVAGAC . Se consegiissemos provar que este {2 acima nao depende do raio R escolhido.
ele seria de fato schicao do problema isoperimétrico em R™. Com efeito. se nao fosse. haveria
Q' C R com V{) =1 ep = p{(?) <« p. Porintegracao em coordenadas esféricas, vemos gue
a medida n — 1 dimensioual de ' N Bg deve convergir a zero quando R tende a infinito. pois o
volume de £’ é finito. Portanto, dados £ e ¢ positivos. podemos escolhier um R grande o suficiente
para que [ N Brl > V —z e p(§¥ N Bp) < p'+ 6. Dal. dilatando ' N By de modo a obter um
corjunto de voliume V7. obteriamos nm conjunto limitado e cijjo perimetro seria menor qie

-1

o ()

Agora notamos gue o limite da expressao acima quando z e § tendem a zerc é p’ < p e portanto
para £ € ¢ suficientemente pequenos terfamos um conjunto limitado (e portanto contido em algnma
bola} de volume V7 e perimetro menor que p € nao seria possive] escolher a solugdo do problema
isperimétrico de maneira independente de .

Nosso proximo cbjetivo é provar que todo coujunto limitado de perimetro finito pode ser
aproximado em medida e perfmetro por conjuntos de bordoe suave. Para isto, vamos precisar do
segninte resultado.

LEMA . (Férmule de Co-drea) Dada f € BV(02). definimos
Q= {reQ]flz) >t}
12



Entao

Jwsi= [ [ 1Dy, e

e reciprocamente. se f € L'(Q) e a integral a direita acima for finita, entao f é de variagao
limitada.

Demonstragcao: Comec¢aremos provando que

/JDfls/_:/Q{DXQM.

Para tanto. notamos que se f(x) > 0, entao

/ Xnt dt = / X.Q! (:L') - X(_.x,o_] (t) dt
0 -

26

ese flz) <0,
0 o0
flz) = f_ Xo, (T) — 1dt = /_ | Xq, (1) — Xm0 {t)dt,

logo, sempre podemos escrever f(z) = [~ X, (z) — x__,, dt.

/g.zfdjw:/i/g)(m(:r = X dive = / / divy [ /du / (IZ 1Dx, .

onde usamos. na ultima passagem. o fato de que spt(yg) CC £} para concluir que a segunda
integral é nula. Portanto. tomando o supremo sobre as p. temos

[ions [ [ a

E entdo observamos que as contas acima ja dao conta da segunda afirmacédo feita no teorema.
Passaremos a demonstracao de que ¢ suficiente provar a outra desigualdade apenas para

funcoes de classe C>{12) (de variacao limitada). Com efeito, snponhamos o resultado valido para

tals funcdes. Entdo, usando o Teorema 1.2. encontramos uma seqiencia (f,) de funces C™ tal

que fr 5 f e [IDfu] ~ [|Df]. Como
max{ fr(x). f{z)} o
ule) = 1)l = | 1dt = [ e, () = e, ()] .

Sodn{ frlzy, flr} x

onde 2,y = {7 € Q) fu{x) > t}, vemos que

Jin@ =gt = [ [ o, o= xa et

Portanto, pela convergencia das f, a f em L!. vemos que a integral a direita tende a zero e
portanto |, [Xq, () — xa, (x)] tende a zero em L'(R). engnanto fl.ll’l(_;d.o de ¢. Comnseqilentemernite
existe aubsequenma sinda denotada pelos mesmos simbolos, que converge a zero ¢ — gip. Dal.

1
para quase todo &, f, [x, , (%) ~ X, ()] tende a zero, logo x,, 4 Xo,: L= qtp.
13



Portanto, pelo Teorema 1.1, Lema de Faton, mais a hipdtese de validade no caso de funcdes

%%, vem
/ /EDXQJdtSIim'/ /|D}¢Q”]dt:1im/IDfnJ:/ijl.
—e 02 - /0 ' 0 Jo

Portanto resta provar a segunda desigualdade apenas no caso f € BV N O™, Seja entao f

uma tal funcao e definamos _
mit)= [ iDf)
Q-6

Entdo m é uma fungdo nao decrescente, logo € diferenciavel gtp, sua derivada é intesravel e ainda

satisfaz: o~ :
/_ m!(£)dt < m{00) — m(—oc) = /Q;ij.

Fixemos r > 0 e t € R e consideremos a fungdo £ : R — R dada por

0, sexr <t 0 <t 14
, sex our 7
hlr) =< =t set<z<t+r = HR)=1
v = set<z<t+r
1 sexr>t+r T -

Entao. para toda £ € CF{Q0.R") com || € 1. temos:
- . - | W, |
- [ wpeondive = [ KENTEA = [ (9h)
0 Ja LA o s W

mas por outro lado, também vale

m(?‘—}-r)*m(t)_l _f 1 1/ -
mittr) - mi) 1 (/M Dy /M !Dfl> - T‘/Q!_QM Dfl > ]Qﬁ%m, o).

Juntando as duas, temos
m(t-+r)—

T

mit ) .
D2 - [ wstanave
1o
de onde. tomando o limite quando r tende a zero. obtemos
m'(t) 2 ~ | dive. - qip.

2y
Tomando o supremo sobre todas as ¢ e integrando. obtemos o resultado desejado. O

OBSERVACAO . A formula de co-area ainda pode ser ligeiramente melhorada. Com efeito.
suponhamos A C £ mensuravel. Entao. pela férmula de co-drea. temos

/'x;qiD.ﬂ:fiDﬂ:] /!Dx |dt = / /wadf

Assim. para A,...., A, conjuntos meusuraveis disjuntos e ¢, ..., reals. obtemos

/me.ailDfl =Zaa/ XalDf =Za¢/ ]XAa‘DXant
£ =1 i=1 £ i=1 -2 J 0
= [ [ S enaln, I
-x /0 i=]1

14



Portanto. concluimos que a segninte identidade é valida para toda funcao g simples (i. e.. que
assume apenas um numero finito de valores)

/ IDfI—/ /{ 9lDx, |t

E portanto. também ¢ vélida para toda fungdo |D f} integravel.

TEOREMA 1.5. Dado um conjunto Q limitado de perimetro finito, existe uma segiéncia (£1,,)
de conjuntos limitados de bordo suave tal que , converge em LY e x, € p(Q,) converge a p(Q).

Demonstracdo: Pela Proposigao 1.2, sabemos que 0s regularizadores 7. * x, convergem em L1 a x,.
Em particular, temos convergencia também em medida, i. e., para ¢ fixado, |[[7: * x, — X.| > 8|

1
tende & zero quando = tende a zero. Portanto para qualquer ¢ € (0, 1) fixado, x, L, X, onde {2
é definido de maneira analoga a (};. Entao

1
[ 1oxal =t [ 1@ xx ) ~tim [ [ (D, e
T “'fl (J &T-
-1 ] -1
Z/ liminf/ |DXQ‘t|df2j / IDXﬂ|dt:/ | Dx .l
0 B i o JE™ 48

onde usamos sucessivamente a Proposicao 1.2. a Férmula de Co-area. o Lema de Fatou e o Teorema
1.1.

Dai. vemos que [ |Dx,| = liminf § [Dx,_| para quase todo 7 e. pelo Teorema de Sard. O
tem bordo suave para quase todo t. Logo. dada uma seqiieucia (2¢) convergindo a zerv. podemos
escolher f convenientemente de modo a obter os coujuntos desejados. O

Agora passaremos a uma caracterizagac alternativa das fungdes de variagao limitada
sobre a reta que fornece uma demonstragao répida do problema isoperimétrico no casoc ingenuo
1-dimensional. Para isto, no entanto, precisaremos de algumas definigdes,

DErFINIGAO . O ndmero yy é dito limite aprozimedo da fungao f : @ C R” — R quando r
tende a 1y se

) — yo| > 2| N Blxy,r

) =l > =N Bl
= Ll :

No caso emn que o valor de f 1o ponto xg coincide com o limite aproximado dizemos que x4 € ponto

de continuidade aprozimada de f

Observemos que se f € L} . entao quase todo ponto é ponto de contimiidade aproximada

umma vez que

(I Cx) = flzo)] > 2 N Blzo.7)| L/ () = flao)] _wn 1 / o) = flzoll,
o B(rg.r) B{zo.r} '

[T

:_.m i = = Wt n

mas pelo Teorema de Lebesgue, o limite da expressdo acima quando r tende a zero é zero guase

sempre,
Qutra observagao facilmente constatada é que em todo ponto iy, de coutinuidade aproximada

vale que 7, x f(zy) converge a f(za).

15



DEFINIGAO . A wvariagdo essencial de uma funcdo f R — R é

sup{z |f{t:) — fltioi)}.
i=1

onde —xx < ) <t < ... < i, € oc e cada ¢ é ponto de contimudade aproximada de f.
Denoctamos este supremo por essV f. Caso a fungao esteja definida apenas em um intervalo (a. b)
temos uma definicio andloga e denotamos a variacio essencial de f por essV. f.

TEOREMA 1.6. Suponha que [ € L' (a.b). Entéo f € de variagdo limitada se, e somente se.
ess\-’z f < oc, caso em que vale

b
essV° f :/ |Df|
a
Demonstragio: Suponhamos inicialmente que essVY f < oc. fixemos = > 0 e consideremos a
regularizada f.. Dada uma particao a +z < £, < ; < ... < t, £ b— = formada apenas por
pontos de continuidade aproximada. como f € L}, para quase todo s 0s {; — s também sao de
continuidade aproximada. logo

Z [fets) — fe(ti1)] = Z

[ ettt =) = £t = s

- ld

: /_ ne(s) Y 1f{ti— ) = fltioy — 5)|ds < ess\? f.

Tomando o supremo sobre todas as partigoes obtemos

b—z
/ lde < essV? f

e portanto, para toda ¢ € C§°, Jp| < 1, temos

b b b
/fsao’=*/ J‘;PS/ |fe] < essVg f.

g Fa
Fazendo = tender a zero. obtemos Ja’ fe < ess\-z f etomando o supremo sobre £, sanhamos que

f tem variacao limitada e fab |Df] < essVE f.
Agora. tomemos f € BV (a,b) e escolhamos ¢ < ¢ < d < b. Entao para cada ¢ e cada z > 0
pequeno o suficiente. temos

d ge b ot
[ o= ] o e / o< / DSl

d d b
Sl - £l < [ =sw [0 [C10s

E portanto

16



Como f.(t) converge a f(t) sempre que t for porto de continuidade aproximada. obtemos
n b
S1stt) = fes < [ 1D
i=1 a

sempre que os ¢; forem pontos de continuidade aproximada e portanto essV2 f < fab [Df]. o que
dé conta da segunda parte da prova. O

COROLARIO . (Problema isoperimétrico na reto) O perimetro de qualquer subconjunto Q da
reta de perimetro finito ¢ medida positiva e finita é sempre maior do que ou igual a 2 e s6 € igual
caso {1 se)a equivalente a um intervale.

Demonstracio. Como § < || < oo, concluimos que x, € L! e dai que quase todo ponto é
ponto de continuidade aproximada de x,. Em particular. como [{)| > 0. existe z; € Q ponto
de continuidade aproximada de x,. Do mesmo modo. como R — (£2U [~]z], |2,{]} tem medida
infinita, podemos encontrar pontos £y < ; € Iy > 7 de continuidade aproximada de yx, que ndo
pertencam a {2. Dai, pelo teorema acima

p(Q) = / IDxo| = essVixg 2 [Xo(21) = Xa(Zo)| + [Xa(#2) = X (21)] = 2

Suponhamos agora que p(f2) = 2. Entao, pelo argumento acima. dados dois pontos de
continidade aproximada de x, que pertencam a {2. todos os pontos de contimudade aproximada
entre eles também pertencem a . Jogo, {1 é um intervalo. O

2. O Problema Isoperimétrico em R”

DEFINIGAO . Dados um corgjunto 2 C R”. e um hiperplano n — 1-dimensinal V. construimos
o simetrizado §) de 0 do seguinte modo. Para cade reta r perpendicilar a V7. a intersecio de O
com esta reta sera 1m segmento aberto de tamanhio { contido em 7 corn centro em V. onde [ é a
medida 1-dimensional de Q@ Nr

O seguinte teorema apresenta algnmas propriedades do simetrizado {2

TEOREMA 1.7. Sejam ) C R™ mensurdvel e Q o simetrizado de Q0 em relagdo a um hiper-
plano V. Entdo

1. O € simétrico em relagio a V,
2. 10) = {1, m _
3. 8e Q for um conjunto de perémetro finito, {1 também o serd e ainda vale que p{(Q) > p(Q)),
4. Se O tem perimetro finito, ou p(Q) > p(Q) ou entio quase toda linka perpendicular a V

intersectando 1 ¢ faz em um segmento,

5. Se Q) for convezo, entdo ou p() > p(Q) ou Q € uma translagdo de Q.

DemonstragGo. A primeira propriedade segue diretamente da construcao do simetrizado. A se-
gunda propriedade é couseqiiencia do Teorema de Fubiui. Para demonstrar as outras provaremos
uma sequéncia de afirmacoes. mas antes vamos mudar ligeiramente a notagao.

Consideremos os nossos conjuntos £ e. conseqiientemente. 2 em R”™! a0 invés de R” e nsare-
mos (z,y) para designar os pontos de R"™. com « = (#3, - .4n) € R* e y € R. Identificaremos
V" com o hiperplanc ¥ = 0. Ainda. denoctaremos

seca() = {y € R | (,9) € O},
17



a intersecdo de {2 com a linha perpendicular a R" passando por z e {(z) = |sec,(?)|. Entdo, pela
definicdo do simetrizado, }
Q={{z,y) e R | |y] < jU=z)}.

Ainda. relembramos gue um conjunte @ tem perimetro finito quando a derivada de sua
funcéo caracteristica é uma medida de Radon vetorial finita (pelo Teorema de Riesz). Neste caso.
escrevemos Dx, = odu. onde |o| = 1 p— gtp. A variagdo total desta medida vetorial sobre nm
boreliano B sera dada por

DX, (B) = [ du=  sup /B T p— / v, divi
B

J B weCF . i<l we O <1

e do mesmo modo. podemos definir a variacao total de =X, sobre um boreliano B. escrevendo
oc={01, " .0n_1)
9 i
ol = [loddu= swp [woau= sy [ 25
T E VECF W<l J B weC lvigl J B Ly

AFIRMAGAO 1. Para todo boreliano B ¢ R™,
0
Igxel (B xR = [ plsecs(@)ds
y B

Consequentemente. se ] tem perimetro finito, sec. (1) tem perimetro finito para quase todo .

Demonstragdo: Seja ¥ € C§° uma funcao teste com |4 < 1. Entao, pela propria definicio de
perimetro. para z fixo. temos

o a‘ul
[ xege du < pseeal).
x Y

Dal. integrando sobre B e tomando o supremo sobre as funcdes teste v, obtemos

9 ol ‘
—xXall(BxR) = sup / XaT = / {sec, (02} dur
oy~ wecE w1 JExp Y Bp -

Por outro lado. analogamente ao feito na Proposigao 1.2, pode-se provar que a variacao total
decresce quando se convolul a funcao com nm regularizador em apenas uma coordenada, ou seja

%5 X ) z]/z

(o) = [y =tnafegya

e 7. € um regularizador 1-dimensional. Mas

lim/\. o
=—{) —xd

=1y — 1) xa(2.1)
Yy

dy dzx,

12,
a_y‘(Xn)e

onde

at = p(sec.(£1)).

independentemente de psec,()}) ser finito. logo. tomando o limite a outra desigualdade segue. O

Repare que pela resolucao do Problema Isoperimétrico em dimensao 1 {corolério do Teorema
1.6). esta afirmacao nos fornece a seguinte estimativa

u%xgnw <R) 22BN {r eR" |0 <(r) < =},

1

[w.a)



valendo a desigualdade estrita se, e somente se.

sec, (1) nao é um intervalo e 0 < {(x) < oc}
tiver medida positiva.,
AFIRMAGAQ 2. Vale a seguinte estimativa

%) ol
— BxR)>|[|—](B
I xall (B R) 2 [ 11(B)
Em particular, se () tem perimetro finito. [ é de variagéo limitada.

Demonstragdo: Segne-se da definigao da variagao total de ;> )(n que se restringirmos mats a classe
de funcoes teste, obteremos resultados sempre menores, logo

d Op(x) o Op()
—x R) > N y)——=dydz = | I« dzr.
Imxell (B xRy 2 [ xofes) e dyds = [ 160?57 do
‘Tomando o supremo sobre estas . obtemos o resuitado. g

APIRMAGAO 3. O simetrizado € de um conjunto de perimetro finito  também tem perimetro
finito e além disto valem o1
G
H—mllfB x R) Il—||

8
I3, %all(B < B) = 2B {x € R" [0 < i(r) < o}

Demonstracdo: Basta demonstrar as ignaldades, uma vez que elas implicam a finitude da variacao
total de Dy Observemos inicialmente que a segunda igualdade ja foi provada, uma vez que, por
construcgao. §2 satisfaz a propriedade que assegura igualdade. comentada logo apds a Afirmacio 1.
Do mesmo modo., como certamente o simetrizado do simetrizado € o proprio. a Afirmacac 2 da
conta de uma desigualdade na primeira ignaldade, restando provar que
o A

=B x RY < [|l=—1|(B).
xall(B X R) < (B

Como as medidas em consideragao sao de Radon, nao ha perda em se supor que B seja aberto.
Tomemos por hipétese extra que ! seja diferenciavel e escolhamos » € C¢(B x R) uma funcao
teste (]| < 1). Vamos provar que

I){Z ; {;; d
L ] “ayde < 5 (5) - |
i) 2 O 5B
Com efeito.

Hx)i2 s 5 x)f2 1
[ Sy [ T sy = el e/ 4 e i) )

~iay/z OTi 0L J_yzy2

ol
ar,

dr.

integrando sobre R”. obtemos
£($ /2 J,ﬂ 1 . a{;; . ag

[ [ Fay=—3 [ teleia@yn + ste -ty ass [ |2

» S -yz)2 OF R £ pri sptiy) | 9

Tomando ¢ supremeo sobre tais z. obtemos ¢ resultado no caso em gue [ é diferenciavel.

dx

19



Caso I nao seja diferencidvel. consideremos as regularizadas I.. Para estas valem

Ie(x)/2 p>) - i(x)/2 8 - - an
p
d d'}*—»] / —dyd'r*/ X dy dir.
/T >/—I (I y 2 o ‘—i(‘I}/‘Q 81’?, E'n-— (945 y I

bem como que

/ Al (
pri spr(¢) 8?.?;
E o resultado segue tomando o limite em ¢ e em seguida o supremo sobre o. O

Agora podemos continnar a demonstracao do teorema. Pelas afirmagoes acima. vemos que
a variagao total de cada coordenada de Dy sobre gqualquer conjunto da forma B x R € sempre
menor do que ou igual a variagdo da respectiva coordenada de Dy,,. logo se {2 for de perimetro

finito. ) também o seré e ainda
~ n-1 t—
p(Q) = IDxgll(R"™) < [[Dxo (R = p(Q2).
Mais ainda. pela observagao ao final da primeira afirmacac mais a dltima afirmacdo. se
{x € B | sec,(f2) nao é um intervalo e 0 < l(x) < o<}

tiver medida positiva, vale a desisualdade estrita e assim provamos as propriedades 3 e 4 do
teorema.,

Vamos agora & propriedade 5. Suponhamos © € R"! convexo. Dai o bordo de (2 tem medida
n + l-dimensional nula e tanto §) quanto seu fecho téem o mesmo perimetro. logo podemos, sem
perda de generalidade, supor ) fechado. Além disto se |2} < oc concluimos que Q é limitado. pois
caso nao fosse. poderiamos tomar uma bola B no interior de 2 e uma seqiléncia (z,,) de poutos
de (2 tais que |@,| > n. Dai concluiriamos que o cone com base em B e vértice x,, estaria contido
em £} e teria volume tendendo a infinito. Portanto. podemos tomar B a projecio de §) sobre R™,
que sera um conjunto convexo e limitado e podemos escrever

Q={(ry) e R |reBe flz) <y < dr)}

para duas functes fl e ¢l. a primeira couvexa e a seguuda concava,
Com isto, concliimos que. para = € B. sec (1) = [fl{r}h.el(n)] e o) — d{a) — fl{x) e
portanto,
Iz}

Q:{(z,y)eﬂaﬁ*l|me3e|y|57‘.

Q)zz/\/ +Z gf) +R,

onde R é um resto que aparece devido a possiveis descoutinuidades de I na fronteira de B (imagine
o caso de um cubao).
Do mesmo modo. terfamos

o~ [ () s () e
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onde este A é o mesmo do caso anterior. E portanto.
p(Q) - p(Q) = / VI IVUI+ T+ Y Vi)

Agora diferenciando a identidade QH;—} = cl{x) — fi(x}, observamos que

2214 ||V(/2)|dr.

l(z) 1
VT 2(V( fiz))y+ V{dd{z))),

em palavras. Vi— é o ponto médio do segmento lizando V{(—fI{r)) a V{d{x)). Mas como a

fungao ¢ + \/1 + |tv + {1 — t)w|?. é estritamente convexa. quaisquer que sejam ¢ e w em R".
como pode ser facilmente verificado, concluimos que os perimetros de {1 e {2 serdo ignais se. e
somente se,

V(~fie)) = Viel(s)) = VO,

de onde concluimos que {2 e {1 sdo transladados um do outro. O

Como ja vimos no Teorema 1.4, existe solugao para o problema isoperimétrico na bola de raio
R. Como conseqgiiéncia das propriedades da Simetrizacao de Steiner. vemos gue tal solugéo deve
ser convexa (propriedade 4) e. digamos, simétrica em relagao a qualquer hiperplano passando pela
origem (propriedade 3), logo a solucao é a bola englobando o volume dado. Em particular, esta
solugao nao depende do raio da bola escolhida para conter os domintos competindo. logo € solugao
do problema em R".

3. O Problema Isoperimétrico em Variedades

Novamente estamos procurando solugdes para o problema de minimizar o volume do borde
com o vinculo de que o volume da regido seja igual a uma quantidade previamente fixada. Nesta
parte. no entanto, tratamos o problema com menos rigor e em geral supomos ter diferenciabilidade.
Inicialmente. encontramos condigdes para que 1m dominio seja minimo local para o perfimetro com
volume fixado. Em seguida. apresentamos algiuus teoremas de comparacao entre volumes a partir
de limitacdes da curvatura para ao final demonstrar o Teorema de Gromov-Levy.

3.1. Formulas de Variacao. Seja M uma variedade riemanniana e Q@ C M um conjunto
aberto de bordo suave, ¢ qual denotaremos por Af. Sujeitaremos M a variagtes que mantenham
o volume de €} fixo (pelo menos até segunda ordem) e queremos descobrir guais condicoes devem
ser impostas sobre M para gue ) seja ponto critico para o perimetro (ou seja. o perimetro nao
varie em primeira ordem) e mais ainda, para que seja estédvel. km outras palavras, procuramos
condicoes sobre M para que () seja ponto critico estdvel da fangao perimetro com o vinculo “volume
constante” .

Comecamos tomando a seguinte parametrizacao de uma vizinhanca tubular de M

X:Mx(~z,2)— M:  X(m,t) = exp, (i n(m)),

onde n(m) é o vetor normal unitario interno de M.
Inicialmente procuraremos descobrir algumas informagdes sobre a métrica na parametrizagao
X. De fato. via de regra. tomaremos uma parametrizacio  : R"™! — M e ainda denctaremos
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por X(z.t) = X(p(r).1) e. para nao carregar demais a notagao. escreveremos & = (. -~ . &p_1)
e t = z,. Eutao. por construgao. temos &,¢, = 0 ¢ |8, = 1. logo

200 (05: B) = 2(8,80: D) = D(Bi O) = 0
e portanto {&;; &y, independe da 1iltima coordenada, mas

(0:i(2,0): Bn(x,0)) = (8;(x,0):n(x)) = 0.
E com isto. conchiimos que O, € sempre perpendicular aos demais vetores coordenados. Como
|8n] = 1. ainda ganhamos
det(g-ij)nxn - det(g-ij)ﬂ.—lxn—l-
Dada f : M xR — R, a variacéo de M por f é dada por X{m,sf(m,s)), para cada s fixo. Se
tomarmos uma parametrizacao i : D — M de uma regido de M, a variagac do volume englobado
pela parametrizagao é dada por

sf ; 1 ;
#(D)) = /D/( v’det(%(f.-rJ)dfd“‘:,/D/U y detlg (. sf t))sf dt d.

Derivando em relacao a s obtemos
(llJ
n{det(ge(z, sfONF +sZ)sft af
—~AI (D)) = v det{gi;(z, sft s=)dtdz
(o(D)) = ]/ e L el sf ) + s3]

Logo. avaliando em ¢ = (. obtemos

d /f /det(gi5(z, 0)) £ ro)dm—/ J(m,0)dv

AV (D)) o

e portarto, a mesma 1dent1dade é valida em M e queremos que o volume nao varie em primeira
ordeni, ou seja

—-—_dAZS(‘ / F(m.0)dV".

i. e.. f deve ter média nula sobre M. Agora. diferenciamos novamente a equacao (1.1) e exigimos
que o volume permanega fixo até segunda ordem. Repare que agora nao precisamos mais nos
preocupar com a careta dos termos que aparecem multiplicados por s

(1.2) 0=

g=(}

af

dz o detgwrsfrj(f—FSdef?‘ DN ‘ . :
farteon = [ [ S vtV ot

Portanto, avaliando em s = 0. temos

e _ / f (6 o (det(gs; (. 0))) f2¢ +2_f) i+ /qet gz 0)) .

(13) &;EAL v det(g:;(x,0)} o,

Aqul vemn a seguinte observagao: até o momento. embora tenhamos usado parametrizagoes,
a situacdo em questio estd geometricamente bem definida, logo o resultado da integral acima
nio deve depender da parametrizacao » tomada. mas apenas de caracteristicas geométricas de
M. Mais precisamente, nem mesmo o integrando deve depender da parametrizacio (descontado
o elemento de volume /det(g;;(x,0))). uma vez que toda a situacéo esta bem definida geometri-
camente. Assim. para descobrirmos o valor do wtegrando no ponto X(m, 0}, podemos tomar uma
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parametrizacao cujos vetores coordenados em X(m.0) sejam ortonormais e entdo procuraremos
exprimir o intesrando em termos de caracteristicas geométricas de M no ponto m. Uma vez que
tenhamos obtido um tal resultado. ele independera da parametrizacao escolhida e sera verdadeiro
sobre toda M. Feito este comentdrio. voltamos as contas

Precisamos saber calcular 8, (det{gi;{x,0}}). o que teremos que fazer na marra mesmo

(01,61) - {01,0._1)
On(det(gy)) = 3 et |9n(8r. 81} - (00 duo}],
=] :
<8n—l_~. al} s <8fr.—13 an-1)

Mas. pelo menos para s = 0, temos &, = n e
(1.4) On{8i,05) = (0i0n, 05) + (8::0;0,) = —211(9;, 9;),

onde [/ denota a segunda forma fundamental de M. Agora voltando a (1.3). e supondo gue g
seja ortonormal em z. para um x fixado. vemos que o determinante acima se torna

1 0 0
n—=1 : ’
B (det(gi;(z,0))) = > _ det *m(a &) —211(8“82) o =211(84,8,1)
(1.5) =l : : :
0 0 1
n—1
= =2[1{8,,8;) = —=2H
i=1

onde H denota a curvatura meédia de M no ponto imagem z.
. .. . . 2 -
Com isto. voltando a (1.3). j& conseguimos avaliar £ AV(p(D)) em s = 0

/ / ( 2H (m fr+zg) dtdV
(D) 9

, a
= / —H(m)f* + Qvia‘L"
w(D) Os

dE

Logo. a mesma férmula funciona para M e devemos exigir que o resultado seja rmlo. ou seja
af .
(1.6) / —H(m) ff(m.0) + 2-,i(m,0)di’ =0
Ju s

Avgora, passemos ao perimetro. Fixada uma parametrizacao w o volume n — 1-dimensional

da imagem de i na variacao de M serd dado por
p(p(D)) = / \/det(gij(z,sf) + 520, f0; fdr
D
Portanto. derivando em relagac a 5. obtemos
d 2 det(g,;(x,sf) + 20, fO; f

ds p 2+/det{g;(z, sf) + 520, 0. f)
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gue em s = 0 resulta

d b Zdetlgglrsf) + 5009, T
Teoeon| - e J detlgn(#-0) da

{e=0

E 14 vamos nds de novo... Escrevendo &% det(gi; (T, sf) + 520, f8,f) por extenso, temos

g1+ 20, f O f T Gin-1 + 8201 f Bnrf
n—1
(1.8) Ongir(f + 3%) + 288, fOf + O(s*) -+ Ongima(f + S%) + 288, fOn_1f + O(5°)
i=1 : .
Grn-11 T 328n—1f o f Tt Gr—1n—1 + ‘Sgan-—lf On1f

Fazendo s = 0, a soma acima se torna

g11 s Hin-1
Z 8ﬂ-gilf e a’ngin—lf = faﬂ deT(gU (f U))

g?r.-—ll s g‘n.— In—1

E entao, novamente tomando uma parametrizacac ortonormal em um m € M fixado, usando
a equagao (1.3). j& conseguimos calcular a derivada da variagéo do velume n— 1-dimensional para

s=10
= / —fH(m)dV
5=0) #(D)

E portanto a mesma igualdade vale sobre M.

- / —fHAV
g={) M

Com a condigao (1.2) sobre f para que 0 volume permanega coustante em primeira ordem. vemos
que £ serd ponto critico se a curvatura meédia de M for coustante.

Agora vamos procurar coudigoes para ¢ue 11m dominio gue seja ponlo critico também seja
estavel. ou seja. vamos derivar novamente {1.7) e exigir que o resultado seja nao negativo

Zplo(D))

d%p(M )

o (5 det(gis(z, sf) + 5°0:f0; ))° ;Ti; det(gi;(, sf) + 520,f 0, f)
B! ol p(D)) = - - —
19 ds? te(D)) /D A(det(g;;(z,5f) + Szaifajf))% 2+/det(gi;(z. s f) + 820, fO; f) dx

Pelas contas feitas para achar os pontos criticos, a primeira parcela na integral. em s = 0. se

/ —H?f2qV.
7 (D)
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Portanto. nos resta calcular a segunda parcela. Entao. voltamos a {1.8) e derivamos mais uma vez

gu + O(s) G1n—3 + O(s)
P Ongirf +O(5) -+ Dugin1f +Ols)
Es—é‘ det(g.,-_j (.'L', S_]() + 528{_](‘3:_.-_](‘) = Z +
IO 1 +O0(s) -+ Ougim1f + O(s)
gn-11+0(5) -+ gnoino1 + Ofs)
g1 ‘1‘0(3) 91“—1 +0(s)
n-1 .
+ > 1Pgif? + 20905 BSOS+ O(s) -+ Bgnaf? + 2ngias 1304 200/ 1 f + Os)
=1 : .
gn-11 + O(s) T Gr-tn-1 1+ O(s)

Logo. para s = 0 e r o ponto em que a parametrizagdo é ortonormal, tudo se reduz & secuinte
exXpressao

2

ds? det(gy; (. sJ) + 8%0:10;f)

'_f Zdngu ng“_ ngrj) +

5=0 g

of
if? + 20,905 + 2(8.1)°
+§ 09 f* + 20nga- + 2(0:f)

Dai. usando (1.4). obtemos que o integrando de (1.9) é

o =1 .
mp - e H ) 4+ L (Z 0+ 3 0ugibngss (an.gij'f) .
=1 it F

Utilizando (1.3) ao contrario. para sumir com a <urvatura média que aparece 1o primeiro termo.
obtemos

2
9 T
SE2f2 — _9 _ 1
amrp (z angﬁ) i (z 009+ " —0,40 g) .
i=1 i
logo o integrando, apds as simplificagbes possiveis, se torua

(110 ~HEZL — B ) + |V + (Z = S (0uaa)?)

() /
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Logo. ay = 0 e o termo jM ~Af)dV pode ser estimado por

/f(uA.f)dV:/ ianvn(—ﬁian?Jn)de/ ZaﬂUnZaﬂ)\ v dV
M Mo n=]

M 1

= [ Stz | S eutav = [ frav
S M n=1 M oo M

E assim. podemos apresentar uma outra condigao suficiente para estabilidade
dz

2
ds 5=0

p(M) > /M““ ~ Ric(d,) — [TI|3)f2dV 2 0,

ou ainda. a condigao
(1.11) A1 — Rie(8,) — |1{T]|* > 0. para todo m € M

Sabendo que o primeiro autovalor nac milo da esfera S” é n {veja 118]). coucluimos que o primeiro
autovalor da esfera de raio r sera 3. Com isto j& podemos verificar a estabilidade dos casos triviais
que sao as esferas de R"™! e as calotas geodésicas das esferas. Para uma esfera de raio nnitério em
R""L. temos que Ric(n) = 0, pois o ambiente ndo tem curvatura e a aplicagio normal de Ganss é
a identidade, logo ||/I|> = n. Portanto vale a condigao (1.11), com a igualdade {(que resulta do
fato de que translagdes da esfera também sao sobugdes do problema). Ja na esfera 5", a calota
seodésica de raio 7 tem como bordo uma esfera de dimensdo n e raio sinr. loso, A = ——;— Como
a curvatura seccicnal de S™! é constante e igual a 1. temos que Ric(8,) = n. Fmalmente como
a esfera bordo da calota é umbilica, basta calenlarmos a curvatura média H. pois [[I]]| = i . mmas
pelas contas na proxima secao. temos que 4 = ncotr. e entdo {1.11) também vale neste Ca:,o com

a iznaldade.

3.2. Teoremas de Comparagao de Volume. Conforme demonstrado na secio O Problema
[soperimétrico em R”. dentre todos os dominios de R" com um volume dado V. a bola com este
volurme € a regido com menor perimetro. Denctando por v o raio de tal bola & por a,, o volume
da bola unitéria. esta sentenca pode ser reescrita da seguinte maleira

p+(B"’(?'))|sz_| = Dol = — 10 = naF |05

() >
P& 2 |Bo(r)] r (19/an)*

DEFINIGAO . Uma fungao »: R. — R_ é dita um perfil isoperimétrico para a variedade M
se para todo {2 C M de perimetro finito valer p(§2) > p(|9|). Uma fungéo v : R. — R, é dita
o perfil tsoperiméirico da variedade M se for um perfll isoperimétrico para M e para todo outro
perfil » de M valer p(t) < ¥(t). para todo t.

L fizl

Com esta definigao a designaldade isoperimétrica pode ser parafraseada por “p{t) = naft =
é um perfll isoperimétrico para R™”

Nesta secio apresentamos uma série de teoremas de comparagao de volumes de subconjuntos
de variedades riemannianas com hipéteses sobre limitagoes da curvatura e temos como resultado
final o Teorema de Gromov-Levy que cousiste exatamente na apresentagao de um perfil isoperimé-
trico para nma variedade n-dimensional para a gual valha Ric{v) > n — 1. Nesta secao usaremos
volg para denotar o volume k-dimensional de uma k-subvariedade de M.
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Ainda considerando a mesma situagao da segdo anterior. muito mals pode ser dito sobre
a parametrizacao X... como nesta se¢ao nao faremos uso de outras parametrizacGes compostas
com X. voltamos & notagao original X(m.t). ao invés da que vinhamos usando X(r}. com a
ultima coordenada substituindo t. Ademais. denotaremos M, = X(M.,f#). Comecemos comen-
tando sobre o seu dominio de definicao. Antes estavamos apenas iuteressados em saber o gue
acontece perto de M. de modo que a existencia de um £ positivo tal que X estivesse definida em
M x (—z, £} era suficienite, mas, de fato, fixado m € M podemos cousiderar X definida no intervalo
(—c.(m),cs{m)) em que a geodésica passando por m e com vetor tangente n{m) é a geodésica
que minimiza a distancia entre M e X(m,t). Observe que com este novo dominio podemos defirir
X de outro modo: dado p € M, tome m € M o ponto de M mais proximo de p e faga 7 = d(p, m).
ertdao X(m, 7} = p e X(m, -} estéd definida para todo t entre 0 e 7. Obviamente. o argumento acima
nzo se aplica a todos os pontos de M, pois nem sempre existe apenas um ponto de M que realiza
a distancia entre M e p. mas felizmernte tais pontos {(que sdo exatamente os que estarao fora da
imagem da parametrizacio X) formam um conjunto de medida tmla de M. A prova deste fato é
dada pelo arzumento que esbogamos agora.

Se considerarmos as fungdes o1 : M — TM—. dadas por m ro tc- (m)n(m). pode-se mostrar
que estas funcodes sao continmas e. além disto. é claro que compostas com a projecao de TM— em M
resultam ua identidade. Portanto suas imagens em T M- tém medida mula. Como a exponencial é
diferenciavel, leva conjuntos de medida unla em conjuutos de medida uula e portanto X(p— (M)
também terd medida nula em M. Claramente este 1iltimo é exatamente o conjunto dos portos
nao parametrizados por X. Uma consequencia importante deste fato é que se quisermos infegrar
nma funcao sobre M bastard integré-la sobre a imagem de X.

Iuvestignemos agora como fica o elemento de volume de M na nossa parametrizacio. Ja vimos
na secao anterior que o vetor J; é sempre perpendicular a variedade M; e sempre tem norma 1.
de modo que o elemento de volume & de M pode ser escrito como

¢ = dt* +

onde w; é o elemento de volume da subvariedade M;.

Por definicao X(m, ) é uma geodésica para todo m fixado. logo. dado v € T,, M. tomando
um caminho « passando por m com velocidade v e concluimos que X(af(s),t) é uma variacio
da geodésica X(m,t) por geodésicas. logo 3, X(m.,t) é campo de Jacobi. Para determina-lo ex-
atamente. calculemos as condigoes iniciais satisfeitas pelo campo @,X(m.t) (por simplicidade de
notacdo chamemo-lo de J(1)). Como X(-.0) = Id,. vemos que Jo(v) = v. Além disto. para a
derivada de J;(v) em t = 0. temos

%Jt(?_z)hzg = 0:0,X(m. t) imo= 0,6, X(m, t) ;= = Iyn(m) = —A(w}.

onde A é a transformacaoc autoadjunta da segunda forma fundamental de M. Se denotarmos por
J7 (v} o transporte paralelo de J;(v) de volta ao ponto t = (0, temos que J; é um endomorfismo de
1M e lembrando que o transporte paralelo é uma isometria temos. para vy, ..., v—; € T, M

(1 12) :x)r(jg('?.’]_L Ces -.]3 (‘Uﬂ_l)) = "-‘JU(J;(?-’I)_- PN -_)T; (?-]Tr.-—l)) = det -]:u&){j(?.’]_. . _.1).



Com isto, dada f: M — R integrivel, vale a seguinte identidade

com)
(1.13) /_fdw = / / f(m, t)det J; dtdwo
M MJe

- {m)

OBSERVACAO . Analogamente ao caso de geodésicas saindo de nm ponto. pode-se mostrar
gue uma geodésica ~ ortogonal a M em i nao é minimizante da distancia entre M e y(t) além
do primeiro zero de gualquer campo de Jacobi J sobre 5 com condigoes inicials J(0) € T, M
e J'(0) = A(J(0)). Tal demounstragio é feita com pequenas alteragbes ao Teorema do indice e
no nosso caso implica que os zeros de det J;” sempre ocorrem depois de c-(m). Como Jy = Id,
concluimos que este determinante é positivo para todo t € {(c_(m), ¢ (m)). Observe ainda que ja
haviamos usado este fato anteriormente. embora sem explicita-lo. para garantir que X é de fato
uma parametriza¢do com o dominio que escolhemos.

ser calculado por meio de sua matriz relativamente a esta base. Por outro lado, se considerarmos
a base v {t}),. .., vp_1(t) de Ty M, obtida por transporte paralelo de ,...,v,_;. vemos que a

expressao matricial de J; relativamente a estas bases seria exatamente a mesma que a obtida
anteriormente para J;. Neste sentido, falaremos de det J; e a equacdo (1.12) se torna

(OBSERVAGAQ . Se fixarmos uma base vy, ..., Un_1 para 1, M. o determinante de J; pode

‘.u‘r(-_»rf ('Ul). NN -_)Tf('Uﬂ_ 1)) = det wa'r (’I'.’l(t)g e ’U'n—l(t)) = det -_ItLLJU('Ul, R :Un—l}-

Além disto. sendo Ji(v) campo de Jacobi. para cada w € T,, M. J,(v') satisfaz a equacao

a’ 7.(4 -t ., i
TR (o) + R L (o)) = 0
que escreveremos abreviadamente
d2
(1.14) St ROV, J)y =0,

entendendo que esta 1iltima é uma equagac envolvendo transformagoes lineares.

LeMa . (Férmula de Liouville) Se X é solugao da equacao diferencial matricial X' = A(#}.X.
com A Lipschitz. entao det X satisfaz

(det X)' = trA{t)(det X).
Em particular. se X (¢) for um caminho diferencidavel de matrizes iuvertiveis. vale
{det X)' = to{X'(£)X '(#)){det X).

Demonstracdo: Suponhamos X uma solugao de X’/ = A{t).X. Comio esta é uma equacao linear. se
det X{ty) = 0, para algum ty. entdo det X = 0, logo € suficiente provar o resultado no caso em que
X é nao singular. Fazendo g, as colunas de X, temos que i, sao solugdes da equacao @) = A(t)z;
e ainda podemos escrever a expressao de A(t) nesta base A(t)yw; = > a5
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Com Ist0. temos;

d N .
et X = Zdet(m ----- Firoone Fn) = Zdet(p] ------ A ) )

= Zdet (1, ... ,Zaww,. Co¥n) = Zan det(i21, ... iy e s ion)

= Z [#FH] det X = trA det X
i=1

Para obter a segunda identidade basta aplicar o resultado ao caso X' = (X' X~ 1) X, N

EXERcIcio 1. (Férmula de Primeira Variagdo) Usando a Férmula de Liouville e os fatos
determinados sobre a métrica de M na parametrizacdo X nesta secio € possivel dar uma nova
demonstragao para a férmula de primeira variagao substacialmente mals simples.

TeoREMA 1.8. (Bishop} Supenhamos deda wma geedésica ~ perpendicular ¢ variedade
M™L c M no ponto m. apontando na direcdo de n(m) e tal que a curvatura de Ricci ao
longo de ~ seja mator do que ou igual ¢ v — 1. Se h for o curvatura média normalizada de M
(orientada sequndo n(m)) em m, entdo

(det J;) (cost — hsint)
1.15 —<(n-1 .
(1.15) det J; — (n=1) (cost — hsint)

em (0.c={m)) ¢
det J; < (cost — hsint)™!
em (0. ¢ (m)].
Além disto, 6 ocorre igualdade nas equacoes actma em um ty se for J* = (cost — hsint)ld
e R(v, )y =1d em [0, %5].

Demonstragdo: Tomemos § € (0,7) tal que cot @ = ~. Entao a expressdo cost — hsint se torna

si::i(z;r) e portanto o termo da direita de (1.13) se simplifica para
cos(f — t)
=Y Y 1) cot(@ — 1) = (n— 1) cot(t ~ B).
(= )G =~ = Deot(0~1) = (n = Doot(t 0

Facamos agora W (t) = (J)*J,— (J:)*J]. oude (J;)* denota a adjunta de .J;. Entao. em t = 0.
temos. usando as coudicoes iniclals satisfeitas por J;

W) = (J)*Jy = (o)Al —ALd + 1dA =

pois a segunda forma fundamental A é autoadjunta. E derivando a expressao para 1. obtemos.
para v, w € T M

(W' (thw,w) = ({((JY T — (Jt)*J”)v w) = {Jw, Jw) — (J'v, Juw)d
= —(R(v, Jew)y', Jvy + (R(Y, J)', Jouw) =0,
onde. na pemiltima passagem, usamos a equagao (1.14). Com isto. concluimos que U = 0 e
portanto. fazendo U' = J/(J;)~1, temos
U U= (Y wit=o
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logo U é autoadjunta. E ainda, uma conta no mesmo espiritc da anterior mostra que U satisfaz
a equacao

U+ U+ R(H, )Y =0
o que implica que a mesma vale para os tragos

trl’ 4+ 11l + trR(%. )% =0
0O traco da curvatura acima é exatamente a curvatura de Riccl gue. por hipdtese. é limitada
inferiormente por n — 1, logo vale
trU’ + el +n—1<0.

Lembrando que no espago das transformagoes lineares tr{AB*) determina um produto interno.
usando que U é autoadjunta. temos

(1.16) trl = tr(U1d") < (6r(UU*)) 2 (tr1dld")? = ((n — 1)trl%)3,
E portanto
trl’ 2
(1.17) el + (r—-) +7n—1<0.
Logo. definindo ¢ = trl’ = tr(J}(J;)"!). pela Férmula de Lioville. temos que i = % e além

disto. pelas contas feitas até agora. o satisfaz
A2

P+ ——+n-1<0.
n—1

Donde
{1.18) —_2>1

E integrando. lembrando que p(0) = tr(Jj(Jy) ') = —trd = —(n — 1)h. obtemos

i

tﬁarccot( L )
n—1/|,

Portanto.

-

i 1) — arccot {—h) = arccot ( Ld ) + 8

T — n—1

= arccot (

rr—1

t— 8 < arecot ( i )

O aluda. como a cotangente ¢ uma funcao decrescente.

ur'd’
n—1"

cot(t —6) >

o que prova {1.13). Obviamente a segunda designaldade segue da primeira por integracao.

Agora analisemos o caso em que ha igualdade em um t;. Neste caso. a desigualdade em (1.18)
deve ser ignaldade para todo t < . E portanto as estimativas usadas em (1.16) e (1.17) devem
de fato ser ignaldades neste intervalo. Para que (1.16) seja uma ignaldade U7 deve ser miltiplo da
identidade ' = A{t)Id. Usando que agora temos igualdade em (1.17) obtemos gue X é solucao de

N4+X4+1=0, A0)=h
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Conseqilentemente. apds integragao. obtemos A = cot(f — &) e pela definigao I = J/(J;)™*. con-
cluimos que
J; = cot{t — 8}
e portanto
{JY = cot(t — )17

e daf J7 = Sin(“’]_”Id em (0.%,]. Esta equagio implica que Jy(v) = ﬂ%ﬂ_(. . oude v(t) é o
tranbporte pa.rdlelo de v a0 longo de . Usando a equacao de Jacobl. vemos que R(+',-)7" = 1d. O

OBSERVACAO . O Teorema de Bishop é vélido 1o caso mais geral em que a curvatura de
Ricei € limitada inferiormente por {rn — 1)k. Se & > 0, ap6s uma dilatagao/contragao recaimos
no caso aqul demonstrado. Se x < ( a demonstracdo € uma copia da aqul apresentada amenos
das alteragdes ébvias de que cost, sint e etc se tornam —i= coshv/—t. = sinhy/—xt e efe.
Deixamos este caso como exercicio para o leitor. banca. acessor...

COROLARIO . Dada M™ ! C M uma subvariedade de uma variedade com curvaturas de
Ricci maiores que n — 1, ¢.{m) é menor que o primeiro zero de cost — h{m) sint, e ¢_{m) é menor
que o primeiro zero de cost + A{m)sint, onde A(m) é a curvatura média normalizada de M em
m.

Demonstraggo: Com efeito. conforme jé foi observado anteriormente. ¢ (/) sdo sempre menores
do que ou iguais aos primeiros zeros de det./; ao longo da geodésica partindo de m com vetor
tangente +r({m). A afirmacdo sobre ¢_ segue entao imediatamente do Teorema de Bishop. Quanto
a afirmacéo sobre ¢_. devemos lembrar que se trocarmos a orientacac de M. a curvatura média
troca de sinal. d

COROLARIO . (Desiqualdade de Heintze-Karcher) Sejam M™ 1 ¢ M diferencisvel com cur-
vatura média constante e ignal a {n — 1}h. t > 0 e D C M um aberto de M tal que X(-.) esteja
definida em D). Se as curvaturas de Ricci de M forem limitadas inferiormente por n — 1. vale

voly_1 (X(D, 1)) < vol,_;{D)(cost — hsint)"!

Além disto. nas mesmas condicdes acima. se M = Q). para algum aberto Q C M. vale
T

(1.19) vol, (1) < volf,_l(M)/ (cost — hsint)*" ! dt.

o
onde h é a curvatura média normalizada de M orientada de acordo com o vetor normal interno
e r é o primeiro zero do integrando, 1. e.. cotr = A. Ademais, se houver ignaldade em (1.19),
entao as geodésicas unitarias perpendiculares a M apontando para dentro de £ 530 minimizantes
da distancia a M para todo # < 7.

Demonstragdo: A primeira identidade é cousegiléncia de (1.12) mals o Teorema de Bishop. Com

efeito.

vol,-1(X(D.1)) =/ dw; :/ det Jidwo < / (cost — hsint)" dwy =
X(D.t) D D
= {cost — h sint)" " 1vol,_ (D).
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A segunda € conseqizencia da primeira apds integragac em t. mas também podemos ve-la
como consequeéncia da identidade (1.13)

as(m]
vol, (Q) = LXQ@:/ / X, det J; didwy
M M JSel(m)

cafmm) ca{m)
:/ / det J; dtdwUS/ / (cost — hsint)" ! dtduwy
Mo mJo

< / / (cost — hsint)" ' dtduw, = vol,,_l(ﬂ/f)/ (cost — hsint)"~1dt
MJo 0

No caso de termos ignaldade em {1.19}, obtemos pelas contas acima, entre outras colsas. que
¢.{m) = r, para todo m € M, logo as geodésicas unitédrias ortogonais a M apontando para o
interior de €} sdo minimizantes da distancia a M para todo ¢ < 7. O

EXEMPLO 3. No caso de @ C S™ ser uma calota esférica de rajo r, todas as desigualdades
acima se tornam igualdades. como comsegiienicia do caso em que hé izualdade no Teorema de
Bishop (note gque a curvatura média de 952 é constante por esta ser homogenea com as isometrias
de S™}. Além disto, podemos calaudar o volume de {2 tanto integrando o elemento de volume de
S™ sobre {2 como usando {1.19}, dai obtemos:

VOlﬂ_(-Q) :/ (Sjnt)n_lwn_ldt:—/ (sin(r—t})“_lw‘n_ldt
a ]

! T
B / (sinr cost — sint cos )" wy1dt = (sinT)" " twy / {cost ~ cotrsint)" dt
¢ 0

= voln_l(aﬂ)/ (cost — cotrsint) " dt.
0

de onde, comparando com (1.19), concluimos que a curvatura média normalizada de 8¢ é cot r.
E claro que este fato poderia ter sido provado fazendo as contas.

O Teorema de Bishop na forma apresentada é uma alteracao do Teorema “Classico” de Bishop
que trata da compara¢ao do volume de bolas a partir de limitagoes da curvatura da variedade. A
situagao é a seguinte. Supouliamos que as curvaturas de Ricel de M sejam limidadas inferiormente
por (n — 1)x. Tomemos um pouto . € M e consideremos a parametrizagao local X de M dada
pela exponencial no ponto m. Para cads w € T,A/ de norma 1. denotamos r,, o maior valor de
t tal que a geodésica <y saindo de m com vetor tangente w é minimizante da distancia a m em
[0.t). Se considerarmos para a exponencial o dominio em forma de estrela (centrado na origem)
formado pela unizo dos segmentos D = Uy, =1[0. 7). 0 mesmo argumento usado anteriormente
mostra que o conjunto dos pontos ndo parametrizados por X tem medida nula e que X pode ser
caracterizada do seguinte modo: dado p € M seja 7 a geodésica unitaria minimizando a distancia
entre m e p. entdo X(d(p, m)y'(0)) = p.

Agora vamos obter alsuma informagdo sobre a métrica de M nesta parametrizacio. Tome-
mos v € 1,0 e uma curva a em D passando por w com vetor tangente v. Entdo. para cada s
fixo. X(ta(s)} é uma geodésica e portanto esta é uma variagao da geodésica X(tu )} por geodésicas
e O,X(ta(s)}|s—u é um campo de Jacobi ao longo de ¥(t)} = X(fw) (chamemo-lo J;,.(v)). Como
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X(0a(s)) = m. vemos que Jy,{v) = 0. Além disto.
Ot J (V) [t=0 = Oyl =005 s=0 eXPm_(m(S)) = Jsls=00t]i=0 expm_(ta(s)) = as[szua(b“) =

Em particular, J;,,{w) é 0 campo de Jacobi satisfazendo as condigoes Jy(w)=0e J (w) =uw =
~(0). logo Jyu(w) = t7/(2).

Novamente denotando por .JJ (v) o transporte paralelo de .J;,.{2) de volta ao ponto m e
identificando 17, M com T, M. vemos que .J;},, € um endomorfismo de 7,,M. Tomando uma
base {vj. - ,v,} para T,, M e escrevendo w; para a forma de volume em +(¢) vem

;.e.»'t(t;'rtw(?.z'l), Tt th (’Uﬂ_)) = ;'.:.Jg(g;‘rt*u,(’t‘.ll): AR -_JT;H, (’Uﬁ)) = det Jt*wwg(vl? ey ’Un).

Como a matriz de J;,, em uma base {v1,--- ,v,} fixada é a mesma que a de J;,, considerando
os trausportes paralelos {v1(¢). - ,v,(£)}. escrevemos a identidade acima na forma

iI"’II('-’TI ’u-'(?-"'l): T Jt‘u‘(?-;?r)) = det jf u:wl_1("'-"l- T . "‘--Jn)'

Ademais. se tomarmos a base acima de forma {v1(f), -+, v,_1(¢), w(t}}. com vy, < ,v,_1
ortogomnals a w, vemos que os campos de Jacobi Jy,,(v;) 580 sempre ortogounais a w{t) = +'(¢). pois,
pela equacao de Jacobi,

(Falw) 2 () = —(R(' (), Jewlwi)0 (). (2)) = 0.
E as condigdes iniciais satisfeitas por .J;(v;) implicam
(Jouwl(vi),7'(0)) = (0,u) =0 e
{(Jow(w): v (0)) = (v, w) = 0.
Com isto, podemos calcular o determinante
det Jrp = | Jrw{w)|l det(Fewloo ) = | det(J, ] ).

Conseqilentemente, podemos estabelecer uma relacao entre o elemento de volume da esfera
centrada em m € o elemento de volume da esfera unitdria em R" usando o determinante acima.

Com efeito. suponhamos [Ju|| = 1 e facamos ws, o elemento de volume da esfera de raio v no
ponto +(r). 5 o elemento de volume da esfera unitaria de R" em w e w, conforme acima.
1 .
Ws, (;'r.r - (rt‘.l)-. s '-'T‘r ‘U'(?-:’fr—]_J) = mw}(f? u-‘("’-’l)- S w ('.r‘.‘,n -1} }T,Ir ul(’u_'))

= det(thIw—)wﬂ(’Ul: T Un—1, TL)
== det(gfm,lw; )_8(?)13 e ,'Un_l)

[sto nos dd a integral andloga de (1.13)

(1.20) / Fdw = / / " HX (b)) det( T,y ) dtdB.
A Fr-1.J10

Com esta notagao, temos o seguinte

TEOREMA 1.9. (Bishop) Suponhamos dada wma geodésica unitdria v na vartedade Tiemanni-
ana M partindo do ponto m e tal que e curvatura de Ricci ao longo de v seja maior do que ou
wgual a (n — 1)x. Entdo

(d@f Jy —.'{!}f|-_'- ).’ ‘3:(?)

1.21 = G ==
( ) det '-}f"}'a{njfnjr_ —— (” }‘5’{(11}
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em {0.7.,) €
det Jp ()~ < (s(2))"
em (0,r.,w)), onde s, € a solugdo de
Y' +ky=0, y{0)=0, ¥ (0) =1
Além disto, s6 ocorre igualdade nas equagoes acima em um iy se for J7,
R{~', )y =1d em [0, ).

e = sg(t)ld e

E. apés integragao, obtemos o equivalente da Desigualdade de Heintze-Karcher, que é

TEOREMA 1.10. (Bishop) Suponha que as curvaturas de Ricci de wma variedade M sejam
limitadas inferiormente por (n — 1)&. Entdo para todos m € M er > 0 vale

(1.22) vol,_1{0B.(r)} < vol,-1(0By)
(1.23) vol, (Br(x)) < vol,, (BF)
e

: . _ vola (B (z))

€ uma funcdo decrescente de r, onde B,(x) € a bola de centro x e raio r em M e BF a bola de
raio v na forma espacial stmplesmente conexa de curvatura constante k. Além disto, sé hdverd
igualdade em (1.23) ou p terd derivada 1 em v se B,(x) for isométrica a BF.

A demonstragio destas versoes do teorema também segnem as mesmas linhas aqui apre-
sentadas, com as nnicas alteragdes provindo do fato de que agora .J;,, satisfaz condigbes iniciais
Jow = 0e Jj, = Id. Para uma demonstracédo veja, por exemplo, [10, 18].

COROLARIO . (Topogonov) Se uma variedade riemanrniana M tem curvaturas de Ricci limi-
tadas inferiormente por (n — 1) e diametro 7. esta superficie é uma esfera.

Demonstrugio: Tome » e y dols poutos de M que realizam o diametro. Eutdo. tomando r = /2
er =mem (1.24). temos

voln{Bx2(x)) S vol,{B.(z))  vol,{M)
vol,(BL,) T wol,(Bi) = wol,(5")

Agora observamos que vol, (B} j2) = svol, (S™) e portanto

1

vol, (Baxya(x)} 2 §V01n (M).

Repetindo o mesmo argumento com y no Iugar de z, obtemos
1

Vol (Brjo(y)) 2 Evol11 (M).

Mas a nossa hipOtese sobre o diametro de M implica que estas bolas sdo disjuntas (e unidas
resultam M}, logo
1
vol, (Bas2(#)) = volo(Bay2(y)) = 5voln (M)
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e portanto ¢ definida em (1.24) é constante em (#/2,7) e concluimos que M é isométrica a
esfera. O]

TEOREMA 1.11. (Gromov-Levy) Sejam M wma variedade riemanniana cujas curvaturas de
Ricci sdo limitadas inferiormente porn—1 e 8 € (0,1). Se Q@ C M € tal gue vol, () = 8vol, (M),
entao

vol,_ 1 (992) N vol,— 1 (0B3)
vol, (M) —  wvol,(S")

onde By ¢ a calota esférica com volume 8vol,(S™). Ademais. se para algum Q C M wvaler «
igualdade, entdo M € wma esfera e ) uma calota esferica

Demonstragdo: Nés assumiremos que existe um dominio  com bordo suave tal que vol, (2} =
w7 (3 i . ] .
Bvol, {M) e i‘%ﬂ%—) é minimo entre os dominios com este volume. Pela férmula de primeira
0
variacdo. sabemos que M = 9 tem curvatira média constante, logo podemos estimar o volume

de {1 pela desicualdade de Heintze-Karcher

vol, () £ voln_l(M)/ (cost — hsint)"!dt,
0

onde h = —L- H é a curvatura média normalizada e 7 é o primeiro zero do integrando, i.e.. h = cotr.

n—1
T
a(T‘) = (/ (COST— cot ?,.Sin?_);r,_.ld?_)
0

Definamos entao
-1
Pelo Exemplo 3. sabemos que

, vol,_1(9B(r
(x) a(?,.) — VOln ((B(T(JJ)) )

onde B(r) é a bola de raio r na esfera S™.
Observe que a(r) é decrescente uma vez que

o] da\ : da/dr ~cinal d 1
51118 ar = gina 22 = —sina _d?" 2]
¢ 1

T
—— = / (n — 1){cost — cotrsin )" (= sint)(—csc? ridt > 0,
dra 0
pois o maior valor possivel para r é 7.
Com isto. a desigualdade de Heintze-Karcher se torna

vol,{Q) < 1 N volp_ (M) > a(r).
vola— 1 (M) ~ afr) val, (M) — 7

mas.

Repetindo as mesma contas s& que com (2 substituido por M\(L lembrando que neste caso a
curvatura média troca de sinal. vem

vol,_; (M) B 3
W > OI.(’}T ?")(1 8)

36



Portanto. temos

(+%) % > max{a(r)f,a{r —r)(1 - 5)}

> iI}f max{a(t)3,a(r — t){1 — 3)}

Como a(t) é decrescente. o infime acima é atingido em um & tal que a(t))8 = a{m — #)(1 — 5).
Logo. usando (¥} vem

volp_1{8B(tp)) voln-1(3B(fo))  vol,-1(8B(%))

—(1-8 ~
vol, (B(tq)) ( )vol,,_(B (m —to}) vol, (S7)
e portanto § = %ﬁi?gf}i e. por (*¥).
vol,..; (M) S vol,. | {OB({ty))
vol,(M) —  wvol,(5")

o que dé conta de desigualdade.

Acgora suponhamos que se tenha igualdade. Vemos entao que r = arccot h deve ser o &y que
realiza o minimo em (**). Daf concluimos gue para Q e M\Q vale a igualdade na designaldade
de Heintze-Karcher portanto toda geodésica ortogonal a M apontando para o interior de {) é
minimizante da distancia a M para f no intervalo {—arccot h,arccoth). Tomemos 4 uma tal
geodésica e sejam p = y(arccot i} e ¢ = y(—arccot h). Entao. como p e ¢ estao de lados opostos
de M. temos

d{p,q) > d{p, M) + d(q, M) = arccot h + arccot (~h) = arccot b + 7 — arceot b = .

Logo o diametro de M é 7 e pelo Teorema de Topogonov M é uma esfera. Ademails. o mesmo
argumento acima mostra que dado um ponto p € §) com d{p, M) = arccot h e um ponto g ¢ Q
com d{g. M) = arccot (—h). p e ¢ sao antipodas. Couseqiientemente. todas as geodésicas normais
a M apoutando para dentro de @ deixam de ser minimizantes quando atingem um ponto comum
a todas e tal ponto estd a distancia arccot 2 de M. logo {1 é a bola centrada em tal ponto e com
raio arccot h. O

Na demonstracao que dada para o Teorema de Gromov-Levy, supusemos que ¢ problema
isoperimétrico fosse resolvido por um dominio suave {2. Conforme visto no caso de R”. ha uma
crande lacuna entre o apresentado e uma solugao completa. mas devemos observar que 1.0 caso
atual. ao contrario do anterior, em R", a existéncia de um corjunto de perimetro finito, volume
V' e perimetro minimo é um resultado facil e usa um argumento simples de compacidade. Com
efeito, fixemos V' e fagamos

p = 1nf{p(8Q) | vol,(2) = V e £ é de perimetro finito}.
Entao tomemos ({};) uma seqilencia minimizante. isto é, vol, (k) = V e p(f) N\, p. Estas
hipoteses garantem que ||y, |ig é limitada. logo. pelo Teorema 1.3 {note que M é compacta).

existe uma subseqiiéncia. que ainda denotaremos pelos mesmos simbolos, convergindo em L' (M)
a uma funcdo f. Tomando subseqiieucias se necessario. podemos supor amda gue Xn, comverge
pontualmente a f. logo f é a funcao caracteristica de um conjunto Q) e dai temos

vol,{Q2) = /_xﬁ == lim /_ Xa, = V.
7 [y
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Além disto. pelo Teorema 1.1, temos que x, € Bl e

p) = [ 1Dx.| <mind [ 1Dx,,[ = limp(0) = p
7§ M
E portanto vemos que este {2 é de fato solugao do problema isoperimétrico

Mais complicada € a questao da diferenciabilidade. pois até o momento nao fizemos gualgnuer
comentario sobre regularidade de conjuntos de perimetro finito. De fato. pode-se mostrar que a
fronteira (no sentido de teoria da medida) de um conjunto de perimetro finito é formada por um
conjunto de medida de Hausdorf n— 1 dimensional nula unido com variedades C? (veja {19, 41)).
No nosso caso, o fato de o comjunto ser solugdo do problema isoperimétrico ainda traz mais
restricdes sobre o tipo de singularidades da fronteira e implica que esta de fato é formada por
superficies O™ e que as singularidades ocorrem em um conjunto de dimensao de Hausdorf menor
do que ou igual a n — 8 (veja [186]).

Porém, mais importante neste sentido é um resuitado de Almgren e de Giorgi ({1, 6]) que diz
que, em R". se a unio de dois “cones abertos” for minimal. entdo a intersegao deles nao pode ser
apenas a origem. No nosso caso. dado um poute p € M. este resultado implica que o ponto de
M que realiza a distancia é um pouto regular e portanto podemos aplicar a teoria desenvolvida
acima. Com efeito. se o ponto mn € M que realizasse a distancia fosse singular. tomando a
geodésica ligando m a p, localmente M estaria apenas de um lado do hiperplano perpendicular
a esta geodésica (pela minimalidade da distancia) e portanto, fazendo o “blow up” de M neste
porntto. obterfamos um cone minimal que esté apenas de um lado do hiperplano (observe que, sendo
o pouto singular. este cone € diferente de um semi-espaco). Claramente a reflexao de tal cone no
hiperplano também seria minimal e a intersecao de arnbos seria apenas a origem. o que contradiz
o resultado mencionado. Para outro argumento. veja [20, 21].

3.3. Outros Resultados. Até o momente nos detivemos em procurar teoremas de com-
paracao para o caso em que as curvaturas de Ricei da variedade M séo limitadas inferiormente
por uma constante positiva e o grande resultado neste sentido fol ¢ Teorema de Gromov-Levy que
apresenton um perfil isoperimétrico para tais variedades. Agora faremos alguns comentarios sobre
o outro caso extremo: as curvaturas de M sao limitadas superiormente por uma constante. A
segulr usaremos que o problema isoperimétrico ja foi resolvido também no espaco hiperbolico H”
e que os dominios isoperimétricos neste caso também existem e sdo as bolas ([7, 35]}.

Sabendo que os dominios isoperimétricos da esfera e do espa¢o hiperbdlico sdo bolas. podemos
calcular o perfil isoperimétrico para estas variedades. Comecemos por S”. Fixemos nm volume V'
e tomemos a calota esférica com este volume. Entao

Fid

I s / “wh- 1 Sin" h t d?‘
]

para aloum v > 0 e o perimetro da calota de raio v é dado

p{r) = wo_ysin”

Desta forma. se conseguissemos explicitar 7 = r(17), a desigualdade 1soperimétrica afirma que se
Q0 C 5™ tem volume V' e perimetro finito, entéao

p) 2 womy sin” T r(192]).
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No caso nn = 2. podemos realmente fazer as contas acima. A expressdo para o volume se torna
V = 27(1 — cosr) e dai a estimativa para o perimetro de um conjunto £} se torua

Q
p(R2) > 27 sin (arccos ( — %;‘))

ou ainda. elevando ao quadrado e fazendo as contas
(p())* 2 4m(Q] ~ Q.

Se estivéssemos trabalhando com um esfera de raio R. ao invés de com a esfera padrao. apos uma
contracao e usando que a curvatura X de tal esfera é }%—2. veriamos gue vale

(1.25) (p()* 2 - K10,

No caso do espago hiperbolico, o volume de uma bola de raio r se escreve

T
V= / Ly sinh” "t dt
Jo

e o perimetro é dado por
p(r) = wp_ysinh™”

E usando a condigio sobre o volume para escrever » = r(1}. a desigualdade isoperimétrica se
escreveria, para um {) de perimetro finito

p(Q) > wp_ysink” ' r(|Q)).

Novamente, no caso n = 2 é possivel fazer as contas acima e. no caso de um dominio 2 de
perimetro finito. vale

(p(2))* > 4m1Q] + |9F.
Com dilatacoes obtemos a desigualdade seral
(1.25) - (P > 4510] - K QP

oude A novamente ¢ a curvatura do espaco hiperbdlico dilatado. Observe que no caso do plano,
que seria a forma espacial simplesmente conexa com curvatura coustante e igual a zero. (1.25)
também se verifica € é apenas a designaldade isoperimétrica classica. Deste exemplo vemos gne.
pelo menos em dimensdo 2, aumentar a curvatura “plora’ a designaldade e surge a questao:
Suponha gue a curvatura de nma superficie 2-dimensional M seja limitada superiormente por
K. Os dominios de perimetro finito de M satisfazem a alguma designaldade do tipo (1.25)? O
fato é que tal pergunta ja foi respondida afirmativamente ha muito tempo por A, Weil [40] e é o
contendo do segwinte

TEOREMA 1.12. Assuma gque a curvatura de uma variedade 2-dimensional simplesmente co-
neza seja limitada superiormente por k. Enido para todo 1 de perimetro finito vale

PO = 47|0) = K|QF.
E uma pergunta ébvia seria se uma tal designaldade tem um andlogo em dimensées maiores
[2]. Uma versao para esta pergunta seria
39



CONJECTURA . (Aubin) Se M" ¢ uma variedade Riemanniana simplesmente coneza com
curvatura ndo positia, entao qualguer dominio 1 de perfmelro finito satisfaz o desigualdade
woperimétrica de R”

1 o=l
p() 2 naif Q]

Além do caso n = 2, esta conjectura jé foi respondida afirmativamente para as dimensées 3
e 4, respectivamente, em [27] e [12], mas o caso geral ainda permanece em aberto

Como veremos no proximo capitiulo, uma aplicacao imediata de cada desigualdade isoperimé-
trica fornece estimativas para o menor primeiro autovalor dos dominios de uma superficie,
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CAPITULO 2
A Desigualdade de Faber-Krahn

A desicualdade de Faber-Krahn é outro problema cija resolugao se baseia em técnicas de andlise.
Para enuncié-la precisamente, recordemos algumas propriedades do laplaciano. Dado um dominio
conexo {1 C M sempre podemos encontrar uma sequencia (An) tal que Ay < Ag < Az--- < Ay /¢
e fungdes 0 # u, € Hy(Q) que satisfazem

— AUy, = Ay, em 2
U, =0 em o2

e ainda. as u, formam uma base para H}(2). Salientemos o fato de que conforme sugerido pela
notagao acima, o menor autovalor {ou primeiro autovalor) A; sempre € simples. Mais ainda, a
autofuncao u; a ele associada nav mnda de sinal em {}. Obviamente. se mudarmos o dominio
2. também mudam os autovalores do laplaciano e a persunta que se faz eutao é: dentre todos
os dominios possiveis com um volume fixado V. guals sao aqueles que tém ¢ menor primeiro
autovalor, se € que tal infimo ¢é atingido? Uma vez respondida esta pergunta. surgem ontras.
come. que regularidade podemos esperar do bordo de tal dominio? Como podemos caracteri-
zé-lo geometricamente? Que estimativas temos para o seu valor? A Desigualdade de Faber-Krahn
classica afirma que dentre todos os dominios do plano com volume fixado V', o que tem menor
primeiro autovalor € o circulo, ou seja, denotando por By a bola de volume V|

M(By) S A (Q), VO tal que |9 = V.

Na primeira segao, a seguir, provamos as afirmagdes feitas acima sobre ¢ laplaciano no caso um
pouco mais geral de operadores elipticos autoadjuntos. segiindo a apresentagao de [13]. Na secao
seguinte tratamos o problema de determinar os dominios que minimizam o primeiro autovalor
em variedades rotacionalmente simétricas. A chave para tanto sao a simetrizagao de Schwartz, a
Formula de Co-area e a Designaldade Isoperimétrica. A referencia € o artigo [37], onde é apresen-
tada a resolhicao para R™. mas que se estende automaticamente ac que estamos tratando. Outra
referéncia para esta parte € [9]. onde as contas sao feitas para tals variedades com um pouco menos
de cuidado.

Uma vez elucidada a relacao entre a Desigualdade Isoperimétrica e a Desigualdade de Faber-
Krahu. cada teorema de comparagao do capitulo auterior fornece wma estimativa para o menor
primeiro antovalor de uma variedade a partir de uma generalizagao simples do processo de simetri-
zacdo. Estas relacoes sdo o contendo da secao Teoremas de ComparacGo, onde obtemos limitantes
inferiores e superiores para ¢ menor primeiro autovalor a partir de limitagoes da curvatura ou perfis
isoperimétricos satisfeitos pela variedade. As referencias sdo {8, 10, 11]. Finalmente. na dltima
se¢ao passamos ao estudo da questac de existéncia de solugao para a desigualdade de Faber-Krahn
em variedades riemannianas compactas.
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1. Operadores Elipticos de Segunda Ordem

Nesta se¢ao daremos um passeio rapido pelas propriedades de operadores elipticos com enfo-
gue voltado para a ¢uestao dos seus autovetores. Embora a apresentacao que fagamos seja para
um tal operador definido no plano. a 1inica diferenca que existe para o caso de variedades é que
no segundo nao hi sentido intrinseco em se falar da derivada em relacao a x;. o que nos obriga a
definir o operador em termos de formas diferenciais, como € ¢ caso do laplaciano. Ndo abordaremos
aqui estas questoes, pois é relativamente claro gue todo o estudo se estende a variedades sem
qualquer problema. Para propriedades de espagos de Sobolev em variedades e outros tépicos
correlacionados, veja {36].

Counsideramos o seguinte operador diferencial L na sua forma divergente

™ T
qu) == Z(ai.}"uz;):rj + Zbiur; + Cu,
ig=1 i=]
onde a,;.b; e ¢ sao fungoes de L>. Além disto. supomos que valha a;; = aj; e que a matriz (a;;)
satisfaca a condicdo de elipticidade nuniforme

oIl < > et

para algum ¢ > 0 independente do ponto onde os ¢;; sao avaliados e do vetor £ escolhido.

Embora nosso interesse inicial seja o problema de achar autovetores para L. o que sempre é
um problema em que nao se tem unicidade de solugoes e a existéucla € sempre garantida. pois
u = 0 sempre resolve o problema, vamos comegar resolvendo o problema oposto. isto é, determi-
nando condigdes sob guais se tem existencia e unicidade. Para tanto. comecemos definindo o que
entendemos por solugao.

Queremos resolver o problema L(u) = f. em um dominio . u = 0 em 92, para alguma
€ L*(Q). Multiplicando a equagio por uma v € C3{Q) e integrando por partes. obteriamos

T ¥ .
/ E Oy Uy, Ve, + E biug, v + cur = / fv,
2 i=1 @

i j=1

sendo esta ignaldade valida para toda v € C}H{2) e portanto para toda v € H; (). Entdo. diremos
que uma u € H}{() é nma solucdo fraca para o problema proposto se satisfizer a equacio acima
para toda v € H7(Q)). Escrevendo

3 L It
B['ure ’U] = / E a--f._juxg ?-':z'.‘, + E b-.iurz:!- i '+ [N
5=l i=1

vemos que B : H} x Hi — R é uma forma bilinear e que 0 nosso problema consiste em. dada f.
achar u tal que

Blu, v =/fu7 Vv € Hy.
Inicialmente atacamos o problema de se encontrar estas solugoes fracas.

TeoREMA 2.1, {Lax-Milgram) Sejum H um espago de Banach « B . H x H — R wuma forma
bilinear satisfazendo
Blu,v] < Clluf |iv| e Bluy > aful?,
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pora constantes positivas C e a. Entdo, para qualquer funcional linear f : H — R continuo, existe
um tnice u € H fal que

Blu.v] = f(v). Yoe H.

Demonstracao: Pelas hipdteses sobre B, para cada u € H fixo, Blu. -] determina um funcional
linear continuo em H. logo. pela identificacao do espago de Hilbert H com o seu dual. vemos que
existe um elemento. que designaremos por Au. tal que Blu,v| = {Au, v) para todo v. A fungao A
assim definida é linear. pois

(A{au + bw),v) = Blau + bw,v| = aBlu,v] + bBw,v] = a{du,v) + b{Aw,v) = (adu + bAw,v).

Como a igualdade vale para todo v € H, obtemos a linearidade de A. Para obter a continuidade
de A, observamos que

JAul® = (Au, Au) = Blu, Au] < CJlAuljjlu].

Agora observamos que A € injetora e tem imagem fechada em H. Com efeito. se Au = Aw.
entdo A{u —w) = 0 e portanto

aflu — wl]* € Blu—w.u—w] = {(Alu—w)u—w) =0,

de onde v = w. E esta mesma desigualdade nos fornece a segunda afirmagao pois se A{u,) €
seqgiiéncia de Cauchy em H. temos

O‘”un - um-HQ < B[un — U, Un — um] = (A(un U )y Uy — Um) < ”A(u'n - um)””un — Up ]

Portanto. (u,) também é seqiiencia de Cauchy em H e conseqiientemente converge a um u € pela
continmuidade de A. Au = lim Au,.

Finalmente, observamos que A é sobrejetora. Com efeito, se w € H estd no complemento
ortogonal da imagem de A. vale

0 = (Aw,w) = Blw,w] > af|w]?

E portanto a imagem de A é um subespaco fechado denso em H. ou seja. é todo H.
Agora. se f € um funcional linear continuo em H. podemos identificd-lo com um vetor  tal
que f(r} = (w.v). Pela sobrejetividade de A, existe u tal que Au = w. Para este u temos

Blu.v] = (Auw.v} = (w. ) - flv} Yo e H.
Claramente este u € nmnico. pois se tivéssemos outro «'. valeria
allu — || < Blu —v',u—u') = Blu,u — v'| — B!, u — o] = flu— ) — flu—u) =0,
[

Voltando ao nosse problema de achar solugdes fracas, temos a forma bilinear B : Hl x Hl — R
associada ao operador L e v — [ fv com f € L? é um funcional continuo em HY. logo a idéia
é verificar que B satisfaz as condicbes do Teorema de Lax-Milgram. A contimiidade da forma
bilinear € facil dado que ay;.b; € ¢ estao em L>:
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Blu, v} = / z QijUz, Uz, + Z biug, v + cuv

< f CIvulllI Vel + Clolli Vel + Clulol

<c(f uvfun?)% (/ nwwf +
ve( fivar) (/ wf g ||un%)% (/ nwn?)%

< Cliullmllollzy
Para verificar a segunda condigao a chave é usar a elipticidade estrita, mas mesmo assim néo
chegamos exatamente aonde queriamos

B[u? 'U.] :/Za@uiiua‘i + / be'uxiu' + cu’ = A+ B.

Pela elipticidade estrita, temos

l-bf—

A2 6] [Vull®.

E estimamos B nsando a desigualdade de Canchy com =:
Bl < [ CUvuliul + Chat <= [ IValf + o) [ 1l
Tormando ¢ = 8/2. obtemos | |
6'/ IVul]* < A = Blu,u] — B < Blu.u| + g/ IVull? + C / )%

de onde, _
g/ IVul* < Blu,u] +C‘/ |2,

Como. pela designaldade de Poincaré. [ ||Vul|? e [Jull gy sdo normas equivalentes. as contas acima
nos dizem gue existem nimeros positivos a e vy tais que
Moell2
olluliZy < Blu.w] + vl
Desta maneira. nao conseguimos verificar a segunda condi¢ao do Teorema de Lax-Milgram

para a forma bilinear B. mas se considerarmos L. = L +~. com 7 2 v e B, a forma bilinear
associada a L., temos
p — o . 2 P - . 112
B, [u.u] = Blu,u] + Aflully, > eflullgy + (v — w)llullz: 2 alluf g

Logo. nsaudo Lax-Milgram. B.[u. | = [ fr tem solugao inica para toda f € L2 o que denotamos
escrevendo L,u = f.

Continuando a nossa cagada a solugoes fracas para L. com 5 > 4 fixado. estamos iuteressados
em resolver L.u = f + yu. o que é equivalente a

u=L'f+~L  u=h+ Ku
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ou ainda.

(I — K)u=nh.
Agora notamos que L, : H} — L2, logo a sua inversa L' : L? — H} < L? sera compacta. pelo
Teorema de Rellich-Kondrachov, desde que provemos que esta é continua, caso em gue também o
sera o operador K definido acima. Mas para a continuidade tomemos u = L7 Lf

clfully < Bofeed = [ u < fluelule < Sl

de onde
-1 -
o[ L7 fllmy < Afllez-

Com isto. temos disponivel toda a teoria de vperadores compactos para nos ajudar. Por
exemplo. se soubermos que 1 nao é autovalor do operador K acima, entao [ — K é invertivel
e o problema 1nicial tem solucdo tinica. De fato, ainda se pode dizer mais sobre existéncia de
solucdes no caso em que 1 € autovalor de A usando a Alternativa de Fredholm, mas para os nossos
propositos ja temos o suficiente. entdo voltemos ao nosso problema de achar antovetores para L.

Queremos achar solucdes nao triviais para

Lu = Au,  em €
u =0, em O}

Somando-se yu 2 ambos os membros da equagao, obtemos

Lou= (A4~ &= u= .
onde A é o mesmo operador compacto definido auterlormente. Eutdo vemos que u serd um auto-
vetor para L se, e somente se, for um autovetor de X e os autovalores estao relacionados pela regra
A ¢ autovalor de L se, e somente se, ;i_)\ € autovalor de K. Pela teoria de operadores lineares
compactos. sabemos que os seus autovalores sao em quantidade no maximo enumerével e que cada
um dos autoespacos (diferentes do wicleo) tem dimensao finita. Mais ainda, s autovalores de num
operador compacto. quando em quantidade enumeravel. formam una seqiiencia convergente a zero.
Dada a relacio eutre os antovalores de L e 05 de A’ vemos gque os antovalores de L devem convergir
a £oc. Por outro lado, se A < —7,. o problema Lu - Au serla equivalente a (L — Aju = 0 que.
como vimos. tem solugao iuica, logo, de fato. vale que a sequencla dos autovalores deve convergir
a infinito. Juntando tudo. temos o seguinte

TEOREMA 2.2. Dado um operador eliptico de segunda ordern L conforme acima, eriste um
conjunto A no mdzimo enumerdvel tal gue se v & A entao o problema

Lu =~u+f, emil
u =0, em 00

tem solugdo unica para toda f € L*(Q). Além disto. se X\ € A, entdo o problema

I Lu =Ju. em(
1 u =0, err, 982
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tem uma quantidede finita de solu¢bes linearmente independentes. Por fim, se A = { A\, } for enu-
merduel, podemos ordenar seus elementos, contando com as respectivas mulliplicidades. de forma
a obter uma sequéncia (A,) ndo decrescente convergente a infinido.

Agora consideraremos um operador L com a forma

LU. = Z(aij’uxr)x} + (a7

com ¢ > 0 e os a,; ainda satisfazendo as condigoes de simetria e elipticidade estrita. Este op-

erador tem as vantagens de ser autoadjunto. ou seja. Blu.v] = Bfv.u|, e positivo definido. ou

seja. Blu.u] > alull}, para algum a positivo. Isto nos permite melhorar substancialmente as
0

conclusoes do Teorema 2.2.

TEOREMA 2.3. Dado um aperador L nas condigdes acima valem
1. Cada autovalor de L ¢ real e positivo;
2. Se repetirmos cada autovalor (X)) com a sua respectiva multiplicidade, teremos
O< A At Ags -
3. Podemos escolher aqutovetores de L normalizados de modo a obler urna base {ortonormal)

de L*Q).

OBSERVAGAO . Aqui existe uma pequena diferenca entre se trabalhar em R” e em uma
variedade compacta M. pois no nltimo caso. se for 2 = M, perdemos a condi¢ioc de que a
autofuncio se amile 1o bordo e al a func¢ao coustante passa a ser antofuncao para o problema com
antovalor 0.

Demonstragdo; Uma olhada de volta no uso do Teorema de Lax-Milgram para resolver o nosso
problema mostra que no case atual podemos tomar 7y = 0. 0 operador L € invertivel e sua inversa
T = L' é um operador compacto. Mais ainda. afirmamos que T é autoadjunto. Com efeito, dizer
que T f =u e Tg = v significa que
(g, 4z = Bly,u] = Blu,] = (f.v)0,
logo
Tf.9=1{Tg)

Portanto. pela teoria dos operadores compactos autoadjuntos. os autovetores de 7 podem ser
escolhidos de modo a se obter uma base ortonormal de L? e os autovalores associados sio sempre
néo negativos. Como T € o inverso de L. concluimos que estes possuem os mesmos autovetores e
que os autovalores de um sao os inversos dos autovalores do outro e portanto 0 nao é antovalor de
T e as afirmacoes do teorema seguem. O

Para caracterizar um pouco melhor aiude 6 primeiro autovalor. precisaremos saber um pouco
sobre regularidade de sohigoes fracas de equagoes elipticas. Nos limitamos a ennnclar o resultado
aqui. A demonstragdo é uma conta grande e fela que pode ser encontrada em [13].

TEOREMA 2.4, Suponha que no operador eliptico L acima valha
iz, by, c€ C™HQ)
e tenhamos [ € H™(Q). Fntdo todu solugdo frace u para a eguacio Lu = f de fato estd em
Hf;":z(ﬂ) ¢ vale a sequinte estimativa, para cada V CC
Wl vy < CU Wmiay + lull L200y)-
46



Se. além disto, ainda tivermos 8 € C™ 2, entdo a solugdo fraca u de fato estd em H™72(Q) ¢
ternos a estimativa

el ey < CULF N ey + el 2y )

OBSERVAGAO . Pelas designaldades generalizadas de Sobolev. se € R", uma funcio em
W 2(Q), com k > 7. estd também em C’k“[?j]_l(ﬂj‘ Dai concluimos gue se os coeficientes de L
forem O™, entao toda solugdo u pertencera a C>°(§2) e além disto, se 90 for C>=. uma tal u de

fato pertencerda a C> ().

TroreMA 2.5. (Caractenizagao variacional do primeiro autovalor) Suponhamos que a;; €
C. FEntdo o primeiro autovalor A) de L € simples. a autofungdo correspondente ndo muda de
sinal em ) e vale

M = min{Blu.u) | u € HYO), Iullz = 1},

Demonstragao: Tomemos uma base ortonormal {w;} de L? formada por autofuncées de L com
1

respectivos autovalores A;. Notemos que B[-.-| define um produto interno equivalente em H.
como conseqiiéncia das hipdteses de elipticidade e a;; € L™ feitas para o operador L. Deste modo.
1 : :
afirmamos que (u;/A7) é base ortouormal para H com este novo produto iuteruo. pois
B[wi,wj] = )\1'(’111{., ’U)j>L2 = /\,‘,51'5,',

mostrando que de fato trata-se de um conjunto ortonormal.

e

Para mostrar que gera o espago todo. suponhamos que Blw;/A?.u| = 0 para todo . Entao

pela identidade
1

B[’{L‘,//\‘, ,’U] = _.1_<u;1-= U)L?
AZ

()

i

mais o fato de {w;) ser base de L?%, concliimos ¢que u = 0. Onu seja. de fato (u%/)\l%) trata-se de
base ortonormal de H;. Dai. concluimos que se v € Hy. a expressao deste nia base w; converge
também em H; .

Portanto. se w € Hy. lu||;: = 1. escrevendo w >~ aju;. temos

B['U,, 'U',] = Z )\.5(1? 2 Z )\l{}'? = /\1.

Por outro lado. Blw;,wi] = )}, 0 que prova a caracterizagao de A; como o minimo de Blu, u] com
[ullze = 1.

Afirmamos que Lu = Au se, e somente se, Blu,u] = Af[uf|%;. De fato. uma das implicacoes
¢ imediata. Tomemos entdo u com |jullz2z = 1 tal que Blu,u] = A,. e consideremos a expressao de
u na base w;, u = a;w;. Conforme feito anteriormente. temos

/\1 = B[u, ’b:] = ZA;Q‘? = /\]_ + Z(/‘\JL - )\1)0:2.

Sendo A1 o menor autovalor. conchiimos que ¢; deve ser zero quando A; # A; e portanto u € uma
combinacao de A;-autofungoes e conseqientemente também é uma A -autofuncio.

Supouliamos agora que u seja uma Aj-autofungao de norma unitiria. Entao tanto 4~ quanto
u” sao Aj-autofungoes. De fato. como « e suas derivadas zeram ¢fp oude u™ e suas derivadas
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sa0 diferentes de zero. temos

A = Bluc) = / S st s, = /Zauu;,.u; ¥ / S agupeg,

= Blumu”)+ Blum,u7] 2 Al (3 + Al 12 = Arflell3e = A,

E portanto valem as igualdades B[u™,u=] = Af[|u=||2, e conforme demonstrado. concluimos
que u= satisfazem Lu™ = A > 0. Logo, u™ sao supersolugoes de Lu = 0 e, pela teoria de
regularidade, sdo C™((2). Logo podemos aplicar o Principio do Minimo a estas solugdes e concluir
que ou elas sdo positivas no interior de {2 ou sao identicamente nulas. Obviamente nao podem ser
ambas rulas e nem ambas ndo nulas, logo concluimos que u nao troca de sinal em ().

Agora, se u e @& s8o Aj-autofungées, também o serd & — au, com a € R. Logo, tomando a
tal que [ @ — au = 0. obtemos uma autofun¢ao que. pelo que foi visto. ndo muda de sinal e tem
integral nula, logo vale & = au. 0 que mostra que o Aj-autoespago tem dimensao 1. O

OBSERVAGAO . O guociente
Blu, ]

T

é chamado Quociete de Ravleigh. Pelo Teorema 2.5. o menor antovalor do operador L é o minimo
que este quociente atinge para fungoes u € H}{Q). No caso em gue L = /. este quociente toma
a forma mals simpatica

Rg(u)

o V%,
Hu”p
Enfatizando a dependéncia do primeiro antovalor em relacao ao dominio poderiamos escrever
A (Q). Dada a caracterizacéo do primeiro autovalor em termos do Quociente de Rayleigh, vemos
que se 2 C {¥. entac o A (02} 2 A {fY), uma vez que
Blu, u] Blu. u]

M) = min Rg(u) = min min —— = min Rg{u) = A Q).
1( ) Spwclg B( ) sptul) ”u”i:(m T ospruT Y ”'“'“i?(n’] sptuZ(} B() 1( )

2. Desigualdade de Faber-Krahn em Variedades Rotacionalmente Simétricas

Nesta secao apresentamos o método de simetrizagao de Schwartz junto com algumas de suas
propriedades basicas. Ao final. obtemos a seguinte relacao entre a Desigualdade Isoperimétrica
e a Desigualdade de Faber-Krahn: Se em numa variedade riemanniaua rotacionalmente simétrica
as calotas em torno do polo forem as solugbes do problema isoperimétrico. entao. para qualquer
volume fixado ", o minimo do quociente de Ravleigh ¢ atingido pela primeira autofuncéo da calota
com volume V.

DEFINIGAO . Dizemos que uma variedade riemanniana M" é rotacionalmente simétrica se ela
for isométrica ac espaco R™ ou a bola centrada na origem B,, C R" com a métrica em coordenadas
esféricas dada por

ds® = dr® + f*(r)du?,
onde f(r) > 0 e du' é o elemento de volume da esfera unitaria padrao. Ademals. no caso de M
ser isométrica & bola B,,. ainda devemos impor que f{ry) = 0.

45



Na definicao acima, a origem é chamada de pdlo e para cada r fixado o conjunto dos pontos
que distam 7 do pdlo forma numa esfera redonda de raio f{r). A bola centrada no pélo é chamada
calota. Se tomarmos sucessivamente f{r) = sinr,r,sinhr (com 0 < r £ 7 no primeiro caso)
obtemos a esfera S”. o espaco euclidiano R™ e o espago hiperbdlico H". Com outras escolhas.
podemos obter todos os ovaldides de revolucdo. Além destes ainda é interessante o caso dos
paraboldides que sao definidos como sendo superficies rotacionalmente simétricas ndo compactas
de curvatura positiva e decrescente a zero no infinito,

Observe que a situacao que gqueremos considerar {ou seja. as calotas sao solugdes do problema
isoperimétrico) se verifica nas trés formas espaciais simplesmente conexas. Além disto, em [32]
se prova que o mesmo € verdade em dimensao dois para paraboldides e para certos ovaldides e hé
trabalhos sendo desenvolvidos no sentido de provar que as calotas sac de fato solugdo do problema
isoperimétrico em paraboldides de qualquer dimensao.

DEFINICAC . Seja M uma variedade riemanniana rotacionalmente simétrica. Dado um cou-
junto £ C M. definimos o simetrizado §1* de € como sendo a bola aberta com centro no pélo
(calota) e mesma medida n-dimensional de 2. Também definimos a simeirizada v* de nma funcio
©: M — R da maneira natural. ou seja. denotamos

Qt:{IEIW

u{r) >t}

e fazemos
u*(z) = sup{t |z € Oy }.

Algumas observagdes devem ser feitas sobre esta definigao mesmo quando ainda estamos
lidando com o caso real (M = R). Por exemplo. quem seria a simetrizada de {Z5? Para cada
t < 1. o conjunto {2, € um infervalo ilimitado a direita, logo o seu simetrizado é a reta toda.
Por outro lado. se ¢ > 1. O, = §. logo a simetrizada desta fungfo seria a Mugdo constante e
igual a 1. Do mesmo modo. vemos que a simetrizada da fungao 2 seria identicamente infinito.
Estes exemplos nos mostram que. amenos que imponhamos condi¢bes extras sobre as funcoes a
serem simetrizadas ou sobre os dominios de definicao, os resultados que podemos obter podem ser
diferentes dos que gostarfamos. Mas uma coisa ¢ certa. o que atrapalhon em ambos os exemplos
acima foi o fato de os conjuntos (% terem media infiuita. H4 algumas maneiras de contornar este
problema. A que adotaremos sera a de nos restringirmos a funcdes ndo negativas tendendo a
zero no infinito no seguinte sentido: Dado qualgiier 1 positivo. o coujuuto 0, definido acima tem
medida finita. Para fixar a linguagem. chamaremos uma funcio ndo negativa com tal propriedade
de fungdo que tende a zero no infinito. Observe que qualguer funcao ndo negativa de LP(M),
p < ¢ tende a zero no infinito segundo esta definicao. _

Agora vamos a algumas propriedades da Simetrizacdo de Schwartz. Observemos inicialmente
que se A C M tem medida finita. entdc podemos simetrizar x4 e vale

X4 = Xa-

E se u : M — R tende a zero no infinito. temos
wio) = [ xuwl)dt = [ xiutalar
0 Jo

E claro pela definicao de u* que esta é 1ma faugao nao negativa. radialmente simétrica e nao
crescente com o raio e gue ||u*||g~ - JJullg~. Além disto. também vale que v e u* tém a mesma
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norma L', uma vez gue, pela representagao integral acima. temos

/ wlx) d:z.':/ / X;Ku;(.r)dtdm:/ / Xotcu(7) dudt = / €2, | dt
Sy M Jo n Jm Ju
=/ IQZIdtzf / Xft<u5($)df=f u'(x).
0 mJo M

Mais ainda, suponhamos que ¢ seja uma funcdo monétona crescente com w(0) = 0. Entdo é
claro que (y ou)* = o (uv*). Em particular, como z — zF (p > 1) é uma funcéo satisfazendo as
hipdteses feitas sobre . se u € L?, entdo w* € L} e portanto. pela igualdade das normas L' temos

lullZs = Il = i)l = futif
e portanto a simetrizacao preserva a norma L*.

Acgora estamos em condigoes de fazer mais alguns comentdrios sobre os nossos objetivos. O
que procuramos é uma fungao com suporte com uma medida fixada V7 e gue minimize o quociente
de Ravleich R entre tais funcoes. Obviamente. dada uma v € H' cujo suporte tenha medida V.
se cousiderarmos ¢ a primeira antofuncao do snporte de u. vale R{%) < R(u}. cousegientemente
podemos restringir a nossa busca as primeiras antofungdes. as quais sdo positivas e portanto
simetrizaveis. Suponhamos que v seja uma tal fancao. Jé sabemos gue a medida do suporte de
u é [{3y| e a sua simetrizada u* tem suporte {}j que por constrigio tem o mesmo volume que £,
Além disto, acabamos de ver que a norma L? de u* é icual & de u. Assim, para concluir tudo
s6 precisamos mostrar que a simetrizada de uma funcdo de H' estd em H' e tem gradiente com
norma L? menor do que ou igual a norma do gradiente da fungao original. Com isto. concluirfamos
que um minimizante para o quociente de Rayleigh seria a primeira autofungio da bola.

De fato. nao precisamos provar que para toda fungao u € H' vale que [|[Vu*]|» < [V 2
(ou equivalentemente que flu”||gz < lull g1). mas apenas para wm subconjunto denso

LEMA . Suponha que para um subconjunto D C H' denso entre as funcdes ndo negativas
valha a relacao

”V’u*”Lz g HVT.L“Lz Yu € D.
Entdo a mesma relacao também € vilida para as funcoes nao negativas de H'.

Demonstracao: Dada v € H! nma fungao uac negativa. tomemos 1uima seqiiéucia u, de elementos
de D convergindo a u. Imediatamente temos que a segiiéncia u, € limitada em H' e portanto.
pela igualdade das normas L? das u, e suas simetrizadas mais a hipdtese de que a simetrizacéo
decresce a norma do gradiente. obtemos que a sequencia v € limitada em H*'. Pelo Teorema de
Rellich. tomando subseqiiéncias se necessériio,podems supor que ], converge fortemente em L7
a uma funcdo v de H'! e ainda converge fracamente em H' e gip a v. Pela convergéncia pontual,

obtemos que v é radialmente simétrica. nao crescente com o raio e ainda, para cada ¢ > 0 vale
v > ¢)] = | im{wy, > t]] = im j{u;, > t)] = lim|{u, > t]] = |[[u > t]],

onde. na segunda igualdade usamos o fato de que os conjuntos [u;, > t] séo calotas (e portanto.
dadas duas, uma obrigatoriamente contém a outra). ha terceira nsamos a propria definicao de
simetrizada e na Gltima o fato de que u, converge fortemente em L? a .

Pela igualdade acima. obtemos que ¢ é uma fungao rotacionalmente simétrica nao crescente

*

com o Taio e cujos conjuntos de uivel {¢ > t] tem a mesma medida de [u > ¢, logo v = u*.
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Finalmente, sendo v o limite fraco das u}, temos. usando a hipétese do lema novamente
| ellin < limind [jug i < i lunlln = lullz
Que é o resultado que querfamos. C
Com este lema. concluimos que é suficiente provar a relagao || Vu*|y: < [|Vul|,: para funcdes
Lipschitz continuas e infinitamente diferencidveis de suporte compacto.

LEMA . Seja M uma variedade riemanniana rotacionalmente simétrica em que as calotas
sao solugbes do problema isoperimétrico e suponhamos que u seja uma fungdo nao negativa,
Lipschitz continua com constaute de Lipschitz L. integravel e com derivada integravel. Entdo a
sua simetrizada também é Lipschitz com mesma constante.

Demonstracdo: Pela férmula de co-area, temos

~/3—h<u<t IVl dz = /t; p(S2) dt,

onde p{(2;) denota o perimetro de ;. Pelo fato de u ser L-Lipschitz. temos que ||Vu| < L quase
sempre. euguanto o seguudo lado pode ser estimado usando a designaldade isoperimétrica

X ’ .1 .
Lol =l [ Vulldr = [ p@iarz [ pend= [ (pu
f t—hout <t

t-heu<t ~h t-h
onide na iltima passagem usamos a formula de co-drea para u” e Du™ é a derivada de u* no sentido
das funcoes de variacao limitada (note que as contas acima e a férmula de co-drea ja garantem
que u* é de variagho limitada}. Com isto concluimos gue

/ Du'] < L] — 19])
t—hau* ot

e como u* é rotacionalmente simétrica a designaldade acima é equivalente a
/ Do dz < LJA],
A

e portanto [Du| é absolutamente coutinua em rela¢ao a medida de Lebesgue, e pela Proposicao
1.1 concluimos que u de fato estd em W e que ||[Vu|| < L em quase toda parte e portanto u de
fato € Lipschitz continua com constante de Lipschitz L. O

OBSERVACAQ . Pelo primeiro lema sabemos gue basta verificar gque a simetrizagido diminmne
a norma do gradiente de fungdes Lipschitz coutinuas com suporte compacto. Este segundo lema
mostra que a simetrizacao de uma tal funcao também ¢ Lipschitz de suporte compacto e portanto,
em particilar. estd em H!.

TEOREMA 2.6. Seja M nas mesmas condigoes do lema anterior, entdo a simetrizada de uma
funcao ndo negativa de H' tem norma menor do que ou igual 4 da funcéo original.

Demonstragio: Seja u uma funcdo diferencidvel Lipschitz de suporte compacto. Facamos u(t) =
I€%;|. Entao a seguinte designaldade vale para quase todo ¢

2.1) /M IVl D > = (01
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Com efeito. pela versac melhorada da férmula de co-area com g = ||Vul|"'xq, temos

- / / 1Vl x| Do, | d = f [ Vull D | d7
— s J A 4 JM

E entao. para cada t valor regular de u. temos

Wit = ] IVl Do .
M

Por outro lado. por Cauchy-Schwartz vem

p(0) = [ 1Dxal= [ IVulfIvullH1Dxa
M M

< ( / ||Vun|Dm|)% ([ V41D, )

E juntando as duas obtemos (2.1). Aqui é fundamental observar que se v for rotacionalmente
simétrica, o suporte de |Dyq,| estard no bordo da calota €. e pela simetria de u novamente,

(2.2)

[

, . 1 L. o :
|Vu|| é constante neste corjunto. logo ||Vul|Z e ||Vu||~% sdo proporcionais e a designaldade de
Cauchy-Schwartz torna-se uma igualdade.

Agora, fazendo g = ||Vull na férmula de co-area melthorada obtemos

IVl = IVl Dxaddr > [ ———(p()Pdr >
s [ rameiss [ o5
>

2 [T -y ar= [ [ 19w liDxe; jor= [ e

onde usamos sucessivamente (2.1), a desigualdade isoperimétrica e a observacao feita apds a
demonstragdo de (2.1) mais o fato de que u* € rotacionalmente simétrica. a

TeoREMA 2.7. Seja M uma variedade riemanniana rotacionalmente simétrica. Suponhamos
que as calotas sejam as dnicas solugées do problema isoperimétrico ern M e que v tenha suporte
de medida finita e seja um minimizante pare o quociente de Rayleigh entre as fungoes com suporte
com a medida do suporte de u. Entdo u = u”.

Demonstragdo. Pelo teorema auterior sabemos que sempre vale {|u* |l g < ||u|| 1. Por outro lado se
u for um minimizante obtemos uma igualdade. Além disto. v também sera a primeira autofuncao
do seu suporte e portauto. infinitamente diferenciavel e Lipschitz. Checando a demonstracao do
teorema auterior, vemos que para que para termos a igialdade v deve ter as segnintes propriedades:
p(€l) = p(f)f), para quase todo t. de onde conchiimos. pela hipétese do teorema, gque ¢, € uma
calota para quase todo t e portanto u = u* O

TEOREMA 2.8. Em R". H" ¢ 5" as dnicus fungoes que munimizam o quocienie de Rayleigh
com o vinculo de que o suporte tenha uma medida fizada V' sdo rotacionalmente simétricas em
relagdo a wm pdlo convenientemente escolhido.

OBSERVACAO . Note que nestes espacos ha solugoes para o problema isoperimétrico diferentes
das “calotas” centradas na origem. por isto o teorema anterior nao se aplica diretamente.
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Demonstracdo: Primeiro modo. Para todos os trés espacos sabemos que as tinicas solugdes do
problema isoperimétrico sdo as bolas. logo o mesmo argumento usado anteriormernte nos fornece
que se u for um minimizante entdo §J; é uma bola para quase todo t. Mais ainda, sé ha igualdade
em (2.2) se o gradiente de u for constante sobre as curvas de nivel de u e portanto as curvas de
nivel de « sdo esferas concentricas. Fixando o centro destas esferas como o pdlo. temos u = u*.
Sequndo modo. Como tal v minimiza o quociente de Rayleizh entre todas as funcoes com
suporte de medida V. também minimiza entre as fingoes com o mesmo suporte de u. logo u é a
primeira antofuncao de seu suporte. e portanto continua e infinitamente diferenciavel no conjuto
[v > 0]. Pelo mesmo argumento do teorema anterior temos que os conjuntos de nivel [u > t] sdo
cirunferéneias. Em particular, concluimos que o suporte de u ¢ uma bola. Simetrizando u em
relagdo ac certro desta bola obtemos uma nova fungao «* que pelo Teorema 2.6 tem quociente
de Rayleich menor do que ou igual ao de u. Como u j4 era minimizaute para tal guociente.
concluimos que u e u* sdo minimizantes do quociente de Rayvleigh da bola. logo ambas sao primeiras
autofingoes da bola de mesmo sinal e mesma norma L? e portauto u = u”*. L

OBSERVAGAO . O método apresentado acima é o usado em [37] em R™ nio apenas para o
caso de minimizar o primeiro autovalor, mas para investigar a melhor constante na imerséo de
Sobolev de WiF em LP", onde p* = 7 e tem a virtude de se estender a variedades rotacionalmente
simétricas. Este mesmo problema é tratado em outros lugares. como [25, 28|, mas em ambos a
simetrizacao de Schwartz é utilizada em conjunto com a simetrizacao de Steiner (de fato. trata-se
de um argumento iterado de que "a simetrizacao de Schwartz pode ser obtida como limite de
simetrizagbes de Steiner” ), o que limita a demonstragio ao caso de R”.

3. Teoremas de Comparacao

O método de simetrizacao utilizado na se¢ao anterior ainda pode ser adaptado para variedades
cerals de nma maleira razoavel. variando ligeiramente de acordo com as ferramentas que temos
disponiveis para tratar o nosso problema. A chave € a observacao de que ax propriedades teis do
processo de simetrizagao sao:

o ullzz > Culullze.

o |[Vurfire < Coff V| 2

o p(Q) = Csp(€7)

e que para obter teoremas de comparagac ngo precisamos gue a funcao original e sua simetrizada
estejam definidas sobre um mesmo espaco. Assim. dada uma variedade cujas curvaturas (on eur-
vaturas de Riccl) sejam limitadas superior ou inferiormente. encontramos um perfil isoperimétrico
para esta variedade pelos teoremas de comparagao du capitulo anterior gque ou € idéntico ou seme-
lhante ao de uma das formas espaciais simplesmente couexas, eutao fazemos a simetrizacao das
fungoes tendendo a zero no infinito da variedade na forma espacial simplesmernte conexa. onde
existemn coujuntos ~simetrizados” e as solucoes da desigualdade de Faber-Krahn sao conhecidas.

TEOREMA 2.9 Suponhe que M" seja uma variedade riemanniana em que todo conjunto
de perimetro finito tem perimetro aior do yue ou iguel go da bole de mesmo volume na forma
espacial sirmplesmente conexra de curvatura constanie x {(em outras palavras, o perfil isoperiméirico
da forma espacial também € um perfil para M ). Entdo. firedo V', vale

inf R{u) 2 AL
wild =R jsptas <1

-
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onde Xy ¢ o primeiro autovalor da bola de volume V' dao forma espacial simplesmente conexa de
curvalurg .

Demonstragdo: Inicialmente fixemos um pélo na x-forma espacial simplesmente conexa. Dado um
conjurto £ C M de medida finita, definimos o seu simetrizado {)* como sendo a bola centrada no
polo e com mesma medida que {2 e dada uma funcao u que tende a zero no infinito fazemos £
conforme ra secao anterior e definimos a simetrizada «* por

u*(x) = sup{tlr € "}

Com esta definicao. u* desfruta de todas as propriedades da simetrizada emunciadas na segao
anterior bem como permanecem validos e com as mesmas demonstragoes os lemas e o Teorema

2.6. O

TEOREMA 2.10. {Bérard e Meyer [5]) Sejam M™ uma variedade riemanniana cujas cumat—
urgs de Ricci sdo limitadas inferiormente por n — 1 ¢ 0 < V' < vol, (M). Fazendo § = W
o infimo do quoctente de Rayleigh em M sobre as fungdes com suporte de medida V' € maior do
gue 0 primeiro autovalor da celota de volume 3vol,(S"). Além disto. se valer o igualdade, M €
isométrica a esfera S™.

Demonstragdo: Novamente fixemos um pouto na esfera para ser o nosso pdlo e dado 0 € M
definimos o seu simetrizado 3* como sendo a calota esférica de volume ‘;Lr(:{}) vol,(S™}). Ainda
denotando por O os conjuntos de nivel [u > t], definimos a simetrizada «* por

uw*(r) = sup{tjr € %"}

As mesmas demonstragdes dadas anteriormente agora provam as segilintes afirmacoes

¢ Seuec P
_{ voln (M
= (m) ae*]f 27 -

Vd{ﬁﬂ, L Lipschitz.

o Usando o Teorema de Gromov-Levy. se u &€ HI(M')._ entao
vol, (

vol, (57)
e s6 vale a ignaldade acima se as curvas de nivel de os conjuntos [u > f| satisfizerem a
igualdade no Teorema de Gromov-Levy para quase todo 7.

|| e

o Se v for L Lipschitz. entao u* é

IVu %z ||V “2’

E isto é suficiente para obter a desigualdade du teorema. Para o caso de o infimo ser igual. se
Louvesse uma fungdo u que realizasse o infimo o caso de ignaldade também seria conseqiiencia
do Teorema de Gromov-Levy. A demonstragao da existéncia de tal funcac sera deixada para a
proxima se¢ao. O

TEoREMA 2.11. (Cheng {11]} Suporha que as curvaturas de Ricci de wina variedade rieman-
nigna M sejem limitadas inferiormente por n —1 Entgo para qualquer m € M er > 0, 0 menor
autovelor da bola By, (1) de centro i € raio v € menor que o primeiro autovalor da calota de raio
r na esfera S7. Em particular, fizado 0 < V7 < vol, (M), se Ay for o primeiro autovalor da calota
de volume V', o infimo do quociente de Rayleigh sobre as fungdes com suporte de medida V em M
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€ menor do que ou igual a Ay e sé ha igualdade se o recobrimento universal de M for isométrico
a uma esfera.

LEMA . Sejam M™ uma variedade riemanniana e ¢ : M — R numa fungao duas vezes difer-
encidvel em um aberto de M cujo valor depende apenas da distancia a num ponto fixado m.
Escrevendo o(p) = v(d(p.m}). com v : R — R e nsando a notagido do Teorema 1.9, vale

(det Jyulw)

A*’. = “‘.'H —_— .
wlp) = ¥"(r) + et Tl w'(r),

onde w é o vetor unitario tangente em m a geodésica minimizante ligando m a pe r = d{p,m).

Demonstracdo: Sabemos que, em coordenadas polares. dg = w'dr. logo. conforme visto na apre-
sentagao do Teorema 1.9,

xdip = (—1)"" ' det Jr |y dB,

onde 8 é o elemento de volume da esfera unitaria de R™ e * denota a estrela de Hodge. Portanto

ApdV = dxdp = (=1 (2" det Jy e + ¢ (det Joyly_ ))dr A dB

' ' (dE‘T ’]f U'[w— )r " :(det Jf ‘H-'|w—))r r
o g B e TN et Jou e dB) Adr s [ g 4o ot e )y
(L te dE‘t v]tw |u.; ( e |u ) g et det -]{ -wlfu.;

g

Demonstragio do Teorema £.11: Ja vimos que a primeira autofuncio da calota esférica € rota-
cionalmente simétrica e decrescente com o raio, logo podemos escreve-la como p(p) = wid(p,m)).
para algum 7 couvenientemente escolhido e tal # satisfaz v(r) = 0, ¢ é estritamente decrescente
em [0,7] e v/(0) = 0, onde 7 & o raio de tal calota.

Consideremos entao definida sobre M a funcéo p(p) = ¥(d(p, m)), onde d denota a distarcia
em M. Vamos mostrar que esta funcao tem quociente de Rayleigh menor que o quociente de
Rayleigh da primeira autofuncao da calota esférica. o que é suficiente para concluir a primeira
afirmacao feita no teorema.

Com efeito. sendo ¢ a primeira autofun¢io da calota (com autovalor A;). usando o lema. v
satisfaz
(sin"~ 't}

V) e )+ Aty = 0

sin
Como " < 0. usando o Teorema 1.9. temos

i 5 (8 T )
det i ]
de onde. novamernte pelo lema, A2 + Ajg > 0. o que mostra que 2 tem quociente de Rayleigh
menor do que ou ignal a A;.

A segunda afirmacdo € nma conseqiiencia facil do Teorema de Bishop. Com efeito. se B,, for
a calota esférica de volume V', entéo para qualquer m € M. B, (m} tem volume menor que B,,.
gracas a0 JTeorema 1.10, e portanto podemos tomar r > 7o tal que B,.(m) tenha volume V. Daf

)\I(BT(TH'JJ S /\l(Bm (TH‘J) S )‘1 (Brn)

Finalmente. suponhamos que o infimo do quodente de Rayleigh sobre as fungdes com suporte
de medida V seja ignal a A;. Entéo para qualquer m € M vale A (B,.(m)) = A1 (B,) o que implica.
na demoustragdo acima. que vol,(B,) = vol,By,(m) e portanto. pelo Teoréma 1.10, B,,(rm) é

(1) + Ae(t) =2 0.
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uma calota esférica. para todo m € M. Dai vem que M tem curvatura seccional constante e ignal
a 1 e portanto o sen recobrimento universal € a esfera. £

Os Teoremas 2.10 e 2.11] acima fornecem estimativas superior e inferior para ¢ mencr primeiro
autovalor do laplaciano com vincilo de que as fungdes tenham suporte com volume fixado. em pre-
senca da condicao de que as curvaturas de Ricel sejam limitadas inferiormente por uma constante
positiva. Por outro lado. uma vez verificada a conjectura feita ao final do primeiro capitulo, o
Teorema 2.9 d4 uma estimativa inferior para o menor primeiro autovalor no caso de as curvaturas
da variedade serem limitadas superiormente (por zero, se n > 2, ou qualquer nimero, se n = 2).
No entanto achar uma estimativa superior para o infimo dos primeiros autovalores requer versées
mais elaboradas do Teorema 1.12, o que dificulta o trabalho 110 caso geral. No caso 2 dimensional
tal estimativa é apresentada em [8] e se baseia na seguinte modificagao do Teorema 1.12.

TEOREMA 1.12°. Sejam M? uma variedade riemanniana 2-dimensional com curvatura lm-
itada superiormente por K e Q C M um aberto com bordo real analitico. Denotando

O ={z e Qd(z,80) > t}., TI;={re€Q|d(z,00) =t}
Aft)y = volp(Q). L(t) = voly(T'y),
definimos A(t) = L2(t) — 4w A(t) + xA*(t). Entao A(t) estd definida em todo o intervalo [0,T).
com T sendo a mator distancie de wm ponto de Q0 a 092, € uma funcao decrescente neste intervalo

¢ tende a zero quando t tende a T. Ademais. s6 hd igualdade se ) for isométrico a uma bola na
forma espacial de curvaturae &

TEOREMA 2.12. Nas mesmas hipdleses e notagdo do teorema anterior com a hipdtese extra
i > 0, se escolhermos vy de modo que a bola de raio r| no espago de curvatura consiante k tenha
o ‘mesmo perimetro que (0 (e portanto, pelo teorema anterior, maior drea) ¢ vy de modo que a drea
do anel delimitado pelas bolas de raios vy e 79 seja o mesma que a de Q, vale

o, e, IV
MOQ) < inf  Enim
weH\(Bn) [ g5 U
u=0 em d5n ! z

Em particular, o infimo dos primeiros autovalores do laplaciano em M entre as fungées com
suporte de medida 1 ¢ menor que

. J.B,J'-.‘BL “\7(“‘”2

inf =
weHi(Bay. [ . u?
u=0 em 85, i

onde a € o ruio da bole de perimetro iguel ao infimo dos perimetros dos conguntos de M com drea
V eb € o raie da bola tal que o anel B,\ By tenha drea V.

Demonstraggo: Denotemos Bf a bola de raio r na forma espacial 2-dimensional simplesmente
conexa de curvatura £ e fagamos A(r) = volo(BF). £(r}) = vol,(8BF) e r(t) a solugho da equacao
diferencial

dr L(t)

dt L(r)
[ntegrando a equacac acima, vem
A(r(0)) —2A(r(t)) = A(0) - At),
56

£(r(0)) = L{0).



ou seja. r(t) é escolhido de modo que a drea do anel B \By,, seja ignal 4 area do "anel”
21— ;. Pela desigualdade isoperimétrica, como {2 e B\, tem o mesmo perimetro. concluimos que
A(r(0}) > A(0) e assim obtemos da igualdade acima que

) A(r(t)) =2 Alt).
Como. por definicao. vale
dadr __dA
drdt —  dt’

obtemos. ap6s integragao de (*},
A2 (r(0)) — A2(r(t)) = A*(0) — A%()
Usando o Teorema 1.12° e o fato de que « > 0. obtemos
L(t) < L*(0) — 4m (A(0) —~ A(t)) + s(4%(0) — A%(2))
< L3(r(0) — 4m(A(r(0)) — A(r(1))) + p(A2(r(0)) — A*(r(1))) = £(r(2))
E couseqiientemente. pela propria definigao. —1 _<_ - < 0,
Observe que. novamente denotando 7 a maior dlwfdllCIa entre um ponto de 2 a 90 o 1y do

enunciado do teorema é exatamente (7). Além disto. um argumento de simetrizagao mostra que
o infimo de

|Vulf?

R(u) = J5.\5.,

fB"l ¥ u?

ocorre para uma func¢ido u rotacionalmente simétrica (e diferenciavel), portanto para provar a
primeira parte do teorema é suficiente, dada uma fungao rotacionalinente simétrica diferencidvel

B, \B., — R achar outra em H({}) cujo quociente de Rayleigh seja menor. Seja entao
2 = f(d(z,0)) como acima e definamos @ por p{q) = f(r(t)). sempre que g € T,. Esta funcao é
contitma e diferenciavel, exceto no cut locus de 9€) e além disto,

/me /dew)( 2Lt w</(f& 2L(t)d

- [wersera - [ valk
3 4 BruB,

]

]
Enquanto para as normas L° temos

Ji# = [ reemoa=- [Trmoe - [

0 gue couclul com a primeira parte do teorema.
Para a segunda afirmacao, fixado V', definamos

= inf{p(Q)|1Q =V e x, € BV(M}}.

Tomemos entao uma seguencia {1, de abertos de volume V" e bordo analitico cujos comprimentos
dos bordos tendam a p. Agora o resultado é conseqiencia da depeudencia continia do primeiro
autovalor em relacao ao dominio. ]
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4. Desigualdade de Faber-Krahn: Existéncia

Trabalhando ingenuamente, um primeire argumerto para tentar encontrar um minimizante
para o primeiro autovalor do laplaciano em uma variedade riemanniana M compacta seria tomar
uma seqilencia £, de dominios de volume ¥’ tais que os respectivos primeiros autovalores conver-
gissem para o menor valor possivel e ver se conseguimos extrair nma subseqiiéncia convergente.
Dal. ainda precisariamos verificar se o conjunto limite é nm dominio admissivel e se se1l primejro
autovalor realmente é o infimo. Embora nao sejamos exatamente bem sucedidos. vamos tentar
seguir este caminho.

Consideremos

A={X]30,|9] = V tal que X é autovalor do laplaciano em }.

Seja A; = inf A e tomemos uma seqiiencia {2, de dominios de volume V' tal que seus respectivos
primeiros antovalores A, convergem a A;. Cousideremos u, as respectivas autofuncoes e, sem
perda de generalidade. supouhamos que (|4, |2y, - 1. onde as u, sa0 nao negativas e estendidas
como seudo zero fora de €1,. Da equagao diferencial satisfeita pelas w,. temos. multiplicando por

U, € integrando por partes:
2
/ Vunll® = A / Ut =
J M o M

Logo anorma H* (M) de u, é limitada e como estamos em uma variedade compacta, podemos usar
o Teorema de Rellich-Kondrachov para garantir a existencia de nma subseqiiencia que converge
em L2(M). Além disto, sendo L?(M) Hilbert. em particular reflexivo. podemos tomar ainda outra
subseqiiencia das u, tal que Vu, convirja fracamente em L?{}/). Denotemos por u o limite forte
das u, e por v o limite fraco de Vu,. Entdo para » uma funcao C*{M). temos:

/ uVype = ]jm/ Up V2 = *lim/ Vu, £ = —/ n .
M M J M S

Logo temos que de fato v € H'(M). Como u, couverge fortemente a u em L2, vemos que
luf| ;2 = 1. Como Vu, converge fracamente a Vu. temos que a norma L? deste é menor gue o
limite inferior das normas de Vu,,, eutao para conchuir que de fato a norma de Vu é Aj. testaria
apenas mostrar que u estd na familia de fungoes admissivels. ou seja. que sptu tem volume V7. Bom.
comecemos notando qie. como as 4, covergem em L% podemos tomar aluda ontra subseqiéucia
das u, que converge gtp. Assim, temos

lim sup{x | un,(z) =0} C {z | u(z} = 0}
e desta forma,
limsup {7 | u.{z) = 0} < |limsup{z | u, () = 0} < {z | u(x) = 0}

Portanto. |{x | u(r) # 0} £ V. Bom. este que poderia parecer nm problema. pois gostariamos
cque valesse a igualdade, de fato nuao deve ser algo mmito rim, pols sabemos que “aumentando o
dominio. o primeliro autovalor diminui™. logo é de se esperar que seja possivel provar que de fato
vale a lda . Melhor ainda. poderiamos fazer uma pequena alteracdo no problema original e
considerar

A={A|30]0] <V tal que A é autovalor do laplaciano em ().

o gque acabaria’ com o problema.



Mas ha outro problema um pouco mais grave. Com o que fol feito até agora. nao podemos
contcluir que |sptu(r)| < V. De fato. em principio. nada impede que o fechio de {x | u{xr) # 0}
fosse. por exemplo, toda a M, e portanto o dominio de u poderia ter saido dos conjuntos que
estavam competindo inicialmente e u nao seria de fato um minimizante para o primeiro autovalor
com as condicoes dadas.

O que fazemos entao é alterar um poice o nosso problema e tirar a éenfase dos dominios
e passé-la para as funcbes da seqiléncia minimizante. Para isto. lembramos da caracterizagao
variacional do primeiro autovalor e fazemos

A={ue H'(M)||{u#0} <V}
Queremos minimizar o quociente de Rayleizh

%(u):iﬂ—ﬁﬂv—;”{ u € A
U

Se provarmos que existe u que minimiza este quociente e que de fato o suporte de tal u tem
medida V. concluiremos que v era sohicao do problema inicial. Observe. no entanto. que se
simplesmente mostrarmos que existe u que minimiza este quociente. sem consegUIrmos provar a
afirmacéo sobre a medida do suporte de . poderia acontecer de R{u) ser estritamente menor gue
o infimo do quociente de Rayleigh no conjunto A o que. na notagao estabelecida abaixo. se traduz
em A; < Ay

Agora, as técnicas utilizadas para garantir a existéncia de um minimizante se aplicam sem
qualquer problema. Apenas por desencargo de consciericia, vamos repetir os argumentos.

Denotemos por A; o infimo de ®(u) com u € A e tomemos u, € A uma segiiéncia tal que
R(u,) comvirja para A;. Novamente, podemos supor que todas as u tém norma L2 igual a | e.
como trocando u por ju| o valor do quociente permanece inalterado. podemos supor que as u, séo
positivas. Come [, [[Vun||? converge a A;. vemos que a seqiiéncia (u,) é limitada em H'. logo.
pelo Teorema de Rellich-Kondrachov. tem subseqiiencia que converge fortemente em L? Sendo
Vuy, limitado em L?. podemos extrair ainda uma subseqgiiéncia tal que Vu,, converge fracamente a
uma funcao v de L?. As mesmas contas feitas anteriormente se aplicam ao nosso caso e conchiimos
que u de fato estd em H'! e que seu gradiente é ». Como u, converge em L? & u. ainda podemos
extrair uma subsequencia que convirja ¢ip e dai temos

limsup{z | un(r) = 0} C {u | u(r) = U}
e desta forma.
lim sup [{x | u,(z) = 0}] < |[limsup{x | u.(x) = 0} < [{z | u(z) = 0}

e portanto [{u # 0} <V eue€ A.
Continuando. pela convergencia forte das w, a u em L% vemos que [Jul|;: = 1 e pela con-
vergencia fraca de Vu,, a Vu. temos

[Vulj2, < liminf [[Van||2: = A

Dai. obtemos gue R{u} < A;. Pela minimalidade de A}, concluimos que vale a igualdade e portanto
0 110350 novo problema tem um minimo e de quebra ainda ganhamos gue tal minimo € atingido
por uma funcao u > 0. embora esta. em principio néo seja a 1inica com esta propriedade.
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Uma primeira pergunta que se faz dada a demonstragao acima é se realmente pode acontecer
de u ser minimizante para ® em A4, mas [{u # 0} < V. De fato, isto ndo pode acontecer, o que
VAINOS provar por partes

PROPOSICAO 2.1. Se u € um minizante para o Quociente de Rayleigh em A que néo muda
de sinal, entdo [{u # 0} =V
Demonstragdo: Com efeito. suponhamos que se tenha nm tal minimizante e que valha [{u # 0}] <
V e tomemos € C*(M) com |spty| < V — [{u # 0}| = =z. Entédo, para todot, u+tp € Ae
sendo u minimizante de R. a derivada de R(u + ty) em t = 0 deveria ser nula.

1Vt sl SVl

lim - - =0

=0\ [t tpl? S luf?
ou seja. ja eliminando os termos em 2,
(f [l J([Vull® + 2tV - Vi) — f (lul® + 2tup) | IIWIF) —0

Sl e+ to]?
Simplificando o termos em comum. fazendo t = 0 e usando o fato de que R{u) = A1, obtemos
J(Vu- Ve - Muyp)
S lul?

1
lim -
t—0 §

=0

Ignorando o denominador. temas
fV'u Vi —hug =0, Yp & CX(M). |spto] < =

Agora. tomemos uma particdo da unidade (v4) tal que o suporte de cada ¢ tenha medida menor
que z. Seja p € C*(M) qualquer. Entao:

fVu Vg — Ay = / Vu - V(Z Wip) — AU Z(u’;:p)
=3 / Vu Vi) - hufeig) = 0.

pois vy satisfaz a condigdo |spt(uyp)| < £ para todo i.

Com isto. concluimos que u é solugdo fraca em M do problema —Au = Aju e portanto é uma
autofuncio do laplaciano em M, Como a fungao constante também € autofuncao do laplaciano
em M (associada ao autovalor zero). estas deveriam ser perpendiculares em LZ. conforme vimos
na primeira secdo. mas como u nao troca de sinal. isto 56 acontece se for v = 0. O

PROPOSIGAO 2.2. Se v for um minimizante do Quociente de Ruyleigh e A entao u ndo
troca de sinal
Demonstracdo: Digamos que u troque de sinal. Entao tanto «™ quanto ¢~ sao nao nulas e ambas
s&o diferentes de zero em um conjunto de medida menor que V', uma vez que u é diferente de zero

em um conjunto de medida menor do que ou igual a V. Pela proposicac anterior. nem u~ nem
u~ podem ser minimizantes para o Quociente de Rayleigh. logo

JIvVe=E -
TR
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Dai | | | | |
A e A

f !u|2 - ] |u_[2 L ] |U'; > AL

e portanto u nao é minimizante para o Quociente de Ravleigh. G

Continuando a nossa aventura em busca de informagdes sobre o nosso minimizante. conside-
remos a variacao u(1l =+ ), com p € C*. Se u for minimizante para R, a derivada desta variagdo
em t = 0 deve ser mila, ou seja

(I E)E VY
i (S ) "

t—0 {
Expandindo e ignorando os termos em t*. temos
(f [ul® [{[[Vul® + 2t||Vull? + 2tuV - V) — [ Vul® [ (u® + ’quzsﬁ)) 0
Sl +t0) 2 f [ul? '
Cancelando os termwos comus. substituindo 7 - 0 e nsando o fato de que R(u) = Ay, obtemos
J (ol Vul? + Vi - Vu = Ay pu?)
S ul?

Ignorando o denominador. ainda podemos simplificar a equacio acima para

o1
lim -
=) f

=5

(2.3) / V{pu) - Vu— Mpu® =0, Yo e C(M).
Agora observamos que se fossemos definir uma solugao fraca para a equagao
(2.4) ulu + Mu? = 0,u € HY(M)

o natural seria multiplicar esta equagac por uma fungao @ suave e lutegrar por partes. o que nos
levaria a {2.3). Ou seja, neste sentido, um minimizante para o guociente de Rayleigh é sohigao
fraca de (2.4).

OBSERVACAO . Na esfera 5™ o minimizaute v aqui obtido € de fato a autofuncao da bola.
Com efeito, fixado um pdlo. o método de simetrizagao utilizado nas secio Desigualdade de Faber-
Krahn em Variedades Rotactonalmente Stmétricas nos fornecera nma nova funcao u* eujo suporte é
a bola de medida |{x | u(x) # 0}| e pelo Teorema 2.6 R{uv*) < R(u). Pela minimalidade de R{u).
concluimos que vale a igualdade. Agora voltamos & demonstragao do Teorema 2.6 e notamos
a mesma demonstracdo se aplica e p 14 definida serd diferencidvel. agora em conseqiiéncia da
diferenciabilidade da primeira autofuncao da bola u* e nao da funcao u. Portanto, obtemos que
as curvas de nivel de u devem ser bolas e portarnto o suporte de « é uma bola.

OBSERVACAO . No Teorema 2.10 ficamos devendo a existéncia de nm minimizante. Como
sabemos que a condigdo de que a curvatura de Ricel seja limitada inferiormente por n — 1 implica
que a variedade & compacta, é facil verificar que o minimizante aqui encontrado de fato funciona.
embora nao pudéssemos a priori garantir que o seu suporte tivesse medida 1.

OBSERVAGAO . Dado ) C M aberto. se uma funcao v minimizando R em A zerar apenas
em um snbconjunto de medida nula de 2. podemos tomar variagoes u 4t com p qualquer funcao
C(Q). Exigindo que a derivada seja mula em ¢ = 0. contas andlogas as feitas na Proposi¢ao 2.1
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mostram que u deve ser solugao de —Au = Ajuem 2. Em particular. pela teoria de regularidade
e priuciplo do maximo. concluimos que wlg € C*{Q) e u > 0 em Q.
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CAP{TUCLO 3
Comentarios Finais

Conforme ja mencionado anteriormente, o Problema Isoperimétrico foi resolvido para uma quan-
tidade pequena de espagos e a questao de existéncia e classificagao de dominios isoperimétricos em
variedades é tema de pesquisa. Por exemplo, uma conjectura razoavel de ser feita seria a seguinte:
se uma variedade nao compacta rotacionalmernte simétrica tem curvatura de Ricci na diregdo radi-
al positiva e decrescente a zero. entao as calotas sao solugoes do problema isoperimétrico. Isto ja
foi provado em dimensdo 2. originalmente em [4] com versOes posteriores. por exemplo. [32]. mas
permanece em aberto nos demais casos. Para resolugdo do Problema Isoperimétrico em espagos
diferentes das formas espaciais simplesmente conexas. veja 24, 33, 34, 4, 30, 22, 31, 32|. Outra
¢ a Conjectura de Aubin. apresentada ao final do primeiro capitulo, de que se M tem curvatura
nesativa. entdo o perfil isoperimétrico de R" é um perfil isoperimétrico para M. ou mais geral-
mente. de que se as curvaturas de M sao limitadas superiormente por uma constante s, entao
o perfil isoperimétrico da forma espacial simplesmente conexa de curvatura & (veja [27]) é per-
fil isoperimétrico para M. Alguns resultados gerals sobre perfls soperimetricos para variedades
podem ser achados em (29, 3, 17, 23].

Sobre a desigualdade de Faber-Krahn, hi ainda mais problemas em aberto, pois. a existéncia
de um domino com o volume dado e primeiro autovalor minimo nao é garantida sequer no caso
compacto e guanto a alteragao do problema variacional aqui apresertada, embora tenhamos a
existencla. nfo conseguimos provar que a funcao minimizante € continua. Além disto. uma vez
obtidos estes resultados sobre a existéncla, vém as perguntas: Que regularidade podemos esperar
do suporte da fungao minimizante? Como podemos caracteriza-lo geometricamente? Observamos
que. analogamente ao feito na segdo Fdrmulas de Variagdo. poderfamos supor estar no melhor
dos mundos e exigir que 1uma fungéo u fosse minimizante local do quociente de Rayleigh e fazer
variagdes desta por funcoes suaves sem alterar o volume do dominjo. no entauto as contas de
variagdo neste caso nos dao apenas a informacao de gue v tem derivada normal coustante ao longo
do bordo. contrastando com a iuformagao obtida para o Problema [soperimétrico “curvatira média
constante” .

Umea variacao natural que pode ser trabalhada com relagao ao problema da designaldade de
Faber-Krahn seria trocar o laplaciano por um operador eliptico autoadjunto sobre A qualquer.
Neste caso as contas feitas para superficies rotacionalmente simétricas nao se traduzem automati-
camente e muito possivelmerite. a menos que o operador ainda tenha nma forma bem especifica.
nao sera possivel explicitar nma solugao para a designaldade de Paber-Krahm, caso esta exista.
Por outro lado, usando técnicas semelhantes as apresentadas em [25]. deve ser possivel obter com-
paracOes para 0 menor primeiro antovalor do problema em questao em relagdo a um “problema
simetrizado”. Devemos observar que todos os resultados da segao Desigualdade de Faber- Krahn:
Ezisténcia permanecem validos se trabalharmos com um operador eliptico autoadjunto qualquer.



uma vez que as propriedades la utilizadas sao apenas propriedades gerais de tais operadores (carac-
terizacao variacional do primeiro autovalor). teoremas de andlise funcional e mergiulhos de Sobolev
(Teorema de Rellich-Kondrachov).
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