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Resumo

Este trabalho tem por objetivo principal o estudo de alguns desenvolvimentos histéricos do
problema de Dirichlet, desde suas origens no século 18. Ngs adotames um tratamento puramente
matematico, apresentando na primeirs parte uma discussido detalhada dos métodos cldssicos uti-
lizados no estudo do prblema de Dirichlet para a equacio de Laplace. Na segunda e na terceira
parte, consideramos o caso mais geral do problema de Dirichlet semilinear, inicialmente num con-
texto de minimizacao do funcional associado, e, em seguida, tratamos do problema na presenca de

simetria, em cujo caso € possivel concluir a existéncia de wma seqiiéncia ilimitada de solucdes.

Abstract

The main goal of this dissertation is to study some historical developments of the Dirichlet
problem since its early beginnings during the eighteenth century. We used a strictly mathematical
approach, giving in the first part a detailed discussion of the classical methods developed to handle
Dirichlet problem for Laplace’s equation. In the second and third parts we consider the more general
case of a semilinear Dirichlet problem. First the discussion is in the context of minimization of the
associated functional, and then we handle this problem when symmetry is involved. In such a case

it is possible to conclude the existence of an unbounded sequence of solutions.



et propter vitam vivendi perdere causas.”
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Proélogo

Durante o inverno de 1997, deparei-me com uma citacio de Henri Poincaré, na qual este
afirmava que “o papel do educador consiste em fazer que o espirito da crianga passe novamente por
onde estiveram seus antepassados, atravessando algumas etapas mais rapidamente, mas sem omitir
nenhuma; a histéria da Ciéncia deve ser nosso guia.” A proposta é nada convencional e raramente
colocada em pratica: o que se vé em geral consiste numa completa dissociagho entre aquilo que se

estuda e sua histéria.

Quando o leitor encontra alguma referéncia histérica nos livros de Matemadtica, entio ela estd
no inicio de algum capitulo e o autor a utiliza como um pretexto para introduzir um determinado
assunto; em outros casos, tais referéncias encontram-se ac final de capitulos e o leitor terd a sua
frente uma galeria interminavel de nomes, datas e artigos. Em qualquer uma dessas situacoes, a
Histdria é colocada 4 parte, quer como algo impuro, distante das “coisas sérias”, ou como se fosse

sagrada e gue nao poderia ser tocada sendo por especialistas no assunto.

Como resultado, temos a seguinte situacao: de um lade, encontram-se os compéndios em
Histdria da Matemdtica, os quais, com algumas exce¢bes, preocupam-se em transmitir intrigas sobre
matematicos famosos cujas obras sdo feitos inatingiveis e inquestiondveis, verdadeiros objetos de
inspiracao divina; do outro lado, encontram-se os textos didaticos que se abstém dos fatos histéricos
(pertinentes) envolvidos e o resultado dessa cisdo é um estudante mal informado, e por que nao

dizer desmotivado, sobre seu objeto de interesse.

Este trabalho consiste numa primeira tentativa do autor em colocar em pratica a proposta de

Poincaré.

Meu objetivo consiste em apresentar a evolucio de alguns métodos cldssicos na resolucdo do

xi
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problema de Dirichlet para a equacgao de Laplace

Au=0 emQ
1 (1)
uw= f sobre 98]
onde £ C R" é um aberto limitado, o qual viria a culminar com outros problemas requerindo
técnicas bem mais elaboradas, os quals sdo objetos de intensa pesquisa atualmente. Ao final desta
monografia, concentro-me em algumas questdes mais simples envolvendo o problema de Dirichlet
semilinear
—Ou=plz,u) em Q

H (2}

u=70 sobre Of
onde p: ! x R = R é continua.

) preciso deixar claro que o leitor ndo esta diante de um trabalho em Histéria da Matemadtica,
a despeito do enfoque dado, por alguns motivos bastante simples.

Em primeiro lugar, a seqiéncia histérica é utilizada sendo como um palco onde apresento
gradativamente a evolugao temporal de determinados topicos. O texto, contudo, ndo segue a ordem
cronoldgica dos fatos, por uma mera questdo de estilo: em varios momentos avanco e retrocedo
historicamente, sem maiores explicagbes ao leitor, buscando garantir, com isso, a unidade e melhor
compreensio do assunto.

Além disso, & medida que o texto avanga, ocorre uma queda vertiginosa com respeito ao
nitmero de referéncias histdricas, principalmente a partir da Parte II, e tenho por pretexto minha
falta de isenclo necessaria para tratar de questdes mais recentes. Afinal, é uma tarefa bastante
ardua escrever sobre assuntos que ainda nao passaram por uma sele¢cdo que cabe apenas ao tempo
realizar.

Com respeito aos métodos que apresento, dei preferéncia a uma apresentagio mais moderna,
aproveitando os recursos que a Matemadtica nos proporciona atualmente, e que propiciou wma maior
clareza na exposi¢do das técnicas utilizadas & época. Contudo, sempre que julguei conveniente,
foram acrescidos comentdrios sobre as demonstracoes originais, mas principalmente sobre alguns
graves erros cometidos nestas tltimas. Meu objetivo com isso ndo tem um cardter depreciativo e
semn ética, mas sim de transparecer ao leitor um periodo de trevas até meados do século 19, numa

época na qual ndo se tinha uma idéia muito clara dos limites da Matemadtica.
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Sempre que possivel, preferi utilizar os textos originais como uma forma de evitar erros
histéricos que ja se encontram completamente disseminados pela literatura, causados em grande
parte por citacdes feitas de memdria e utilizacdo de fontes de segunda e terceira mao. Fiquei
realmente surpreso com a guantidade de informacdes desencontradas e, sempre que fago alguma
referéncia da qual ndo tive como comprovar sua veracidade {0 que nio foram poucas as vezes),
coloquel uma nota sobre onde a retirei. Acredito que isso ird trazer algum auxilio a alguém que se

interesse em se aprofundar no assunto.
(Com respeito & organizacio deste trabalho, ele esta dividido em trés partes bem definidas.

Na primeira parte, trato apenas de métodos classicos de resolucdo do problema de Dirichlet
para a equacao de Laplace. O primeiro capitulo concentra assuntos anteriores 2o célebre Principio de
Dirichlet, muito embora a exposicdo néo se limite ao inicio do século 19. Apds um retrospecto sobre
os fendmenos que deram origem & equacao de Laplace, fago uma comparacao entre esta e a equagio
de Poisson. O primeiro método apresentado € o de Fourier, obtido a partir de separacio de varidveis,
onde proponho a resolu¢ao de um dos primeiros problemas de equilibrio de temperaturas tratados
por Fourier. Em seguida, passo para a funcdo de Green associada a (1), onde descrevo uma técnica
de demonstracido proposta por Peter D. Lax por volta de 1950 que garante a existéncia da func¢do
de Green utilizando-se do Teorema de Hahn-Banach. Finalmente, concluo com alguns resultados
em torno da férmula da média para funcdes harménicas e que fora constatada inicialmente por

(GGauss.

O tema central do segundo capitulo € o Principio de Dirichlet, cuja formulacdo original estava
incorreta, mas, mesmo assim, seria utilizada por Green, Dirichlet, Poisson e Riemann para garantir
a existéncia de solugbes do problema de Dirichlet. Em seguida, descrevo como isso auxiliou Rie-
mann na obtencdo do Teorema de Representacio Conforme e concluo com alguns contra-exemplos

questionando a validade daquele Principio.

O Capitulo 3 concentra alguns métodos alternativos para a resolucgéo de (1) surgidos a partir de
1870, logo apds a queda do Principio de Dirichlet. Neste trabalho apresento o processo alternante
de Schwarz e os métodos da equacio integral de Fredholm, de varredura de Poincaré e o das fungoes

sub-harménicas de Perron.

A segunda parte trata do resgate do Principio de Dirichlet realizado por Hilbert no final do

séeulo 19 e inicio deste, quando ele propos a utilizacdo de segiiéncias minimizantes para obter o
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ponto de minimo da integral de Dirichlet

I{u) ::fQ|Vu2d:1:

sobre uma classe de funcdes admissiveis conveniente. O Capitulo 4 inicia-se com a utilizacio de
seqiiéncias minimizantes em espacos cldssicos com CHQ2)NC(R). Em seguida, passo para ¢ método
de projecao ortogonal de Weyl que oferece um novo enfoque, mais geométrico, na resolugdo de (1)
e que viria a culminar com a utilizacdo dos espacos de Sobolev nesse contexto. Finalmente, no
Capitulo 5 a idéia de Hilbert é posta em pratica no estudo do problema (2) desde que p satisfaca

condicoes de crescimento capazes de garantir que o funcional associado

I{u) = fﬂ (%1%12 -~ /:p(:c,S) ds) dz, u € HH() (3)
seja limitado inferiormente.

Na terceira e ltima parte, apresento uma breve introdugéo ao problema semilinear (2) no caso
em que o funcional (3) ndo é mais limitado inferiormente e o problema de minimizacdo de I perde
seu significado. No Capitulo 6 é apresentado um resultado cldssico de multiplicidade de pontos
criticos de fungdes reais de classe C! sobre 8™ no contexto da Teoria de Ljusternik-Schnirelman, no
qual utilizamos o Lema de Deformacéo. Por fim, no Capitulo 7, as idéias do capitulo anterior foram
adaptadas para a demonstragao de infinitas solu¢bes no caso em que o funcicnal I em (3) ¢ par
e p satisfaz algumas condicbes adicionais de crescimento e, para isso, utilizo 0 Teorema da Fonte,
demonstrado por Bartsch em 1992, A dltima secfo fol reservada a algumas questdes relacionadas
ao problema associado & perturbagio da simetria e & comparacio entre o Teorema da Fonte e a

versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha.
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4...] la physique ne nous donne pas seulement
Uoccasion de résoudre des problémes;
elle nous aide @ en trouver les moyens {...]”7

(Henri Poincaré)

[(...) a Fisica ndo nos oferece apenas
a possibilidade de resolver problemas;

ela nos ajuda a encontrar os meios para fazé-lo (... )]



Capitulo 1

Os trabalhos pioneiros

1.1 Introducao
1.1.1 Histérico

§1. Segundo o diciondrio Le Robert, a palavra potencial tem origem do latim potentialis,
derivado de potens, e sua utilizacdo no contexto da Filosofia remonta aos séculos 15 e 16, em
referéncia a algo em estado latente mas que nio possui efeito real(.

Dieudonné observa que seu uso em Matematica deve ter sido influenciado pelos filésofos na-
turais do século 18, o que poderia explicar o fato de tanto George Green') (1793-1841) (recorrendo
& expressdo potential function, em inglés) como Karl Friedrich Gausst™) (1777-1855) (potential, em
alemdo) apelarem ac mesmo termo, mas de forma totalmente independente, para se referirem as
solugtes da equagio de Laplace Ay = (.

Considero bastante provdvel que tenha ocorrido tal influéncia; mas, ao que foi possivel cons-
tatar, coube a Daniel Bernoulili (1700-1782) a primeira referéncia ac conceito de potencial, em sua
obra Hydrodynamica (1738), utilizando a idéia de vis potentialis {energia potencial}, como sendo

uma quantidade a partir da qual um campo de forcas poderia ser obtido.

WporentiEL. In: P. Robert, [54], v.7, pp.645-646.

{97, A. Dieudonns, [17], p.35.

U8, Green, An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electricity and Magnetism. In
. Papers, pp.1-115. Apud G. D. Birkhoff, [5], p.347-358.

SYIK. F. Gauss, Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die 1m verkehrten Verhdltnis des Quadrates der Entfernung

wirkenden Anziehungs und Abstofungskrifte. In . Werke, v.5, p.200 et seq. Apud O. B. Kellogg, [38], p.52.



6 1. Os trabalhos pioneiros

No entanto, até meados do século 18, o termo potencial estava ainda longe de se consolidar.
Na Encyclopédie, por exemplo, a palavra francesa mais préxima que pude encontrar fol puissance
(poténcia) e, muito embora j& viesse sendo bastante utilizada & época, Jean le Rond d’Alembert
(1717-1783) reconhece que mesmo esta possuia ainda um significado um tanto confusot,

§2. Embora o conceito de potencial ja tivesse aparecido com Bernoulli em 1738, a equagao de
Laplace viria 4 luz somente em 1752, no trabalho Principios do Movimento dos Fluidos de Leonhard
Euler (1707-1783).

O objetivo de Euler era estudar o comportamento do campo de velocidades V de um liguido
incompressivel numa regido € C R®. Nesse caso, devemos ter rot V = 0 e, sendo Q simplesmente
conexo, V é um campo gradiente; em outras palavras, existe uma funcdo v (que viria a ser chamada
potencial de velocidades por Hermann von Helmholtz {1821-1894), em 1868) tal que V = V.

Por outre lado, sendo o liquido incompressivel, o campo de velocidades estd sujeito & Lei de

Continuidade

divV = (,

e, portanto, Av = 0 em . Buler limitou-se &s solugdes desta equacio na forma polinomial, uma
vez que reconhecera nao ser capaz de determinar uma solugdo geral para ela.

Joseph Louis Lagrange {1736-1813) obteve resultados semelhantes em 176209 sem que fizesse
qualquer mencdo ao trabalho de Fuler, além de ter introduzido algumas melhorias considerdveis
nos argumentos utilizados por este.

§3. A despeito de tais trabalhos em Mecénica dos Fluidos, os primeiros avancos realmente
reconhecidos no campo da Teoria do Potencial estao ligados & Astronomia, a qual recebeu grande
parte dos esforgos dos matemadticos do século 18, numa busca incessante de aprimoramento dos
trabalhos de Issac Newton (1642-1727) e cujo enfoque vinha sendo dado & descri¢io e & previsio

do movimento de corpos celestes.

Segundo a Lei da Gravitagdo Universal, o campo gravitacional gerado por uma particula de

“rpyssance @ L ..] & plusieurs autres théorémes semblables qui ne sont pas toujours démontrés dans la pratique
avee toute la précision possible, parce qu'on y donne communément une noticn un peu confuse du mot de puissance”.
(J. le R. d’Alembert) In : [16], v.13, pp.555-556.

)], L. Lagrange, Misc. Taur. 2 (1760\61), publ. 1762, pp.196-298; Fuwres, v.1, pp.365-468. Apud M. Kline, [39],
p.-525.



1.1. Introducéo 7

mnassa m no vAcuo pode ser expresso por

Flz) = —még,

x #{,

onde estamos posicionando a particula na origem do sistema de coordenadas e tomamos um sistema
de unidades conveniente para que a constante de gravitacdo universal seja 1. No caso de uma

distribuicao de massas numa regiao {2 com densidade p, o campo de forcas resultante serd

Flz) = - ?i_‘—y?;p(y)dyﬁzeﬁ.
ol yl

Em 1773, Lagrange™! constatou que. nessas condigdes, terfamos

1

F=Vu, ondev(z} = 7=
~ Y

ply) dy.

Essa observagio foi de grande valia a Plerre Simon de Laplace (1749-1827), pois transformava
o estudo do campo gravitacional, com trés componentes, 4 analise de uma Gnica funcio escalar.

Para auxiliar seu trabalho, Laplace verificou que v satisfazia a equaciio Av = 0 no exterior da
regido ). primeiramente em coordenadas polaresti!) em 1782 e, posteriormente, em coordenadas
cartesianas'™ em 1787. Tal equacio, conforme observou Siméon Denis Poisson'™ (1781-1840),
serviu de base para belas InvestigacGes sobre a atrago de esferdides.

§4. A equacdo de Laplace também se mostrou presente nos fendomenos eletrostaticos e mag-
netostaticos no vacuo gragas aos trabalhos de Coulomb® na década de 1780 e que, por sua vez,
j4 haviam sido detectados experimentalmente por Daniel Bernoulli antes mesmo de 17609

Finalmente. em 1807, devido aos seus estudos sobre o fenémeno de condugdo do calor, Fourier

submete 4 Academia de Ciéncias de Paris, em 21 de dezembro de 1807, um artigo intitulado “Sur

iy 1. Lagrange, Mém. des sav. éirangers 7 {1773); (Buwres, v.6, p.348. Apud Q. D. Kellogg, loc cit.
0P S Laplace, “Théarie des attractions des sphércides et de la figure des planétes”, Mém. Acad. Sci. Paris 1782
(1785}; (Buwvres, X, pp.339-419. Apud G. D. Birkhoff, [5], pp.336-338.

{ix} p 3 Laplace, “Mémoire sur la théorie de Panneau de saturne”, Mém. Acad. Sci. Paris 1787 (1789); (Fuwvres,
X1, pp.273-292. Apud G, D. Birkhoff, loc cit.

{(*)g, 1. Poisson, “Remarques sur une équation qui se présente dans la théorie de I'attraction des sphéroides”, Bull.
Soe. Philomath. Paris 3 {1813), pp.388-392. In : G. D. Birkho#, op cit, pp.342-346.

U Coulomb, Hist. de UAcad. des Sci., Paris (1785}, pp.568-577. Apud O. D. Kellogg, op cit. p.173.
Gl oF M. Kline, [39], p.507.



8 1. Os trabalhos pioneiros

la Théorie de la Chaleur”, segundo o qual a temperatura u de um corpo homogéneo deve satisfazer

a equacao
Uy = A’U,, {11)

e onde apresenta um novo método de resolucio para este problemal*i,

Dessa maneira, se supusermos que a temperatura v de um sélido homogéneo esteja em equili-

brio, entdo segue de {1.1) que LHu = 0, e mais uma vez obtemos a equagao de Laplace.

1.1.2 A equacao de Laplace

§5. O fato de a equaclo de Laplace aparecer na formulagdo de modelos fisicos tdo diversos é,
sem didvida alguma, intrigante. Além disso, foi necessdrio algum tempo para que os matematicos
do século 19 percebessem que deveria haver um conceito comum por tras disso.

A resposta encontra-se exatamente na idéia de equilibrio, i.e., que podemos associar a cada
um desses fendmenos uma quantidade cujo fluxo total em qualquer regifio seja nulo. Mais explici-

tamente, temos:

¢ Num liquido incompressivel, a guantidade de matéria que penetra numa regido devera ser

compensada pela saida de ignal volume, para evitar uma eventual mudanga de densidade do

liquido;

¢ O campo de forcas gerado por uma particula, ou mesmo por uma carga elétrica, no vicuo
pode ser associado, por analogia, aos raios luminosos produzides por uma fonte pontual e,
neste caso, todos 0s ralos gue incidem sobre uma regifo que naoc contenha tal ponto lnminoso

necessariamente irdo sair dela, e o fluxo total sera nulot¥iv):

1

¢ Num sélido homogéneo em equilibrio térmico, as trocas de calor entre as regides devem se

compensar, para que nao ocorram variacoes de temperatura.

Em termos matematicos, se considerarmos w como sendo uma grandeza fisica satisfazendo a
condicao

O 1o = 0, YU cC @,
ov
U

Gaiyid segao 1.2.
(=) Parace.me bastante plausivel que esta analogia possa ter auxiliado Newton a formular sua Lei da Gravitagio

Universal,
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seguird do Teorema do Divergente que

/Audz:/divVudmm diamo.
4] I AU 81/

Sendo o aberto U CC Q arbitrario, devemos ter Auw = 0 em §.

§6. Inversamente, podemos considerar tudo o gue fol visto até aqui do ponto de vista pura-

mente matematico e associar fendmenos fisicos generalizados para regides abertas Q@ C R™, com

n > 2.

Neste caso, o potencial gerado por uma particula em R” ird corresponder a solugdes radiais da
equacao Au = 0, e que sio da forma u(x) = aloglz| + b, se n = 2, e u(x) = amf_—_—f +b,cason > 2.
Em vista disso, podemos definir a soluciio fundamental da equagio de Laplace®™), como sendo

1 1

— log —
277 OD[$[’

1 1
(n— 2)wn, |27

Além disso, dado um aberto 2 C R", uma questao fisica natural que surge € se existe uma

sen =2

W z) = L ER® x#0.

sen >32

configuragido de equilibrio de temperaturas sobre §2, sabendo que a temperatura sobre a superficie
do condutor é dada por f. Matematicamente, temos o seguinte problema de Dirichlet:
Au=0 em Q
(1.2)
uw=f sobre 00
onde por solucdo consideraremos, ao menos na 1% parte desta monografia, aquelas funcdes que
satisfazem {1.2} no sentido cldssico, i.e., tais que u € C2(Q) N C(Q).
Caso 2 seja limitado, segue do Principio do Méximo que, se existir solucio para o probiema
acima, ela necessariamente serd tnica, embora essa conclusio seja falsa para ) ilimitado. Com

efeito, se 2 = R for o semi-espago superior, entdo
ui(z) =e " cos zy
ug(x) =€ cos 11
satisfazem a equagao Aw = 0, mas com a mesma condigao de contorno sobre 9R%. Para evitarmos

inconveniéncias desse tipo, estaremos interessados sempre em solugoes limitadas, o que elimina a

22 solugdo acima, por exemplo.

“)Embora essa terminologia seja cldssica, na linguagem moderna da Teoria das Distribuigdes isso sigaifica que
~ A% = §, ou seja, —/ Pr—y)Ae(y)dy = o), Vo € R*, Ve € CFF (). Esta relagio serd verificada sob condicbes
RTL

Dem mais gerais na préxima subsegao.
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1.1.3 A equacao de Poisson

§7. A generalizacao imediata do potencial gravitacional gerado por uma distribuigio de massas

com densidade p num aberto limitade Q ¢ R” é a seguinte™¥V:

u(w) = [ (e - y)oly)di, (1.3)

sendo denominado potencial newtoniano gerado pela densidade p.

Uma anilise mais atenta dessa expressio nos mostra que ela estd bem definida para todo
z € B*, desde que p seja integrdvel e limitada. Além disso, embora Au = 0 se z € €1, nio devemos
ter muitas esperancas de que a mesina relacdo se verifique em {2, por conta da descontinuidade no
nucleo da integral.

Com efeito, essa equacao nao se verifica em 2, como fol constatado pela 1* vez por Poisson em
181301 Segundo Poisson™ 1| 4 expressdo (1.3) vinha sendo utilizada apenas na regido exterior
a £, o que ndo trouxe maiores dificuldades para a época; Morris Kline, no entanto, argumenta
que num artigo de Laplace de 1789(¥%) este assumira implicitamente que a equagio se verificaria
inclusive nas regides contendo matéria®™), De qualquer forma, ndo foi possivel verificar essas
informacoes.

§8. Devemos ser cautelosos no calculo das derivadas do potencial newtoniano u, por conta
do grau de descontinuidade e de integrabilidade das derivadas da solugio fundamental ¥. Isso sera

feito em trés lemas(od)

LEMA 1.1 Para todo 1 <1,3 < n:

ot 1
a—xi(ﬂ?) < C-—len_l, (1.4)
el

(1.5)

vl Embora estejamos indicando p como sendo uma distribuigio de massas, admitiremos que p assuma tanto valores
negativos quanto positives. I verdade que isso poderia ser evitado se tratdssemos de uma densidade de cargas

elétricas. No entanto, acredito que a idéia de potencial gravitacional tem um apelo intuitivo mais claro.
vildg 1. Poisson, loc cit.
(=¥iilbg Ty Poisson, loc cit.

xivid nota {ix).

=x3Cf. M. Kline, op cit, p-330.

e Cf D, Gilbarg e N. S, Trudinger, [32], pp.54-56.
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Demonstragdo. As estimativas acima seguem do cdlculo direto das derivadas de ¢:

o 1

az, (z) =~ EW,

Gl 11 T T
5u:05; ) =Tl {”53?1&7 - 5*"’}'

LEMA 1.2 Se p for limitada € integrdvel, entdo u € CL{R™) e, para todo z € B™,

du
(o) = /Q o (@ = y)oly) . (1)

vi(z) = f 2z~ y)oly) dy,
Q T

segue da estimativa (1.4) que v esta bem definida para todo z € R”. Nosso objetivo serd mostrar
_ Ou
h B:cz

Para tanto, vamos fixar uma funcao 7 € C*(R) tal que 0 < n < 1, n(t) = 0,se t < 1, (L) = 1,

Demonstracdo. Escrevendo

que v;(z)

set>2e0 <7 €2 Para cada ¢ > (), podemos definir:

welz) = fﬁ 3 — y)nele — v)ply) dv,

onde n.{x — y) =17 (‘T;yi)

Pela construgdo de 7, ¢ imediato que u, € CHR") e

vi(z) — ZZE, (z) = / g%{ﬁ(x - y) El — Ne{z =~ y)] }p(y) dy.
! QM Baelx) ‘

Logo, para todo z € R",

5i(2) = 2% (2)] < suplol (ia—?!ﬁw! -
dzi 17 o Bau(0) Oz €
2e

Ce(1+ |log2e]), sen=2

< Sgplpl
- Ce, sen > 2

Ou, . .
Fazendo ¢ — 0, segue que u; e a—fw convergem uniformemente a u e v, respectivamente, em
£y

du

= b UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRA!
CECAQ CIRCULANTF

R™. Logo, u € C1{R") e v;(z) n
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O grande inconveniente ligado ao potencial gerado por p diz respeito ao cdlculo da derivada
segunda de u, uma vez que, pela estimativa (1.5), nao € permitido o calculo de = sob o sinal da
integral em (1.6).

Para a demonstragio de u € C%(Q), devemos supor que p seja Hélder-contipua™i com

expoente 0 < a < 1, ou seja, |p(z) —~ ply)| < Clz — y|*, Vz,y € Q.

LEMA 1.3 Se p for Hélder-continua com ezpoente 0 < o < 1, entdo u € C*() e, para todo z € (,

Ou 99 o9
B.02; (z) = ., 95.0%; (z —v) [ﬂ(y) - p(ﬂ:)} dy — plz) . 7o (@~ 9ily) doy,
G 0

(1.7)
onde 3y DD 1 € uma aberto limitado com bordo regular e estendemos p como sendo zero em R™\1.
Demonstra¢do. Por conta da estimativa (1.5) e do fato de p ser Holder continua, a funcio

529
wij(z) = . G297, (=~ y) {p(y) - p(ﬂr)] dy — p{z}

o
B, yivi(y) doy
8%

estd bem definida para todo = € £L.

Mantendo as notacdes do lema anterior, definiremos

a . (:c =~ yIne(z — y)ply) dy.

Dessa forma, v;, € CH(Q) e, por aplicagio da férmula de integragio por partes, vird

a@if _ WC(Q_ 8_19 — -
e = ] o, {axi(:z: Y)ne(x y)}p(y) dy
0

= j %{%(z — yne(z - y)} [p(y) - p(z)] dy — plz) c’ii yIne{z — y)v; doy

8

I
- | a_f:;{gxlwmf(x-y)}[p(y)_m@ w=pte) | = ) doy,

onde na ultima igualdade estamos supondo 2e < d(£2, 8€2).

Gexlhfioi exatamente para essa finalidade que Ludwig Otto Halder (1859-1937) introduziu tal condigio. Cf L. Q.
Holder, Bestrdge zur Folentiaitheorie, Stuttgart, 1882 (Dissertag@o). Apud O. D. Kellogg, op cit, p.152.
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Assim, se @ € Qg := {z € 0 : d(z,80) < 2¢}, teremos

|
;. a | ad
wyy (2) — a:;j (x)] = s 5:;{5;5(1 - y) [1 ~ ne(z —y)”{p(y) —p(«":)} dyl
r—yl <2
2
<C 819]-%-%@ 21" dz < Ce*.
0z;0z; £ 18z :
izl < 2e

(23 .
Sendo a > 0, 8—3»5— converge uniformemente a w;; nas partes compactas de Q quando ¢ — 0.

T
i
. Ou :
Como pelo lema anterior v;, — p uniformemente quande ¢ — 0, segue que u € C%(Q) e
7
Hu s -
dxidz;

Na verdade, a conclusdo do Lema 1.3 é falsa caso p seja somente continua, como podemos

verificar no exemplo abaixotil);

EXEMPLO 1.1 Sejam Q= B;,{0) CR% e

(wf ~ o3

. aWJ|1ogi$1r“-2(a_mmog;xé), s 0 <z <}
px s i

a, sex =10
onde 0 < o < 1. Assim, p € C(£}), mas 0 potencial gerado por p,

(2f — z3)| log 2| |", se 0 <iz] < 5
u{z) = ’

0, se x =0

- - 2
nio é de classe C~. [ ]

Contudo, se p € L1(Q) N L°(Q), entdo em virtude do Lema 1.2, sabemos que u € CH{R"™) e,

além disso, é possivel provar que a equacio —Au = p é satisfeita no sentido das distribuiges, ou

seja,,(“iv)
/(Vu,Vgo) dr = / ppdr, Yo € C5o ().
0 f:

§9. Finalmente o resultado que queriamos:

Geeill)(or B Dacorogna, [13], p.127.
(od¥iCf B, Lieb e M. Loss, [44], pp.149-150.
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TeEOREMA 1.4 Sep for Holder continua, entio u € C?()NCHR™) e satisfaz a equacdo de Poisson,

e, —Au=p em (1.
Demonstragdo. Com efeito, dado z € 2, vamos fixar R > 0 suficientemente grande tal que 2 CC

Br(z). Assim, tomando € = Bg(z), pela equacio {1.7) teremos®*Y)

—tu(e) == | 2a9( =) [ply) - ple)] dy + —r

i1
-plz) Z viv; do = plz).
£ a5, =1

Podemos formular o problema de Dirichlet cldssico para a equagio de Poisson, que consiste

em obter uma funcio u € C*(Q} N C(N) tal que

—Mu = p em §
u=f  sobre g0

(1.8)

Como estamos supondo € limitado, o Principio do Mdximo nos garante a existéncia de, no
maximo, uma solugdo. Além disso, o Teorema 1.4 nos assegura que a resolugio do problema acima
quando p for Holder-continua num aberto §} ¢ equivalente ao problema de Dirichlet para a equagio

de Laplace; mais precisamente, temos:

COROLARIO 1.4.1 Se (1.2) admitir uma solugdo para toda f € C{OQ) ¢ se p for Hélder-continua,

entdo o problema (1.8) também possui solucdo para toda f € C{9Q).

Demonstracdo. Definindo v como sendo o potencial gerado por p, dado por (1.3), tomamos w como
sendo a solucio da equagdo de Laplace com condi¢do de contorno f — v, onde f € C(99Q). Neste

caso, u = v + w satisfaz (1.8} e, além disso, u € C?*(Q)) N C (). [

O Exemplo (1.1) nos mostra que se p for apenas continua, a conclusio do coroldrio acima deixa
de ser verdadeira, pois, como veremos na subsecio 1.3.2, ¢ problema de Dirichlet para a equacao
de Laplace sobre By /,(0) sempre admite solugao.

§10. A equagdo de Poisson foi obtida originalmente por Poisson apenas sob a hipétese de

continuidade de p e o argumento utilizado foi o seguinte:

=1 Devemnos ressaltar que, neste caso, y = A3z —y) [p(y) - p(m)} é uma funcio integrivel e nula exceto em y = z,

ao conirdrio de y = H:9{x — y) que njo é integravel em qualguer vizinhanca de z.
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Suponhamos {} homogéneo, ie., que p seja constante. Utilizando uma relagio de-
monstrada por Newton, conclui-se facilmente gue o potencial gravitacional u satisfaz
—Lu = p.o Caso §2 seja heterogéneo e p, apenas continua, fixamos arbitrariamente um
ponto z € {). Para toda bola B,(r) suficientemente pequena, vemos que o potencial
resultante sobre z pode ser decomposto em duas partes: a primeira, u;, gerada por
O\ B:(z), que é harménica, e uma segunda, us, que é gerada por B:(z). Em nosso caso,
estamos interessados apenas em wuy {pois ja sabemos que Auy = 0). Escolhendo £ téao
pequeno quanto se queira, podemos supor, com um erro desprezivel, que p valha p(z) em
B.(z) e portanto, pelo caso anterior, teremos —Aug{z) = p(x). Seguird das equagdes

correspondentes para u; e up que ~Au(z) = p{z), Vr € 2, quando p for continua.

Devemos reconhecer que essa seria uma demonstracio bem mais simples do que a apresentada
por nés, nao fosse pelo mero detalhe de ela estar errada. O erro de Poisson estd no forte apelo fisico
utilizado, escondendo as questdes genuinamente matematicas envolvidas. No entanto, esse tipo de
argumento foi bastante utilizado até meados do século 19, como iremos verificar nas proximas

seges(XVi),

1.2 O método de Fourier

1.2.1 O problema de equilibric térmico numa placa semi-infinita

§11. Historicamente, o método de Fourier representa o primeiro tratamento sistermatico para
a resolugdo de equagoes diferenciais parciais e, embora sua aplicacio esteja restrita a regides com
simetrias, teve um papel ingquestionivel no desenvolvimento da Matematica, especialmente porque
foi uma dos motivos que levaram os matemadticos do século 19 a construir toda uma base légica
que até entdo praticamente ndo existia; além disso, o estudo da convergéncia das séries de Fourier
trouxe 4 luz um grande nimero de questdes envolvendo conceitos fundamentais e que ja nao podiam
mais ser desprezadas.

§12. Denotaremos por Q uma placa infinita e homogénea de largura = no semiplano superior

g ko

de B®, delimitada pelas retas z = ~Z ez = %, e vamos supor que a superficie desta placa esteja

b gooundo Morris Kline (op cit, p.682), Poisson reconhecera que sua demonstragdo nao era rigorosa. No entanto,
nio temos qualquer indicacic de onde ele obtém essa informacio e, no artigo original de Poisson, também ndo ha

referéncias a esse fato.
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termicamente isolada, de maneira que nio ocorram trocas de calor na superficie.

Nosso objetivo serd determinar sua configura¢io de equilibrio térmico, sabendo que a tempe-
ratura sobre as retas z = —% e r = § serd mantida em 0, e que, sobre o segmento -5 <z < §
do eixo x, a temperatura seja dada por uma fungdo f que independa do tempo (nenhuma hipdtese
serd, feita sobre o valor de f nas extremidades desse segmento).

Como foi visto na subsecao 1.1.1, denotando por u a temperatura de equilibrio sobre a placa
1, Fourier observou que u satisfaz a equagdo de Laplace Au = 0.

Vamos supor inicialmente que u possa ser escrita comeo o produto de fungbes v = v(x} e
w = w(y), Le., u(z,y) = v(z)w(y). Neste caso, apds substituicio dessa expressdo na equacio de

Laplace, teremos
Vi) w(y)
v(z) w(y)

Ora, sendo o 1° membro funcio somente de z. ¢ 0 2°, apenas de y, entdo ambos devem ser

constantes e iguais a u. Logo, satisfazem as equacgdes

v(z) — pv(z) =0

w'(y) + pwl(y) =0
Por outro lado, temos v(—~%) = v(5) = 0, correspondente &s condigbes de contorno e, como
estamos interessados em solugbes nilo-triviais, devemos supor g = —A? < 0, de onde segue que A é

inteiro e

Ccos Az, se A= %1,%£3,...
senAr, se A ==£2 %4, ...

Como j& haviamos observado, trataremos apenas das solugdes limitadas (o que, do ponto de
vista fisico, é bastante plausivel); eliminando os valores negativos de A, teremos
e Meoshz, seAd=1,3...
u(z,y) =
e MWsendz, sed=2.4,...
Pelo Principio de Superposicao, uma combinacao finita das fungdes acima continuard sendo
soluciio da equacdo de Laplace, satisfazendo as condigdes contorno nas laterais da placa. Em geral,

no entanto, a condi¢do de contorno nao serd atentida sobre o eixo z.
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§13. A idéia de Fourier foi considerar a série

oC

u{z,y) = Z {ak e~ (2k—1)y o9 (2k ~ Dz + By e ¥ sen 2k:):} (1.9}
k=1

e tentar determinar os coeficientes «y e 5. de maneira que, para y = 0, tenhamos

o]

Flz) = k; {ak c0s (2k — 1)z + fi sen 2kz | —-723 <z< % (1.10)

Vamos admitir, ac menos por enquanto, que uma funcio g definida num intervalo {a,b) e com

boas propriedades sempre admita uma expansio em séries de Fourier da forma

oo
_a, femp N, (2
g(l:) = 5 t Z {Ug cos (b—_'a.’f)) +bj SEn (b._am) }, (111)

i=1

onde os coeficientes sao obtidos a partir das relagdes de ortogonalidade entre as funcgdes trigono-

b
2 2
aj =3 a/a‘ g{(z) cos (E)— a:r) dz {1.12)
b )
by = 2 g{z) sen 2] z | dz. (1.13)
P b —a . b—a

Iremos admitir, ainda, que a igualdade em (1.11} ocorra, pelo menos, nos pontos de continuidade

métricas:

de g.
O céleulo dos coeficientes de Fourier de f diretamente sobre o intervalo {—%.,%) nfo ird nos

fornecer, em geral, uma expansao da forma (1.10). Para tanto, devemos estender f conveniente-

mente sobre (—%, —‘0’21) como uma funcéo f tal que

flz), se —5<r<3

—flw =z}, se <ZE<37?T

3=

Com essa escolha, verifica-se facilmente que a série de Fourier de f estd representada como em

{1.10). Além disso, teremos

2 13

a == Flz)cos (2k — 1}z dx, {1.14)
~3
2 [3

,Bk m}' i f(.’ﬂ} sen 2kx dz. (1.15)

q

)

+
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Dessa forma, espera-se que a solucdo do problema posto inicialmente sobre a temperatura de
equiiibrio da placa seja dada pela expressio (1.9}, onde os coeficientes oy e 55 sdo dados por (1.14)
e (1.15}, respectivamente.

§14. Toda a argumentacao que fizemos até aqui é muito bonita e um leitor um pouco mais
desatento poderia acreditar que o nosso problema estd encerrado, enquanto ainda mal tocamos nas

questdes matematicas envolvidas. Com efeito, uma série de perguntas necessitam ser respondidas:
1. Sob quais condigdes a série (1.11) converge?
2. Quando a igualdade em (1.11) ocorre, sabendo-se que a série converge?
3. Se f tiver tais boas propriedades, 0 mesmo ird ocorrer & sua extensao f ?

4. Se f puder ser expressa na forma (1.10), o operador & pode ser permutado com 3 em (1.9)7

Em outras palavras, Au = 0 em Q7 Além disso, u € C2(Q)7

5. Serd que u satisfaz as condigdes de contorne do problema no sentido cléssico, i.e., u é continua

sobre £ exceto, eventualmente, nos vértices da placa?

Evidentemente, outras questoes surgem naturalmente da resolugdo destas listadas acima. Nos-
so objetivo serd responder a estas indagacoes no problema apresentado abaixo, o qual representa o
primeiro exemplo tratado por Fourier®™"i na sua obra Théorie Analytique de la Chaleur, corres-

pondendo a0 caso em que f = 1 sobre o segmento (—%, 5} do eixo z.

ExXEMPLO 1.2 Vamos considerar o problema de determinacio da temperatura de equilibrio da placa

Q quando o segmento (—%. %) do eixo z é mantido & temperatura constante f = 1.

Como neste caso f é uma funcdo par, devemos ter

_ 4 (=11
Be=0 e op=—or
e, portanto, (1.10) toma a forma (figura 1.1}
o0 ( ),l,, 1
4 -1 v T
W“E: D, e p e I 1.16
1 - 5k 1 cos (2k ~ 1)z, 2<1<:2 (1.16)

Além disso, obtemos a seguinte expressao para (1.9):

(xxvii)g‘ B. 1. Fourier, [28}7 p-141 et seq.
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Figura 1.1: Somas parciais dos n primeiros termos de (1.16), para n =5, 15 e 60

o
4 ~ 1)kt
u(z,y) = - %—'é—)__—lw e~ (3h=1 cos (2 — 1)z (1.17)
k=1

Retomaremos o estudo dessas representacdes somente na subsecdo 1.2.3. n

§15. A escolha da série (1.16) por Fourier realmente nic foi das mais felizes, pois represen-
tava uma funcdo constante por uma série composta apenas por ¢o-senos e consistiu em um grande
golpe nas crengas (sic) dos matematicos do inicio do século 19. Embora correta, os ataques feitos a
essa expansao em série trigonomeétrica foram bastante duros, principalmente porque, no intervalo
T <T< 2%, seu valor muda bruscamente para —1 {exatamente como haviamos construido). Um
verdadeiro despropdsito!

Alguns matematicos da Academia de Ciéncias de Paris, destacadamente Lagrange, nio podiam
conceber como uma soma infinita de funcdes levaria a algo que na época sequer era considerado
uma funcio! Vi) Além disso, Lagrange negava veementemente a possibilidade de que toda (sic)
funcio pudesse ser escrita em série de senos e co-senostx%),

Nao bastasse isso, pela escolha de pontos convenientes, Fourier fol capaz de reobter os valores
de diversas séries numéricas gue haviam sido calculadas ao longo do séeulo 18,

Comeo os criticos & utilizacdo das séries de Fourier n&0 conseguiam precisar o problema dessa

tevii mbora ndo existisse ainda uma definigho precisa de funcio, digamos que a mais flexivel admitia por fungio,
no méximo, aquelas curvas capazes de ser desenhadas no papel, sem que o ldpis fosse retirado da folha. Lagrange,
por sua vez, acreditava que uma fungio estaria completamente determinada pelos seus valores em um intervalo

arbitrariamente pequeno (¢ que ¢orresponderia s nossas funcbes analiticas).
aixivid nota (xliv).
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representacido, partiram ao ataque da questio de convergéncia global da série, além da falta de
rigor no trabalho de Fouriert™),

Correspondem a esse periodo 0s primeiros trabalhos na tentativa de estabelecer os conceitos
de diferencial e integral em bases mais rigorosas™)  Além disso, como a série (1.16) ndo é
absolutamente convergente, teoremas de convergéncia bastante delicados faziam-se necessdrios.

Fourier acreditava que todo o problema se restringia a mostrar que a sua série era convergente
pois, pela prépria construcao dos coeficientes, o limite deveria corresponder ao valor desejadoledl

No tratamento destas questOes durante as trés primeiras décadas do século 19 destacaram-
se, direta ou indiretamente, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Henrik Niels Abel (1802-1829)
e Peter Gustav Lejeune Dirichlet {1805-1859}, Poisson e o préprio Fourier. O objetivo estava em
responder se as representacdes de fun¢es por meio das séries de Fourier estavam corretas.

Somente na década de 1820 surgiriam os primeiros resultados favordveis a Fourier.

1.2.2 Sobre a representabilidade de funcdes em séries trigonométricas

§16. Ao contrdrio da confianca quase universal dos matemadticos atualmente de que o trata-
mento original de Fourier seguiu, 3 sua maneira, os passos que descrevi acima, a verdade estd muito
longe disso.

Devo reconhecer que o argumento apresentado por Fourier no seu livro Théorie Analytique de
la Chaleur, publicado em 1822, tem algo de grandioso pela infinidade de manipulacbes algébricas
que ele utiliza para finalmente obter as expresses (1.12} e {1.13).

Meu objetivo serd apresentar aqui os passos que considero mais relevantes sobre como Fourier

b Com relacdo a este dltimo ponto, ndo consegui encontrar um consenso. Segundo Bressoud ([7], p.219), essa falta
de rigor se refere & maneira que Fourier utilizara para obter a equagio do calor; Kline (op cit, p.678}, por sua vez,
acredita que tais criticas eram devidas A falta de rigor no trabalho de Fourier em geral. De qualquer forma, fica dificil
saber o quio adequadas eram as manipulacbes formals adotadas por Fourier, para os padroes pré-Cauchy, no inicio
do século 19.

Gediyiale observar que, ao longo de todo o século 18, esse objetivo foi insistentemente perseguido, mas os resultados

nac foram nada animadores.
beeeti) & respeito da série (1.16), Fourier escreveu: “Il serait aisé de prouver que cette série est toujours convergente;

C’est-d-dire que, en mettant au liew de y [z] un nombre queiconque et en poursuivant le calcul des coefficients, on
approche de plus en plus d’'une valeur fixe; en sorte que la différence de cette valeur & la somme des termes calculés
devient moindre gue toute grandeur assignable. Sans nous arréter 4 cette démonstration que le lécteur peut supplier,

[..-]7. (1. B. J. Fourier, opus cit, p.156)
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obteve os valores dos coeficientes de sua série.

A razao para 18so é que esta obra de Fourier apresenta uma rara oportunidade de se compreen-
der o processo de criacao em Matematica. Embora pudesse ter iniciado pelas expressdes integrais
dos coeficientes, ele preferiu expor todo o raciocinio (impreciso, devo reconhecer} que o levou a tais
representacoes. Além disso, acredito que tais argumentos nio tenham sido explorados o suficiente
na tentativa de expor o qudo tortuoso representa o caminho trithado pela Matemdtica. Por fim,
teremos a possibilidade de observar como a légica sobrevivia em meio s manipulagbes puramente
formais de expressoes algébricas, algo que ja vinha se arrastando desde o século 18.

Para colocarmos em pratica nosso intento, vamos tratar do segundo exemplo apresentado por
Fourier (como ja observamos, o primeiro corresponde a (1.16), extremamente mais simples).

§17. Dada uma funcdo f fmpar, nosso objetivo serd determinar determinar os coeficientes by

de maneira que
o0
flz)= Zbk sen kz. (1.18}
k=1

Expandindo ambos os membros da equagdo {1.18) em série de poténcias em torno de =z = 0,

obtemos o seguinte sistema linear infinito, nas varidveis by:

;

F/0) = 1% +2V + 33 + 41by + - -

0 = 1%b; + 2%by + 3%b; + 4%by + - - -

—FHHOY = 3By + 23hs -+ 33p +43b 4o
F740) 1+ 27b2 3 4 (1.19)

0 = 1% + 2% + 3%y + 4% +---

Fr(0) = 1°b; +2%by + 3%b3 + 4%by 4 - - -

Ao expandir ambos os membros de (1.18) em série de poténcias, parece-me que Fourier estava
3 procura de algo que atestasse a possibilidade de representacio de f na forma (1.18). Conceitual-
mente, existe uma certa diferenca entre tomar tal expansic em série de poténcias e verificar se é
possivel determinar coeficientes b, que satisfazem {1.18), ou entfio simplesmente admitir a existéncia
destes coeficientes e procurar uma férmula que permite determing-los.

Caso Fourier simplesmente derivasse ambos os membros de (1.18), a fim de obter o sistema
(1.19), ele estaria aceitando a segunda opcao. Além disse, Fourier nio estava em uma posicio muito

confortdvel, pois nada lhe garantia a viabilidade de uma decomposi¢do de f em série de senos, por
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exemploFxiii}

§18. A resolugio de um sistema infinito realmente ndo é tarefa das mais ficeis, pois além de
envolver laboriosos célculos, leva & questdo da prépria convergéneia de cada equagdo. No entanto,
para a época, a manipulacio de somas infinitas era o menor de todos os problemas(eiv},

A idéia de Fourier foi bastante interessante e partiu da resolucio de sistemas finitos™*"). Para
isso, ele considera apenas as n primeiras equacdes em (1.19), supde byuq = by = -+ = {, e resolve
o sistemna em 7 equagles a n incégnitas. Além disso, é bastante razodvel que, ao aumentar n, tais
solucdes se aproximem dos coeficientes que devem satisfazer o sistema infinito oréginal("xx"é).

As expressoes dos coeficientes by sdo entio obtidas na forma de produtos infinitos e, apds
varias pdginas de fatigantes manipulactes algébricas, obtém-se a seguinte representacdo para os

coeficientes em termos de uma série envolvendo todas as derivadas de f em z = 0:

Agrupando os termos de wna mesma coluna, vemos que a j-ésima coluna corresponde a série de

Taylor da 2(j — 1)-ésima derivada de f, avaliada em z = 7. Com base nessas observacoes,

E2i-Vg
obtemos uma expressac um pouco malis simples para by:

(=D by = ) = ) ) = )

bei) Bmbora tanto Euter como Daniel Bernoulli j4 tivessem se utilizado de expansdes em séries trigonométricas, é
realmente dificil saber o quanto Fourier conhecia do trabatho de seus antecessores nessa drea. Num artigo de 1825,

ele escreve que Lacroix o informara sobre isso, mas ndo se refere guando isso ocorreu. Cf M. Kline, opus cit, p.676.
s IYid nota (xxxvil).
Gexvifiste recursc foi utilizado por Fredholm, na forma de determinantes infinitos, para a resolucio de equagdes

integrais, e fol neste contexto que ele formulon a Alternativa de Fredholm. Cf E. I. Fredholm, “Sur une classe

d’équations fonctionelles™. Acta Math. 27 {19803), pp-365-390. In : G. D. Birkhoff, opus cit, pp.449-485.
GxxvD O 3 A Dieudonné, op cit, pp.76-79.
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de onde vird a seguinte representagio de f em série de Fourier:

oo

Lrfla)= {fw ) + )~ e ) }&%m sen k.

k=1 (1.20)

Para ilustrar a aplicabilidade de (1.20), Fourler a utiliza para a fungao f(z) = e* — ™%, obtendo

oG

e Z
2e’T-e“‘“"

T sen kz. (1.21)

A primeira vista, nio hé nenhum problema com a expressao (1.21}. No entanto, pelo cilculo

direto do coeficiente de sen z em (1.20), concluimos nada mais, nada menos, doque 1—1+1—1+4--- =

1

2
§19. Ao leitor que estiver imaginando que Fourier aplicou algum outro critério de convergéncia

(por exemplo, a da média) para obter tal valor, lamento informar que estd completamente enganado.
Na verdade, Fourier se utiliza da soma da série geométrica

1_qt+52_t3~{....m—-—..1+t (1.22)

calculada em £ = 1.

As esperauncas de alguém que ainda tivesse confianca no desenvolvimento adotado por Fourier
e acreditasse que (1.20) seria apenas wma representacao exdtica que se verificaria caso f fosse
analitica em R j& devem ter se esvaido; ainda por cima, apds uma anomalia desse tipo acontecer
logo ao protétipo de funcdo analitica que é a exponencial.

De qualquer maneira, aqui encontramos um dos mais bdsicos exemplos de utilizagdo das
chamadas séries divergentes, as quais se disseminaram durante o século 18. O que realmente
impressiona neste caso sa0 as discussdes que ocorreram em torno da validade de se considerar ex-
tensdes de férmulas que se verificavam nos intervalos de convergéncia, para as regides onde tals
séries divergiam, exatamente como em (1.22) para t = ] oovil),

Como apenas a geometria possuia uma estrutura ldgica consistente, isso gragas aos Elementos,

de Euclides, as demais dreas da Matemadtica viviam num constante conflito sobre o que estaria

Govll) Wb séeylo 18, a manipulagho formal de somas infinitas ha multo ultrapassara a capacidade de justificd-la.

Segundo Kline, os matematicos comegaram a confiar nos sirmbolos mals do que na prépria 1gica, sustentando-se em

argumentos metafisicos para explicar seus procedimentos. Cf. M. Kline, [40], pp.151-152.
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correto ou ndo, de forma que essas discussdes deslocavam-se rapidamente para problemas de ordem

filoséfica ou até mesmo religiosa®™™Vi#} mas que, no fundo, era apenas uma forma de sustentar

uma opinido pessoal sobre o assunto.

Sobre as questoes envolvendo as séries divergentes, simplesmente nao havia um consenso.
Enquanto Euler as defendia ardorosamente contra qualquer objecio, d’Alembert nao as via com

bons olhos™*¥) | De qualquer maneira, suas razdes nio estavam estabelecidas em qualquer principio

l6gico mas, tao-somente, na conveniéncia.

Mesmo quando se inicia o processo de rigorizacio do Célculo, as séries divergentes ja estavam
tao enraizadas, que Cauchy lamenta ndo conseguir estabelecer uma base légica para elas™) . Egse

tipo de observagao nao escapa a Abel, que considera vergonhoso alguém ainda tentar formalizar o

uso de tais sériest®),

Gexxviil A interferéncia de guestdes religiosas na Matemdatica constitui um capitulo & parte nessa histéria. A presenca de
Deus foi muito marcante no estabelecimento de equagdes matematicas que modelassem os fendmenos fisicos do uai-
verso. Na verdade, até os séculos 16 e 17, a simples existéncia de Deus ji era motivo para gue um modelo matemdtico
simples, descrevende um determinado fendmenc natural, estivesse realmente correto, pois essa simplicidade refletia a
perfeicdo da obra de seu Criador. Quando Newton publica sua obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
08 modelos matemdticos propostos foram considerados corretos ainda com base nesses principios teoldgices, muito
embora, logo em seguida, tenham se sustentado na comprovagho experimental de suas conseqiiéncias. No caso, por
exemple, da trajetdria dos corpos celestes, apesar de a Lei da Gravitagio Universal garantir & estabilidade do sistema
formado por dois corpos, haveria uma instabilidade no Sistema Solar devido & perturbacgio entre os planetas. Neste
ponto, Newton argumenta que Deus se encarregava constantemente de corrigir as ¢rbitas, e a estabilidade estaria
garantida. No entanto, aqui j& observamos como Deus é colocado num papel secundario, de mero coadjuvante.
Gottfried Wilkelm Leibniz {1646-1716}, num de seus ataques a Newton, utiliza-se dessa idéia e chama & obra de
Newton de anti-crista, pois as equacdes al contidas modelam de forma tdo completa os fenémenos do Universo, que a
existéncia de Deus era desnecessdria. E assim, ao entrar no século 18, os mesmos modelos matemadticos que haviam
se sustentado na existéncia de Deus passaram a nega-la. Esse fato teve implicagdes profundas em toda a Ciéncia,
que, por essa visio mecanicista do mundo, colocava nma Matemdtica ainda débil do ponto de vista légico, como o

grande Norte do século 18. A Idade da Razio estaria apenas comegando.. .
Gexxiz} «Poyr moi, j'avoue que tous les raisonment et les calculs fondés sur des séries qui ne sont pas comvergentes ou
] q P
qu’on peut supposer ne pas I'dtre, me paraitront toujours irés suspects”. (J. R. d’Alembert, Opusc. Methem., v.5,
1768, p.35; Mémoire, p.183. Apud K. Knopp, [41], p.458.}
&l ets me suis vu foreé d'admettre plusivers propositions qui paraitront peut-étre un peu dures, par exemple qu'une
série divergente n’a pas de somme™. {A. L. Cauchy, preficic & Analyse Algébrigue. Apud K. Knopp, opus cit, p.459.)
(=t} et o5 séries divergentes sont, en général, quelque chose de bien fatal, et C’est une honte qu'on ose y fonder aucune

démonstration”. {Abel em carta a Michael Berndt Holmbdée, 16 de janeiro de 1826. Apud K. Knopp, loc cit.)
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§20. Retomando a expansao de f dada por (1.20}, devemos procurar uma forma mais tratdvel

para os coeficientes. Para isso, definimos

1 .. 1 ... 1 ..
splz) = flz) — Effzz(x} + }C"”gf%(iT) _ ngm(m) T
e, pela derivagio formal de s;, obtemos a seguinte equacio ¥

1 d2$k
e =

Portanto, s, pode ser escrita na forma
e
splz) = acoskx + bsenkzx —l—kf fltysenk(z — 1) di,
, 0

onde o e b sdo constantes.

Como s;(0) = 0, devemos ter @ = 0. Assim, tomando = = =, obtemos

sp{my = (—»l)kwlk-/oﬁ lf(t)sentdt,

e, consegiientemente, os coeficientes by da série de Fourler de f devem ser dados por

2 T
bk:xh/- flz)senka dz.
TJo

Impressiona o fato de se obter o resultado correto apds tantos apelos a argumentos nada
precisosHiil,

§21. Sobre a série (1.20), Fourier observa que. embora tals coeficientes tenham sido obti-
dos para fungbes infinitamente diferencidveis, tal representacio permanece vdlida para fungoes

descontinuas e totalmente arbitrarias®*i"), Neste caso, é realmente dificil saber qual a extensdo que

o comentario de Fourier assume'™¥), mas essa pretensa generalidade ndo deixa de ser curiosa.

G} Fourier, agui, ultrapassa todo o bom-senso e trata 7 como sendo uma varidvel, A equacao diferencial obtida em

termos de 7, no entanto, é logo reescrita na varidvel 1.

GO outro exemplo ainda mals surpreendente desse $ipo de fendmeno estd na obtencio original da formula de
Stirling por Abraham de Moivre (1667-1754) e James Stirling (1692-177(), publicada em 1730. Cf. D. Bressoud, [T},
pPp-294-303 e 122-123.

Glv)sOn peut étendre les mémes conséquence & des fonctions quelconqgues, mémes A celles qui seraient discontinues

et entierement arbitraires”. {J. B. J. Fourier, opus cit, p.207)

(=¥)para Euler, por exemplo, uma funcio descontinua era uma curva tracada continuamente, mas com eventuals

descontinuidades na derivada. No entantc, parece-me que Fourier tinha em mente as fungdes seccionalmente continuas.
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De qualguer maneira, fica claro agui um recurso utilizado 4 época, de admitir um resuitado
como verdadeiro pela utilizagdo de um néimero minimo de hipdteses, suficientes apenas para que
os conceitos envolvidos possuam algum significado (no caso, a possibilidade de se calcular os coefi-
cientes b ), mesmo que tenha sido demonstrado {nos padrdes da época, evidentemente) apenas um
caso bastante particular dessa proposigéo.

Somente apos todo esse desenvolvimento e agora convencido {sic) da validade da expressdo
{1.20), Fourier passa ao cdlculo direto dos coeficientes da série por meio das relagdes de ortogonal-

idade das funcdes trigonomeétricas.

1.2.3 Alguns resultados de convergéncia

§22. Somente em 1821, com a publicacio das Lecons sur le calcul infinitésimal por Cauchy,
as bases rigorosas da Andlise comegariam a ser lancadas.

Entre 1807, quando Fourier submete seu primeiro trabalho sobre a utilizacao de séries trigono-
métricas, e 1822, quando é publicada a Théorie Analytique de la Chaleur, ndo havia ainda muitos
progressos no estudo da convergéncia das séries de Fourier; muito embora Fourier se esforcasse em
divulgar, através de casos particulares, a utilidade de suas séries no estudo da conducido do calor.

Poisson apresenta em 1820 uma demonstracdo para a convergéncia das séries de Fourler e que
estaria correta, ndo fosse pelo detathe de Poisson ter assumido em determinado pomnto de seu artigo
que tais séries convergiriam. Fourier também procurou apresentar uma demonstragdo para esse
resultado na sua obra citada acima,; embora nio tivesse sucesso, fol capaz de mostrar qual a direcao
que deveria ser seguida.

Em 1826, Cauchy tratou desse problema, publicando o que acreditava ser uma solugdo. Porém
havia falhas em seu tratamento. Dentre elas, ele assumiu que. dadas duas seqiiéncias {ag)r>1 e

(bi)i>1, tais que >, ay converge e |ag — by| — 0, entdo >, by também deveria convergir. Dirich-

(—1)*
VE

; ~1)E (w1} . -
let™ ) o entanto, observou que, tomando aj = e by = = (1 4 =i ), as hipdteses sao

v v
atendidas, mas 3, by evidentemente ndo converge.

Finalmente, em 1829, Dirichlet publica uma primeira demonstragio satisfatérial™ (com al-

gumas incorregdes, é verdade, mas todas elas facilmente contornaveis) para a convergéncia das séries

3iCE P. G L. Dirichles, [18], p.118.
(=vi)p (3. L. Dirichlet, op cit.
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de Fourier, e que teve umma versio mais detalhada em 18370vil) () teorema era o seguin@e{:"ﬁ"} :

TEOREMA 1.5 {TEOREMA DE DIRICHELET) Seja f: {~m, %) — B wna fungdo limitade, seccional-

mente continua e seccionalmente mondtona sobre (—n,x}. Logo,

g s 9]
i(_x_)"_‘_ﬂg_) =% + Z(ak cos kz + by senkz), Vo € (—m,w),
2 2 —

onde ap e by sdo os coeficientes de Fourier de f:

1 s

ay = —/ flz)coskxdx, {1.23)
G

by = Lr flz)senkz dz. (1.24)
T Jer

[

§23. Agora podemos retomar o Exemplo 1.2. Antes, devemos observar que, por translacao
e mudancas de escala do intervalo de definicio de f, o feorema acima permanece valido na forma

aparentemente mais geral dada por (1.11).
ExemMpLO 1.3 Pela aplicacao do Teorema 1.5 a

f{&;‘) _ L, se T € ‘(W%? 5} ,

~1 sexe (-7, ~-F)U(5,7)

podemos concluir a validade da representacio

oo}

4 (—1)F1 7 v

I=- E ——— t— 1)z, — < =,

- Y cos (2k — 1)z, 2<z<2
k=1

Devemos verificar, ainda, que (figura 1.2)

o R
4 ~1)k- .
ule,y) = ~ E —w——u(%ll e~ 2=V 05 (2k — Dz (1.17)
k=1

realmente satisfaz a equacac de Laplace, com as condigdes de contorno desejadas, i.e., u = 0 sobre

as semi-retas £ = —5 e ¢ = I do semiplano superior, e u = 1 sobre o segmento (~%, %) do eixo z.

(xlvilip G L, Dirichlet, “Uber die Darstellung ganz wilikiirlicher Functionen durch Sinus- und Cosinusreihen”. In :

Werke, pp.133-160.
G0 D). Bressoud, op cit, pp.220-234.
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o0

(_E)k—l
2k —1

e~ (=10 o5 (2 — 1)z

4
T

Figura 1.2: Grafico de u{z,y) =

Denotando por €2, a parte da placa 2 acima da reta y = &, segue de uma verificaciio imediata

que u e todas as séries obtidas por derivacdes formais sucessivas de u convergem uniformemente

0 em 2 e as

Nesse caso, u € C®(£),) N C(8),), para todo ¢ > 0. Em particular, Au

em Q..

condicoes de contorno laterais da placa sdo atendidas.

} sobre o eixo z.

s
2

Resta verificar a continuidade de u numa vizinhan¢a do segmento (—7,

Para isso precisaremos do seguinte resultado demonstrado por Abel em 1826 num estudo sobre a

de TaylorlV:

da série

convergencia

LEMa 1.6 (LEMA DE ABEL) Sejam (c)r>1 € (vi)r>1 duas sequéncias em R. Suponha que

AY

€1 203 2 C3

e gue exista uma constante M > 0 sofisfazendo

<M, ¥n2>1.
< e M, Vo> 1.

DY, N. Abel, Buvres, I, pp.219-256. Apud G. D. Birkhoff, op ¢it

|
i
!

LU

n
>
k=1

Logo,

68-70.

1
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Demonstragdo. Definindo 54 := 371, vy, teremos
vy = 81, Uy = 82— 81, U= S3-— 82,
Portanto,
n
§ Cpliy = €181 - €2(82 — 81) + - + ¢ (8n — $p—1)
k==l
= (c1 ~ cp)s1+ (ca —e3)$2 + - + {Gret = Cr)Sn—1 + CnSn.

Como ¢, e 0s termos entre paréntesis sfo positivos, o resultado segue imediatamente da estimativa

uniforme para |sg|. ]

Vamos aplicar ¢ lema acima com

1
cr(y) = T e~ (2k=1)y e op(z) == (=1)¥ cos 2k — 1)z.

Utilizando a férmula da soma de uma progressiao geométrica, torna-se ficil verificar que
T

Z vr(z)| < [secx|, se m < n; em particular, tais somas permanecem uniformermente limitadas
k=m N i
sobre o intervalo (-5 44,5 — §).

Em vista disso, podemos tomar Q% como sendo os pontos da placa © a wmna distancia § de suas

laterais, i.e., das retas x = —5 e 2z = §. Assim, se (z,y) € §61 pelo Lema 1.6 teremos
- k1
E CCDT ey 1
— k — L e s < n.
1 e cos (2 Dz _Qmwisecé,sem_n

Lk =m

(o . wd .
Dessa forma, a série em {1.17) converge uniformemente em {}°, para todo ¢ > 0. Em particular,

ul{z,y) = lquandox = xp € (-5, §) ey — 0. [

§24. Meu objetivo, ndo é discutir resultados envolvendo a série de Fourier e a histéria de
seu desenvolvimento apés Dirichlet. Isso o leitor poderd encentrar de forma bastante detalhada e
esclarecedora na bibliografia sobre o assunto). Mas é bastante proficuo ressaltar a importancia
que certos conceitos, presentes no estudo das séries de Fourier ainda de forma bastante modesta e

acanhada, viriam a assumir neste século.

CE, G, D. Birkhoff, op cit, pp.130~156, passim; D. G. de Figueiredo, [24], pp.40-42 e 99-100; M. Kline, op cit,
pp.969-972.



30 1. Os trabalhos pioneiros

Dentre estes, talvez 0s mais importantes sejam os de autovalor e autovetor que, no caso em

que tratamos, aparecem sutilmente na obtencio das solugdes nao-triviais da equagio
v"'{z) — pulz) =0,

sujeitas as condigdes de contorno v(-3) = (%) = 0. Evidentemente, Fourier tratou ainda de
problemas mais elaborados, cujos autovalores deveriam satisfazer certas equacdes transcendentalis.

No entanto, é improvavel gque Fourier pudesse ter consciéncia da monumental importincia que
o estudo dos autovalores de um operador linear viriam assumir na Andlise, inicialmente com a

Teoria de Sturm-Liouville, no século 19; mas, principalmente, com o advento da Andlise Funcional

nesse século.

1.3 A funcao de Green

1.3.1 Counstrucao da funcao de Green

§25. Em 1828, Green publicou um pequeno livro entitulado An Essay on the Application of
Mathematical Analysis to the Theory of Electricity and Magnetism, no qual apresentou suas trés
identidades, obtidas a partir do Teorema do Divergente, e construiu a fun¢do de Green para regides
limitadas. Seu objetivo era estudar a relagio entre a densidade superficial de cargas sobre 02 e 0
potencial eletrostatico resultante.

Nesse livro, Green apresenta uma demonstracio de existéncia de solugdes do problema de
Dirichlet para a equacao de Laplace. No entanto, em vista do isolamento que a Matematica
inglesa ja vinha enfrentando a mais de um século (por conta das diferentes posturas adotadas no
desenvolvimento dos conceitos fundamentais do Calculot), esse trabalho de Green permaneceria

incégnito A Europa continental por um longo tempotit),

(m)Eﬂquanto na Inglaterra buscavam construir um Cilculo baseado nas idéias geométricas e fisicas de Newton,
apelando para velocidades instantdneas, por exemplo; na parte continental da Europa, desenvalviam-se os diferenciais,
ie., as quantidades infinitamente pequenas de Leibniz. Embora nenhuma dessas vertentes conseguisse estabelecer
uma base légica para seus conceitos, o uso dos diferenciais era bem mals flexivel, levande a todo um aparato de

manipulacdes algébricas formais e que seriam largamente utilizadas no século 18,
(8D ficou praticamente esquecido até que Sir Willilam Thompson (1824-1907), future Lorde Kelvin, intercedeu para

que ele fosse publicado no Journal fir die Rewne und Angewandte Mathematik. Cf. G. Green, J. Reine Angew. Math.
39 (1850}, pp.73-79; 44 (1852), pp.336-374; 47 (1834}, pp.161-221. Apud M. Kline, op cit, p.683.
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Evidentemente, ndo podemos ter muitas esperancgas de que os argumentos de Green tivessem
o rigor adegquado acs nossos dias. De qualguer maneira, suas linhas gerais tém sobrevivido muito
bem ao longo do tempo, ndo encontrando modificactes significativas na forma, desde a época em
que foram apresentados,

§26. No que se segue, vamos supor ! C R? aberto e limitado, e cuja fronteira J{! seja de

classe C1. Sob essas condicbes, o seguinte teorema se verificalliv’:

TEOREMA 1.7 (AS TRES IDENTIDADES DE GREEN) Sejam u,v € C2(R) N CH(Q), entdo

/ (Vu,Vu) +vAudz = vg% do, (1.25)
a0
du dv
/ uhv —vAudr = Ve T Vg do, (1.26)
o
du v
u(r) = Wy —2)5, W) — 5y —wuly)doy — [ Oy —2)Bduly)dy, ¥z € L.
a0 Q
(1.27)

A segunda identidade é conseqiéncia imediata da primeira que, por sua vez, segue do Teorema
do Divergente. A terceira identidade segue da aplicacido da segunda identidade sobre o conjunto
O\B.(z) e tomando £ — 0.(¥)

A terceira identidade de Green merece uma atencéo especial por fornecer uma representagao
para u em termos de integrais. Fisicamente, (1.27) significa que v pode ser expressa como a

combinagdo de trés potenciais, a saber:

J . -
e up{z) = .[8 o Oy ~ :E)é%(y) doy, correspondendo ao potencial eletrostatico gerado por uma

. . . a3
distribuicdo superficial de cargas sobre 012, com densidade —a—g;

o9 )
e ux(z) = e —{y — z)uly) doy, o potencial magnético gerado por um momento de dipolo
an )
magnético u sobre 98;

5} A segunda identidade de Green foi obtida independentemente, também em 1828, pelo matematice russo Mikhail
Vassilievich Ostrogradski (1801-1861). Cf. M. V. Ostrogradski, Mém. Akad. Sci. St. Peters. (6}, 1, (1831}, pp.38-53.
Apud M. Kline, loc cit.

Uma demonstraciio destas identidades pode ser encontrada em D. Gilbarg e N. S. Trudinger, {32}, pp.17-18.
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o uz(x) = / Iy — z)Aduly) dy, o potencial elétrico gerado por uma distribui¢ao volumétrica
Q

de cargas, com densidade Hwu em (.
Além disso, (1.27) nos forneceria uma bela representacio para as solucdes u € C2(Q) N CH)

do problema de Dirichlet

Hu=0 em
w= f sobre 902

(1.28)

nao fosse pelo termo %"j, que naoc é conhecido o priori

§27. Para eliminar essa dificuldade, vamos supor que ¢, € C*(Q2) N C1(Q) seja uma fungio

harménica em ). Pela segunda identidade de Green, aplicada com v 1= ¢,

du Oy,
qu(y)g;(y) - U(y)a—yy

o5t
Finalmente, somando essa expressio a {1.27), temos

(yydoy + [ dcly)duly)dy = 0.
o

u(z) = { [0 = 2) = 4a(y)]

au( - [@ _8(;5:6
a2

AT LT ayy(y)]u(y)}dﬁer

_ {qg(y _z) - g’)m(y)}Au(y) dy, V€ Q. (1.29)
Q

Tomando ¢.(y) =y — x), Yy € 99, o termo g—:j sera eliminado da representacao integral de

Com base nestas observagdes, podemos definir:

DeriNigAo (FUNQAO DE GREEN) A funcdo de Green associada ao problema de Dirichlet pare a

equacdo de Laplace em ) serd dada por

G(:Esy) = lﬁ(y - .’E) - ¢I(y)! Vx € Q: V'y € ﬁr
onde 9 € a solucao fundamental de —05 em R™ e ¢,(y), a parte regular da fun¢do de Green, deverd
ser um elemento de C*(§) N CY(Q) satisfazendo, para cada x € €, o problema de Dirichlet")

Dy =0 ern {2

. (1.30)
¢x(y) =Py —z) sobre 08

v {Observe que esta nio é uma solugio cldssica no sentido que haviamos estabelecido pois, neste caso, devemos exigir
que V¢, também possa ser estendida continuamente até 8. Essa hipétese adicional traz uma série de complicagles

na utilizacio da fungio de Green.
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OBSERVAQAO 1 Pelo Principio do Maximo, é facil verificar que G(z.y) > 0. Além disso, pode ser demons-
trado, utilizando a segunda identidade de Green, que G ¢ simétrica, ie., G{z,y} = Gy, z}, a despeito da

definicio totalmente assimétrica da parte regular da fun¢io de Green!vil),

Dessa forma, caso exista tal funcdo ¢, a fungio de Green associada a € est4 bem definida e

{1.29) pode ser escrita numa forma bem mais compacta:

u(z) = —/ a—iuG(az, yiuly) doy — Gz, y)huly) dy, Vo € Q.
a7 0

Finalmente, se u ¢ C*(Q)NCH(Q) for harménica em 2, entdo teremos a seguinte representacio

para u:

u(r) = — %G(w,y)u(y} doy, ¥z € 8, (1.31)
o Y

a qual depende apenas dos valores de u sobre 8.

§28. Em vista da representacdo acima, somos levados a imaginar que a resolucio do problema
de Dirichlet ird se limitar apenas & determinacdo da funcio de Green associada a £2. No entanto, isso
significa determinar sua parte regular dada por {1.30), o que nao simplifica muito nosso problema;
além disso, ¢, deverd pertencer a C*((2), uma condicio bastante estranha no meio onde estamos,

que ¢ exigir também a extensao continua das derivadas de uma tal solugéo até 92, como podemos

observar no exemplo seguinte™i):

EXEMPLO 1.4 Consideremos a regio em forma de L dada por € := (—1,1)2\[0,1)° (figura 1.3).
Parametrizando-a em coordenadas polares, segue que a funcio u(r, ) := r?/* sen (QJ’;—”) é harmo-
nica em {2 e continua em ; além disso, u/zn é suave. Como veremos no Capitulo 3, 0 problema de

Dirichlet sempre ird admitir solucio em : no entanto, u ¢ C*{€). ~

Ainda, a expressao (1.31) foi obtida sob a hipdtese de que a fungio harmdnica u existisse e que
estivesse em C1(). Dessa maneira, caso sejamos capazes de demonstrar a existéncia da fungio

de Green, {1.31) nos oferece apenas qual seria um candidato natural a solucdo do problema de

Dirichlet.

Vil Cf. L. C. Evans, [20], pp.35-36.
VD Of, W. Hackbusch, [34], pp.13-14.
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Figura 1.3: O dominio €2 do exemplo

A obtencdo explicita da funcao de Green pode ser feita apenas para dominios extremamente
particulares, como por exemplo o semi-espago ou a bola em R". Como aplicagio das técnicas
ilustradas aqui, na préxima subsegio iremos demonstrar a existéncia de solugdes para o problema
de Dirichlet sobre Br(0). Em seguida, trataremos da existéncia da funcao de Green para regides

mais gerais, como utna bela aplicacdo do Teorema de Hahn-Banach.

1.3.2 A férmula de Poisson

§29. Nosso objetivo serd obter uma f6rmula explicita para as solugdes do problema de Dirichlet
sobre Bp(0} ¢ R", partindo da construcido da funcio de Green associada a Bpr(0), com a qual
seremos capazes de verificar que a expressio (1.31) realmente resolve o nosso problema no sentido
classico, para toda f € C(9Br(0)).

Para a obtencdo da parte regular da funcao de Green, utilizaremos um principio de reflexao
de cargas eletrostaticas, ou seja, dada uma carga pontual numa regidao €, devemos determinar a
posigao de outra carga, no exterior de ), mas gerando o mesmo potencial sobre 8Q2. Esse potencial

serd a funcdo procurada.

No caso de B, (0), podemos fazer a seguinte definicio:

DEFINIGAO Dado z € R™, x # 0, vamos definir a reflezdo de © com relagdo a OBR(0) como sendo
o ponto x', na direcio positiva de x, tal que |z|jz'| = R®; matematicamente, podemos escrever
2
= —=z. Em particular, (z'Y = .
|z|
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O ponto &’ possui uma propriedade geométrica bastante elementar, mas que serd de grande

atilidadel™).

PROPOSIGAO 1.8 Se xz & OBR(0) e z # 0, entdo

ly — x| |z
o= R Yy € 8BR(0).

Por outro lado, se y € Br(G), entdo

ly—z |zl

y x/s-—R‘lv EB (O) 7%01
ly—=| Iz

ly — ﬂf’i SR # Br(0).

Demonstragdo. A demonstragao desses fatos é extremamente elementar ¢ seguem da expressio

el WP -2y el 2y - 20y.2) + o

-2 2B+ & B W 20+ B2

Se y € 9BR(0), entdo obtemos a primeira identidade. As outras duas relagoes sio conseqiiéncia
1 lyf? z?
(2 =16 ) - (Logor 4 22) = (2 - 22) (1- 1),

Com base na proposiciic acima e na dependéncia radial da solugio fundamental ¢, concluimos

direta de

que
Hy —z) =4 (%‘» (y — x’}) . Vy € 8Bp(0), vz € Bg(0), x # 0.
Além disso, como 2’ & Br(0), se x € Bg(0), entdo a parte regular da fun¢io de Green deverd ser
dada por
_ ﬂ(%(y—m')), sex € Br(0), z#0
bz (y) = .
D{y), sexr =10
Utilizando a expressdo de £ a proposigdo anterior, obtemeos
aG R~ |z]? 1
G y) == ] —. (1.32)
vy ol jy— x|

(%) A segunda parte dessa proposicio serd utilizada somente na préxima subsecdo,
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§30. Dada f € C (BBR(O)), devemos verificar se (1.31) realmente satisfaz a equacio de
Laplace, com condi¢éo de contorno f, no sentido cldssico. Em nosso caso, o candidato a solucdo

para tal problema {emn a seguinte representacio:

u(z) = M[ W) 45, vz ¢ Ba(0). (1.33)

Tn ly —

Por verificagdo direta (ou utilizando a simetria da fun¢ido de Green), conclui-se que u é
harmoénica em Br(0), de forma que o ponto delicado da demonstragio estd na constatagdo de

que u assume o valor de contorno desejado, em outras palavras, resta-nos demonstrar que

hm u{z) = f(zg), Yzy € OBR(0).
I->Tq
X:EBR(G)

Para isso, utilizaremos o lema seguinte, o gual é conseqiléncia imediata da equacio (1.31)

aplicadaau=1:

LEMA 1.9
R —|z1? 1
——i ——doy = 1, Yz € Bgr(0).
URR iy e x]n
JBr{(0)
n

Pela continuidade de f, dado € > 0, existe § > 0 tal que |y —xo| < & implica |f(y) — f(we)! < &

Com essa notacio e pelo Lema 1.9, podemos escrever

RQ _ 2 1 R .
u(e) - o) = 20 / = )~ flan)] do
n 8B2(0) Y !

R |z 1
JBR{0}Y M Bslxo)

+ — L [f(y) - flao)] doy
95 ly — z|
r(O1\Bs(we)

= A4+ B.

Seja ¢ > 0 tal que d(y, Bj/s(xo)) > £, Yy € OBg(0)\Bs{zo). Logo, se x € Bsj2(z0), entdo pela
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continuidade de f teremos:

Al <&,

RZ o '3;.12
on R

_ 2 flm R

|B| <
m

I
0B 2 e (B2 - 12) =0,

quando z —+ 9.

Conseqgiientemente,

i u(z) = flzo), Voo € OBR(0)
ol By
:L‘EBR{Q)

e, portanto, a funcio u dada por (1.33} satisfaz o problema de Dirichlet para a equacdo de Laplace,

com condigao de contorno f.

§31. A representacio integral da solugiio do problema de Dirichlet

R? — |z )

UnR OB (0) Iy - mtn

ulz) = doy, Yz € Br{0)
¢ denominada férmula de Poisson e uma tal expressao fol obtida pela 12 vez por Poisson em 18201,
Além de garantir a existéncia do problema de Dirichlet em Bg(0) por meio de wma férmula

explicita, essa expressdo permite obter estimativas de crescimento de funcdes harmdnica por meio

da desigualdade de Harnack{™:

PROPOSIGAO 1.10 (DESIGUALDADE DE HARNACK) Seja u € C(Bg(0)) uma fungdo harménica e

ndo-negativa. Logo,

o2 Rzl
(R+1z))"!

R+ |z

u u (s PRI b
0 ue) S By

w(0), vz € Bg(0).

Demonstracgo. A proposicio segue diretamente da estimativa do nicleo da férmula de Poisson a

partir da desigualdade triangular

Rzl <ly—z| £ R+ iz|, vz € Br(0), Yy € 0Bg(0),

98 D). Poisson, J. Ecole Poly. 11 {1820}, p.422. Apud O. D. Kellogg, op cit, p.241.
U= A Harnack, Grundlogen der Theorie des logarithmischen Potentials, Leipzig, 1887, p.62. Apud O. D. Kellogg,

op cit, p.262.
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e do valor de u calculado em = = 0, utilizando a férmula de Poisson ()

1
- do.
w0) o R™1 /c:;BR(O}u 7

n
Nés iremos utilizar a estimativa acima na secdo 1.4, para demonstrar o Segundo Teorema de

Harnack, o qual, por sua vez, é necessario no estudo dos método de Poincaré e de Perron.

1.3.3 Sobre a existéncia da funcao de Green

§32. O fato de a fungio de Green ndo ter sido explorada de forma mais sistematica durante o
século 19 se deve em grande parte, como ja observamos, ao desconhecimento do trabalko de Green

na Europa continental. Além disso, a resolucio do problema particular

Doy =0 em )
to{y) = F(y ~ z) sobre 922

ndo simplificava muito a questao original.

De qualquer maneira, a funcido de Green envolve uma questdo bastante delicada e gue diz
respeito ao fato de sua parte regular ser uma fungiio em CH{Q2). Acredito que esse detalhe tenha
passado despercebido até o final do século 19. Em 1890, por exemplo, Poincaré ainda ndo parecia
se deter muito nessa questao de regularidade, pois a0 resolver um caso particular do problema de
Dirichlet {sobre a existéncia de um potencial condutor para Q), ele observa que o caso geral poderia
ser obtido por meio da funcio de Green!™il),

Tal problema somente seria resolvido por Alexander Lyapunov (1857-1918) em 18980*%) | ga.
rantindo a possibilidade de extensio continua das derivadas de ¢, sobre 2, desde gue ) fosse

suficientemente regular™¥.

(=il Bigsa ¢ a chamada férmula da média que serd estudada mais detalhadamente na secio 1.4.
Usi)aregt un cas particulier du probleme de Dirichlet, mais on connait un moyen {par les fonctions de Green) de

ramener le cas général a ce cas particulier”. (H. Poincaré, [48], p.29)

=) A Eyapunov, *Sur quelques questions qui se ratachent au probléme de Dirichlet”. J. Math. Pures Appl. 5 (IV)
{1898). Apud O. D. Kellogg, op cit, p. 238.

ma demonstragio desse resultado em dimensio trés pode ser encontrada em S. L. Sobolev, {55], pp.292-296.
Utilizando a teoria moderna, no entanto, é possivel obter uma demonstracio muito mais elegante em dimensio
qualquer, guando 89 for de classe O™, por exemplo. Nesse caso, o interesse fica por conta da possibilidade de

representagio de uma fungdo harmdnica v na forma (1.31). Cf. G. B. Foiland, (26}, pp.263-265.
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Como nao faremos maior uso da fungao de Green nesta monografia, nos contentaremos com
uma aplicacdo do Teorema de Hahn-Banach apresentada por Peter D. Lax®™i & que trata da
existéncia de tais funcbes em abertos limitados de R”.

§33. Sejam Q C K™ um aberto limitado e B o subespago vetorial de C(99) formado pelas
fung¢bes f para as quais o problema de Dirichlet admite solucgio cléssica, a qual denotaremos por

uy. Pelo Principio do Méximo, para cada z € {1, a aplicagio

Ly: B — R
fo— uglz)
¢ um operador linear continuo. Além disso. L, é mondétona crescente, i.e., fi < fo implica L,{f1} <
L.{f2) ou, equivalentemente, f < 0 implica L,(f} < 0.
Nosso objetivo inicial serd utilizar o Teorema de Hahn-Banach{™ para estender o operador

L, a C(99), preservando a monotonicidade. Isso serd feito por meio de sua forma analitical™vii):

TEOREMA 1.11 (TEOREMA DE HAHN-BANACH, FORMA ANALITICA) Sejam E um espaco vetorial

normado e p: B — R uma fungdo subaditiva e homogénea positiva, ou seja,

p(xy +x2} < plx1) +p(xz), Vx1,x2 € E,

plax) = Ap(x), Vx € E, A > (.

Dados F C E um subespaco vetorial e T : F' — R um funcional linear continuo tal que Tx < p(x),
Vx € F, entdo existe uma extensdo linear continua T de T em E tal que Tx < p(x), VxcE. =

Vamos tomar pp(g; := sup L.{f), de forma que p, é subaditiva e homogénea positiva; além
f<g

disso, Ly(f) = po{f), Vf € 15{-%

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe L, : C(09) — R linear e continua, que estende L,
e L.{g) < ps(g), Yg € C(8Q). Em particular, L, é mondtona crescente, pois g < 0 implica
La(g) < p2(g) 0.

§34. Dado y € 90€1, a aplicagao ¥y : z =+ ¥(z — y) pertence a C(J2), e podemos definir

$rly) = Em(ﬁy)

=ip . Lax, [42).
(=vi)g Banach, “Sur les fonctionnelles néaires IL” Studia Math. 1 (1929}, pp.223-239.
(xviilof [ Brézis, 8], pp.i-3.
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Sendo L, linear e continua, teremos Ay ¢ (y) = Lo{Hy¥y) = 0, de maneira que ¢, é harménica

em R™\ 3. Ainda, se y ¢ Q, entdo ¢, € B, de onde segue que
$x(y) = La(8y) = ¥y ~ z), vy € QL. (1.34)

§35. Em vista do exposto acima, para mostrarmos que ¢, € a parte regular da funcdo de
Green em {2, serd suficiente que ¢, definida em R™\ 89, possa ser estendida continuamente sobre

dQ. Para isso, devemos supor que { satisfaca a condigdo da esfera interior e exterior:

DEerFINICAO ) satisfoz a condigdo da esfera interior e exterior se existir v > 0 tal que, para todo

yg € 0Q, existam y1 € O e yo € Q satisfazendo as seguintes condigées:

Bry1) C Q. 8B:(y:1) N 99 = {m},
Bo(y) N =0, 0B, (y2) 102 = {yo}.

OBSERVAGAO 2 Para cada yo, como B,(y;) e B,(y2) ndo se interceptam, o plano tangente a 8Q em yo

estd bem definido; em particular, os pontos y1 e y» est8o unicamente determinados.

Dado y € Q, com h = d{y, 00) < r, tomamos yg € J0 o Gnico ponto que minimiza a distancia
entre y e QP Como y # 1 e y # yo, podemos definir ¥ e 3", as reflexdes de y com relacio a
8B.{y1) e 8B,{y2), respectivamente.

Nosso objetivo serd mostrar que, caso y esteja suficientemente préximo de 9, entdo ¢’ e ¢

nao pertencem a .

PROPOSIGAO 1.12 Sey € Q ed(y,0Q) < £, entdo v ,y" € §1.
3 .y

Demonstragdo. No caso de ", nio ha problema, pois y €  significa y € B,(y2) e, portanto,
y" € B, (y2)-

Por outro lado, vamos supor y € £ e que diy, 0Q) < %’r Se yg for o ponto que minimiza a
distincia entre y e 99, entdo y € [yg, ylg(h‘"‘}; malis precisamente, ¥ = y1 +¢{yo — 1), com % <t <l

Logoe v = y1 + s(yo — y1), com 1 < s < 3. Em particular, |y — yo| < r ey € B{yz). -

(xix) 4 unicidade segue do fato de que Br(y) e B-(y1) devem estar no mesmo subespaco afim determinado pelo
plano tangente a 9% em yo. Como este plano tangente também tangencia Bi(y) e B.{y:) em yo, e A < 7, entao

Bnly) € Be(n). Logo, Ba(y)noQ = {yy}. Além disso, temos y € [yo, 1], 1.6., ¥ estd no segmento que liga yo 2 y1-
(=x1%7id nota anterior.
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Se z € 99, entdo z & B {y1) e z & B.{ys}. Logo, aplicando a segunda parte da Proposi¢éo 1.8,

com as devidas modifica¢tes de notagio, teremos

r I 1 T
T = T W :
ly~wya| W2 T ly—2 " ly-ul |y -4

vz € 51,

onde estamos supondo y € Q e d(y, Q) < &

Vamos supor n > 2 (0 caso n = 2 pode ser tratado de forma angloga™), Segue da relacio

acima que

r e . =2
s ] < 3 < ——— P,{z), ¥z € 8.
(iy—yzl) v () S9y(2) < (iy—yxi) iz V2

Como L, é um funcional linear mondtono crescente, aplicando esse operador & expressio acima,
as designaldades serfo mantidas. Além disso, como 3/, 3" ¢ (1, a equacio (1.34) pode ser utilizada
nesse caso, de onde obtemos

r n-2 o ' r -2 )
(ly - yzl) W' —2) < d=(y) < (m) 9y — ), ¥z € Q. (1.35)

Fixado § € 0%, segue imediatamente que y — § implica |y — y1},ly — y2| — r e, portanto,
v,y — 7. Em vista de (1.35), teremos
im ¢z(y) = 9( ~ ), ¥§ € 9.

Yy
yEQ

OBSERVACAO 3 Apds a demonstragdo acima, uma pergunta natural que surge & sobre a possibilidade de
utilizar o Tecrema de Hahn-Banach para se resolver o problema de Dirichlet, e nfo somente demonstrar
a existéncia da funcdo de Green. Essa tarefa foi realizada por Carlo Miranda num artigo de 1947 ¢
consistia em mostrar que ¢ subespaco B C C(09) é denso. Sendo fechado (pelo Principio do Maximo),
ficaria demonstrada a solubilidade do problema de Dirichlet. Para isso, Miranda considera um funcional
linear continuo L em C{80} tal que Lz = 0 e, utilizando o Teorema de Representacio de Riesz, escreve L

na forma de uma integral de Stielties
L= [ fdu e Con).
&t

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, o resultado estard demonstrade desde que sejamos capazes de mostrar

que L = 0 ou, equivalentemente, p = 0.

Uxxidnia verdade, a existdneia da parte regular da funcio de Green para » = 2 pode ser obtida de forma bem mais
simples, supondo apenas que a curva simples e fechada 80 seja regular por partes. Cf P. D. Lax, loc cit; A. E.

Taylor, [57], pp.188-150.
(=i f C. Miranda, [46).



42 1. Os trabalhos pioneiros

§36. Posso ter causado um pouco de estranheza ao leitor ao afirmar que Green utilizara sua
funcgio com o intuito de demonstrar a existéncia de solucio para o principio de Dirichlet. Afinal,
como poderia ele ter alcancado tal objetivo se no inicio do século 19 ainda mal dispunha das
ferramentas necessarias?

Ora, seguindo um recurso bastante empregado na época, pela utilizacio de imagens concretas
envolvendo a fungao de Green; em outras palavras, confundindo o fenémeno fisico com o modelo
matematico que procura descrevé-lo, no caso o potencial eletrostatico.

Dessa forma, Green se utiliza de uma demonstragao fisica para garantir a existéncia de . As

linhas gerais do argumento s8o as seguintes(Fii);

Seja 2 um condutor e, num ponto z € §2, posicionamos uma carga elétrica unitaria que
ird gerar um campo eletrostatico de intensidade ¢,. Ligando a superficie de €2 & terra
(que, por convencao, possui potencial zero), haverd uma troca de cargas, de maneira que
o potencial sobre 98 seja nulo. Assim, G{z,-} serd o potencial eletrosttico resultante
em 2. Repetindo o processo para cada x € §2, ficaria estabelecida a existéncia da funcao

de Green.

Atualmente, o argumento acima ¢ utilizado apenas para apresentar uma interpretacio fisica
para a func¢io de Green, sem maijores conseqiiéncias.

Como ja ressaltamos, a questio da diferenciabilidade de G sobre 99 estava longe ser constatada

por Green, de maneira que, por construcio,

g
u(z) = aTG(ﬂz,y)f(y) doy, Vx € Q,
a7

deveria ser harmonica em £0.

Finalmente, resta verificar a condi¢io de contorno. Agui, Green observa que a forma de 6Q

a

nac é relevante, e o resultado segue do decaimento rapido de E—G(zjy) quando = se afasta de
.
y

y € 00, exatamente como ocorre & esfera {ver (1.32)}.

= ibedii) ey convince curselves that there does exist such a function as we have supposed I/ [G)] to be, conceive the surface
to be a perfect conductor put in communication with the earth, and a unit of positive electricity to be concentrated
in the point p’ [z]; then the total potential function arising from p’ ix] and form the electricity it will induce upon

the surface will be the required value of U {G]". (G. Green, op cit. Apud G. D. Birkhoff, op cit, p.356.)
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1.4 O Teorema de Gauss

837. Nesta se¢do nao trataremos de nenhum método particular de resolucdo do problema de
Dirichlet. Nosso objetivo serd apresentar algumas propriedades extremamente dteis das funcdes
harmdonicas e que serao necessirias nos métodos que apresentaremos a partir do Capitulo 3.

Parece ter sido Gauss, num estudo sobre o potencial eletrostdtico™ ) o primeiro matem4tico
a constatar que uma funcdo harménica u, definida num aberto £ C R, deve satisfazer a chamada
férmula da média, que corresponde ao Teorema de Gauss, ou seja,

1

/ wda, YBr(z) CC Q. {1.36)
OBg(z]

Para r > 0 suficientemente pequeno podemos definir

1
p(r} = — / ude = L ulz +rz)do,.
anl AB,{z) On J 8B {0)
Logo,
‘ 1
dry=— Vulz +rz) - zdo,
B (0)
1 5
== (¢ +72) dos (1.37)
n av
4B1(0}
1 1
= — Dulz +rz)de = — / Audy,
By {0) Inl Bn{z)

onde na terceira igualdade utilizamos a segunda identidade de Green (1.26}, com v = 1. Como
Au = 0, devemos ter ¢(r) constante. Por outro lado, fazendo » — 0, temos ¢(r) — u(z) e,

portanto, (1.36) se verifica.

Além disso, pela integracio de o, tu(z) entre 0 e R, obtemos
m_u (z} = [ / wdo dr = / udy,
ou seja,
ulz) = — / wdy, ¥Bg(z) CC O (1.38)
= Yy R — . .
wnlt™ J Bp(z)

Ueivite B Gauss, “Allgemeine Lehrsidtze in Bezichung auf die im verkehrten Verhiltnisse des Quadrats der Entfernung
wirkenden Anziehungs und Abstoflungskrifie”. In . Werke, V, pp.191-242 [pp.221-226). Apud G. D. Birkhoff, op
cit, pp.358-361.
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§38. E curioso observar que (1.38) caracteriza completamente as fungdes harménicas. Essa
reciproca do Teorema de Gauss foi demonstrada pela primeira vez por Paul Koebe(™¥) (1882-
1945} e por Maxime Bécher™vl)  de forma totalmente independente, em 1906; além de suas
demonstracdes se restringirem as dimensdes 2 e 3, a func¢do u deveria ter certo grau de regula-
ridade.

Apresentamos a seguir uma bela demonstracio da reciproca ac Teorema de Gauss utilizando o

produto de convolugio e constitui um resultado de regularidade para as fungdes harménicas(**Vil;

TEOREMA 1.13 Sew € L} () satisfaz

loc

1

we = o

/ wdo, para quase tode Br(z) CC Q, {1.39)
333(3‘:)
entdo u € C(1) e Hu = 0.

Demonsiragdo. Para x € €1, definimos

ue(z) := /ﬂpe(xwy)u(y)dy,

onde p € C§°(Q), p > 0, suppp C B1(0) e [p. pda = 1. Em particular, u, € C*{Q); além disso,

utilizando (1.39), teremos:

wlo)= | PRCEIOLE /0 [a o Pz dodr

_ (/{) e (oL dr) u(z) = (/6}35(0} Pe dy) u(z) = u(z).

Logo, us = u quase sempre em £2,. Sendo £ > 0 arbitrdrio, entdo u € C°(£2) e (1.39) se verifica
para toda bola em (2.

Resta demonstrarmos que Nu = 0 em §2. Caso Awu(x) > 0 para algum = € £ {0 caso Au <0
é tratado de forma andloga), por (1.37) teriamos ¢'(r) > 0 para todo r suficientemente pequeno,

contradizendo o fato de ¢ ser constante. »

Vamos apresentar uma segunda bela demonstracdo da reciproca ao Teorema de Gauss, que

depende apenas da observacio de que uma fun¢io continua que satisfaz a formula do valor médio

(o) Koebe, Sitzungsber. Berliner Math. Ges. 5 (1906), pp.39-42. Apud Q. D. Kellogg, op «it, p.226.
(i=xsvi)\f Bécher, Proc. Amer. Aced. Arts Sc. 41 (1906). Apud O. D. Kelloge, op cit, p.227.
(xvilicse 1, (0. Ewans, {20}, p.28.
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também deve satisfazer o Principio do Maximo. Embora essa demonstracio seja mais elementar,

devemos supor de inicio que u seja continua em 2. Mais precisamente:

TEOREMA 1.14 Se u € C{)) satisfaz

1

= dy, 8l
ue) = — |  udy VBax) €0

enido u € harmdnice em 2,

Demonstragdo. Fixada Brl{z) CC Q, seja v a Unica solugdo do problema de Dirichlet em Bgr(z),
com condi¢ao de contorno u. A funcdo w := v — u satisfaz a formula do valor médio em Br(z) e
w = 0 sobre OB g(x). Como o Principio do Maximo se verifica para v, 0 maximo (e, por simetria, o
minimo) de w devem ser assumidos em dBg(z}, onde a func¢io ¢ identicamente nula. Logo, w =0

e u=vem Br(z). n

A partir do Teorema 1.13, podemos obter o seguinte resultado de convergéncia para sequéncias

de funcdes harménicas devido a Alex Harnack (1851-1888)(boxviil);

COROLARIO 1.14.1 (PRIMEIRO TEOREMA DE HARNACK) Seja {ug)r>1 uma segiiéncia de fungoes

harmanicas em § convergindo uniformemente a w. Logo, u € harménica.

Demonstragdo. Se z € ) e Br(z) CC £, temos

1
’U,]g(l‘) = W _/aBR(z) U do.

Fazendo & — o0 na expressio acima, concluimos da arbitrariedade de z que u satisfaz a férmula

do valor meédio. Pelo Teorema 1.13, « é harménica. -
Além disso, utilizando a desigualdade de Harnack (Proposicdo 1.10) obtemos

CoROLARIO 1.14.2 (SEGUNDO TEOREMA DE HARNACK) Sejo {ug)r>1 uma sequéncia crescente

de fungoes harmonicas convergindo {pontualmente) a u. Logo, u € harménica.

Demonstragdo. Se z € e Br(z) CC Q, entdo u; — ug > 0 em Bp(x), se [ > k. Pela desigualdade

de Harnack (Proposicdo 1.10), com adaptagdes ébvias, vira:

Ciulz) — wp(z)] < fuly) —we(y)] < Colui(z) — welz)], Yy € Brz).

Uwxvili A Harnack, op cit, p-66. Apud Q. D. Kellogg, p.248,
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Assim, u — uw uniformemente em Bgr{z} e, pelo coroldrio anterior, segue que u ¢ harménica em

Bg(z). Como z fol tomado arbitrariamente em €, temos o resultado desejado. n
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Capitulo 2

O Principio de Dirichlet

§39. Num artigo submetido em 14 de julho de 18700/, Karl Theodor Wilkelm Weierstrass
(1815-1897) reproduz uma carta bastante detalhada de Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-
1916), onde este descreve uma técnica de demonstracdo, bastante original, para a abordagem do
problema de Dirichlet e que lhe fora apresentada por Dirichlet no verdo de 1856. Weierstrass
comenta que tal método ja havia sido utilizado por muitos outros matematicos, destacadamente
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)}, a quem cabe o primeiro uso da expressao Principio

de Dirichlet para se referir a tal método™.

2.1 Sobre o chamado Principio de Dirichlet

§40. O Principio de Dirichlet consiste em transformar o problema de Dirichlet

Hu=10 em{]

; (2.1)
u=f sobre dQ

no problema variacional de se determinar qual a funcio que corresponde ao minimo do funcional

T(u) = fn |Vul? dz, (2.2)

WK T. W. Weierstrass, “Uber das Sogenannte Dirichlet’sche Prinzip”, Konigl. Akademie der Wissenschaften 14
(1870).
(%) “Ip, seinen Verlesungen iiber die Krafte, welche nach dem Newton’schen Gesetz wirken, hat sich Lejeune Dirichlet

zur Begriindung eines Hauptsatze der Potentialtheorie einer eigenthiimlichen Schlussweise bedient, welche spéter auch
von anderen Mathematikern, namentlich von Riemann, vielfach angewandt worden ist und den Namen ‘Dirichlet’sche

Princip' erhalten hat.,” (K. T. W. Weterstrass, loc cit.)

47
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sobre C1(Q) N C(Q), com a restricio de que uw = f sobre 9.

§41. Sejam o infimo de (2.2) e vamos admitir que exista uma fungao admissivel ug satisfazendo

a condicdo de contorno f e tal que T(ug) = m.

Para cada ¢ € C§°(2), é claro que ug + t¢ continua sendo uma funcio admissivel, qualquer

que seja t € RB. Nesse caso,
T{ug + tg) — T(ug) = 2¢ fﬂ (Vuo, Vo) dz + £2Z() > 0.
Para que a Gltima desigualdade permaneca valida para todo t € R, devemos ter
/Q(Vug,Vgo) dz =0, Yo € C5° ().

Além disso, se up € CQ(Q), podemos utilizar a férmula de integragdo por partes, e a expressao

acima pode ser reescrita como

/ Lugpdr =0, Yo € C57(Q),
Q

ou seja, Aug = 0 em £2.

Como ug = f sobre 09, ter.se-fa acima uma demonstragdo bastante elegante sobre a solu-
bilidade do problema de Dirichlet, desde que fossemos capazes de demonstrar que as seguintes

condigies sao atendidas:
1. m < o0, em outras palavras, a classe de fungdes admissivels é nfo-vazia;

2. Existe uma fungao admissivel ug, i.e., ug € CHQ) N C(Q) e uy = [ sobre 99, que minimiza

a integral de Dirichlet (2.2);

3. A fungdo que minimiza a integral de Dirichlet é, de fato, um elemento em C%{Q).

Enquanto que a necessidade de estabelecer tais fatos seja clara aos nossos olhos, o mesmo nao
pode ser dito sobre a utilizagao do Principio de Dirichlet em meados do séeulo 19. Na verdade, essas
trés condictes que ficaram pendentes em nossa exposicao passariam despercebidas aos matematicos
daguele periodo por mais de duas décadas, até 1870.

§42. Mauito embora Dirichlet tenha levado os créditos no principio variacional que ostenta seu
nome (1sso gragas a Riemann, que cunhara a expressao Principio de Dirichlet como uma homenagem
a seu antigo professor), na mesma época o Principio de Dirichlet também esteve presente em

trabalhos de William Thompson {future Lorde Kelvin} (1824-1907) e do préprio Riemann.
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Além disso, o ploneirismo em tal abordagem coube a Green'™ que, em 1833, a utilizara para
garantir a existéncia de selugdes do problema de Dirichlet. No entanto, como j4 observamos no
capitulo anterior, os trabalhos de Green tiveram pouca influéncia na Europa continental.

Gauss, por meio de uma formulacio um pouco mais primitiva envolvendo a energia potencial
de um campo eletrostaticol’™) também, 4 sua maneira, garantiu a existéncia de solugbes para o
problema de Dirichlet!¥).

No entanto, se Green e Gauss sustentaram-se em seus trabalhos, mesmo que implicitamente, no
modelo fisico de equilibiro de cargas eletrostaticas™™ | estranhamente o mesmo nio aparece ocorrer
com Thompson, Dirichlet e Riemann.

Com relagao a Thompson e Dirichlet, ambos acreditavam que a existéncia do minimo ug para

a integral de Dirichiet era uma consegiténcia do fato de

I(u}zLJVuFda;,

ser positiva para toda funcio admissivel.

§43. Ao contrério do que o leitor possa estar imaginando, a absoluta conviccao de Dirichlet e
Thompson ndo me parece que reflita a utilizagio, pelo menos de forma consciente da parte deles,
de gualquer embasamento fisico gue porventura pudesse justificar seus procedimentos.

Sustento essa minha posicic em dois fatos que pude constatar.

No caso de Thompson*), este utiliza uma formulacio um pouce mais geral para o Principio
de Dirichlet, com o intuito de demonstrar a existéncia de soluges para a equagao div(a®Vu) = p
em €2, onde o e p sdo fun¢bes dadas, a qual se reduz & nossa conhecida equagao de Poisson quando
@ = 1; no emtanto, em nenhum momento é feita qualquer mencio a fendmenos fisicos {(xmuito

embora a equacéo estudada tenha origem nesse tipo de problema): seu trabalho tem um conteiido

GG, Green, Trens. Camb. Phil, Soc. 5 {1835), pp.395-430; Mathematical Papers, pp.187-222. Apud M. Kline,
[39]. p-684.

8K, F. Gauss, “Allgemeine Lehrsétze in Beziehung auf die im verkehrten Verhijtnisse des Quadrats der Entfernung
wirkenden Anziehungs und Abstofungskrifte”. In : Werke, V, pp.191-242 [pp.221-226]. Apud G. D. Birkhoff, op
cit, pp-358-361. Of. D. Birkhoff, op cit, p.379.

™ICE 3. A. Dieudonné, {17}, pp.36.

MUCE 0. D. Kellogg, [38], pp.79-81 e 278-276.

WiV Thompson, “Theorems with reference to the solution of certain partial differential equations”, Cembridge
Dublin Math. J. 3 (1948), p.84; J. Math. 312 (1847), p.496; Math. and Phys. Papers v.1, pp.93-86. In: G. D.
Birkhoff, op cit, pp.380~382.
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puramente matemético.

Com Dirichlet, no entanto, a situacdo é ainda mais drastica. Embora eu deva reconhecer que
ele associe um fenémeno fisico ao problema matemadtico que estava estudando, isso ¢ feito da forma

mais surpreendente possivel.

Num livro publicado postumamente!™ Dirichlet se propde a demonstrar que, dada uma
fungao continua sobre J€2, existe uma distribuicio de massas sobre () e capaz de gerar um potencial
gravitacional que assuma tais valores pré-estabelecidos sobre 9Q0.

Dirichlet observa que tal problema se resume a mostrar a existéncia de solucdes de Au = 0
em {1, com condicdo de contorno dada. Ele lamenta que a determinacio de uma tal fungio nao
seja construtiva; no entanto, comenta que a resolugio da equagio de Laplace néo oferece quaisquer
dificuldades (sic)'™ e utiliza o Principio de Dirichlet, sem se procupar com nenhuma das questdes
levantadas acima, em particular, sobre a existéncia de um minimo para T(u), sujeito as condigoes
de contorno.

§44. Acredito que tais exemplos ilustram bem uma certa tentativa de se evitar a utilizagio de
problemas fisicos na resolugido de questdes de ordem puramente matemdtica. No caso de Dirichlet,
essa postura parece ser levada ao extremo, onde se recorre & possibilidade de sclugdo do problema
matematico para se tratar do problema fisico associado, como numa tentativa de justificar a si
mesmo que 2 intuicao havia sido deixada de lado.

Tudo isso me parece muito influenciado pelo processo de fundamentacio 16gica pelo qual passou
a Matemdtica no século 19, a partir de Cauchy, na década de 1820. No entanto, ainda nas décadas
de 1830 e 1860, esse processo ainda nio estava consoldado: as idéias fisicas ainda permeavam os
espiritos dos matemadticos, em muitos casos de forma bastante sutil para os padrdes da época.

§45. Uma questdo levantada por Henri Poincaré (1854-1912) num artigo de 1890% trata
exatamente dessa interferéncia de fendémenos fisicos na resolugio de problemas matematicos.

Sabemos que um modelo fisico é obtido a partir de uma série de consideractes aproximativas, a

partir de simplificacdes do fendmeno que se planeja estudar; em muitos caso, ainda, os argumentos

matematicos envolvidos s&o altamente questionaveis.

VP G L. Dirichlet, [rie im umgekehrten Verhéltniss des Quadrats der Entfernung wirkenden Krifte, Leipzig, 1876,

Apud G. D. Birkhoff, [3], p-385.
(=) éThe latter presents no difficulty”. (P. G. L. Dirichlet, op cit, §32. Apud G. D. Birkhoff, loc cit.)
GJH. Poincaré, [49], pp.31-32.
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Chegamos entdo ao seguinte dilema envolvendo o Principio de Dirichlet: realmente é neces-
saria uma demonstragao para a existéncia de solugdes do problema de Dirichlet, mesmo sabendo
que isso pode ser obtido por argumentos puramente fisicos? Além disso, sendo uma demonstracio
necessaria, tal problema deveria ser tratado com o mesmo rigor de uma questdao de Andlise Pura,
mMesmo que isso possa parecer wmn pedantismo inGeil?

A resposta de Poincaré é bastante incisiva a essas indagacdes. Na verdade, a equacgao resultante
de um modelo fisico representa a um matemdtico um desafio a ser vencido, utilizando para isso
todo o rigor necessario a uma questio, agora, puramente matemdtica. Além disso, nada impede
que equagoes proveniente da Fisica tenham, algum dia, profundas implicacdes na Matematica®).

§46. No caso especifico do Principio de Dirichles em meados do século 19, ainda embasado
de certa maneira nas idéias fisicas que apresentamos acima, Riemann o utilizaria no estudo de
problemas envolvendo aplicagdes conformes™) e integrais abelianas®i),

Em 1870, Weierstrass iria apontar uma séria falha nessa abordagem.

2.2 O Teorema da Aplicagao Conforme de Riemann

§47. Nesta secao apresentaremos uma aplicagdo do Principio de Dirichlet ao problema de
representacao conforme. Embora nao seja a demonstracio original de Riemann, ficard bem claro
como a existéncia de solucdes para o problema de Dirichlet, que estaria garantida por meio do
Principio de Dirichlet, pode ser utilizada nesse caso.

§48. Sejam abertos Q;.0; C R™; uma funcio f : ; ~ Qs é dita conforme se f preserva os
angulos; mais precisamente, se dados © € Qy e v},vs € R™ ndo-nulos, entdo L{f'(z)vy, fl(x)ve) =
£{vy,va).

Caso a dimensio do espago ambiente seja 2. podemos fazer uso das funcdes analiticas no estudo

das transformacdes conformes. Com efeito, se f for analitica, vi,vs € R? = C forem nio-nulos, e

04 “Est.il encore permis de se contenter d’une demi-rigueur? Et qui nous dit que les autres problemes de la Physique
mathématique ne seront pas un jour, comme l'a déja été le plus simple d’entre eux appelés & jouer en Analyse un
réle considérable? (H. Poincaré, op cif, p.32.)

&G F. B, Riemann, Grundlagen fir ewne allgemeine Theorie der Funciionen einer verdnderlichen complezen

Grisse, Gottingen, 1851 {Tese de Doutorado); Werke, pp.3-43. Apud M. Kline, op cit, p.635.
=HE9GF. B. Riemann, “Theorie der Abel’sche Funktionen”. J. Reine Angew. Math. 54 {1857); Werke, 2* ed,,

pp-82-142 [88-96]. In : G. D. Birkhoff, op cit, pp.50-56.
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f'(z) # 0, teremos

arg f(z)vy — arg f'(z)ve = | arg f'{z) + arg vl] — [arg f(z) + arg ’Uz:‘

= argv) — arg vg.

A reciproca também é verdadeira. Com efeito, se f : @ — C for conforme e de classe C*, entdo f
satisfaz as equactes de Cauchy-Riemann e, portanto, é analitical®™).

Com base na propriedade acima, valida no plano, podemos substituir o estudo das transforma-
¢oes conformes pelo das funcdes analiticas. Para isso, utilizaremos um resultado cldssico da teoria

de funcdes analfticas*¥}:

LEMA 2.1 (TEOREMA DE ROUCHE) Seja I' uma curva simples e contrajvel em Q CR2. Se feg

forem analiticas em Q, e tais que |f{z) — g(z)| < |f(2)|, Vz €T, entdo I' envolve 0 mesmo nimero

de zeros de f e g, incluindo suas multiplicidades.

849. Apresentamos abaixo uma versdo mais fraca do Teorema da Aplicacao Conforme, onde
nao faremos restrigées sobre os valores da transformacio analitica na fronteira do dominio de
definicaol*vi)

Além disso, vamos admitir que o problema de Dirichlet sempre admita solugio nas regides sim-
plesmente conexas do plano. Embora esse resultado seja verdadeiro, como veremos no Capitulo 3,
Riemann se utilizou do Principio de Dirichlet para concluir que o problema de Dirichlet sempre

teria solucio, para toda (sic) regido considerada.

TEOREMA 2.2 (TEOREMA DA APLICAGAO CONFORME) Dois abertos simplesmente conezos e li-

mitados 1,8 C R? possuem uma bijecdo conforme h: 1y — Q.

Demonstragéo. Como a composicio de aplicagdes conformes também é conforme, basta demons-
trarmos o resultado quando um dos abertos € a bola unitaria B:{0); o outro conjunto denotaremos
simplesmente por {2

Fixado zy € £, seja u := ¢,, a parte regular da fun¢do de Green G associada a @, ie. u

GVICE L. V. Ablfors, {1}, pp.73-74.
=0f L. V. Alnfors, op cit, pp.153-154,
GvidOf B. Epstein, [19], p.211 et seq.
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é harménica e u(z) = 5= log Iz_-wl?ﬁ’ se z € 90 Como Q é simplesmente conexo, o complexo
conjugado de u, que denotaremos por v, estd bem definido a menos de uma constante arbitraria.
ot .
Seja h(z) = (2 —z)e™" [ulz)+iv ()] . Dessa forma, h ¢ harmoénica em Q e h{z) = ( se, e somente

se, z = zg. Por outre lado,

!h('z)i =]z — Z{}Ee?wu(z} — e?ﬂ{%lOg%Z—oné’zg(z}j = o~ 27Glz,20) < 1, pois G > 0.

Em particular, b : © — B1(0); além disso, temos |h(z)| — 1 quando d{z,80) — 0.
Resta verificarmos que £ é, de fato, uma bije¢do; em outras palavras, dado w € B(0), devemos

mostrar que existe um Gnico z € Q tal que h{z) = w.

Com efeito, como |w} < 1 e « I{;Qm) G]h(z)] = ], podemos encontrar uma curva simples e
z,00)—
contraivel I' em {2, suficientemente proxima de 99, tal que [h(z)f > lw| = }h(z) - [Alz) - w]l

sobre a regiio compreendida entre 99 e T, inclusive®), Pelo Teorema de Rouché, o nimero de
rafzes de h(z) e A(z) — w devem coincidir na regido limitada por I'. Como h possui um tinico zero,

a equacdo h(z) = w deverd admitir uma unica solucio no interior de I" e, portanto, em ). ]

2.3 O declinio do Principio de Dirichlet

2.5.1 O criticismo de Welerstrass

§50. As décadas de 1840 e 1850 testemunharam os esforcos de Williarn Thompson, Dirichlet
e Riemann em disseminar a utilizacdo do elegante Principio de Dirichlet. No entanto, ao que me
parece, o grau de rigor que ja havia sido atingido em Andlise por volta dessa época, embora estivesse
ainda muitc aguém de nossos padroes, ndo permitiam mais os argumentos fisicos de outrora; mas
que ndo fora capaz de evitar graves incorrecbes causadas por fatos provenientes de um senso-comum
que envolvia a comunidade matematica desse periodo.

Ja por volta de 1870, a Matematica passaria por uma onda de contestacdes, tendo por objetivo
o questionamento de fatos que até entio eram tratados como ébvios. Esse movimento, liderado por
Weilerstrass, se caracterizou pela obtencdo de contra-exemplos, que ilustravam patologias decor-
rentes de definicoes embasadas por toda uma fundamentacio légica, mas que encontravam na

intuicdo sua motivagdo original.

(xvit) Aqui fazemos uso do Principio de Dirichlet para garantir a existéncia da parte regular da funcdo de Green
assoclada a £

GvithGando a existéncia de uma tal curva I” seja intuitivamente dbvia, este resultado serd admitido sem demonstragio.
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Figura 2.1: Elementos da familia v, coma= —~1eb=1parac =1, =, 35
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Certamente, o Principio de Dirichlet, da forma com que vinha sendo utilizado, ndo poderia
passar despercebido frente a tal processo. Além disso, esse era o objetivo de Weierstrass no seu
artigo de 18700%); apresentar um funcional positivo, mas que nfo possuisse um minimo.

§51. Consideremos o funcional

I(u) := /_11 [xi—z(w}r dz,

onde u é continua em [—1,1], continuamente diferenciavel em (~1, 1}, e satisfaz as condigdes de
contorno u(—1} =a e u(1) = b, com a # b.

Afirmo que inf I = 0, onde o infimo é tomado sobre a classe de funcdes admissiveis consideradas
acima.

Vamos definir (figura 2.1)

a+b bh-—aarctg
2 2 arctgt

u(x) =

Dessa forma, u. € uma funcdo admissivel e

dug{x)_ b—a 3
de ' 2arctgl 2?4

Logo,

Ho< [ @ eet) [Be) 23)

(b — a)?

o e {b—a)?
=€ 5 2+62d$m§_t63 - 0, (2.4)
(2 arctg %) -1 ¥ arctg ¢

&1Vid nota (i)
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quando ¢ — 0.
Conseqlientemente, inf I = 0. No entanto, é claro que esse infimo somente poderd ser atingido
por uma funcéo constante, a gual nio € wma funcdo admissivel (pois a $ b},

Assim, chegamos a conclusio de que o Principio de Dirichlet, tal como proposto em meados

do século 19, nos conduz a um resultado falsol*),

2.3.2 O exemplo de Prym

§52. Embora Weierstrass ndo tratasse exatamente da integral de Dirichlet, o exemplo que
apresentamos na subse¢ao anterior foi o suficiente para aniquilar as esperancas de que o Principio
de Dirichlet, na forma imprecisa em que fora tratado, pudesse estar correto.

Acredito que antes mesmo de 1870 j& pairassem duvidas sobre ele. No entanto, talvez por medo
das criticas que poderiam sobrevir, ou mesmo pela mais pura & de gque o Principio de Dirichlet
estivesse correto, ndo me consta que tenham ocorrido contestacdes abertas. De qualquer maneira,
Weierstrass rompera a linha ténue que susteniara tal argumento por tantos anos.

Em 1871, F. E. Prym publicou um artigo™ onde era levantada uma questio que nem Weier-
strass parece ter observado: mesmo que o problema de Dirichlet tenha uma solugéo u em (), nada
garante que a integral de Dirichlet calculada em u seja finita, ie., ZT{u) < .

Embora esteja quase esquecido atualmente, apresentamos o exemplo original de Prym abaixo.

§53. Vamos fixar um ramo da fungio log sobre o plano complexo, do qual excluimos os niimeros
reais nio-positivos e, considerando a representacio de um ponto nessa regido em coordenadas

polares como z = pe'¥, com —n < ¢ < 7, escreveremos log z = log p + iyp.

A funcdo harménica u+iv := 44/ —log (R + r + iy), com R > 0, estd bem definida exceto para
05 nmeros reais menores que ou iguais a —R. Vamoes supor R < % e considerar a parametrizacio

do semicirculo fechado (2, de centro — R e rajio 2R, em coordenadas polares:
-+ H=pcosy
y = pseny

com 0 <p<2Re -5 << 3.

(=%} «Tyie Dirichlet’sche Schlussweise fithre alse in dem betrachteten Falle offenbar zu einem falschen Resultat”. (K.

T. W. Weilerstrass, op cit, p.54)
0P, B Prym, [52).
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Figura 2.2: Gréafico da funcao u sobre Q

Como

—log(R+z+iy)=—logp—ip = —\/logzp%—c,o?e “tg(iosa)

obtemos as seguintes expressdes para u e v sobre {2:

= (1002 2\ 1 @
w(p, ¢} (iog p-+ @)% sen 5 arctg (iog,o)

1
vip,¢) =~ (log” p + ¢° ) cos | 5 arctg (IOZp)

§54. Devemos nos restringir apenas a funciio u (figura 2.2) e estudar seu comportamento em

94, em especial no ponto —R (pois v diverge nesse ponto). Para isso, definimos as fungdes

1 0 T Ei
- t, e 0 < — < -,
£lp,0) = ang(logp), <pL2R e 5SS,
2 N i
. 0 - 7 n
. B R I o —_— < o
@€, ¢) (sen22§> seng, & € Imagem(&) e 5 S¢S 5

e verifica-se facilmente que u(p, ¢} =4 ({f (o, @), (p).
Observando que &{p,©) ~ 0 e 4(€,¢) — 0 uniformemente em ¢ quando p — 0 e & — 0,

respectivamente, segue que

N]h}
e
| M

bm u{p,¢) =0, Yo € L
a0+
w3400
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Portanto, = € harmonica e pode ser estendida continuamente ao bordo 99 do semiciculo.

Por outro lado, temos

du 1 9 o2 | logp 1 " @ 1 @
g _ 11 2y—7 ) 08P Lot _¥ - F
5, =3 (log® p + ¢°) { P sen | 5 arctg <1ng 5 cos | 5 arctg o \

du 1 5 gy 3 1 @ 1 @
9v _ 2 3 = arctg [ - ! £ |\
5" 3 {log® p + %) {apsen [2 arctg <logp) + log p cos 5 arctg (logp)

Dessa forma, fixado ¢ > 0 suficientemente pequeno, a integral de Dirichlet Z, de u sobre a

regiao (¢, onde excluimos de © a vizinhanga de — B com ralo ¢, serd dada por:

- ["[{G) 5@ w2 s
s\U} = 5 5l 5= ppdede =~ —
e Jog (\O0) P \Gp e ploz Vieg'p+ ¢
e, pelo dltimo membro de (2.5),

1 (2 dp 18
To(u) > —/ do d
4 J. g __§

Vieg? p+4

2R
d 1
=£/ __mf__w__:f arsenh (~Zog2R>+arsenh (llogﬁl—) .
4/ p log’p+4 4 2 2 £

Consequentemente, lir& Z. = -+oo, de onde segue que a integral de Dirichlet de u sobre
E—rU~

(2.5)

diverge.

§55. Devo alertar o leitor que o fato de Z(u) = oo nao garante, em principio, que a classe
de func¢des admissiveis com condicdo de contorno dada por u|asq, e integral de Dirichlet finita, seja
vazia.

Embora isso seja verdade, adiaremos a demonstracio desse fato & segio 4.3.

2.3.3 O exemplo de Hadamard

§56. Passados mais de 30 anos, o exemplo de Prym havia caido em profundo esquecimento,
mesmo porque a apatia em que ficara o Principio de Dirichlet ja no o fazia mais necessdrio.

Em 1906, Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) construiu um nove exemplo de nao-equi-
valéncia entre o problema de Dirichlet e o Principic de Dirichlet, apelando, dessa vez, para a

representacdo de uma fungio harmoénica por meio de séries de Fourier sobre o disco unitdrio em

RZ(xxii)-

(a8, Hadamard, [35].
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§57. O leitor pode observar que uma funcio continua sobre C(8B,(0}), onde B1{0) C R?
é o disco de raio 1, pode ser expressa de forma equivalente como sendo uma funcdo continua
f:00,27] — R tal que f(0) = f(27). Neste caso, a condi¢io de contorno sobre §B1(0) associada a
essa fun¢io num ponto x = ¥, 8 € [0, 2x], vale F(6).

Utilizando a representacao do laplaciano em coordenadas polares
1 1
Lu = urp + —ur + —5Ugo,
T T

e aplicando o método de separacio de varidveis, o leitor podera verificar sem dificuldade que nosso
candidato a solugdo cldssica para o problema de Dirichlet sobre By (0), com condigio de contorno

f, é dado por

ag
— +
2

WE

u{r, §) = 7% (ax cos k6 + by, sen k), (2.6)

o
It

1
onde a; e by sdo os coeficientes de Fourier de f, i.e.,

1 27
ap = wf f{#) cos kB db,
T Jg

1 2%

by = — f(6)sen k@ do.
T Jo

§58. Aqui nos deparamos com uma situagio bastante curiosa. Embora f seja somente
continua, o que significa que f ndo necessariamente possa ser expressa em termos de sua série
de Fourier, (2.6) realmente define a solucio desejada.

Esse fato pode ser verificado pelo leitor®il) observando que, com ajuda da representagio
da soma de uma série geométrica (de ndmeros complexos), (2.6) pode ser expressa em termos da
formula de Poisson aplicada a f, a qual j4 sabemos ser solucdo de nosso problema.

§59. Pela desigualdade de Bessel ou pelo Lema de Riemann-Lebesgue™™")| g, by — 0. Dessa
forma, para 0 < 7 < 1, a derivada de v pode ser obtida por derivagio termo-a-termo da série em

(2.6), e obtemos

o0

g-;f = Z Er®=1(ay, cos kB + by sen k6)
k=1

Ju = i ,

% = Zkr { — aysen k@ + by cos k8).

b
1]
bt

b} 1) 3. de Figueiredo, [24], pp.251-257.
=xvIThid, pp.60-83 e pp.56-58, respectivamente.
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Figura 2.3: Exemplo de Hadamard

Logo, se p < 1, a integral de Dirichlet de u sobre B,(0) pode ser escrita como

popem 2 2
& 1 [ du
Tp{u) = /{}/{} (5‘;) + ) (c'?ié) 7 dr df

P pm oo o]
= Y B{a} +5p)r*drdd =1y k(a} + bE)p*.
640 k=1 k=]

Finalmente, fazendo p — 1, é ficil verificar que

T(u) = wik(ag + b;). (2.7
k=1

§60. O exemplo de Hadamard repousa sobre a equacio (2.7). Na verdade, basta escolhermos

os coeficlentes a; e by de forma que

oo
F(@) = Z ay cos kB + by sen k€
k=1

seja absolutamente convergente (e, portanto, f serd continua), mas que a série em (2.7) seja diver-

gente.
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0.75

0.5

0.25]
”l. !'5. i1
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~-0.25¢}

-0.5;

-0.75;
[

Figura 2.4: Gréfico de f dada por (2.8)

Tomando, por exemplo,**V)

ap, =0
0, semn#2™
bk _ 1
— 9in
§;{, sen=2
teremos que (figura 2.4V
=1
f(@) := Z o sen 2270 (2.8)
sl

é continua, mas a solucdo u do problema de Dirichlet com condicéo de contorno f satisfaz

nw=1
§61. Hadamard, ao contrario de Prym, decide ir além, observando que a classe de fungdes

admissiveis para o Principio de Dirichlet, nesse caso, é vazia. Para isso, ele utiliza estimativas

0, sen#27

. — . . a
=x¥INg verdade, Hadamard escolhe apenas cx = 1/af + b7 == . deixando a relacio ijﬁ em aberto.
&

2n
—, seqn=2
A

(=xvidfim 1872, Weierstrass apresenton a Academia de Ciéncias de Berlim um exemplo de fungdes continuas gue nao
. . . . 3 . 37 -
teriam derivadas em nenhum ponto. Coasiderando o um nimero {mpar e 0 < b < 1 tais que ab > 1 + —i, entio a

2
funcéo real

oo
glz) = Z ¥ cosa®nz
k=0
¢ continua, mas nio tem derivada em nenhum ponto {Cf. D. Bressoud, [7], pp.2569-262.). Com base nesse resultado,
parece bastante razoavel que 0 mesmo possa ocorrer a § ou, pele menos, que [ nio seja diferencidvel em quase toda

a reta. No entanto, ndo consegul adaptar a demonstragio do resultade de Welerstrass ao nosso caso.
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demonstradas por Harnack e Hugoniot em 1880 e 1881, respectivamente, que tratam de casos
onde as séries de Fourier envolvidas nfo eram necessariamente convergentes. Evidentemente nio
entraremos em detalhes nesse assunto, uma vez que na segio 4.3 isso serd tratado de forma muito

mais simples.



Capitulo 3

Métodos alternativos de resolucao do

problema de Dirichlet

§62. Algum eventual temor que estivesse rondando o Principio de Dirichlet antes de 1870 havia
se concretizado: o Principio de Dirichlet estava morto. Além disso, as tentativas subsegiientes de
Weierstrass e de alguns de seus alunos em resgatar a validade dessa formulagio variacional estariam
fadadas ao fracasso.

Restava agora procurar novos métodos para garantir a existéncia de solugdes do problema de
Dirichlet; afinal, os trabalhos de Riemann sobre representacoes conformes no plano e sobre integrais

abelianas dependiam disso para que pudessem ser revalidados.

3.1 O processo alternante de Schwarz

§63. Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) nao estava muito satisfeito com a teoria de
representacao conforme de Riemann por ser muito abstrata. Por volta de 1864, j4 teria observado
que ndo conhecia nenhuma aplicagdo conforme explicita, e nao-trivial, que tranformasse uma dada
regifo sobre o disco unitario,

Motivado por essa deficiéncia no tratamento de Riemann, Schwarz, juntamente com Karl
Gottfried Neumann {1832-1923), comegou a construir explicitamente aplicacdes conformes para

poligonos convexos'. Por aproximacdes, ambos foram capazes de resolver o problema de repre-

GICE G. D. Birkhoff, [5], pp.47-48.
(3Cf H. A, Schwarz, Gesammelte Werke, v.2, pp.108-306, passim; K. G. Neumann, Vorlesungen iber Riemann’s

63
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sentagdes conformes para as regides convexas e limitadas do planoli,

Vejamos qual 0 nosso interesse nesse problema.

§64. Seja b : Q@ — W uma aplicacdo conforme (no nosso caso, uma fungio analitica) de
€1 ¢ C sobre B;(0) C C, de maneira que hlgn : 8 — 8B,(0) seja um homeomorfismo. Assim,
dada f € C{3Q), entdo g:= fo (hiag)_l é uma funcdo continua sobre 85,(0).

Se u for a solucdo do problema de Dirichlet em Bj(0), com condigdo de contorno g, a fungéo
v = uoh serd harmodnica em {2 (pois h é analitica) e coincidird com f sobre 99.

Nesse caso, o leitor pode observar que B;(0) nio tem nada de especial no raciocinio desen-
volvido acima, e poderia muito bem ser substituido por qualquer regido onde seja possivel resolver
o problema de Dirichlet.

Ciente desse fato, Schwarz construiu um engenhoso aparato sobre C envolvendo o problema de
representaches conformes, tendo por objetivo seguir o caminho inverso de Riemann, i.e., a partir
de um tal teorema nessa 4rea, obter a solubilidade do problema de Dirichlet em abertos do plano.

Como ja observamos acima, Schwarz e Neumann ja haviam resolvido tal problema nas regioes
convexas do plano e restava estender tal resultado para regides ainda mais gerais.

Para lidar com essa questdo, Schwarz desenvolven um interessante método, denominado proces-
so alternante (alternierende Verfahren), segundo o qual é possivel construir a solucdo do problema
de Dirichlet em uma regiao 2 = 2; U2, sabendo-se que o problema de Dirichlet admite solugao nos
abertos €21 e Qs, e que ambos se interceptam de forma conveniente, num sentido que precisaremos
a seguir.

£65. Seja Q@ ¢ R? um conjunto aberto, simplesmente conexo e fronteira I' := 90 diferencié-
vel por partes. Vamos supor, ainda, que os angulos internos formados nos eventuais vértices de I’
estejam estritamente entre 0 e 270¥), e fixemos uma orientagio de percurso da fronteira, de maneira
que a normal externa e o vetor tangente no sentido de percurso formem, nessa ordem, uma base
positiva de R®.

Nosso objetivo inicial serd considerar uma formulacio um pouco mais geral do problema de

Dirichlet, na qual consideraremos solugbes da equacio de Laplace com condicdes de contorno se-

Theorie der Abel'schen Inifegrale, 2% ed., 1884: Uber das logarithmische und Newton’sche Foteniial, Leipzig : Teubner,
1877; Math. Ann. 3 (1871), pp.325-349; 11 (1877), pp.558-566; 13 (1878), pp.255-300; 16 (1880), pp.409-431. Apud
A. R. Forsyth, [27], v.2, p.438.

(D¢t R. V. Churchill, Varidveis Complezas e suas Aplicagdes, 1* ed. Sdo Paulo : McGraw-Hill, 1975, p.166 et seq.
("){ima tal hipdtese evita o surgimento de cispides, que poderiam complicar desnecessariamente nossa exposigio.
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cionalmente continnas.

Dado zg € I', podemos fixar uma determinacio continua de angulo sobre Q\{zg} com relagao

a zo, € que denotaremos por arg, . Se wy for o dngulo formado por I em zp e o, um nimero

. . ar T, o . ; =
real qualquer, entéo a fungio g{z) = aﬁ—@—{——} é harménica em 2, continua em Q\{zp} e tal que
wo
Jp o) = lim o) =
el el

Feita a observacao acima sobre a fungdo p, podemos considerar o seguinte lema:

LeMA 3.1 Seja f : T' — R uma funcdo seccionalmente continua. Se o problema de Dirichlet
sempre admitir solugdo em ), entdo existe uma funcéo u harmoénica em &, tal que f =uem [ e

u € continua em (, exceto pelos pontos de descontinuidade de f.

Demonstrag@o. Sejam {x1,... x5} os pontos de descontinuidade de f, obtidos partinde-se de z;
e percorrendo I' no sentido positivo, e denotaremos por o; o salto da fungdo f em z;, ie., @ =

$Er£_ flzy - x}_i}g;f(x} Definindo
el zel

&
( f(I)“Zaiarizj@, z € \{z1,... 21}
glx) = PE=S | ¢

UJ Ie{vvl 723.{:}

onde w; denota o dngulo de I' em z;, vemos que g é continua em I' e, por hipétese de solubilidade
do problema de Dirichlet, existe uma funcio v satisfazendo o problema de Dirichlet em {2, com

condi¢do de contorno g. Para concluirmos a demonstragdo, basta observar que

k
arg,.
U=V g 5 a
“ g
=]

satisfaz as condicOes desejadas. n

§66. Fixados dois pontos p e ¢ distintos em I', seja o uma curva seccionalmente diferenciavel
em (1, com extremos p e g, e que nao seja tangente a I nestes pontos (figura 3.1). Denotaremos,
ainda, por v e vz 08 dois segmentos abertos de I' delimitados por tais pontos (v, liga p a g, nesta
ordem}. Vamos supor, ainda, que o problema de Dirichlet sempre admita solucao em €1

Pelo lema anterior, existe uma fung¢io harménica u em £ que assume o valor 1 em v, ¢ 0 em

vo. Além disso, pelo Principio do Maximo, u < 1 sobre ¢ e, como ¢ ndo é tangente a [' em suas
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B!

Figura 3.1: Curvas y;, 12 € 0 em 1

extremidades, segue da construgao de u que lim u(x) < 1, o0 mesmo ocorrendo em ¢. Logo,
T—rp
TET

0y :=supulz) < 1.

TET
Seja v uma funcio harménica em (2, continua em Q, e que se anule sobre v2. Denotando por
M = méxr |v|, entao v— Mu € harmodnica e nao-positiva em T. Pelo Principio do Méximo, v < Mu

e , portanto, v < 6, M sobre .

OBSERVACAO 4 A desigualdade v < 6, M em o fornece uma relacio de uniformidade ao longo da curva o,

com respeito ao comportamento das fungdes harmonicas em C{({1) que se anulam sobre 7o.

§67. No Teorema que segue, Q; e ; serdo dois abertos satisfazendo as condigbes postas no
inicio desta secdo, com bordos I'y e Iy, respectivamente. Ainda, denotaremos por o7 = I N2y e
og 1= 'y N £, como indicado na Figura 3.2, e vamos supor, por simplicidade, que o e o2 sejam

conexas e que ¢; nao seja tangente a Iy, ¢ = 1,2,

TEOREMA 3.2 Se o problema de Dirichet sempre admitir solucdo em Qy e s, entdo o mesmo

gcorre a §2; U Q.

Demonstragdo. Seja f uma fungio continua sobre I' := 8(Q; U )2). Nosso objetivo serd construir,
a partir de f, seqiiéncias de funcbes harménicas (uy)r>1 € (vi)e>1 em Q) e 09, respectivamente,
que deverdo convergir para a solugao procurada; para esse tltimo passo, utilizaremos a estimativa
indicada na Observagao 4.

Fixada uma extensZo continua gy de [ sobre I';, escolhamos ug como sendo a solugdo do

problema de Dirichlet em 2; com condigo de contorno gg. Seja hy a funcio continua dada por f
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Figura 3.2: As regides {); e {I»

em ['p\o7 e por ug em ;. Vamos definir v; como sendo a solugio do problema de Dirichlet em {19,
com condicdo de contorno h;. Analogamente, definimos g; como sendo a func¢ao continua dada por
fem I'i\os e por v1 em ¢z, Tomemos u; a solugdo do problema de Dirichlet em ) com condigao
de contorno g:.

Estando definidas as funcdes harmonicas u; em @ e v; em s, se gj 1= u;lan, € hy = vjlan,.
tomamos:

flz), sezel\o2
gj+1(z) = :

vi(z), sex € o9
Assim, g;41 € C{I'1) e existe uy+1 correspondente & solucio do problema de Dirichlet em §2;, com
condicdo de contorno g;..1; nesse caso, podemos definir

hyor(z) = flz),  sexeTls\oy |

ujr1{z), sez€oy

e escolhemos v;41 como sendo a solucéo do problema de Dirichlet em (23, com condi¢ao de contorno
continua hjiq.

Fixado k inteiro, escreveremos

up = w1 (ug —w1) + oo+ (U - U (3.1)

vp =0y + (g — v} + o+ (Vg — vE—1)- (3.2)

Seja M := maxr |f] + maxp, |gol. Pelo Principio do Méximo, |ug] < M e juy] < M em {,
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e|vy] € M e vl £ M em Q. Mais ainda, vy — v; = 0 sobre I2\oy e jus — v3] < 2M sobre o7.
Segue da Observacéo 4 que jvy — vi| < 26,,M em o7 e, portanto, |ug — uy] < 268, M em I';. Pelo
Principio do Méaximo |uz — v} < 26,,M em ;. Da mesma forma, obtemos |vy — v} < 28, M
em {13. Repetindo sucessivamente o argumento acima, teremos {u;y1 — u;j| < 264, M em Q, e
s = vy < 29£1M em (1, Vi > 1.

Segue das estimativas acima que

- 2M
lug] 4 Jue — w4+ -+ jup —up_y] < 2M + 20, M + - +20‘;;1M < 16 (3.3)
— b,
: i : j—1 2M
oy +jve — v+ -+ g — Vg1l < M+ 20, M+ - "':**29‘2,1 M < ﬁ—' (3.4)
— 6y,

e, portanto, as somas parciais {(3.1) e (3.2) convergem uniformemente para u em () e v em Qo,
respectivamente. Além disso, segue do Teorema de Harnack que u e v sdo harmoénicas em seus
respectivos dominios.

Fixando nossas atengbes em {2; M}y, vemos que ambas as seqiiéncias (vg — up)pr1 @ (Ve —
Up—1)k>1 convergem uniformemente a v — u em Q5 N €23, Ainda, por construcao, vy = u; sobre oy
e v = U1 sobre o9, V& > 1. Portanto, u = v em o1 U g9, de onde temos v = v em 23 N §s.

A funciao w, que vale u em €y e v em §9, satisfaz o Problema de Dirichlet em 2, U Qs, com

condigio de contorno f. -

OBSERVACAO 5 A técnica apresentada acima pode ser generalizada facilmente no caso em que oy e g2 30

constituidos de varias componentes conexas, ¢ para regides multiplamente conexas.

§68. O método de Schwarz, embora forneca a possibilidade de resolugdo do problema de
Dirichlet para uma classe bastante ampla de regides no plano, utiliza-se fortemente das funcgoes
analfticas, as quals, por sua vez, estdo intimamente ligadas as transformacdes conformes no plano.

Assim, da forma como o apresentamos, o processo alternante encontra-se condenado & di-
mensao 2. Isso se deve basicamente ao seguinte teorema, que resiringe drasticamenie o nimero de

transformacdes conformes em R”, quando n > 3(V):

TeorREMA 3.3 {LIOUVILLE) Se n > 3, as unicas transformacdes conformes em R" sdo:

1. Translagdo: z—a+h, h € R?;

™ICf. R. Nevanlinna, Analytic Functions, s.ed., Berlin : Springer-Verlag, 1970. {Traduzido da 2* ed. em alem3o)
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2. Homotetia: > Az, A € R;
3. Rotagdo: z + Az, A € O(n);

. x
4. Inversao: & = 3. |
kg
No entanto, Poincaré iria posteriormente encontrar uma maneira eficiente de estender tais
idélas para um contexto mais amplo. De gualguer maneira, o método de Schwarz deu origem a
uma extensa classe de métodos numéricos para resolucao de equacoes diferenciais parciais a partir

da década de 1960, conhecidos por Métodos de Decomposicdo de Dominios, os quais sdo largamente

estudados em nossos dias®*1),

3.2 O método da equacao integral de Fredholm

§69. bmbora o método de Schwarz tratasse do problema de Dirichlet de forma bastante geral,
permanecia o sério inconveniente de estar restrito & dimensdo 2; além disso, ndo havendo uma
teoria de representacio conforme suficientemente ampla em dimensio superior, surgiu a idéia de
transformar o problema de Dirichlet numa equacdo integral, sustentando-se no fenémeno fisico

envolvido.

Como vimos no Capitulo 1, o potencial eletrostatico gerado por uma densidade de cargas p na

superficie de um condutor 2 < R? deve ser dada por
u{x) =/ —E(L)wdy, Vo € Q.
aa 1z — Yyl
Assim, dado o valor do potencial como sendo uma funcio continva f sobre 9€2, ficava a questio de
se determinar uma densidade p capaz de gerar o potencial desejado sobre €.

Esse trabalho foi posto em pratica de maneira independente, e por consideragoes distintas, por

Neumann ) ¢ Robin'"#) durante as décadas de 1870 ¢ 1880. Suas demonstragdes basearam-se no

tUCf B, F. Smith, P. E. Bjerstad e W. D. Gropp, Domain Decomposition : Parallel Mulsilevel Methods for Elliptic
Partial Differential Equations, Cambridge University Press, 1996.

WK, . Neumann, Uniersuchungen iber das logarithmische und newtonische Potential, Leipzig, 1877. Apud C. E.
Picard, {47, p.257.
Vi Robin, “These sur la distribution de Uélectricité,” Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 1886. Apud C. E. Picard, op cit,
p-238.
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método de aproximacles sucessivas: no entanto, seus resultados ainda se restringiam ao caso em

que 2 fosse convexo.

Em 1900, Erik Ivar Fredholm (1866-1927) tratou do problema de se resolver equagdes integrais

mais gerais da forma(®
fla) = ¢lz) + ,\/ K(z,y)¢(y) dy,
Q

e. em 1903, ele voltaria ao assunto de forma bem mais detalhada.(*)

As idéias utilizadas por Fredholm, ao contrario daquelas ligadas a Neumann e Murphy, estdo em
perfeita consondncia com os objetivos deste trabatho, uma vez que se sustenfaram num interessante
aparato de determinantes infinitos'™, os quals, por sua vez, dariam origem & famosa Alternativa
de Fredholm™. Além disso, o trabalho de Fredholm representou o pontapé inicial para um estudo
sistematico das equacBes integrais, no qual se destacou David Hilbert®il) (1862-1943) durante a
primeira década do século.

§70. Como forma de apresentar uma aplicacdo da Alternativa de Fredholm ao estudo do
probiema de Dirichlet™™)| consideremos um aberto limitado 2 ¢ R com fronteira [ == 8Q suave.
Nosso ohjetivo serda obter solucdes do problema de Dirichlet na forma de um potencial de camada

dupla, i.e., gerado por uma densidade de magnetizagio p sobre ey}

1 a 1
u(z) == p i p,(y)a—yyiog Hddy, Yz € Q. (3.5)

Suponhamos que u € C(£2) seja uma fungdo harménica em {2, sendo representada por um
potencial de camada dupla gerado por uma densidade continua p sobre T, dada por (3.5); além
disso, vamos definir f = u|sn.

Observamos que (3.5) estd bem definida em R? e representa uma funcic harménica em R\T,

mas que, em geral, ndo é continua sobre I'. Mais ainda, é possivel mostrar que, para todo zg € T,

g 1. Fredhoim, Kongl. Svenske Akad. For. 87 {1900}, pp.39-46.
&IE 1. Fredholm, “Sur une classe d'équations fonctionelles,” Acte Math. 27 (1903), pp.365-390.
*)Tajs determinantes infinitos constituiam uma versdo rigorosa das idéias imprecisas que Fourier utilizara na
obtencao dos coeficientes de sua série.
=Dyid Proposigao 3.4.
T Hilbert, Grundzige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig, 1912, Apud G. D.
Birkhoff, op cit, p.437.
(=viCf B. Epstein, {19], pp.179-182.
010 fator multiplicativo 2 foi tomado por questdes de normalizacio.
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temos*¥1):

£ o) = Jim ule) = wlulzo) - uleo)], (3.6)
z€Q

”
{

lim w(z) = w{ulzg) + ,u(sr:g)], (3.7)

T—r&g -
24

onde, por abuso de notacao, estamos denotando por u(zg) o valor da integral (3.5) em zy € 9%

Além disso, as derivadas normais externas e internas coincidem em I ou seja,

du Ju
5};(30) = 5;;($0)3 Vag € I (3.8)
Reescrevendo a equagao (3.6}, obtemos:

i d

1 1
— (@) = plzg) — = i #(y}a_%log P— doy, Vo € T (3.9)

m Yl

§71. Inversamente ao raciocinio que conduzimos acima, podemos considerar (3.9} como uma
equacdo integral e procurar uma fun¢io contimia u definida em I' que verifique a expressdo (3.9),
para uma funcio f € C(9Q) dada.

Vamos primeiramente estudar ¢ nticleo do operador integral acima, que pode ser reescrito como

—8-~»10g 1 __z-y
vy Clzo—yl  jz—yf?

<Ly (3.10)

Sendo I uma curva regular (com curvatura continua}, segue de um calculo elementar que tal nicleo

define uma funcdo continua sobre I' x I'. Em particular, se p € C{T'), entao

define uma funcao continua na variavel zg.

Assim, em vista do argumento acima, o operador linear L : C(I') — C(I') dado por:

1 3 1
(L) (mo) i= = | w(y) - log —— da,, ¥z € T,
T Jr dvy 7 |

x zg — Y

v ma demonstracio elementar desse resaltado quando o bordo I' é analitico, utilizando o Teorema de Cauchy-
Kowalewski, pode ser encontrada em P. R. Garabedian, [29], pp.334-339. Embora a demonstracio seja feita para

dimmensdc 3, o raciocinio é andlogo para o plano. Cf. G. B. Folland, {26}, pp.128-128.
Gvilly/id nota anterior.
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estd bem definido, é linear e limitado (pois o nicleo é limitado). Ainda, se (ug)r»>1 for uma se-
qiiéncia limitada em C{T'), entdo (Lug)g>1 € limitada e, tendo a integral um ndcleo continuo, é
eqiticontinua. Pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, existe uma subseqiiéncia convergente de (Lug}e>1 e,

portanto, L é um operador compacto.

Reescrevendo a equacdo (3.9) em termos de L, temos:

1
—f=U- L,

onde f, u e C().

§72. Para demonstrarmos a existéncia de solugbes para essa equacio, utilizaremos um resul-

tado cldssico da Andlise Funcional:

TEOREMA 3.4 (ALTERNATIVA DE FREDHOLM) Sejam E um espaco de Banach ¢ L : E — E um

operador linear compacto. Logo, eratamente uma das condicdes sequinies se verifica:
o (I - L)E=E.
e Existe x # 0 tal que (I — L)x=0. [ ]

Em virtude da Alternativa de Fredholm, deveremos demonstrar que a equacio (I — L)z =0

admite somente a solucao trivial. Para isso, seja yg € C(I') tal que

H d 1
- — —log————do, =0,V T,
polzo) — — uo(y)ayy 08 [ 4 o €

Vamos definir, conforme haviamos feito no inicio desta se¢do, 0 potencial de camada dupla resultante

da distribuicac pg:

1 ) 1
uglx) = - ,uo(y)é-y—-log Mday, r € R
r v

Fazendo = — zq, € Q, segue de (3.6) ¢ de ug = upir que Jim ug(z} = 0. Dessa forma, ug
0
e
corresponde a uma funcdo harmonica em Q, convergindo a zero na fronteira I'. Pela unicidade de

solugbes para o Problema de Dirichlet, ug = 0 em 2 e, em particular, %ﬁir = (. Utilizando a

. . & -
identidade {3.8), teremos F2 L= Q.

Seja Br(0) C R? uma bola com raio R grande o suficiente tal que Q@ C Br(0).
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Como ug é harménica em B*\I" e %%Q = 0 em I', entao a primeira identidade de Green, aplicada
[

4 fungio up sobre a regide compreendida entre dBr{0) e T, nos fornece:

f jVueég(w:/ uy—— do. (3.11)
BrONA oBp(0) OV

§73. Nosso objetivo agora serd mostrar que a segunda integral em (3.11) converge a zero

guando R — oo.
Com efeito, segue de {3.10) que

E 1 c 1 {a 1 }| C
— log < - Vel ——log —— tl < —
ey | v ML NS Pl Sy § A

de onde obtemos as estimativas:

Conseglientemente,

2
9B (0) A OBR(0))

Logo, por {3.11), temos Vug = 0 em R*\Q e, portanto, ug é constante em R*\Q. Ora, como

quando R — oc.

ug{z) — 0 quando jz| — oo, isso significa que uy = 0 em R:2\I'. Por outro lado, (3.6) e (3.7)
indicam que ug sofre uma variacdo de 2u ao atravessar a fronteira I' e, conseqgiientemente, ug =0,

como queriamos mostrar.

Pela Alternativa de Fredholm, existe p € C(I') tal que _L 7 = (I — L)u ou, equivalentemente,
v

satisfazendo a equacdo (3.9). Nesse caso, a funcao

1 %)
u(z) = p ,u(y)éjiog — doy, T € (Q,
T

v |z - yi

¢é harmonica e, utilizando (3.6) e (3.9), segue imediatamente que li}m u(z) = flzg), Yeg € T
EE0
§74. Poderiamos dizer que o estudo do problema de Dirichlet por meio de equagdes integrais
nio é das tarefas mais ficeis. Caso tomemos 2 C R", com n > 3, 0 argumento natural seria

procurar representacdes de fun¢des harmonicas na forma

u(z) = / #{y)%m doy, vz € 2.
o0
UNICAMP

BIBLIOTECA CENTRAI
SECAD CIRCULANTE



T4 3. Métodos alternativos de resclucio do problema de Dirichlet

No entanto, ao contrario do que ocorre em dimensio 2, a equacdo integral resultante ndo
terd wm nucleo continuo, de maneira que, nessas condigdes, a Alternativa de Fredholm deve ser
utilizada a partir de uma convolugdo de nucleos, até que seja atingida a compacidade do operador

resultante(xVii)

De qualgquer maneira, a Alternativa de Fredholm nos proporcionou uma bela demonstracio

para o problema de Dirichlet, um tanto limitada é verdade, mas ndo deixa de ser elegante.

3.3 O método de varredura de Poincaré

§75. Pelos quase 20 anos que se seguiram ao exemplo de Weierstrass, vérias foram as tentativas
de resolugio do problema de Dirichlet; no entanto, nenhuma era capaz de colocar um ponto final &
questao.

Como observa Poinca,ré(’d"), entre 1870 e 1890, alguns métodos foram desenvolvidos com esse
intuito, dentre os quails podemos destacar aqueles ligados a Schwarz, Neumann, Harnack, Robin e
Murphy. além de um sem-niimero de outros métodos mais ou menos complicados, que Poincaré os
denomina métodos alternantes {méthodes alternantes).

A 3 de janeiro de 1887, Poincaré submeteu & Academia de Ciéncias de Paris um artigo de
apenas trés pdginas entitulado Sur le Probléme de la Distribution Elecfrique(xx>, proponde um
novo método de resolucao para o problema de Dirichlet, o qual mereceu uma nova versio corrigida
e bem mais detalhada em 1890, que seria publicado no American Journal of Mathematics™.

§76. Tlustraremos o método de varredura na construcio do chamado potencial condutor para
um aberto limitado 8 C R™, onde ficam bastante evidentes os problemas técnicos envolvidos na
resolugao do problema de Dirichlet, além de se tratar do contexto em que Poincaré se detém
inicialmente.

Ao final desta secao, enfretanto, apresentaremos um esboco de como tal método pode ser
empregado no caso de condigtes de contorno arbitrdrias, uma vez que as questdes envolvidas al
tiveram um desenvolvimmento mais proficuo no ambito do método de Perron, por meic do conceito

de barreira, e que serd visto com mais detalhes na secdo 3.5.

Gviiflor G, L. Sobolev, [55], p.256 et seq.
ixCf, H. Poincaré, [49], p.33.

(<<JH. Poincaré, [48].

G Poincaré, [48].
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Inicialmente, vamos & definicio de potencial condutor:

DEFINICAO Seje Q C R™, n > 3, um aberto bmitado. Uma fungdo u : R — R serd denominada

um potencial conduter de Q se u for continua em R™, harménica em R™\Q, ug=1le t E]im u(x) =
[T oG
0.

OBSERVAGAO 6 Pelo Principio do Maximo, sabemos que, caso uma tal funcéo exista, ela deverd ser dnica;
além disso, ndo existem potenciais condutores em abertos limitados de R?, pois a solugdo fundamental
1

1 ..
¥(z) = — log — ndo converge a 0, quando |z] ~ ool
2 Ed ‘

Vamos, a seguir, apresentar qual era o interesse de Poincaré no estudo sobre a existéncia do
potencial condutor que, em principio, contituiria uma solucio extremamente particular do problema
de Dirichlet. O ponto principal, como o leitor podera observar adiante, é que o conhecimento dos
potenciais condutores em R” ird garantir a construcao da parte regular da fungao de Green associada
ao problema de Dirichlet, cuja existéncia, como ja observamos no Capitulo 1, Poincaré acreditava
ser suficiente para estabelecer a solubilidade desse problema.

§77. Necessitaremos de dois resultados cldssicos em Teoria do Potencial: o primeiro, dizendo
respeito ao Principio da Singularidade Removivel, devido a Emile Picard, no qual utilizaremos
uma demonstracdo que, segundo Goursat, foi apresentada por Lebesgue; o segundo resultado diz

respeito a tranformacio de Kelvin, que havia sido proposta por Thompson numa carta a Liouville,

em 1845, quando aquele tinha apenas 21 anos®i)

ProrosicA0 3.5 {PRINCIPIO DA SINGULARIDADE REMOVIVEL) Sejo u uma fun¢do harménice e

limitade em By (zo)\{zo}. Logo, u pode ser estendida continuemente a Br(xq), € a extensdo resul-

tante € harménica em Br{xg).

(xxilipara verificar esse fato, vamos supor por simplicidade que ¢ € 2 C B?, onde £ é um aberto limitado que admita
um potencial condutor uw. Se r > 0 for tal que B-(0} C Q, ent@o para cada £ > 0 teremos
aloggx% <u{z)—1=0, Yz € oM.
Além disso, se |z > re’/s, ¢log E"%TME < —1 < u{r) - 1 < 8. Conseqilentemente, segue do Principio do Méximo que
r

glog
og .’E[

<u{z)-1<0, Yo € B\Q.

Fixado z € {I na estimativa acima e fazendo ¢ ~+ 0, teremos u(z) = 1, um absurdo.
(bW Thompson, “Extrait d'une lettre de M. William Thempson & M. Liouville” J. Math. Pures Appl. 10 (1843),
pp-364-367. In : G. D. Birkhoff, loc cit, pp.362-364.
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Demonstragdo. Seja v a solugdo do problema de Dirichlet em B,(zp), com condi¢io de contorno

u|aB, (zo)- Dessa forma, substituindo u por u — v, podemos supor de inicio ©|gp, (z,) = 0 €, nesse

caso, serd suficiente mostrarmos que u = 0 em B, (zg)\{zg}-

Seja M > 0 tal que |u| < M. Fixado 0 < £ < r, teremos**¥)

¥(z — zp)
pMEZ T )
T M > |u{z}|, Yo € 8B.(z0)
e
I —
M-—(%T;)?—“—) > 0 = lu(z)], ¥z € 8B, {z0).
Como a fungdo z — M 39%%0) ¢ harménica em By (z¢)\B: (xg), seguird do Principio do Méximo
que
Pz — zo) TP
()| < Mw; Vz € Br(zo)\B:(zg), Ve > 0. (3.12)
Finalmente, fixado = € Br(z¢)\{z0}, a desigualdade (3.12) se verifica para todo 0 < £ < |z —x¢]
e, portanto, fazendo ¢ —+ 0, teremos u(x) = 0. m

PRrRoOPOSICAO 3.6 (TRANSFORMAGAO DE KELVIN) Sejam 0 € @ € R™ um aberto limitado e Q°

a reflezdo de Q\{0} com relagio a 8By (0)V), Dada uma fungdo u harménica em Q* e tal que

lim u(y) =0, entdo
iyi—+co

o(z) = mi_g u(i?) (3.13)

define uma fung¢do harménica em €.

Demonstracdo. Vamos mostrar inicialmente que v ¢ harménica em Q\{0}. Definindo y 1= $|_ , 58
x # 0, vird
=L () O g+ = L)
aed T m 2\ T a2 u{y}.
i Gzi \ Jz|n? 4 awk E$i” =2 | By uly 22 52 Y
Portanto, como A—l—mg =0e x2 (—1_-2-) =—(n-— Q)E.L
’ E3 dzp \ jz[*~ P
2(n — 2 1
ao=-222 Lo, Vouly)) + L lauly) (3.14)

T GexiviPgr gbuso de notago, estamos tratando ¥{(z) como sendo ¢ valor da solugdo fundamental ¥ calculado num ponto

de norma =. Além disso, caso n = 2, podemos supor, sem perda de generalidade, que 7 < 1, para garantir 7 > 0 no

dominio considerado.
Gv)yid secio 1.3.1.
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77
Por oufro lado,
Z Ju Jy;
Oy Oz
2. Py By By; Zauayz
Bmk Byzayj 3:17;; dx, “ 3y, 8.I‘k
5*u Ay By; (ayz) u &* Py
Z Byzay:, Bz Oz Z Oxy, Z Ay Ba:k ’
ou seja,
(2, Veuly)) =Y (2, V) 55;,
=1 (3.15)
Beuly) =23 (Vi Vi) 5o = a + Z VTl 1 Ay, V).
i<y LI % R
Mas
Oyi _ B _ 2miT
Ozp  |z|* |zt
82%- 4z 21, 8:1?2'1%
E= AP E T T
LOgO,{XXﬂ)
Ty
(93, v%) Emlga
{(Vyi, Vg et
x

de onde temos, pela substituicio das expressoes acima em {3.15},

<$*v$u(y)> j Qi $ vu)
1 2{n —2)
Dguly) = P = {z, Vu)
e, conseqilentemente, seguird de (3.14) que
Ay == ——mi—Au
B

5xv1) A gegunda identidade corresponde ao fato de a reflexdo z — o ser uma transformacdo conforme



78 3. Métodos alternativos de resolugdo do problema de Dirichlet

Sendo % uma funcdo harménica, obtemos finalmente Av = (¢ em Q\{0}.

Resta demonsirarmos qie v pode ser estendida continuamente a 0 € £ e que a extensao é
harmodnica nesse ponto. No entanto, como vimos na proposicao anterior, serd suficiente verificarmos
que v permanece limitada numa vizinhanga de 0.

Com efeito, seja r > 0 tal que B-(0) C ©; logo, R™\ By, (0) C Q.

Sejam M = mdax |u(y)| e € > 0 arbitrario. Logo,
yEd By {0)

(1/r)n—2

lu(yl] < M < MW

+ €, Yy € 8By, (0).

Além disso, como i lgim u{y) = 0, existe B > 1/r > 0 tal que |u(y)| < ¢ se |y} > R e, portanto,
yl—oc

(/)” !
e

Assim, segue do Principio do Maximo que

(/)”2
gl

Como £ > 0 é arbitrdrio, podemos fazer ¢ — 0 na expressio acima e teremos

n—2
fu(y)] < M(—II/T’T se lyl >

uly) <e < M +¢, Wy € 9Bg,{0), VR > R.

lufy)] < Mo

“ili—-‘

+ g, se |yl >

ﬂ‘w

Portanto, tomando y = &, onde z € B, (0) e x # 0, obtemos finalmente

w( )| =P < M

Utilizando a propesi¢ao anterior, concluimos que v pode ser estendida continnamente a 0, e a

1
jo(@)] = wl

extensio resultante ¢ harmdnica em ). |

§78. A transformacao de Kelvin pode ser imediatamente generalizada por meio de translagoes
e homotetias para o seguinte contexto: consideremos zg € O C B” um aberto limitado e definiremos

2 (z9) como sendo a reflexdo de Q\{z¢} com relagao a 9B, (zqg), i-e., 2:(zg) é a imagem de O\ {zo}
. &L - Iy . - s *
por mejo da funcao y,(z) == r2m +zo. Nesse casc, dada uma funcio v harmoénica em €27 (xg)
— Ty
tal que lim wu{y) = 0, entdo
[yj-ro0

H 5 I — Iy
Vo lz) 1= . z0|n_2 u(rzlx e + (L‘g) . Yo e Q\{zo}, (3.16)
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se estende a uma funcio harménica em £,

Com essa notacdo, seja & C R" limitado; entdo, para cada zp € £, o conjunto Uy, =
R"\Q5{xy) € um aberto limitado e vamos supor que exista um potencial condutor associado a
Uy, OU seja, que exista uma fungdo ug, € C(R") harménica em §{zg)}, tal que ug, = 1 sobre
A0 (zg) e Hm ugy{y) = 0.

lyj—oo .

Utilizando (3.16}, teremos definido para cada z; € £ uma fungao vy, € C(§2}, harménica em
Q e, como Ugglan:(ze) = 1. devemos ter vy, (z) = mﬁw_—; ou seja, v corresponde, a menos de um
fator multiplicativo constante, & parte regular da funcio de Green.

Assim, o conhecimento dos potenciais condutores nos abertos limitados de B®, com n > 3, nos
permite construir a fungio de Green associada a um aberto limitado 2 ¢ R®.0oviD

§79. Fixemos R > 0 suficientemente grande tal que @ ¢ Bg(0) e vamos considerar ug € C(R")

como sendo o potencial condutor de Br{0}, i.e.,

1, se z € Br(0)
uglz) = -2 .
W; se z € Br(0)
Seja, ainda, B, Ba, B3, ... uma familia enumerdvel de bolas abertas que cobrem R™M().

Vamos construir uma seqiiéncia de fungdes (ug)p>1, de maneira que uy seja o rebaixamento
harmoénico de ug em By e, para k > 1, definiremos u; como sendo o rebaixamentc harmoénico de

ug-1 em By, onde B; ¢ a k-ésima bola da seqiiéncia
BBy B B3B3 B1 B2 B3 ByB1 B2 B3 By B;B1 By B3 By BsBg -+ - (3.17)

e cada bola aparece um nimero infinito de vezes.
. Como ug € super-harmdnica e o rebaixamento harmonico de fungdes super-harménicas preserva
essa propriedade, seguird que (ug)r>1 € uma segiiéncia de fungdes super-harménicas e, além disso,

tal seqiiéncia ¢ nao-crescente, em outras palavras,
wp(z) > ui(z) > wole) > uslz) > --- >0, Ve € RM\Q.

Seja u(z) := lim ug(z).
k—ou
Fixada uma bola B := B;, vamos considerar N; < N o conjunto das posigbes onde B aparece
na seqiiéncia (3.17}; assim, se k € N;, entdo uy ¢ o rebaixamento harmonico de u;..; sobre B; em

particular, a fungao w é harmoénica em B, ¥k € Nj.

Gl pota (kxiit) do Capitulo 1.
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Sendo (ug)pen; uma sequéncia nio-crescente de fungdes harménicas em B, segue do Segundo

Teorema de Harnack {Coroldrio 1.14.2) que u = kl‘zm ug & harmonica em B. Como B é um elemento

IR

arbitrario de nossa familia, entao u deve ser harménica sobre R?\ ().

Além disse, como upg = v = 0, entio l‘im u(z) = 0. Assim, resta analisarmos o comporta-

mento de u proximo a 96, Para isso, devemos supor que (2 satisfaz a condicao da esfera interior:

DEFINICAO  C R™ satisfaz a condigdo da esfera interior (exterior) se, para cada z € 91, exis-

tirem 29 € R™ e r = r(z0) > 0 tais que By(z0) C Q (B (z0) C R*\Q) & B.{z) N0 = {z}.

Nesse caso, dado z € 08, seja B, {2z} C  a bola dada pela definiglo anterior. Como Br(zg) N

92 = {z}, entde utilizando um argumento candnico envolvendo o Principio do Méximo teremos

n—2

r _ s ‘
1> uplz) > W, Ve € R*"\Q. Sendo z W uma funcdo harmoénica em R™\Q,
— 20| ;
devemos ter
-2
12 ug(x) > W, Yz € RM\Q, vk > 1.
— 2

Fazendo k — oo na expressdo acima, vird

I B
Tz S =1 Ve e RAG.
=0

Logo, lim u{z) = 1.
=z
&5

§80. Como pode ser verificado no caso de 2 C R™ ser um aberto limitado arbitrario, a funcéo
u que acabamos de construir sobre R"\{} independe da ordem em gue realizamos os rebaixamentos
harménicos sobre a seqiiéncia de bolas {3.17), da familia de bolas utilizadas para cobrir R™\Q e de
Br(0) D Q. Esses fatos serdo deixados para a verificacio do leitor por serem um tanto enfadonhos,
mas que constituem um exercicio bastante elementar de manipulacdo de seqiiéncias e de fungoes
harmdnicas.

Além disso, a mesma construgio de uma tal funcde u também pode ser realizada para conjuntos
limitados quaisquer A C R" (uma vez que ndo utilizamos penhuma propriedade especifica dos
abertos para tanto) e, como observamos acima, v estd unicamente determinada em R™\ A.

Nesse caso, podemos definir © = u4 como sendo o potencial condutor generalizado de A, o
qual, por construcdo, satisfaz EZ11'1_1}1110C ua{z) = 0e 0 € uy < 1; no entanto, ndo temos quaisquer
informagoes sobre o que possa oéorrer & funcdo uga sobre JA.

O interesse em se estudar tais potenciais condutores generalizados ficard claro na se¢do 3.5,

onde trataremos do problema de construgdo de barreiras.
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§81. Resta ainda uma questdo pendente sobre o método de varredura de Poincaré, sobre como
utilizé-lo no caso de condicdes de contorno arbitrarias.

Comeo ja observamos no pardgrafo §78., o conhecimento dos potenciais condutores ird garantir
a existéncia da funcdo de Green num aberto limitado Q satisfazendo a condigdo da esfera exterior.
No entanto, ja sabemos que a mera existéncia da funcio de Green nao é suficiente para estabelecer
a solubilidade do problema de Dirichlet em uma regido.

Para atingirmos esse objetivo, devemos compreender a motivacio fisica que levou Poincaré a
propor tal método de varredura, onde ficard claro ainda o porqué de tal nome.

§82. Ao partir da funcio up, a qual representaria uma distribuicdo de cargas positivas so-
bre a esfera 8Br(0), a seqiiéncia (ug)g>, forneceria o potencial resultante devido & mudanca na
distribuicao das cargas causado pelo rebaixamento harménico realizado na bola B; correspondente,
o qual, por sua vez, constitui um processo de varrer (ou balayer, em francés) as cargas que se lo-
calizam no interior de B; para a sua superficie {0 que torna a funcio uy correspondente harménica
em B;), sem que o potencial se modifique fora de B;.

Nesse processo, ndo haveria o aparecimento de cargas negativas (pots ug > 0} e, da forma como
o processo é realizado, o potencial é decrescente em R™\{). Além disso, ao fazer que as cargas sejam
elimiradas de cada uma das bolas um ntmero infinito de vezes, esse processo ird varrer todas as
cargas para (1, de maneira que a fungao resultante u seja harménica no exterior de uma tal regido.

§83. Por meio da interpretacao fisica acima, uma primeira tentativa de se estender o método
de varredura para um aberto © C R” (onde nesse caso ja podemos supor n > 2), consiste em
admitir que f € C(0Q) seja uma funcdo ndo-negativa e que possa ser estendida a uma fungéo
ug € C3*) N C(Q) super-harménica a qual, nessas condicdes, deve satisfazer —Qug > 0 e, pela
equacio de Poisson, isso significa que ug seria o potencial gerado por uma distribui¢do de cargas
com densidade positiva —Auy.

Adaptando a demonstracio no caso do potencial condutor para esse contexto, é possivel cons-
truir uma funcdo v harmonica em § e, utilizando-se a mesma demonstracio da Proposigio 3.7 (que
serd vista na secdo 3.5 sob um contexto mais apropriado}, verifica-se que u — [ sobre 9{! quando
Q satisfaz a propriedade da esfera exterior.

Caso tal funcdo f € C(J9Q) nao seja nao-negativa, tomamos m = win f < @ e aplicamos o

e
resultado a f —m > 0.

Se f € C(09) puder ser estendida a uma funciio ug € C%(Q), nio necessariamente super-
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. ; 1 )
harmonica, definimos o = 5, Mdx Lug e escrevemos ug = (ug — afz|?) + afz|>. Aplicando o
[y
resultado acima separadamente a (ug ~ ajz|?) e a (— alz|?), que nesse caso sio super-harmonicas,

também podemos resolver o problema para uma tal funcio f.

Finalmente, tomando agora f € C({8Q) totalmente arbitriria, utilizamos o Teorema de Tietze
para estendé-la a uma fungao fec (©). Pelo Teorema de Aproximacio de Weierstrass, f pode ser
aproximada uniformemente por fungdes polinomials em x, a partir das quais podemos resolver o
problema de Dirichlet, como j& observamos acima. Utilizando o Principio do Méximo e o Primeiro
Teorema de Harnack, € possivel verificar que as solugbes associadas a tais polindmios deverao

convergir para uma solugao do preblema de Dirichlet com condigdo de contorno f, no caso em que

) satisfizer a condigdo da esfera exterior.

§84. Assim, muito embora o método de Poincaré resolva o problema de Dirichlet para uma
classe suficientemente ampia de regides limitadas em R™, para n > 2, ele possui 0 inconveniente de

nio se aplicar diretamente a condigdes de contorno f € C(89Q).

Contudo, estavam apontadas as dire¢des que deveria seguir a Teoria do Potencial, uma vez que
as idéias onde esta se apoiaria no século 20 j4 fermentavam no trabalho de Poincaré pela utilizagio
de fungdes super-harménicas (ou sub-harménicas), que corresponderia a uma distribuigio positiva
de cargas no espago; além disso, j se eshbogava aqui uma certa tendéncia de divisdo do problema de

Dirichlet em duas partes: a resolucio do problema em 2 e ¢ estudo do comportamento das solugtes

préximo a 9€2.

Tais elementos seriam decisivos nas tentativas subseqiientes de se estender os resultados obtidos

por Poincaré.

3.4 Crise no problema de Dirichlet: os exemplos de Zaremba e

Lebesgue

§85. Muito embora os trabalhos de Poincaré no final do século 19 tenham dado um grande
impulso ao estudo do problema de Dirichlet, este resistia bravamente as tentativas posteriores de
resolvé-lo completamente, i.e., de se demonstrar que a equacio de Laplace, sujeita a condigdes de

contorno continuas, sempre teria solugdo para qualquer aberto limitado Q C R".
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Como observa Kellogg®™¥il), até o inicio do século acreditava-se que esse objetivo ndo era
atingido pelas limitagdes inerentes que cada demonstracio impunha & solubilidade do problema.
No entanto, num artigo publicado em 1911%%™) Zaremba iria apresentar um exemplo bastante
elementar sobre a ndo-existéncia de solu¢do do problema de Dirichlet.

§86. Tomando @ = B:{(0\{0} C R" e f(z) = 0, se z € 8B,{0), e f(0) = 1, resulta que o
problema de Dirichlet

Au=0 em )
u=f sobre 30

nio admite uma solugdo u € C2{Q) N C{L).

Com efeito, se existisse uma tal solu¢do seguir-se-fa do Principio da Singularidade Removivel

que « deveria ser harmonica em B;(0), mas cujo méximo seria atingido no interior dessa regiao, o

que é um absurdo.

Devemos reconhecer que o exemplo de Zaremba nao € muito interessante, por se tratar de uma
regiso com um ponto isolado. Em 1913, Henri Léon Lebesgue™! (1875-1941) iria apresentar um
exemplo bem mais surpreendente sobre a nio-solubilidade do problema de Dirichlet em R, para
uma regido homeomorfa 4 bola.

§87. Consideremos uma barra L de comprimento 1 em R* posicionada sobre o semi-eixo z
positivo, com uma das extremidades na origem, e com uma densidade linear (de massas) A dada

por A(z) = z,.

Nesse caso, o potencial gravitacional resultante num ponto = € L serd (figura 3.3):

1 <
u(z) = sds (3.18)
o A/ lay — )2+ p?
onde p = \/a:g + z2. Supondo, ainda, p # 0, teremos:
* dt *1 tdt
u{z) = zlf —e —/ — g A~ B {3.19)
=1 12+ 2 -1 V12 + p? '

Fazendo a mudanca de coordenadas ¢ = psenh £ na integral A, vira

Goiof O, D, Kelloge, [38], p.285.

Cxi)zaremba, Acte Math. 34 (1911), pp.293-316. Apud O. D. Kellogg, loc cit.
(o311 L. Lebesgue, [43].
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<
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Figura 3.3: Curvas de nivel do potencial gravitacional u gerado por L

/ = garsenh (az‘ ) + arsenh (1 — mi)

\/tg%p #

T+ 2+ 7 (1 —z) + /(1 ~21)? +p?
log—-———p— + log

P

= —-210gp+logK:c1 -{—ﬂw%—i—p?) (1—z1 + (1—:1?1)2-%,02)]

Por ouiro lado, por integracao direta,

B= z%-i—p?—\/(l—s:l)z-i-pg.

Logo, a expressio (3.19) pode ser reescrita explicitamente como

u(z) = ~2z1 log p+ 11 log Kfﬂ + \/?E%TPQ) (1 - T+ mﬂ +
- {x/zﬁ + o2 =L - 21)? %pz},

quando p # 0. Se p = 0, segue diretamente de (3.18) que

zy

z1 log
ulz) = u(z1,0,0) = R
-1 log

-1, sexy > 1

+1, sex; <0

Nosso objetivo serd estudar o comportamento do potencial v numa vizinbanca de 0. Para
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\

7

Figura 3.4: Curvas de nivel de u em ) no plano z1z9

tanto, observemos que

Ly y log Kﬁfi +v/ot +p2) (1 — a1+ /(1 - 21)? +p2)] =0,

gL

}:%{\/ﬁﬁwp? - \/(1 —51)2+p2} = -1

gL

Dessa forma, se aproximarmos de 0 ao longo das superficies da forma p = zf, segue da
expressao de u que u(z) — 1 quando x — 0. No entanto, fazendo z — 0 ao longo das superficies
p= e_'ﬁT, onde a > 0, entdo u{z) — 1 + o, ou seja, u ndo é continua em §. Além disso, sabemos
da representacdo integral (3.18) que u é continua em R\ L.

§88. Consideremos uma curva " no plano z; x4, simétrica com relagdo ao eixo 1, que tenha a
mesma forma da curva fechada semelhante a um cardidide na Figura 3.4, de maneira que, préxima
& origem, seja dada pela curva zp = =+ e"w’;l.

Seja 2 C R? o conjunto aberto, limitado pela superficie gerada pela rotagio de I' em torno do
eixo z;.

Da maneira pela qual construimos 2, é imediato observar que u|g é harmonica, mas u nao &
continua em £, muito embora u|ga defina uma funcio continua em 0 e que, em particular,

lim u(x) = 3.

z—+0
I8

Afirmamos que o problema de Dirichlet nic admite solucio em 2, com condigdo de contorno

ua0-

Com efeito, suponhamos que existisse uma funcdo v € C(£2), harménica em Q e que coincidisse
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com u sobre J§). Nesse caso, u — v deve ser harmdnica em § e nula sobre 9! {embora tal funcio
nio seja continua em {2, em virtude da descontinuidade de u em 0).

Utilizando um argumento semelhante ao que fizemos no caso do Principio da Singularidade
Removivel, neste caso aplicado em 0, o leitor podera verificar sem malores dificuldades gue v = u
em €2, 0 que é uma contradigdo, pois u nio estd definida continuamente em 0.

§89. Com respeito ao titulo desta secdo, o leitor deve té-lo achado um tanto exagerado e,
quanto a isso, devo concordar, e tenho por justificativa o fato de nao haver enconirado outro
melhor.

De gualquer maneira, os exemplos que apresentamos acima modificaram consideravelmente
as formas de abordagem do problema de Dirichlet, na tentativa de se determinar um critério que

permitisse garantir ndo apenas a sua solubilidade, mas também agora sua nao-solubilidade.

3.5 O método das funcoes sub-harmoénicas de Perron

§90. Na década de 1920, a verdadeira natureza do problema de Dirichlet para a equacio
de Laplace seria revelada, quando verificou-se qgue a possibilidade ou nio de sua resolu¢do nao
dependia do dominio @ C R" considerado, mas apenas do comportamento local de cada um dos
pontos de 952, num sentido que ficard claro malis adiante.

Dentre os intizneros matemdticos que trataram desse assunto no inicio do século, podemos

destacar O. Perron, H. L. Lebesgue, G. Bouligand e N. Wiener.

§91. Fixemos £ C R™ um aberto limitado qualquer e seja f € C(99Q). Definiremos a seguinte

familia de fungdes em C{2):00%
Ag = {v € C(&) : v é sub-harménica e » < f sobre 9N };
em outras palavras, Ay ¢ a familia das subsolugdes do problema

Au=0 emQ
. (3.20)
u=7f  sobre 90

Como f ¢ limitada inferiormente, a fun¢io constante em Q dada por ngén f € um elemento de

Aj e, portanto, Ay # ©. Observamos, ainda, que se u for uma solugio de {3.20), entdo v € Ay e,

=iy Perron, “Eine neun Behandiung der Randewertaufgabe fiir &Hu = €7, Math. Z. 18 {1923), pp.42-54. Apud E.
DiBenedetto, [15], p.72.
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pelo Principio do Méximo, devemos ter v < u, Vo € Ay, ou seja,

u(z) = sup v(z), Vz € Q. (3.21)
vEAy

Além disso, como v < sup f, Yv € Ay, entdo a expressio acima estd bem definida mesmo no
caso em que uma tal solug&eagéo exista. Nessas condicdes, diremos que u : Q — R, dada por {3.21),
¢ umna sclugao generalizada do problema de Dirichlet.

§92. Em virtude dos comentéarios acima, caso estejaros interessados em verificar a solubilidade
de (3.20) em uma dada regido {, entdo u dada por (3.21) serd nossa candidata natural a satisfazer
tal problema.

A primeira pergunta que surge é como tirar proveito da representagéo (3.21); pois, em principio,

n&o sabemos nem mesmo se u € C{{2).

O fato surpreendente nesse caso é que ndo apenas v € C(f2), mas também u € harménica em
QL=xil) - Agsim, todo nosso trabalho se resume a mostrar que u se estende continuamente a 9%,
onde ird coincidir com f; ou seja, devemos verificar se

lim u(z) = f(xzo), Vg € 052

T—+Iy

§93. Um aparato bastante util para estudar o comportarnento de u proximo a dQ ¢ a nogao
de barreira que, muito embora tivesse sido utilizada implicitamente por Poincaré, sua importancia

seria reconhecida por Lebesgue em 1912, quemn lhe conferiu esse nome e estendeu tal conceito®i);

DEFINICAO Uma funcdo v : & — R € uma barreira em zy € 9Q com respeito a Q se ¢ for

super-harménica, p(zg) =0 e w(z) >0, se z # zo.

Muito embora tal propriedade diga respeito a um comportamento global de ¢ com respeito a
2, G. Bouligand observou que a existéncia de barreiras em um ponto r¢ depende unicamente do
comportamento de J€ numa vizinhanga desse ponto; mais precisamente, suponhamos que ¢ seja
uma barreira {local) em zy com respeito ao conjunto 2N B,(xg), para algum r > 0 suficientemente

pequeno. Denotando por A := BT(${;)\Brff2($g} e o = irifcp > 0, definiremos @ : £ — R como

xxilpmbora esse fato seja de ficil verificacdo, ndo o demonstraremos aqui. Cf. D. Gilbarg e N. 5. Trudinger, [32],
pp-24-25; E. DiBenedetto, op cit, pp.73-74.

(ediF] 1L Lebesgue, “Sur le probléme de Dirichlet,” Comptes Rendus de U'Académic des Sciences de Pards, 154
(1912), p-335. Apud O. D. Kellogg, op cit, p.327.
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sendo
B min {o(z),a}, sez € QN B ()
plr) = _ :
@, se z € N\ B {zg)
Nesse caso, @{zg) = 0, gz} > 0, se x # zg €, além disso, o leitor ndo terd dificuldades em verificar
que tal fungao é super-harménica. Portanto, ¢ é uma barreira em zy com respeito a todo o conjunto

.

A seguinte defini¢do serd bastante pertinente na seqiiéncia:

DEFINICAC Diremos que um ponto xo € 08 € regular caso exista uma barreira local nesse ponto

com respeiio a .

§94. Passemos a alguns exemplos dos conceitos definidos acima:

ExeMPLO 3.1 Suponhamos n = 2 e que exista um caminho v nao-constante em R*\Q partindo
de zy € 952; nessas condigdes, € possivel definir um ramo da fungio log numa vizinhanca de 2g. da

qual excluimos . Assim,

i logr
z):=—Re =
#(2) log z log® r + 62
ird definir uma barreira local em zg e, portanto, zp ¢ um ponto regular de Jf2. =

EXEMPLO 3.2 Caso n > 3, a situagdo é bem mais delicada. Com efeito, suponhamos que zg € 60
satisfaca a condi¢io da esfera exterior, i.e, que existam r > 0 e y & (! tais que By (y) N { = {zo}.
Nesse caso,
n-2 .
olz) :ZIHW,V&*GQ
define uma barreira em z;. Portanto, todos os pontos que satisfazem a propriedade da esfera

exterior sdo regulares. ™

EXEMPLO 3.3 Finalmente, se n > 2 e o problema de Dirichlet sempre admitir solugéo em (2, entao
todos os pontos de 92 sio regulares. De fato, se zg € 94, entdo a solugdo do problema de Dirichlet

com condicdo de contorno f{z) := |z — x¢| serd uma barreira em zy em virtude do Principio do

Maximo. =

§95. Vejamos agora como o conhecimento dos pontos regulares de 922 pode nos ser 1til.
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Para isso, tomamos ¢ > 0 fixado e, como f é continua em 952, existe § > 0 tal que tal que
|f(z) — flzo)]

|z —xg] < ¢ implica [f($} - f{zg)! < g; além disso, 0 quociente o]
— o

constante M > 0 em O\ Bs{xg), ou seja,

¢ limitado por uma

(@) = flao)| £ Mlz — 20], sejz —xo) > 6.

Se xp for regular, entdio existe uma barreira ¢ nesse ponto. Sendo ¢ positiva no compacto 0\ Bs{zp),

deve haver uma constante & > 0 tal que

J;gfxsz(}; >b, sexc ﬁ\Bo"(.TO),
de onde temos
M —
If(m) — flzo)] € Miz ~ x| < —gwgp(x), se z € {\B;(xg). (3.22)

Finalmente, ird seguir de (3.22) e da continuidade de [ que

| f(z) ~ Flzo)] < e+ wﬂg—w(x), Yo € 982, (3.23)

Sejam

o(e) = flzo) = € = 2 ola),

w(z) = f(zg) +c+ %{tp(x)

Segue de (3.23} que v < f < w sobre 3. Agora, como v é sub-harménica, v € Ay; além disso,
sendo w uma funcio super-harménica, entio w é maior que ou igual a todo elemento de Ay

Conseqglientemente,
v(z) < ulz) <wlz), Vre Q.

Fazendo » — xg, teremos

flzo) — e <liminfu(z) < limsupulz) < fzo) +¢
T—Xg e T

e, sendo ¢ > 0 arbitririo, concluimos que u(z) — u{zg) quando  — . |

Podemos resumir tal resultado na seguinie proposigao:

PROPOSICAD 3.7 Se xy € 9Q for um ponto regular, entéo Hm u{z) = u{zg).

=T
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Em outras palavras, v assume os valores de contorno nos pontos regulares de 9. Além disso,

segue da proposicdo acima e do Exemplo 3.3 o seguinte tecrema:

TEOREMA 3.8 O problema de Dirichlet {3.20) possui uma solugdo para tode condicdo de contorno

continua se, e somente se, todos os pontos de 9 forem regulares.

§96. Dessa forma, a solubilidade do problema de Dirichlet ird depender apenas do comporta-
mento local de cada um dos pontos de J¢), e ndo das condigdes de contorno dadas. Fica a questdo
de se determinar a possibilidade de construcao de barreiras locais em 0.

Em 1924, N. Wiener publicou um artigo™¥} onde a construgio de barreiras era transformada

num problema de estimativa para uma certa série.

Antes de apresentarmos o resuliado de Wiener, precisamos definir a nogdo de capacidade de

um conjunto: V)
DEFINICAQO Sejamn > 3 e A C R™ wm conjunto limitado. Denotando por ua o potencial condutor
generalizado de A, entao a capacidade de A serd

1 Jua

Cap 4 := -~
P (n—2)on Jx Ov

do,

onde o € uma superficie fechada e suave envolvendo A.

OBSERVACAO 7 Segue da segunda identidade de Green e da harmonicidade de uy em Q\A que Cap A

independe da superficie & considerada. Além disso, Cap A corresponde fisicamente & quantidade total de

carga em A necessaria para gerar o potencial condutor ua.

A constante de normalizagio em Cap A é escolhida para que se tenha Cap B1(0) = 1, conforme

podemos verificar no exemple abaixo:

ExeMpPLO 3.4 Conforme vimos na secio 3.3, o potencial condutor de 4 := B,(0) é dado por

Tn—?
. | >
wale) = { &P * m“‘?ﬁ. (3.24)

1, se x| <7

(eotVIN Wiener, Journal of Mathematics and Physics of the Massachusets Institute of Technology 3 (1924), p.49, p.127.
Gxxxviey Jeitor poderd encontrar em E. H. Lieb e M. Loss, [44], pp.2583-261, algumas caracterizacdes bastante interes-

santes da nocio de capacidade.
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Logo, tomando ¥ = 0Bgr(0), onde R > r, teremos

Cap B, (0) = ~ —— | Q)MFQ do = r"?
P o - {n ™ 2)0‘n A I:CE”"I g = .
8Br(0}
Se tomarmos A := 9B-(0), entdo o potencial condutor de A também serd dado por (3.24) e,

portanto, Cap 8B8,.(0) = "2 o que nio é nenhuma novidade do ponto de vista fisico, uma vez que

as cargas de um condutor tendem a se concentrar em sua superficie. [

§97. Fixados 0 < A < 1 e zg € 00, seja A; a reglao exterior a {2 compreendida entre 9.8,x (x9)
e OByw+1(20), ou seja, Ay == Byx(z0)\ (U Byr+:{z0)) e escreveremos 7y := Cap As.

Com essa notacio, temostxvi)

TroREMA 3.9 (CRITERIO DE WIENER) zo € 08} € regular se, ¢ somente se, a série

%+%+%+%+m (3.25)

diverge. |

Sem duvida alguma, o critério acima é interessante; no entanto, nos deparamos com o pequeno
detalhe técnico sobre como obter estimativas para os coeficientes ;. Realmente essa nio é uma
tarefa das mais simples, por envolver alguns calculos um tanto laboriosos o que, evidentemente,

foge bastante dos objetivos desta monografia.

De qualquer forma, podemos apresentar alguns exemplos interessantes (e nada ébvios) sobre

a aplicabilidade do Critério de Wiener(ooviD);

ExEMPLO 3.5 Pelo exemplo de Lebesgue, sabemos que a cispide formada pela rotagdo da curva
Y = e~L/7 1 >0, em torno do eixo z ndo serd um ponto regular. Contudo, esse exemplo é ¢ melhor
possivel, pois, como observou G. Bouligand, caso tal cuspide fosse dada pela rotagio de y = z™,
z > 0, com m > 1, entdo pelo Critério de Wiener é possivel demonstrar que a origem é, de fato,

um ponto regular. a

Geavilof (. 1. Kellogg, op cit, pp.330-334.
Gecevilf O, D. Kellogg, op cit, p.334.
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§98. A partir da década de 1920, a Teoria do Potencial vivenciaria uma mudanga de orientagio,
aproximando-se de conceitos envolvendo a nogao de medida da Teoria da Integral de Lebesgue e,
a partir da década de 1850, aproveitando-se da Teoria das Distribui¢oes de Laurent Schwarz. O
leitor poderd consultar a referéncia [6] que fornece uma descrigio bastante interessante do desen-
volvimento da Teoria do Potencial nesse século.

Com respeito ao método de Perron, ele se estende com as devidas modificacdes no caso da
equacio Lu = f, onde L é um operador fortemente eliptico com coeficientes regulares{xxx"m).

§99. Apds tantos métodos, atingia-se um grau bastante satisfatério de resolugdo do problema
de Dirichlet j4 por volta de 1920. O Principio de Dirichlet, também, voltara a correr pelos belos
campos da Matemadtica: ele ndo havia morrido como proclamara Neumann, mas iria permanecer

a partir de 1870 apenas adormecido, aguardando que alguém o resgatasse das trevas em que fora

lancado por Weierstrass.

Goaxviilop D Gilbarg e N, S. Trudinger, [32], pp.102-106.
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“Eine jede reguldre Aufgabe der Variationsrechnung besitzt eine Lésung,
sobald hinsichilich der Natur der gegebenen

Grenzbedingungen geeignete einschrinkende Annohmen erfillt sind und
notigenfalls der Begriff der Ldsung eine sinngemdfe Erweiterung erfahrt.”

(David Hilbert)

Todo problema do Célculo das Variagdes tem uma solugido,
contanto que restrigbes prdprias & natureza
das condicbes de contorno sejam satisfeitas e,

sendo necessario, o conceito de solucdo seja devidamente estendido.]



Capitulo 4

A ressurreicao do Principio de

Dirichlet

§100. As criticas de Weierstrass sobre a falta de rigor que envolvia o Principio de Dirichlet
até 1870 colocaram-no como objeto de interesse apenas histdrico. Além disso, a impossibilidade de
se encontrar um tratamento mais rigoroso para essa formulagdo variacional nos quase 30 anos que
se seguiriam parecia determinar o fim de um poderoso recurso que fora aplicado de forma belissima

a tantas dreas da Matematica.

Num artigo de apenas cinco paginas publicado em 19000, David Hilbert (1862-1943) se propde
a reviver o Principio de Dirichlet, apresentando um novo método de abordagem a problemas varia-

cionais, utilizando-se das chamadas seqgiiéncias minimizantes para encontrar a solugido desejada.

Hilbert ressalta que essa nova técnica, além de sua simplicidade e transparéncia, tem a van-
tagem de envolver apenas a propriedade de minimizacdo, sem recorrer & natureza do problema. No
entanto, apenas um esbogo do que seria uma demonstracdo para o Principio de Dirichlet, além de
uma aplicacdo do mesmo recursc ao problema de minimizacgao de curvas sobre superficies, podem
ser enconirados em seu artige original. Suas idéias seriam exploradas mais detalhadamente num

trabalho publicado em 1904

D, Hilbert, “Ueber das Dirichlet’sche Prinzip”, Jahresber. Deutsch. Math.- Veretn 8 {1900}, pp.184-188. In : G.

D. Birkhoff, [5], pp.399-402.
(0D Hilbert, “Uber das Dirichletsche Prinzip”, Math. Ann. 59 (1904), pp.161-186.
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§103. A primeira questio com a qual nos deparamos é com a escolha da classe de fungoes

admissiveis:

DEFINIGAO  Seja @ C R2. Vamos denotar por A o subespaco de CHQ) 0 C(Q) formado pelas

funcgées v tais que |[Vu| € L¥(Q). Além disso, se vlgq = 0, entdo escreveremos v € Ag.

Vamos admitir que f possua uma extensio continua em Q e que esteja em A, 0 gue ird garantir

que o conjunto das fungdes admissiveis para o problems variacional de determinar a existéncia de

minimo para a integral

T(u) = /p Vultdz, u— f € Ao, (4.1)

seja ndo-vazio. Fixemos uma tal extensao, que também serd indicada por f. Suponhamos, ainda,

que € seja uma curva simples e fechada(V),
§104. Seja (ux)r>1 uma seqiléncia minimizante de (4.1) satisfazendo uilan = f. para todo
n > 1, e denotaremos por m o infimo de (4.1).

Fixado r > 0, podemos definir

1
v (z) = e © updy, ¥z € Q. (4.2)

Além disso, dados u, v € A, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que a seguinte forma bilinear

estd bem definida
T(u,v) = /{Vu, Vo) dy.
Q

§105. Nosso objetivo serd mostrar que a seqiiéncia (v} )r>1 converge uniformemente em {1, 0

que serd feito a partir de uma série de proposigdes bastante elementares.

PROPOSIGAO 4.1 Seja (¢p)i»1 wma familic de fungdes em Ag tal que Z{py) < M, Yk > 1. Logo,

lim T{us, @) = 0.
[ope's
Demonsiragdo. Para todo t € R, ug + fyy € uma funcio admissivel e, portanto,

Tlug + top) = Tlug) + 26T (ug, ox) + £ L{gr) > m, ¥k > 1.

(vINa verdade, o leitor poderd verificar facilmente gue a demonstracio se aplica sem modificacdes quando J( satisfaz
a seguinte propriedade:
Vi € 982, existe B > 0 tal que 8B, (z)Nan £ @, vr < R

Inclui-se neste caso, por exemplo, o disco B1{0}, do qual se exciul um de seus raios.
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Seguird da desigualdade de Schwarz que

) L ) L
v (z) < 2L (w(«?v—) ds < 2L P dr) < 2L Vol? dz;.
’ 5:@1 _I Bxi L

Nesse caso, podemos integrar ambos os membros da desigualdade acima na varidvel zz, obtendo
L 2
/ vi{z)dzs < QL] Vi dz = 2L T(v).
-IL Q
Integrando uma ditima vez ambos os membros na varidvel z,, entre —~L e L, teremos a desigualdade

desejada, com C := 4L°. n

Agora, utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré, teremos

2
=,
— wp - g ) d
" Br(:r}( i j‘) yE

1 5
e {u; —us " dy
772 | B (z) i)

1
= wr?

12
v (2) = v} (@)| =

7AN

: C
2
Q(uz '"uj} dy§ Wﬂui——uj),\fm&ﬂr.

Por outro lado, sabemos do Coreldrio 4.1.1 que lim Z{u; ~ u;) = 0. Conseqlientemente, (vi)z>1 é
1,00 -

uma sequéncia de Cauchy, com relacio & norma do supremo, sobre €),.. Nesse caso, podemos definir
u(z) = lim vl(z), Yz € Q,.
k=00

Em particular, 4™ é continua em Q.
§106. Um fato notdvel que ocorre as fun¢des u” que acabamos de construir é que elas inde-
pendem do pardmetro r utilizado. Mals precisamente, se r; < ro, entdo v = u"? sobre {2r,. Com

efeito, se definirmos

— — — e ] <
log - —+ 3 i 5 ) se x| <0

Yr(z) = ’
U, se x| >r
teremos
1 1
ow | (me T—Q) oy selz <7
83:1- N

se lz| >r
Considerando g € Qr e 74,(2) = & ~ zg como sendo a translacio de zg, entido o 74, € A,

pois tal fungdo ndo é continua em zy. No entanto, se ry < ry, devemos ter (¥, — Pr,) o Ty € Agp.
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§108. Devemos verificar que nossa funcio u € C1(Q) satisfaz as condicbes de contorno dese-
jadas, ou seja, u se estende continuamente a 9, onde deve coineidir com f.

Sejam T € 02 e § > 0 fixados. Vamos considerar a integral de Dirichlet definida apenas numa

vizinhanga de Z:
Ts{v) := f [Vol* dz,
As(Z)
onde Ag(%) 1= Bs(Z) N Q.

Com relacao a Z;, a seguinte versio local da desigualdade de Poincaré se verifica:

PROPOSICAO 4.3

Hvﬁiz(;\a(g)) < 47r26215('v), Vv € Ag.

Demonstracdo. Se & € Ag(Z), temos v(z) = f vsds, onde a integral é tomada sobre o arco de
. Bs(Z) contendo = e percorrido no sentido positivo, de dA;(%) até z. Utilizando a desigualdade de

Cauchy-Schwarz e integrando novamente em relacio ao parametro s, temos

f’uz ds < 47r262/1f§ ds.

Estendendo v e vy como sendo nulas fora de Az{Z), segue por integracio entre 0 e § que
Wy < 4720° [ oo £ 4mTi(0).
B;(3)
Além disso, Ls(ug) — 0 uniformemente em & e € 9Q, quando § — 0. Mals precisamente,

PropPOSIGAO 4.4 Dado & > 0, existe § > 0 tal que Ts(ug) < e, Yk > 1 e V& € 0Q.

Demonstracdo. Seja ng tal que Z(u; —u;) < £, sed,j > ng. Tomemos, ainda, § pequeno de maneira

€
quef [Viul?dy < = <g,sel=1,... ,ng. Logo, se i > ng,
O\ 4

g1z 12
VIs(u) < /Is(ui = tng) + v/ Zs(tng) < -t

=2 Vi e 80,

de onde segue o resultado. -

OBSERVAQAO 9 Utilizando a desigualdade triangular (4.3), a condusdo da proposi¢ao acima permanece

valida com uy substituida por ug ~ f.
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onde |C} < (iQr! + H}Z%X]Vulz) pois

n

/ |Vu)? dz — i’m‘? fVu(:cz-}IQ da:{r < Z
. i=1

=1

[Vu(a:)[g — ]Vu(:m}lQ del + | |Vudz
B, (z:) 0 v

< (;Qr! +z%axivug2> £

Por outro lado, em virtude do pardgrafo §107., temos

2 . | ) 12
|vfu(m{ = lim | Vo7 (z)]

2

i1 1 (
2/ Vug dy‘ < lim —5 Vg dy
| T B {x) [ ko0 Ty B, (x)

Dessa forma, segue de (4.4} que

T
Vul?de < L
[ 3

Como 7 e £ sao arbitrarios, entdo [Vu| € L2(Q) e u — f € Ay; além disso, devemos ter Z(u) = m,

[Vupl?dy + Ce < klim T{uy) + Ce = m + Ce,
— OO

i(2)

o que conclui a demonstracéo do Principio de Dirichlet, [

§110. Hilbert colocara finalmente o Principio de Dirichlet em bases sélidas. No entanto,
mesmo a demonstracdo acima, sem divida alguma mais simples do que aquela proposta por Hilbert
em 1904, ainda € extremamente longa e delicada.

Além disso, o fato de, para uma seqiiéncia minimizante admissivel (ug)g>1, termos

lim T(u; - ) = 0.
j4 indicava que os espacos de fungbes usualmente considerados nio tinham tma boa geometria para
tratar de tais problemas variacionais.

O leitor atento devera ter observado que o problema de Dirichlet ndo estd resolvido ainda, uma
vez que ndo temos informagoes suficientes sobre a regularidade de u. Para verificarmos esse fato,
faremos uso da seqiiéncia minimizante utilizada na construcio de nossa funcao u.

§111. Fixados zp € 2 e r > 0 tais que m ¢ Q. procedemos como ne infcio do pardgrafo
§109. e tomamos uma familia de circulos By, (z)),... , By, (zn) em B, (xp) que nio se interceptam
e tal que o conjunto V ¢ B.(zg) contendo os pontos que nic estejam em nenhuma dessas bolas

menores tenha drea. no méximo, 2.
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Embora Hilbert, Lebesgue ¢ muitos outros tivessem apresentado demenstracoes variacionais
envolvendo o problema de Dirichlet, as questdes 2 e 3 que apresentamos na se¢ao 2.1 e que corres-

pondem, respectivamente, & existéncia e regularidade do minimo da integral de Dirichlet

T(u) m/}‘(?ujz dz,
Q

sujeita a condicoes de contorno pré-estabelecidas, nio eram tratados senao i custa de um grande

esforco.

No caso especifico da questdo 3, o lettor pode observar que, em vista de nossa exposicao, ela

pode ser reescrita nos seguintes termos:

.o ue Clf)e /(Vu,th) dr =0, Vo € C3°(), implicam u € C%(Q)7
Q

Weyl deu uma resposta afirmativa a essa questdo em seu artigo, sob hipdtese bem mais fracas,
sendo esse resultado conhecido por Lema de Weyl, um dos primeiros resultados de regularidade no
contexto do Calculo das Variagdes, ja sob as gracas da teoria de integracdo de Lebesgue.

Além desse resultado, teremos em maos uma demonstraciao de existéncia de solucéo do pro-
blema de Dirichlet numa natureza totalmente diferente da que vimos até aqui, pois a solugio sera
obtida a partir da decomposigio da condigio de contorno f € H*(Q} em duas partes, f = u — h,
onde u é harmonica em Q e h € HL ().

§113. Seja @ C R? aberto e limitado. Nosso objetivo inicial serd estabelecer generalizacbes
das relacdes div F = 0 e rot F = 0 para campos vetoriais F' € L2({; R®). Para tanto, vamos supor
inicialmente que F € C=(; R?),

Dados ¢ € C5°(€2) e @ € C§(S4; R?), temos as seguintes identidades vetorials:
Aiv(F x &) = {rot F, ®) — (F,rot ),
div(pF) = (Vg F) + ¢ div F.

Assim, utilizamos o Teorema do Divergente em {2 para obter'™:

[(rot F.®)dx = / (F,rot @) de, ¥® € CF(Q; RY), (4.7)
Y] Y
f p divFdr = —[(V@,F) dz, Yo € C5F(Q). (4.8}
Q Q2

As identidades (4.7) e (4.8) nos sugerem as defini¢bes que procurdvamos para F € L2, R%Y):

(%)) leitor deve atentar para o fato de nic ser necessario supor qualquer regularidade para 8(1, pois ® e p tém

suportes compactos em (2.
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Vamos assumir a validade do Teorema 4.6 por um momento.

Dada f € HY) e utilizando a definicio de derivada fraca, temos
/(Vf, rot @) do = —~ / {f,divrot &) dz = 0, V& € CZ°(O; R?).
) 0

Logo, Vf € R e, pela a decomposicio (4.12), existem HeHell e RNS taisque Vf = H +U.
Vamos supor {! simplesmente conexo. Neste caso, como rotl/ = 0 e U € C®(12; RY), existe
u € C(Q) tal que Vu = U além disso, div = 0 e, portanto, Au = 0 em 0.
Por outro lado, sabemos que existe uma seqiiéncia (@g)r>1 em C§P(Q) tal que Vo — H
em L?(S1;R3). Logo, Vo, — V(f —u) em L?(f; R®) e segue da desigualdade de Poincaré que
hi=u- f& H; Q).

Assim, podemos escrever f = u — h, onde v é harménica em Q e h € H(Q), como haviamos

proposto no inicio desta se¢io.

§115. Antes de iniciarmos a demonstragio do Teorema 4.6, observemos que, dado ¢ €

C{2; R%), temos a identidade
AP = V(div®) — rotrot ©. (4.13)

Se F € RS, podemos aplicar as equagbes (4.9} e (4.10} com rot @ e div ® como fungdes-teste,

respectivamente, de onde obtemos, apds a subtragio entre as expressdes resultantes:
/{F, A®Ydz = 0. (4.14)
Q2

. . s . -~ {311
Assim, basta demonstrarmos o lema seguinte, valido em dimenséo qualquer®™ii):

LeEMA 4.7 (LEMA DE WEYL) Sejam Q CR™ ewv € LL (). Se

loc
/ vApdr =0, Yo € C5° (0],
f

entc’ib v € O e Av=10 em Q.

&
S Com efeizo, fixado o € 2, definimos u(z) = / {U{(s)).~ (s)) ds, onde ~ : {a,b} — Q é uma curva diferencidvel
a
por partes e tal que y(a; = xo ¢ ¥(b) = z. Sendo Q simplesmente conexo, é possivel mostrar que ¢ valor de % independe

da curva - considerada, de onde ird seguir que Vu = U em .
=i 5r B, Dacoregna, [13], pp.121-123.
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4.3 A formulagao moderna do Principio de Dirichlet

§116. As décadas de 1930 e 1940 assistiram ao surgimento e a consolidacao da teoria dos
espagos de Sobolev tanto por K. Friedrichs como pelo préprio Sobolev, constituindo um processo
de verdadeira releitura do que se entenderia por uma solugio de uma equagdo diferencial e que
culminaria com a publicagio dos dois volumes da obra Théorie des Distributions de Laurent Schwarz
no final da década de 1940. Tudo isso, por sua vez, se sustentava no advento da Andlise Funcional,
especialmente a partir da década de 1920.

§117. Por meio da desigualdade de Poincaré, H}((2) serd munido da norma equivalente

“Uiiyé(n) = (/{; IVl dm)lp.

Em vista das se¢des anteriores, no estudo do problema de Dirichlet, somos imediatamente levados

ao problema de minimizagio da integral

T{u) = / |Vl dz, (4.15)
Q
onde consideraremos agora. f +H} () como sendo o espago das fungdes admissiveis, com f € H(Q),
e definimos rn :=  inf  T(u) > 0.
u—fEHA ()

§118. Seguindo a idéia original de Hilbert, consideremos {14);> uma seqiiéncia minimizante
do funcional Z sobre f + HJ(f); em particular, essa sequéncia é limitada em H'({)) e, portanto,
existe uma subseqiiéncia tal que ug; — ug € f + H}(Q).

Por outro lado, como a fungio £ — I (tug + {1 — thus,) é convexa, teremos
s

T{ug;) 2 T{ug) + %I(tu@ A+ (1 - t)ukj)]
=0

> T{up) —}—f (ug,ug — ug, ) de.
)

Finalmente, tomando 7 — oo, vird

m = lim T(u,) = T{ug) = m,

j—roo -
ou seja, Z{ug) = m. Além disso, ug deve satisfazer a equagio de Euler-Lagrange fraca:
/(Vug,Vrp) dz =10, Vo € C5°(Q).
0

Logo, pelo Lema de Weyl, devemos ter u € C°°(2) e Aug = 0 em 2.



Capitulo 5
O problema de Dirichlet semilinear

5.1 A formulacao fraca do problema

§120. Em vista do problema de Dirichlet para as equagfes de Laplace e de Poisson, uma
generalizacio natural para tais problemas consiste em determinar uma funcio u € C3Q) N C(%)

satisfazendo

—Au =pl{z.u) em Q
, (5.1)
w=10 sobre JQ

onde tomamos p: & x R — R continua.

Vamos supor que (5.1) tenha uma solucdo cldssica w. Nesse caso, multiplicando ambos os

membros da equacio diferencial acima por uma fungdo ¢ &€ CF°{Q2) e integrando por partes a

expressao resultante, teremos:
[ ¥u.Ve) =~ ple iz =0, Ve € 5O,
Q
Reciprocamente, se u € C?(Q) satisfizer a identidade acima, entio

fQ (Au+ plz,u))edr =0, Yo € CF(Q)

e, portanto, —Au = p(xz,u) em €.
§121. Motivados pelas observagdes feitas acima e na ultima se¢do do capitulo anterior, pode-

mos definir uma solugio fraca para o problema semilinear {5.1), como sendo uma fungio u € H, é(ﬂ}

113
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TEOREMA 5.2 Sejam E um espago de Banach reflexivo, A C E um convezo fechado ¢ I : A -
(w00, +00], I # 400, um funcional fracamente semicontinuo inferiormente satisfuzendo a seguinte

condicdo de coercividade:

lim I{u) = +o0.
[full—oe
ueA

Logo, I possut um ponto de minimo, i.e., existe ug € A tal que Iug) = ingf(u).
u€

Demonstrag@o. Seja v € A tal que I{v) =: a < +o0. Definindo K := {u € A:I{u) < a}, entio
K é um subconjunto fracamente fechado, limitado e nao-vazie do espago de Banach reflexivo E.
Portanto, K é compacto com relacdo & topologia fraca¥. Por outro lado, como I é fracamente

semicontinua inferiormente, segue da proposi¢io anterior que deve existir ug € K onde [ assume

sey minimo em K e, portanto, em A. »

Com relacao ao teorema anterior, € interessante observar que ele reflete perfeitamente as idéias
de Hilbert em seu artigo de 1900. Com efeito, tomando (u)i>) uma seqiiéncia minimizante de
I sobre A, segue da condi¢io de coercividade que tal segiiéncia é necessariamente limitada e,
portanto, se E for separdvel, entdo ird existir uma subseqiiéncia {ug)i>1 tal que wg, — up (i)

Como [ é fracamente semicontinua inferiormente, teremos
inf I{u) = Iim I{ug, ) > I{ug),
uEA F-400 7

i = fnf I(u).
e, portanto, [(ug) égg (u)

§124. Nossa intencao sera aplicar o Teorema 5.2 a

Iu) = /Q }éJVUF — P(z,u)dz, (5.3)

< -
com A = H}(), onde Q C R™ é um aberto limitado, P(z,{) := / plz,s)ds e p e C(Q x B;R).
0
Como a equagio de Euler-Lagrange associada a esse funcional é dada formalmente por (5.2), entao
uma vez obtida a existéncia de um minimo para I em A, é de se esparar que tephamos um resultado

de existéncia de solugoes fracas para o problema semilinear posto inicialimente, como veremos mais

adiante.

it H. Brézis, [8], pp.44-45.
(e H. Brézis, op cit, pp.48-50.
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de onde segue que f{u) — +00 quando Huééﬂé{ﬂ} — OC.
§127. Resta verificarmos que I é fracamente semicontinua inferiormente; mas como

lullzzy ) = (/Q 1vu§2d:c>lf2

é continua e convexa em H}(Q), serd suficientel’™) demonstrarmos a semicontinuidade inferior fraca

do funcional
J{u) = -—f P(z.u)dz, u € H} Q).
0

Observamos que a condi¢do de coercividade (5.4) serd suficiente para tanto.

Como a aplicacio

u € HLO) w—)/ %ug + Cudz
94

é fracamente semicontinua inferiormente, segue da estimativa (5.7) para P que, sem perda de
generalidade, podemos supor P(z,£) <0, V(z,£) € Q x B.

§128. Seja (ur)r>1 uma seqiiéncia em HH) tal que uy — ug e vamos definir £ := iikxgio%fj{uk).
Evidentemente, £ > 0 e devemos considerar apenas o caso em que ¢ < +oc; além disso, em vista
da compacidade da imersdo H}(Q) C L?(€)) e tomando uma subseqiiéncia se necessario, podemos
supor que u; ~ ug em L*(0Q) e u; — ug quase sempre em 20V

Nosso objetivo serd mostrar que J(ug) < £, 0 que ird garantir a semicontinuidade inferior do
funcional J.

Seja ¢ > 0 fixado. Como u; — wp quase sempre em ), existe um subconjunto ¥ C Q
mensuravel tal que u{Q\Q°) < ¢ e up — u uniformemente em ¥ (Teorema de Egorov()), de onde

temos

J{ug) = —LP(x,uk)dz > —/EP(ar,u;c)d:c g /ﬂ —P{z,ug) dz.

Portanto, £ > / ~P(z,up)dz, para ¢ > § arbitrario. Agora se considerarmos ¢; — 0

&
uma seqiiéncia decrescente e tomarmos os conjuntos 2%/ dispostos em ordem crescente, seguira de
~P(z,ug) > 0 e do Teorema da Convergéncia Mondtona que

£>— Plz,ug)dz Ciﬁ‘f/ —P(z,up)dz = J(ug),
bl Q

Of, H. Brézis, op cit, p.38.
™CE H. Brézis, op ¢it, pp.58-59.
of H. Brézis, op cit, p.75.
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integracdo por partes pela escolha de fungbes teste convenientes. Para isso, necessitaremos do

seguinte resultado(Vi#);
PROPOSICAO 5.4 Seu € H{(N), entdo |u| € HE Q) e

Vu, seu >0

Vil = ,
~Vu, seu<{
em particular, uT,u” € HE(Q) e
Vu, seu>0 g, seu >0
Vut = e Vu = .
0, seu <0 ~-Vu, seu<0
Além disso, Vu, =0 quase sempre sobre o conjunto [u = 0] == {z € Q :u(z) =0}. n

Como w satisfaz
/(me, Vo) = Mw, Vo) — Cvdz = 0, Yu € H} (),
O

entio tomamos v = w” € H}(Q) como fungio teste. Nesse caso, {Vw,Vv) = (VuT,Vu™) -
(Vw~™.Vuw™) = ~|Vw™|? e, analogamente, (w,v) = —lw™[?. Logo,

f (V™2 — fw? + Cw™ dz =0,

)
de onde segue que
0> / Vw2 = Mw Pdr > (A — ,\)/ w2 dar.
Q o

Como A < Ap, entdo w™ = ( quase sempre em (1, ou seja, w > 0. n

§131. Mostraremos, agora, que caso u satisfaga a equagdo de Euler-Lagrange (5.2), entao

—w < u < wem 2. Mais precisamente, temos a seguinte proposicao:

LEMA 5.5 (ESTIMATIVA A PRIORI) Sejam A < Ay ¢ ¢ > 0 fizades. Dada q: 2 x R — R continua
tal que
gz, &) <A+, se & 20,

, (5.9)
glz, &) 2 M~ C, se £ <0

(8 Gf L. €. Evans, op cit, pp.291-292.

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRA
SECAO CIRCULANTE
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Vu € H(Q). Além disso, temos Iﬁ(m,g)] < MET+ C, ¥z, €) € @ x R. Pela Proposicio 7.4, I estd

bem definido e I € C(H(Q): R).

§134. Seja o um ponto de minimo para . Ainda pela Proposicio 7.4, g satisfaz a equacio

de Euler-Lagrange associada a 4:
/Q(V'&g, V) — pla, do)vdz = 0, Vo € Hi(Q).
Logo, up € L*(Q) e lag| < R. Consegilentemente, G satisfaz {5.2), Plz,iy) = Plz,ug) e teremos
I{ig) = I{ity) = minf < minl.

Isso mostra que um ponto de minimo de  também é um minimo para I. Inversamente, se ug
minimiza I, entao

T(ug) < Iug) = I{dg) = I(fip) = minT.
Portanto, 0s pontos de minimos de I e I coincidem.

§135. Dessa forma, podemos resumir o resultado que acabamos de obter no seguinte teorema:

TEOREMA 5.6 Dados Q CR"™ aberto regular limitado ¢ p: Q x R —+ R continua satisfazendo

plz, &)

lim sup
L oo

<< }\1, (511}

onde Ay > 0 € o primeiro autovalor de ~4 em H(Q), entdo o problema de Dirichlet semilinear
(5.1) possui uma solugdo fraca up € HE(§) N L=(N). Além disso, ug caracteriza-se como sendo o

minimo do funcional I sobre H}(Q) onde
1 i 2
Hu) == [ =|Vu|* — P(z,u)dz,
q2
E2
com P(z,u) :m/ plz, &) de.
0
§136. Vejamos alguns exemplos que dizern respeito ao teorema que acabamos de demonstrar:

ExEMPLO 5.1 Sejam f € HL(Q) e g: Q x B = R continua e limitada. Segue do Teorema acima

que o problema de Dirichlet:

—Au = Aut glz,u), em

u = f, sobre 902
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EXEMPLO 5.3 Seja g : R — R continua tal que

9(£) = o{£) quando & — 0,
lim g_(wfl =

420
oo £

Nessas condicoes,

—Ay = Au—glu) em
(5.14)
u == ) sobre 082

tem uma solug¢ao nao-trivial se A > A;. Além disso, se A < A1 e ég(é) >0se £ #0,entdou=0¢

a Gnica solugdo de (5.14). Com efeito, seja u € HE{2) uma sclugio para (5.14):

L(V’u,Vﬁ) — duv + glu)vdz = 0, Ve € HE ().
Tomando v := u=, teremos
/Q;vuiﬁ - MNuE de <0
e, portanto, ut = 0se X <X Caso ) = Ap, entdo u = avy, para algum « € R; nesse caso,
oMy = —Au = adv; ~ glov)) = glav) =0,

de onde conluimos que a = 0. n

§138. E importante observar que a condicdo (5.11) ndo pode ser melhoradal™. Com efeito,

se v1 € C°(Q) for uma autofuncio de —A em H}(Q) associada ao autovalor A;, entde
—Lu = Au+vy, em§
u =0, sobre d52

nio admite solugio u € H} (). Suponhamos por absurdo que existisse uma funcio u satisfazendo

a equacdo de Euler-Lagrange fraca associada

/(Vuﬂ?’u) — (Alu +’01)’U de =0, Yv € H}(Q).
Q

) Conforme demonstraram J. Mawhin, J. R. Ward Jr. e M. Willem, ¢ funcional I associado ainda admite um
minimo casc

imsup 288 < ),
£y o0

desde que a desigualdade estrita ocorra num conjunto de medida positiva; nesse caso, no entanto, ¢ necessaria uma

condigio que limite o crescimento de p dada por (p2) na secdo 7.2. Cf D. G. de Figueiredo, [25], pp.21-22.



5.2. Sobre a existéncia de solugbes para o problema semilinear 125

entdao o funcional associado

Iu) = %/ﬂ{‘?u]‘? - du? dx — g%[é [ulf dx

ndo é limitado inferiormente em HE () gualquer que seja o pardmetro A € R; contudo, se A < Ay,

entao

Ifw) = %/Q;vugi’ — duldz

é coercivo em HE(Q).

Por outro lado, se 2 < p < 2* := 2 4 imersdo LF(Q) C H{(Q) é compacta e, portanto, o
conjunto A := {u € H{(Q) : [fullpsq) = 1} é fracamente fechado. De fato, se (ug)yy1 for uma
seqiiéncia em A tal que up — u, entdo existe wma subseqiiéncia convergindo a u em LP()); em
particular, [julizz(0) = 1, 0 que demonstra nossa afirmagao.

Em vista das observacdes acima, segue do Teorema 5.2 que [ terd um minimo relativo a A.
Utilizando-se os multiplicadores de Lagrange™) em A e a homogeneidade da equacio, segue a
existéncia de uma solugdo nio-trivial para (5.15).

§141. O método de Perron se generaliza de forma bastante iuteressante no contexto deste

capitulo. Para vermos isso, precisamos estender as nog¢des de subsolugdo e supersolu¢do para o

sentido fraco.

Uma funcio u € H(f) serd uma subsolucgio fraca para o problema (5.1) se ulpn <0 e
/(Vu, Vo) — plz,ujvdz <0, Vo € Ha(Q), v > 0;
Q

de maneira andloga, define-se supersolu¢éo revertendo-se as desigualdades acima. Nessas condigoes,
é claro que tais conceitos coincidem com os casos cldssicos correspondentes.

Vejamos agora uma outra forma de obtermos solugbes para {5.1} no caso em que o funcional

nao seja limitado inferiormente:

TEOREMA 5.9 Suponhamos que u, T € H(Q) sejam sub e supersolugdo de (5.1), respectivamente,

e que existam constantes ¢, € € R fais que

—o << ushd<E < +oo, quase sempre em L.

Logo, eziste uma solu¢do fraca u € H3 () de (5.1) tal que u < u < 1.

SO Q. Kavian, [37], pp.55-56.
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Rumo a Teoria Global de Pontos
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“Geometry may sometimes appear to take the lead over analysis,
but in fact precedes it only as a servant goes before his master
to clear the path end light him on the way.”

{James Joseph Sylvester)

[Eventualmente pode parecer gque a Geometria se sobrepde & Analise;
mas, na verdade, aquela a precede como umn servo segue a frente de seu mestre

para remover os obstdculos e guid-lo através do caminho.]



Capitulo 6

A Teoria de Ljusternik-Schnirelman

§142. Um resultado bastante conhecido da Algebra Linear é o seguinte: dada uma transfor-
macio linear auto-adjunta A : R — R™ entio os autovalores de A sio reais e existe uma base
ortonormal de R"*! formada por autovetores de A. Embora exista uma demonstracio puramente
algébrica para esse fato, apresentaremos aqui uma versdo geométrica, utilizando os multiplicadores

de Lagrange.

Se definirmos f(z) = é(Am,m), entao segue do fato de A ser auto-adjunta que Vf{z) = Az,
Sendo a esfera unitaria S* compacta, flg= possul um minimo para algum v € S"; nesse caso,
existe A; € R tal que Avy = A1y e, além disso, A, = 2n5n;nf.

Suponhamos por indugéo que existam k autovetores ortogonais de A em 5™, digamos v, ... , vk,
e definamos Vi = Rv; @& - @ Rug. Caso k < n, entdo I/};‘“ M 8™ £ @ e existe um ponto de minimo
vpep de fem V,f- N S™, de maneira que Avp1 = AppiVpei, cOM Appy =2 min f, o que conclul a

Vi’c“i“ msn
demonstragao.

§143. O leitor deve observar que, em vista do exposto acima, denotando por 'y a familia
formada pelos subespacos vetoriais de R"*! de dimenséo maior que ou igual a k, entdo os autovalores

de A admitem a seguinte caracterizagfo minimax:

Ap = Inf méx{Az, x).
Vel Vngs

O objetivo deste capitulo serd desenvolver tais idéias de maneira a demonstrar o seguinte
resultado devido a L. Ljusternik e L. Schnirelman sobre o numero de pontos criticos para uma

funcao par e continuamente diferenciavel sobre 5™:

131
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onde [$1,¥1, -+ >k Ye] = [§1,01,..- , 5k, Ux! se, € somente se, para cada ¢ temos s; = §; e ¥; = Ui,
ous; = & = (. 0 conjunto ¥ = --- x ¥, munido da topologia quociente induzida pela identificacao
acima, pode ser tratado como sendo um G-espago, sendo a agdo de GG definida de maneira ébvia.
Tomando, por exemplo, Y] = -+ = Y} = Zy. entdo o leitor ndo tera dificuldades em verificar
que Y] # -+ x Y} é homeormorfo a §%1 por meio de uma aplicacio fmpar, a qual, por sua vez, é
Zy-equivariante. Mais geralmente, se denotarmos por S{V') a esfera unitdria de um espago vetorial

normado V', entdo dados G-espagos vetoriais normados Vi, ..., V. teremos
SV = S(Vi) =80V x - x V)

por meio de um homeomorfismo G-equivariante.

§146. A proposicio a seguir estabelece uma outra caracterizagio para o G-género:()

PROPOSIGAO 6.2 Se X for normal, entdo vg(X) € o menor inteiro k para o qual existe umae

transformagdo equivariante X — G % --- x Jy, onde, por conveniéncia, escrevemos G; = G.

Demonstragao. Para simplificar a notagdo, indicamos v := v{X) e denotaremos por £ o menor
inteiro acima (evidentemente, caso um tal k nio exista, tomamos k = +00).
Observamos que v < k. Com efeito, podemos supor & < +ocesejah: X — G ---x G uma

funcio G-equivariante. Definindo os conjuntos
Ui = {x €X: f(.?)) == Eslagla"' )Sk!gk} € 8; > 0}, i= l )k-s

seguird que Uy, ... .Uy formam uma cobertura aberta de X e, além disso, as fungdes h; : U; — G,

h;(z) = g; estdo bem-definidas, sdo continuas e G-equivariantes. Conseqilentemente, v < k.
Mostraremos, agora, que v > k. Nesse caso, podemos supor v < +o00 e seja Uy, ..., Uy uma

cobertura aberta de X associada. Sendo X normal, existe uma particio da unidade G-invariante

1,... , T subordinada a tal cobertura. Nesse caso, definiremos h: X — Gy - - % G como
h(fﬂ) S [ﬂ—i(m): h1 (E) L) 7&’7(23)_, h’}’(x)} .

Observamos que, muito embora cada h; esteja definida apenas sobre U, h estd bem definida pois
supp(m;) € Uy além disso, é de verificacio imediata que k é continua e G-equivariante. Portanto,

k < 7, o que conclul a demonstragio. m

GICE T, Bartsch, [3], p.13.
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Demonstracdo. A condicdo (1) é dbvia, enquanto que () segue da definigdo de espago G-RAV,
da Proposicao 6.2 e do fato de a ligacdo de espagos G-RAV preservar essa propriedade.

Com respeito a {y2), podemos supor &k := y(B) < +oo. Sejam B = BiU- - -UB}, uma cobertura
aberta de B por conjuntos invariantes e A; : B; — @ as funcdes equivariantes correspondentes;
assim, A = A~ HB)U---Uk™! (By) serd uma cobertura aberta de A com as propriedades desejadas.
Logo, ve(A4) < k.

Para verificarmos (7v3), vamos definir v = ~vg(A4) e v = vo(B), 08 quais podemos supor
que sejam ambos finitos. Denotando por f; € hy as transformagbes G-equivariantes associadas a
A e B, respectivamente, e m; e m» uma particdo da unidade G-invariante subordinada 4 cobertura

X =int AU int B, entdo a fungio h: AUB — (G # -« % Gy ) * (G *--- x G.,,) dada por

h(x) = [ (z), hy(z}, m2(x), ha(z)]

corresponde a uma funcdo continua e G-equivariante. Segue da Proposicao 6.2 que y¢(A U B) <
7+ 2

Com relagao & maximalidade de vg, em virtude da Proposi¢ao 6.3, serd suficiente compararmos
os valores de uma fungéo 7, satisfazendo as condigdes (v1}, (y2) € (73), nos conjuntos G - - - = Gy.

Assim, definindo

Uy z== {381,91:v-- 1Sk Gk] € Grx e x Gty > 9}-,

entdo as fungbes h; : U; — G, hi([sl,gl, ... ,sk,gk}) = g; estdo bem-definidas e, além disso, sao
continuas ¢ G-equivariantes. Segue de (1) e {v2) que (U;) = 1. Como Gy #---x Gy = Uy U---UUg,

por (v3) vird F(Gy # -+ * G) < k, de onde temos a maximalidade de . [ |

§148. Com respeito & proposicio anterior, alguns comentdrios adicionais merecem ser feitos.

Suponhamos que B € £ seja formado por um niamero finito de 6rbitas de G, ou seja, que
existam Z1,... ,Zx € B tais que B = Gz U-- UGz, seja uma unido disjunta. Nesse caso, podemos
reescrever B = G{zi1,... .7z} e segue da definigio de G-género que yg(B) = 1, se G, = {e},
1 < i < k; em outras palavras, se yg(B) > 1 e a agédo de G sobre B for livre, entdo B ndo pode ser
escrito como um numero finito de G-drbitas.

Dados X um G-espago metrizdvel e K € Eq(X) compacto, se G for um G-RAV ea acdo de G
sobre K for livre, entdo vo(K) < +oo. Com efeito, para cada z ¢ K, segue da condi¢io (v4) que

existe uma vizinhancga aberta e G-simétrica U, contendo Gz tal que v5(U;) = ve(Gz) = 1. Como
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portanto, em Z e formam wma familia disjunta. Como Z é metrizdvel, existem abertos disjuntos
k

V; contendo cada fechado h~!(g;). Os conjuntos U = m 9;97 'V, sdo abertos simétricos disjuntos
[

contendo A~ (g;). Assim, U := U; U--. U U é aberto simétrico contendo A e formado pela unido

disjunta dos conjuntos U/;. Por construcéo, a funcéo h:U — G, tal que fz(xi) = g, s€ T; € U, estd

bem definida, é continua e G-equivariante. |

6.2 O Lema de Deformacao

§151. Sejam E um espaco de Banach e G um grupo de isometrias de E. Dados § C E um
conjunto G-simétrico e § > 0, denotaremos por S; o conjunto {z € E: d(z,5) < & }; além disso,
dados ® : E — R e ¢ € R, escreveremos ¢°:= {z € E: ®(z) < ¢}.

O Lema de Deformagao que apresentamos a seguir é uma versao simplificada daquela demons-

trada por Willem em 1983, onde este néo faz quaisquer hipéteses de compacidade nos niveis criticos
Ko={zeE: ®(z)=ce®(z)=0}:

TEOREMA 6.5 (LEMA DE DEFORMACAQ) Dados ® € C*{E; R) um funcional G-invariante, S C E
um conjunto G-simétrico, ¢ € R e €,¢ > 0 tais que

2e

ue ®c—2e,c+2e]) NSy = [P (u)] > 5

(6.1)
entdo existe um homeomorfismo G-equivariante b E — E tal que:

(&1} h(u) = u, se w @ 7 H{{c — 2z, e + 2e]) M Sy

(B2) R(DH NS} C Bee.

Demonstragao. Para evitarmos questdes puramente técnicas envolvendo a utilizacdo de campos

pseudo-gradientes (definidos por Palals em 1966}, vamos supor que E seja um espago de Hilbert e
& < C*ER).

Sejam
A= @“’”l(gc — 2,0+ 25]) 1 S5,
B = @“1([(: —g,c+ s}) nSs,
d{z,E\A
$(w) S

T Az, E\A) + d(z,B)
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OBSERVACAO 11 Embora 0 Lema de Deformagio tenha sido demonstrado para um espaco de Banach E,

exatamenie a mesma demonstracio se aplica & uma variedade riemanniana completa M, invariante pela acio

de um grupo G.

§152. Uma maneira freqgilente de se utilizar o Lema de Deformacio em problemas envolvendo

a determinacdo de pontos criticos consiste em se demonstrar que ¢ € R, dado por uma representacao

em termos minimax, é de fato um valor critico para um funcional ® : E — R. Em muitos caso,

isso é feito de maneira indireta, mostrando-se que a conclusdo do Lema de Deformacdo ndo se

verifica, i.e., que nao existe um homeomorfismo h : E — E satisfazendo (®1) e ($2). Dessa forma,
£

deverdo existir seqliéncias g, — 0 e 5. 0 tais que a condicdo {6.2) ndo ocorra, ou seja, existe
E

uma seqiiéncia (ug)r>1 em E, denominada seqiincia de Palais-Smale, tal que
Olug) ~+ cem B e &' (ug) — 0 em B (6.4)

Suponhamos que exista uma subseqiiéncia de (u ) convergindo a um ponto ug € E. Em
vista de (6.4), devemos ter ®(u) = c e ®'(u) =0, ou seja, ¢ é um valor critico de .
A condigdo de compacidade acima fol introduzida por Brézis, Coron e Nirenberg em 1980,

como uma generalizacio da condiciio (PS) usual®V:

DEFINICAO Sejam E um espaco de Banach, ® € CH{E:R) ec € R. A funcdo ® satisfaz a condigdo
de Palais-Smale em ¢, o que serd denotado por (PS)., se toda segiéncia (ug)ip>1 satisfazendo (6.4)

tiver uma subseqiéncia convergente.

Vale observar que, mesmo em dimensfo finita, uma segiiéncia de Palais-Smale ndo precisa ser

convergente, como se constata no seguinte exemplo apresentado por Brézis e Nirenberg em 199100,
EXEMPLO 6.4 Seja ¢ € C®(R%R) dada por
olz,y) = 2"+ (1 - 2)%/7,

~ 2 - oA - . ~ - v n .
entao (1 - ;}{- \/%k)p ¢ uma seqiiéncia de Palais-Smale que nao possui subsequéncia convergente;
;>1

na verdade, ¢ (1 - %, \/%_ k) — 1, muito embora 1 ndo seja sequer valor critico de . ]

OCE H. Brézis, J. M. Coron, L. Nirenberg, “Free vibrations for 2 nenlinear wave equation and a theorem of P.
Rabinowitz,” Comm. Pure Appl. Math. 33 (1980), pp.667-680.

G3Cf. H. Brégis, L. Nirenberg, “Remarks on finding critical points,” Comm. Pure Appl. Math. 64 (1991}, pp.939-
963.



6.3. Sobre um teorema de Ljusternik e Schnirelman 141

§154. Os valores criticos de f dados por (6.5) admitem uma outra caracterizagdo bastante

interessante:
Ckﬂinf{TER:’yg(fr)Zk}, 1<k<d, {6.6)

ou seja, os valores criticos ¢; < --- < ¢y fornecem os nivels para os quais os conjuntes f7 mudam
de estrutura topologica.

A verificacio da relacio acima é bastante simples. Com efeito, vamos denotar por ¢ o 2°
membro de (6.6). Se ¢ > &, entdo v (f°) > k, de onde obtemos,

¢, = inf max flz) < max flz) <ec.
k A€l €A f( )= xefe flz) <

Logo, ¢; < €. Por outro lado, ¢ > ¢ implica a existéncia de Ay € T, tal que ing%a)é flz) < c. Assim,
Ag € f°, de onde segue que k& < yg{do) < v¢(f°) e, portanto, ¢ > &, de onde segue a relagdo
(6.6).

§155. O leitor deve observar que caso (G seja um grupo G-RAV agindo livremente sobre 57,
entdo a mesma demonstracio do Teorema 6.1 permite concluir a existéncia de v (S™) G-drbitas
de pontos criticos para um funcional f € C'(8"; R) G-invariante. Contudo, se a a¢do do grupo G
nao for livre, as informacdes a respeito do néimero de pontos criticos de um funcional G-invariante
podem ficar bastante comprometidas.

Para vermos isso, definiremos Fix () = {:e eEX:gz=x V9 & }, o conjunto dos pontos de
X que permanecem fixos pela acdo de G. Se z € Fix(G) # @, evidentemente ndo ird existir uma
funcio G-equivariante h : {z} — G (a nfo ser que G possua apenas um elemento) e vg{{z}) = +o.

Por outro lado, considerando X = S™, vamos supor Fix(G} # O e seja z € Fix{G). A aplica¢ao
f 8™ — Rz = R, correspondendo & projecio ortogonal na direcdo z serd (-invariante, com apenas
dois pontos criticos, urm maximo em r e um minimo em —=z.

Em particular, o leitor pode observar que nio se pode esperar, em geral, a existéncia de varios

pontos criticos para um operador G-invariante no caso em que Fix(G) # 0.



Capitulo 7

Problemas de multiplicidade

envolvendo simetrias

§156. A histéria da busca de pontos criticos de cardter mais geral, que nio sejam extremos, é
bastante recente, se comparada com a prépria histéria do Calculo das Variacbes. Seu inicio ocorre
com os trabalhos de G. D. Birkhoff em 1917 e os de L. Ljusternik, L. Schnirelman e M. Morse na
década de 1920 sobre a existéncia de geodésicas fechadas em superficies de Riemann compactas de
género zero.

Ainda nas origens da teoria minimax, Ljusternik e Schnirelman perceberam o importante
papel que a simetria assume na Teoria de Pontos Criticos e, por volta de 1930, demonstraram o
Teorema 6.1 sobre a multiplicidade {geométrica) de pontos criticos em uma funcio real sobre 57, Tal
resultado ndo apenas é intrigante, mostrando que hipdteses de simetria levam ao aparecimento de
varios outros pontos criticos que ndo sejam extremos {mesmo que locais), mas também transparecem
a profunda relag@o entre a geometria de um conjunto simétrico e as fungdes af definidas.

§157. Mas o leitor pratico poderia estar se perguntando qual o interesse de se estudar tais
resultados classicos apresentados no capitulo anterior.

O fato relevante é que o teorema devido a Ljusternik e Schnirelman que demonstramos foi o
pontc de partida para uma Teoria de Pontos Criticos que se mostrou altamente bem sucedida em

aplicagdes a diversos problemas do Cédleulo das Variacbes, para citar apenas algumas, temos:

¢ Problemas em dimensao infinita com vinculos, como por exemplo o problema de autovalor

nao-linear V®(z) = Az, onde © : £ — R é um funcional G-invariante definido sobre um

143
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{I2) I satisfaz o condigdo de Pualais-Smale (PS),, para todo ¢ > 0.

Logo, I possut uma sequéncia ilimitado de valores eriticos ¢ — 00,

OBSERVACAO 12 Em vista de nossa demonstragic do teorema de Ljusternik-Schnirelman, o leitor deve

estar altamente motivado a definir

¢ = Inf maxT{u), k> 1,
Aelr uEA '

com Iy = {A € &g vz, (4) > k}, € espera-se que tais valores correspondam aos pontos criticos do funcional
I. Infelizmente, tal escolha ndo tem grande utilidade neste contexto, pelo simples fato de que podemos ter

¢ = ~o0, devido 4 falta de compacidade.

Como veremos na préxima secio, se {) ¢ R™ for limitado, o funcional I : H{Q)) — R definide por

I{w) :=/Q (%mﬁ - %;ugp) de

satisfaz as hipdteses do Teorema da Fonte, contanto que 2 < p < 2*. No entanto, ¢ = —o0, Vk > 1.

De fato, se V' C H3 () for um subespago vetorial de dimensdo k > 1, entdo como todas as normas em

tais espagos s&0 equivalentes, teremos

N , — I - 1 H 2 }‘ P —_
lim méx I) = fm max (;_;Eguﬁﬂé(m -—1—)uunm)) _—
ol g =r ol =

pois p > 2. Conseqiientemente, tomando A = 8B,(0) NV para r arbitrariamente grande, vz,(A) = k+ 1 e,

portanto, ¢ = —200.

Demonstragdo do Teorema 7.1. Vamos definir

Cp = ;élgkﬂ%’fc I{o(w) (7.1)

onde By, = B, (0)NY; e Iy := {0 &€ C{ByE) : ¢ é impar e alpp, = id }.
Mostraremos inicialmente que ¢ > bg, de onde ird seguir em particular que ¢ — o0, Esse é o

conteddo do seguinte lema:

LEMA 7.2 (LEMA DE INTERSECAO) Se Ny = 8B, (0) N Zy, entdo N No(By) # @, Yo € I'i.

Demonstragio. Seja O := {u € By, : ||o(w)]| < r}. Como ry < py e olag, = id. entdo Oy é aberto

em Y, = R™, onde ng := dimY}; além disso, sendo o{0) = 0, entdo O é uma vizinhanca de 0.
Seja P, : E — Y, uma projecdo tal que P2, = 0. A aplicagiio Poo : 00, — Y1 €

uma aplicagio impar e, portanto, segue do Teorema de Borsuk-Ulam que existe uy € 90y, tal que

Prolug) = 0; em outras palavras, o{ug) € Np No(By). n



7.2. Retorno ao problema de Dirichlet semilinear 147

DErFINIGAO Sejam V. um espago vetorial de dimensao finita e G um grupo compacto agindo dia-

gonalmente sobre VE;
gvr,-.. vg) 1= (gur.... . guk).

A acgdo de G € dita admissivel se toda aplicacio G-egquivariante 3O — VF=1 tiver um zero, onde
estamos supondo que O C V' ¢ uma aberio limitado G-simétrico contendo 0 ¢ k > 2; nesse caso,

diremos que V € uma representacio admissivel de G.

ExgmpLo 7.1 Segue do Teorema de Borsuk-Ulam que a a¢ao de G := Zs sobre V' := R é adimissivel,
o mesmo ocorrendo para a acio de S' sobre C; além disso, é possivel mostrar que toda agio livre

de um grupo solivel finito sobre um espaco de dimensio finita V' é admissivellil), m

O leitor nao terd dificuldades agora em verificar que exatamente a mesma demonstragio que
apresentamos acima se aplica ao Teorema da Fonte no caso de G agir de maneira admissivel em

um espago de dimensdo finita V', contanto que a seguinte hipétese adicional seja feita:

(I3) G age isometricamente sobre [ = @V} cada V; é G-invariante e existe um isomorfismo
izl
G-equivariante entre V; e V.

Passemos agora as tdo aguardadas aplicagdes.

7.2 Retorno ao problema de Dirichlet semilinear

§160. Nosso objetivo nessa segio serd aplicar o Teorema da Fonte para obter um resultado de

multiplicidade de solucbes para o problema

~Du = plz,u) em 2
u = sobre J€) |
onde Q C RB" é aberto limitado e p: O x R — B satisfaz

(p) pe C(AXB;R).

(po) Existem € > 0e 2 < p < 2 tals que

plz.8)] < C(1+ P, ¥iz,6) e Ax K.

WDCf. T, Bartsch, [4], pp.1214-1215
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em particular, (ps) implica um crescimento superlinear da funcio p; além dissc, comparando tal desigualdade

com {pa}, concluimos a < p.

Seja (ur)x»>1 wma seqiiéncia em HE(Q) tal que I{ug) — ce I'(ug) — 0. Para k suficientemente

grande, I{ug) < e+ 1 e [ {ug)l] <1, e teremos

1, 1
c+ 1+ a”ukﬁﬂé(ﬁ} 2 Iug) — Ef'(uk)"wk

1 1
= / §I\7uk12 - Pz, ug)de — —/ Nukiz - &, Uy Juk d
Q o Jo

1 1y, 1
= ("“2“ - 5) Egukui[é(g} + = /_Qp(z:uk)uk — aP(z, u) dz.

Mas,

/ pl, wp)uy — Pz, ug) do > [ p{ay we)ug — aP(z, up) de > €
Q [uk<R}

onde € é uma constante que independe de k. Logo, para & suficientemente grande,

1 1 i -
(5 - a) el s~ skl e +C1 <0

e, portanto, (ug)g>1 € limitada em H}(Q).
§162. Como o Teorema da Fonte se aplica a funcionais pares, a seguinte condigao ird garantir

tal propriedade ao funcional I:
(ps) plz,-) é impar vz € Q.

Finalmente, o resultado esperado:

TEOREMA 7.5 Sep satisfizer as condigdes (py) - {ps), entdo o problema (7.2) possui uma seqiéncia

dimitade de solucdes fracas.

Demonstracio. Em virtude das observagdes acima, serd suficiente verificar que a hipétese (/) do

Teorema da Fonte é atendida e que a seqliéncia de pontos criticos é ilimitada.

Seja HL(Q) = @ V; uma decomposigio qualquer de H}{{2) em subespacos vetoriais de di-
izl
mensao finita.

Se u € HE(Q), segue da estimativa (7.4) que

I(w) < Slullf) = CrllediGagy + C1lQ1- (7.5)
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de onde segue que 3 = 0. -

Segue do Teorema da Fonte que existe uma seqiiéncia ilimitada de valores criticos ¢ — oc.

Seja (ug)r>1 umna sequéncia de pontos criticos associada; pela estimativa (7.3}, teremos
1 2
ey o) + CrIQ 2 Hug) = ¢ — 00

e, portanto, {lugll Hi(o) — o, 0 que conclui a demonstragdo do teorema. [}

EXEMPLO 7.2 Se 2 < p < 2%, entdo o problema

—Ou=du+ uf 2y em Q
w=10 sobre 0f} |

admite uma seqiéncia ilimitada de solugbes, para todo A € R (compare este resultado com o

pentltimo exemplo do Capitulo 5). n

7.3 Algumas consideracoes finais

§163. Muito embora tenhamos aplicado as idéias originais de L. Ljusternik e L. Schnirelman
na obtencdo de resultados de multiplicidade de pontos criticos no caso especifico de funcionais
pares, culminando com o Teorema 7.5, devemos advertir o leitor de que essa é uma amostra infima
da vastidio do Caleculo das Variacfes nos dias atuais.

A quantidade de questdes que afloram diretamente do problema semilinear

—Ay = p(z,u) em §)

, (7.6)
u=1{0 sobre J{}

sao tantas e tamanhas que Hvros inteiros podem ser escritos — e de fato sdo — apenas sobre esse
assunto.

§164. Para citar apenas um exemplo, ndo se chegou ainda a wm veredito final no que se refere
a0 papel que a simetria assume ha existéncia de infinitas solucdes de (7.6).

Como demonstramos na se¢do anterior, esse fato é verdadeiro no caso de existir 2 < p < 27 tal
que

lp(z,8)] < CEP +1), ¥(z.6) € A x R,
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Podemos remontar sua origem a um artigo de Ambrosetti e Rabinowitz publicado em 1973
onde estes apresentam o célebre Teorema do Passo da Montanha e sua versdo simétrica, a qual

reproduzimos aqui com algumas modificagdes de notacio, mas ndo de contetdo:

TEOREMA 7.7 (VERSAO SIMETRICA (PRELIMINAR) DO TEOREMA DO PaAssO DA MONTANHA) Se-

jam B um espaco de Banach e I € CH(E;R) um funcional par tal que 1{0) = 0 e satisfazendo:

(I} 0 € E € um minimo local estrito de I;

(I3) Para todo subespago vetoriel de dimensao finita F C E, o conjunto F M [I > 0] é limitado;
(I3} I satisfaz (PS}., Yc > 0.

Logo, I possui infinitos pontos criticos. |

£ importante ressaltar que essa versdo original sofreu algumas modificactes importantes ao
longo do tempo: a condicdo (I;) impde uma forte restricdo sobre o comportamento local de I
préximo a 0; além disso, ndo se tem quaisquer informagdes sobre o crescimento dos valores criticos.
Modificando-se a classe sobre a qual os valores criticos eram obtidos em termos minimax,

chegou-se & seguinte versao usualmente empregada:

TEOREMA 7.8 (VERSAO SIMETRICA DO TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA) Sejam E um es-
paco de Banach e I € CHE:R) um funcional par tal que J(0) = 0. Se E =V & X, onde V €

de dimensdo finita, e se I sotisfizer as seguintes condi¢ées:
{(I}) Ezistem p,a >0 tais que I|ap,nx > a;

(I3) Para todo subespago wvetorial de dimensdo finita F C E, existe R = R(F) > 0 tal que

IipBagoy < 0;
(Is) I satisfaz (PS)., Y > 0;
entdo I possui uma sequéncia ilimitada de pontos criticos. n

Evidentemente, as duas Uitimas condigbes coincidem com a versdo preliminar, ficando as
grandes novidades por conta do fato de a seqiiéncia resultante ser ilimitada e de se admitir fun-
cionais tals que 0 ndo seja um minimo local; nesse Gltimo caso, inclui-se o funcional associado ao

Exemplo 7.2 quando A > A;.
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(®3) @ satisfaz (PS),, Yo > 0.
Logo, I possui uma seqiiéneia dimitada de valores criticos. N

§167. Agora vamos aos fatos relativos aos teoremas que apresentamos acima.

Com respeito as verstes siméiricas do Teorema do Passo da Montanha, a dltima que apre-
sentamos, que admite a acdo de grapos admissivels, possui exatamente a mesma demonstracio do
Teorema 7.8, com algumas adaptactes Sbvias na demonstracdo. Além disso, o fato de admitirmos
E como sendo um espago de Hilbert tem por objetivo apenas simplificar a notagio utilizada. Dessa
forma, os Teoremas 7.8 e 7.10 sio basicamente os mesmos.

Além disso, o leitor que examina os enunciados do Teorema da Fonte e do Teorema 7.10 ird
observar que a unica diferenca encontra-se na 2* condicdo. Na verdade, como by — oo, entdo, para
k > kg suficientemente grande. teremos b, > b > (0 e, portanto, existe p > 0 tal que @lEkL_lmaBp(g) >
b. Assim, a versao simétrica generalizada do Teorema do Passo da Montanha contém o Teorema
da Fonte.

Contudo, a seqiiéncia ilimitada de valores criticos dada por ambos os teoremas € praticamente
a mesma, L.e.,

¢ = inf max @
" O“Erk’i}fésk (a(u))

onde I'y 1= {U € C(B;E) : o é impar e gjap, = id} e By := B,{0) NEg, no caso do Teorema 7.8,

e By = B, (0) NEg, no caso do Teorema da Fonte, sendo p; > 0 o raio para o qual o valor by é
atingido.

Além disso, um resultado demonstrado por Shujie Li em 1986 e que fornece uma reciproca
parcial para a questdo de coercividade no problema de minimizagio que apresentamos no Capitulo 5
parece ser bastante pertinente nesse caso.

§168. Consideremos X um espago de Banach reflexivo e & : X -» R um funcional de classe
C! limitado inferiormente. Caso & seja coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente, o Teo-
rema 5.2 garante que o infimo de @ é, de fato, atingido. No entanto, se retirarmos a hipdtese de
coercividade do funcional, ndo é possivel conchuir a existéncia de tal ponto de minimo.

Utilizando o Principio Variacional de Ekeland, demonstra-se que, mesmo sem qualguer hipdtese
de coercividade, existe uma seqiiéncia de Palais-Smale convergindo a inf &, ou seja, existe uma se-

qiiéncia minimizante (ug)g>1 tal que ®'(uy) — 091, Dessa maneira, caso @ satisfaga (PS)inf o,

MHUCE D. G. de Figueiredo, (25], pp.24-30; J. Mawhin, M. Willem, [43], pp.75-77.



Apéndice A

Alguns resultados sobre funcgoes

sub-harmonicas

A.1 Principio do Maximo

Sejam 2 C R* um aberto limitado e v € C?(Q2) N C{{}) uma subsolucio da equacio —Au = 0,

ie, —Au < 0 em Q. Mostraremos que r%%)w = max v (Principio do Mdximo fraco).

9
Vamos considerar inicialmente o caso —Av < 0 em e suponhamos por absurdo que o méximo
— . %
de v fosse atingido num ponto zg € . Assim, Vo(zg) =0 e é—j(xg) <0,sel <k <n, de onde
2
k

segue que —Av{zg) > 0, um absurdo. Portanto, se —~Av < 0, entdo o maximo de v serd atingido

em d€2.
Agora, se tivermos apenas —Av < 0 em (2, entdo dado € > 0, definiremos v:(z) = v(z) —elzf?.

Nesse caso,

Ay = —Av = 2ne < D em £

e, em virtude do pardgrafo anterior, r%?'?x v, = méx. v. Fazendo ¢ — 0 e utilizando um argumento

I}
elementar de compacidade, teremos 1%%}( v = mixv. n
[§]

Em particular, caso v seja harménica, aplicando o resultado acima a v e —v virad
miny < v{z) < mixv, Yz € §2.
a¢ a0

157
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Dados v € C(Q) e uma bola B ¢C €, seja ¥ a funcic harménica em B tal que © = v sobre
8B. Definimos o levantamento harménico de v em B como sendo a fungdo V € C(§1) dada por

V(a) = v(z), sex € \B.

o(z), sex€B
Em virtude da caracterizacio acima, temos v <V em € {dal 0 nome levantamento).

Ressaltamos que V' é sub-harménica. De fato, sejam B CC € uma bola e h uma fungio
harménica em B tal que V < h sobre 8B. Caso BN B = @ ou B C B, é claro que V < h em B.
Suponhamos entao que BnB+#0eBn (B} #£ @. Come v <V < h sobre dB, entio v < h em
B. Logo, 5 < h sobre 8(BNB) et < hem BN B, ouseja, V < heV ésub-harménica. "

OBSERVACAO Resultados inteiramente anslogos aos deste Apéndice podem ser obtidos substituindo-se o

prefixo sub por super.
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