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RESUMO

Neste trabalho propomos e estudamos um modelo mateméitico para descrever a fransmissio da
esquistossomose considerando imunidade concomitante e vacinagdo. O estudo analitico é feito em equilibrio,
através da determinagfo de seus estados estacionarios, da andlise da estabilidade dos mesmos e da obtengéio da
razdo de reprodutibilidade, a qual fornece o valor limiar para uma endemia se estabelecer numa populagio
suscetivel. Estudamos dois mecanismos de ag8o de vacinas aplicados em duas variantes do modelo quanto ao
tipo de imunidade, sendo que uma das variantes considera a imunidade dependente do meio ambiente, ¢ a outra
n#&o. Quanto aos mecanismos de acfo das vacinas, um confere protecdo aos individuos e o outro, indiretamente
aos caramujos. Através do estudo numérico do modelo, obtemos z regiéio de estabilidade da doenca, a anilise da
dmamica e da sensifividade dos parametros € o impacto da vacinagfo sobre a razdo de reprodutibilidade e sobre

as solugdes de equilibrio.

ABSTRACT

We propose a mathematical model to explain schistosomiasis transmission based on concomitant
immunity and vaccimnation. The study is carried out in equilibrium condition, and the stability of the steady
states and the reproduction ratio are assessed. We analyze two actions of mechanisms of the vaccine on two
variants of the model : immunity dependent of the environment or not. The stability region of the disease,
sensitivity analyses of the parameters, dynamics analyses and the influence of the vaccination on the threshold

values and the equilibrium points are included through numerical simulations.
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Introducao

Este trabalho tem por objetivo propor e analisar um modelo matemético que descreva a dindmica da
transmissdo da esquistossomose e apresente mecanismos para seu controle. Inicialmente faremos uma
breve descri¢do da doenga a fim de que se compreenda melhor os propdsitos de tal estudo.

A esquistossomose &€ uma doenga parasitdria que, embora manifeste-se menos freqiientemente nas
formas graves e fatals, atinge um grande niimero de pessoas em todo o mundo, especialmente nos pafses
sub-desenvolvidos ¢ em desenvolvimento. Segundo informacdes da Organizacio Mundial de Sande [43],
existem cerca de 600 milbdes de pessoas, em 74 paises, expostas ao risco de infecclio, enquanto que
200 milhGes estio infectadas. E também estimado que 120 milhées de individuos sejam sintométicos,
sendo gue 20 milhSes sofrem de conseqiiéncias severas da doenga. No Brasil, dada a sua distribuigéo
geogrifica, a prevaléncia da doenga varia muito com a regiao, sendo que em regides como o Nordeste
e o Norte da regiao Sudeste temos a malor incidéncia, chegando a prevaléncia a uitrapassar 90 % em
algumas localidades.

N&o é apenas pelo mimero de pessoas afetadas que a esquistossomose pode ser considerada uma
das mais importantes doengas parasitdrias. Além de afetar diretamente a capacidade de trabalho dos
individuos infectados [2] e de se dispender uma quantidade significativa de recursos financeiros no seu
tratamento, a esquistossomose, quando se manifesta na forma grave, & extremamente agressiva ao seu
portador, podendo provocar lesdes no figado, bago, intestino, bexiga e pulmao, bem como fibrose, varizes
nas veias hepdticas, obstrucoes das artérias pulmonares, dentre outras. Como o parasita habita e faz
sua postura de ovos nos vasos sangiifneos, facilitando a disseminacde dos ovos a todo o organismo, &
possivel enconfrar granulomas esquistossométicos no coragio, estémago, vesicula biliar, pancreas, rim,
bexiga, testiculos, sistema genital feminino, sistema nervoso central, gdnglios linfaticos, dentre outros, dos
individuos infectados [23] [41]. Em muitos casos, pode provocar a morte do paciente. Recentemente vérios
estudos vém sendo desenvolvidos com o objetivo de esclarecer a possivel relagdo entre a esquistossomose
e outras doengas, como o cancer, doengas genitais femininas e AIDS, por exemplo [16] [25) [42].

Apesar de muito antigo (em 1310 Ruffer comprovon a existéncia de ovos de Schistesoma em duas
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miimias de 1250 a 1000 anos antes de Cristo), este parasita s6 foi descoberto em meados do século passado
[5]. Desta época até os dias de hoje, muito se tem feito no sentido de erradicar ou ao menos controlar a
transmissao da doenca. Todavia, o complexo cicle de vida do parasita, associado as poucas informacées
que aindz se tém sobre suas caracteristicas fisiolégicas e sobre as reagbes imunitérias do hospedeiro
definjtivo (homem) quando infectado, além dos problemas sécio-econdmico-cultural e educacional dos
paises onde a doenga persiste, torna dificil a aplicagio de uma estratégia de controle que seja realmente
eficaz. Nos 1ltimos quarenta anos, os avangos na compreensido das caracteristicas desta parasitose,
combinando os conhecimentos bésicos de biclogia celular e a imunologia dos esquistossomas com os
estudos epidemiolégicos e o desenvolvimento da biotecnologia, tém sido relevantes na busca de uma
solugdo para o problema [6]. Todavia, o problema ainda persiste. Tanto no Brasil quanto nos demais
pafses que convivem com a esquistossomose, muitas estratégias de controle j4 foram utilizadas, porém
tém contribuido apenas para baixar temporariamente a prevaléncia da doenca e controlar as formas
graves, como hepatomegalia e esplenomegalia. As estratégias rnais utilizadas tém sido a quimeoterapia
na populacio humana e o uso de moluscicidas nos caramujos, os quais sfo hospedeiros intermedidrios do
parasita [20] [24].

Un grande esforgo, neste momento, tém sido direcionado ao desenvolvimento de uma vacina. Espera-
se com isso, ao menos manter a doenca em baixos niveis de endemicidade e evitar as formas graves e
agudas [6]. Porém, as caracteristicas préprias da doenca, acrescida aos problemas de migragdo que ocorre
em todo o mundo, leva a crer que a vacina, por si 86, nio serd suficiente para levar a doenca a extingao.

A modelagem matemdtica procura auxiliar a compreensdo da dindmica de transmisséo da doenga,
bem como a quantificacio de determinados parametros de dificil acesso na prética, e a previsio de
resultados de certas estratégias de controle (e.g. [39] [40] [45] [46]). Embora sejam relativamente simples
do ponto de vista biolégico, incorporando apenas informagtes consideradas essencials a fim de que sejam
tratdvelis matemdtica e cornputacionalmente, estes modelos tém sido de grande valia no esclarecimento
de questdes ainda nio respondidas sobre esta persistente doenca [18] [30].

Neste trabalho propomos e estudamos um modelo matemético que procura descrever a transmisséo
da esquistossomose incorporando fatores imunolégicos e ambientais como reguladores da transmissao.
Estes modelos estudam dois mecanismos de agio de vacinas, com o objetivo de estudar seu efeito na
transmissdo e no controle da doenga. E um modelo determinfstico que descreve o fluxo entire sete
compartimentos, dos quais quatro referem-se & populacio humana e trés, 4 de caramujos. O modelo
leva em conta também a carga parasitdria média entre os individuos infectados. Consideramos que
estes individuos desenvolvem imunidade concomitante [12] [37] e analisamos dois casos: wm onde fatores
ambientais afetam a imunidade para regular a transmissie, e outro onde fatores ambientals nio afetam a

imunidade. Estudamos o modelo em equilibrio, através da determinacio de seus estados estacionérios e



da andlise da estabilidade dos mesmos. Desta andlise foi possivel obter um valor limiar para a manutencgio
da doenga em estado endémico, a partir da determinagao da razde de reprodutibilidade efetiva do modelo,
e estudar o impacto da vacinacio sobre este valor.

O trabalho estd dividido em guatro capitulos. No primeiro, apresentamos uma se¢do de pré-requisitos
bioldgices, onde descrevemos com mais detalhes o ciclo vital do parasita, seu desenvolvimento no hos-
pedeiro definitivo e algumas questdes importantes relativas & resposta imunolégica do hospedeiro. Numa
segunda secdo propomos um modelo semi-estocdstico para & transmissio da esquistossomose, o gual
considera estrutura etdria, imunidade concomitante e miiltiplas entradas de parasitas por individue, por
evento infeccioso. A variac Ao dos valores médios deste meodele culmina num modelo determinfstico, o
qual é estudado no capftulo seguinte.

No segundo capitulo desenvolvermos um modelo deterministico, o qual é obtido a partir do modelo
semi-estocdstico de Capitulo 1 e o estudamos analitica e numericamente. O estudo analitico compreende
a investigacio dos pontos de equilibrio de modelo, bem como a anélise da estabilidade destes pontos, da
qual se obtém um valor limiar para o estabelecimento da doenga numa populagio suscetivel. Numeri-
camente avaliamos o ponto de equilibrio néo trivial, encontramos a regiao de existéncia e estabilidade
da doencga, realizamos o estudo dinamico do modelo através da resolughdo numérica do sistema que o
representa e analisamos a sensitividade de seus pardmetros.

No terceire capitulo estudamos o efeito de dois mecanismos de agio da vacina, os quais foram incor-
porados ac modelo do Capitulo 2. O estudo analitico e numérico destes “novos medelos™ é anélogo ao
realizado no Capitulo 2, sendo que a influéncia da vacinacée sobre o valor limiar para ¢ estabelecimento
da doenga também foi investigada.

O quarto capitulo destina-se s conclusfes do trabalho.



Capitulo 1

Neste capitulo apresentamos uma secao contendo informagfes sobre o ciclo biolégico dos esquistossomas,
bem como um sucinto histérico da evolugic dos estudos realizados sobre a sua agdo nos hospedeiros.
Na segunda segio apresentamos um modelo estocdstico gue descreve a transmissio da esquistossomose,
considerando imunidade concomitante, estrutura etéria e miiltiplas entradas de parasitas por individuo

em cada evento infeccioso.

1.1 Preliminares

A esquistossomose é uma doenca parasitéria, cujo agente causador, um helminto do género Schistosoma,
possui um complexo ciclo biclégico. Este ciclo envolve dois tipos de hospedeiros (um intermedisrio
e o outro definitivo) e dois estdgios de transmissdo do parasita {cercdria e miracidio). O hospedeiro
intermedidric € um molusco aquéiico do génerc Biomphalaria, sende que o mais importante em termos
de transmissao é o Biomphalaric glabrata. E um tipo de caramujo, popularmente conhecido por arod. Os
hospedeiros definitivos sdo sempre mamiferos, sendo o ser humano ¢ principal deles. As trés principais
espécies que infectam o homem sdo . mansoni, encontrada nas Américas Central ¢ do Sul e na Africs;
S. jeponicum, encontrada na China, Japio e Filipinas e 5. haematobium, encontrada na Africa e Oriente
Meédio. As duas primeiras vivem no sistema venosc hepato-intestinal, enquanto que a tdltima, no sistema
urindrio do hospedeiro. No Brasil temos a presenca de Schistosoma mansoni.

Uma importante caracteristica destes parasitas € que, no homem, eles reproduzem-se sexuadamente.
Os ovos produzidos abrigam um embrido denominado miracidio. Estes ovos, uma vez eliminados pelas

fezes ou urina de individuos contaminados, ac entrar em contato comn dgua, eclodem libertando os



miracidios que, por sua vez, encontrando caramujos suscetiveis, penetram através de seus tecidos mais
“moles” e reproduzem-se assexuadamente em milhares de esporocistos secundarios. Estes organismos
migram da 4rea de penetragfo para as glindulas digestivas do caramujo, onde sio transformados em
cercdrias, que sfo organismos com grande capacidade de movimento e munidos de cauda em forma
de forca. Atingindo a maturidade (cerca de 4 a 6 semanas), sao eliminados na 4gua e, entrando em
contato com o ser humano, penetra sua pele com o auxilic de enzimas especiais e fortes movimentos.
Imediatamente apds penetrar na pele do hospedeiro, estes organismos modificam-se anatémica, fisioldgica
e bioquimicamente, transformando-se em esquistossdmulos. Estes jovens esquistossémulos permanecem
na epiderme por uns poucos dias e a seguir caem na corrente sangii{nea, migrando para o pulmac através
dos vasos linf4ticos. A majoris das espécies migram dai para o sistema porta-hepético, onde transformam-
se em vermes adultes e acasalam-se. O verme macho acolhe a fémea em uma goteira ventral, chamada
canal ginecéforo, e leva-a contra a corrente sangiiinea aos capilares mesentéricos, onde se d4 a oviposigdo.
Fles podem permanecer em estado de cépula por muites anos, durante os quals produzem entre 300 e
3000 ovos diariamente, dependendo das condigGes do hospedeirc [41} [44]. Cerca de 50 % destes ovos
conseguem chegar 4 luz intestinal ou & bexiga, de onde sic eliminados para o meio ambiente para dar
continuidade ao seu ciclo vital [19].

Nas doencas parasitdrias, o nimero de parasitas por individuo é relevante tanto na transmissao da
doenga, quanto na estimulagio do sisterna imunolégico do hospedeiro, na morbidade e no controle da
infecgao. Individuos com carga parasitéria muito intensa, além de sofrerem sérios agravos a salde,
provavelmente eliminam maior quantidade de oves, contribuinde para aumentar as taxas de infeccio.
Porém, ac contrdrio dos vermes intestinais que, quando morrem, sdo eliminados pelas fezes e podem
ser contados a fim de se estimar a intensidade da infecgo, no caso de Shistosoma mansonz, que vive
na corrente sangiinea, quando morre permanece no organismo do hospedeiro, dificultande assim sua
quantificagao. Esta quantificacdo usualmente é feita através da contagem de ovos por grama de fezes
que 530 eliminados pelos individuos infectados. Todavia, cormmo nem todos os ovos sao eliminados, torna-
se dificil estabelecer uma relagfo entre ovos por grama de fezes e carga parasitdria do hospedeiro. Em
1968, Cheever [11] publicou os resultados de perfusio e dissec¢@io de 197 caddveres de pessoas que haviam
morrido por diferentes causas num hospital em Salvador, na Bahia, dos quais 103 estavam infectados
com S. mansoni (s vermes de cada individuo eram coletades e contados, a0 mesmo tempo em que
se realizava s contagem de ovos nas fezes. Na maloria dos casos foram encontrados menos de 100
pares de vermes (macho e fémea) por individuo, sende que ¢ maior mimero foi de 1608 pares (3669
vermes). A relago entre ovos por grama de fezes e o nimero de casais de parasitas encontrada por
Cheever foi de 5,5 : 1 em média. Porém esta relaglo é questiondvel, uma vez que os individuos eram, na

sua majoria, pacientes terminais e, portanto, em condicdes bem distintas daquelas vividas por pessoas



normais infectadas. Gryseels et ol [19] construiram um modelo para se estimar esta relagio, onde
sugere a relagio de 1:1 como sendo razodvel, ou seja, um ovo por grama de fezes corresponde a2 um
par de parasitas no individuo. Como podemos observar, & grande a dificuldade para se quantificar, em
campao, a carga parasitdria média de uma populagio infectada. E por esse motivo que a Inaioria dos
modelos matemadticos que descrevem a transmissio da esquistossomose procurarm incorpord-ia, a fim de
obté-la indiretamente (veja p. ex. [21] [29] [31] [38]). Através destes modelos é possivel quantificar
aproximadamente a carga parasitdria média da populagio em estudo.

Como mencionado anteriorizente, a presenga de parasitas estimula o sistema imunolégico do indi-
viduo infectado a produzir anticorpos. Q tipo de imunidade desenvolvida, porém, é diferente daqueia
ocorrida nas doengas virdticas ou bacterianas. Existem fortes evidéncias de que ¢ individuo infectado por
esquistossomas desenvolve uma imunidade dita concomitante [12] [37]. Esta imunidade é gradativamente
construfda, age parcialmente contra novas infeccfes, ndo afeta os parasitas existentes e 56 & estimulada
na presenga deles, ou seja, s¢ o individuo perder todos os parasitas, depois de algum tempo, perderd
também a imunidade. Alguns estudos sugerem que é a imunidade, e ndo a taxa de contato, a maior
responsavel pelo padréo usual das curvas de prevaléncia das regides infectadas, onde observamos a curva
inicialmente crescente, com um pico que varia entre s idade de 10 e 25 anos e a seguir, é decrescente
com o aumento da idade [22]. Acredita-se também que esta imunidade & o fator preponderante para a
estabilidade da doenga, uma vez que ela faz com que poucos individuos tenham alta carga parasitéria,
enquantc que muitos possuam poucos parasitas, sendo na maioria das vezes assintométicos e responsgveis
pela manutengio do ciclo biolégico do parasita, mesmo quando ocorrre tratamento na regido. Isto se dd
pelo fato de que individuos com carga parasitiria muito baixa dificilmente sfo detectados em exames
de fezes e, conseqiientemente, nfo sao tratados. Todavia, estdo eliminando ovos e contribuindo para a
manutengio da doenga.

Dada a complexidade destes parasitas, néo se tem ainda um estudo completo sobre sua biologia e
principalmente dos fatores envolvidos na resposta imune do hospedeiro. Qs estudos até agora desen-
volvidos tém demonstrado que os antigenos destes parasitas se modificam com o tempo, mascarando sua
presenca ¢ dificultandc assim, a resposta imune. Também, por serem organismos muite grandes, se com-
parados com os agentes causadores de infecgOes diretas, por exemplo, possuem uma grande quantidade
de antipenos, o que dificulta o reconhecimento de todos eles pelo sistema Imunolégico do hospedeiro. A
compreensio dos muiltiplos fatores envolvidos nos vastos mecamsmos de evasio ocorridos durante sua
evolugdo serd fundamental para o desenvolvimento de vacinas eficazes e drogas melhores [6]. Alguns
Institutos de Pesquisa, como o Instituto Osvaldo Cruz, no Brasil, e o Instituto Pasteur, na Franca, estdo
empenhados no desenvolvimento de uma vacina, que certamente trard grandes beneficios, principalmente

no sentido de prevenir infeccoes intensas e reduzir as formas graves [14]. No entanto, ndo se tem ainda



um estudo de como se faré sua aplicagio [47].

A modelagem matemdtica tem sido utilizada no auxdlio da compreenséo da dindmica da transmissao
da esquistossomose desde 1965, quando George Macdonald [26] apresentou a primeira contribuicac neste
sentido. Embora fosse um modelo sem formalismo matemadtico, tem sido de fundamental importincia
para todos os demais {rabalhos realizados posteriomente, uma vez que Macdonald expliciton em seu
modelo uma série de hipéteses inerentes ao processe de transmissio da doenga que séio observadas até
hoje. Apds este trabalho, muitos outros foram desenvolvidos e o que faremos agui & uma breve descricio
daqueles que consideramos mais relevantes para o avango da modelagem matemdtica. Em 1973, Nasell
e Hirsch [31] publicaram um modelo estocdstico baseado nas hipéteses de Macdonald, considerando o
niimero de parasitas (separados em machos, fémeas e casais) por individue (incluindo a probabilidade
de acasalamento), e o niimero de caramujos infectados, encontrando os valores médios, na populagéo,
de cada um deles. Realizaram uma andlise assintética da variagao das médias em termos de pardmetros
ambientais de transmissio {denotados por Ty e T») e encontraram valores limiares para o estabelecimento
da doenca em funcio destes parametros. Posteriormente, Nasell publicou alguns trabalhos incorporande
imunidade concomitante aos modelos, a qual foi definida em termos do mimero de parasitas por individuo
(saturagdo), ou seja, quando a carga parasitdria atinge um determinado valor k, o individuc torna-se
imune, e trabalhando também com modelos hibridos, ou seja, considerando estocdstica a dindmica dos
parasitas e deterministica a dos caramujos ( e.g. [32] [33] [34]}). Os modelos de N3sell, apesar do inegével
valor tedrico em fungdo do elevado rigor matemdtico considerado em sua anélise, fenomenologicamente
nac explicam a grande estabilidade da doenga. Em 1976, Holford e Hardy [21] publicaram um medelo
estocéstico de onde obtiveram as curvas de prevaléncia da esquistossomose em fungio da idade. O modelo
considera a taxa de infecgio variando com a idade, através de uma fungdo apropriada, € ndo considera
imunidade. Realizaram o ajuste dos parmetros através do método de verossimilhanga [35), baseando-se
em dados relativos 2 § hematobuim e S. mansoni oriundos do Egito. Em 1977 May [29] publicou wn
modelo também baseado nas hipéteses de Macdonald, onde estudou os efeitos da introdugdo da funcéo
de acasalamento dos parasitas adultos e de um perfodo de laténcia para os caramujos infectados. Este
modelo de May também é semi-estocdstico, considerando estocdstica a entrada de parasitas no individuo
e determinfstica a dinimica dos caramujos, ¢ nfo considera imunidade. Uma boa revisao de todos os
trabalhos na drea pode ser vista em [45) [46]. Na década de 90 surgiram modelos mais elaborados,
tentando compreender melhor os mecanismos de transmisséo e explicar a forte persisténcia da doenga.
Neste sentido podemos citar os trabalhos de Yang et ol [38] [39] [40], onde desenvolvern um modelo semi-
estocéstico que considera miiltiplas entradas de parasitas por evento infeccioso e imunidade adguirida
{uma vez efetivada a imunidade, ela continua ativa mesmo na auséncia de parasitas). A dindmica

dos caramujos foi tratada deterministicamente, considerando um periodo de laténcia para os caramujos
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infectados, a exemplo de Nasell e May. Através deste modelo obtiveram as curvas de prevaléncia em
fungdo da idade, o mimero e a dispersio média de parasitas por individuo, o ajuste dos parmetros
através do método de verossimilhanca, baseados em dados de Toures (Brasil) e Misungwi (Tanzania), e
uma andlise da estabilidade da doenga em termos dos pardmetos ambientais. Embora seja um medelo
muito bem elaborado, a imunidade adquirida é justificada apenas em regifes de alta endemicidade,
onde os contatos com dgua contaminada se repetem com grande freqiiéncia. Nos iltimos anes Chan
et al. [8] 9] [10] e Woolhouse et al. [48] [49] tém desenvolvido vérios modelos para a transmissio da
esquistossomose incorporando a interagio homem+«—— meio-ambiente, com taxsa de transmissio variando
com a idade, a exemplo de Holford, imunidade concomitante e introdugio de vacinagdo e quimijoterapia.
Todavia, dada a complexidade matemética gerada em considerar taxas nio constantes, estes modelos
tém sido estudados através de simulagdes numéricas e ndo explicam a estabilidade da doencga.

Neste trabalho propomos um moedelo matemdtico para descrever a transmissao da esquistossomose,
o qual é uma evolugio do modelo de Yang et al. [38] [39], no sentido de que o modelo que propomos
considera imunidade concomitante ao invés de imunidade adquirida. A imunidade concomitante, ao
contrério da adquirida, representa também as regides de baixa endemicidade, onde os contatos com 4gua
contarminada néo sio necessariamente Ireqiientes. Todas as demalis hipéteses e consideragdes do modelo
que propomos sdo as mesmas do modelo de Yang et al..

Apresentamos o modelo proposto em duas formas: na primeira, é um modelo semi-estocdstico com
imunidade concomitante, estrutura etdria e miltiplas entradas de parasitas por evento infeccioso. Na
segunda, € um modelo que descreve a populagio humana, de caramujos e a carga parasitdria rnédia
subdividida em compartimentos préprios, através de um modelo deterministico. Este segundo & obtido

do primeiro, tomando-se seus valores médios.

1.2 Modelo Semi-Estocédstico com Imunidade Concomitante

O modelo que apresentamos aqui descreve a transmissfo da esquistossomose incorporando imunidade
concomitante, a qual representa também as regides de baixa endemicidade, como é o caso dos focos
existentes no Estado de Sdo Paulo. Assim, este modelo considera que os individuocs, apés serem infectados
pela primeira vez, o que supomos que ocorra na idade A4, inicia o desenvolvimento de uma resposta imune
ao parasita e esta resposta serd parcialmente efetiva apés transcorrido um periodo de tempo L. Durante
este periodo, entrando novamente em contato com sgua infectada, o individuo reinfecta-se com taxa A;
e, caso perca todos os parasitas, torna-se suscetivel novamente. Apds transcorrido o periodo de tempo
L, o individuo torna-se parcialmente imune, reinfectando-se com uma taxa A;, A, < A,. Assumimos

que nesta fase, caso o individuo perca todos os parasitas, ndo se torna suscetivel, ou seja, entrando em
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contato novamente com o parasita, rapidamente sua imunidade serd reconstituida, devido ao efeito da
“memdria ” imunoldgica. Dada esta suposi¢do, néo consideraremos perda de imunidade nesta fase.

A figura abaixo mostra um esquema das hipéteses consideradas, onde a é a idade do individuo num
ternpo qualquer e k & o mimero de parasitas por individuo infectado. As setas indicam que os individuos
que perderem todos os parasitas antes de se tornarem imunes (k¥ = 0} voltam a ser suscetiveis, enquanto

que os imunes ficam com “memdria " imunolégica quando k = 0.

Desenvalvendo
Suscetiveis(},) imuni dade () Imunes (A)

0 A AL a

! _ |

=0 =0

Figura 1.1: Esquema da dinamica de transmissic do modelo.

As setas indicam apenas a classe de destino quando k = 0.

A aquisicdo de vermes pelo hospedeiro definitivo (Homem) é representada estocasticamente, sendo
considerado o Processo de Imigragdo-Morte de Poisson com muiltiplas entradas [14] [38]. Assumimos que
os vermes adultos nos hospedeiros definitivos morrem com urna taxa g ,. A dindmica dos hospedeiros

definitivos & tratada deterministicamente e é assumido que estes morrem com uma taxa p,.

Sejam:
(:) A, a idade da primeira infecgdo dos individuos suscetiveis com carga parasitdria nula. Dentre
estes individuos, estdo aqueles nunca antes infectados mais aqueles que jd se infectaram alguma vez,

porém perderam toda a carga parasitdria antes de desenvolverem imunidade.

(#) W(t,a), uma varidvel aleatéria que descreve a distribuigio do miimero de vermes adultos, & ,
dentre a densidade da popula¢io humana com idade entre a e ¢ + da, no instante ¥;

(%) w(t, e, A), uma varidvel aleatdria que descreve a distribuigac do mimero de vermes adultos, %,
dentre a fragdo da densidade da populago humana gue no tempo %, possui idade entre c e ¢+ da e

adquiriu a primeira infecgdo com idade entre A ¢ A + da;

(iv) b(i), a probabilidade de penetarem i cercérias por evento infeccioso, 1 < ¢ < re y_b(i) =1,
sendo considerada a distribui¢go binomial para b(%);
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(v) (¢, 0, A,k ; to,a0,4,ko) = Pr{w(t,a, A) = k | wlto,a0, A) = ko}, a matriz de transicio do
processo de Markov da varidvel w, com as possiveis transicbes enfre t e ¢t + dt e entre a e a + da,

considerando as hipéteses do modelo dadas abaixo;
(vf) As(t,a, k), a taxa de infeccho dos individucs suscetivels;
(vi) A.(t, a, k), a taxa de infecgiio dos individuos parcialmente imunes, A.(¢,a,k) < A;(f,a.k) e

(viif) da = dt.

Devido &s suposigdes relativas ao desenvolvimento da imunidade, a varidvel aleatéria W (i, a} possui

duas componentes relacionadas a varidvel w(t, o, A}, dadas por:

a

We(t,a) = | w(t,a, A} dA (1.1}
A
a—-L

Weit,e)= [ w(t,a A)dA, {1.2)
[

onde os subscritos s e ¢ referem-se aos individuos suscetiveis e parcialmente Imunes, respectivamente.

Com estas definicoes, formalizamos as hipdteses do modelo da seguinte forma:

(1) Se os individuos, nunca antes infectados, infectarem-se com i cercarias nc intervalo de tempo dz,
em que a primejra infecgdo tenha sido na idade A, entéo:

w(t+dt,a+dt, A,1;t,a,4,0) = A (2, a,0)b(i) dt + o(dt), a< A<a+dt

(2) Se os individuos com k parasitas, com & > 0, reinfectarem-se com ¢ cercdrias antes de desen-
volverem imunidade, entdo:

n(t+dt,a+dt, A,k + 14t a, A, k) = A {t, e, k)b(Z) dt + o(dt), A<ca<d+ L, k>0

(3) Se os individuos que perderam todos os parasitas antes de desenvolverem imunidade, reinfectarem-
se com 1 cercérias, entfo:

7(t +dt,a +dt, A,1;t,a, A,0) = X (t, a,0)b(3) df + o(dt), A<a< A+ L.

(4) Se os individuos infectados com & parasitas, com & > 0, gue jé tenham desenvolvido imunidade,
reinfectarem-se com i cercérias, entéo:

m{t+dt,a +dt, Ak +1;t,a, A k) = A(2, a, k)b(3)dt + o(dt), az>A+L, k>0

(5) Se os individuos que nao possuem vermes e ainda nio desenvolveram imunidade, continuarem

corn a mesma condigdo, entdo:
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w{t + dt,a + dt,0;¢,a¢,0) = n(t + dt,a + dt, A, 05¢,0,A4,0) = 1 = A(t,a,0)dt + o(dt), a < A+ L.

{6) Se um parasita adulto morre no hospedeiro definitivo, temos
m(t+dt,a+dt, Ak — 1;t,a, A k) = p, k di + odt).
{7) Se néo h4 alteragdo no nimero de vermes dos individuos que ainda nic desenvolveram imunidade,
entao:
w{t+dt,a+di, Akt e, A k) =1~ [N(tya,k)+p, k| di+oldt), A<a<A+L, k>0
{(8) Se ndo hd alteracio no numero de vermes dos individuos imunes, entao:
a(t +dt,a+dt, A, kit,a, A, k) =1—[Aclta,k) + o, k| dt+o(dt), a > A+ L, k>0

{9) A populagio de hospedeiros definitivos satisfaz a equagéo

7t + dt,a+di, A, k) — n(t,a, A k) = —u,w(t,a, A k) dt + o(ds) [38].
Utilizando as equacdes de Chapman-Kolmogorov [13], neste caso dadas por

"‘T(t + dtra + dts A! k) = Zﬂ(t + dt'.'a + dt}A: k;t: a, A:J) w(t'- a, A:'j)‘l (13)
F=0

obtemos

nst+dt,a+dt,A k) =Pr{w(t,q,A)=% e w(t+df,a+dt, A) =0}+
Pr{w(t,a, A) =k -t e w{it+dt,a+dt, Ay =i, 1 <i<r}t (1.4)
Pr{w(t,a, A} =k+1 e w(t +dt,a+dt,A) = -1},
onde 7, denota as probabilidades para os individuos suscetiveis.
Levando em conta que os eventos sdo independentes {¢ processo é de Poisson), considerande a taxa
de transmissac A; constante a fim de simplificar os cdlculos, utilizando a matriz de transicdo do processo
e, tomando apenas k£ > 0, ou seja, assumindo 7. (t + dt, ¢ + dt, A, —i) = 7 (t + dt,a + dt, 4,0) = 0,

¥4 > 0, obtemos

met + dt,a + dt, A, k) = 7w (0, A, k)1 — (A + p k) di] + 3 Ab(i)mg(t, 0, Ak — ) dt+ .5)
i=1 1.5

(k+ Dp st e, A k+1) dt — ppm.{t, a, A, k) dt + o(dt),

o qgue € equivalente a
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Ty (t+dt.atdi, A k}— maft.a, Ak}

= S At @ Ak — 1) — (N + ok + )T (6, ALK +

=1 (1.6)
(k+Lp,ms(ta, Ak +1)+282 o< A+ L, k>0
Tomando o limite quando dt tende a zero, obtemos
Lt a,A,k) = z D)5t a, Ak —3) ~ (s + p b+ pp)ms(ta, 4, k) + )
i=1 (17

(k+ Dp, 7s(t, 0, Ak + 1), a<A+L, k>0,

onde & +7s(t,0,A k) denota a derivada total de 74(?, @, 4, k) em relagfo a varidvel ¢, e neste caso assum-

imos m,(t,a, 4,0) = 0. O caso k = 0 serd desenvolvido posteriormente.

De modo andlogo, para o caso dos individuos parcialmente imunes obtemos

Loty a, A, k) = 3 Acb(i)melt, ay Ak — 1) — (Ao + .k + pp)we(t a, A, K)+
=1

(18)
(e + Dpomelta, Ak+1), azA+L, k=0

Cormo %rr(t,a, A k)= %(t,a, Ak)Y + -g—g(t,a, A, k), segue que o modelo & entdo representado pelas

equacoes:

et 0, A k) + G (t,a, A k) = z Asb(D)ms(t,a, Ak — 1) — (Mg + pok + )7 (0, A k) +
(k+ Dpms(t, a, Ak + 1), a<A—|—L,k>U

.

Bc (1,0, A4, K) + 25 (t 0, A, K) = 30 Acb(D)molt, @, A,k — ) — (Ae + ok + pn)malty a, A, K)+
=1

| (B + Dpu,melt e, 4k +1), az>A+L, k=0

(1.9)

O caso k = { nos individuos suscetiveis é dividido em duas possibilidades: os individuos que nunca
se infectaram e aqueles que se infectaram, porém perderam todos os parasitas antes de desenvolverem a

imunidade. A populagdc de individuos que nunca se infectaram satisfaz
%{ta a) “+ %(ﬁ a) = _L(As + P’h)S(ta a)

S(t,0) = So(#) (1.10)
5(0,a) = So(a),
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onde 5(%,a) denota o niimero de individuos suscetfveis da comunidade que nunca se infectaram, e que
no tempo ¢ estao com idade a. J4 os individuos que se infectaram ao menos vez e perderam todos os
parasitas antes de se tornarem parcialmente imunes, e que no tempo ¢ estio com idade a, sdo denotados

por IL,({t,a), com

O (t,a) = / ws(t,a,A,0) dA, (1.11)
a—L

onde 7:(t,a, 4,0) & dado pela equacio

%Wﬂ“) + 0, 4,0) =y 78,0, 4,1) = O i) 7,0, 4,0, ASa <A+ L (112)

Asgsim, as condi¢Bes de contorno do problema sdo dadas por :

mo(t, A, A1) = MbE)S (£, A) , 1 <i<r

(1.13)
To(t, A+ LA k) =7,(t, A+ L, A k),

onde §'(t, A} = S(t, A)+IIs(t, A) e a segunda condicio de contorno garante a continuidade do proces-

50 na passagem de suscetfveis para imunes. A figura abaixo representa um esquema destas condigdes.

=0 Kz1 K20
| [ | >
0 S'(t,2) A T, (t,2,4.K) A+L . (ta Ak a
S'(t,4) , (AL AK) = o (AL A L)

Figura 1.2 : Esquema que representa as condigdes de contorno do modelo

Sejam
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Plt,a, A, z) = § ws(t,a, A, k)z*

% (1.14)
Qlt,a, A,z) = 3 7.t a, A k)z*

&=0

as funcGes geratriz de probabilidade de 7, e 7. , respectivamente. Assim,

d = d
EPtaA-_r; Ed— (t,a,A, k) (1.15)
k=
ou seja,
E%I_J(t,a, Ax)= %?(t,a, A4,7) + %%(t, a, A, x) =
O T o0
S S Asb{i)ms(ta, Ak —5) 28 — 3 (O + pk + gy )ws(t 0, A k) TR+ (1.16)
k=1i=1 ==l
=]
to (k4 1Dp met,a, A,k +1) ¥, k>0
k=1
Apés reorganizacio dos indices, podemos escrever
%_ﬁ(t,a, Az)= %‘f (t,a,A,z) + 5 (t,a,A,a:) =
S k
— (As + f2p,) El ws(t,a, A k) 25— (1.17)

0 ™
3. 3 Ab(E)w(t, e, A, 5) 2t
i 1

oo (=]

to 3o kb0, A, K) & + 3 i, (i, A, 1) 2,
k=1 =2

onde j =k —{el=k4 1. Considerando que #.(t,a, A,0) = 0 e escrevendo a expressdo acima de forma

conveniente, obtemos

~5—(t a,d, ac) af(t,a,A,a:) =
Z A b('é):-.-"z E ?T-f{t!a)A?j) :cj - ()\S +ﬂ'h) z ﬂs(taasA) k) = 1 18
i=1 i=1 k=1 (1.18)
o]
2 —mi(t, e, 4, 1)) .

py, T Y, krwg(t,a, A k) 227+ p, | 3 Ity e, A D)
=3

(t,a, A, k)z* e portanto, m,{t,a, A, 1) = %—f(t,a, A,0), a equagio

18
2

Lembrando que P(t,a, A,z) =
k=1

acima torns-se

%‘g(t,a,A,x)+pw($—l)%(t,a,xﬁl,m) = (1.19)
P(ta ALk > 0, A<a<A+ L.

OID b0 — 1 = PPl 0, A 2) — s,

oP
a(t, a, A, I) +

De modo andloge podemos verificar que a fungéo ) satisfaz
" UNICAMP
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&} 7! a
6_§(t1a9-‘q:$)+3_§(tra: A:I) +}'J‘u(m_ l)g(t) G,A,E) = (120)
{)\c[z bi)e' — 1) — p, }Q(t, @, A, x), k > 0,a> A+ L.

Supondo ¢ sistema em equilibrio, isto &, tomando %?(t, a, A z) = %%(t,a, A zr) = 0, obtemos o

seguinte sistema de EDPs :

( (o, 4,2) + p,(z ~ 1) G (e, A7) =
7 3 — —
{}‘3[2 E’(i)x1 - 1] - P’h}‘p(a! A,x) - :U‘wg_i(aiAv 0): ALa<A+L
$ =1 (1.21)
| 2200, 4,2) + oo~ B0, 4,0) = (AL W' — 1] - i} Qle, 4,2), a2 A L.
=1

As condi¢bes de contorno s&o agora dadas por

B4, A,50) = 3 ms(A, A, 1)zh = AslSo(4, 0) +TI(4, 0)] 3 (i)

i=1 i=1
QA + L, A,z0) = P(A + L, A, %) (1.22)
me(A,A,0) =0,

onde

SEI(A., O) = 5 e_‘()\x'l'ph).ﬁl

A (1.23)
II(A,0)= [ 7,(A,y,0)dy
alr
e mi(a, A, 0) satisfaz a equagho diferencial
agrs (2,4,0) = g, Ts{a, 4,1) — (As + pr) me(a2, 4,0}, A< e < A+ L. (1.24)
123

Como 2 condicio de contorno de (@ exige a solucao de P, o trabalho inicial consiste em encontrar a

solugdo analitica do problema:
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°’|~u|

Cla, A, 2) = { X [2 b(i)zt — 1] — p, Y Ple, A, x)—

=1

(e, A,2) + plx ~ 1)

pw-"’g(aAO) A<a<A+L (1.25)
%‘(Q,AD =p, Ts(a, 4, 1) = (A +pp) 7s(a, 4,0) , A<a< A+ L,

sujeito a

P(A, A, zg) = gﬂsm, A, i)zl = As[So(A, 0) + II(A, 0)] le b(i)zy (1.26)

7s(A, 4,0) = 0.

Da teoria de Processos Estocdsticos (veja, por exemplo, [13]} é sabido que, uma vez conhecidas as
funcdes Pla,A,z) = P(a,A,z) + 7s(a, 4,0) e Q(a, A, z), podemos obter, dentre outras informagdes,
a prevaléncia da doenca (proporgdo de individuos infectados na populacéc), a média e dispersio dos
parasitas, ambas com estrutura etdria, como também ¢ mimerc médio de parasitas por individuo na
populagio. Estas informactes constituem o objetivo central do estudo de modelos como estes. Todavia,
o conhecimento das funcbes P e @ implicam na resolu¢ao analitica das equagdes (1.21), com condigbes
de contorno dadas por (1.22).

0O modele semi-estocdstico descrito neste capitule tem uma importancia fundamental para o presente
trabalho, pois além de ter nos proporcionado maior clareza da estrutura biclégica do problema durante
sua elaboragdo, também nos forneceu uma nova equagio diferencial parcial, a qual pode ser objeto de
amplos estudos futuros, tanto analiticos quanto numéricos.

As equacdes das médias podem ser obtidas a partir das equagoes dadas em (1.9), de onde podemos
abter a equagio para a variagéo da densidade de individuos nfo imunes, em func¢ic do tempo e da idade,
a qual é dada por 4 f Z‘ we(t,a, A k)dA, uma vez que 2 ms(t, a, A, k) descreve a fragio média da
populagio n&o imune dentre a densidade de individuos com idade a > A no instante de tempo t, e que
adquiriu a primeira infeccdo com idade A. Integrando em relagio 4 idade da primeira infecgio, obteros
a densidade de individuos ndc imunes que no terapo ¢ possu,i idade a. Analogamente obtemos a variaggo

da densidade de individuos imunes, a qual é dada por f Z we{t,a, A, k}dA e a de parasitas por
0 k=0

individuo, a qual ¢ dada por 4 f Z kims(t,a, A, K) +7mc(t,a, A, k)] dA. Estas variaghes serdo estudadas
0 k=0

no préximo capitulo,
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Capitulo

Modelo Deterministico com

Imunidade Concomitante

Neste capitulo desenvolvemos um modele deterministico, baseado no modelo estocdstico apresentado
anteriormente. E constituido pelas equagbes das médias das varidveis aleatdrias, incorporando tam-
bém as equagdes que representam a variagio da populacio de caramujos e, a exemplo de May [29],
considera um periodo de laténcia para os caramujos infectados se tornarem fontes de infeccdo. Des-
ta forma, a populagdo humana com idade estruturada fica dividida em quatro classes de individuos:

suscetiveis [S’(t,a)], denominada X1(t,a); desenvolvendo imunidade | f Z mws(t,a, A k) dA), denomi-
=0

nada Xa(t,a); parcialmente imunes [f Z (t,a, 4, %) dA)], denominada X3(t,a) e com “memoria ”
0 k=0

imunolégica [cfo‘frc (t,a, A,0) dA], denominada X,4(t,a). Acrescentamos neste modelo a hipStese de que os
individuos Cogl “meméria ' imunoldgica, caso ndc se reinfectem, apés transcorrido um certo periodo de
tempo, voltam a ser suscetiveis, ou seja, estamos suponde que a “memdria ” imuncldgica tem duragio
limitada na auséncia de contato com o parasita. A carga parasitdria média na densidade da populacio

o0 oo
com idade a ¢ desenvolvendo imunidade [ 3. kw,(¢,a, A, k) dA], & aqui denominada Wa(t,a), e na
0 k=0

densidade da populagio com idade a e imune [T io: kw.(t,a, A, k)dA], & aqui denominada Wa(t,a). A
fragdo de caramujos suscetiveis no tempo ¢ & rep{)rezzgtada por y1(t), a de caramujos latentes, por y2(t), e
a de caramujos patentes (eliminando cercdrias), por ya{f). Como estamos interessados no estudo dinémi-
co do modelo, integramos as equagbes referentes & populacao humana e & carga parasitdria, em relagiio a

idade, e obtivemos equactes que dependem apenas do tempo. Para fins de simplificaggo dos resultados,
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trabalhamos com todas as varidveis normalizadas e tomamos as populagdes humanas Nj, e de caramujos
N, constantes e homogeneamente distribuidas. O modelo considera a comunidade fechada, ou seja, livre
dos fendmenos de migragio, sendo que fatores ambientais e imunolégicos sao considerados relevantes no
mecanismo de transmissdo. No Apéndice A apresentamos a sua construcio mais detalhada, cujo resul-
tado é similar ao modelo que utiliza a cldssica lei da agiio das massas numa populagdo homogeneamente

distribuida. Este modelo pode ser deserito através do seguinte sistema de equacdes diferenciais:

(
23 () = Aws 23(t) + Awa(t) za(t) + vrrwalt) — (py, + pp) wa(t)
L2() = A (t) [1— 12(2) — y3(®)] — (77" + ) wa(t)
| () = 7 Ma(t) - pws(t)

onde Ay representa a forca de infecgdo dos individuos suscetiveis e com “meméria ’

" imunolégica, Auo

& taxa de aquisicio de parasitas pelos individuos dos compartimentos X;, X2 e X4 , Aus € a taxa de
aquisicio de parasitas pelos individuos do compartimento X3, sendo A,z < Aua , e A, Tepresenta a
forca de infeccio dos caramujos; o1 € a taxa com que os individuos infectados ndc imunes perdem seus
parasitas e se tornam novamente suscetfvels, v1 € a taxa com que os individuos infectados se tornam
irunes (vl_l = L), o9 € a taxa com que os individuos parcialmente imunes, ac perderem seus parasitas,
perdem a imunidade e passam a ter “memdria ” imunclégica e vy é a taxa com que os individuos com
“memdria ” imunolégica tornam-se suscetiveis (ndo contemplado no modelo semi-estocdstico); u, € f,
s&0 as taxas de mortalidade natural dos individuos ¢ dos parasitas, respectivamente, 7 é o periodo de
laténcia dos caramujos infectados, e g, , pi e p: sao as taxas de mortalidade dos caramujos suscetiveis,
latentes e infecciosos, respectivamente.

Definimos as forcas de infecgfio como sendo Ap{t) = g y3(t), du2(t) = b A ya(t), Ausl{t) = b A (2)
e A (f) = n [wa(t) + ws(t)], sendo que g é a taxa com que os individuos suscetiveis, com “memdria *
imunolégica e desenvolvendo imunidade se infectam (ou reinfectam), A; é a taxa com que os individuos
parcialmente imunes se reinfectam, b é o mimero médio de cercérias que consegue penetrar na populagio
em cada evento infeccioso e 7 € a taxa com que os cararnujos se infectam. Todos os pardmetros do modelo
sfo estritamente positivos. As varidvels din&micas estdc todas normalizadas e, portanto, tomamos
y1(t) = 1— y2(8)— va(?)-

A figura 2.1 representa o esquema de transmisséc da doenga considerado no modelo.
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Figura 2.1: Estrutura compartimental da dindmica de transmissio

A presenga de Ayg + Ays no compartimento w3 se dé pelo fato de que a aquisi¢o de parasitas
pelos individuos do compartimento z3 é proveniente da infecco dos individuos do compartimento x4
mais a reinfeccdo dos individuos do compartimento xg3, e as taxas de infecgdo sao diferentes devido a
imunidade dos individuos de z3. Em w, temos apenas a presenca de A 2 pelo fato de que tanto os
individuos do compartimento zg quanto z; adquirem parasitas com esta mesma taxa, Por nao serem

parcialmente imunes.
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No estudo deste modelo consideramos duas situagdes: na primeira, supomos que a forga de infecgéo
dos individuos parcialmente imunes depende tanto da imunidade quanto de fatores ambientais, ou seja,
tomamos A (t} = £Xgys(t), onde 0 < £ < 1 é o parametro relativo 4 imunidade. Chamaremos este
caso de Modelo 1. Na segunda, supomos que a forga de infecgio dos individuos parcialmente imunes
nao depende de fatores ambientais, ou seja, consideramos que a imunidade & o tnico fator que regula a
transmissdo da doenca. Neste caso tomamos A;(f) = \j, e nos referimos a este modelo como Modelo 2.

Estudamos o sistema de equagdes {2.1) em equilibrio com © objetivo de obter um valor limiar para o
estabelecimento da doenca em uma populagio suscetivel, em termos de seus parimetros, o qual resuitou

do estudo dos pontos de equilibrio estaciondrios do sistema.

2.1 Pontos de Equilibrio

2.1.1 Modelo 1

Considerando A{t) = £ Mg y3(t), os pontos de equilibric estaciondrios do sistema de equagdes (2.1) sao

dados por:
PU = ( X1, %2, T3, T4, Wa, W3, Y2, Y3 ) = (1: OaO: 0, O) 01 0: 0) y (22)

o qual ¢ dito ponto de equilfbrio trivial do sistema e, biologicamente representa a situagao de auséncia
de infeccdo na populagio e
P*=(x{,z;,mg,x;,wg,wg,yg,yg) ’ (2.3)

que & o ponto de equilibrio ndo trivial e, biologicamente representa a situagao endémica na populagao

considerada, cujas coordenadas sao dadas por:
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1 wpary k[ dovsdtalastup)] e w
zi(¥3) = Nowvr {hovita) z3(y3}

_ Joys+ +
z3(y) = Leleiateliotis) ‘f:(A:g +a5"‘):c§(y§)

Ao y3 i {Ap ¥i+a)

L EY
33(?}3) T (et Do va)? o vy va + R up o tas) (o )] w3tk (0t ) e
* g2 Apyy L
!z = —2 { zestord | ()
w; (yg) — b (Aoy:; + &) (1) doys + f‘(az+#n)] $§ (y;)

(s tintvr) vy (Roy3+e)

- B x (o tpptrilvioadoyi+on (Ao vy + k) i) doyd Faloatn, )] | vr ox
ws =
3('93) PRESTH [& Aﬂ Ug + (o, Fhip o1} 1 ()\Uy;;'l'ﬂb’l) xS(yS)

[ B =Tpv3,
sendo que 35 é obtido através da equacdo algébrica de terceiro grau

Ay +By+C y5+ D=0,

onde A, B,C e D sdo dados por:
s _ "
A =51 (X0)3 (1, 7 + L), + 1)

B = (0 (4,7 + Dipsla + &) + o2(a + 1) + o ]+
(Ro)2u, (7 + Dy + 1)1 + i) [1 - %I—;‘j)lﬁo]

C = bpdoka(os + pp) (e ™+ 1)+ 2 do(ahT + 1)1, + pi) X

k
(e -+ )+ oaa -+ w) +aw] [1 - Eniiimptalitn o, |

| D= g (r + 1), + pn)kal{os + ) (1 — Ro)

com as variaveis auxiliares
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a=vz+ ly

(2.7)
k=g1+vi+py,
e
b
= fr 1 208
WG F Y+ ) (28)

o gual fornece o valor limiar para a doenca se estabelecer na populagio, ¢ é dito razdo de reprodutibilidade
basal. No caso de macro-parasitas, € definido como sendo o ndmero de paresitas fémeas vidveis que
uma parasita fémea consegue reproduzir durante toda a sue vida reprodutive, independente da densidade
populacional [1].

E possivel mostrarmos que se Ky > 1, entéo o ponto de equilibrio néo trivial é dnico, ou seja, temos
a possibilidade de uma tnica situac¢io endémica na populagdo em estudo. Isso pode ser visto no teorema

abaixo.

Teorema 2.1 ; Se Ry > 1, entdo a eguagdo (2.5) possui urmna dnice solucio real positiva.
Demonstragio: Seja P{z) = A 23+ B 2?4 C z+D, onde A, B, C e D sdo dados por (2.6). Mostremos
que P(z) possui uma iinica raiz real positiva, mostrando que a variagdo de Ry > 1 provoca uma iinica
mudanca de sinal nos coeficientes de P{z).

Sejamm Rp, Rc e Rp os valores de Ry que anulam B, € e D, respectivamente. E imediato que
BEp = 1. Como B, C e D decrescem linearmente com Rp, basta mostrarmos que B > 1, Rg > le

Rp > B pois, se 1380 ccorrer, entéo teremos as seguintes possibilidades para Hy (considerando Hy > 1):
RBh<Ry< Bz ou Rr<Ry<Rp ou Eg>HRp.

Como A > 0, nas trés possibilidades verificamos a ocorréncia de uma dnica mudanga de sinal nos

coeficientes de P(x). Logo, pela regra de sinal de Descartes para polinémios [36], existe uma unica raiz
real positiva para P(z) nos trés casos.
Mostremos, portanto, que Rg > 1, Rc > 1e Rg > Re.

Fazendo B = C =0, obtemos:

Ry = g Sn(.u': 1) [y (a4 E)+o, (ati, ) +Ear,]
B pprEy, (D (e Ay, ) (€ i )
(29)
Rg = alethitogloty Jror, B kalo 2 ) (u] 7+1)

T oenletR)toy(aty ey, T p (T (e, Fi) (g (aHR) F oo (0t ) HEar |

Temos Ag > 1 &
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g (T -+ D)ty + 225) (w1 + ) + Ol ™ + V(@ + &) + oz(a +v1) + Eavy)—
foy (L7 + D)(ge, + ) (€01 + 1) > 0.

Porém isso sempre ocorre, uma vez que £ < 1. Logo Bp > 1.

Temos Rg > 1 <
pon (o + D(py, + ) (@ + k) + 0a(a +v1) + avi) + bnka(os + ) (s 7+ 1)—
g (i + 1) (g, + i) pir (@ + ) + oala + v1) + bava] > 0.

No eptanto isso tambér sempre ocorre, jd que £ < 1. Logo B¢ > 1.

Analogamente, Hg > o &

tig (AT + Dy + i )lun (@ + k) + oa{a+v1) + Eava] x

(B0 + s + ) + ) + Iy + Dlpnle + E) + 0a(a+v2) + ganal | -

g (T + 1)y, + ) (EV1 + ) X

{N:(#LT + V(g + p)ltin e + k) + o2le + v1) + av1] + mka(os + py Yu, 7 + 1)} >0

s (T + 1y + o) [(pnk + o2(a + 1)) 1 =€) ] +

Er;(,u:'r + 1){u? (a® +ak + k%) + o2 {a +11) [, (20 + k) + @ + v1(1 + 2a€)]+

prav {02 + £(2a + k) + 026203 — Lakaovy} > 0.
Todavia, a ultima desigualdade sempre ocorre, j4 que os pardmetros que compoem os termos negativos
sao todos menores que um. Logo Rp > He-

Portanto, P(z) possui uma tnica raiz real positiva, o que é equivalente & equagéo {2.5) possuir uma

unica solucio real pesitiva, como querfamos demonstrar.[]

Corolédrio 2.1: Se Ry <1 entdo o dnico ponto de equilibric € o ponto de equiltbrio iriviel.

Demonstragao: Se Ry < 1, ento, utilizando a mesma idéia da demonstragio do Teorema 2.1, notamos
que nio ocorre nenhuma de sinal nos coeficientes de P{z). Assim, pela Regra do Sinal de Descartes, ndo
existe raiz real positiva para P(z) e, conseqiientemente, ndo existe solugdo real positiva para (2.5}, on
seja, nao existe nenhum ponto de equilibrio ndo trivial.

Se Ry = 1, entdo, das equagdes (2.6) notamos que a 1nica solugdo possivel para a equagao (2.5) €
y3 = 0, o que implica na solugioe de equilibric trivial para o sistema de equagGes (2.1).

Logo, o0 Madelo 1 possui apenas o ponto de equilibrio trivial se By < 1.0J
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2.1.2 Modelo 2

Come j4 mencionamos, este modelo considera que a forga de infeccdo dos individuos parcialmente imunes
depende apenas da imunidade e & dada por A;(t) = Ay. A sua andlise ¢ andloga a feita no Modelo 1. Os
pontos de equilibric, bem como a razdo de reprodutibilidade efetwa, sdo apresentados a seguir.

Os pontos de equilibric estaciondrios, trivial e nio trivial, sdc dados, respectivamente, por:

?0 = (11:1,2:2,I3,I4,11}2,1U3, Yo, U3 ) - (1,0, Os 0: Os 0, 01 0) (2.10)

?*=($I:3§=$§a$Z=WS=wgay§ry§) ) (2.11)

cujas coordenadas sdo iguais as do Modelo 1, com excegéio da coordenada w3, a qual é dada por

b ¢
walya) = A+ z3(y3t, 2.12
3(3) to+pin U0 (e + ia + 1) v1 oyt +av1) 33) (2.12)

onde

$= (ko +#n + 1) (11022093) +¥1 (Mo ¥3 + k) [pdoys + aloz + )]

A coordenada y5 é obtida através da equagao

AyP+By?+C ys+D =0, (2.13)

sendo que agora os coeficientes A, B,C e I séo dados por:
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’

A=bn oPuslpsm +1)

B =tn(2)2(p, 7 + Dlpale + k) + o2(a +v1) + hvi)] + (ho)2u, (i + 1)x
(bt + p) (01 + )L — iy Fo)

C =Tndalpe T + L)[kalos + ) + Aav)] + gy Mgl + 1)x (2.14)
(o + pp)leen(o + k) + o2(a +v1) +avyx

[ (atF)+oy(atr, )+ A, v1)] R}
[n (et k), (atu) JHav, | (1+%)

| D= ka(pm + 1) (g, + pa)(02 + pa)(1 - BF)

onde
Ry =Ry (L+ ¥}, (2.15)

)\1V1
v M 2.16
Hos + ) (2.16)

d4 a contribuicio da imunidade, sendo que Ry é obtido no Modelo 1, representado pela equagéo (2.8).

R = 1 & o valor limiar para o estabelecimento de uma endermia neste modelo, como podemos observar
no teorema abaixo. Dada a dependéncia de densidade populacional introduzida pela imunidade, Rf &

dita rezdo de reprodutibilidade efetiva .

Teorema 2.2 : Se Kj > 1, entdo a eguagdo {2.13) possui umae tnica solugdo real positiva.

Demonstracdo: A demonstracdo deste Teorema & semelhante 4 demostracio do Teorema 2.1. As
expressbes para Rp e Re, aqui denotadas por R e R}, s80 mais complexas devido 4 complexidade da
expressao para Rj. A fim de ndc sermos repetitivos, faremos apenas s demonstracio de que Ry > 1,
B >1leRy> R; .

As expressoes de R} ¢ Rf sdo dadas por:

R — leate)04®) | bolu ra D)y (b B toa{atin )40 [(14+D)
B B, w () (g, ) b,

Rt = [ (a+k}+eoz{atrr)+ar | (1+F) + bn (;_a:-r—i—l)a.[_k(c2+ph_)+;\1v1](1+‘ll)
o=

#platk)tozlatyiltin #og (ReTH1) (g Hien ) on (et R+ oz (@t e ) +A121] |
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Temos Rf > 1 <

(1 + 9 (in + v )it (o7 + 1)y, + 28) + 0(pi, 7+ Dnla + &) + o2(a + v1) + ]} —
o (7 + 1) (g, + Bn)jan > 0 &

U{ (4 V1)t (7 + 1)y + ) + Inte 7+ Vs (e + k) + o2(a + v1) + o]} +

iy (o + 1), + ) > 6.

Porém & tltima desigualdade é sempre verdadeira. Logo, Ry > 1.

Temos Rj; > 1 <

L+ 0 g (el + Vg, + ) [a{a + k) +o2(a +01) + avy] + by (1, 7 + Dafk(os + ) + Mwi)] -
o (7 + Vit + ta)lpn(a + &) + oala +11) + M1} > 0 &

(L+9) (B (7 1) alk(on + ) + )] +
O (10 (7 + 1)t + 34) [0+ ) + 0x{a+ 1) + ]| +
s (T + Dty + v (@ — M) > 0.

No entanto, a dltima desigualdade também é verdadeira, jd que podemos sempre considerar A\; < a.
Logo, R > 1.

Finaimente, R > A7, &

{Cetn, + vadpg (7 + 1) pts + ) + Brppe 7+ Dlpinla + ) + oala + v1) + M)} x

o (WeT + 1) (e + ) n (@ + &) + 0a(a + 1) + Aaw] =

s (T + Dty + ) dite (857 + D, + i) [n(a + §) + o2e +v1) +an}+

b (g, 7 + Vafkloz + 1) + M)} > 0 &

pe (T 4 D{pty + o) {5 (57 + 1)ty + )1 [{n + v M + ppk + oaa+ 1))+
By, + 1) {[o2(a 4+ v1) + Ml [grla+ k) + oale +v1) + M+
(a+ k) {pnk + o2v1) + @®py (02 + ) + Mv1pak]} > 0.

Todavia, a dltima desigualdade é sempre verdadeira. Logo Ry > Rt O

A interpretacdo biolégica deste Teorema é a mesma do Teorema 2.1.

Corolario 2.2: Se R} < 1, entdo o Modelo 2 possut apenas o ponio de eguilibrio triviel.

Demonstragao: Andloga 4 demonstragio do Corolério 2.1.
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2.2 Estabilidade

O estudo da estabilidade local dos pontos de equilibrio do sistema de equagbes (2.1) foi feito através da

andlise de sua matriz jacobiana J, denotada por {J;;)sxs, 2 qual & dada por:

onde

Jun = —{(pp + Ao ys)
Jiz = o1

Jiy =1y

Jig = — Aoy

Jo1 = Ao ys

Joo = -(0'1 + 11 +,uh)

Jas = Aozt

Jagz =11

Jaz = —(02 + p}
Jaa = doys

%

Ju Jiz 0 Sy O

Jai J2 0 0 O
0 Jaz Jsz Jag O
0 G Jiz Jua 0

Jsi Js2 0 0 Jss
0 0 Jss Jou Jes
0 0 0 0 Jis

c ¢ o 0 0

Jag = Aoxy
Jaz =02

Jag = —(a+ doys)

Jag = — o4
Js1 =drows
Jsa = bAoya

Jss = —{t, + # +v1)
Jog = EAg(m + z2)

Jes = b0 v

Joa = Ao us

0 ¢ Jis

0 0  Jog

0 0 Jss

E E j:: (2.17)
Jee 0 Jes

Jre  Jrr Js

0 Jer Jss |

Jos = 11

Joo = —(to, + ip)

Jos = bhglExz + z4)

Jrs = (1 — y2 — y3)

Jre = (1 — y2 — ya) (2.18)

Jrr = —n{wa + wa) — (171 + py)

Jrg = —n{wz + ws)

Jgr =771
ir

Jag = —p, -

O estudo da estabilidade local do ponto de equilibrio trivial dos dois modelos estdo apresentados

abaixo, porém o estudo analitico da estabilidade do ponto néo trivial ndo foi vidvel.

2.2.1 Modelo 1

Quando avaliada no ponto Fy, o qual & apresentado em (2.2), J(F) € dada por:
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onde

\

Os autovalores de J(FPy) sdo dados por

mais os autovalores da matriz

[ 7y J2 0 Ju 00 0 Jis
0 Jw 0 0 0 0 0 Jos
0 Jsn Jaz O 0 0 0 0
J(Ry) = 0 0 Jyz Ju O 0 0 0
0 c 0 0 Jss 0 O Jss
0 0 0 0 Jes Jss 0 Jes
0 0 0 0 Js Jwg Je O
I 0 0 ¢ 0 0 0 Js7 Jss
Ji1 = —pp Jss = —(p, + pin, + 1)
Jiz =01 Jss = bAg
Jia = vz Jes = v
Jig = —Ao Jos = —(pt., + #p)
Jog = —(o1 +v1 + py) Jos = blg
Jag = Ao Jrs =1
Jaz = 1y Je =17
Jag = —{o2 + ) Jrr = —{r71 + pf)
Jaz = 02 Jg7 =771
Jaa = —(v2 + pg) Jos = ~p, -
( w1 = —{ty + Hn + 1)y
oy = —(o1+ 1+ i),
wy = —(02 + f),
wg = —(vz + ),
[ ¥5 = —Fn
— (1o + 4) 0 2
Jt= 7 —(r e 0
0 71 —pt;
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cujo polindmio caracteristico é dado por

P(p) = &* + azp® + a1 + ag, (2.23)

onde

a2 = fh, + iy + T L+ pl +H:
a1 = (g + 1) (T 1 ) + (77 + ) (2.24)
g = py (ft, + )77 + (1 =~ Ro) .

Teorema 2.3: O ponto de equiltbrio trivial Fy, dado por (2.2), ¢ localmente assintoticamente estdvel se
Ry < 1.

Demonstragao : Das equagdes (2.24) podemos observar que :

(¢} ag > 0;

() aza1 — ag = {(rF + pf 4 oy )[(pe + )T+ + )+ (T pl )]+
(b + )2 (770l 4 10 )} + 2y (o + a )77+ 1) R0 > 0;
(#f) ap > 0 & Ry < 1.

Logo, utilizando o critério de Routh-Hurwitz [15] [28] notamos que todos os autovalores da
matriz J* possuem parte real negativa se By < 1. Observando os demais autovalores, dados em (2.21),
conclufmos que todos os autovalores de J(F;) sfio negativos ou possuem parte real negativa. Portanto,

Py é localmente assintoticamente estdvel se Ry < 1.[1

Corolario 2.3: Se Ry > 1, entdo Fy é instdvel.

Demonstragdo : De fato, se Ry > 1, entdo eg < 0 e, pelo critério de Routh-Hurwitz [28], P, é instével.[]

Ry = 1 é ponto de bifurcagdo do sistema, ou seja, temos uma bifurcagio de uma situagao livre de

doenca para o caso endémico na comunidade.

2.2.2 Modelo 2

Quando avaliada no ponto P, apresentado em (2.10), J(Po) é dada por:

UNICAMP
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[ Jit
0
0
1By
0
0
0
| ]
onde
.
Ji11 = —p
Jiz =01
Jig =2
4 Jis =X
Joz = —~(01 +v1 + )
Jag = Ag
Jzz =11

.

J2 0 Sz 0 ]

Jag O 0 0 0

Jzz Jag 0 ] 1]
0 Jiz Jgg 0O 0
0 0 0 Jss O
0 Jez 0 Jss1 Jes
0 0 0 Ji Jw
0 0 0 0 0

Ja3z = —{o2 + pin)

Jiz =02

Joa = —(vz + pin)

Jss = —(pto, + tts +¥1)
Jss = bXo

Jez = b

Jes = 11

Os autovalores de J(Py) séio agora dados por

mais 0s autovalores da matriz
{01+ v1+ )

M1

J = 0

0

0

cujo polinémio caracteristico € dado por

w1 = —(th, + g + 1)
Wy = —{v2 + tph

Y3 = —Hp
0 c
~(02 + piz) y
b — {4, + 12)
0 7
0 0
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J1s |
Jog
Js8

Jrr 0
Jsr Jas

Jee = —(p + is)
Jrs =7
Jrg =7
Jrr = —(r7 )

Jar =771

Jag =y .
0 3o
] 0
0 B

—(r ) 0

-1 o
T g

Plp) = ¢ +as p* +a3 ¢° +az ¢* +a1 ¢+ ag

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)



onde

a4=k+0'2+,uh+ﬂw+ph+’r'l+}L;+;&:

as = (u, + )T+l g ) + (TR )+
(b + 03 + o)ty + o + 770+ 41+ 1) + (o2 + p3y)

=(k+ o+ o )T )+ (T e
| e (k + o2 + pp) (1, + 1) iy + pe )+ ( AT (2:30)

k(o + 1) (o + pip + 7714 1+ )+ (y + #a) (771 + w0 (1~ Ro)

a1 = k{02 + ) (1 + )TN+ 1+ 1) + (77 + ) g )+
(k+ 02+ )t (770 + )y + 1) (1 = Ro)

ag = k(o9 + ), (771 4 ), + ) (1 — Ry

A estabilidade de Py, dado por (2.10), também & obtida a partir da demostragio de que todos
os autovalores da matriz J(Pp), dada por {2.25), sio negativos ou possuem parte real negativa. Para
isto basta mostrarmos que todos os autovalores da matriz 7" satisfazem esta condi¢éo, wmna vez que 0s
demais, dados por (2.27), sio reais negativos. Porém, como o polinémio caracteristico de 7 (2.29) é um
polinémio de quinto grau, o critério de Routh-Hurwitz ndo € o mals indicado para esta anglise. Faremos
a demostracéo deste resultado utilizando o procedimento usado por [3] e, para isto, necessitamos dos

lemas abaixo.

Lema 2.1: Se Ry < 1, entdo todos os coeficientes do polindmio caractertstico, dados por (2.30), séo

positives.

Demonstracao : Das expressoes dos coeficientes, dadas em {2.30), temos que a4 € a3 sdo sempre
positivos, e que ap é positive se Bf < 1.

Portanto, basta mostrarmos que a; e ag sdc positivos. Para isso, observamos que se B} < 1, entédo
Ro < 1, j& que de {2.15) temos RE = Rp{1 + ¥), onde ¥ & dado por (2.16). Assim, como Ry < 1, segue

que a) e ap sdo positivos, o que conclui a demonstragio do Lema.[]

Lema 2.2: Seja A uma matriz real, m x m, quase mondtona e suponha gue A = max{Re ) : A € 5(4)},
onde 6(A) é o conjunto de todos os auto-valores de A, Entdo X € o(A).

A demonstragio deste Lema pode ser vista em [27).
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Teorema 2.4: Se R} < 1, entdo o ponto de eguiltbrio trivial Py, dado por (2.10), é localmente

assintoticamente estdvel.

Demonstragio: Seja o(J") o conjunto de todos os autovalores de 7~ (2.28). Mostremos que

A=max{Red: e a(T)}<0. (2.31)

Para isso, tomemos o polinémio caracteristico de J , o qual ¢ dado por (2.29). Do lema 2.1 segue

que

Plo)=5¢" +40s ® +3a3 p? +2a0 o +a; >0, V>0, (2.32)

onde P’(p) denota a derivada primeira de P em relagio a ¢. Logo, P(p) é crescente para todo ¢
positivo. Como P{0) = ag é positivo quando R} < 1, segue que P(¢)} ndo possui nenhuma raiz real
positiva se Bj < 1.

Dado que J & uma matriz quase mondtona [27], segue pelo Lema 2.2 que X pertence 2 0(7*), o gue
implica que X é negativo.

Portanto, todos os auto-valores de T sio negativos ou possuem parte real negativa se R} < 1.
Como os demais autovalores de J(Pp), dados por (2.27), sio negativos, segue que Py é localmente

assintoticamente estdvel se Ry < 1.1

Coroldrio 2.4: Se R} > 1, entiio Py ¢ instdvel.
Demonstracdo : De fato, se Ry > 1, entdo @9 < 0 e, pelo critério de Routh-Hurwitz [28], P, e

instdvel.[

R; =1 & ponto de bifurcagio do sistema.

2.3 Estudos Numeéricos

Nesta segdo realizamos um estudo numérico do modelo apresentado. Este estudo compreende a deter-
minacdo da regido de estabilidade da doencga em termos de dois parametros ambientais (os quais seréo
definidos mais adiante), bem como as anilises dinimica e da sensitividade dos par&metros do sistema de
equagdes dado em {2.1) e a avaliagie numeérica de seu ponto de equilibrio nio trivial. Como nosso modelo
incorpora miiltiplas entradas de parasitas por evento infeccicso, e a variacio deste valor influencia os

resultados, realizamos nossa andlise considerando dois valores distintos para b, baseando-nos no trabalho
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de Yang et al. [39), sendo eles b =1 e b= 21, 0 que nos d4 uma idéia do comportamento do modelo em
relagio a este pardmetro.

Tendo em vista que este modelo pretende, dentre cutras coisas, ser de alguma utilidade na com-
preensio da dinamica de transmissdo da esquistossomose em regides de baixa endemicidade, e como ndo
existem dados suficientes para a realizacio do ajuste dos pardmetros de um modelo como este, o que
dificulta ¢ trabalho numérice, nossos estudos foram baseados em dados hipotéticos, com o objetivo de
simular uma regido com prevaléncia média em torne de 4 % em equilibrio, a qual supomos represen-
tar razoavelmente estas regiGes. Assim, os pardmetros fixos utilizados para a populagdo humana foram
£=0,5, v =0,05 anos™! e u, = 0,0143 anos™1, e para a populagio de caramujos, utilizamos 7 = 0,123
anos, ¢, = 3,04 anos™!, g = 12,17 anos~!. Os demais pardmetros variam com a variagio de b e, para
o caso b = 1, tomamos Ag = 0, 735 anos™!, A; = 0,00368 ancs™!, n = 1,905 anos™!, 61 = 0,1 anos™!,
gg = 0,14 anos™!, vy = 0,2 anos™! e u,, = 0,0667 anos™!. Para o caso b = 21 utilizamos g = 0,235
anos™ !, n = 0,664 anos™!, Ay = 0,00118 anos™!, oy = 0,07 anos™!, o5 = 0,086 anos™!, v7 = 0,285

1

Yep,=0,17 anos 1.

anos—

2.3.1 Anadlise da regiio de estabilidade da doenca

Quando estudamos um modelo em equilibric, & usual representarmos a fracio média de parasitas por
individuo e de caramujos infecciosos em termos de dois pardmetros de transmissao T3 e T3 [4] e da razdo
de reprodutibilidade basal ou efetiva. Definimos estes pardmetros de forma andloga ac que foi feito por
May [20}, Nésell e Hirsch [31] e Yang e Coutinho [40].

O pardmetro T representa aqui a transmissioc giobal do homem para o caramujo, incorporando os
eventos probabilisticos ocorridos no ambiente, ou seja, o nimero de oves produzidos por cada par de
esquistossomos por unidade de tempo, a probabilidade de um ovo eliminado evoluir para miracidio e
infectar um cararnujo, a populagao total humana e a vida média dos caramujos infecciosos. No modelo

em estudo, & dado por

7
T =" 2.33

O parametro T representa a transmissao global do caramujo para o hemem, e incorpora também
os eventos probabilisticos ocorridos no ambiente, ou seja, © nimero de cercirias produzidas por um
caramujo infeccioso por unidade de tempo, a probabilidade de uma cercaria infectar um hospedeiro

humano, a vida média dos parasitas adultos e a populacio total de caramujos. Neste caso & definido por

A
Ty = —2

=" 2.34
B + it (2:34)
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Podemos representar o quadro estaciongrio em termos destes dois parémetros, e as taxas de trans-

missao e as razdes de reprodutibilidade podem ser definidas como

Ao = (py +113) T2 (2.35)
n=u, 71, (2-36)

e
R = n;ir 1 (1 Tk (J/:]:'l“h)) htz (238)

No modelo em estuds, a fracdo média de parasitas em equilibrio na populacio é dada por w* =
wj + w}, onde w} e w3 sdo obtidos das equagdes (2.4) no case do Modelo 1 e, das equagdes (2.12), no
caso do Modelo 2. A fragio média de caramujos eliminando cercdrias y3 é obtida das equacdes (2.5} e
{2.13), para os Modelos 1 e 2, respectivamente. Usando as definicGes {2.35) para a taxa de transmissio
dos individuos néc imunes e {2.36) para a taxa de transmissdo dos caramujos, podemos obter as fragées
médias de parasitas, de caramujos infecciosos e as razbes de reprodutibilidade em termos de 11 e T5.
Fixando w* e y3 e tomando o valor limiar para as razdes de reprodutibilidade como sendo Ry = Ry = 1,
obtemos as regifes de existéncia e estabilidade da doenga em termos destes parametros ambientais. Neste
estudo tomamos y3 = 0,1, w* = 5 no caso b=1¢ew* =20 no caso b = 21. As regides encontradas para

os dois modelos séo apresentadas nas figuras abaixo.
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Log T2

Figura 2.2: Regido de estabilidade para o Modelo 1, considerando b=1 {curvas finag) e h=21 {curvas grossas)
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Log T2

3
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-—
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LogT1

Figura 2.3: Regido de estabilidade para o Modelo 2, considerando b= 1 (curvas finas) e b = 21 (curvas grossas).

As figuras mostram dois conjuntos de curvas para w*, y3 e os limiares Ry (Modelo 1) e R}
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(Modelo 2). Em ambas, o conjunto superior (curvas finas) equivale a b = 1 e o inferior {curvas grossas),
ab=21. As regides limitadas pelas intersecqBes entre as curvas wy, Y3, € o, representam o quanto 11 e
1> podem variar antes de atingirem as curvas limiares Rp,. Como podemos observar, no Modelo 2, onde
somente a imunidade regula transmissio da doenga, estas regides sdo amplamente alargadas quande 7
é menor que 0,1, o que sugere que a imunidade influencia fortemente na estabilidade da doenga quando
o meio é desfavoravel & infeccdo dos caramujos pelos miracidios, Isso se d4 pelo fato de que quando T &
Pequeno, para que a doenga se mantenha, 75 deve ser grande, fazendo com que o meio seja amplamente
favordvel para a infeccdo do homem. Sem a presenga da imunidade, terfamos a necessidade de altas
cargas parasitdrias para a manutencic da doenca, o que nao cbservamos na pratica. Assim, o Modelo
2 nos mostra a importincia da imunidade na manutengio da doenga quando T3 é pequeno. Todavia,
quando T, é maior que 0,1, notamos gue os dois modelos possuem regides de estabilidade semelhantes,
significando que a imunidade nao tem influéncia, j4 que 7% é pequeno e, conseqiientemente, o meio é
desfavorédvel para a infecgio do homem. Isso indica uma correlagio positiva entre a carga parasitdria e
a imunidade. As figuras 2.2 e 2.3 mostram também que as miiltiplas entradas de parasitas provecam
um aumento na regiao onde a doenga pode existir, uma vez que as curvas limiares sdo deslocadas em

diregio 4 origem quando b = 21.

2.3.2 Angdlise dinAdmica e valores de equilibrio

As equagdes dadas em (2.1) podem ser resolvidas numericamente utilizando o métode de Runge-Kuta de
quarta ordem com passo controlado [35]. Para fazermos isso, utilizamos os mesmos parametros definidos
na secao anterior.

As figuras 2.4a e 2.4b referem-se 4 anélise dinamica da fragdo de individuos infectados [z2(t) + z3(¢))
referentes ac Modelo 1 e as figuras 2.5a e 2.5b referem-se 4 andlise din&mica da fragio de individuos
infectados referentes ao Modelo 2. Consideramos os casos b == 1 e b = 21 em ambos os medelos. Estas
curvas representam a dindmica da populagdo infectada, ao longo do tempo, numa comunidade homogénea
e fechada, sem interferéncia de nenhuma estratégia de controle, cuja prevaléncia em equilibrio estd em

torne de 4 %.
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Figura 2.4a: Andlise dinamica do Modelo 1, considerando b=1

0.04 1

0.03

0.02 4

0,01 -

100

200

t (anos)

300

400

300

0,00

Figura 2.4b: Anélise dinamica do Modelo 1, considerando 8=21
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Figura 2.5a: Anélise dindmica do Modelo 2, considerando b=1
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Figura 2.5b: Andlise dinamica do Modelo 2, considerando =21

A anélise dindmice dos dois modelos sdc muito semelhantes pelo fato de estarmos usando taxas

simileres para a infec¢io de individuos parcialmente imunes.
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Podemocs observar nas figuras 2.4b ¢ 2.5b que as miltiplas entradas de parasitas fazem com que o
equilibrio seja atingido mais lentamente. Os valores de equilibric para o Modelo 1, quando consideramos
b = 1, s dados por o} = 0,909, x5 = 0,018, 2} = 0,025, z} = 0,049, w3 = 0,02, w3 = 0,054,
¥3 = 0,012, y3 = 0,008. Quando consideramos b = 21 obtemos valores semelhantes, uma vez que
adeqilamos as taxas de transmissao a fim de obtermos a prevaléncia desejada. O valor de Ry obtido
nesta regido fol Ry = 1,034 quando b=1e Ry = 1,063 quando b = 21. Para o Modelo 2 também
obtivemos valores semelhantes aos do Modelo 1, pelo fato de considerarmos a forga de infec¢do dos
individuos imunes semelhante nos dois modelos. Assim, quando consideramos b = 1, os valores de
equilibrio encontrados séo z% = 0,904, =3 = 0,018, x5 = 0,026, «} = 0,052, wj = 0,021, w3 = 0,057,
¥3 = 0,013, ¥3 = 0,009. O valor de R} obtido nesta regido foi B} = 1,05, quando b = 1 e R} = 1,07
quando b = 21.

2.3.3 Anidlise da sensitividade dos pardmetros

A anslise de sensitividade dos parametros do modelo fornece subsidios para a escolha da melhor estratégia
de controle, uma vez que descreve 8 variacao de cada varidvel do modelo em relagio & variacdo de seus
par&metros. Desta forma, os parimetros mais sensiveis sao aqueles que mais contribuirdo para o controle
que desejamos fazer.

Se representarmos o sistema de equages (2.1), que descreve o modelo, por

% = F[x, 3], (2.39)

onde a varidvel x é dada por

X = [331,3:2,3:3,554,535,16, 7, IS]T » (2.40)

sendo que x5 = w2 , g = w3 , Tr =Yg , L3 = ¥3 € § representa o espago de parametros, dado por

61: {/\01 51 T1, M2 B B TH T ‘U.;, JugaEa i1, JZ]T (241)

no caso do Modelo 1, e

:8‘2: [Aﬂs )\19 T1, Ve, fpy by T T, )u;v ,U.;(, B} i, G?lT (2.42)
no caso do Modelo 2, entdo a fungéo F serd dada por

po 4o oy dog des dus dog dor drs)]” (2.43)
Tt dt’dt’ dt T dtTdt dt T dt | ’
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Utilizando a fungdo de sensitividade absoluta [17], obtemos a matriz de covaridncia para as varidveis

dinarmicas x

V.=HVHT , (2.44)

onde Vg é a matriz de covaridncia para os 13 parfmetros do modelo ¢ H é a matriz de sensitividade,

a qual & dada por

H=J"'P, (2.45)
onde P ¢é dada por
_ 9Fx, B 5
P = 8ﬁ |X" H (“46)

e J & a matriz jacobiana do sistema, avaliada no ponto de equilibric ndo trivial x*,

Se consideramos Vg como sendo uma matriz diagonal, com seus elementos da diagonal dados por
cr% 4» 7 =1,..,13, entéo as varidncias relacionadas as varidveis dindmicas (os elementos da diagonal de
V3 ) sdo dadas por

13

o—f;fc = Zhijo%j ,com k=1,..8. (2.47)
=1

A equagdo (2.47) fornece a variagéo que ocorre em cada varidvel apés uma pequena perturbacio nos
parimetros do modelo, ou seja, a partir desta expressio obtemos a contribuicio de todos os pardmetros,
bem como de cada um isolado, para cade varidvel.

Analisamos a sensitividade dos pardmetros nos Modelos 1 e 2, considerando uma variacio de 10 %
simultaneamente em todos os pardmetros, ¢ que nos permite visualizar de modo ampliado ¢ efeito de
uma pequena variagio. A andlise foi feita apenas no ponto de equilibrio néo trivial, uma vez que o
trivial representa a auséncia de doenga na populagio. Em ambos os modelos estudamos os casos b =1 e
b = 21 em vérias situacSes endémicas, considerando prevaléncias de 4 %, 20 %, 50 % e 80 %. Na tabela
2.1 abaixo apresentamos a contribuicio dos parametros para cada varidvel do Modelo 1, no caso & = 1
e correspondente a uma prevaléncia de 4 %. A contribuicdo é apresentada em ordem decrescente para a
varidvel z1, a qual representa a fracio de individuos suscetfveis na populagio, sendo que a componente
da {-égime linha e j-ésima coluna da tabela, 1 €£i< 13 el <7 < 8, representa a variacio ocorrida na

varidvel j ap6s uma variacio de 10 % no parametro i.

42



o2, o2, o2, o2, o2, o2, o2 o2,
,3%x107!1 1 1,3x107 [ 1,2x107% | 1,3x 107 [ 7,6 %107 | 7,6 X107 { 1,4 x 1073 | 2,6 x 107°
f. | 3,0x1072 1 2,9x1072 ] 2,8x1072 [ 3,0x1072 | 1,7x 107" | 1,7x10"1 | 3,2 x 10~% | 6,3 x 104
M [1,2x1072 [ 1,3%x1072 [ 1,2x 1072 [ 1,3x1072 | 1,1 x 10 [ 1,2%x10"1 | 2,1 %1074 { 4,1 x10°¢
b, 9,5%107% | 8,9x107% | 86x107% | 95x107% | 5,4x1072 | 5,4x1072 | 1,0x 1074 { 1,8 x 10~*
7,5%x107% [ 7,0x 1073 | 6,8x 1073 [ 7,5x107% [ 4,8x10~2 [ 4,3x 1072 | 8,0x 1073 | 1,3 % 10~4
ve | 2,6 x1073 | 3,0x 1073 | 3,1x 1073 | 8,4x 1073 | 2,5 x 1072 | 2,5 x 1072 | 4,7 x 1073 | 9,1 x 10~5
By 12,3x1072 1 2,2%x107% ] 21x1073 1 2,3x107% | 1,3x107% | 1,3x 1072 | 2,3 x 107° | 4,5 x 10~®
1,4x107% | 1,4x1073 | 1,5 x 1072 | 1,4x 1073 | 7,0 x 107 | 8,4x 1073 | 1,4x 107° | 2,8 x 10~®
by | 1,2x107% | 1,3x107% [ 1,8x 1073 | 1,4 x10~% | 1,0%x 1072 | 1,0x 1072 | 1,9 x 1075 | 3,7 = 10°°%
7,3x107% | 6,8 x107% | 6,5 x 107 | 7,2x107* | 4,2x107% | 3,9x 1073 [ 7,3 x 1075 | 1,4 x 103
op | 6,7x107% | 7.8 x107% | 7,6 Xx107¢ | 8,1x107* | 7,7x 1073 | 7,7x 1073 [ 1,5x 107> | 2,8 x 10~%
oo | 2,2x107% | 2,5 x107* | 2,7x 1074 | 4,0x 1074 | 1,2%x 1072 } 1,2x 1073 | 2,2x 107% | 4,3 x 106
7.8x1077 | 7,4x 1077 § 7,2x 1077 | 7,9x 1077 [ 4,5x107% [ 4,6 x107% | 7,9x107° | 1,5 x 1078

Tabela 2.1: Contribuicio dos parametros para cada variavel do Modelo 1, com b=1e 9 + 23 = 0,04,

Podemos notar que a ordem de classificacdo da contribuicdc de cada pardmetro & observada em
praticamente todos as varidveis, e ndo apenas em z1, ou seja, o0 parimetro 7, por exemplo, é o que mais
contribui para todas as varidveis, seguido pelo parimetro ,u,:, e asgim por diante. Os valores das con-
tribuigdes, em si, nio sdo significativos, uma vez que estamos considerando uma variacio relativamente
grande dos parametros a fim de melhor visualizarmos o fenémeno. O que importa, para fins de controle,
é a ordem de contribuicdo e a diferenca entre a contribuigdo de um parametro para o outro, em relacio
a uma mesma varidvel. Isso nos indicard qual a melhor estratégia a ser adotada a fim de atingirmos um
determinado objetivo. Assim, a Tabela 2.1 nos diz que, segundo o Modelo 1, para uma regido de baixa
endemicidade, em que se observa uma peguena entrada de cercérias em cada evento infeccioso (b = 1), o
esfor¢o mais eficaz para o controle da doenga se d4 na agéo sobre os caramujos, tanto reduzinde a taxa
de infecgho, quanto aumentando as taxas de mortalidade, ja que dos cinco pardmetros mais sensfveis, os
quais Tepresentam 86,4 % da contribuigao total, quatro estdo diretamente relacionados & dindmica dos
caramujos. Além disso, notamos que nas varidveis relacionadas aos seres humanos {z;, 1 < i < 4), os
valores associados 4 taxa de mortalidade dos caramujos infecciosos (u, ) é aproximadamente treze vezes
maior que aqueles associados & taxa de mortalidade dos parasitas adultos (), € que os valores associa-

dos & taxa de infecgho dos caramujos (%) é aproximadamente dez vezes malor que os valores associados &
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taxa de infeccdo dos seres humanos {Ag}, ou seja, o uso de moluscicidas e/ou a protecio dos caramujos é
mais indicada neste caso que a quimioterapia e/ou a protegao dos seres humanos. Observamos também
que os parametros relacicnados 4 imunidade nfo tém grande expresséo neste caso, ¢ que é justificado
pela baixa carga parasitaria dos individuos. Todavia, para esta mesma regiéo, e supondo uma entrada
relativamente grande de parasitas por evento infeccioso (b = 21}, o que aumenta a carga parasitéria, ob-
servamos uma contribuigao relativamente grande de v1 {2 taxa na qual os individuos se tornam imunes).
Notamos também que o esfor¢e mais eficaz para o controle da transmisséio se dd quando agimos sobre
os individuos e nio mais sobre os caramujos. Conforme podemos observar na Tabela 2.2 abaixo, dos
cinco parimetros mais sensiveis, os quais representam aproximadamente 97,5 % da contribui¢do total
dos parametros, quatro estao relacionados com a dindmica dos individuos. Neste caso, a quimioterapia

e a protecao dos individuos é mais vantajosa que a acdo sobre os caramujos.

ol o2, o2, oZ, o2 o2, o2, o2
By, | 5,7x10° 1 51x10° ) 50x10° ) 57x10° | 1,5x107! | 1,6x107! | 1,2x 1072 | 2,3x 102
X | 3,2x10° [2,8x10° |2,7x10% [3,1x10° | 89x1072(18,0x1072}6,6x1072}1,3x10"2
B |8,1x10° |2,7x10° {26x10° |3,1x10° |86x1072|7,6x1072|6,3x107%[1,3%x1072
8,0x1071 | 7,9x 107! | 7,6 x 107! | 8,8x1071 [ 2,4x1072 | 2,4x 1072 | 2,0x 1073 | 3,6 x 1073
6,9x 1071 | 8,6 x107! | 6,5x1071 | 7,83x 107 | 1,8 x 1072 [ 2,5 x 1072 1,4x 1073 | 2,8 x 1073
1 1,0x1071 | 1,7x 1071 | 1,7x1071 | 1,9%x 107! | 5,2x1073 | 5,2x 1073 | 4,4x 10~ | 8,7 x 10~4
Ky | 6,0x 1072 | 54x10°%2 | 5,2x107% | 6,0x1072 [ 1,6 x 1072 | 1,6 x 10~ | 1,4 x 107 | 2,4 x 10~*
4,7x1072% | 4,2x1072 | 4,1x1072 | 4,7x1072 1 1,3x1072 | 1,3x10"% | 1,1x107% | 1,4 x 10~*
g | 4,3%x1072 | 4,0x 1072 | 3,9x 1072 | 4,4x1072 [ 1,3x107% | 1,3x 1073 | 9,5 x 1073 | 1,9 x 10~4
25%x1073 | 2,2x 1073 [ 2,2x1073 [ 25x 1073 | 6,7x 1075 | 7,2x 1075 | 5,0% 10=% | 1,0 x 10~5
1,6 x107% | 2,8x107% | 3,1x107% | 3,4x107* | 1,7x107% | 1,7x107% | 1,4 x 107 | 2,9 x 10°
56x107% | 1,3x107% [ 1,2x107% 1 3,3x107% | 1,8x1076 ] 1,3x10°% | 1,2x10"7 | 2,3%x 107
3,1x107% | 4,8x1075 | 54x107°% | 1,2x107% | 7,2x 1678 1 7,2%x 10~ | 6,0x10° | 1,2 x 10~8

Tabela 2.2: Contribuigio dos parametros para cada varidvel do Modelo 1, com b =21 e

Ta 4 X3 = 0, 04
O estudo do Modelo 2 apresenta um resultado extremamente semelhante ao do Modelo 1, conforme

podemos observar nas tabelas 2.3 e 2.4 abaixo. Isso indica que a imunidade nédo age fortemente nas

regioes de endemicidade muito baixa.
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o o2, o2, o2, a2 o2, o2, o2
n | 7,9%x1072 | 7,5x1072 | 7,3x 1072 | 7,9x 1072 | 4,0x 107! | 4,0x 107! | 1,7x 107 | 1,3 x 10~3
i, | 1,8x1072 [ 1,7x1072 | 1,7x 1072 | 1,8 x 1072 | 9,1 x 107> [ 9,1x 1072 | 3,2 x 10 | 3,3 x 10~*
t, | 5,6%1073 [ 5,3x1073 1 52%x1073 [ 5,6x1072 [29x1072 {2,9x1072 | 5,4%x 10~ | 9,5 x 10~°
Jdo | 5,1 x107% | 6,2%x107% {6,0x107® | 6,2x107% [58x1072{57x10"2 | 1,1x10"* | 2,1x10*
7 | 4,4x107% [ 4,2x107% | 4,1x107% | 4,4x 2073 1 2,2x107? | 2,2x 1072 | 4,3x 1075 | 6,0 x 10~7
fy | 1,4x107% [ 1,3x 1073 | 1,3 x 1078 | 1,4x 1073 | 7,0x 1073 { 7,1 x 1073 | 1,2x 107° | 2,8 x 10~°
ve [1,2x107% [ 1,8x 1073 [ 1,7x 1078 | 1,8x 1072 | 1,3x 1072 | 1,3x 1072 | 2,4 x 1075 | 4,7 x 10~5
vy [ 8,3x107* | 8,3x107% [9,3x107%|86x107*{4,1x107% [ 4,5x10"% | 7,8 x107% | 1,4x10~°
pp | 5,8x10-416,8x1074 [ 7,1x107% | 7,4x107% | 53x10"3 | 5,3x1073 | 9,8 x10"% | 1,9x 105
B | 4,5x107% | 4,2x107114,0x107% | 4,4x107% | 2,3x1073 | 2,1 x 1073 | 3,9%x107% | 7,5 x 10~
o1 | 2,7x107% | 3,7x107% | 3,6 x107¢ | 3,7x107% | 40x107% | 4,0x10"% [ 7,5 x107°% | 1,5 x 10~®
oz | 1,3%x107% | 1,6 x107% | 1,8 x 104 | 2,8x10™* | 5,9 x10~* | 5,9x10~% | 1,1 x 1076 | 2,2 x 10~¢
M | 6,8x1077 | 6,5%x1077 | 6,3x1077 | 6,9x 1077 | 3,5x 10~¢ | 3,6 x10~® [ 5,0 x 109 | 1,2 x 10~
Tabela 2.3: Contribuicio dos pardmetros para cada varidvel do Modelo 2, com b= 1 e 25 + 3 = 0,04
o2 o2, a2 ol o2 o2 o2, o2,

gy | 2,9x10° | 2,5x10° | 2,4x10° |29%x10° ]96x107%|9,8x107% | 7,0x107% | 1,4x 1072
b 1,7x10° [ 1,4x10° {1,3x10° | 1,6x10° |55x1072 | 4,8%1072 | 40%x107% | 7,0x1073
o | 1,6x100 1 1.4%10° [1,3x10° |1,6x10° |56x1072 | 4,9x107%|4,0x107% | 8,0x10™3
n 14,6x1071 | 4,0x1071 | 3,8 x 1071 | 4,6 x1071 | 1,5x107% | 1,5 x 1072 | 1,3 x 1073 | 2,2 x 10~3
v | 3,1x1071 | 2,9x1071 ] 2,8x1071 | 3,4x1071 [ 1,0%x1072% | 1,4x1072 { 7,6 x107* | 1,5 x 1073
e | 1,9% 1071 | 8,6x 1071 | 8,2x 1071 | 1,0x 107! [ 3,3x 1072 { 3,3x107% | 2,8 x 10™* | 5,5 x 10~*
te 13,2x1072 [ 2,7x10°2 § 2,6 x1072 1 3,1x1072 [ 1,0x 1072 | 1,0 x 1073 | 8,7x107% | 1,5 x 10~*
T | 2,5%x107% | 2,1x1072 | 2,0x1072 | 2,5x 1072 { 8,2x 10~* | 8,2x107* | 6,9%x 107° | 8,5 x 10~?
g | 2,2x1072 | 1,9%x 1072 | 1,8% 1072 | 22% 1072 | 7,8 % 107* | 7,9%x 10~* | 5,7x 10" | 1,1 x 10~*
Ao [3,9%x107%3,4%x107% | 3,3x107% | 4,0x107% | 1,3 x107° | 1,4x107% | 9,5 x 107 { 1,9 x 10~®
vy | 5,0%x107% | 1,2%x107* [ 1,3x 1074 [ 1,5x 1074 | 1,1 x10° | 1,1 x 105 {9,3x10~7 | 1,8 x 10~
o3 1 2,0x107%13,2x107%[3,7x1078{2,5x1073 | 5,4x 1078 | 5,4x107% | 4,5%x107° | 9,0 x 10~°
o1 18,1x1077(3,9x107°]3,4x107% | 3,5x107% | 8,9x 1077 | 8,9x10"7 | 7,5 x107% | 1,5x 1077
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Tabela 2.4:Contribuicio dos pardmetros para cada varidvel do Modelo 2, com b =21 e 2o + 23 = 0, 04.

A medida que a prevaléncia aumenta, nossos estudos mostram que os casos b= 21 nio apresentamn
mudangas significativas nos parametros mais sensfveis, porém quando b= 1, os pardmetros relacionados a
dinamica da populagio humana tornam-se mais sensiveis {especialmente u ,, b e £). Todavia, n mantém-
se na posicdc de maior sensitividade em todas as regides no Modelo 2 ¢ nas regides de 20 % e 50 % no
Modelo 1. Apenas na prevaléncia de 80 % e segundo o Modelo 1, os parimetros relativos 4 dinimica
da populacio humana sio 08 mais sensiveis, o que ocorre devido as hipSteses relacionadas & imunidade.
Isso nos sugere que se b for pequeno, entdo o esforgo mais eficaz para o controle da doenga deverd ser a
agao sobre os caramujos, principalmente a sua protegio. Se b for grande, uma ago sobre os individuos
trard o melhor resultado.

As tabelas 2.5 e 2.7 abaixo apresentam a ordem de contribuigfo dos parametros nestas regides, para

a varidvel 21, e Modelos 1 e 2, respectivamente.

b=1 b=21

20% | 50 % { 80 % 20%(50% |8 %
7 i Ag Ey B e
pe | pe L IR o
R E 3
Xo Ao ] vy £ £
T b 4 7 1 vy
bo | B | s #,o | m i
i T #; £ Hi n
b vi | » pa | M, s
L T gy | s
/0 jirs e T T T
ol T2 Tz Va g2 o2
3 2 o1 P v 2
Ta 01 Vo J_C"l 5] 71

Tabela 2.5: Contribuicio em ordem decrescente dos pardmetros para a varidvel 1, considerando

prevaléncias de 20 %, 50 % e 80 %, nos cases b=1leb=21, segundo o Modelo 1.

A tabela 2.6 abaixo nos d4 a porcentagem que cada pardmetro da tabela acima contribui para a
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varidvel z;, segundo o Modelo 1. A ordem apresentada dos pardmetros é exatamente a mesma da tabels

2.5.

b=1 b=21
20% | 50 % 80 % 20 % 5% 80 %
65,75 { 58,89 25,14 45,64 39,83 31,09
15,55 | 13,92 24,24 20,58 26,15 27,53
4,87 | 6,62 22,64 20,52 26,12 27,51
3,84 | 6,20 11,87 7,75 4,62 13,18
3,80 | 4,43 10,53 3,35 2,76 0,53
2,83 | 4,36 2,81 0,79 0,22 0,16
1,50 | 3,44 0,38 0,62 0,21 0,4x 1072
1,08 | 1,08 0,69 0,30 0,05 0,9 x 107%
0,39 | 0,68 0,69 0,25 0.02 0,3 % 10~¢
0,27 | 0,22 0,42 0,20 0,01 0,3 x 10~*
0,08 | 0,15 0,08 0,8x 1074 | 0,4x 104 | 0,5x 10~3
0,03 | 0,03 |0,7x10°° 0,3x10~% | 0,1 x 10~¢ | 0,1x 10~8
0,003 | 0,001 | 0,6 x 10~5 0,1x1077 [ 0,6 x10°7 | 0,2x 10~

Tabela 2.6: Porcentagem da contribuicio de cada parfmetro da Tabela 2.5 para a varidvel zj,

segundo o Modelo 1 e para prevaléncias de 20 %, 50 % e 80 %.
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b=1 b=21

20%[50% | 80 % 20% | 50% |80 %
i i i o By iy,
PR L
ﬁ; #; Ao Ag Ao Xo
Ao T ,u; vy 2 ¥
T A P i n B
bo |Bo |7 pe | s 7
vi |B b pe | b ty
b V1 41 Hp P‘; A
v O3 a2 T T ,u;
B B | MM T
o Vo Az v ay s
7z a1 Pz o2 Yz v
A1 A o 1 o1 o1

Tabela 2.7: Contribuicio em ordem decrescente dos parfimetros para a varidvel z;, considerando

prevaléncias de 20 %, 50 % e 80 %, nos casos b= 1 e b = 21, segundo o Modelo 2.

A tabela 2.8 abaixo nos d4 a porcentagem que cada pardmetro da tabela acima contribui para a
varidvel x;, segundo o Modelo 2. A ordem apresentada dos parémetros é exatamente a mesma da tabela

2.7.
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b=1 b=21
20 % | 50 % 80 % 20 % 50 % 80 %
66,76 | 66,95 | 63,55 44,17 44,93 42,08
15,78 | 15,83 | 15,02 21,37 24,84 27,64
4,95 | 4,96 5,20 20,65 24,12 27,08
3,00 | 3,91 4,71 6,64 4,67 2,89
3,30 | 2,78 3,86 5,02 1,39 0,22
2,18 | 2,73 3,71 1,19 0,33 0,07
1,34 | 1,40 2,60 0,37 0,23 0,02
0,78 | 1,06 0,63 0,29 0,10 0,005
0,43 | 0,19 0,61 0,29 0,08 0,005
0,40 | 0,16 0,12 0,006 0,006 0,004
0,10 | 0,02 0,002 0,1x1073}0,2x10°3 | 0,3 x 10~3
0,003 | 0,007 | 0,2 x 1073 0,2x107% [ 0,1 x 1075 | 0,8 x 10~
0,001 | 0,001 | 0,1 x 1073 0,4%x1077 | 0,4x 1075 | 0,2x 10~

Tabela 2.8; Porcentagem da contribuicio de cada parimetro da Tabela 2.7 para a varidvel &1,

segundo o Modelo 2 e para prevaléncias de 20 %, 50 % e 80 %.

Pelos resultados apresentados, observamos que as miiltiplas entradas de cercérias influenciam signi-
ficativamente no controle da doenca, ou seja, se a entrada de cercérias for muito pequena (b = 1), uma
estratégia que atue no sentide de proteger a populagio de caramujos serd mais eficaz, enquante que se
a entrada de cercarias for relativamente grande (b = 21), a melhor estratégia serd a protegio dos indi-
viduos. Estas tabelas nos mostram também que o uso de moluscicidas apresentara melhores resultados
que a quimioterapia apenas nos casos onde bé pequeno. Caso contrério, a quimioterapia trarsd melhores
resultados com o menor esforgo.

Para estudarmos ¢ efeite da quimioterapia cu do uso de moluscicidas sobre a didmica da doenga ao
longe do tempo, basta aumentarmos as taxas de mortalidade dos parasitas adultos (z,,) ou as taxas de
mortalidade dos caramujos (. e i), respectivamente, e observarmos seu efeito na andlise dinamica do
modelo, bem como nos valores limiares para o estabelecimento ou néo da doenga (Rp).

O nosso objetivo agora é estudar o efeito da vacinag@o como estratégia de controle, a qual serg
incorporada aos modelos estudados. Baseados nas informacgdes obtidas através da anélise de sensitividade
dos pardmetros, estudamos dois mecanismos de a¢io da vacina, sendo que um deles confere protecdo ao
homem e o outro, protecio indireta ao caramujo, a fim de atendermos as duas situagdes encontradas.

Este estudo serd apresentado no préximo capftulo.
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Capitulo 3

Estratégias de Vacinacao

Neste capitulo estudamos dois mecanismos de agéo da vacina contra esquistossomose, as quais serao
incorporadas ao modelo estudado no Capitulo 2. No primeiro, consideramos uma taxa de vacinagio &
aplicada a todoes os individuos suscetiveis, fazendo com que estes passerm a ter “meméria ” imunoldgica
(Estratégia 1). A protegdo conferida por esta vacina consiste em reduzir a taxa de aquisicio de novos
parasitas pelos individuos vacinados, reduzindo, conseqlientemente, a forga de infeccao nestes individuos.
E uma estratégia convencional de vacinagéo, que supde que um individuo vacinado, ao entrar em contato
com ¢ parasita, terd seu sistema imonoldgico estimulado a agir, reduzindo as chances deste parasita
desenvolver-se em verme adulto. No segundo mecanismo, consideramos que a vacina atuard no sentido
de reduzir a fertilidade dos ovos produzidos pelos parasitas adultos, reduzindo conseqiientemente a forga
de infeccdo nos caramujos (Estratégia 2). E um mecanismo de protegao menos convencional, porém,
segundo o que cbservamos no Capitulo 2, a prote¢ao dos caramujos € a estratégia malis vidvel em algumas
situacbes. Também, no VII Simpdsio Internacional de Esquistossomose, ocorrido de 5 a 9 de Dezembro
de 1999 no Rio de Janeiro (RJ), foi colocado que uma vacina com este mecanismo de agao (Estratégia
2) tem sido estudada e os resultados tém sido satisfatérios {7]. Desta forma, consideramos importante o
estudo de seu desempenho.

A anélise dos modelos com vacinagidc é andloga & que foi feita no capitulo anterior, porém com o
objetivo de estudar o efeito da vacina sobre a razdo de reprodutibilidade, na estabilidade do ponto de
equilibrio trivial e na estrutura dindmica do modelo. E como conseqiiéncia, obter os limiares de protecéo

e eficdcla da vacina para levar a deenga & extingao.
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3.1 Estratégia 1

O nosso modelo, incorporando a Estratégia 1 de vacinagéo, pode ser representado pelo seguinte sistema

de equagdes diferenciais:

L2L(8) = py, + 0122(t) + vazy(t) — [Aa(8) + o, + 6] 21 (F)
L2 (t) = Mnlt) ma(t) — (o1 +v1 + ) wa(t)
L21(t) = v122{t) + Xa(t) za(t) — (02 + pp) 23(8)
< L) = 8 21(t) + 02w3(t) — [M(8) + vz + pp) zalt) (31)
B2 (1) = Aoa(t) 21(8) + Az () 22(t) — (i + g + v1) wa(t)
L3(£) = Aus 23(t) + M2(t) 2ot} + v1w2(2) — (1, + pa) wa(D)
B2 (1) = As(0) [1 - v2(8) — 95(8)] — (77 + 4al) 92 (D)
%2 (t) = 77 ya(t) — pows(t)

onde 8 & a taxa de vacinacio, M,(t) = f Xo wa(t) € A o(t) = ¢ & Mo wa(t), sendo que § & um fator
redutor da forga de infecgdo dos individuos devido 4 vacinagao, isto &, 0 < f<1,e f=1sef=1.
Analogamente, g é um fator redutor na aquisicdo de parasitas pelos individuos devido 4 vacinac&o, isto
¢, 0<g<1 sendoque g=1se #=0. fe g estdo relacionados a eficdcia da vacina, sendo que o
termo eficécia estd sendo usado no sentido de indicar a redugio na forga de infeccio e na aquisigio de
parasitas que a vacina proporciona. Todas as varidvels e os demais parametros sio agueles definidos no
Capitulo 2.

O estudo deste modelo, analogamente ao que foi feito no Capitulo 2, compreende a sua divisdo em
dois casos: ¢ Modelo 1, com Aq () = £Agya(t) onde a imunidade é dependente de fatores ambientais ¢
ambos regulam a transmissdo da doenca, e 0 Modelo 2, com A;(f) = Ay, o qual incorpora a imunidade
nao dependente do ambiente como fator regulador da transmissio. Em ambos os casos, analisamos o

modelo considerando ¢ > {..

UNICAMP
3.1.1 Pontos de Equilibric BIBLIOTECA CENTRALI

Modelo 1 SECAO CIRCULANTF

O ponto de equilibrio estaciondrio trivial do sistema (3.1) é dado por:

a 6
a+9’0’0’ at+ 6’

Pu=(I1,5‘32,33,11?4,192,1&3,y2,y3)=( OJOJO:O)) (32)
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e o nao trivial, dado por

P*=($T:$§a$§a$4*=w§:w§,y5,y§), (3.3)

cujas coordenadas sao dadas por:

[ «y _ & [fpploystals +op)] ag s
z(y3) = Xov: [?hkﬁ‘—i-; ulkg;5+au1]x3(y3)

wpawy _ feadovitaloatitn) , ar, x
I2(y3) - SR+ f vy Aoys Tav; T (y3)
m*(y*) _ Aoty [f RO+ v doyi+a ]
373 Flo Tia) (Ao ¥3)° Ao [v) va +7 k (i, ) H{oo+us) (atv ) w55 (0t u,) (B+a)

e WYy 1 fRb{oatu, )+ S oav1doys T
< $4(y3) - oo vl [ fk29+):v1-\oy§+avl 2 33(y3)
e wy E(Agy,; + k) [#hf'\o&'s‘ + u("'z"’ﬂh)] wiox
wi(U3) =GR it (fkehe; Proviravy) 23 (U5)
R « o 8 (s ey +vi kO (ot J+osvidoys it (Mo ¥i + B)f ppdows Fofaatpuadl | xp, »
wilyi) = Bty [5 Moy3 + (st in+v1)[f K9+ f 1 20vs+am ] 75(v3)

| v(u3) = Tu. v3
(3.4)

sendo que y3 satisfaz a equagao algébrica de terceiro gran

Ay +Bu®+C ys+D=0, (3.5)

onde A, B, C e D sio dados por:
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[ 4= B f (M) (e ™ + 1){sty, +Ev1)

B =t(ro)*(pe T + Dusla + fk) + oala + gv1) + E(FK0 + av1)]+
£ ho)2g (7 + 1), + i) (1 + )1 — etin) (240 )

(3.6)
C =bndok(a + g8 (o2 + ia){ts T + 1) + s Ao (b7 + gy, + 1) X
a+fk)+o{atgy kf+ay a+8
[knla+ fR) + oa(a+vi) +avy+ FRO[1 - ph;fh(ai-}:):ézai;l}rfg, +-;k91) ((a:gs)) Ry
| D= pe (T + D){pr,, + s k(e + 8) (02 + ) (1 — Re)
com as varidvels auxiliares
a=1vy+
2 T Hh (3.7)
:"C =4I + i -+ Hr
e
_ p {a+gf)

o qual denota a razdo de reprodutihilidede efetiva. Se @ = (, entio teremos a auséncia de interferéncia
da vacinacio e, conseqilentemente, a ocorréncia da rezde de reprodutibilidade basal Ry, conforme visto

no Capitulo 2, a qual é dada por

bnio
o (phr 4+ D, + 1)

Ry = (3.9)

Como podernos observar na equacio (3.8), a introducéo desta estratégia de vacinacao reduz a razdo
de reprodutibilidade, j4 que 0 < g < 1. Todavie, esta reducdo depende mais fortemente da eficdeia
da vacina que da taxa de vacinagio, uma vez que se a eficdcia na redugio da entrada de parasitas no
individuo for muito pequena (g = 1), & vacinagao nio reduzird Ry a valores menores que um, mesmo com
# muito grande. Isso é facilmente verificado se observarmos que limg_..o He = Ry g. Caso isso ocorra,
ou seja, se a vacinacdo nio atingir seu objetivo de reduzir Ry a valores menores que um, verificamos
numericamente a possibilidade de uma tinica situagdo endémica, ou seja, a existéncia de um 1nico ponto

de equilibrio néo trivial para o sistema (3.1), conforme podemos observar na conjectura abaixo.
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Conjectura 3.1: Se Rg > 1, entdo a equagdo {3.5) possui uma tnice solugdo real positiva.

A complexidade gerada ao introduzirmos mais trés parametros ao modelo inviabilizou & demonstragao
analitica do resultado acima. Todavia, seguindo a mesma idéia da demonstragao feita para o resultado

equivalente no capitulo anterior, podemos verificar numericamente a validade da conjectura.

Os valores de Ry que satisfazem B = C = D =0 sao:

(R = st Bl T Dl (0t fR) o, (atar) )y, + Tk6)]
B = L+t Ty (e, mH 1, iy Y (Ev +itn)
{ Rp= twletiitoaty)bantfke | By e (atg8) (o s )y 1) (3.10)

= Y lot PRV Foglatao, +E(av, +1 k8) | Wl (L e 1) (i, +n ) s (o FR)+ 05 (at gu, ) +E(av, + FRO)]

Rp=1.

.

Os casos Bg > 1 e Rg > 1 sao facilmente verificdvels, uma vez que:

RBp>lse
F iy (T + Dty + ) (V1 + ) + B0y 7+ Dlpp{a + F &) + o2e + gva) + E(avs + fh8)]-
5 (b + 1) (s, + ) (€1 + 1) > 0

Bo>1é&
w4 1), + pa)lun(e + 75) + oala + 1) + avy + F8) + bnk{a + g8) (02 + pp)(us 7 + 1)—
g (LT + D), + g )i (@ + FEY + oa(a + gv1) + E(avy + fkB)] > 0.

Tadavia, as duas desigualdades acima sempre ocorrem, j& que £ <le g < 1. Logo, Hp > 1e E¢ > L.

O caso Rp > Re apresenta maior complexidade algébrica, o que dificulta sua verificacao analftica,
pois

Rg > Beo &

o (7 + Vbt + pa)[in (@ + FH) + o2(a + gu1) + Elavy + F58))x

{F by (b7 + Db + ) (01 + ) +00eis 7 + Dlpnla+ £ ) + on(a + gn) + Elovs + FRO)]}—

£ it (7 + 1) (s + i )(v1 + 1in) X

{1y (s + )ty + pplin(a+ F8) + oz(a+v1) + avy + FR)+

by T + k(02 + 1) (e + g8)} > 0,

O Que ocorre se, e somente se,
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£ g (e + 1), + ) {pnloavi(g — 1) + FRO (€ — 1))+
(1 =€) (fhvy + 02a) +o203(g — )} + Inlp, 7 + 1) {[afa + fE)+ (3.11)
oala + gvn) + Elavy + FRO)® — fév1 + pn)k(o2 + (e + g6)} > 0.

Como os termos negativos da expressdo acima nfo se cancelam e & pode assumir qualquer valor

positivo, torna-se dificil a comprovagao analitica da desigualdade (3.11). Porém, através de seu estudo
numérico, podemos verificar que ela é verdadeira para a regido de parimetros considerada, conforme
apresentado a seguir.

A equagac (3.11} pode ser escrita como

Fi(f,9.6) = A(f,9)8* + B(£,9)6 + C(f,9) >0, (3.12)

onde

[ A(7,9)=bn (7 +1) (7k0)°

BUf,6) = Pk, (“;T * 1) (b + 10} (€ = 1) + B (#:'r + 1) X

{26 f& [uy, (@ + Fk) + o2la + gv1)] — fak(p, + En)os + pn)} (3.13)

C(f.9) = fus (ﬂ;f + 1) (p + ) [M1020,(g — 1) + (1 = E)(v1 fk + 02a) + vio2(g — €] +
B (7 + 1) {26aw [un (a + J5) + 0l + )] + (Gawn)*+
L [un (a+ fk) + a2(a + gr1)]? — Fak(p, +Evi){o2 +ua)} -

Porém, para garantirmos a existéncia do ponto de equilibric nao trivial, os pardmetros g e ¢ devem

ser limitados pela condigdo Ry > 1, a qual ocorre se, e somente se,

(Rog—1)8+a(Re — 1) >0, (3.14)

onde o termo independente de & & positivo, j4 que Ko > 1. Assim, as regides para g € # que tornam a
desigualdade (3.14) verdadeira sdo determinadas apenas pelo termo dependente de 6. Logo, temos duas
possibilidades:

() Rgg—1>0(oug>g* = R;'): neste caso Ry > 1 para todo 8 > 0;

{(11) Rgg—1 < 0 (ou g < g*): nestecasoR9>1¢0<9<9%:gF_€—‘;l=9*.

Considerande a regiao de parimetros do Capitulo 2, temos g* = (1, 867286. Tendo em vista que f e
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¢ assumem valores muito préximos, para fins de simplificagdo tomamos f = g. Assim, para o caso (i),
temos B(g) > 0 e C(g) > 0, conforme mostram as figuras 3.1 e 3.2 abaixo. Como A{g) > 0 sempre,
segue pela regra de sinal de Descartes para polinémios, que a desigualdade (3.12) é verdadeira para todo
g>q0.

0,02385 |

0.%7 0.3975 gl 0.335 0.39 0,995
0_GREI5 |

p.ozzs b

0.92285 b

Figura 3.1: Gréfico de B(g), para 0, 967287 < g <1,
sendo que B (0,867287) = 0,032283.

0.97 0.975 0.985 0.99 0,395
0.0535 |

vo.053 F

9.9585 |-

Figura 3.2: Gréfico de C(g), para 0,967287 < g <1,
sendo que C (0,967287) = 0,0583564.

Para o caso {ii), temos #" crescente com g, conforme podemos observar na figura 3.3 abaixo.
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¢4+

0.2

0L}

Figura 3.3: Grifico de 8%(g), para 0 < g < 0,96728 , sendo que

2 assintota ocorre em g*e 8" (g*) = 375, 468.

O estudo de Fi(g,8), considerando 0 < g < 0,967285 e 0 < ¢ < 375,5 também mostrou que
Fi{g,8) > 0, conforme figura 3.4 abaixo.

Figura 3.4: Gréfico de Fj(g,6) , considerando 0 < ¢ < 0,867285 & 0 « 8 < 375, 5, sendo
F1{0,0) = F1{300,0) = 0,00127178 e F;(0,967285,0) = 0,0621096.
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Assim, para a regido de parimetros considerada, R > 1, Rg > 1 e Rp > R e portanto, de forma

ansloga 20 que foi demonstrado no Teorema 2.1, temos a veracidade da conjectura 3.1.

Coroldrio 3.1: Se Ry < 1 entdo o tnico ponto de egquiltbrio biologicamente vidvel € o ponio de
equilibrio triviel.
Demonstracio: De fato, se Rg < 1, entao, utilizando a idéia da demonstragdo do Teorema 2.1 do
Capitulo 2, ndo ocorre nenhuma mudanca de sinal nos coeficientes da equagdo (3.5). Logo, pela regra
de sinal de Descartes para polinéinios, n&o existe nenhuma solucdo real positiva para (3.5}, ou seja, nic
existe nenhum ponto de equilibrio ndo trivial positivo para o Modelo 1.

Se Ry = 1, entdo, das expressdes de 4, B, C e D (3.6), notamos que a unica solugio possivel para a
equacdo (3.5) é y3 = 0, o que implica na solugdo de equilibrio trivial para o sistema (3.1).

Logo, se Rg < 1 entdo o Modelo 1 possui apenas o ponto de equilfbrio trivial.3

Modelo 2

Neste caso estamos considerando A; (t) = A; e @ > 0 e a anélise é a mesma feita no Modelo 1. Este modelo
também possui dois pontos de equilibrio, o trivial (Pp) e o nio trivial (-ﬁ'), sendo que as coordenadas

de P~ também sdo dadas implicitamente em funcio da varigvel 3. Assim, temos

_ a 4
Po= y W3, Y2, = :ana 10:0:010 -
o = {z1, 20,23, 24, w2, W3, Y2, Y3 ) (a+9 oy ) (3.15)
e
P = (1,23, 3, T4, W3, W3, ¥3,¥3 )» (3.16)

cujas coordenadas sio iguais as do Modelo 1 (3.4), com excegao de wj, a qual é dada por

3 ¢
'UJ* N )\ :
3(y3) to im0 (g, + pn +v1) [F RO+ Fridoys +av

}] =503, (3.07)

onde
C=g {py+pn+v1) [k (024 ) + oavidoys] +v1 (Mo s + K) [f prlrons + aloz + )]
A coordenada y;5 é obtida através da equagao

Ay +By?+C 5+ D=0, (3.18)

53



sendo que neste caso A, B, e D séo dados por:

y

A=b7f (o) unlper +1)

B =n{20)? (ke 7 + Dunla+ F &) +0ala+ gu1) + F )] + (o), (l7 + 1) x
(

8 »
w i v+ iy )1 — (u1+pi’)'{1+w) {(aa-:-gg) R3]

C = tdoli + D)[k(a + g8)(o2 + ta) + M {f k6 + av1)] + g do(plT + 1)x (3.19)

(g, + pp)ppla + f R} +oa(a +v1) +avy + f kb x

_ [aletfRytoylater )+ 0m)]  (at6) B
[,uh(a+_fk)+a'2 (a.+vl)+a.vl+fk9]{1+‘1') {a+g8) ~"8

| D= pgk(a+0)(uer + 1)1, + pa)(o2 + pn) (1 - E3)

onde

Ry = R (1+9), (3.20)

sendo que

_ M{fE8+an)
T k(oa+ pp)a+g8)

(3.21)

descreve a contribui¢do de imunidade ¢ Ry é dado pela equagdo (3.8). Neste modelo chservamos uma
influéneia maior da vacinacao sobre a razde de reprodutibilidade que no Modelo 1, e de forma andloga

também verificamos que se a eficicia da vacina for pequena (f == g & 1), entdo a vacinacio nio reduz

R} a valores menores que um, j4 que limg_. ., Bf = Ro g (1 + 7:(7);‘4%) .

Como podemos observar na conjectura abaixe, By = 1 € o valor limiar para o estabelecimento de

uma endemia neste caso.

Conjectura 3.2 : Se R} > 1, entio a equacdo {3.18) possui uma tnica solugdo real positiva.

A discussdo desta conjectura é apresentada no Apéndice B.

Corolario 3.2: Se R} < 1, enido o Modelo 2 possui apenas o ponto de equilibrio trivial.

Demonstragio: Ansloga 4 demonstragao do Coroldric 3.1 .

59



3.1.2 Estabilidade

O estudo de estabilidade local do ponto de equilfbrio trivial do sistema (3.1) foi feito através da andlise

da matriz jacobiana J, denotada por {Ji;)sxs , e dada por:

-

onde

Jiy=— (04 1p + Ao ya)

Jia =01

Jig =12

Jis = —hox:
Jo1 = Ao ys

Jag = —(o1 +v1+ 1)
Jog = Aoy

Jaz =11

Jag = —{o2 + 1)

| Jsa=Sfrous

Ju Sz 0 S O
Jo1 Jeo O 0 0
0 Jzp Jsz Jaa O
Ja 0 Jgg Juu O
Js1 Jsz O 0  Jss
0 0 Jss Josa Jes
0 0 0 0 Js

o 0 & 0 0

Jag = flaZs
Ju=146

Joz = 02

Ju = —{a+ floys)
Jis = — fAoza

Js1 =bAays

Jsz = broys

Jss = —(p, + pp, +71)
JSS = EA{](:B]_ + $2}
Jes = iAoy

0 0 s |
] 3 Jog
0 0 Jag
00 e (3.22)
0 0 Jss
Jes 0 Jes
Jrg Jer Jrs
0 Jar Jas |
Jsa = gbro Y3
Jos = v1
Joo = —(pte, + Ha)
Joe = bho(£23 + 924)
Jrs = (1 —y2 —ys) (3.23)

J7s =n(1 — y2 — y3)
Jrr = —nlwz + w3} = (771 + pf)

Jrg = —n{wa + ws)
Jgr =771

JSS = —Hz -

O estudo analitico da estabilidade do ponto ndo trivial nao fol vidvel.

Modelo 1

Quando avaliada no ponto P, o qual é apresentado em {3.2), J(Fp) é dada por:
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Ju Jiz 0
0 Jmu 0
0 Jz Jas
(R = Jau 0 Ja
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
onde
[Ju=—(+m)
Jiz = 04
J1a = ve
Jis=—Xozis
Jz2 = —(01 + v1 + Hn)
) Jos = Moty
Jzz = 1

Ja3 = —{02 + idn)
Jaz = frogTs
Jyu=#

Jaz =02

Jag = —(v2 + pin)

LY

Os autovalores de J(Fp) séo dados por

mais os autovalores da matriz

4 g = _'(9—2 +:uh)a
w0y = — (2 +pip + 8},

Py — —Hp
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= "(»u'w + Hy + L»"]_),
g = —(a1 +v1 + 3),

0 0 0 Jis |

0 0 0 Jog

0 0 0 Jas

0 0 0 Ju| 528
Jss 0 0 Jss

Jos Jos O Jee

Js Jre Jrr O

0 0 Jer Jes |
Jis=—fdoze3
Jss = —(to, + bip + V1)
Jsg = bhogg
Jos = 1
Jos = — (b, + ip)
Jos = Bro =ty 25
J7rs =1
J7s = 1)
Jrr = ~(771 + pf)
Jgr =771
Jas = — 4 -

(3.26)



(a+8}
J*= 7 —(rt 4+ ) 0 (3.27)
0 71 —

cifjo polindmio caracterfstico é dado por

P(g) = ¢ + asp® + a1 +ag, (3.28)

onde

Gy = fh, + pin + 7+ ) +
a1 = (ph, + )T+ gl + g )+ (7 )l {3.29)
a0 = iy (5, + pn) (77 + 2 )1 — Ryg) -

Teorema 3.1: O ponto de equilibrio trivial Fy, dade em (3.2}, é localmente assintoticamente estdvel se
Rg < 1.
Demonstragao: De (3.29) temos que:

(i) ag > 0;

(6 az a1 — ag = {(r7 1 4 atf + g (s + )T 71+ 40+ 1) + (770 il 1+

(o + 1270 o a4 )+ b (e, + ) (71 4 1) Re > 0

(#i) ap > 0 < Rg < 1.

Pelo critério de Routh-Hurwitz [15] {28], todos os autovalores da matriz J* sfo negativos ou possuem
parte real negativa se Ry < 1. Além disso, como os demais autovalores de J{F,), dados por (3.26),

também sdo negativos, concluimos que Fy € localmente assintoticamente estavel se Ry < 1.0

Corolédrio 3.3: Se Ry > 1, entdo Py ¢ instdwel.

Demonstragio : De fato, se Ry > 1, entdo ag < 0 ¢, pelo critério de Routh-Hurwitz [28], Fy é instdvel.[]

Ry =1 é ponto de bifurcagéo do sistema (3.1), ou seja, temos uma mudanga de uma situagao livre

de doenca para ¢ caso endémico na comunidade.
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Modelo 2

Quando avaliada no ponto Po, apresentado em (3.15), J(Py) é dada por:

J(Po) =
onde
Jin = — (0 +uy)
Jia =01
Jia = v
D18 = —dogis

Jos = Hozts

Jaz =1

Jiz = —{o2 + pip)

LY

e seus autovalores dados por

mais os autovalores da matriz

Ji1

0
0
Ja

0
0
0
0

Jao = —(01+ V1 + pta)

Jig 0 Sz O ]

Jw 0 0 0 0

Jig Jaz O 0 ]
0 Jgg Ju 0 0
0 & 0 Jss 0
0 Jsz 0 Jss1 Jes
0 0 0 Jis Ju
0 0 0 0 0

Jsg = [l

Ju =48

Jaz = 02

Jaa = —(va + )

Jug = _f)‘Ua;ig

Iss = —{ph, + g + 1)

Jss = Do 25

Jea = b

@1 = —(, + My +v1)
g = —(va+ pp +9)
503 = -—nu'h,l
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0
0
0
0
0
0

Jz 0
Jgr

Jos
J3g
Jag
Jss
Jes

, (3.30)

Jes

Jos = iy

Jos = — (i1, + itp)

Jog = gbAoog

Jos =
= (3.31)

J7e =71

Jrr = —~(T71 + p)

Jer =771

Jog = uy .

(3.32)



l- ~{o1 +v1+ 1) 0 0 0 e
Vi —(o2 + i) 0 0 frozss
T = 0 BA1 (1, + 13) 0 Baglited (3.33)
0 0 n —(r7t 4 ) 0
) 0 0 0 71 —p, |

cujo polinémic caracteristico € dado por

Plo)=¢® +ag ot +a3 PP dag ?+a @ tag, (3.39)

Com

Qg =k 0p + i phy, + i+ T+

as = (g, + )T 4+ 1 4 g ) + (T e+
(k + 09 + s, + iy + 771+ b + po ) + k(o2 + py)

as = (k + 09 + pp) (o + pn) (770 + 1+ prg) + (770 + ), 1 (335
k(oa + ) (o + o+ T 4 g )+ (e + ) (7 4 ) (1 — Re)

a1 = k(o2 + g (o + ) (771 + 0l g )+ 07+ gl 1
" Bronr—? [(k+az+m(a+ge) + me}

(k + oo+ pp) (it + pp) (771 4+ 1 e, (a+®) atd

| a0 = pok(02 + pa) by + 1) (77 + )(1 — RY)

Teorema 3.2: Se Ry < 1, entdo o ponto de equilibrio trivial Py, dado em (3.15), € localmente assin-

toticamente estdvel

A demostracio deste Teorema é andloga & demonstragao do Teorema 2.4 e, portanto, apresentaremos
aqui apenas a demonstracio de que os coeficientes do polinomic P(p) sdo todos positives se B < 1, o

que é feito no Lema 3.1 abaixo,
Lema 3.1: Se Rj < 1, entdo todos os coeficientes do polinomio (3.84) séo positivos.
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Demonstragdo: Das expressdes dos coeficientes, dadas em (3.35), é imediato que a4 e a3 sdo sempre
positivos, e que ag é positivo se Ky < 1. Vejamos os demais casos:

(1) Se R} < 1, entdo a; > (.

Temos que

a1 = k(oa + pp) (s + )T+ ph + )+ (77 + g
(k + 02 + ) (1 + ) (772 + 1)ty =~ BAomr™? [(Haﬁ;‘lﬁf atedl | ‘%@9] =

k(o2 + )ity + ) (77 4+ 5+ g ) + (0 e |+

-1 “ BA ‘.v}'.r'"1 a+qgf Faé _
(5 + o2+ pp i + 8a) (77 F 1)kt [1 TR TR (a+8 + (k+62+!—°]h)(0+5'))} -

k(0g 4+ ) (B + ) (T gl o+ ) o (770 g |+

- " a+gb Me
(k + 02+ pa) (1, + ) (777 + 424 )it [1 — R ( S+ e )] '

4 . 3,6 _ frdk A {f k8+ar;)
Aftrmag@o I Gl Sord) = Witostan)oFd < Hai8){ootuy)

De fato,
k(k+ 02+ pp)(a+8) = k{a+8) (o2 + ) + Ea +8) > k(a + 0)(02 + pp) =

1 < 1
k(R+oa+py, ){a+8) k{a+8)(ez+uy,) -
Por outre lado,

f]8k < M{(fkf+avy) , jd que avy > 0.

Logo, temos
fa8k < faék < 2y (0 k4avy)
K(ktoatup}a+d) ~ ®latb)(ecztpun) - Klat®l{oztp,) *

Assim, pela Afirmacdo 1, e considerando que todos os pardmetros sdc positivos, tetnos

+g¢ M6 +g0 8 _ .
He (au+ge + (k+n+p],,J(a+9)) < Ry (au+ge + k(a+9)(c1rz+.u;.)) = i <1, por hipdtese.

Portanto a; > 0 sempre que Rj < 1.

{#) Se Ry < 1, entéo az > .

Temos que

az = (k+ 02+ )k, + )7+l 4+ )+ (77 a1+
k(oo + pa) (b + 771+ i + )+ ()T 0L (1 Re) -
Afirmacéo 2: Se R} < 1, entao By < 1.
De fato, Ry = Re(1 + ¥), onde ¥ é dada por (3.21). Assim,
3 <1= Ry < iy <1,jédque¥ >0

Portanto, pela Afirmacéo 2, temos ag > () se By < L. UNI CAMP

BIBLIOTECA CENTRAL
SECAD CIRCULANTF

65



Logo, de (3} e (%} temos a demonstragéo do Lema 3.1.00

Corolaric 3.4: Se R} > 1, entdo Pq ¢ instdvel.

Demonstracao: Andloga 4 demonstrag¢ie do Coroldrio 2.4.

Rj =1 é ponto de bifurcagio do sistema (3.1).

3.1.83 Estudos Numéricos

No estudo de um determinado mecanismo de controle para uma doenca, & fundamental compreendermos
a eficdcia deste mecanismo, ou seja, sob que condicles esta esiratégia atingird seu objetivo primeiro,
que é o de erradicar ou ao menos controlar a doeng¢a. No caso dos modelos estudados neste trabalho, o
objetive da estratégia de vacina¢io como mecanismo de controle da esquistossomose, deve ser o de reduzir
e manter a razdo de reprodutibilidede efetive a valores menores que um, o que permitird a extingdo da
doenga,

Embora a Estratégia 1 de vacinagao envolva os parmetros # ¢ g (considerando f = g, para fins de
simplificacho do estudo), temos flexibilidade para atuarmos apenas sobre a taxa @, pois g representa a
eficdcia da vacina. Assim, para cada valor de g, podemos determinar o valor minime de @ gue faz Rp ser
menor que um, ou seja, ¢ menor esforgo de vacinagdo para erradicar a doenca, em fungao da eficicia da
vacina. Isso é de fundamental interesse num programa de vacinacio, uma vez que possibilita o controle

da doenca ao menor custo. Assim, para o Modelo 1 temos

(Ro — 1) (v + )
R (3.36)

sendo que os graficos de (g}, fixados os demais pardmetros, sdo apresentados nas figuras 3.5a - 3.6b.

Re=1<08(g =

A regio acima da curva de cada figura representa o conjunte de valores {g,§) para os quais Bg < 1 e
a regido abaixo de cada curva, onde Hp > 1. Salientamos que todo o estudo numérico deste capitulo foi
realizado simulando quatro situagbes endémicas, correspondendo a regides com 4 %, 20 %, 50 % e 80
%, respectivamente, de seus individuos infectados antes da vacinagao e consideradas duas possibilidades

para a entrada de cercérias por evento infeccioso: b= 1e b= 21.
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© limiar Prevaltnciz = 4% O limiar Prevalbncia = 204

0.5 8
s .5
t
0.2
1
0.t
1k
0.1 08
—j— 9 - —t—— g
0.1 0.4 1.5 vt b2 0.4 0.6 0.t
& limiar Prevalircia « 501 6 limiar Prevalbneia = 80%
su[

12

10 30

P 0

s nf

1 0

H 10

El 9
R 0.3 0% 0.5 0.05 0.1 0.15 "t

Figura 3.5a: Grafico de @ limiar em funcio de g, para regides com prevaiéncia de 4 %,
20 %, 50 %, ¢ 80 %, segundo o Modelo 1 e considerando b = 1. As assintotas
ocorrem em 0,967286, 0,83471, 0,566541 e 0,21520], respectivamente.

€ limiar

hL 3

] | J ]

0.t 0.4 n.f 0.3

Figura 3.5b: Grifico de # limiar em fungio de g,

considerando as quatro regides da figura acima.
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A medida que a prevaléncia aumenta, chservamos o deslocamento das curvas para a esquerda, bem
como o aumento de # limiar. Isso indica a necessidade de maior eficdcia da vacina, de acordo com o
aumento da prevaléncia, para reduzir Ry a valores menores que um. Da mesma forma, quanto maior
a prevaléncia, mailor deve ser a taxa de vacinag8o para se atingir o mesmo fim, ou seja, notamos o
aumento correspondente de . Assim, se & prevaléncia é baixa, para o caso b =1, uma redugio de 5 %
na aquisigio de parasitas e na forca de infecgdo dos individuos vacinados é suficiente para extinguir a
doenga, se aplicads a taxa de vacinag8o correspondente. Todavia, em altas prevaléncias, isso 56 é obtido

com uma eficdica de 80 % da vacina.

A limiar Prewalincia = 4% @ limizr Prevalencia = 20
7
l.
[
2.8 .
0.6l 4
3
6.4}
e
38
1k
9 - g
0.2 0.4 0.6 0.3 6l 6.2 0.2 0.4 0.5 9.6 0.7
9 limiar Prevalencia = 50 % € limiar Prevalincis = 301
117
0
|
sof
150}
F3)
1l
10 sol
a a

008 0.1 0,15 0.t 015 0.0l 0.0% .02 n.6¢ 0,05

Figura 3.6a: Gréfico de & limiar em funcdo de g, para regides com prevaléncia de 4 %,
20 %, 50 %, ¢ 80 %, segundo o Modelo 1 ¢ consideranda b = 21. As assintotas
ocorrem em (,940421, 0,702273, 0,268473 ¢ 0,0584244, respectivamente.
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& limiar

40
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&t
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0.2 0.4 0.6 0.3

Figura 3.6b: Grifico de # limiar em fungio de g,

considerando &s quatro regides da figura acima.

Podemos observar que para b = 21, 4 medida que a prevaléncia aumenta, o deslocamento das curvas
para a esquerda e o aumento de § tornam-se bem mais acentuados que para b = 1. Isso ocorre pelo fato de
que Ry cresce linearmente com o aumento de b e das taxas de infecgio. Assim, em altas prevaléncias, com
a ocorréncia de taxas de infecgio elevadas, ocorre o aumento de Ry e, consequentemente, a necessidade

de maior esforgo de vacinagdo ¢ eficdcia da vacina para reduzi-lo.

O mesmo estudo foi realizado com o Modele 2 ¢ quando o consideramos, obtemos

(ve + 1a) [(01 +v1 + #a) (T2 + 14} (o — 1) + RoAyi]

Ry=1«6(g) = (01 + v + i) ({02 + ) (1 — Rog) — RoMrgl

(3.37)

Andlogo ao que fizemos para o Modelo 1, apresentamos os grificos de # limiar em fungdo do pardmetro

g nas figuras 3.7a - 3.8b abaixo.
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@ limiar Previltncia = 4% © limdar Prevaltncia = 19%
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Figura 3.7a: Gréfico de @ limiar em funcic de g, para regides com prevaléncia de 4 %,
20 %, 50 %, e 80 %, segundo o Modelo 2 e considerando b = 1. As assintotas
ocorrem em 0,344754, 0,815266, 0,553344 e 0,210276, respectivamente.

€ limiar
1z

10 |

R

0.t 0.% 0.6 0.5

Figura 3.7b: Grifico de & limiar em funcio de g,

considerando as quatro regides da Figura acima.
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Figura 3.8a: Créfico de @ limiar em funcio de g, para regifes com prevaléncia de 4 %,
20 %, 50 %, e 80 %, segundo o Modelo 2 e considerando b = 21. As assintotas
ocorrem em 0,929485, 0,694107, 0,265351 e 0,057745, respectivamente.

© Limiar
a |
a0 |
o |
J.u-J J
J 1
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Figura 3.8b: Grafico de # limiar em funcdo de g,

considerando as quatro regides da figura acima.

Observando as Figuras 3.7b e 3.8b, notamos que 0 deslocamento das curvas para a esquerda e o

aumentc de § com o aumento da prevaléncia sfo andlogos aos gue ocorrem no Modelo 1, sendo que a
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infiuéncia das miltiplas entradas de parasitas também é observada.

Comparando as expressbes de 8(g) nos dois modelos {equagdes 3.36 e 3.37), observamos que no
Modelo 1, 8 limiar depende apenas de Ry e dos parametros vs, yy, € g, enguanto que no Modele 2, além
destes, depende também de A;, v1, 01e ¢2. Isso significa que a diversidade de parimetros que influencia
na erradicagio da doenga afravés da vacinacio, é maior no Modelo 2 que no Modelo 1. Porém, ambos
indicam que embora seja possivel encontrar uma taxa de vacinacao (dependente da eficicia da vacina)

que erradique a doenga, esta taxa também depende da regido em estudo.

Baseando-nos no estudo apresentado acima, escolhemos valores adequados para 8 e g a fim de re-
alizarmos os demais estudos numeéricos do modelo, tais como a influéncia da vacinacio sobre o ponto de
equilfbrio nfo trivial, a anglise dindmica do modelo e de sensitividade dos parametros. Estes estudos

slc apresentados a seguir.

Andlise da influéncia da vacinagfo sobre as solugbes de equilibrio

Nesta segdo apresentamos um estudo sobre o impacto da taxa de vacinacao 8 sobre os valores de equilfbrio
nao trivial do modele. Para isso, em cada nivel de endemicidade estudade, fixamos uma eficdcia da vacina
(g) préximo ao seu valor limiar, o que possibilita ffy ser maior que um e fornece maior variabilidade de
#. Apresentamos aqui o resultade do estudo com as varidveis z2 + x3, as quais representam a fracio
de individuos infectados, e com as varidveis x4 e y3, as quais representam a fragéo de individuos com
memédria imunolégica e de caramujos infecciosos, respectivamente, por acreditarmos que sejam as mais
representativas do ponte de vista epidemioldgico. O padréo obtide das curvas, para cada variaglo, foi
o mesmo em todos os casos estudados, variando apensas os valores, de acorde com a regific e ¢ caso em
sstudo. Assim, no Modelo 1 observamos que se a prevaléncia numa regido é de 80 %, com a vacinagao
ela & reduzida a aproximadamente 20 %, enquanto que nas demais regifes a prevaléncia tende a zero
com o aumento de #. No Modelo 2 verificamos em todas as regides estudadas, que a preveléncia tende 2
zero 4 medida que # aumenta, ou seja, se a imunidade regula a transmissdo da doenca, entao a vacinagao
serd mais eficaz no seu controle. O caso b = 21 desloca a curva para a esquerda em todos os casos.
Apresentamos os casos representativos do estudo nas figuras abaixo.

As figuras 3.9 - 3.11 representam as varidveis zo + z3 em equilibrio, em funco da variagéo de 8,
considerando o Modelo 1, b = 1 e prevaléncias de 4 % e 80 %, respectivamente e o0 Modelo 2, 5 =1 ¢

prevaléncia de 80 %.
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Figura 3.9: Gréfico de my 4 z3 em equilfbrio, considerando o Modelo 1,
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Figura 3.10: Grafico de x5 + z3 em equilibric, considerando o Modelo 1,

73



b =1 e prevaléncia de 80 % antes da vacinagio.
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Figura 3.11: Gréfico de T2 + z3 em equilibrio, considerando o Modelo 2,
b =1 e prevaléncia de 80 % antes da vacinagio.

As figuras 3.12 e 3.13 abaixo representam as varidvels x4 e y3 em equilibrio, em func¢do da variacio

de #, considerando 0 Modelo 1, b =1 e prevaléncias de 4 % .
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Figura 3.12: Grafico de z4 em equilibrio, considerando o Modelo 1,

b=1e prevaléncie de 4 % antes da vacinagdo.
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Figura 3.13: Gréfico de y3 em equilibrio, considerande o Medelo 1,

b = 1 e prevaléncia de 4 % antes da vacinagio.

Anilise de Sensitividade dos Pardmetros

A anslise de sensitividade dos parfmetros deste modelo foi feita com a mesma metodologia utilizada
no capitulo anterior, considerando uma variagdo simultinea de 10 % em todos os parametros, em torno
do ponto de equilibrio nfo trivial. Os valores para 8 e g foram escolhidos a partir da andlise de 8{g),
apresentada anteriormente. Uma vez determinada a regiao de pardmetros para a existéncia do ponto
de equilibric nédo trivial, fixamos um valor de ¢ e escolhemos dois valores para &, sendo um préxime da
curva limiar e o outro distante dela, a fim de verificarmos a sensitividade dos parametros diante de uma
taxa de vacinacio grande e outrz pequena, para cada prevaléncia. O valor de g foi tomado préximo
da assintota a fim de permitir maior variabilidade para . Em todas estas situagtes estudadas, o valor
pequeno de # mostrou-se pouco sensivel, fazendo com dgue o resultado da andlise fosse extremamente
semelhante ao caso sem vacinagio, apresentadc no Capitulo 2. Os resultados obtidos com o Modelo

2 sfo similares aos do Modelo 1 e por isso serdc omitidos, a menos de algumas cbservagbes essencials,
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as quais serfo feitas oportunamente. Apresentaremos o resuitade da andlise considerando 8 préximo a
curva limiar, a qual apresenta diferengas significativas em relagao ao modelo sem vacinagio, sendo que
os valores para # e g utilizados nesta andlise sdo dados na tabela 3.0. A tabela 3.1 contém a ordem de

classificacio dos pardmetros quanto ao grau de sensitividade, a qual & praticamente a mesma para todas

as varigveis.
4% W% |50% | 80 %
b=1
g 0,15 0,77 12,9 13
g 0,054 | 0,821 | 0,557 | 0,212
=121
8 0,25 1,55 10 65
g 0,926 | 0,69 0,264 | 0,0575

Tabela 3.0: Valores de # e g utilizados na andlise de sensitividade

do Modelo 1, considerando # préximo ac seu valor limiar.

b=1 b=21
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Tabela 3.1: Classificacio da sensitividade dos parémetros

emn ordem decrescente, considerando o Modelo 1

No caso b = 1, dentre as prevaléncias de 4, 20 e 50 por cento, o0s cinco primeiros parametros corre-
spondemn a, no mirimo, 99,65 % da contribuigdo total dos pardmetros, sendo que 4 representa no minimo
60,5 % da contribuicdo total. Isso indica que no casc de prevaléncias baixas e médias, 2 contribuicio
dos parametros € muito semelhante para todas as regides e a taxa de vacinagio desempenha um papel
de grande importancia no controle da transmissio. Da mesma forma, para o caso b = 21 notamos que ¢
contribui com no mfnimo 38 % da contribuicio total (chegando a ultrapassar 60 % em algumas varidveis),
também nas situagbes de 4, 20 e 50 por cento de endemicidade. Embora um pouco mais diluida que a
contribui¢io dos pardmetros no caso b =1, no caso b = 21 também notamos uma semelhanga muito forte
nas trés regides endémicas, uma vez que 93 % da contribuigdo total estd concentrada nos seis primeiros
pardmetros neste caso. Todavia, se a prevaléncia & alta (80 %, p.ex.}, # apresenta uma contribuigio em
torno de 1,4 % e 0,1 x 10~* %, respectivamente, nos casos b = 1 e b = 21, da contribuigio total. Neste
caso, a andlise de sensitividade mostrou-se muito semelhante & do modelo sem vacinacdo. Repetimos
o estudo tomando valores menores para g e a baixa sensitividade de # se manteve, a menos dos casos
onde torzamos € suficientemente grande para fazer com que R, fosse menor que um, o que nos forneceu
o ponto de equilibrio trivial. Este é o ponto significativo de diferenca entre o Modelo 1 e o Modelo 2,
quanto 4 anélise de sensitividade. No Modelo 2 observamos uma alta sensitividade da taxa de vacinagio
em todas as situacdes endémicas, inclusive na de 80 %, onde # é o parfmetro mais sensivel, seguido de
vo € uy, sendo que estes trés juntos correspondem a 99,9 % da contribuig¢do total dos parametros tanto
no caso b= 1 quanto no caso b = 21. Isso sugere que se a imunidade concomitante regula a transmissio
da doenca, entio esta estratégia de vacinagfo se mostra muito eficaz no seu controle, mesmo em regices

de alta endemicidade.

Andlise Dinamica

Através do método de Runge-Kuta de quarta ordem e considerando vérias possibilidades para 8, f e g,
podemos obter as solugdes numéricas o sistema de equacdes (3.1}, as quais fornecem o comportamento
de cada varidvel ao longo do tempo e conseqlientemente, a influéncia desta estratégia a curto, médio e
longo prazo, bem como o padréo da curva de cada varidvel. Realizamos este estudo considerando os
valores utilizados na andlise de sensitividade dos pardmetros para €, f e g, com ¢ objetivo de determinar
o padrio de comportamento de cada varidvel, apds a vacinacio. Todos estes casos foram analisados para
os Modelos 1 e 2, tomando b =1 ¢ & = 21 ¢ observando trés regides diferentes em termos da prevaléncia

da doenca antes de iniciar o programa de vacinacédo, sendo elas de 4, 50 e 80 por cento, respectivamente.
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As taxas consideradas no Modelo 1 sfo similares as consideradas no Modelo 2, e como o resultado de toda
a andlise &€ semelhante em ambos os casos, apresentamos apenas os resultados representativos, obtidos
com o Modelo 1. Apresentamos também apenas a anilise dinsmica da fragio de individuos infectados
(29 + 3} e de caramujos infecciosos (y3), os quais constituem o objeto central do estudo de um programa

de vacinagdo. Alguns destes resulfados estao descritos nas figuras abaixo.
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Figura 3.14: Gréfico de (z2 + x3)(t), considerando o Modelo 1,
b=1, prevalenciade 4 %, 8 = 0,15e f =g = 0,954 .
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Figura 3.15: Gréfico de y3(t), considerando o Modelo 1,
b=1, prevalénciade 4 %, 8 = 0,16 e f =g = 0,954 .
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Figura 3.16: Gréfice de {&3 + 23)(t), considerando o Modelo 1
b =21, prevaléncia de 4 %, # = 0,25 ¢ f = g = 0,926 .
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Figura 3.17: Gréfico de y3(t), considerando o Modelo 1,
b =21, prevaléncia de 4 %, § = 0,25 e f = g = 0,926 .
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Figura 3.18: Gréfico de (zg + £3)(f), considerando o Modelo 1,
b= 1, prevaléncia de 80 %, 8 = 15 e f = g = 0,212 .
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Figura 3.19: Gréfico de y3(t), considerando o Modelo 1,
b =21, prevaléncia de 80 %, § =65 e f = g = 0,0575 .

O padréo de comportamento de (e + «3){t) no caso de prevaléncia de 50 % (b=1e b= 21) e 80
% (b = 21), é andlogo ao padrio da figura 3.16. Na dinamica dos caramujos, observamos ¢ caso de

prevaléncia 50 % (b = 1) semelhante a figura 3.17 e os demais, semelhantes 4 figura 3.19.

3.2 Estratégia 2

Quando incorporamos & Estratégia 2 de vacinacgo ac modelo, o sistema de equagdes que o representa

torna-se:;
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ey + 0'15'52@) + vaza(t) — [An(t) + pn] w1 (2)
A (t) 21(8) — (o1 + vy + 1) o)
(t) + /\h( t) zalt) — (o2 + pp) 238
~ [Pa(t) + vz + pa] 2a(t)
f\wz(t) 21(t) + dwa(t) T2(t) — (p + sy + v1) walt)
Aug 23(b) + Auz(t) Ta(t) + vawe(t) — (s, + ) wa(t)
A;(t) 1—92t) —pa(®)] = (7 + pl) 92)
ya(t) — o ws(t) |

()=
(t)
)
)

(t
(t
(t)
(

t)
(®)
(t) =

IJ

(3.38)

1l

\

onde todas as varidveis e os pardmetros sao os mesmos do modelo {2.1) definido no Capitulo 2, com
excecio de A () que & definida como A, (2) = § As(t) = 67 [w2(t) +ws(z)], sendo que 0 < 6 < 1éo
fator redutor da fertilidade des ovos devido & vacinagéo, O estudo também foi dividido em dois casos, o
Modelo 1 e 0 Modelo 2, ¢ todos os resultados obtidos sdo inteiramente andlogos aos do modelo (2.1), com
a diferenca de que agora o parametro 7 aparece acompanhado do parametro § em todas as expressces
onde ele se faz presente. Desta forma, tanto os pontos de equilibrio como as demonstragdes dos teoremas
e coroldrios sdo semelhantes aquele modelo. A fim de nao nos tornarmos excessivamente repetitivos,
omitiremos estes resultados, apresentando apenas as expresstes da rezdo de reprodutibilidade efetiva, a

qual, no Modelo 1 & dada por

6ﬂEAU
thg (s 7+ D(ps, + p25)

onde Ry é a razdo de reprodutibilidede basal, definida no Capitulo 2, e para o Modelo 2, temos

Rs=8Rg =

(3.39)

Ry =Rs;(1+79), (3.40)
onde
Alyl
Ve e 3.41
Hoz + ) (342)

é o termo relative & imunidade.

Notamos que este mecanismo age diretamente sobre a razdo de reprodutibilidade e, de acordo com
o que observamos na anslise de sensitividade dos parametros, feita no Capitulo 1, quando b = 1, o
parimetro 7 & 0 mais sensive] para todas as varidveis, o que significa que um fator redutor agindo sobre

ele pode provocar uma reducfo relevante sobre Ky,

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
SECAO CIRCULANTF
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3.2.1 Estabilidade

O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (3.38} serd omitido aqui, pois os resultados
sio andlogos aos obtidos no estudo do modelo {2.1), apenas acrescentando o pardmetro § acs termos onde

estd presente o parémetro %, permanecendo todos os resultados, e sendo semelhantes suas demonstracdes.

3.2.2 Estudos numeéricos

Analogamente ac que foi feito na Estratégia 1, determinamos o valor limiar de § para a erradicacic da
doenga, ou seja, o valor de é que reduz a razdo de reprodutibilidade efetiva a valores menores que um.
No Modelo 1 temos Rs = §Ry, ou seja, Rs = 1 & §* = Ry ‘e no Modelo 2 temos Ry = Rs(1+ ¥}, ou
seja, R =1& 6" = —(‘IE_}!?—‘IL,—), onde §* & o valor limiar de § para a erradicagio da doenca. Assim, se § for
menor gue §°, temos Rs < 1 e Ry < 1, que corresponde & situagéo desejada.

Analisamos ¢ desempenho desta estratégia em regifes com diferentes niveis de prevaléncias da doenca,
tomando como base as mesmas regides estudadas na Estratégia 1. Para cada situacio determinamos os
valores de & correspondente aos dois modelos, os quais estio apresentados nas tabelas 3.2 e 3.3 abaixo.

A primeira refere-se ac Modelo 1 e a segunda, ao Modelo 2.

4% 120% |50% {80 %
b= 0,967 | 0,835 | 0,567 | 0,215

b=21 10940 | 0,702 | 0,268 | 0,058
Tabela 3.2: Valores de 6", segundo o Modelo 1.

4% |[20% | 50% | 80 %
b= 0,953 | 0,822 | 0,558 | 0,212

5—21 10932 | 0,69 | 0,267 | 0,058
Tabela 3.3: Valores de §”, segundo o Modelo 2.

Anslise da influéncia da vacinacgao sobre as solugoes de equilibrio

Uma vez determinados os valores limiares de § para obtermos RB; < 1 para cada situagio estudada,
podemos analisar a influéncia deste pardmetro sobre o ponto de equilibrio ndo trivial, o qual representa
a situacdo endémica na populacdo. Conforme visto na segio anterior, se §* < § < 1 entéo temos Rs > 1e,
conseqitenternente, a existéncia do equilibrio nao trivial. Estudamos o comportamento das coordenadas
deste ponto em fun¢do da variacio de §, e apresentamos apenas o resultade do estudo de 22 + 23 e ya,

por serem as mais significativas, considerando o Modelo 1, b = 1 e prevaléncia de 4 % e 80 %. Os demais
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casos sio analogos. Os gréficos sio apresentados em func¢io de 1 — & apenas para proporcionar uma

melhor compreensao do seu significado, ou seja, a eficdcia da vecina aumenta 4 medida que 1 - § cresce.
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Figura 3.20: Gréifico da fracio de individuos infectados em equilibrio, em
funcio de (1 — &), segundo o Modelo 1, b= 1 e prevaléncia de 4 %.
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Figura 3.21: Gréfico da fragdo de individuos infectados em equilfbrio, em
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fungdo de (1 ~ §), segundo o Modelo 1, b = 1 e prevaléncia de 80 %.

As Figuras 3.20 e 3.21 acima nos mostram que se a prevaléncia ¢ baixa, entdo uma vacina pouco
eficaz € capaz de reduzir a fragdo de individuos infectados a valores muito préximos de zero e esta
redugéo se dé de modo linear com ¢ aumento da eficicia. Todavia, em altas prevaléncias, a redugao da
fragio de individuos infectados ccorre lentamente com o aumento da eficicia, e a extingio desta classe

de individuos 86 ocorrerd diante de uma vacina fortemente eficaz.
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Figura 3.22: Grafice da fragio de caramujos infecciosos em equilibrio, em

fungio de {1 — 8), segundo o Modelo 1, b = 1 e prevaléncia de 4 %.

Anadlise de sensitividade

A andlise de sensitividade dos parfmetros neste caso foi feita de modo andlogo aocs anteriores, sendo que
na tabela abaixo podemos ver a clasificagdo em ordem decrescente da contribuigao de cada pardmetro
para as varidveis do Modelo 1, nas diversas situagdes estudadas. O estudo do Modelo 2 mostrou um

resultado extremamente similar ao do Modelo 1, e por este motivo, serd omitido.
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Tabela 3.4: Classificacio da sensitividade dos pardmetros

em ordem decrescente, considerando o Modelo 1

Como podemos observar, a contribuigio de § é mais significativa no caso & = 1, especialmente nas
prevaléncias médias e baixa. Isso se dd pelo mecanismo de agio considerado nesta vacina, o qual reduz
a fertilidade dos ovos produzidos pelos parasitas. Como b = 1 implica em carga parasitsria média baixa,
uma pequena variagio na eficicia da vacina resulta em uma grande variagio nas varidveis do modelo.
Todavia, se b = 21, a carga parasitdria meédia é alta, e assim, uma pequena variacio na eficicia da
vacina, nao produz uma variacio grande nas varidveis estudadas. No caso b = 21 notamos também uma
uniformidade de contribuigdo dos trés parimetros mais sensiveis, independente da prevaléncia. Estes
parametros representam, no minimo, 86 % da contribuigéo total de todos os pardmetros. Apresentamos

abaixo uma tabela gue contém a porcentagem média de contribuigo de § nos casos estudados.

4% 20% | 50% |80 %
b=1 |37% |31% |23% [65%

b=2155% [44% | 1,3% | 003 %
Tabela 3.5: Porcentagem média de contribuigio de &

para as varidveis do Modelo 1.
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Andlise dinémica

Através do método de Runge-Kuta de quarta ordem e considerando varias possibilidades para §, obtemos
as solugdes do sistema (3.38) e assim, o comportamento das varidveis ac longo do tempo. Apresentamos
o resultado de algumas simulagdes que nos fornecem a influénecia dests estratégia de vacinagdo sobre a
fracao da populacio infectada, a qual é dada por {xs + x3}(f) e da fragio de caramujos infecciosos, dada
por ys{t). Consideramos a vacina aplicada em trés populagdes diferentes, sendo que a primeira contém
uma -frag'é.o de 4 % de individuos infectados antes da vacinagio, a segunda, uma fracic de 50 % de
individuos infectados antes da vacinacio e a terceira, 80 % de individuos infectados antes da vacinagao.
Para 8, escolhemos valores préximos acs utilizados na anslise de sensitividade. Em todos os casos, os
graficos correspondentes ao Modelo 2 sdo semelhantes a0s obtidos com o Modelo 1, pelo fato de estarmos
usando taxas similares, O padrio de comportamento das curvas & basicamente c mesmo em todas as

situacoes e os casos representativos podem ser vistos nas figuras abaixo.
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Figura 3.23: Gréfico de {xz + 3)(t) referente ao Modelo 1, b= 1,
prevaléncia de 4 % e § = 0,95,
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Figura 3.24: Grafico de y3(t) referente ao Modelo 1, b=1,
prevaléncia de 4 % e & = 0,95
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Figura 3.25: Grafico de (g + x3)(t) referente a0 Modelo 1, b = 21,
prevaléncia de 4 % e § = (3, 93.
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Todos os demais casos estudados para (zp + z3)(t) assemelham-se & Figura 3.25 e, no caso de ys(t),

todos mantém ¢ padrio apresentado na Figura 3.24.

Como podemos observar, o padrdo das curvas obtidas é o mesmo da Estratégia 1, o qué nos indica

que este tipo de vacina produzird um efeito semelhante & vacina convencional, no que diz respeito ao

controle da doenca.

Apresentarmos, no préximo capitulo, nossas conclusbes sobre os resultados obtidos ao longo de todo

o estudo .
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UNICAMP

Capitulo 4

Discussao e Conclusoes

Neste trabalho propomos e estudamos um modele que representa a transmissic da esquistossomose,
o qual é analisado em duas variantes: a primeira considera que a for¢a de infecgdo dos individuos
parcialmente imunes depende da imunidade e de fatores ambientais, enquanto que a segunda considera
que a for¢a de infecgio dos individuos parcialmente imunes depende apenas da imunidade (Modelo 2).
O estudo analitico foi feito em equilibrio e consistiu na determinacio de seus estados estaciondrios, no
estudo da estahilidade dos mesmos e na determinagio da razdo de reprodutibilidade. Numnericamente,
determinamos a regido de estabilidade da doenga em termos de pardmetros ambientais, e as andlises da
dinamica ¢ da sensitividade dos pardmetros, baseando-nos em dados hipotéticos que simulassem uma
regido de baixa endemicidade, ou seja, supondo uma prevaléncia em equilibrio de aproximadamente 4
%.

Os estudos mostraram que a rezdo de reprodutibilidade do Modelo 2 é maior que a do Modelo 1, o
mesmo ocorrendo com a regifo de estabiliade da doenga, independente dos parémetros. Isso significa que
o Modelo 2 explica melhor a forte estabilidade da esquistossomose que o Modelo 1, ou seja, indica que a
imunidade pode ser o fator preponderante no controle da transmissao, justificando a distribuigdo binomial
negativa da carga parasitdria dos individuos infectados, responsédvel pela manutengic da doenga. Além
disso, a determinacio da rezdo de reprodutibilidede é fundamental para a escolha da melhor estratégia
de controle a ser adotada. Nossc modelo mostrou que esta razao dimioul com & diminuicao das taxas de
infecgdo {(homem e/ou caramujo) € com o aumento das taxas de mortalidade (caramujos e/ou parasitas),
o que é condizente com o que ocorre na pratica. Porém, a anslise de sensitividade dos parimetros mostrou
que & eficdcia do mecanismo de agdo depende do nitmero médio de cercdrias que consegne penetrar em
cada individuo por evento infeccioso (5) e da prevaléncia da regido em estudo. Assim, segundo o Modelo

2, se b = 1, entéo o esfor¢o mais efetivo para o controle da doenca se d4 na agio sobre os caramujos, tanto
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reduzindo as taxas de infecgdo (protecdo e saneamento} quanto aumentando as taxas de mortalidade
(moluscicidas). Se b= 21, entdo a estratégia mais eficaz é a agio sobre a populagio humana, através do
aumento da taxa de mortalidade dos parasitas adultos (quimicterapia) e da reducao das taxas de infeccio
(protecio e saneamento). Os resultados sio independentes da prevaléncia. No entanto, no Modelo 1 as
prevaléncias influenciam o resultado quando b = 1. Assim, em regides de baixa endemicidade, o resultado
obtido foi o mesmo do Modelo 2, porém, se a prevaléncia & de 80 %, os parametros mais sensiveis 530
Ao e p, indicando que a protegao dos individuos e a quimioterapia trarao melhores resultados. Isso se
d4 pelas hipéteses dos modelos, ou seja, como no Modelo 1 a imunidade depende de fatores ambientais,
surge a necessidade de um aumento na forga de infeccio para elevar a prevaléncia quando b é pequeno,
0 que nao ocorre no Modelo 2, pelo fato da imunidade ndo depender do meio ambiente.

Baseados nestes estudos, introduzimos dois mecanismos de agdo de vacinas is duas variantes do
modelo. No primeiro (Estratégia 1) a vacina confere protecéo aos individuos e no segundo (Estratégia
2), indiretamente aos caramujos. Os estudos realizados foram semelhantes ao do modelo sem vacinacéio,
porém, neste caso, estudamos também o impacto da vacinagio sobre a razdo de reprodutibilidade (Rg e
Rs) e sobre as solugbes de equilibrio dos modelos. Estes estudos mostraram que é possivel erradicar a
doenca com a vacinacio, porém esta erradicacio depende nfo apenas da taxa de vacinagio e da eficdcia
da vacina (redugdo na aquisigao de parasitas e na forga de infecgao), como também de parametros am-
bientais e daqueles relacionados &4 imunidade. Como a regide de variacdo destes par&metros é grande,
principalmente quando consideramos que a imunidade ndo depende de fatores ambientais (Modelo 2),
notamos que a vacina, por si 86, dificilmente erradicard a doenca. Isso é coerente com o que se espera
na prética, nic sé pela grande diversidade de fatores que influenciam na transmissao ¢ manutengdo da
doenca, como também pelas caracteristicas da vacina, que age apenas parcialmente, nio conferindo pro-
tecao total aos animais vacinados. Todavia, a andlise de sensitividade dos par&metros fornece subsidios
importantes para a escolha de estratégias conjuntas entre vacinagio, tratamento e saneamento bésico
para cada regiao, as quais favorecerao o controle e a possivel erradicagfio da doenga. O melhor mecan-
ismo de acdo da vacina também é indicada por este estudo, o qual mostrou que as hipdteses relativas &
imunidade também influenciam os resultados.

O estudo da vacinagio sobre o padrio das solugdes de equilibrio e das solugGes dindmicas dos modelos
indicaram que, diante de uma vacina e de um programa de vacinacfo suficientemente eficazes, obtemos a
redugio da carga parasitdria média na populagio e da fragéio de individuos infectados, mesmo em regides
de alta endemicidade, o que é de grande interesse para as populagdes que convivem com a doenga nas
formas graves e agudas.

O car4ter genérico do modelo possibilita o seu uso nas mais diversas regides endémicas, sendo que a

existéncia de dados permite ¢ ajuste de seus pardmetros e, conseqiientemente, a obtencio de informacdes
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malis precisas sobre as caracteristicas da doenca na regifo em estudo, e quais os mecanismos de controle
mais eficazes para seu controle.

Tendo em vista que a esquistossomose & uma doenga que apresenta caracteristicas peculiares em cada
regiao onde estd instalada, acreditamos que o modelo proposto, apesar das limitagoes incorporadas para
tornar seu estudo possivel, contribuiu ndo sé para aumentar a compreensao destas caracteristicas, como
também para apontar possibilidades para o seu controle e predizer as condiges para o sucesso de um
programa de vacinacio.

Como metas futuras, pretendemos realizar o ajuste de seus parametros e estudar um modelo que leve

em conta ¢ espalhamento geogrdfico da doenga e os fendmenos de migragio.
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Apéndice A

Neste apéndice apresentamos uma descricac mais detalhada do modelo apresentado no Capitulo 2.

Sejam :

Xi(t,a) a densidade etdria da populagio suscetivel no tempo ¢, com idade a (equivalente & S'(¢,a)
no modelo do Capitulo 1};

X2(t, a) a densidade etdria da populagéo infectada no tempo ¢, com idade a, desenvolvendo imunidade
T o
(equivalente & [ 5 ;(f, @, A, k) dA no modelo do capitulo 1, onde 7 denota uma idade superior a maior
0 k=0
idade possivel a todos os individuos};

Xs{t,a) a densidade etdria da populax;é,o infectada no tempo ¢, com idade g e que j& desenvolveu

imunidade parcial (equivalente & f 2 no(t,a, A, k) dA no modelo do Capftulo 1);

X4(t,a) a densidade etdria da populaga.o nao infectada, porém com memdria imunolégica no tempo

t e com idade a { equivalente 4 f Z 7.(t,a, A,{) dA no modelo do Capitulo 1);

Ws(t,a} o nimero médio d?ek;:.msitas na populacic do compartimento Xo(t,a) {equivalente a
j:l § kwe(t,a, A, k) dA no modelo do Capitulo 1};
’ k?%’a(t,a) o ndmero médio de parasitas na populaggo do compartimento Xj(f,a) (equivalente a
j{ OZO: km.(t, a, A, k)dA no modelo do Capitulo 1);
’ k=]91(t) o nimero médio de caramujos suscetiveis no tempo ¢;

Y3(¢) o nimero médio de caramujos latentes no tempo ¢;

Y3(t) o mimero médio de caramujos infecciosos no tempo ¢ e

Anlt) = An Ya(t) , a forga de infecgdo nos individuos suscetiveis e com meméria imunoldgica, onde
Ap € a taxa per capta de transmissio da doenga, considerada constante para fins de simplificacio do

modelo,

A variacdo das médias definidas acima culmina no sistema de equacles diferenciais apresentado

abaixo. Qs demails parAmetros sdo os mesmos definidos no Capitulo 2. Assim, temos:
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%)—‘;L(t,a) %(t a) = 01Xo(t,a) + vaXy(t, a) — (An(E) + ) X1(,a)
%2 (t.0) + B2(6.0) = Mult) Xaltr) = (02 401+ ) Xalt 0 o
22(t,a) + 2 (t,a) = 11 Xo(t,a) + Ant) Xa(t,0) = (02 + 1) Xs(t, 0)
824 (t,a) + 21 (t,a) = 02.X5(t,a) — (Mn(t) +v2 + pa) Xu(t @),
cujas condigbes iniciais sdo dadas por
Xi(0,0) = X2a), 1<igd, (4.2)
e as condigbes de contorne, por
X1(t,0) = X7(t)
Xi(t,0)=0,2<4< {4.3)

Xt(t,j)zo,lgzs

1

onde J & o mesmo definido acima e X?(%) denota o nimero médio de recém-nascidos no tempo ¢.
Como estamos interessados no estudo assintdtico do modelo, integramos em relacdo 4 idade, a fim
de trabalharmos apenas com a varidvel temporal. Assim, o sistema torna-se:

X (1) = XP(2) + 01X 2(t) + v2X 4(t) — (An(t) + 1) X1 (t)

ﬁ"‘(t) = M (t) X1(t) = (o1 + v1 + 1) Xa(t)

- i (4.4)
Lz (t) = 1 Xo(t) + M(t)Xalt) — (o2 + ) Xs(t)
IR (1) = 09 X3(t) — M lt) + v2 + 1) Xa(2),
onde
/X,.ta da, 1<i<4. (4.5)
b

Por outro lado, a variagdo do mimero médio de parasites na populacio infectada e da populacac de

caramujos sao descritas através dos seguintes sistemas de EDOs:

(8 = Aon(t) Talt) + Aea(t) Xalt) — (o + s+ 01) Walt)
%(t) Aws (8) Xa(t) + Aa(t) Xalt) + 1 Walt) — (2, + 1) WalD)
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20 = A (t) Ve~ Yalt) — Ya()] — (71 + ) Yal2)

4 (t) = 771Ya(t) — u) Ya(t),

respectivamente, onde
3
Wt fW (t,a)da, 1 <% < 2, é 0o mimero médio de parasitas na populagao, no tempo ¢;

As [Wa(t) + W3(t)] é a forga de infecgio dos caramujos, onde ), é a taxa per capta de
transmissao da doenga, também considerada constante;

Yi(t) é dado por N, — Ya(t) — Y3(t), sendo que N, é a populagdo total de caramujos, considerada
constante;

Auz(t) = B An () é a taxa de aquisicAo de parasitas pelos individuos do compartimento X», tanto
por reinfeccio como por infecgac dos individues do compartimento X3, € também pelos individues do
compartimento X3, através de reinfecgio dos individuos do compartimento X, e

Aw3(t) = b A1{t) é a taxa de aquisi¢io de parasitas pelos individuos do compartimento Xj, através

de reinfecgao, onde A (¢} € a taxa de infeccdo destes individuos.
Para fins de simplificagéo, consideraremos todas as populagfes normalizadas, ou seja, tomaremos

()= 1<i<4

Ny ’

wi(t)= 28 | 9<i<3 (4.6)

Ny, ! =

wt)=441, 1<4i<3,

onde N, é a populacao total humana, também considerada constante e dada por Np = X1+ X+ X3+ Xy
N, constante significa que a taxa de mortalidade humana p, ¢ considerada igual & taxa de natalidade.

Com esta normalizagio, as forgas de infec¢io tornam-se

An(t) = daal?) , (4.7)

onde Ay = Ay N., &

A() = g lwa(t) + ws (2], (48)

onde 7 = A, Np.
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Assim, o modelo completo que representa a dinfimica da transmissio da doenca, envolvendo todas as

varidveis e considerando as taxas de transmisséo definidas acima, pode ser dado pelo sistema de EDOs:

B1 = pr, + 0122(8) + V2Ta{t) — [Aalt) + pp) 21(8)

&9 = Ap(t) z1(t) — (o1 +v1 + py) z2(t)

23 = v1%2(t) + An(t) 2a(t) — (o2 + pp)za(t)

T4 = 02x3(t) — [ Anlt) +v2 + pa)zalt)

g = Aya(t) 21(t) + dwnlt) 22(8) — (o, + p, + 11 ) (t)

w3 = Aus(t) @3(t) + Awz(t) 2a(E) + awalt) — (m, + sy )ws(t)
Y2 = A (O)[1 — ya(8) — y3(0)] = (777 + 1 Jya(t)

| gs =7 y2(t) — paualt)

cujas condi¢des iniciais sde dadas por:

z(0)=20, 1<ig
wi0)=wf, 2<i<3 (4.10)
y‘i(o) = y? 1 2 ? 3.
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Apéndice B

Conjectura 3.2: Se R} > 1, entéo a equagdo (3.18) possui uma dnica solug@o real positiva.

No caso do Modelo 2, a complexidade das expressdes de R} e RY, dificulta a verificagéo, ainda

que numérica, da conjectura acima. Podemos mostrar numericamente a veracidade das desigualdades

Ry > 1e R}, > 1 para a regiao de pardmetros considerada, porém o caso Ry > Ry nao é confirmado,

comprometendo a unicidade do resultado, caso Ry < Ry < R{. Neste caso temos a possibilidade de

uma ou trés solugdes reais positivas para a equacio A y3 + B y3 + C ya + D = 0. No entanto, como em

todas as demais possibilidades para K}, ocbservamos a unicidade de solugéo real positiva para a equacdo

citada, e 0 modelo em estudo ndo apresenta caracterfsticas de bifurcagdes deste tipo, acreditamos que

mesmo ocorrendo Ry < Ry < R§, a equagéo apresentars uma tinica soluggo real positiva neste intervalo.

O estudo numérico das relagdes envolvendo Ry e R} sdo apresentados a seguir.

[ (o) (149) + Fnlisg D)l (0t fR)Toa(atgr)+ Pl (14F)

B Frg (uhr+1) (g 4 andbn

[ [ty (ot FRMo2(a+vs ) +ovy -+ fRE](1+1) B (py THL) (e(a+g8)(ont s )+ 2 (FRO+ av (1Y)

Temos

« _. fatgd
RB — ((afe))
e

* +g#
R = (Fa+gaj}

sy (ot fR)Foz(atov)+fAv, sy (e g ey, (ot FRYMF a2 (atgua )+ Faam] |

Assim, Ry > 1 se, e somente se, Ag @ + Bg > 0, onde

Ap = fhpg (7 + D)y + 22)(02 + pia)lg{pn + 1) — pal+
bok{p, T+ Vs (e + fk) + oa(a + gva) + Fhvi] [g(oa + pa) + F]

(4.11)

Bp = a[k(oz + pp) + Mavi]x
| {Fvass (o + Dy + ) + b0 7 + Dlpnla + £5) + oala + g1) + fAun] ).

Como pedemos chservar, By é sempre positivo e, na Figura B.1 abaixo, notamos que Ag é positivo

na regiso de parametros considerada, tomande f = g para fins de simplificacfio. Portanto, temos Ry > 1
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para tode & > §.

0.015}

G.005%

Figura B.1: Grafico de Ap{g) para 0 < g < 1. Ag{Q} =0.

Também temos Ry, > 1 se, e somente se, Fg(g, ) = Ac(g) 8 + Belg) 6 + Celg) > 0, onde

Ac = FRPu, (i + D)(p + pa)lg(oa + py) + fa] + Bk (g7 + Digloz + ua) + f2]?

Be = kg (47 + D + ) {lin(e + F8) + o2(a + v1) + @) klg(oz + pp) + Fh]—
[zn(a + f&) + oo(a + gvi) + fhar] (o2 + py) +afklon + py) + Ava] )+ (419)
1 Zomka(p, T+ Dgloz + ) + FM)kos + ) + M) '
Co = py (47 + 1) (s, + p){ (1m0 + FE) + o2(a 4+ v1) + avy) M+

k(oo + pp) (0 — f2) +02(1 — g)tan +Eﬂ32(ﬂ:'f + Dk(oz + pp) + A

Assim, Ac > 0 sempre ¢ fazendo f = g, podemos verificar nas Figuras B.2 e B.3 abaixo, que Bo > 0
se 0,158056 < g<leCp >0paratodogtalque 0 < g < 1.
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0.003

0.00z2

g.001

Figura B.2: Gréfico de Bo(g). Be = 0 se g = 0,158056.

0.0015

0.001

0.0905

Figura B.3: Grafico de C(g). Co = 0 se g = 1, 0568.

Portanto, se g > 0,158056 entao Y > 1 para todo § > 0. Todavia, se 0 < g « (,158056, temos
Be < 0 e nada podemos afirmar ainda sobre Rf,. No entanto, por hipétese Rj; > 1, 0 que ocorre se, e

somernte se,

k[(o2 + pn)(Rog — 1) + RoA1f] 8 + alk{oz + pp }(Bo — 1) + RoAn] > 0. (4.13)
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Como o termo independente de 8 é positivo (Ry > 1), para que a hip6tese seja verdadeira, precisamos

encontrar condi¢des apenas sobre o termo dependente, o qual serd denotado por As. E facil vermos que:

(i Az >0se g >g*= (J/\f—;;%%RD_I, e neste caso temos Ry > 1 para todo # > 0

.. w _ _(ootu -1 — —elkioodpy ){Bo—1)+Roriw]
(i) Az < Oseg < g* = u—li;:ﬁbRn , € neste caso temos Ry > 1se 0 < § < 8" = =iy et

onde g* = 0,944754 e 8" cresce com g de acordo com a Figura B.4 abaixo:

Figura B.4: Gréfico de #"(g), sendo que a assintota se d4d em g~.

Fazendo um estudo de Fo(g,8) para 0 < g < 0,158056 e 0 < & < 8" (g™) = 843, 272 verificamos que

Fe(yg, 6} > 0 nesta regido, conforme mostra a Figura B.5 abaixo.

Lo

2 45':??
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Figura B.5: Gréfico de Fo{g,8) para 0 < g < (0,158056 ¢ 0 < 8 < 6"(g*) = 843, 272.
oy (0,0) = 0,00190563 e F3(0, 158056, 0) = 0,00162083.

Portanto, na regido de parimetros considerada, temos RE > 1.

Finalmente, R} > R se, e somente se, F(g,6) = A(g) & + B(g) > 0, onde

[ Alg) = 1 (7 + D)ot + prn)on £ 16
{ite (T + D)y + 120) £ + o 7 + D02 + pn)g + FA}

$ Blg) = py (7 + Dty + ) {F st (@7 + 1)ty + a) 2%
(o1 + pa)fh + pp(FE + o2(g — v1)) + oala + gv1)]}+
g (5T + {pty, + p)om(ie, 7 + 1)X

L {{pple + FE) +o2{e + g1) + Foavi]? = fF ppal(oz + i, )k + M)}

Como vimos anteriomente, temos duas regifes possiveis para os parimetros g e 8, ou seja, temos
g> g =0,944754 ¢ § > 0 qualquer, ou 0 < g < g* ¢ 0 < 8 < 67(¢*) = 843.272. Os gréficos de Fe(g, )

nestas duas regides podem ser vistos nas Figuras B.6 e B.7 abaixo.

Figura B.6: Gréfico de Fo(g,0) para 0,95 < g <1 e 0 < ¢ < 1000.
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Figura B.7: Gréfico de Fo(g,8) para 0 < g < 0,9447 e 0 < 6 < 843.

Como podemos observar nas Figuras B.6 e B.7 acima, Fc(g, #) < 0 na regido de parametros consid-

erada, o que implica que nesta regido, temos Rp < Rp.

106



