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Resumo

Palavras-chave: Remigracdo, onda imagem, diferencas finitas, volumes finitos, andlise

numeérica

Este trabalho aborda a questdo de como resolver a equacao da onda imagem para o problema
de remigracdo na profundidade através de métodos numéricos. O objetivo deste problema é
a reconstrucdo de uma imagem das camadas geoldgicas do subsolo a partir de uma imagem
previamente migrada com um modelo de velocidade, geralmente, incorreto.

Nosso principal objetivo neste trabalho € a investigacdo de possiveis métodos que possam
resolver os problemas que surgiram ao usarmos esquemas explicitos do método de diferencas
finitas na solu¢do da equagdo da onda imagem em trabalhos anteriores, como, por exemplo,
a dispersdao numérica. Para isso, estudamos aqui o método de volumes finitos, assim como
esquemas implicitos do método de diferencas finitas.

O método de volumes finitos possui como caracteristica principal propagar as médias das
células da malha ao invés de simplesmente os dados pontuais como € feito no método de dife-
rencas finitas.

As outras tentativas para solucionar o problema da dispersdao foram dois tipos de implemen-
tacdo de esquemas implicitos do método de diferencas finitas, isto €, implementag¢des implicitas
de esquemas convencionais avaliados em pontos da malha e um esquema avaliado nos centros
das células.

A qualidade dos algoritmos estudados foi testada numericamente. Estes testes numéricos
mostram que o método de volumes finitos ndo é adequado para resolver o problema da dis-
persdo, uma vez que a média calculada a cada passo aumenta o estiramento do pulso. Além
disso, as implementac¢des implicitas dos esquemas convencionais mostram 0 mesmo compor-
tamento de dispersdo que as implementagdes explicitas. Unicamente o esquema centrado foi
capaz de melhorar a dispersdo numérica em comparagdo com as implementacdes anteriores,

porém somente para dados contendo exclusivamente baixas freqii€ncias.



Abstract

Keywords: Remigration, image wave, finite differences, finite volumes, numerical analysis

This work approaches the question of how to solve the image-wave equation for depth
remigration by numerical methods. The objective is the reconstruction of an image of the geo-
logic layers of the subsoil from a previously migrated image with a different velocity model.

Our main objective in this work is the investigation of possible methods that can solve the
problems that appeared when using explicit finite-difference schemes for the solution of the
image-wave equation in previous works, particularly numerical dispersion. For this purpose,
we study the method of finite volumes, as well as implicit finite-difference schemes.

The main characteristic of the finite-volume method is to simply propagate the averages
in the cells of the mesh instead of the discretized data themselves as it is done in the finite-
difference method.

As another attempt to solve the problem of the dispersion, we study two types of implemen-
tation of implicit finite-difference schemes, that is, implicit implementations of conventional
schemes evaluated out the edge of the cell and a scheme evaluated in the center of the cell.

The quality of the studied algoritms has been tested numerically. These numerical tests
show that the method of finite volumes is not adequate to solve the problem of dispersion,
for the average calculated in each step additionally increases the pulse stretch. Moreover, the
implicit implementations of the conventional schemes show the same dispersion behavior as
the explicit implementations. Solely the centered scheme was capable to improve the numerical
dispersion in comparison with the previous implementations, however only for data containing

exclusively low frequencies.
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Capitulo 1

Introducao

A Geofisica dedica-se a determinagao dos parametros do interior da terra por experimentos
fisicos realizados em sua superficie. Entre os varios métodos fisicos empregados pare este obje-
tivo, a sismica tem um papel fundamental. Métodos sismicos trabalham usando os principios da
ecografia. Estes métodos baseiam-se na propagacao de energia em forma de ondas eldsticas ou
acusticas na Terra. Existem fontes naturais (terremotos) e artificiais (explosdes, vibradores, etc.)
que geram ondas sismicas. Por meio do registro dessas ondas, em chamadas secdes sismicas,
obtém-se uma imagem distorcida no tempo da situagdo geoldgica no subsolo.

O objetivo principal tanto da sismologia de terremotos quanto da sismica de exploracao € a
reconstrucdo da melhor imagem possivel ndo distorcida na profundidade a partir desta imagem
distorcida no tempo. Para este objetivo, empregam-se os chamados métodos de imageamento,
entre eles principalmente o da migracdo. Uma vez que estes métodos dependem do conheci-
mento de um modelo de velocidade do subsolo, que ndo € conhecido a priori, é de praxe que
uma migraco seja aplicada varias vezes com modelos de velocidade variados.

Uma alternativa a migragdo repetida dos dados originais consiste na chamada remigracdo
ou continuacdo de velocidade, 1i.e., a constru¢do da imagem migrada para um modelo de ve-
locidade atualizado a partir de uma imagem anterior, obtida com um modelo original. Para
a realizacdo deste processo de imageamento, existem vdrias técnicas. Neste trabalho, estu-

damos a chamada equacgdo da onda imagem para remigracdo, desenvolvida por Fomel (1994)
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e Hubral et al. (1996), observando a necessidade de melhorar a imagem obtida, uma vez que
o modelo correto da velocidade de migracdo ndo € conhecido e tem que ser determinado du-
rante o processo da constru¢do da melhor imagem possivel. Portanto, convém variar o modelo
de velocidade e construir as correspondentes imagens. Quando € feita tal variacdo da veloci-
dade, observa-se que as novas imagens dos refletores (fronteiras entre as camadas geoldgicas)
comportam-se de forma similar a propagacdo de uma frente de onda em diferentes instantes.
Esta “propagacdo” de imagens € descrita por uma equacao diferencial parcial semelhante a
equacgdo da onda (Fomel, 1994; Hubral et al., 1996) que, conseqiientemente, recebe o nome de
“equacdo da onda imagem para remigracdo” (Hubral et al., 1996).

Existem equacdes da onda imagem para a remigracao no fempo € na profundidade. A uti-
lidade da equacdo da onda imagem no tempo ja foi comprovada na prética (Jaya et al., 1999).
Resultados recentes para a andlise de velocidade, usando a remigracdo no tempo, também
mostraram-se bastante promissores (Fomel, 2003).

Neste trabalho, tratamos da equagdo na profundidade, a saber,

v
y +pzz+;pvz =0. (11)

A deducido da equagdo (1.1) se encontra no Capitulo 2. Aqui, p representa o campo de onda
imagem, i.e., a se¢do migrada em funcdo da velocidade de migracdo, v. Além disso, = e z
representam as varidveis espaciais, sendo = a coordenada horizontal e z a profundidade. Nesta
equagdo, a varidvel de propagacdo, no entanto, ndo é o tempo como no caso de ondas fisicas
convencionais, mas a velocidade de migracdo, v. Esta equacgado estd em sua forma bidimensional
e € estritamente valida somente para meios homogéneos. Apesar disso, pode ser aplicada para
meios inomogéneos com variacao vertical de velocidade, como mostrado em Schleicher et al.
(2003b, 2004a). A condig¢do inicial para o problema € dada por um campo de ondas migrado,
po. As condi¢des de contorno sdo, em conseqiiéncia da falta de dados fora do dominio a ser
migrado, tomadas nulas.

Observamos que em compara¢gdo com a equacdo da onda, ao invés da derivada segunda
com respeito a varidvel de propagacdo, a equacao da onda imagem contém uma derivada mista

que envolve uma coordenada espacial. Esta caracteristica reflete o fato de que o campo de
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onda p que satisfaz a equacdo (1.1) possui um comportamento cinematico diferente das ondas
convencionais (Fomel, 1994; Hubral et al., 1996; Schleicher et al., 2004a).

Mediante um estudo numérico da equacio da onda imagem (Schleicher et al., 2003a, 2004a),
vimos que imagens remigradas de refletores propagam a profundidade correta quando a veloci-
dade atinge o seu valor correto e estruturas como pontos difratores se focalizam na profundidade
correta assim como gravatas se dissolvem corretamente. Os primeiros exemplos realizados em
meios nao homogéneos (Schleicher et al., 2003b, 2004a) mostram que € possivel levar a técnica
adiante. Estas aplicagdes numéricas indicam o potencial da remigracdo da onda imagem de ser
util como uma ferramenta para anélise de velocidade de migra¢ao quando se possui informacao
adicional sobre a posicao do refletor, por exemplo, a sua profundidade medida em um pocgo.

O objetivo concreto deste trabalho € a andlise de métodos numéricos para solucionar a
equacao da onda imagem, com a finalidade de contribuir com a andlise de velocidade de mi-
gracdo. Como foi mostrado em Fomel (2003) e Schleicher et al. (2004a), o uso da solucdo
numérica das equacdes da onda imagem no tempo e na profundidade possui um potencial neste
sentido. Para a remigracdo na profundidade, este potencial € dificil de ser explorado, principal-
mente por causa das dificuldades numéricas, especialmente a dispersao numérica dos esquemas
de diferencas finitas estdveis. Aqui continuamos os estudos desta equagdo que foi iniciado em
Schleicher et al. (2003a, 2004a), onde foram testados esquemas explicitos do método de dife-
rencas finitas para diversas aproximacoes da derivada mista assim como algumas mudancgas de
varidveis para a velocidade de migracdo. Em todos os casos estudados anteriormente nio foi
encontrado um método numérico que faga a remigracao na profundidade através da equagao da
onda imagem sem que ocorresse um forte efeito de dispersao numérica, mesmo que a estabili-
dade e a consisténcia do método estejam garantidas.

O efeito de dispersdo ocorre quando ondas de diferentes freqiiéncias propagam com diferen-
tes velocidades distorcendo, desta forma, o formato do pulso da onda. Quando as velocidades
das ondas de diferentes freqiiéncias realizadas pelo esquema numérico sao diferentes da solucao
exata do problema, fala-se de dispersdo numérica. Este efeito, intrinseco de métodos de dife-

rengas finitas, aqui € tao forte que influéncia a resolug@o nos testes numéricos quando usamos
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o método de diferencas finitas para simular a propagacdo da onda imagem. Para cada um dos
esquemas investigados em Schleicher et al. (2003a, 2004a) observou-se que o comprimento
do pulso ndo se mantinha igual ao comprimento obtido pela migracdo direta dos dados para
velocidades correspondentes.

Esta desvantagem do método pode ser observada quando comparamos os resultados da téc-
nica de remigracdo com imagens migradas correspondentes, obtidas por migracdo direta dos
dados sismicos originais. A Figura 1.1 mostra tal comparacado para dados sintéticos de afasta-
mento nulo, modelados, por exemplo, com um dnico refletor horizontal em 550 m de profundi-
dade (modelo descrito detalhadamente no Capitulo 5). Na Figura 1.1 fica evidente a diferenca
entre as larguras dos pulsos obtidos pela migracao direta dos dados distorcidos no tempo e pela
largura do pulso quando fazemos a remigracdo da onda imagem através do método de diferen-
cas finitas a partir de uma imagem previamente migrada com velocidade supostamente incorreta
de 2000 m/s. No lado esquerdo, estdo as imagens obtidas pela remigracdo por onda imagem nas
velocidades 2320 m/s, 2680 m/s e 3000 m/s. No lado direito, para efeito de comparacao, estao
as correspondentes imagens obtidas por migracdo direta dos dados originais no tempo usando
migracdo de Kirchhoff convencional com as velocidades 2320 m/s, 2680 m/s e 3000 m/s, res-

pectivamente. Sao estas as imagens que deveriam ser obtidas na propaga¢do da onda imagem.

Observa-se que as imagens do refletor estdo posicionadas corretamente, na mesma profundi-
dade da migracao direta. Para a velocidade correta do meio, Figuras 1.1c, a imagem se encontra
na posicdo correta do refletor indicada pela linha preta. Observa-se ainda que o formato do
pulso ndo é o mesmo. A diferenca do comprimento do pulso das figuras da direita para as da
esquerda se deve a dispersdao numérica do esquema de diferencas finitas utilizado para a rea-
lizacdo da propagacdo. Nota-se também que mesmo nas figuras da direita, o pulso se estica
com o aumento da velocidade de migracdo. Este € o efeito de estiramento do pulso introduzido
pela propria migracdo (Tygel et al., 1994), que ndo pode ser removido. Ele se reflete no fato de
que a equagdo (1.1) possui dispersdo intrinseca (Schleicher et al., 2004a). O estiramento adi-

cional gerado pela dispersdao numérica, nas figuras da esquerda, é criado somente pela forma em
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Figura 1.1: Imagem do refletor plano remigrado (esquerda) e migrado (direita) com velocidades:
(a) v = 2320 m/s, (b) v = 2680 m/s e (c) v = 3000 m/s. A migragdo foi feita por migracao

Kirchhoff convencional e a remigra¢do através do método DF (esquema avancado em v e 2).
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que a equacgdo (1.1) é implementada e é altamente indesejavel, uma vez que causa uma perda
significativa de resolu¢cdo da imagem remigrada. Pela Figura 1.1, é claramente visivel o quao
dificil seria a detec¢do de um segundo refletor horizontal perto do primeiro, digamos em 500 m
de profundidade. Enquanto no lado direito, as imagens dos dois refletores ficariam claramente
separadas, no lado esquerdo os seus pulsos se sobreporiam, o que impossibilitaria a distin¢ao
dos dois refletores.

Motivados por esta observagdo, estudamos neste trabalho outras maneiras de implementar
a equacdo da onda imagem para remigracao na profundidade (1.1) em busca de uma solugdo
para o problema dos efeitos numéricos indesejados que aparecem na propagacdo pelo método
de diferencas finitas como, principalmente, o da dispersao, ou pelo menos minimiza-los quando
estes ndo puderem ser eliminados.

Para solucionar estes problemas investigamos primeiramente os efeitos da aproximacao da
equacao da onda imagem pelo “método de volumes finitos”, uma vez que tal método tem se
mostrado de alta precisdo na resolucdo numérica de vérios outros problemas complexos (Le-
Veque, 2002). Este método funciona de forma similar ao método de diferengas finitas. No
entanto utiliza como passo inicial para propagacdo uma média nas células, ao invés dos da-
dos pontuais, e faz isso a cada iteragdo do algoritmo, ou seja, a cada passo na velocidade de
propagacio.

Outra maneira na tentativa de solucionar os problemas numéricos, € utilizar métodos de
diferencas finitas implementados implicitamente, similares aos usados por Fomel (2003) na
sua implementacdo da remigracdo no tempo, visto que em estudos anteriores apenas formas
explicitas foram implementadas (Schleicher et al., 2004a,b).

Este trabalho encontra-se na seguinte disposi¢ao:

No Capitulo 2 deduzimos a equacdo da onda imagem para o problema de remigracdo na
profundidade, enfatizando a maneira como esta € utilizada neste trabalho.

Na tentativa de solucionar os problemas encontrados na propagacdo da onda imagem pelo
método de diferencas finitas explicito introduzimos, no Capitulo 3, o método de volumes finitos.

Constatamos que este € muito similar ao método de diferencas finitas, diferenciando-se apenas
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na forma dos dados a serem propagados a cada passo na velocidade.

No Capitulo 4, métodos de diferengas finitas implicitos foram estudados para, também,
tentar solucionar os problemas mencionados acima. Para isso, utilizamos métodos de diferencas
finitas implicitos convencionais avaliados em pontos da malha e um método avaliado nos centros
das células.

Os resultados numéricos estdo descritos no Capitulo 5. Neste é feita a comparacdo entre
os resultados dos métodos descritos aqui com os resultados do método de diferengas finitas
explicito estudado em Schleicher et al. (2004a,b).

Finalmente, no Capitulo 6 encontram-se um resumo dos principais resultados e as con-

clusdes.



Capitulo 2
Equacao da onda imagem

Neste capitulo apresentamos brevemente a deducdo da equagdo da onda imagem conforme
detalhada em Hubral et al. (1996).

Supomos que o refletor no subsolo é composto por um conjunto de pontos refletores (Fi-
gura 2.1). Nestas circunstancias, o campo de onda refletido pode ser considerado como uma
superposicao dos campos espalhados em todos pontos refletores. Primeiramente, estudamos
somente um ponto refletor Py(, zo) localizado no subsolo (Figura 2.1). Para um par fonte-
receptor situados num mesmo ponto (£, 0) na superficie (situagdo conhecida como afastamento

nulo), a distincia entre este e o ponto refletor Py(zo, z9) é dada por
d=/(zo— &)+ 25 .

Logo, o tempo ¢ de propagacio da onda emitida pela fonte, situada na superficie em (¢, 0),
até o ponto P, e, entdo, captada pelo receptor, situado no mesmo ponto (£, 0), é expresso em

funcdo de &, por

2d 2
Vo Vo

t(¢)

onde v € a velocidade de propagac¢do no subsolo, supostamente homogéneo, i.e., vy € constante.
Agora podemos pensar que para um dado ponto (£, 0), temos um conjunto de pontos que

satisfaz a equagdo (2.1) para a mesma velocidade vy, i.e., dado um ponto (£, 0) temos um mesmo
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Figura 2.1: Representagéo de um ponto Py (o, zo) sobre o refletor.

tempo de propagacdo ¢ correspondente a este par fonte-receptor para todos os pontos P(x, z)

que satisfazem a equacgao

z= \/<%Ot>2— (x —&)2. (2.2)

Esta equacdo descreve uma semi-circunferéncia de raio d = vyt/2 que é chamada de isécrona,
pois todos os pontos nesta curva possuem o mesmo tempo de propagacao.

Assim, em um levantamento sismico inteiro de afastamento nulo, sobre o ponto Py(xg, 2o)
fixo, cada valor de ¢ define um ponto (£, 0) com seu respectivo () que gera uma nova isécrona.
Todas essas isGcronas passam por Py, i.e., a intersecdo dessas isécronas é o ponto Py(zo, 20),
como pode ser visto na Figura 2.2a. Esta construcao € implicitamente realizada por uma mi-
gracdo com a velocidade vy.

Mas existe a possibilidade da velocidade de migracao utilizada v ndo ser a velocidade correta

do meio, vy, assim, teriamos uma reformulacdo da equacdo (2.2), agora para uma velocidade

v # Vg,

= \/<%t>2 (w—£)2. 2.3)

Nesta situac@o, a interse¢do das isGcronas ndo é mais o ponto Py(zo, z9) (ver Figura 2.2b),
pois se a velocidade aumentar (v > v) a distancia d entre o par fonte-receptor € um ponto
P(z,z) aumentard também considerando que o tempo permaneca constante, i.e., 0 raio da

is6crona € proporcional a velocidade. O envelope do conjunto das isdcronas representa a nova
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YV =

P (x.,z

O( 0’ O)
zV z

Figura 2.2: Representacdo grafica das is6cronas quando: (a) se interseptam no ponto refletor
Py(xg, 20), (b) ndo mais se interseptam no ponto refletor P(z, z9), aqui para uma velocidade

v > 1.

imagem do ponto refletor para a nova velocidade v. Observe que, para cada velocidade v # vy,
temos um novo envelope. Isto nos d4 a idéia da propaga¢ao de uma onda imagem, sendo gerada
no ponto Py(zo, 20).

Agora temos que encontrar a equacdo que descreve estes envelopes pois, assim, temos a
equacao que descreve a posi¢ao da onda imagem. Como mostrado no Apéndice A, seguindo o

desenvolvimento de Hubral et al. (1996), o envelope € descrito pela equagao

— )2

2= (U/vw 2+ % . 2.4)

Calculando esta posi¢do para varios valores de v # vy, obtemos a propagacgio desta imagem.
O préximo passo consiste em estabelecer a relagdo entre esta parte cinematica da propagacao
da onda imagem e a correspondente equagdo diferencial parcial. Esta relacdo obedece aos
mesmos principios que a correspondente relacdo entre a cinemdtica da propagacdo de ondas
acusticas e a equacdo da onda. No caso desta, a cinemdtica da propagagdo € descrita pela
chamada equacdo iconal (Bleistein, 1984). Correspondentemente, existe uma “equacdo iconal
da onda imagem” que descreve a cinemadtica da propagacdo da onda imagem (Hubral et al.,

1996).
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Para encontrarmos esta equagdo iconal para a onda imagem, substituimos a velocidade de
migracdo v da equacdo (2.4) pelo iconal da onda imagem, V' (z, z), e calculamos as derivadas
parciais desta equacdo modificada com respeito a x € a z. Substituindo essas derivadas parciais
novamente na equacgao (2.4) e realizando assim as eliminagdes de ¢, 2y € vy, obtemos a equacao

iconal da onda imagem (veja Apéndice B e Hubral et al. (1996))

V
V24+V:——V,=0. (2.5)

z
A solugdo desta equagdo para uma fonte pontual em Py(zo, z9) é representada pela equagio
(2.4). A equagdo (2.5) pode ser interpretada como a equacao iconal de uma equacdo da onda

imagem, i.e., ela descreve a parte cinematica de uma solugdo aproximada da forma
p(z,z,v) = po(x, z) flv — V(x, 2)] (2.6)
da equagdo
v

que € a equacdo da onda imagem (1.1) para o problema de remigracdo. Na equacgdo (2.6), o
campo p é aproximado por um pulso f(v), deslocado no espago conforme descrito pela funcéo
iconal v = V(x, z) e com amplitude py(z, z). Aqui, a funcdo amplitude py(z, z) é somente
introduzida para descricdo completa de um campo de onda. Nesta dissertacdo, os valores de
po(z, ) ndo sdo de interesse.

Por esta razdo, podemos desconsiderar uma funcdo F' = F(p,, p., pv, P, T, 2,v) na forma

geral da equacgdo,

v
Pz +pzz + ;pvz - F(pm7p27pv7p7 x,z, U) ) (28)

que ndo alteraria a equagdo iconal (2.5), como mostrado no Apéndice C.



Capitulo 3

Introduciao ao método de volumes fi nitos

3.1 Desenvolvimento

A primeira tentativa para solucionar os problemas numéricos encontrados quando usamos o
método de diferencas finitas (DF) para fazer a remigracdo da onda imagem foi utilizar o método
de volumes finitos (VF).

O método de VF estd fortemente relacionado ao método de DF. No entanto, o método de
VF € deduzido na base da forma integral, i.e., € baseado em subdividir o dominio espacial em
células (os “volumes finitos”, também chamados de células da malha) e calcular média dos
dados dentro dessas células através de uma integral e, assim, fazer a propagacdo da equacao
diferencial.

Para entender como este método funciona, consideramos uma malha de pontos no espaco
(x,z,v). Sejam Ax, Az e Av ndimeros positivos. O campo de onda imagem, para uma malha
de pontos (Z,, 2n, V1) = (xg+mAx, zo+nAz, vy + [Av) para quaisquer inteiros nao negativos
m, n e [ e valores iniciais xg, 2y € vy, € denotado por plmm (onde aqui zg € zp ndo sao mais as
coordenadas de P, do capitulo anterior).

Seja, também, a (m, n)-ésima célula, i.e., a célula centrada no ponto (z,,, 2, ), representada
or
P Cm,n = (xm—l/anm—i-l/Z) X (Zn—1/2>zn+l/2)
= {(z,2) | Tm-1/2 < T < Tm41/2 5 Zn-1/2 < 2 < Zn+1/2} )

12
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Figura 3.1: Malha representando a célula C,,, ,,.

como ilustrada na Figura 3.1. O valor P,im aproximard o valor médio de p(z, z,v;) sobre essa

(m, n)-ésima célula, para uma velocidade v;, por

P! e [ dz d de dz . (3.1
o AxAz/m D /n ,, Pz de Z_EE//M (@,2,u) dedz, (3.1)

onde Az = Zpy11/2 — Tm—1/2 € Az = Zp41/2 — Zp—1/2. Para simplificar, supomos uma malha
uniforme, mas ressaltamos que a uniformidade da malha ndo é sempre requerida.

Assim, usamos para fazer a propagacao da onda imagem os valores de Pﬁm calculados de
acordo com a expressdo (3.1). Portanto, o método de VF ¢ diferente do método de DF somente
pelo conteudo utilizado para realizar a propaga¢cdo. Enquanto o método de VF utiliza a média
na célula C,, ,, (isto para o caso bidimensional) para fazer a propagacdo, o método de DF realiza
sua propagacao usando somente os dados pontuais plmm = p(Tm, Zn, V7).

Uma aplicacio deste método para a Lei de Conservagao foi desenvolvido por “Godunov”
(LeVeque, 2002). Baseado nesta aplica¢do, Godunov desenvolveu o “Algoritmo REA” (Recons-
truct-Evolve-Average) para a equagdo de adveccdo. Tal algoritmo é dividido em trés passos

como descrito a seguir:
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Algoritmo REA:

1. Reconstruir uma fungio polinomial por partes p!(x, z,v;) definida para todo z e z,
pelas médias das células P,ﬂm. No caso mais simples esta ¢ uma funcio constante
por partes que leva o valor P}, ,, na (m,n)-ésima célula,

Pz, z,0) = Prlmn , para todo (x,z) € Cpyp, -

)

2. Evoluir a equacdo da onda imagem exatamente (ou aproximadamente) com estes

dados iniciais para obter p'T!(z, z, v, 1) para uma velocidade Av posterior.

3. Calcular a média desta funcio sobre cada célula da malha para obter uma nova média

da célula

11 )
Pf,ﬁ - EE//CW,L plﬂ(a:’;;?vlﬂ) dx dz .

Este processo completo € entdo repetido nos proximos passos da velocidade.

Como dado inicial para usarmos este algoritmo (veja Figura 3.2), supomos p'(z, z, v;) uma
funcdo continua para todo ponto (z, z), po(x, z,v9). A partir desta fungdo calculamos a mé-
dia do volume, men, para todas as células C,,,, através da expressdo (3.1). Tendo as médias
Pyim, aplicamos o primeiro passo do algoritmo REA, ou seja, reconstruimos entdo uma fungao
polinomial por partes p' (z, z, v;) através das médias P}, ,, para todo (, z) € Cpn,. Esta recons-
trugdo ¢ feita de tal forma que obtemos uma fungdo seccionalmente continua para todo (z, 2),
que pode ser evoluida a partir do passo dois utilizando, por exemplo, 0 método de DF.

No passo de evolucio, os dados sdo passados de p(z, z,v;) para uma fungio ainda sec-
cionalmente continua p'*1(x, 2, v, 1) através de algum método numérico, como pode ser visto
na Figura 3.2. Sobre esta, aplicamos o passo 3, i.e., calculamos uma nova média dos dados
evoluidos p'*'(z, z,v41), obtendo assim P/}

No final do passo 3, temos novamente médias nas células sé que agora num nivel posterior.
Podemos entdo voltar ao passo 1 e reconstruir uma nova fun¢ao polinomial por partes para fazer
uma nova evolucdo e consequentemente uma nova média, e assim por diante, como ilustrado na
Figura 3.2.

Vemos entdo, que a principal diferenga entre o método de VF e o método de DF € o fato de o
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Figura 3.2: Ilustra¢do do algoritmo REA para uma malha de dados. Os dados iniciais sdo
subdivididos em células C,, ,, e usa-se a expressdo (3.1) para calcular as médias nessas células.
Passo 1: recontru¢do da malha a partir das médias P,iw. Passo 2: evolucdo dos dados para um
nivel posterior na velocidade (através de algum método). Passo 3: calculo das novas médias no

novo nivel.
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primeiro utilizar uma aproximagao para a média nas células, Prl,w, para calcular o préximo nivel
~ g . l R

da propagacdo, enquanto que o segundo utiliza somente os dados pontuais p;, ,,. Utilizamos

uma adaptagdo do algoritmo REA para implementar o método de VF para a equacdo da onda

imagem (1.1). A secdo seguinte descreve este procedimento.

3.2 Implementacao

Uma pergunta a se fazer € como podemos calcular Pﬁm a partir de (3.1) quando ndo co-
nhecemos p(z, z, v;) para todos os valores de (z, z) € C,, ,, mas somente a fun¢éo discretizada
pfﬂ’n em (2, 2,), veja os dados iniciais na Figura 3.3. Nesta situa¢do, ndo podemos resolver
a equacdo (3.1) pois ndo temos a informacgdo sobre os valores da funcdo no interior da célula
Crnn-

Entdo, ao invés de calcular a integral da equacdo (3.1) de maneira exata, aproximamo-la
utilizando a “Regra dos Trapézios™ a partir dos valores discretizados pfnm. Em outras palavras,

para aproximar a integral em duas varidveis, utilizamos a seguinte aproximagao

/ab /Cd f(x,z) doe dz ~ AZAZ [f(a,c) + f(a,d)+ f(b,c)+ f(b,d)] . (3.2)

Esta aproximacao foi usada para fazer uso dos pontos onde a func¢ado original € dada. Uma
aproximacdo com mais pontos poderia também ser utilizada, contanto que os dados para tal
estejam disponiveis.

Substituindo a aproximacdo acima na equagao (3.1), obtemos a seguinte expressao para as
médias P!,

1
Prlnm = 1[17571—1/2@—1/2 +an—1/2,n+1/2 +plm+1/2,n—1/2 +plm+1/2,n+1/2] ; (3.3)

para uma velocidade fixa v;. Entretanto, para calcularmos a média Pf%,n no ponto (Zy,, 2,), pre-
cisarfamos dos valores da funcdo p nos pontos intermedidrios da malha, conforme explicitado
na equacao (3.3). Como os dados iniciais sdo fornecidos somente em cima dos pontos da malha,

calculamos entdo, ao invés da equacdo (3.3), a seguinte média

1

l l l l l
Pm+l/2,n+1/2 = i[pm,n + Pmn+1 + Pmtin + Pm+1n+1] (34)
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Figura 3.3: Ilustragdo do algoritmo REA para uma malha discreta de dados. Os dados iniciais
sdo subdivididos em células C,,,, e usa-se uma das equagdes (3.9) para calcular as médias
nessas células. Passo 1: recontru¢do da malha discreta, como sugerido ser o caso mais simples,
pfn’n = P,ﬁm. Passo 2: evolug@o dos dados para um nivel posterior na velocidade, usando

método de DF. Passo 3: calculo das novas médias no novo nivel.
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como ilustrado na Figura 3.3. Logo, concluimos que a média na célula C,, ,, para o0 nosso caso
de uma malha de pontos discreta bidimensional, € simplesmente uma média linear entre quatro
pontos da célula da malha.

Mas, na prtica, o valor de P! Jon+1/2 € atribuido a variavel P!, que constitui a base
para o passo seguinte da evolucao pois nao possuimos os pontos intermedidrios da malha (caso
Média na Figura 3.3).

Ap6s termos obtido as médias Pqim, podemos aplicar o primeiro passo do algoritmo de
Godunov. Neste passo, reconstruimos uma fun¢@o constante por partes, como sugerido ser o
caso mais simples para a reconstru¢do, ou seja, pfﬂ,n = Pﬁm (passo 1 na Figura 3.3). Assim,
tendo obtido uma nova funcdo apds a reconstru¢do podemos executar um passo da evolucao do
método, i.e., o segundo passo do algoritmo, usando o método de DF.

Para o passo da evoluc¢do do algoritmo REA (passo 2 na Figura 3.3), no caso de uma malha
discreta, foram utilizadas, a critério de comparacao, as duas aproximacoes pelo método de DF
jé estudadas anteriormente em Schleicher et al. (2004a). Ou seja, para as derivadas segundas es-
paciais, usamos aproximagdes de quarta ordem (veja, por exemplo, Strikwerda, 1989; Thomas,

1995), 1.e.,

1
2
Pre 80P = 12(Az)? [_plmﬁm = Pz + 16Pry10 + Pru1n) = 3Opfn,n} (3.5)

(uma expressao correspondente para p,.) € para a derivada mista a aproximacao avancada em v

e z e a avancada em v e atrasada em z, i.e., respectivamente,

o Pntt = P = Pt ¥ P D = Pt = Dl P 3.6)
Pz AzAv Pz AzAv S
Desta forma, obtemos dois esquemas de DF para a propaga¢do da onda imagem:
Avancado em v e z
Z2nAZAV ¢ 9 2
Prini1t = =7 = {620+ 0%4p} +pb ) + Prs = Pl » 3.7)
Avancado em v e atrasado em 2
ZnAzZAV (9 9
phih = === {02+ 0°4p} + it + P — P - (3.8)

U
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Estamos utilizando tais esquemas pois estes foram os que tiveram resultados convergentes
para a solucao da onda imagem (1.1) pelo método de DF. Os respectivos resultados numéricos
se encontram no Capitulo 5.

Em conseqiiéncia da evolugdo realizada no passo 2, como descrita anteriormente, podemos
agora passar para o passo 3, onde neste novamente fazemos as médias em cada uma das células
da malha utilizando a equacgdo (3.4), ver Figura 3.3. No entanto, precisamos novamente atribuir
P! ., Jon+1/o @ varidvel P!, , e esta atribui¢do, porém, é equivalente a um deslocamento por
meia célula. Como esta média € feita em todo passo do algoritmo, foi observado que esta causa
uma propagacao dos dados, isto devido ao deslocamento que estamos fazendo para armazenar
os dados, j4 que ndo temos os pontos intermedidrios da malha.

Além disso, foi observado, também, que esta propagacdo causada pelo deslocamento da
média é maior que a realizada pela onda imagem causando assim uma ndo convergéncia do
método.

A solugdo para esta falha na implementacdo foi, portanto, fazer a média em um sentido
para um passo e no sentido contrario para o passo seguinte, ou seja, fazemos a média em duas
direcdes distintas para que o deslocamento dos dados seja compensado a cada segunda iteracao
do algoritmo.

Resumindo, as médias sdo entdo calculadas da seguinte forma, em cada passo da velocidade,

) 1
passo impar: P} = Z[pfn,n + Dot  Potn + Phstmn] »

1

passo par: Prln,n - Z[ lm—l,n—l +plm,n—1 _'_plm—l,n _'_plm,n] ) (39)

como pode ser visto na Figura 3.3.

Desta maneira, conseguimos fazer com que o método de VF propagasse a equacdo da onda
imagem a sua profundidade correta. Portanto, através de uma adaptagdo do algoritmo de Go-
dunov (REA), construimos um esquema de VF para a equagdo da onda imagem que é conver-
gente (ver Capitulo 5). Apesar de 6bvio, constatamos que hd um acréscimo no tempo computa-
cional em relagdo ao método de DF pois fazemos o cdlculo das médias em cada iteracdo do

algoritmo, (ver Secao 5.5).



Capitulo 4

Esquemas de diferencas fi nitas implicitos

Além da abordagem pelo método de VF, exposta no Capitulo 3, tentamos solucionar os
problemas numéricos que aparecem ao propagarmos uma imagem sismica através de esquemas
de DF implementados explicitamente, como detalhado em Schleicher et al. (2004a,b), usando
esquemas de DF implementados implicitamente.

Para isso, dividimos nossos estudos desse capitulo em duas partes onde em cada uma delas
trabalhamos com aproximacdes implicitas de forma diferente. Na primeira, utilizamos os ja
estudados esquemas avancado em v e z e avangado em v e atrasado em z (Schleicher et al.,
2004a,b), mas agora implementados de maneira implicita pois, no trabalho citado, estes s
foram resolvidos explicitamente. Na segunda forma, foi feita uma aproximacdo avaliada no
centro da célula pois esta forma de aproximagao gerou bons resultados quando aplicada a remi-
gracao no tempo, conforme demonstrado no trabalho realizado por Fomel (2003).

Nas secdes seguintes fazemos um estudo de cada uma dessas aproximagdes onde os respec-

tivos experimentos numéricos estdo descritos no Capitulo 5.

4.1 Esquemas implicitos convencionais

Agora, queremos implementar implicitamente os esquemas de DF utilizados anteriormente,

1.e., o avancado em v e z e o avancado em v e atrasado em 2z, para que possamos compara-

20
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los com estes mesmos quando estes sdao implementados de maneira explicita, como foi feito
em Schleicher et al. (2004a,b). Estes esquemas foram implentados de maneira explicita pois
foi observado que condi¢des de contorno adicionais poderiam ser tomadas nulas facilitando a
implementagao.

Porém, quando tais esquemas sdo considerados explicitos aparecem alguns efeitos indese-
jados na propagacdo da onda imagem (1.1), como, por exemplo, a dispersdo numérica. Entdo,
o motivo de uma implementacao implicita desses esquemas é que queremos fazer com que nao
seja necessdrio criar condi¢cdes de contorno adicionais tentando evitar assim que tais efeitos

indesejados aparecam na propagacao.

4.1.1 Desenvolvimento

Considerando uma malha de pontos no espago (z, z,v), como definida no capitulo ante-
rior, montamos os esquemas de DF implicitos. Para as derivadas segundas espaciais p,. € p..,
usamos a aproximagdes de quarta ordem como a representada pela equagdo (3.5).

Os esquemas escolhidos para a derivada mista foram os mesmos do capitulo anterior e de
Schleicher et al. (2004a,b). No que segue, consideramos esses esquemas, escritos de forma a

simplificar a identificacdo de um esquema implicito na velocidade de migracao,

Avancado em v e z

Lo l+1 +1 l l l l
lun[prr—t,n - prrtn—&—l] - _ﬁpm,n—2 + 16ﬁpm,n—1 — QD _2n + 1604pm_17n

—[30(04 + ﬁ) - :U’ln]pfn,n + 16ap£n+l7n - Oéplm—i-ln + (166 - /"Lil)p577,7n+1 - 6pfn,n+2 ) (41)
Avancado em v e atrasado em 2

— [P = Pt ] = =By + (168 + )Pl oy — aph s, + 160ph, 1,

—[30(a + B) + Mln]pfn,n + 16@pﬁn+17n - Ofp£n+27n + 16ﬁpfnm+1 - ﬁpfn,n-ﬂ , (42)

onde a = 1/(12A2?), 8 = 1/(12A2%) e pl, = v/ (2,AzAv) .
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Como podemos observar, estes esquemas de DF sdao esquemas implicitos na velocidade.
Porém, para acelerar os testes numéricos foram tratados como esquemas explicitos em Schlei-
cher et al. (2004a,b).

Para estes casos, também esperamos um aumento no custo computacional pois, apesar de
esquemas implicitos possuirem em geral matrizes esparsas, temos que resolver sistemas lineares
de grande porte (muito comum em sismica) que, geralmente, € mais caro que uma implemen-

tacdo explicita.

4.1.2 Implementacao
Esquema avancadoem v e z

A implementagdo implicita do método de DF avancada em v e z foi feita de duas formas
diferentes. Em ambas as formas utilizamos a discretizacio dada pela equagdo (4.1). A diferenca
entre as duas formas estd na ordem de execugdo e, portanto, na forma das matrizes de iteracao.
No primeiro caso, para montarmos tais matrizes, fixamos a varidvel x e variamos z, no segundo
caso fixamos z e variamos . Fizemos isto pois, a0 implementarmos o primeiro caso vimos que
a propagacdo da onda imagem estava sofrendo uma dispersdao numérica muito grande. Assim,
mediante este fato e estudos anteriores do método explicito, a constru¢ao das matrizes de ite-
racdo foi realizada utilizando a segunda forma, pois quando implementamos a forma explicita
deste caso em Schleicher et al. (2004a), fixando z e variando z, obtivemos melhores resultados
conforme descritos no Capitulo 5.

Para fins de implementagdo, escrevemos a equagdo (4.1) na forma matricial, Alul! = o',
onde u'"! representa o vetor a ser determinado a cada passo, i.e., ulT! = [pff{j, Pty phL T,
e onde ' representa o vetor conhecido no lado direito da equacgio (4.1). Observamos que, tanto
a matriz A’ quanto o vetor b' precisam ser atualizados a cada iteracdio do algoritmo, ou seja, a

cada passo da velocidade. Para o caso de z fixo e z variando, a matriz A' correspondente do

esquema (4.1) tem a forma



CAPITULO 4. ESQUEMAS DE DIFERENCAS FINITAS IMPLICITOS 23

H1 —H7
Ho  —Ho
Al _ M3 —H3

l l
Hpz1 —Hpz—1

l
ILLTLZ
onde u! = v;/(2,AzAv). Aqui € no restante do texto, espagos em branco em uma matriz
representam elementos nulos. Em decorréncia das condi¢des de contorno necessdrias para o

problema, implementamos este algoritmo por blocos, i.e., a cada passo da velocidade resolve-

mos cada um dos sistemas abaixo

Bloco1: Alult! = Ell 4+ Dul + Cul =t
Bloco2: Al = Dul + Ell + Dul + Culy = b,
BlOCOSj = 3,..., nx—2: Alué-—’_l = Cué,_2 + Dué’—l + El'lLé + DU;_’_l + CUé-_i_Q _ bé

+1
nr—1

= Cul, s+ Dul, o+ FEl, + Dul, =1

nr—1

Bloco nx—1: Alu

. L+l _ ! l Ll _ p
Bloconx: A'w.'' = Cu,, o+ Du,, + E'u,, =1b

nr

onde o vetor bé» representa a forma do vetor b’ para o bloco j, que é construido a partir das
matrizes C, D e E' e do dado inicial U}. Aqui, supomos que os dados iniciais possam ser

escritos da seguinte forma matricial,

l l

! !
Pipx P12 P13 " Pine
! ! ! ol
P21 P22 P23 P2z
I _ I ! ! !
Uo=1 phy Pio Phs = Phoe |- (4.3)
! ! ! ol
pnw,l pnm,2 pnm,?) pnw,nz
! Lo R o - Tl
onde o vetor u; = |p;i,Pjo,---,Pjn,| representa a j-ésima linha transposta da matriz Uy,

j =1,...,nx, com nx sendo o nimero de elementos de x. Portanto, resolvemos nz sistemas
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lineares em cada passo de v;. Usando a notagdo [, para a matriz identidade nz X nz, as matrizes

do lado direito sdo dadas por
C=-al,, D =16a 1, e
dy ey B

163 dy ¢ —p
-6 163 dy e -8

E'=
_6 166 dlnz—2 6512—2 _6
_6 16ﬁ dlnz—l efmz—l
-4 168 d,
onde d\ = pl —30(a + f3), €k = 163 — pul, parai = 1,2,...,nz, com nz sendo o nimero de

elementos de z. As matrizes A', C, D e E! possuem dimensdo nz X nz. Observamos que a
. 1 . . . ~
matriz ' precisa ser atualizada a cada passo enquanto as matrizes C' e D sdo constantes durante
a execug¢ao do algoritmo.
Ja para o caso de fixar a varidvel z e variar x, encontramos uma desvantagem na imple-
mentacdo, porém, os resultados obtidos se mostraram melhores que no caso anterior. Esta
desvantagem foi o fato de ndo conseguirmos representar a matriz de iteracdo de uma maneira

tao simples e fécil de resolver como no caso onde fixamos a varidvel x. Neste caso, a forma

matricial do esquema (4.1) é Alul™ + Blultl = b, onde u.™ representa o vetor uit! =
T
41 1+1 141 _
[pm’i,pm_u7 ce D1y } ,parat =nz,..., 1.

As matrizes envolvidas para este caso, sdao similares as do caso anterior. Porém, a imple-
mentacdo s6 € possivel se resolvermos o sistema linear de tras para frente. Usando a notagdo [,

para a matriz identidade nz X nx, as matrizes do lado esquerdo, para este caso, sao
l l ! !
Ay =y Ly B = —p; I,

onde ut = v;/(2,A2Av) . Aqui, além das matrizes Al e B! serem atualizadas a cada passo da

velocidade de propagagao [, estas também sdo diferentes em cada bloco ¢. Ou seja, ainda por
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causa das condicdes de contorno necessdrias para o problema, implementamos este algoritmo
por blocos, s6 que, neste caso, resolvendo os blocos de trds para frente, i.e., a cada passo da
velocidade resolvemos cada um dos sistemas abaixo
Bloconz: Al ulf'=Cul, .+ Dul, ,+E ul, =¥,
Bloconz—1: Al Wl + B ultt=Cul o+ Dul ,+ E !
+Fy.-
Blocosi=nz—2,.,3: Alu™ + Blult] = Cul_,+ Dul_, + Elul + Flul,, + Cul , = b,
Bloco 2: AL ub™ + Bl ub™ = Dul + Ebub + Fluk + Cul, = b}

Bloco 1: A} v + Bl ub™ = Elul + Flub + Cul = b, |

nz—1

lu bnz 1

onde o vetor b} representa a forma do vetor b’ para o bloco 7, que é construido a partir das ma-
. I gl 1Tl ! ! !
trizes C, D, E; e F e do dado inicial Uj representado por (4.3). O vetor u; = Py, i P15 - - -5
T C . . . .
pi,;| representa a i-ésima coluna invertida da matriz U} (i = nz,...,1), com nz sendo o
nimero de elementos de z. Portanto, resolvemos nz sistemas lineares em cada passo de v. As

matrizes do lado direito sdo dadas por
C=-p1,, D=1631, , Fl = (168 — ub) I, e

d 16a —a

—a 16a d' 16a —«

El =
—a 16a d 16a -«
—a 16a  di 16«
—a 16a  d
onde i =nz, ..., 1. Logo, as matrizes E! e F! também devem ser atualizadas em cada iteragdo

do algoritmo, assim como sdo diferentes em cada bloco a ser resolvido. As matrizes acima
possuem dimensao nx X nzx.

Quando implementamos este tltimo algoritmo, com z fixo, obtemos uma propagacdo da
onda imagem com a dispersdo numérica reduzida em comparacdo ao caso para x fixo. Ape-

sar de termos obtido um resultado convergente, foi observado que os resultados obtidos para
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esta implementacdo sdo muito similares aos obtidos para com a implementacdo explicita. Os

resultados obtidos estdo descritos no Capitulo 5.

Esquema avancado em v e atrasado em 2

Consideracdes correspondentes se aplicam ao caso deste esquema. Verifica-se que as ma-

trizes envolvidas ficam muito semelhantes. Por isso, ndo ha necessidade de explicita-las aqui.

4.2 Esquema avaliado no centro da célula

Nesta se¢do, estudamos uma aproximacao alternativa de DF implicita a qual identificamos
como esquema avaliado no centro da célula. Este tipo de aproximagao foi sugerido e estudado
por Fomel (2003) para o caso de remigracdo no tempo e mostrou um bom desempenho naquele
caso.

Esta nova aproximacao, diferentemente das aproximagdes de DF vistas neste trabalho, faz
a discretizacao da onda imagem (1.1) nos centros das células da malha ao invés de discretizd-la
nos vértices desta.

Nas subse¢des seguintes, descrevemos detalhadamente este esquema assim como sua im-
plementacgdo e sua respectiva andlise numérica. Ao contrario dos esquemas estudados na Secao

4.1, este esquema nao pode ser implementado de forma explicita.

4.2.1 Desenvolvimento

Para montar o esquema de DF avaliado no centro da célula, para a equacdo da onda imagem,
consideramos uma malha de pontos no espaco (x, z, v) conforme descrito no Capitulo 3.

Porém, para este esquema, nossa discretizagdo ¢ feita no ponto (2, 2+1/2, Vi+1/2), OU seja,

Pz =0. (4.4)

No entanto, 0 ponto (Z,,, Z,+1 /2, Vi1 /2) ndo é um ponto da malha, portanto, aproximamos o

campo p neste ponto pela média aritmética dos seus valores nos 4 pontos dos vértices da célula
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(mn,l+1) (mn+1,1+1)
Pany D
N N
(mn+1/2,1+1/2)
X
Py D
N I
(m,n,l) (m,n+1,1)

Figura 4.1: Aproximagao do ponto (2., zn41/2, Vi+1/2)-

(veja Figura 4.1). Logo, para as derivadas segunda em relacdo a x e z, temos

I+3 1 I ! 141 1+1
Pzx mon+d =1 [px:c m,n + Dax m,n+1 + Dax m,n + Dax m,n—i—l} )
4.5)
I+3 1 I ! I+1 1+1
D2z m,n—&—% -1 [ 2z \m,n + D2z m,n+1 + D2z m,n + D2z mm—i—l} .

Para a derivada mista p,., fazemos entdo uma aproximac¢do avaliada no centro da célula da
seguinte forma

+1 1

1
mnts  AzAv

[Pl bt = Pt = Pt + D] - (4.6)

DPuz

E, para o termo que multiplica p,,., fazemos uma média linear nos dois niveis [, [ +1en,n+ 1,
1.e.,

i (uptw)/2 vptu 2o+ Av
Mt T (Zpg1 +20)/2 Zngi+ Zn 220 + Az

z

4.7)

Agora, podemos substituir as aproximacdes de (4.5), (4.6) e (4.7) na equacao (4.4) e chegar
na seguinte equacao, quando isolamos os termos do nivel [ 4+ 1 do lado esquerdo e os do nivel

do lado direito,

e

I+1

+1 I+1
mm T Paz |mpt1 T P2z mn T Pzz

+1 l I+1 I+1 _
m,n+1 + kn (pm,n—H - pm,n)} -

(4.8)
o Dz s B (Phn = Panin)]

- {pmm fn,n + Pz fn,n-q-l + P2z
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onde

. 4(2u; + Av)

" (22, + Az)AzAY 49)

Na equagdo (4.8), falta ainda discretizar cada um dos termos de derivadas segunda em x e
z. Assim, para essas derivadas espaciais, usamos as aproximacoes de segunda ordem descritas

abaixo (veja, por exemplo, Strikwerda, 1989; Thomas, 1995)

) plm—l—l,n - 2pfn,n +pfn—1,n

l ~ 52
Pzz myn = 55,2}9 - Ax2
e (4.10)
l ~ 5(2) . plm,n+1 B 2pfn,n +pfn,n—1
Pzz \mmn =~ 0220 = A2 :

Nesta implementacao, reduzimos a ordem das aproximacdes das derivadas segundas para faci-
litar as contas.
As aproximagdes (4.10) sdo entdo substituidas na equacao (4.8). Logo, apds algumas sim-

plificacdes algébricas, chegamos em

I+1 I+1 0+1 I+1 I+1
ﬁpm,n—l + apm—l,n + :unpm,n + apm—i—lm + apm—l,n+l
U l+1 I+1 I+1 _ l l [
+Vnpm7n+1 + apm-i—l,n—‘rl + ﬁpm7n+2 - [ﬁpmm—l + Ofpm—l,n + Vnpmm

+aplm+1,n + O‘pfn—1,n+1 + :ufmplm,n—l-l + aplm+1,n+1 + ﬁpfn,n—l-2:| , (4.11)

onde a = 1/Ax?, B =1/A2% pl = -kl —2a — Bev =kl —2a — 3.

A partir da discretizacdo acima, observamos que o esquema sé pode ser resolvido implici-
tamente. Logo, os trabalhos computacionais tornam-se mais complicados e custosos que nos
casos onde podemos considerar o esquema como sendo explicito, através de condicdes adi-
cionais de contorno.

A seguir, fazemos uma andlise numérica deste esquema, assim como uma discussao a res-
peito de como este pode ser implementado. O resultado numérico deste esquema estd apresen-

tado no Capitulo 5.
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4.2.2 Consisténcia

Nesta secdo, estudamos a consisténcia do esquema avaliado no centro da célula. Sabe-
mos que um esquema de DF é consistente com a equacdo diferencial parcial, se para qualquer
fun¢do suave ¢(z, z,v), a diferenca entre o operador diferencial e o discretizado em um ponto

(Zm, 2n, v1), aplicados a esta fungdo, tende a zero quando Az, Az e Av tendem a zero, i.e.,
Lo— L2 — 0, quando Az, Az, Av — 0, (4.12)

onde L2¢ = L2 ¢ + L2 ¢ + L2 ¢ representa o operador discretizado do operador

_ 9,9 v
C0x2 0 022 z0vwdz

L

Para verificarmos se o esquema citado na secdo anterior é consistente, consideramos as
séries de Taylor de ordem conveniente para determinar seu operador discretizado.
Primeiramente, consideramos a aproximacao para p,., no centro da célula dada pela primeira

expressao da equacao (4.5), s6 que agora aplicada a fungdo suave ¢, ou seja,

Lo 2 2 2
£0,6= 7 (0030 fn + 8220 nin + 030100 + 02010 ]
onde podemos substituir a primeira expressao da equacao (4.10) em cada um dos seus termos e

chegar em

1
EmAz¢ = A9 { fn—i—l,n - 2¢fﬂ,n + ¢fv@—1,n + Qslrr—t—ll—l,n - 2(?5;; + qﬁfg—ll,n + (rblm-l-l,n—&-l

4 A2
_2¢£n7n+1 + gbfn—l,n-&-l + ¢£:L_-il-l7n+1 - 2¢£7—;11+1 + gbf?i_il,n-‘rl} . (413)

Agora, para cada um dos termos da equacdo acima, fazemos uma expansio em série de
Taylor na varidvel v em torno de v = v, /5. Para facilitar as contas, tomamos esses termos aos
pares para que alguns termos se cancelem entre si. Assim, para o primeiro e o quarto termo de

(4.13), temos

I+1 Av? I+1
(bv)m—il,n + T((bvv)m—ﬁl,n + O(AU3> )
I+1 Av, 4l Av? 1+1
itin = Gmirat o Gdntrn + =g (Gulniia + O(B?).

l+3 &(
2

l
¢m+1,n - m+1ln



CAPITULO 4. ESQUEMAS DE DIFERENCAS FINITAS IMPLICITOS 30

Logo, a soma desses termos fornece

I+ AU2 I+1
¢fn+1,n + gblr:—ll—l,n = 2¢m—ﬁl n 4 (vav)m—ﬁlm + O(AU3) . (414)

Agora, para o segundo e o quinto termo de (4.13), temos

~2¢,, = —2[ fi%—@( Biss: A—”(cbw)”?w(m )] ,
“2fh = -2 |dihe St St o)
e, portanto,
(gl o) = —dgnE— Av? (%) +O(AVY) . (4.15)

Similarmente, podemos fazer para os demais termos da equacgdo (4.13) e encontrar

Av? 1
m—1,n ¢£7—7’,_117n = 2¢er—‘:21 n - (¢vv)lrr—:,_—21,n + O(AU3) ) (416)
! A I+3 3

m—+1,n+1 + ¢m+1 n+1 = 2¢m+1 n+1 + — (¢vv)m+1,n+1 + O(AU ) 9 (417)
1+1 A 1+1

_2( m,n+1 + ¢£7—7’,_11+1) = _4¢n—;721+1 - —(vav)n—:?ﬂ-l + O(AUS) ) (418)
! Av? 1+1

it O i = 2000+ S (Gt O(AY) . (@419)

Agora, expandimos 0s novos termos acima, (4.14) até (4.19), em série de Taylor na varidvel
z em torno de 2z = z,,1/2. Novamente, para facilitar as contas, agrupamos os termos aos pares

para que alguns termos se cancelem entre si. Iniciando com a expansdo da soma (4.14), temos

141 Az, a4l Az? I+1
m+1 n T stvﬁln = [¢m-ﬁ1,n+% - 7(¢Z>m—i1,n+% + T(¢zz)mj1 nti +0(A7° )]

o)t Az((P0 T AR (ot )
Wimtints 9\ 9u20z mAlntd 8 \0v?0z? mt1n43

+(’)(Az3)] + O(AV?)

Av

e, para a soma (4.17), temos

1l Az I+1 +1
gzsfn+1,n+1 + ¢fvﬂrlm+1 =2 [¢m—il,n+% T 7(¢z)mf1,n+ (¢zz)mj1 n+% + O(AZ )1
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1 AZ a3¢ l+% AZQ a4¢ l+%
(¢vv> i 1+ T g
mtlnts 2\ Ov2dz mAind 8 \0v?0z? mt1,n41

+O(Az3)] +O(A®) .

av?

Portanto, somando as duas igualdades acima, obtemos

I+1 I+1
m+l n ¢m+1 n + ¢m+l n+1 + ¢m+1 n+l —

Av? 1+1 AU2A22< Mo )H%
m—+1 n+2

I+3 Az I+3
4¢m-ﬁ1,n+% + T(¢22)mjl,n+% + T(qsm’)m-i-lm-i-% + 16 Ov20 22

+O(AV?) + O(AZ%) . (4.20)
Similarmente, para os outros termos, obtemos

(¢m n + ¢l+l + ¢m n+1 + (/]557—7’,_114-1) =

I+1 1+1 1+1 AvZAZ? 04qb
_8¢m,i+% - AZ2 (¢zz)m,i+% - AU2(¢vv)m,?L+% - (
m +%

8 02022
+O(AV?) + O(AZ?) 4.21)

+1 l I+1
m—1,n + (Zsrr—t 1n + (/bm—l,n—l-l + (Zsm—l,n—&—l =

Az? 1+1 Av? I+1 AviAZ? [ 9% o
T(¢Zz)m—1,n+§ + T(Cbuu)m Ll 16 902022 -
2

+O(AV) + O(AZ?) . (4.22)

I+3
4¢m—1,n+% +

Agora, expandimos as equagdes (4.20) e (4.22) em x e em torno de x,, € as somamos.
A partir daqui, omitimos o ponto no qual estamos pois todos os termos do lado direito das

igualdades ja estdo no ponto (&, Zn11/2, Vi+1/2). Expandindo a equagdo (4.20), temos

+1 l I+1 _
m+l n + ¢m+1,n + ¢m+l7n+1 + (Zsm—l—l,n—&-l -

Ax? Ax? Azx? 04qb
4l¢+m¢x+ g Yus T g Gune T

Az? Po Az 0'¢ Ax® ¢ Azt 0%¢ 5
+T l@z * Axaz’?@x + 2 022022 * 6 02203 * 24 022024 +O(A7)

+ O(AZY)
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32
Av? 3o Ax? ¢ Axd Po Azt 0%
=Y Ag®
' l¢””+A dvor T 2 avar T 6 o | 21 avart T 0BT
AVAZ2 | 0% Po Ax? 0% Ax® 079
* 16 lwaﬁ +Ax8028z28x 2 002022022 + 6 Ov20z%20x3

Ax?t Bo 5 3 3
* 24 Ov20220z4 +0(Ax )1 +0(Av") +0(A27),

e a equagao (4.22),

+1 l I+1
m—1n + ani_ 1n + ¢m—l7n+1 + ¢m—l7n+1 =

AJ,’Q Amg A]}4 84¢
Az Po A2 ' At Po Art ;
+T [Qszz - Al’ﬁzgax + 9 022022 - 6 022055 + o4 922071 —+ O(AZL’ )
Av? a3¢ Ax2 a4¢ Ax3 65¢ Axt aﬁ(b .
+T l¢vv - xaUQal' + 2 902022 - 6 002013 + U Dv2OA + O(ACL’ )
+A1)2Az2 a4¢ N 65(;5 . Ax? 66(;5 B A a7¢
16 2022 xaﬂ@ﬁ@x 2 2022012 6 002022073

Azt 03¢ 5 3 3
+ 51 90202008 + O(Ax )] + O(Av®) + O(Az7) .

Fazendo a soma, temos

I+1 l I+1
m+1 n ¢m+1 n + ¢m+1 n+1 + m+1 n+1 + ¢m—1,n + ¢m—1,n + ¢

1n+1+¢m 1n+1 -

24 ot IAL2 a4 AL 9F
86+ 4Ax ¢m+ 8¢+A ¢ZZ Az Ax® 0%¢ Az2Ax* 0°¢

3 Oxt 2 0z20x? 24 0z%20x4
AviA2? 94 AviAxt 95¢ AVvEAZ?E 94
2
FAV G + 2 Ov?0x? 24 Ov?0xt 8  Jv?0z?
+A02A22Ax2 ¢ N AVEPAZZ A 03¢
16 002022022 192 0v20220x4
+O(AL%) + O(AV?) + O(AZ?) . (4.23)

Portanto, somamos as equacdes (4.21) e (4.23) e obtemos

I+1 l I+1 I+1 l I+1
m+l n + ¢m+1 n + ¢m+l n+1 + ¢m+1,n+l + ¢m 1n + ¢ + ¢m—1,n+l + ¢

m—1n m—1n+1
_2(¢m n + ¢l+1 + ¢m n+1 + qblrr—t;—&—l) =

Azt d'¢  AZAx® 0'¢  AZ2Axt 9%
2
AAT Pre + 3 Ort + 2 02%20x? 24 0220x2*
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Av?Az? ¢ N Av?Azt 0% N AvVPAZ2Az? 9%
2 Ov20x? 24 Ov20x* 16 002022022
AVAZ2Azt 03¢ 5 5 5
+ 192 50292200 + O(Az°) + O(Av°) + O(Az?)
= 4AZ% P, + O(Az?) + O(AVPAZ?) + O(AZ2AL?) + O(AVP A AL?) .

Aqui, utilizamos que os termos de ordem menor que Az? também cancelam nos termos ndo
explicitados de ordem Av? e Az3.

Logo, voltando para a equacgdo (4.13), temos
o A2 A2 0*¢ AZ2Az? 959 N Av? 94¢
o 12 Ot 8 022012 96  0z220z% 8 Jv20z?
AviAz? 959 Av2AZ2 05 AVPAZ2Az? 03¢
9%  Ov20z? * 64  O0v20z20x? * 768 0020220zt
+O(AZ?) + O(AV?) + O(AZ?)

= e + O(AZ?) + O(AZ?) + O(AV?) . (4.24)

Na seqii€ncia, consideremos a aproximacgao para p,, no centro da célula dada pela segunda

expressao da equacdo (4.5) novamente para uma funcio suave ¢, ou seja,

1
Eﬁqu - Z [Qszz

I+1 I+1
m,n + ¢ZZ ] )

l
m,n+1 + (/bZZ m,n+1

l
m,n + ¢ZZ

onde podemos substituir a segunda expressao da equacgao (4.10) em cada um dos seus termos e

chegar em

1
EzAzQS - [Qslm,n—&-l - 2¢lm,n + (/bfn,n—l + Qslm,n—&-2 - 2¢fn,n+1 + (Zslm,n

4N 22
I+1 +1 I+1 +1 +1 +1
+¢m,n+l - 2¢m7n + ¢m,n—l + ¢m7n+2 - 2¢m7n+1 + ¢m7n} )
1 ! [ 4 +1 I+1 +1 4
- [_ m,n+1 ~ Pm,n + ¢m,n—1 - ¢m,n+1 - (/bm,n + ¢m,n—1 + ¢m,n+2

AN 22
o] (4.25)

Agora, para cada um dos termos da equacdo acima, fazemos uma expansio em série de
Taylor em torno de v; /2. Para facilitar as contas, agrupamos esses termos aos pares para que

alguns termos se cancelem entre si. Expandindo o primeiro e o quarto da equacao (4.25), temos

+1 Av 1+1 Av? I+1
- lmm—i—l = —Ommi1 T+ o (Do)mni1 — T(%u)m,iﬂ + O(AV?)

2
I+1 Av 1+1 Av? +1
_qbi:;t—kl = - m,Y2L+1 - T(va)mﬂzl-i-l - T(gﬁvv)mﬂ%-{-l + O(A/Ug) )
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que somando, obtemos

! I+1 I+3 Av? I+3 3

“¥Ymunt+1l T ¢m n+l — 2¢m n+1 T(¢vv)m,n+l + O(AU ) . (426)
Similarmente, para os demais termos, temos
gl = UL = —20uE - —(%)”2 +O(Av?) (4.27)
! A 1+1
in,n_l FOih = 2t S (Gu)ma + O(AY), (4.28)
I+1 I+3 Av? I+3 3

m,n+2 + ¢m n+2 T 2¢m n+2 4 (¢Uv)m,n+2 + O(AU ) : (429)

Assim, podemos expandir os novos termos acima em série de Taylor em 2z em torno de
2 = Zpy1/2 € novamente trabalhar aos pares. Por comodidade, vamos negligenciar os indices

nas novas expressoes pois todas sdo feitas no ponto (z,,, z,41 /25 Vi1 /2). Para (4.26) e (4.27),

temos
Az? Az Azt 9
l+1 = =< =a<c vy 5
Av? Az 03¢ A2 9 Az ¢ Azt 9%
4 lqu, + 2 20z + 8 0v20z2 + 48 Ov20z3 + 384 OvZ0z4

+O(Az5)] + O(Av?)

A2 A Az 84925

g 0= g O T g g T O )1

& 3o A2 0% B A2 Po N Azt 9%
2 Ov20z 8 v20z2 48 0v20z3 384 Ov20z*

G- ol =20 - G0+

_A_v l% _

+(’)(Az5)] + O(Av?) .

Agora, somando as expressdes acima, temos

A2 Ao Av?
I+1 l+1 A _ B
mn+l ¢mn+1 ¢ 4¢ 2 ¢zz 96 624 2 ¢vv
AUQAZ 84¢ AVEIAZY 959
— — AZ° Av®) . (4.
16 w2022 768 OvZ0z4 +O(Az") + O(Av7) (4.30)

Similarmente, para as equacoes (4.28) e (4.29), chegamos em

9AZ? 9AZ3 27TAz 04 ¢

= = i 5

3Az
fn,n—l_}_(ﬁf;—,;—l = 2 ¢—T¢z+
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+A_1)2 s _3Az 3o 9AZ? 9¢ _9Az3 P
v 2 20z 8 2022 16 Ov20z3

27TAZY 95¢ 5 3
123 90297 + O(Az )] + O(Av?) ,
3Az 9A 22 9A 3 2TAZ* 04
[ I+1 _ it il 5
m,n+2 + ¢m,n+2 = 2 lgﬁ + 2 ¢z + ] ¢zz + 16 ¢zzz + 128 924 + O(AZ )
+A_v2 bot 3Az P 9AZ? 9 IAZ ¢
4 v 2 0v20z 8 0v20z2 16 002023
27TAZY 0% s 5
198 90204 + O(Az )1 + O(Av?) .

Logo, a soma das duas expressdes acima €

9Az? 2TAZY 04 Av?
l +1 l I+1 _
¢m,n—l + ¢m7n—1 + ¢m,n+2 + ¢m7n+2 - 4¢ + 2 ¢ZZ + 32 94 + 2 ¢UU

+9A02Az2 [30) N 2TAVEAZY 95
16 0v20z? 256  Ov?0z4
+O(AZ%) + O(Av?) . 4.31)

Portanto, somando as equacdes (4.30) e (4.31), temos

mn+1 (/bfqi_alm+1 - ¢l+1 + ¢, mon— 1+¢f;f,1b—1 + ¢, n+2+¢fii+2
5Az* 94 AU2AZ [30) 5AVEAZY 9%
Az° Av?
6 024 2 0v?02? - 48  Ov?0z4 +0(Az") + O(AV)
= AN, + O(AZY) + O(AVPAZ?) + O(AV) .

4A22¢zz +

Observamos, novamente, que o termo de ordem Av® nessa expansdo também é multiplicado
por Az? se considerarmos mais termos.
Voltando para a equacgdo (4.25), temos
2% = 6t S5AZ2 0% Av? 0*¢ n 5AVEAZ 9%
24 024 8 02022 192 00?024
= ..+ O(AZ%) + O(Av?) . (4.32)

+ O(AZ) + O(AV?) |

Por fim, consideramos a expressdo dada pela equacgdo (4.6), junto com a expressao (4.7), e

aplicamos o operador £ a uma fungio suave ¢, ou seja,

21}1 + Av
(22, + Az)AzAv

Lo¢= (D1 = Ghnnss = Shh + D] - (4.33)
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Para esta expressdo, também fazemos a expansdo em séries de Taylor em cada um dos seus
quatro termos, primeiramente em torno de v = v/, trabalhando ainda aos pares dos termos
da equacio (4.33). Inicialmente, expandimos o primeiro e o segundo termo de (4.33)

+3 Av? +1

I+1 I+
" " m,n+1 + = 48 (¢vvv)m,n+1

¢£7—"’b_,11+1 = ¢m n+1 + (¢v)m n+1 + (vav)

Avt (9¢\ 3
+@ <w> + O(AU5) s

m,n+1
I+ I+ I+1 Av3 I+
- in,n—i—l = - m,721+1 + 7(¢U)m,%+1 - ?(Qﬁvv)m,i—&-l 48 (¢vvv)m n+1
At (84¢>l+2
- | = + O(Av5) .
384 \ Ov?t —_—
Agora, somando estas duas igualdades, temos
L1 . I+1 Av? I+1 5
¢m,n+1 — Pmant1 — AU(¢v)m,n+l + ﬂ(gﬁvvv)m,n—s—l + O(AU ) . (434)

Similarmente, temos para os dois tltimos termos da equacgao (4.33)

L = Au(d)E — A Y (Gl + 0(809) (4.35)

Agora, expandimos as equagoes (4.34) e (4.35), em torno de z,1/2, € obtemos
A A2 B¢ A2 D Azt Do
I+1 — A =~
mont1 ~ m”“ ! lqbv - 2 Doz T 8 Ovdz?> 48 0vwdz3 = 384 Jvozt
5 Av? Az 3 0) A2 D¢ A2 95
+O(A2 )] * 24 l%w—i_ 2 0v30z * 8 v30z? * 48 0v30z3
a2 70
384 Jv30z4

+ O(Az‘r’)} + O(AV)
A A2 Py A2 9'¢ A 09
l+1 — - —
—Om +¢mn = —Av lﬁﬁv 2 Doz + 8 Jvdz? 48 Ovdz3 384 Jvdz*
Az a4¢ AZ2 65¢ AZ3 66¢
5 /v =< _
—|—O(AZ )1 o [Qsmw 2 60302 + S 8113622 48 av?;aZS
axt 5
384 Jv30z*

+ O(AZS)] + O(AV)

os quais, quando somamos, fornecem

AvAZ 9 AvdAz 0*¢
I+1 . l+l —
Drinit = P = O T O = AvAZ0 + o a5
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Av3AZS 05
576  Ov30z3
= AvAz¢,. + O(AvAZY) + O(AvPAZ) . (4.36)

+ O(AZ°%) + O(AV°)

Novamente, observamos que os termos representados por O(Az%) e O(Av®), se expandidos,
sdo multiplicados por Av e Az, respectivamente.

Portanto, voltando para a equacgdo (4.33), chegamos em

2y — 2u; + Av s +Az2 0o +AU2 0 Av2AZ? 95¢
R 22 4 Az [T 24 9vdz3 T 24 02003 576  Ov30z3
+O(AZ") + O(AY)] | (4.37)
N 21}1 + AU 2 2
= 22n+Az¢>m + O(Av") + O(Az7) .
(4.38)

De acordo com a equacgao (4.12), concluimos que o esquema centrado no centro da célula é

consistente de ordem 2 em z, z € v com a equagdo diferencial parcial da onda imagem, ou seja,

A v Az2 0% A2 0Y¢ AZ2Ax? 0%
Lo =L79 = bt ot ;bvz - {(bm * 12 Ozt * 8 0220x? * 96  0z20x*
+A1)2 a0 N AviAz? 95 n AVEAZ2 0%
8 Ov20x? 96  Ov20z* 64  0v20z20x2
AVAZ2AZ? 0% o+ 5AZ2 0% Av? 9
768 0v20z20x* . 24 024 8 v20z?
+5AU2A22 9% 2u; + Av [gb N A2 9 AV 0
192 002024 2z, + Az |77 24 OvOz3 24 0203
AvEAZE 9%
576 Ov30z3
= O(AZ?) + O(AZ?*) +O0(Av?) — 0,

] + O(Az®) + O(AZ?) + O(Av3)}

quando Az, Az, Av — 0.

4.2.3 Estabilidade

Baseado no critério de estabilidade de von Neumann (Strikwerda, 1989; Thomas, 1995),

podemos verificar a estabilidade do esquema centrado no centro da célula estudado nesta secao,
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i.e., substituimos na equacao discretizada (4.11) a seguinte expressao
pfnm — é—leimszmeinszz7 (439)

onde k, e k, sdo as freqiiéncias espaciais (i.e., nimeros de ondas) em x e z, respectivamente, e

¢ é chamado de fator de amplificagdo. Depois verificamos se a condi¢ao
§l<1 (4.40)

¢ satisfeita. Se esta desigualdade for verdadeira dizemos que o esquema de DF é estavel.
Consideremos inicialmente o lado esquerdo (LE) da equacao (4.11). Quando substituimos
a expressdo de (4.39) em cada um dos seus termos e dividimos por esta mesma expressao,

obtemos
LE = 5 {ﬁe—zez + ae—zez + Mfm + aezez + ae—zezezez + qulezez + aezezezez + 562202} :

onde yl = —k! — 20— 3, v\ =kl —2a— 3 e kI ¢éodado pelaequagio (4.9). Logo,

LE = ¢ _ﬁe‘wz + ae W — sz1 — 20 — B+ aels + qe=eil= 1 kﬁbewz — 20! — Bet?-
+aefeeifs 4 3 61202}

= ¢ :_ﬁ(ewz _ e—iez) + a(eiez + e—iez) + aewz(eiez + e—iez) + kifl(eigz —1)
—2a(e" + 1) + B(e™ — 1)]

= ¢ :—5% sin @, 4 2acos O, (e + 1) — 2a(e™ + 1) + KL (¥ — 1) + B(e'= — 1)]

= ¢[-p2isin0. + 20(e™ + 1)(cos O, — 1) + k(e — 1) + B —1)] .
Dai, separando a parte real da parte imagindria, temos

LE = ¢ [QQ(COS 0, — 1)(cosf, + 1) + k. (cos 0, — 1) + B(cos 20, — 1)}

+1 {[kil — 20 4 2a(cos b, — 1)]siné, + Fsin QGZ} .

Trabalhamos agora com as partes real e imagindria separadamente. Usamos as seguintes re-
lacdes trigonométricas

6

0 = 1—2sin®~
COS Slnz,
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sinf) = QSin—cos§ ,
0 0 0
sin?§ = 4sin® 3~ 4 sin* 5= 4 sin? 3 (1 — sin? 5) ,
e obtemos
5 0y 6. 0, .
r1 = Re(LE) = 2a< 2 sin? 2) <2—2s1n 2) +/<:l ( i 25 +6 2s1n292)
0. 6. . o 0. 0. 0.
= —8asin? ) (1 — sin? E) — 2kl sin? 5 = 83 sin? 5 (1 — sin? 5 )
0. 0, 0, Kkt 0,
= —8asin? >+ 8 sin” ) [a sin? 5 - Z" . (1 — sin? 5)] (4.41)
e

ro = Im(LE) = [kfl—2ﬁ+2a< 2 sin? %)128111%008%-}-25&119 cosf,

[ 5 0y 6. 0, 6. 0, 6.
= 2_1{ — 23 — 4arsin® 5]51n50055+45s1n50085<1—2sm 5)
8% z 92 . 92 . 92 92
= 2|kl — 4asin? E] sin 5 0S5 83 sin’ 5 Sin - cos —
! 0, 0., 0,
= 8 Z" — acsin? = — @sin® ] sin 5 Cos 5 - (4.42)

Para o lado direito (LD) da equagdo (4.11) as contas sd@o muito similares. Vejamos os cél-

culos para este caso
LD = — [ﬁe_wz +ae P L kL — 20 — B+ ae 4 e — |l e — 206 — Bei
+aeifeeits 4 3 62‘202}
= — [—522' sinf, + 2a(cosf, — 1)(e + 1) — kL (e — 1) + B(e™* — 1)] :
que, separando a parte real da parte imagindria, fornece
LD = — {[204(005 0, — 1)(cosf, + 1) — k! (cos 0, — 1) + B(cos 20, — 1)]
+i {[—kf1 — 20+ 2a(cosf, — 1)]sin6, + Fsin QHZ}} :

Utilizando as relagdes trigonométricas vistas anteriormente, chegamos nas seguintes expressoes

para as partes real e imagindria do lado direito de (4.11)

) 0 0, K. N
— - _)_ in2 2% in2 22 272 4 M _ ol
s1 = Re(LD) { 8asin 5 + 8sin 5 o sin 5 + 1 15} <1 sin? 5 )] } (4.43)
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e
kl 955 97; . 92’ 02
sy =Im(LD) = — {8 l_f — asin? 5 - (3 sin? 51 sin - cos 5} . (444
Portanto, podemos expressar £ da seguinte forma
g= 102 (4.45)
1+ 1

(2

onde, usando a notagio 7, = sin® 5 €1, = sin %, temos

—am, + 1. [oms + 5 — B (1 —n.)| +i [~ — an, — Bn.] sin % cos &

—— [am— B 5]+ [ —am, ] sn cons
_ o/t fome %_5(1 — )|+ [_% o = | ot (4.46)
—ane /0. + [ome — % = B(1—n.)| +i % — an, — Bn.] cot &
Logo,
P = [ ang/n. + an, + 5 — B(1 - nz)r; [(—% — any — an) cot %r |
[—Oﬁh/ﬁz +am, — 5 — (1 - 772)] + [(% — Q) — 6772) cot %}
Agora, seja a = —an, — (31),. Observando que (1/n, — 1) = cot?f, /2, temos
P = —ame/n. — B+ oy + B, + ﬁr +[(—% — an, — fn.) cot %r
[—ama/n. — B+ am, + pn. — 5]+ [(% — an, — Bn.) cot %]
_ fafme—ar 5] (e —) 5]
o e B (e ) ot 5]
a(1/n = 1)+ 5]+ [(a ) cor 5]
[ =) = B+ (a5 cot 5]
ocot + 4]+ [(o = %) cor ]
" e H] (o ) oot ]
a?cot* & + 208 cot2 % + (%) + a?cot? % — 208 cot2 % + (%) cot? &

4
3 3
) + a2 cot? 9—2 + 2a7” cot? % + (%) cot? %z

2 ootd Oz 9,k 12 02 kL
a® cot™ 3 2a4cot2+4
2 2
k! k!
a? cot? %z + (7”) + a? cot? %z + (7”) cot? 2 5
— — 1
kL) 2 kL) 2 ‘
a? cot? %z + (f) + a2 cot? %z + (T") cot? 9
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Ou seja, o esquema € incondicionalmente estdvel.

O fato deste esquema ser incondicionamente estavel € de extrema importancia pois nos diz
que a convergéncia do método é independente do tamanho do passo dado na velocidade de
propagacdo. Também, que podemos usar este esquema tanto para crescer como decrescer na
velocidade.

E importante observar neste contexto que, o fato do esquema ser incondicionalmente es-
tavel ndo implica que um passo Av, de tamanho arbitrario, possa ser usado na sua realizacdo
numérica. O tamanho do passo Av ainda tem influéncia na qualidade da aproximagao realizada,
mesmo o esquema sendo estdvel. Um efeito que pode degradar a qualidade da aproximacao nu-
mérica em fun¢do do tamanho do passo Av € a dispersdo numérica dos esquemas, apresentada

na préxima sec¢ao.

4.2.4 Dispersao

Primeiramente, estudamos o efeito de dispersao no exemplo da propagacdo de uma onda no
tempo. Ou seja, na propagacdo sem dispersao € de se esperar que um pulso de onda deslocado
para (z1, z1), no tempo t;, tenha as mesmas propriedades que possuia na sua posi¢ao original
(20, 20), nO tempo t. E de nosso interesse que a onda imagem se comporte desta maneira
quando propagada por meio de um esquema numérico. Assim, como mencionado anterior-
mente, € de se esperar que um pulso de onda f(x, z, t) no tempo ¢, e no tempo t; = to+At sejam
iguais, a ndo ser pelo seu deslocamento. Com isso esperamos que f(zo, 2o, to) = f (21, 21, t1)-

E conhecido que podemos obter a transformada de Fourier no dominio das freqgiiéncias

espaciais para cada uma das fungdes acima. As suas inversas sdo dadas por

2
1 0 <IN . .
f(xOJ 20, tO) - <— / / f(kxa kza tO)ekamOQZkzzodkmdkz
2 —o00 J—00
e 4.47)

2
1 [ee) [ RN . .
f(.??l, Zl,tl) = <\/—2_7r> /_ ‘/_ f(k’x, kz7tl)62kleelk221dkzdkz ’

onde supomos que a funcdo f satisfaca todas as condi¢des necessarias para que estas transfor-

madas existam.
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Ax (Xl’Zl)

(X() ’Zo)

Figura 4.2: Visualizacdo da distancia de propagacao.

Como queremos a igualdade das func¢des e sabemos que a transformacgao de Fourier € tnica,

concluimos que os argumentos da integrais devem ser iguais, isto €,

F kg, oy to)eFem0eiham0 — f(E k. #))ehamrethen (4.48)
de onde, com t; =ty + At, x1 = 29 + Ax e 21 = 29 + Az, temos que

Fllen, oty + At) = e7iheBatheda) £k 10) (4.49)

Para uma melhor compreensao deste resultado, mostramos a expressao acima de uma forma
diferente. Consideramos, entdo d o deslocamento que o pulso de onda teve do tempo ¢ para ¢,

assim temos

d=/(Az)? + (A2)? = aAt (4.50)

onde a € a velocidade de progagacao da onda.

Da Figura 4.2, temos
d= Axcos + Azsinb , 4.51)
do qual, ao considerarmos k, = kcosf e k, = ksin 0, isto €, k* = k2 + k2, chegamos em

kAx + k,Az = k(Az cos @ + Azsin) = kd = kaAt . (4.52)



CAPITULO 4. ESQUEMAS DE DIFERENCAS FINITAS IMPLICITOS 43

Logo, da equacdo (4.49),
flka, by to + At) = e 8 f(ky ke to) - (4.53)

Portanto, queremos que um esquema de diferencas finitas realize esta propagacao no tempo,
isto €, multiplique a transformada de Fourier do campo de onda a cada passo por um fator de
multiplica¢do igual a e~**Af_ Ou, em traduc@o ao nosso problema, queremos que um esquema
de diferencas finitas da equacdo da onda imagem multiplique a transformada de Fourier do

ikaAv

campo de onda a cada passo por e , onde a € a velocidade de propagacdo a ser realizada

pela equacdo da onda imagem. Em outras palavras, queremos que
P(ke, koyv + Av) = e *2%(ky Ky, v) (4.54)

Mas isso quase nunca acontece, pois sempre hd perda de energia na propaga¢do da onda ou as
velocidades de ondas de diferentes freqii€ncias sdo distintas, quando propagadas pelo esquema
de diferencgas finitas.

O que pretendemos entdo é determinar quéo boa é a aproximacio para o termo e~ ***A? que
o esquema de DF realiza. Para isso, consideramos um passo no esquema de diferencas finitas

no dominio das freqiiéncias espaciais k, e k.. Temos que o esquema realiza o cdlculo de p" ! a

partir de p". Em simbolos,
prtt = E(kAx, k,Az)p" | (4.55)

onde ¢ € o chamado fator de amplificacdo do esquema.
Comparamos a equacdo (4.55) com a equagao (4.53) para enfatizarmos suas similaridades.

Para tal, escrevemos 5 como
E(ky Az, k,A2) = |E(ky Az, k,AZ)| e A (4.56)

onde ¢ é fungdo de Az e Az, bem como k, e k., e é chamada de velocidade de fase realizada
pelo esquema. Observamos, pela comparacdo das equacdes (4.53) e (4.55), que um esquema

ideal seria aquele que realizasse a propagacgdo com || = 1 e ¢ = a.
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Em outras palavras, se c¢(Az, Az, k,, k,) for igual a a para todos k. e k., entdo ondas propa-
gariam com a velocidade correta e sem dispers@do numérica, mas isto ndo acontece para quase
nenhum esquema de diferencas finitas para equacgdes diferenciais hiperbdlicas exceto em casos
triviais. O fendmeno de ondas de diferentes freqii€ncias propagando com diferentes velocidades
do que corresponderia a equagdo diferencial é chamada de dispersdo numérica.

Para estudar a dispersdo numérica, precisamos encontrar a fungdo c¢(Ax, Az, k,, k,) que
aproxima a velocidade de propagacdo a da equagdo da onda imagem. Para isso, usamos o ja
encontrado fator de amplificacdo £ dado pela equagdo (4.45), onde aqui o representamos por

¢ = s1+isy (81714 som2) (8911 — 8179)
1+ iy r? + 13 r? + 13

, (4.57)

onde 1, 79, S1 € Sg, sd0 dados pelas equacgdes (4.41), (4.42), (4.43) e (4.44), respectivamente.

Logo, para determinar a velocidade de fase, escrevemos
¢ = [€le A, (4.58)

onde a velocidade de fase ¢ é funcdo de Az e Az, bem como k, e k..
Por andlise de nimeros complexos temos que o argumento da exponencial € dado pelo arco-

tangente da parte imagindria dividida pela parte real, isto €,

(4.59)

SoT1 — S1T°
arg £ = —kcAv = arctan (M) .

S$1T1 + Sara

Para encontrarmos uma aproximagao interpretdvel para a velocidade de fase c(Ax, Az, k., k),
desenvolvemos a equagdo (4.59) em séries de Taylor de quarta ordem em Av e de terceira nos
incrementos espaciais Az e Az usando o software Mathematica e depois dividimos o resultado

por —kAw. Assim, encontramos

kz, E52A0% klz, Ax® k(K2 + 2k?)2,A%2

C ~ —_ — J—

kv 12k3v3 12k.vk 12u,k
]{34A2 ]{52]€2 2]{32A2k‘3 3A2
L Z;k%;) SIRZAT L o(avt) + 0(Az%) + O(A=Y), (4.60)
z Yl

onde k? = k2 + k2. Observa-se que o efeito da dispersdo é maior para as freqiiéncias mais altas,

ou seja, quanto maior o valor de £ maior a dispersao deste esquema.
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Na aproximacdo para c, o primeiro termo ndo depende de Az e Av. Este representa a
velocidade de fase realizada pela propria equacio da onda imagem. Observa-se, ainda, que este
termo depende de k e k., isto €, a propria equagdo diferencial causa dispersdo na propagacao
da onda imagem. Este efeito ndo pode ser reduzido pela escolha dos valores de Az e Av
convenientes.

Os demais termos dependem dos incrementos em z, z, € v € descrevem a dispersdao numé-
rica. Uma vez que estes termos dependem nio s6 de k., k, e k, mas também de z, e v;, ndo
€ possivel reduzir a dispersdo numérica em todo o dominio por uma escolha inteligente de Av
em fungido de Az e Az.

Como ndo podemos reduzir o efeito da dispersdo com uma escolha inteligente dos incre-
mentos em z, z, € v, fazemos uma andlise da equacdo (4.60) de maneira a tentar avaliar seus
efeitos na solu¢do numérica. Primeiramente, observamos que os trés termos com sinal negativo
sdo os termos que mais influenciam para a dispersao numérica, ja que o ultimo termo, que é
positivo, € de ordem maior. Desta forma, tentamos encontrar condi¢des sobre Az, Az e Av que
reduzam ao maximo a influéncia destes termos sobre a velocidade de fase ¢ da equacdo da onda
imagem. Para isso, fazemos com que cada um desses termos seja muito menor que o primeiro
termo que € a velocidade de fase realizada pela propria equacdo. Assim, chegamos a condicao

que os incrementos em z, 2 € v devem satisfazer

12 k. 12 k 12 k
<<u AZE<<\/7 Az <« vi2

K2z, k2 ) ko K2+ 2k2

Portanto, concluimos que, para o esquema avaliado no centro da célula, a escolha dos in-

Av

(4.61)

crementos espaciais € muito importante como critério para reduzir a dispersao numérica, apesar
deste esquema ser incondicionalmente estavel.

Para fins praticos, analizamos consideragdes que podem ser feitas em relagdo as freqiiéncias
espaciais. Inicialmente, consideramos %k, < k., ou seja, podemos negligenciar k, na equacao

(4.60), chegando em

zn  KEAV23 KEAZ?z,  KRAZZA0?ZE
c & = — —
Uy 120} 6v; 24v}

(4.62)
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Logo, ao observamos os trés tltimos termos da equacdo acima, concluimos que a velocidade de
propagacao € reduzida quando os dados iniciais possuem maior quantidade de altas freqii€ncias,
ja que o ultimo termo, apesar de positivo, possui ordem em Az e Av maior que nos termos
negativos. Portanto, a dispersdo deste esquema possui uma forte dependéncia nos nimeros de
onda, ou seja, quanto maior a quantidade de altas freqiiéncias, para este esquema, mais lenta a
propagacdo da respectiva onda e, conseqiientemente, maior a dispersao numérica.

Outra consideracdo feita é quando k, =~ k., onde chegamos em

Zn k2 Av?23 E2Az?2, k2AZ2z,
O RN o R i R Lt
Uy 3v; 24v, 8,
k2 Az Av?3 kA2 Av?23

+V2 +V2

24v} 8uvj ’ (463)
onde podemos ver que a argumentacao para este caso € similar ao caso anterior pois somente
subtraimos um termo com o fator Az? e somamos outro menor com o fator Az?Av?® em rela¢io
a0 caso anterior, mesmo tento o fator v/2 nos termos. Em outras palavras, mesmo para dados

com os numeros de freqiiéncias proporcionais na horizontal e na vertical o esquema considerado

¢ dispersivo e sua dependéncia da freqii€ncia é, ainda, muito forte.

4.2.5 Dissipacao

Quando o fator de amplificagdo de um esquema tem um moédulo menor que um (veja
equacgdo (4.56)), perde-se amplitude do campo propagado a cada passo. Neste caso, fala-se

de dissipacdo numérica.

Na Sec¢@o 4.2.3, observamos que, para o esquema em questio, |{| = 1. Portanto, o esquema
(4.11) ndo apresenta dissipacdo. Observa-se, porém, que a sua realizacdo computacional pode,
por erro numérico, possuir um £ com médulo diferente de 1. Se este £ numérico tiver um médulo
menor que 1, temos uma pequena dissipag¢do. Por outro lado, caso que o & numérico possuir

um moédulo maior do que 1, a realizagdo computacional do esquema apresenta instabilidades

numéricas.
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4.2.6 Implementacao

Como notado anteriormente, o esquema avaliado no centro da célula, representado pela
equacao (4.11), s6 pode ser implementado implicitamente.

Para implementar um esquema de DF implicito se faz necessario encontrar as matrizes de
iteracdo para que possamos estabelecer um sistema linear que serd resolvido em cada iteragdo
do algoritmo.

A partir do esquema discretizado (4.11), montamos as matrizes de iteracdo para resolver o
problema de propagar a equacdo da onda imagem. Porém, mediante observacdes anteriores,
resolvemos montar as matrizes de iteracdo fixando z e variando x , como € comumente feito em
problemas geofisicos. Com isso, conseguimos montar um sistema linear que pode ser escrito

da seguinte forma
AU = BlUt. (4.64)

As estruturas das matrizes A' e B! e do vetor U' estdo mostradas no Apéndice D.

Logo, o algoritmo se resume em resolver o sistema linear acima a partir de um dado de
entrada U, que é fornecido previamente e que consiste de uma se¢iio sismica migrada com
uma velocidade a principio incorreta.

Um dos problemas encontrados para resolver o sistema linear acima, foi o fato de que as
matrizes de iteracdo dependem da velocidade de propagacdo. Assim, € necessdrio que estas
matrizes sejam atualizadas a cada iteragcao do algoritmo ja que este é feito em funcdo da veloci-
dade de propagacao, por motivos de defini¢do da equacdo da onda imagem. LLogo, quanto maior
forem as dimensdes do problema, torna-se mais dificil a resolucdo do sistema linear (4.64), pois
as matrizes A' e B!, apesar de esparsas (ver Apéndice D), possuirdo dimensdes ainda maiores.
Por exemplo, para o caso de uma matriz de dados iniciais com dimensao 600 x 160, as matrizes
Al'e B! terdo dimensio dada por 96160 x 96160, pois quando montamos essas matrizes de itera-
¢a0 ndo conseguimos separd-las por bloco. Portanto, o trabalho computacional deste algoritmo
¢ alto porque as dimensdes das matrizes sdao, em geral, muito grande.

Uma alternativa ao problema discutido acima, foi utilizar uma mudancga de varidvel ja estu-
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dada em Munerato (2003), 0 = In (v/v). Através desta mudanga conseguimos fazer com que
a equacao da onda imagem (1.1) ndo possua mais a velocidade de propagacdo v multiplicando

o fator da derivada mista, como pode ser visto a seguir

1
Daz + D2z + ;poz =0 ) (465)

pois, quando fazemos a mudanga de varidvel o = In (v/v,), obtemos

v wvdp, wdp.do wvldp. 1
T o T 00 v zvoo 2L

onde do /0v = 1/v.

Mediante esta mudanca de varidvel e a nova equagdo para a onda imagem (4.65), con-
seguimos evitar o problema de ter que atualizar a matriz de iterag¢do a cada iteragdo do algoritmo.
Isto foi um ganho substancial na implementacdo deste esquema pois o custo computacional foi
bastante reduzido (ver Se¢do 5.5).

Esta mudanca de varidvel também foi ttil no sentido de diminuir o nimero de iteragdes que
o algoritmo precisava executar sem tal mudanca pois, se consideramos 7, € n, o nimero de

passos de v e o, respectivamente, obtemos

Umax — Umin Omax — Omin
_max  “mmn Jmax  Tmme (4.66)

Av ’ Mo = Ao

Ny =

Agora, se consideramos, por exemplo, Ac = Av/vpyy, ou seja, uma relacdo onde Ao seja

menor que Av, obtemos os seguintes cdlculos

Omax — Omin In (Umax/UO) —In (Umin/UO) ( In zﬁ?; )
— Ny,
1

Ny = = — (4.67)

Ao AfU/rUmin Vo

min

que € menor que n, sempre que Umax > Umin (veja Figura 4.3). Logo podemos concluir que
para este caso, 0 = In (v/vg), temos sempre menos passos que para v, isto quer dizer que
quando fazemos esta mudanca de varidvel estamos tendo vantagem no ponto de vista de tempo
computacional. Outras mudancas podem ser feitas, porém, ndo sdo todas que possuem esta
vantagem, como pode ser visto na Figura 4.3.

Portanto, toda a implementacao feita para este esquema foi baseada na mudanca de va-

ridvel 0 = In (v/vg). Assim, as matrizes mostradas no Apéndice D séo agora independentes
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Figura 4.3: Gréfico da relagc@o entre o nimero de passos das mudancas de varidvel em funcao
da razdo entre a maior e a menor velocidade.

da velocidade de propagacdo, pois ao invés da varidvel k! aparece no esquema em ¢ o fator
correspondente,

8

(22, + A2)AzAc0
e conseqiientemente, j, = —k, — 2o — fe v, =k, — 2a — f3.

n:

(4.68)

Como pode ser visto no Apéndice E, tal mudanga de varidvel ndo altera as propriedades de
consisténcia, estabilidade e dispersdo da equagdo da onda imagem feitas anteriormente.

Os testes numéricos para este esquema estdao descritos no Capitulo 5.



Capitulo 5

Experimentos numéricos

Esta secdo tem como objetivo comparar os resultados numéricos entre os métodos ja estu-
dados anteriormente (Schleicher et al., 2004a,b) e os métodos propostos neste trabalho para a
solucdo numérica da equacao da onda imagem (1.1).

Exemplos para a propagacdo da imagem de refletores (planos, inclinados e em meios ino-
mogéneos) pelo método de DF foram apresentados em Schleicher et al. (2004a), assim como
uma andlise dos efeitos da propagacdo quando refinamos a malha em z, pois, pelo desenvolvi-
mento tedrico, constatou-se que os efeitos de dispersdo e dissipacado tém forte dependéncia dos

nameros de onda e do tamanho da malha.

5.1 Refktor plano

Para tornar os estudos numéricos mais simples, foi simulado um experimento sismico como
descrito em Schleicher et al. (2004a,b), i.e., utilizamos um modelo simples com um refletor
plano horizontal localizado em 550 m de profundidade com dados registrados por um experi-
mento de afastamento nulo com 401 pares de fonte-receptor localizados a cada 10 m na regido
entre —2000 m e 2000 m na dire¢do =, como ilustrado na Figura 5.1. Os dados na direcdo z
foram simulados entre 10 m e 1600 m, com Az = 10 m. A velocidade de propagacdo v, no

meio, supostamente homogéneo, € de v. = 3000 m/s. Os dados de entrada para a remigracgao,

50
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Figura 5.1: Modelo de afastamento nulo para refletor plano horizontal.
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Figura 5.2: Sec¢Oes migradas na profundidade com velocidade de migracdo (a) v = 2000 m/s e

(b) v =4000 m/s.

neste caso de refletor plano, foram obtidos pela migracdo na profundidade dos dados de afas-
tamento nulo com duas velocidades de migracdo incorretas de v = 2000 m/s (Figura 5.2a) e
de v = 4000 m/s (Figura 5.2b), para que pudessem ser utilizados em testes com velocidade de
migracdo crescente ou decrescente, respectivamente.

Como podemos observar nestas figuras, o pulso do evento de reflexdo na Figura 5.2b é mais
largo do que na Figura 5.2a. Este efeito corresponde ao conhecido estiramento do pulso na
migragdo, que € proporcional a velocidade de migracdo (Tygel et al., 1994).

Entdo, utilizamos as imagens acima para testar a implementacdo dos métodos estudados

neste trabalho. Com esses dados migrados podemos utilizar incrementos positivos e negativos
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na velocidade, ou seja, para o dado da esquerda (Figura 5.2a) queremos sair de uma velocidade
baixa e aumentar até atingir a velocidade correta, ja para o segundo dado (Figura 5.2b) queremos
partir de uma velocidade alta para podermos diminuir a velocidade até atingir a velocidade

correta, que neste caso € menor que a velocidade usada na migracdo inicial.

5.2 Meétodo de volumes fi nitos

Esquema avancadoem v e 2

A sec@o migrada na profundidade incorretamente com velocidade baixa, Figura 5.2a, foi
entdo remigrada utilizando para evolucdo o esquema avangado em v e z. Como condicdo para
o método de VF, resolvemos a equacgdo (3.1) para a malha finita do modelo descrito acima.
Assim, constatou-se que os dados iniciais para a remigracdo na profundidade para o método
em questdo sdo simplesmente as médias dos pontos da malha discreta. , Entdo, esta média foi
feita em todo o dominio. Nos pontos onde ndo temos informacdo dos quatro pontos (borda)
fizemos a média utilizando somente dois pontos, ou seja, consideramos os valores nos outros
dois pontos como iguais.

Do estudo tedrico para 0 método de DF deste esquema (Schleicher et al., 2004a,b), sabemos
que este s6 é condicionalmente estavel para passos de velocidade positivos, Av > 0. Assim,
utilizando um incremento na velocidade que satisfaca a condi¢do de estabilidade, Av =2 m/s,
obtemos a Figura 5.3 que representa a propagacdao da imagem do refletor plano através do
método de DF (esquerda) e do método de VF (direita).

Em virtude dos ruidos que aparecem quando implementamos este esquema na direcao cres-
cente em z (Schleicher et al., 2003a, 2004a), ou seja, ruido numérico gerado pelos dados pos-
suirem nimeros de onda maior na horizontal do que na vertical, utilizamos aqui a forma reversa
em z, i.e., implementamos a varidvel z na direcdo decrescente. Também foi necessario fazer
as médias em cada iteracdo em dois sentidos, um contrdrio ao outro, pois o deslocamento da
média realiza uma propagacdo maior do que a da propria equacao, i.e., se utilizamos somente a

média em um s6 sentido, esta ndo permite a convergéncia do método (Capitulo 2).
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Figura 5.3: Imagem do refletor plano remigrado com velocidades: (a) v = 2320 m/s, (b)
v = 2680 m/s e (c) v = 3000 m/s, para o esquema avangado em v e z. Esquerda: Método

de diferencgas finitas explicito. Direita: Método de volumes finitos.
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As partes (a), (b) e (c) da Figura 5.3 representam imagens intermedidrias da propagagao
da onda imagem para velocidades v = 2320 m/s, v = 2680 m/s e v = 3000 m/s, respectiva-
mente, a Ultima sendo a velocidade do meio correta. Observamos que a imagem do refletor nas
Figuras 5.3c é remigrada para a profundidade correta de 550 m em ambos 0s casos.

A observacao principal € em relagdo ao estiramento do pulso que pode ser observado em
ambas as propagac¢oes na Figura 5.3. Na propagacdo do método de DF (esquerda) ja sabemos
que o estiramento acontece por dois motivos. O primeiro € o estiramento do pulso convencional
devido a migracdo na profundidade (Tygel et al., 1994), como observado na Figura 5.2. O
segundo, que causa o estiramento adicional, € a dispersdao numérica que foi discutida tedrica e
numericamente em Schleicher et al. (2004a).

Na propagacgdo obtida pelo método de VF, Figura 5.3 (direita), observamos que o estira-
mento do pulso € maior ainda do que no método de DF, logo, além dos dois motivos discutidos
anteriormente, existe um terceiro motivo que causa tal estiramento. Este € devido ao fato de
o método de VF fazer a média a cada iteracdo do algoritmo, ou seja, esta média causa uma
dispersdo adicional.

Assim, concluimos que o método de VF ndo nos ajuda a solucionar o problema com relacao
a dispersdo causada pelo ja estudado método de DF. Em contrapartida, nos incentiva a pensar
em um estudo futuro com relagcdo a uma possivel aplicacdo de um operador “anti-média” para,
ao invés de aumentar, diminuir o estiramento observado no método de DF.

Convém ressaltar que, o método de VF também possui um tempo computacional maior do
que o método de DF pois, adicionalmente ao passo de propagacdo, necessita fazer as médias a
cada iteracdo na velocidade, ou seja, o tempo computacional vai aumentar proporcionalmente

ao tamanho da secdo sismica a ser remigrada (ver Tabela 5.1, Secao 5.5).

Esquema avancado em v e atrasado em 2

A se¢do migrada na profundidade incorretamente com velocidade alta, Figura 5.2b, foi entdo
remigrada utilizando o esquema avancado em v e atrasado em z. Também do estudo tedrico para

este esquema (Schleicher et al., 2003a, 2004a), sabemos que este s6 € condicionalmente estavel
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Figura 5.4: Imagem do refletor plano remigrado com velocidades: (a) v = 3680 m/s, (b)
v = 3320 m/s e (¢) v = 3000 m/s, para o esquema avangado em v e atrasado em z. Esquerda:

Método de diferencas finitas explicito. Direita: Método de volumes finitos.
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para passos de velocidade negativos, Av < 0. Assim, utilizando um incremento na velocidade
que satisfaga a condicdo de estabilidade, Av = —1 m/s, obtemos a Figura 5.4 que representa a
propagacdo da imagem do refletor plano através do método de DF (esquerda) e do método de
VF (direita).

Para este caso avangado em v e atrasado em z, os ruidos ndo aparecem quando implemen-
tamos o esquema da forma direta e sim, ao contrario do que foi observado para o esquema
avancado em v e z, aparecem na implementacdo reversa de z (Schleicher et al., 2003a, 2004a).
Portanto, utilizamos aqui a forma direta em z, i.e., implementamos a varidvel z na forma cres-
cente. Também aqui fizemos as médias em sentido alternado, ja que independe do método
utilizado para que a média ndo introduza uma propagagdo adicional.

As partes (a), (b) e (c) da Figura 5.4 representam imagens intermedidrias da propagacao
da onda imagem para velocidades v = 3680 m/s, v = 3320 m/s e v = 3000 m/s, respectiva-
mente, a tltima sendo a velocidade do meio correta. Observamos que a imagem do refletor nas
Figuras 5.4c também sdo remigradas para a profundidade correta de 550 m em ambos 0s casos.

Neste caso, a observacdo em relagdo ao estiramento do pulso na propagacio € similar ao
discutido para o caso avancado em v e z, ou seja, o método de VF ndo € ttil como forma de
resolver o problema do estiramento causado na propagacdo do método de DF pois possui um

estiramento ainda maior do que neste método.

5.3 Esquemas implicitos convencionais

Como o método de volumes finitos ndo ajudou no propdsito desta disserta¢do, que € a re-
ducdo da dispers@o numérica na realizacdo computacional de propagacdo da onda imagem,

acrescentamos um estudo de esquemas implicitos com a mesma finalidade.

Esquema avancadoem v e z

A partir da Figura 5.2a, foi feita a remigracio através da equagdo da onda imagem para o

método de DF implicito na velocidade de migracdo. Aqui utilizamos também, um passo na
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velocidade que satisfaca a condi¢do de estabilidade observada em Schleicher et al. (2004a),
Av = 2m/s.

Utilizando a iteracdo fixando ora a varidvel x e ora a varidvel z, obtemos as Figuras 5.5
e 5.6, respectivamente. Estas foram colocadas ao lado da propagacao obtida pelo método de DF
explicito (Schleicher et al., 2004a), para que possamos compara-las com os resultados deste.

Como podemos observar na Figura 5.5 (direita), existe uma forte dispersao numérica na
propagacdo da onda imagem usando esta implementacdo. Esta dispersdo € bem maior do que
a observada na propagacdo da Figura 5.5 (esquerda), obtida pelo método explicito. Ela ndo sé
estica o pulso, como nos exemplos anteriores, mas faz com que o pulso se desfaca totalmente.
Podemos até ver que as freqii€ncias baixas propagam para cima enquanto as freqiiéncias altas
propagam para baixo. Esta dispersdo acontece quando montamos a matriz de iteracdo fixando
a variavel z e variando z.

Quanto a Figura 5.6 (esquerda), observamos que o esquema utilizado propagou a imagem
do refletor a profundidade correta, assim como o método explicito. Esta foi obtida fazendo
a varfavel z ser fixa e x varidvel na montagem da matriz de iteracdo do método implicito.
A observacgdo principal para este caso € o fato das imagens serem praticamente idénticas, nas
velocidades correspondentes. Em outras palavras, ndo ha vantagem na implementagdo implicita
deste esquema, uma vez que resultados iguais podem ser obtidos pela implementagdo explicita

que € computacionalmente menos custosa (ver Tabela 5.1, Se¢do 5.5).

5.4 Esquema implicito avaliado no centro da célula

Nesta secdo, estudamos numericamente o esquema implicito avaliado no centro da célula
para que pudessemos compard-lo com os outros esquemas citados neste trabalho. Isto se faz
necessario pois procuramos um esquema que, na propagacao da onda imagem, ndo seja tao
dispersivo quanto os esquemas ja estudados aqui e em Schleicher et al. (2004a,b).

A grande dificuldade na implementacdo deste esquema na forma original € o fato de preci-

sarmos atualizar as matrizes de iteracdo a cada passo do algoritmo. Porém, como foi observado



CAPITULO 5. EXPERIMENTOS NUMERICOS 58
0 0
(a)
200¢ 200t ; - :
400¢ — — 400+ E - :
= = - =
E £
o 600f o 600f ]
® ks
S 800t 2 800 ]
© ©
5 5
5 1000- 5 1000} :
[a o
1200t 1200¢ :
1400t 1400t :
1 : : : : : 1 : : ‘ : :
%00 2000 —1000 0 1000 2000 3000 ®%®oo —2000 —1000 0 1000 2000 3000
Distancia (m) Distancia (m)
0 0
A —. )
200¢ 200t :
- -
_ 400f o - 400} | —————— 1
E e £ —
o 600f o 600f ]
® ks
S 800t S 800 ]
© ©
5 5
5 1000- 5 1000} :
[a o
1200¢ 1200t :
1400t 1400t :
1 : : : : : 1 : : ‘ : :
%00 2000 —1000 0 1000 2000 3000 ®®oo —2000 —1000 0 1000 2000 3000
Distancia (m) Distancia (m)
0 0
e (©
2000 2000 — |
_ 400f 4 . __ 400¢ A — :
E L —— £ - =
o 600f 1 o 600f ]
® ks
S 800t 2 800 ]
© ©
5 5
5 1000- 5 1000} :
[a o
1200¢ 1200t :
1400t 1400t :
1 : : : : : 1 : : ‘ : :
%00 2000 —1000 0 1000 2000 3000 ®%®oo —2000 —1000 0 1000 2000 3000
Distancia (m) Distancia (m)
Figura 5.5: Imagem do refletor plano remigrado com velocidades: (a) v = 2320 m/s, (b)

v = 2680 m/s e (c) v = 3000 m/s, para o esquema avangado em v e z. Esquerda: Método

de diferencgas finitas explicito. Direita: Método de diferencas finitas implicito fixando x.
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Figura 5.6: Imagem do refletor plano remigrado com velocidades: (a) v = 2320 m/s, (b)
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no Capitulo 4 - Secdo 4.2.6, sugerimos uma mudanca de varidvel na equacio da onda imagem
tal que esta dificuldade ndo mais ocorra. Portanto, a equacdo implementada aqui foi a equacao
(4.65), na qual foi feita a mudanga de variavel o = In (v/vy), ou seja, resolvemos o sistema

linear
AUH—l _ BUZ

onde A, B e U' tém as formas como mostrado no Apéndice D, s6 que A e B sem a dependéncia
em /.

Para o nosso caso, do modelo do refletor plano, utilizamos a secdo migrada dada pela Fi-
gura 5.2a para fazermos a remigracao da onda imagem pelo método implicito centrado no centro
da célula. Para isso, escolhemos o passo Ao = 0.002 (adimensional). Ja que o esquema € in-
condicionalmente estdvel, a escolha foi aleatéria de modo que o numero de passos ndo ficou
muito grande. O resultado desta remigragao estd ilustrado na Figura 5.7 (direita).

Como podemos observar nesta figura, existe uma forte dispersao quando fazemos a propa-
gacdo com este esquema em comparagao com o ja visto esquema explicito avangado em v e z,
Figura 5.7 (esquerda). Isto se deve ao fato dos dados utilizados para a remigracdo apresentarem
um grande conteddo de alta freqiiéncia. Observamos, novamente, o efeito de freqii€ncias altas e
baixas propagarem em direcdes diferentes (agora altas para cima e baixas para baixo). Este re-
sultado coincide com a observagao tedrica de que a dispersao deste esquema serd maior quanto
maiores forem as freqiiéncias espaciais na profundidade, k..

Vimos na equacdo (4.60) que o primeiro termo da dispersdo numérica depende de Av?. Para
observar e tentar reduzir o efeito da dispersdo deste caso, inicialmente, variamos o tamanho do
passo na velocidade de propagacio o, ou seja, fizemos Ao = 0.04, Ao = 0.005, Ao = 0.001,
Ao = 0.0005, Ac = 0.0001 e Ac = 0.00005. Para cada um destes valores de Ao, foi
feita a remigracdo da onda imagem, onde selecionamos, dentre cada propagacdo, a imagem
correspondente a velocidade correta do meio, v = 3000 m/s, como ilustrado na Figura 5.8.
Nesta, observamos que ndo ha uma reducdo na dispersdo numérica quando variamos o valor
de Ao, mesmo tendo uma redugdo do Ao por um fator de 800. Logo, para esta tentativa

ndo obtivemos €xito, somente um acréscimo significativo no tempo computacional, o que nao
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v~ 2680 m/s e (c) v ~ 3000 m/s. Esquerda: Método de diferencas finitas explicito. Direita:

Método de diferencas finitas implicito centrado no centro da célula.
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¢ aconselhavel pela similaridade dos resultados. Concluimos que o termo em Awv? contribui
pouco para a dispersao numeérica.

Outra alternativa para reduzir o efeito da dispersdo, foi diminuir os incrementos espaciais ao
invés do incremento da velocidade, i.e., utilizamos agora os mesmos dados anteriores, porém
com a migracdo feita tendo os incrementos espaciais Ax e Az iguais a 5 m, ¢ nao mais 10 m,
como era anteriormente. Na Figura 5.9, podemos ver que hd uma reducdo da dispersao numérica
quando implementamos esta caso, logo, a dispersao deste esquema esta diretamente relacionada
com 0s incrementos espaciais, ou seja, quanto menor forem esses incrementos menos dispersao
apresentard o esquema. Concluimos que os termos em Az? e Az? sdo os responsdveis pela
maior parte da dispersdo numérica. Neste caso, € intuitivo fazer os incrementos espaciais cada
vez menor, porém, isto € impraticdvel computacionalmente, pois temos que resolver sistemas
lineares de grande porte, como discutido teoricamente.

Ainda, para confirmar a conclusdo sobre a dispersdo numérica, em decorréncia do conteudo
de altas freqiiéncias nos dados a ser propagado, modelamos novos dados reduzindo a quantidade
de altas freqiiéncias, i.e., dados com o pulso duas vezes mais largo. Esta alternativa estd de
acordo com o fato observado teoricamente pois, quando usamos o pulso mais largo, estamos
diminuindo as freqiiéncias nos dados, i.e., pulsos estreitos possuem freqii€éncias maiores e assim
aumentam o efeito de dispersdo numérica quando utilizamos para a remigracdo o esquema
centrado no centro da célula. Desta forma, é possivel reduzir o efeito dos termos em Az? e
Az%, sem ter que reduzir o espacamento. A Figura 5.10 mostra o novo modelo de dados que
usamos para fazer a remigracao.

Esta figura possui as mesmas propriedades da Figura 5.2a, ou seja, a configuracdo da
aquisi¢ao de dados € a mesma, porém, o pulso da fonte € mais largo. Logo, os dados migrados
também possuem mais baixas freqiiéncias. A migracdo foi feita novamente com a velocidade
incorreta de 2000 m/s.

Assim, a partir dos dados da Figura 5.10, foi feita a remigra¢do utilizando o esquema avali-
ado no centro da célula com incrementos Az = Az = 10 m. Como podemos ver na Figura 5.11

(direita) esta propagacdo ndo apresenta dispersdo numérica muito grande, ao contrario, sua dis-
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Figura 5.8: Imagens do refletor plano, na velocidade correta do meio v = 3000 m/s, para dife-
rentes valores de Ao. A remigragao foi feita utilizando o método de diferencgas finitas implicito

centrado no centro da célula.
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Figura 5.9: Imagem do refletor plano remigrado pelo método de DF implicito centrado no centro
da célula com velocidades: (a) v ~ 2320 m/s, (b) v ~ 2680 m/s e (c) v ~ 3000 m/s. Esquerda:

incrementos espaciais Az = Az = 10 m. Direita: incrementos espaciais Az = Az = 5 m.
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Figura 5.10: Secdo migrada na profundidade com velocidade v = 2000 m/s, com contetido

maior de baixas freqiiéncias.

persdo é imperceptivel em comparagdo a remigracao feita utilizando os dados com altas fre-
qiiéncias, Figura 5.7 (direita), assim como a observada quando utilizamos os mesmos dados
migrados para fazer a remigragdo através do método de DF explicito avangado em v e z, Fi-
gura 5.11 (esquerda).

Na Figura 5.12, estabelecemos a relacdo entre os dados migrados diretamente e os dados
remigrados através do esquema centrado. Nesta, observamos que a remigragdo com este es-
quema, Figura 5.12 (esquerda), possui uma dispersdo praticamente igual aquela observada na
migragdo direta dos dados originais, Figura 5.12 (direita). Assim, podemos concluir que este
esquema € muito eficiente no sentido de evitar a dispersao quando o conteido de freqiiéncia
dos dados € baixo. Em outras palavras, a reducdo da dispersao numérica por diminuicao do
espacamento da malha é mais forte do que nos esquemas convencionais. Como anteriormente,
uma diminui¢do no incremento da velocidade de propagagdo, Ao, ndo nos mostrou vantagem
neste caso, pois os resultados sdo muito similares, assim temos entdo a vantagem de escolher
incrementos nio tao pequenos como acontece para os esquemas discutidos anteriormente.

No entanto, apesar deste esquema possuir a propriedade de ndo causar muita dispersdo nu-
mérica na propagacao da onda imagem, quando os dados contém nimeros de ondas com baixas

freqiiéncias, este esquema também pode apresentar problemas para dados com quaisquer quan-
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Figura 5.11: Imagem do refletor plano, com menor contetido de altas freqiiéncias, remigrado
com velocidades: (a) v ~ 2320 m/s, (b) v ~ 2680 m/s e (c) v ~ 3000 m/s. Esquerda: Método de
diferencas finitas explicito. Direita: Método de diferengas finitas implicito centrado no centro

da célula.
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Figura 5.12: Imagem do refletor plano, com menor contetido de altas freqiiéncias, remigrado
(esquerda) e migrado (direita) com velocidades: (a) v ~ 2320 m/s, (b) v ~ 2680 m/s e (c¢)
v ~ 3000 m/s, respectivamente. A migracao foi feita por migracdo Kirchhoff e o esquema

utilizado para remigracdo foi DF implicito centrado no centro da célula.
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tidade de nimeros de onda, pois as propriedades de dispersao deste esquema dependem mais
fortemente ainda do conteudo de freqiiéncia dos dados do que os outros aprensentados neste
trabalho e para reduzi-los, precisa-se diminuir a malha o que aumenta o custo computacional.

A principio, pelo fato deste esquema ser incondicionalmente estdvel temos a vantagem de
crescer ou decrescer na velocidade de propagacdo quando o esquema € implementado, e, com
1ss0, podemos também utilizar o modelo migrado com velocidade incorreta de 4000 m/s, como
ilustrado na Figura 5.2b, para fazer a remigracdo da onda imagem até a profundidade correta
de 550 m e conseqiientemente, até a velocidade correta de 3000 m/s. Porém, para este caso, o
algoritmo numérico ndo é executdvel pois a matriz de iteracdo gerada para resolver o sistema é
mal-condicionada e, portanto, ndo permite inversao.

Outra dificuldade observada neste esquema € o custo computacional elevado (ver Secdo 5.5)
pois se faz necessario resolver sistemas lineares de grande porte a cada iteragdo. O fato deste es-
quema s6 poder ser implementado de maneira implicita nos mostra que sempre temos matrizes
de iteracdo com dimensdes elevadas, em decorréncia dos problemas relacionados a geofisica.
E importante mencionar, neste contexto, que os problemas de demonstragio escolhidos neste

trabalho sdo de dimensao bastante reduzida em comparacao com os problemas reais.

5.5 Tempos computacionais

Nesta secao relatamos a comparagdo dos tempos computacionais que cada um dos métodos
investigados neste trabalho gastou na realiza¢do da propagacdo da onda imagem para o modelo
de um refletor plano como descrito no inicio deste capitulo, ou seja, os dados iniciais conforme
representado na Figura 5.2a, que sdo os dados contendo maior contetdo de altas freqiiéncias.
Os dados inicias estdo armazenados numa matriz de dimensdes 601 x 160, que sdo os nimeros
de pontos na horizontal (distancia x) e na vertical (profundidade z), respectivamente.

Na Tabela 5.1 estdo os tempos de execu¢do de cada um dos métodos estudados assim como
o tempo da migracdo direta dos dados por Kirchhoff. Para a migracdo direta, o tempo repre-

sentado na tabela é o tempo de se fazer uma tnica migracdo. Para os métodos investigados, o
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Método Tempo (s)
Migrac¢ao Kirchhoff 116
DF explicito 51
Volumes finitos 72
DF implicito 18700
DF centrado 3050

Tabela 5.1: Comparagdo entre os tempos computacionais.

tempo representado na tabela é o tempo de se construir aproximadamente 500 imagens pela re-
migracdo, armazenando-se somente 10 imagens. Assim, para se construir 500 imagens fazendo
a migracao direta levariamos aproximadamente 58000 s, ou seja, em todos os métodos inves-
tigados a vantagem em se fazer a remigracdo ¢ bem clara do ponto de vista computacional,
principalmente o método de DF explicito (Schleicher et al., 2003a, 2004a). Um exemplo da
vantagem de se fazer a remigracao ao invés da migra¢do é quando temos um bom chute para a
velocidade correta do meio (medida, por exemplo, através de uma rocha conhecida no interior
do subsolo) e queremos um conjunto de 20 imagens ao redor desta velocidade para podermos
fazer uma anélise de velocidade. Para isso, seria necessdrio se fazer 20 migracoes o que levaria
o tempo de 2320 s. J4 para a remigragcdo por onda imagem, usando o método de DF explicito,
seria praticamente de graca, ou seja, aproximadamente 2 s. Logo, fica claro nossa busca por um
método que ndo cause dispersdo, pois as vantagens sdo grandes em usar a remigracdo, porém
este método ndo pode ser mais caro em comparacao com a migracao direta.

Uma comparagio entre tempos para cada um dos métodos nos mostra que o método de DF
explicito é o mais aconselhdvel. O método de volumes finitos possui um tempo computacional
maior que o método de DF explicito e ainda possui maior dispersdao. O método de DF implicito
convencional é o menos aconselhdvel pois possui um tempo computacional muito maior € nao
soluciona o problema da dispersdao em relacdo ao método de DF explicito. J4 o DF centrado é
aconselhdvel quando nosso critério € ndo causar dispersao, porém sé € possivel para dados com

baixas freqii€ncias.
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Conclusoes

Neste trabalho, estudamos a chamada equagdo da onda imagem, cuja deducdo, original-
mente desenvolvida por Fomel (1994) e Hubral et al. (1996), é apresentada no Capitulo 2. O
objetivo dos nossos estudos foi a solugdo dessa equacao utilizando métodos numéricos, como,
por exemplo, os métodos de diferencas finitas, melhorando a qualidade da solu¢do numérica em
comparacao aquela alcancada em estudos anteriores Schleicher et al. (2004a). Ao utilizarmos
tais métodos, observamos alguns efeitos indesejdveis em sua propagacdo, como o efeito de
dispersao. A redugdo deste efeito foi um dos principais objetivos deste trabalho.

Assim, a primeira tentativa de solucionar o problema da dispersdo numérica, observada na
propagacdo da onda imagem quando utilizamos o método de DF explicito (Schleicher et al.,
2004a), foi implementar o método de volumes finitos, estudado no Capitulo 3. Este método nao
apresentou resultados satisfatorios apesar de convergentes, pois, além de termos a dispersao
jé estudada anteriormente, também observamos uma dispersdo causada pela média realizada
para a execu¢do do método a cada iteracdo. Esta média € o diferencial deste método em re-
lacdo ao método de DF explicito, logo temos também um aumento no custo computacional em
comparacao com o método de DF explicito.

Em decorréncia deste resultado, as outras tentativas propostas foram apresentadas no Capi-
tulo 4. Utilizamos esquemas de DF implicitos, ja que este método sé havia sido implementado

explicitamente para simplificar a implementacdo (Schleicher et al., 2004a). Inicialmente, os
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esquemas propostos foram os mesmos estudados em Schleicher et al. (2004a), sé que aqui im-
plementamos implicitamente, porém, sem resultados satisfatorios. Apesar de nao termos identi-
ficado um aumento na dispersdao numérica, também nao identificamos ganho nesse sentido, pois
a propagacdo da onda imagem para este caso apresentou os mesmos efeitos de dispersao encon-
trados no melhor caso das implementacdes explicitas. Isso demonstra que a andlise tedrica da
dispersao numérica destes esquemas vale independentemente da forma em que os esquemas
forem implementados, explicita ou implicita. Na forma implicita, observamos um aumento no
custo computacional.

Outro esquema implicito proposto no Capitulo 4, foi o centrado no centro da célula. Para
este esquema foi estudada sua consisténcia, estabilidade, dispersao e dissipacdo, de onde con-
cluimos que este € consistente, incondicionalmente estdvel e ndo dissipativo, porém, que a
dispersao tem forte dependéncia no nimero de ondas, isto é, para este caso, quanto maior a
quantidade de altas freqii€ncias mais dispersivo € este esquema. Alternativas para solucionar
este problema foram testadas, como, por exemplo, reducido dos incrementos espaciais e da ve-
locidade. No entanto, apesar deste esquema apresentar 6timos resultados para problemas con-
tendo um baixo contetdo de altas freqii€ncias, nao soluciona por completo o nosso problema,
pois significa que, dependendo do contetdo de freqiiéncia dos dados a serem migrados, pode ser
necessdria uma malha de migra¢do muito fina que implica um custo computacional do esquema
implicito muito alto.

Os resultados numéricos de cada um dos métodos estudados neste trabalho estdo ilustrados
e discutidos no Capitulo 5. A fim de comparag¢do, utilizamos um modelo com um refletor plano,
com levantamento sismico inteiro de afastamento nulo, assim como o utilizado em Schleicher
et al. (2004a).

Em conclusdo, podemos constatar os seguintes resultados deste trabalho:

* O método de VF, na sua forma mais simples, ndo € indicado para resolver os problemas
de dispersdo dos esquemas de DF. A média contida no procedimento acrescenta dispersao

adicional ao invés de reduzi-la.

* As implementagdes explicita e implicita de um mesmo esquema de DF apresentam a
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mesma dispersdo numérica. Assim, a implementacdo explicita, onde possivel, é prefe-

rivel, uma vez que possui um menor custo computacional.

* O esquema centrado no centro da célula, com espacamento da malha adequado para o
conteudo de freqiiéncia dos dados, reduz o efeito de dispersdo, porém, apresenta um

custo computacional alto.

Observamos entdo que, no ambito desta dissertagcdo, nao foi possivel apresentar uma solucao
para o problema da dispersdao numérica dos esquemas de diferencas finitas para a aproximacao
da solucdo da equacdo da onda imagem que ndo aumentasse o custo computacional proibitiva-
mente. Deve-se lembrar que, para que o método de remigracdo tenha significado pratico, deve
ser executdvel mais rapido do que uma migragdo repetida.

Devido as observacdes do efeito da média aplicada no método de volumes finitos, sugerimos
estudos de métodos baseados em conceitos de anti-média para futuras tentativas de solugdo dos

problemas considerados neste trabalho.
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Apéndice A
Equacao do envelope para onda imagem

Neste apéndice relacionamos o ponto refletor Py(xg, 2o), referente a velocidade vy, a sua
imagem, referente a velocidade v. Para tal, reconhecemos que o tempo ¢ representado nas

equacoes (2.2) e (2.3) € o mesmo. Desta forma, podemos igualar a equacao do tempo (2.1)

T=2\[A+ (s—€, (A1)

Vo

com a equacao

2
T:;\/ZQ—i—(I—f)z, (A.2)

que € a equacdo (2.3) resolvida para o tempo.

Ao igualarmos estas duas equacdes, temos a seguinte equacao
F(z,2,8) = (x —€)*+ 2% — (v/vo)?[(wo — €)* + 23] =0 . (A.3)

A condicdo para a curva envelope é

OF

o~

que define, para cada x, um valor do parametro . Aplicando esta condi¢do a equagdo (A.3),

encontramos a igualdade

2(x — &)(—1) — 2(v/vo)*(zo — &)(-1) =0,
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que pode ser resolvida para &, fornecendo

x— (v/vg)%xg

= A4
£ 1= (v/0)? (A.4)
Este, substituido na equagdo (A.3), fornece, apds solucao da expressao resultante em 2z,
- I ki A5
z (U/UO)J <0 + 1— (’U/Uo)2 ) ( . )

que € a equacdo do envelope (2.4).



Apéndice B
Equacao iconal da onda imagem

Queremos achar a equagao iconal da onda imagem para o problema de remigracao. Fazemos

entdo a substituicdo de v = V(x, z) na equagao (2.4)

(x — xg)?

= (V/uP o

z= (V/UQ)J 22+

Para simplificar a nota¢@o, usamos M (x, z) = V(x, z) /vg. Agora derivamos esta equagcdo com

respeitoarea z

[ Gm] " e [ o] )

1—M? (1 — M?2)? 1—M?

Mz —z0) [ 5  (z—20)? ~1/2 B

e [ZOJF 1— M2 =0 B2
1/2 2 2 27-1/2

o | (z— ) M=z —x0)* | 5 | (z— o) _

Mz{lzo—l— 1—M2] + (1= M2) zy + T =1. (B.3)
Da equacdo (B.3), observamos imediatamente que
1/2 2 2 27-1/2

5 (1 —mx0)? Mz —x0)* | 5 (x—x0) 1
— _ —_— = . B.4
{l20+1—M2] MG VeI CC s Ve M. B4

Da equacdo (B.1), temos a expressdo
1/2
o, (w—w)?|" 2
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que, juntamente com a equacdo (B.4), pode ser substituida na equacdo (B.2), obtendo

I M@—x)M

Esta equacdo usamos para expressar o tltimo termo desconhecido em (B.3),

M(x — xo) z M,

V__ 2= B.7
1— M? M M, ®B.7)
Agora, substituimos as equagdes (B.5) e (B.7) na equacdo (B.3) e obtemos
2 ( z Mz>2 M 1 z z M? 1
- - - = ou — + — = ,
M MM, =z M, M MM?2 M,
. T M, ..
que, ap6s multiplicacdo por — M7, torna-se a equagdo iconal para M (z, z),
z
M
M2+ M?——M,=0. (B.8)
z
Retornando para V(x,z) = woM(x,z), nds achamos a procurada equagdo iconal (2.5) da

equacgdo da onda imagem (1.1).



Apéndice C
Equacao iconal independente de F

Neste apéndice mostramos que a equagdo (2.5) representa a equagdo iconal para qualquer
equacdo diferencial de segunda ordem da forma (2.8). Para tal, calculamos as derivadas parciais
da candidata a solu¢do da equagdo da onda imagem (2.6), em relacdo as varidveis espaciais = e

z e a velocidade v. Chegamos nas expressdes abaixo

0

Pz = % = pOxf _pOf,Vx s (Cl)
02]) / 1"y 72 /
0

o = o =pof —mf'Ve (C3)
a2p / "y 72 /

Pzz = @ :p02zf - 2p02f ‘/z _'_pOf ‘/z _pOf ‘/zz 5 (C4)
15}

po= 5o=nf (C.5)

Agora, utilizando a equacdo (C.3), calculamos a derivada mista em relac@o a profundidade

e a velocidade, obtendo

a2p / "
Pzv = azav _pOZf _pOf VVZ . (C6)

Assim, podemos substituir as equagdes (C.2), (C.4) e (C.6) na equacgdo (2.8) e obter
Pozaf — 2P0z f' Ve + ]90f”V;,;2 — o f Viw
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+p0zzf - 2p0zf,‘/z + pOf”sz - pOf,‘/zz

V o
+;[p0zf, +p0f”‘/z] = F(pzapzapvapwra Z7U) = F(p0>fa f/,x,Z,U) )

onde utilizamos que as primeiras derivadas de p somente dependem de f e f’. Rearranjando os

termos, chegamos em
2 2 14 " n /
po[‘/:c +‘/z _;‘/Z]f = F(p07f7f7xaz7v) - [pOmm +p0zz]f
Vv
+[2p0:cvz - pO‘/:c:c + 2p0z‘/z - pO‘/zz + ;pOz]f/ . (C7)

Como podemos observar, o lado direito da equacdo (C.7) ndo depende da segunda derivada de

f. Portanto, concluimos que a equagao iconal
V
V2HVZ - V=0,
z

¢ associada a todas as equacdes diferenciais parciais que podem ser representadas da forma
(2.8), independentemente da forma da fungdo F'. Isto justifica a nossa escolha /' = ( para a

desejada equacdo da onda imagem (2.7).



Apéndice D
Matrizes de iteracao do esquema centrado

As matrizes de iteracio A' e B! e o vetor U! necessdrios para resolver o sistema linear, dado

pela equagdo (4.64), para um exemplo com nx = 6 € nz = 3, possuem as seguintes estruturas

b« voa B
« ,uﬁ o « 1/{ o 15}
a o« a v oa 8
« ull « Qo V{ o 16]
a [« a Vo oa B
« ull o V{ 16]
3 T vy o«
16] « //2 « « Vé «
l l
Al 15} a py a vy o«
B a ph o« a vh oa ’
16] o ulz « Qo I/é «
B a b a v
!
B B3 o
l
8 T
!
p @ pz o«
l
ﬁ (0% ,U3 6%
3 a ph o«
l
B & [y
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v a wooa B
a Vo oa a o« B
a Vo« a o« 154
a v oa a [« B
a Vo oa a o« B
a Y a b B
G vy a wy
B a vk oa a o«
o 5 o« 4 oa o« i a
B B a v o« a o oa
B a vh o oa a ph o«
s o vh oy
B Z oY
8 o v oa
B a v o«
B a Vo«
B a v o«
B a vk

AN RN Y NN RNY SN AN SRS AN SRR AN SN SR SRR SR SR S S BN o
U = (le P21 P31 Pay P51 Pe P12 P22 P32 Pa2 P52 P2 P1,3 P23 P33 Pa3 P53 p673) .

As matrizes A' e B! foram obtidas quando fazemos as varidveis z fixa e z variando. O vetor

U? é o dado de entrada do problema, o qual foi reestruturado a partir de uma matriz nx x nz.



Apéndice E

Mudanca de variavel na equacao da onda

imagem

E.1 Consisténcia

Aqui, queremos enfatizar que o fato de fazermos a mudanca de varidvel citada no Capitulo 4
nao altera as condi¢Oes de consisténcia, estabilidade e dispersdo do esquema centrado no centro
da célula.

Como podemos observar no desenvolvimento para determinar a consisténcia do esquema,
o fato de ndo haver mais a velocidade multiplicando o termo misto da equacdo diferencial da

onda imagem (4.65) ndo altera o cdlculo dos termos

LA = gu+ O(AZ?) + O(AZ?) + O(AG?) |

L0 = ¢..+ O(AZ%) +O(Ac?)

agora alterados para a varidvel o. Porém, no termo Eﬁ;’, temos a seguinte mudanca
2
L0 = —— ¢, + O(Ac?) + O(AZ?)
26 = gt O(A0?) + O(A)
que nos diz que
1
£¢_£AU¢ - ¢xw+¢zz+;¢az
— | Opa et ——— by, + O(AL? O(AZ? O(Ac? 0,
Gre+ 0us+ 5300 + O(A0) 1+ O(A) + 0(A0)| —
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quando Az, Az, Ac — 0.
Logo, o esquema continua sendo consistente de segunda ordem em x, z € o com a equacao

diferencial, mesmo tendo feito a mudanga de varidvel o = In (v/v).

E.2 Estabilidade

Em relacdo a estabilidade do esquema centrado no centro da célula, a conclusdo é a mesma
que para o caso da consisténcia, pois ao observarmos o desenvolvimento e, em particular, a
equagdo (4.45), concluimos que |£|? é igual a 1, independente do valor k', que neste caso é k,,,
como mostrado na equagao (4.68).

Portanto, o esquema em discussdo, € ainda incondicionalmente estidvel mesmo tendo feito a

mudancga de varidvel sugerida no contexto.

E.3 Dispersao numérica

Correspondentemente, concluimos, pela semelhanca do fator de amplificagdo £ dos esque-
mas em v € em o, que a dispersdo do esquema em o pode ser obtida por substituir na equacao

(4.60) Av por Ao e v; por 1.



