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Resumo

O Problema de Programac@io Matemética com Restricdes de Equilibric (MPEC)
consiste em um problema de otimizagao, onde a definicio do conjunto viavel inclui o
conjunto de solugbes de um problema de inequacOes variacionais. Também é denominada
MPEC & reformulagdo do problema como um problema de otimizagio classico, obtida
substituindo o problema variacional pelo sistema de Karush-Kuhn-Tucker associado. O

problema variacional é também chamado neste contexto problema do segundo nivel.

A resolucdo do problema MPEC é mais dificil que a dos problemas classicos de
otimizacdo. Esta dificuldade se deve basicamente & estrutura de dois niveis do problema
MPEC. Existem diversos exemplos que mostram que a regiao viavel pode ndo ser convexa,
e até mesmo desconexa. Mesmo no caso em que a trajetéria de solucoes dos problemas
do segundo nivel pode ser expressa como uma funcdo dos pardmetros, a funcdo objetivo

do primeiro nivel pode ser ndo diferencidvel.

Neste trabalho, propomos uma nova abordagem para resolver problemas de Pro-
gramaGio Matematica com Restricbes de Equilibric. Esta abordagem permite que o
problema do segundo nivel seja resolvido diretamente, sem reformulagdes nem uso de
técnicas nio diferencidveis. Para isso, utilizamos um Algoritmo de Restauracdo Inexata

baseado no trabalho de Martinez em [50].
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Apresentamos resultados tedricos e experimentos numéricoes, incluindo aplicagoes.

Palavras chave. Programacdo Matematica com Restri¢des de Equilibrio (MPEC);

Restauracio Inexata; Inequacgdes Variacionais; Problema de Trafego Urbano.
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Abstract

A Mathematical Program with Equilibrium Constraints (MPEC) is an optimization
problem, where part of the variables are constrained to be solutions of a variational
inequality problem parameterized by the other variables. The reformulation of a MPEC,
as a classical optimization problem, replacing the variational inequality problem by
corresponding the K.K.T system, is also called MPEC. In this context the variational

inequality problem is also called the second level problem.

MPEC problems are harder to solve than classical optimization problems due to
their two-level structure. These problems are non-convex, and the feasible region can

aven be a disconnected one.

The objective function of the first level is in general non-differentiable, even in the

case where the second level solutions can be expressed as a function of the parameters.

In this work, to solve Mathematical Programming Problems we use an Algorithm
of Inexact Restoration based in the work of Martinez in [50]. This approach allows to
treat the second level problem design without reformulation and we do not need any

special algorithm designed for non-differentiable optimization.

We present theoretical results and numerical experiments, including an application

in urban traffic problems.
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Key words. Mathematical Program with Equilibrium Constraints (MPEC); Ine-

xact Restoration; Variational Inequalities; Urban Traffic Problem.
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Introducao

Em diversas areas de estudo, como na teoria de jogos, na engenharia de estruturas
ou na otimizacao de desenhos de processos quimicos e economia, surgem problemas
envolvendo decisOes hierdrquicas. Eles podem ser modelados como problemas de Pro-
gramacio Matematica com Restricdes de Equilibrio (MPEC), em outras palavras, prob-
lemas de otimizacdo cujo conjunto de restrigbes engloba um problema de inequacGes

variacionals.

O problema MPEC é uma generalizacdo do problema de programacao matematica
em dois nivels, onde o problema do segundo nivel & um problema de otimizacdo. Os
problemas min-max, de otimizacao bilinear e multi-objetivo, podem ser formulados como

problemas de programacio matematica em dois niveis.

A resolucdo do problema MPEC é mais dificil que a dos problemas classicos de
otimizacio. Esta dificuldade se deve basicamente & estrutura de dois niveis do problema.
MPEC. Existem diversos exemplos que mostram que a regido viavel pode néo ser convexa

e até mesmo desconexa, e ¢ problema em geral é ndo diferenciavel.

As dificuldades citadas impedem a utilizacdio de técnicas de resolucao classicas
de programacdo matemdtica. Por causa disto diversos pesquisadores desenvolveram

algoritmos especializados para resolver casos particulares de problemas MPEC, muitas



vezes provenientes de aplicacOes especificas.

Uma outra abordagem bastante utilizada é a reformula¢io como um problema de
otimizagdo que consiste em substituir o segundo nivel pelo sistema Karush-Kuhn-Tucker

(KKT}) associado.

Um enfoque diferente foi apresentado em [18] para resolver o problema de progra-
macdo em dois nivels e nesta tese estendemos os resultados obtidos e apresentamos um
algoritmo para tratar o problema MPEC. A principal vantagem deste enfoque € a de
permitir que o problema do segundo nivel seja resolvido diretamente, sem reformulacéo,
0 que permite aproveitar melthor a sua estrutura em dois niveis. Também nfo precisamos

usar técnicas nao diferencisveis.

A ferramenta essencial é o Algoritmo de Restauracdo Inexata proposto por Martinez
({50]). Este método, desenvolvido para resolver problemas classicos de otimizagdo, tem a
caracteristica de tratar a viabilidade e a otimalidade em diferentes fases a cada iteragéao,

permitindo assim, que a estrutura de cada problema particular seja melhor explorada.

Organizamos o trabalho da seguinte forma: no Capitulo 1, descrevemos o problema
MPEC e introduzimos algumas defini¢bes. No Capitulo 2, propomos a nova abordagem
para a resolucdo do MPEC e apresentamos resultados de convergéncia. No Capitulo 3,
apresentamos alguns testes numéricos para validar o algoritmo proposto. No Capitulo
4 aplicamos esta abordagem na resolucdo de alguns problemas de trafego urbano. Fi-
nalmente, as conclusdes e propostas de trabalho futuro estdo apresentadas no Capitulo

3.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Programacgao Matematica com Restricoes de Equi-

librio (MPEC)
O problema de Programacao Matematica com Restrigtes de Equilibrio consiste em:

Minimizar f(z,y)
.y
5.2 (z,y) € Q,
(Glz,y),y —2) <0V z € D(x),
y € D(x),
onde Q=X xY Cc R*"xIR™ D(z)={y € R™: h(z,y) =0eg(z,y) > 0}, f : ™™ —
R, hi(z,.) : R™ — R sio afins para i € {1,...,q} para todo z € X, g(z,.) : B™ — R
sd0 concavas para i € {1,...,[} paratodo 2 € X e G : R* x R™ — IR™.

(1.1)

Nesta tese vamos nos referir a este problema como MPEC, denominacido motivada



pelo inglés “Mathematical Program with Equilibrium Constrainis”.
Consideremos os seguintes conjuntos:

Conjunto vidavel do segundo nivel: Dado z € X,

D(z)={y € R™: h{z,y) = 0 e g{z,y) > 0}

Conjunto de solugtes do segundo nivel: Dado z € X,

M(z)={ye€ D(z): (G{z,y),y — 2) £ 0} V=ze D(z).

Regiao Induzida:

Seja r € IR™, definimos
RI={(z,y) e R : (z,y) € Q ey € M(z}}.

A regido induzida é a regido vidvel do problema MPEC.

O problema de otimizacao

Minimizar f(z,y)
I,y

(1.2)

(1.3)

onde (z,y) € e y & solucdo do problema de inequacgdes variacionais parametrizado por

z, € denominado problema do primeiro nivel. O problema

y € D(z) e (Glz,y),y —2z) <0V ze D(z)

(1.5)

serd denotado por VIP(G(z, ), D(z))e serd chamado de problema do segundo nivel.

Um dos primeiros trabalhos a tratar ¢ problema MPEC foi o de Marcotte {48] em

1985, no entanto o termo MPEC foi introduzido em 1988 por Harker ¢ Pang [36]. Casos

4



particulares do problema MPEC ji foram tratados desde 1973 por Bracken e McGill
[12]. A importéncia pratica é relevante, tendo em vista que o seu campo de aplicacio é
muito amplo, como mencionado na introducéo. Ver [7, 13, 23, 38, 39, 40, 41, 45, 48). Nos
livros [25, 46] séo estudados em profundidade os problemas de programacdo matematica

em dois niveis e o0 MPEC, respectivamente.

Em varios textos o problema VIP(G(z, -}, D{x))é definido sem assumir que a regiio
D(zx) é convexa. Acreditamos que ndo é correto estender essa definicdo para este caso, ja
que é facil mostrar exemplos de problemas de minimizacio em regides ndo convexas, onde
o minimizador global ndo & solugdo do VIP{G(z,-), D(z))natural associado. Portanto,
para o caso em que D{z) ndo é convexa, o problema que nos interessa estudar & o
problema de programagdo matematica cujas restrigdes incluem o sistema KKT associado
a D{(z), e que em alguns textos é chamado problema de programagio matematica com
restrigdes de complementaridade {(MPCC). Ver [43, 73). Portanto, ndo incluiremos este

problema entre os denominados MPEC.

Na programac¢ao matematica com restrigdes de equilibrio podemos identificar classes
especificas de problemas MPEC, entre estas merece destaque s Programacio Matemética

em Dois Niveis [9, 17, 25, 26, 27, 28].



Programacido Matematica em Dois Niveis

O problema de Programagio Matemadtica em Dois Niveis (BP) é o principal caso

especial do problema MPEC e pode ser expresso da seguinte forma:

Minimizar f(z,y)

£yl

s.a (z,y) €

y solugéo de (1.6)
Mini;nizar F(z,y)

s. a y € D(x)
onde @ C R* x B™, D(z) = {y € B™ : h(z,y) = 0, e glz,y) 2 0}, f : R¥™ — R,
F(z,-) : R™ > R, hi(z,.) : R™ — R para i€ {1,...,q} para todo z € X, gi(=z,.) :
R™ — IR para i € {1,...,1} para todo z € X. Esta nomenclatura surgiu somente em
1977 com Candler e Norton [17]. Se D(z) e F(x,.) sfo convexos para todo v € X, e

V,F(z,y) é continua e diferenciavel, resolver o problema (1.6) é equivalente a resolver

o problema MPEC substituindo G(z,y) = V,F(z,y).

Um problema que surge em diversas areas de aplicagdo, que envolve uma estrutura
hierdrquica (em niveis) e que em vArios textos é considerado como um problema de

otimizagio em dois niveis é 0 Problema Stackelberg [65]. Ele consiste em

Minixmizar flz,y)
s.a rzeX
y solucdo de (1.7)
Mini;nizar Flz,y)
5.4 y € D(x)
onde X ¢ R", D(z)={y € R™: hiz,y) =0, e glz,y) > 0}, f: R™™ — R, F(z,):
R™ — R, hi(z,.): R™ — R? para i € {1,...,q} para todo z € X, gi(z,.) : R™ — R

6



para ¢ € {l,...,1} e para todo z € X. Este problema nao est& bem definido se a solucio
do problema do segundo nivel ndo é dnica. Isto ndo acontece com o problema em dois
niveis definido acima, que sempre esta bem definido. A raz&o de definir (1.7) desta forma

se deve ao desejo de modelar situagdes onde ndo ha cooperagido entre os dois niveis.

1.1.1 Exemplos

Nos exemplos que seguem mostramos que a regido induzida pode nao ser convexa

e até mesmo desconexa.

Exemplo 1.1. Infinitas Soluc¢ées no Problema do Segundo Nivel
flzy)=2"+y
X={zeR:-1<z<1}
G(z,y) = —x
Diz)={yeR:0<y <1}

A solucao do segundo nivel é dada por:

M(z)=14 0 se—=1<z<0

1 sef<zr <1

A solug@o global & (0, 0).

Ver figura 1.3.



Exemplo 1.2. Conezidade |67

1- Regiao Viavel do MPEC Conexa
flzy)=z-2
Q={(z,y) e R*: 1<z <1}
G(z,y) =1
Dz)={yeR:-1<z+y<l, -1<z-y<I}

Ver figura 1.4.

2- Regiao Viavel do MPEC Desconexa

flz,y)=z-2

Diz)={yeR:-1<z+y<l, -1<z-y<l}

Ver figura 1.5.

Exemplo 1.3. Minimizadores Locais [65, 18]
flzy) = (z -5+ 2y +1)?
N ={(z,y) € R*:z >0}

Glz,y)=2(y—1)— 1.5z



Diz)={y€R:-3c+y<3, z+y<7 z-05y<dey >0}

A solugdo global é (1,0) e (5,2) é um minimizador local.

1.1.2 Meétodos de Resolugao

As dificuldades ilustradas nos exemplos impedem a utiliza¢io de técnicas de reso-
lucdo classicas de programagao mateméatica. Para superar esta deficiéncia muitos al-
goritmos especificos foram desenvolvidos para resolver o problema MPEC para casos

particulares.

Uma abordagem bastante utilizada é substituir o problema do segundo nivel pelo
sistema KK'T associado, tornando assim o problema MPEC um problema de otimizagio

cléssico:

Minimizar f(z,y)
""‘”!y!p‘:T

s.a Clz,y,1,v)=0
(z,y) € 2 (1.8)

9(z,y) >0
v =0,

onde QC R*x R™, yc R™, nec R, ~€ IR, e

(G(a‘:, y)+ Zf:; vyhi(xa ?})P’i - EE:I vygi(xs y)'}’i\
h{z,y)
C(.’E,‘y, i, 'Y) = '7191(3;! y) (19)

k 7391(:55:9) )

A equivaléncia entre os problemas MPEC e (1.8) sé estd garantida quando a

9



regido vidvel do problema do segundo nivel é convexa e o operador G(z,.) é monétono
para todo z. As restrigdes do problema reformulado implicam na singularidade de
Cr o url@ y(z), u(z), v(z)) a menos que se assumam hip6teses mais fortes sobre o prob-

lema. Por outro lado, as solucées do problema reformulado nfo verificam nenhuma das

qualificacdes cldssicas.

Existem muitos artigos onde sdo apresentadas propostas para resolver o MPEC e
BP, para casos particulares. Ver em [8, 9, 12, 14, 186, 17, 22, 30, 47, 48, 49, 55, 58, 59,
65, 67, 68, 69, 70, 62, 63, 64, 73, 36, 25, 46] e nas referéncias citadas nestes artigos.

No caso de programagdo em dois nivels, em [18] propde-se uma estratégia de res-
olucdo baseada em um método de Restauragdo Inexata [50], que permite resolver dire-
tamente o problema, sem reformulacio e sem a necessidade de recorrer a técnicas de
otimizacao nao diferencidvel. Nesta tese queremos estender este estudo para problemas

MPEC.

1.2 Inequacoes Variacionais

O Problema de Inequages Variacionais (VIP} consiste em encontrar z* € ¥ C R®
tal que
{Gz*),z—z"Y>0 VzeY (1.10)

onde G : R® — IR* e Y é um subconjunto de R convexo e fechado.

Geometricamente se z* é uma solucio do VIP entic —G(z*) pertence ao cone

normal a Y em z*, denotado por N{z*}, onde

10



z2:(y—-2)72<0 YyeY} se *eY
N(z*) = {z:( ) } (1.11)

1] caso contrario

Se considerarmos ¥ = {z € R? : g'(z) < 0 e ¢*(z) < 0}, a interpretacdo

geométrica de N{z*) ¢ dada na figura 1.1.

Casos particulares do VIP:

(a) Problema de Complementaridade Nao Linear(NCP).

Consiste em encontrar z* tal que:

>0 G20 e Gz =0, (1.12)
onde Y = JR}. Se considerarmos G(z) = Mz + g onde M € R™*", ¢ (fixo) € R",
trata-se de um problema de complementaridade linear(LCP).

SeY ={z € R":a <z < b}, o problema é chamado de complementaridade
mista (MPC).

(b) Resolugdo de sistemas néo lineares. Neste caso o VIP é usado como ferramenta
de resolugio de sistemas nao lineares monoéionos, pois se considerarmos Y = R?,

resolver o VI P & equivalente a encontrar z € R” tal que G(z) = 0.

(¢} Problemas de Otimizacdo. Se considerarmos G(z) = V f(z), resolver o VIP
consiste em encontrar pontos que satisfacam as condigdes necessdrias de otimali-

dade de primeira ordem do seguinte problema de otimizagao
erilglflzar flz)

onde Y C IR™ convexo, f : IR* — IR, f é continua, e diferenciavel. Em [35]

podemos encontrar outros casos particulares do VIP.

11



1.2.1 Operadores monétonos e projecoes

As definicGes, teoremas e proposi¢des citados nesta secdo podem ser encontrados
em |35, 60, 20].

Seja G : R* — IR™.

(a) G & mondtono se
Gle) -Gy (x—1) 20 Vaye R

Equivale a dizer que o operador VG é semi-definido positivo.

(b) G é pseudomondtono se
G)'(z-y)20= G z-y=20 VayeR"
(c) G é fortemente mondétono se existe y > 0 tal que

Glz) - G)fflz—y) 21llz -yl Vz,ye R

Seja ¥ C IR™ um conjunto convexo, fechado e ndo vazio. Definimos a proje¢do de
x € IR" sobre Y como

Py(z) = argmingey || z — vy ||

onde P : R — Y.

Proposicao 1.1. Seja ¥ um conjunto convexo, fechado e nao vazio. Entao, dado

z € R, temos {z — Py(z),2 — Py(2)) <0V z &Y. Ver Proposigio 1.9 em [20].

Teorema 1.1. (Continuidade da projecdo.) Seja ¥ um conjunto convexo, fechado e
nio vazio em R*. Entdo || Py{z) — Pr{y) || < ||z —y || V=, y € IR Ver Teorema 1.3
em [20].
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Proposic¢ao 1.2. (Unicidade da Projecio.) Dados z € IR® e Y convexo, fechado e néo

vazio, entdo a projecao de z sobre Y (Py(2)) & tnica. Ver Proposicao 1.4 em [20].
Sejam C) e Cy conjuntos em IR™ ndo vazios.

(a) O hiperplano H separa C e Cb, se €] estd contido em um dos semi-espacos fechados

caracterizado por H, e Oy esta contido no outro semi-espaco.
(b) H separa estritamente C; e Co se Ci[VH=0e Co(VH =10.

(¢) H separa C) e C; fortemente se existe um € > 0 tal que C +€B esta contido em um
semi-espago aberto associado a H e Cy + €8 estd contido no semi-espaco aberto

oposto, onde B é a bola euclidiana de raio um.

Teorema 1.2. Sejam C e Oy conjuntos em [R"™ nao vazios. Existe um hiperplano

separando propriamente C7 e Cy se e somente se existe um vetor b tal que

{a) inf{{x,b)|x € C1} > sup{{z,b)|z € Co}

(5) sup{(z, b}z € C1} > inf{{z, b} |z € C:}

¢ existe um hiperplano separando € e Cs fortemente se e somente se existe um vetor b

tal que
(¢} inf{{z,b)|x € C1} > sup{{z, b} |z € Cy}

Prova: Ver [60].

O fato de dois conjuntos poderem ou nao ser separados é uma questdo de existéncia
e nfo é nenhuma surpresa que nas aplicacdes da teoria da separacdo ocorram demon-

stracoes de varios teoremas de existéncia.

13



Tipicamente, precisamos de um vetor b com certas propriedades em um hiperplano,
e que seja capaz de separar dois conjuntos convexos. O vetor b em questdo é o vetor

diretor do hiperplanc separador de C; e Cs.

1.2.2 Meétodos de resolucao do VIP

Sejam Y um subconjunto ndo vazio convexo e fechado de B" e G : R* — IR"

continua. E facil ver que z* & solucdo do VIP(G,Y)se e somente se r(z*) = z* —

Pylz* — G(z*)) = 0. Ver [35].

Devido & grande importancia pratica, muitos autores tém estudado intensivamente
os problemas VIP, dentre estes podemos destacar [1, 2, 3, 4, 6, 19, 20, 31, 42, 66, 29] e

referéncias internas.

Em [20] foi proposta uma estratégia de resolucao utilizando a funcdo de Fischer-
Burmeister Penalizada [21], para o caso em que G é fortemente mondétona. Uma van-
tagem desta estratégia é o fato de ndo ser necessiria a convexidade das funcdes que
definem as restricGes. Neste mesmo trabalho foi proposta outra estratégia baseada em

perturbagoes como as usadas nos métodos de tipo Ponto Proximal.

Qutra técnica de resolugdo do VIP importante é baseada em projecbes ortogonais,

principalmente quando G e Y tém estruturas especiais [19, 42, 66}.

Se G & continua e monotona e Y € R™ & convexo e fechado, um algoritmo baseado

em projecGes ortogonais, proposto por Solodov e Svaiter [66] é descrito a seguir :

Dadosz, €Y ,v € (0,1} e o € (0, 1), se z; foi calculado, os passos para obter ;.1

880
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Algoritmo 1
Passo 1.{Critério de Parada)
Calcular Py[z; — G{z;)]
Se r(z;) = z; — Py|z: — G(z;)] = 0 (Pare).

Passo 2.(Busca Linear) Calcular z; = z; — mr(z;) onde n; = % e

k; é 0 menor namero inteiro & positive que satisfaz

(Gla =), rzd) 2 el (1.13)

Passo 3.(Atualizacdo de &;) zipy = Pyng,[@i] onde S; = {x € R™ : (G(z;),z—z;) <

0.

Este algoritmo gera uma seqiiéncia de pontos {z;} tal que o ponto z;+1 € a projecao
ortogonal do ponto z; sobre a intersecdo de Y com um hiperplano que separa z; do

conjunto de solugdes do VIP(G,Y).

Esta estratégia supde que z; ¢ uma aproximacdo de uma solucao do VIP(G,Y).
Entdo, calcula Py[z; — G(z;)] e em seguida ¢ feita uma busca linear entre z; e Pylx; —
G{z;)] para obter z; de modo que 7(z;) = z; — Pv[r; — G(z;}] faca um &ngulo agudo com
G(z;), vetor diretor do hiperplano H; = {z € R™: {G(z;),z — 2;) = 0} que & gerado de

forma a separar z; do conjunto de solucées do VIP(G,Y) .

Em seguida é computado Z;;; como a projegao de z; sobre a interse¢do do hiperplano

H; e o conjunto Y. A figura 1.2 descreve este processo de projecio.
O préximo resultado mostra que a busca linear necessaria nesta estratégia esta bem
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definida.

Lema 1.1. O hiperplano H; = {z € R" : {(G(z;),z — %) = 0} separa z; do conjunto
de solugdes do VIP(G,Y).

Prova: Sejam z; e 2; como no processo descrito acima, e z* uma solugdo do VIP(G,Y)

. Como G é mondtona entdo, de
(Clz)—Gla*)z—2) 20 (1.14)

resulta

(Glzi),z—a") 2 (Glz"), % —2"). (1.15)

Como z* & solugdo do VIP(G,Y) entdo
<G(Zi):l‘* — Zi) < 0. (116)
Suponhamos que z; ndo € uma solucdo do VIP(G,Y) ; como 2; foi obtido de forma
que o angulo entre r(z;) e G{z;) & agudo e pelo Algoritmo 1, z; = z; — oy {z;). Entéo,
(G(Z;‘), ;- Zi) > 0. (117)

Por (1.16) e (1.17) o hiperplano H; separa z; do conjunto de solugdes do VIP(G,Y). m

Os préximos resultados mostram a convergéncia da seqiiéncia {z;} gerada pelo

Algoritmo 1, para uma solugdo do VIP(G,Y) .

Lema 1.2. Suponhamos que a busca linear do Algoritmo 1 esta bem definida. Entéo
Lig1 = PYnSi [117: ]

onde z} = Pg,[z4].
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Prova: Ver Lema 2.2 [66]. ]

Teorema 1.3. Seja GG continua e monétona € suponhamos que o conjunto de solugdes
do VIP(G,Y) é ndo vazio. Entdo a seqliéncia {z;} gerada pelo Algoritmo 1 converge
para a solugdo de VIP(G,Y} .

Prova: Ver Teorema 2.1 [66]. -

Motivados por experimentos numéricos realizados em [66] os autores desta estratégia

propuseram algumas altera¢des no Algoritmo 1 que influenciam no seu desempenho.

Uma alteragdo consiste em substituir a definicdo de 7(z) no Algoritmo 1 por r{z, ) =

z — Pylz — pG(z)).
O algoritmo modificado fica da seguinte forma:

Dados zp €Y ,v€ (0,1), ¢ € (0,1) , .1 > 0 e § > 1, os passos para obter z;1; a

partir de z; sdo
Algoritmo 2
Passo 1.(Critério de Parada)
Calcular Py[z; — G(z;)]
Se r(z;) = 2; — Py[z; — G(z;)] = 0 (Pare).
Computar 7(z;, u;) onde u; = min{fn,1,1}.

Passo 2.(Busca Linear) Calcular 2z = z; — m;r(xz;, p:) onde m; = vy,
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onde k; é 0 menor inteiro k¥ que satisfaz

(Glz; — Your (o)), r(za ) = allr(z, w)l (1.18)

Passo 3.(Atualizagio de z;)
Tit1 = Pyns, [z

onde S; = {z € R": (G(z},z — z) < 0}

O proximo teorema é uma adaptagio do Teorema 1.3 para este novo algoritmo.

Teorema 1.4. Se G é continua, mondtona € o conjunto de solucbes do VIP(G,Y)é

nao vazio, a seqiiéncia {z*} gerada pelo Algoritmo 2 converge & solucdo do VIP(G,Y)

Prova: Ver Teorema 2.2 [66]. u

E importante ressaltar que os resultados também sio validos quando G é pseu-

domonotona.

18



Figura 1.1: Cone Normal N(z*)

Figura 1.2: Tlustracio para a Estratégia de Projecao
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Figura 1.3: Ilustracio para o Exemplo 1.1
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Figura 1.4: Ilustragdo para o Exemplo 1.2 Regido Viavel Conexa
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Figura 1.5: Ilustracdo para o Exemplo 1.2, Regiao Vidvel ndo Conexa

22



Capitulo 2

Restauracao Inexata Aplicada ao

Problema MPEC

2.1 Definicao do Problema

Neste trabalho, estamos interessados em estudar o seguinte problema de Progra-

magdo Matematica com Restrigdes de Equilibrio.

Minimrgizar flz.v)
5.4 z€X
y solugdo de (2.1)
y € D(z)
(G(r,u),y—2) <0V=z € D(z),
onde X C IR® é um convexo, D(z) = {y € R™ : h(z,y) = 0 ¢ g(z,y) > 0} é tal
que para todo z, D(z) C Y C R™, Y convexo, f : IR" x R™ — IR & diferenciavel,
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hi{z,.) : R™ — IR s&o afins para i € {1,...,¢} para todo z € X, gi(z,-) : R™ — R,
sdo coéncavas e duas vezes diferenciaveis parai € {1,..., {} e G: R"x R™ — R™ é

diferenciavel.

Definimos,

( Gz, y) + XL, Vyhi(z, ) — T Vyge-(xay)w\

h(z,y)
Clz,y, 1, 7) = oz, y) (2.2)
\ gz, y) ]
e
L(z,y, 1%, ) = fz,9) + Cla, y, 4, 7)7 A, (2-3)

onde (1,7) € A C R? x IR, com A convexo, é o par de vetores multiplicadores de
Lagrange do problema do segundo nivel VIP(G(x,.), D{z)) associado a (z,y) € } =

X xY. Temos que
Clz,y,1,7) = 0

9(z,9) 20 (2.4)
v20
é o sistema KKT associado ao problema do segundo nivel, ou seja nesta situacéo deve ser
considerado parametrizado por z. O vetor A representa os multiplicadores de Lagrange
relativo &s igualdades do problema MPEC obtido substituindo o problema do segundo

nivel pelo sistema KKT (2.4).
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2.2 Algoritmo de Restauracao Inexata para o Proble-

ma MPEC

Consideremos a seguinte variagdo do algoritmo introduzido em [50] que gera uma

seqiiéncia s* = (z*, ¥*, u*,+*) para resolver o problema MPEC.

Dados n > 0, r € [0,1), € > 0, A\ € R™ o M > 0, 0_, € (0,1), dpen > 0,
n>07m >0 58 € {(z,yn,7) € XA glz,y) > 0,y > 0} e {w} tal que
She wk < oo, Assuma que para k € {0,1,2,..}, & = (a* %, 45 7F) € Q x A,
Mg Rttt g 0, 0y s, ... 0, foram calculados. Entdo, os passos do Algoritmo para

obter s*t1 sio:

2.2.1 Algoritmo 2.1

Passo 1. Inicializacdo de parametros 6.

Defina
g = min{1, 01, ..., 01 }. (2.5)
079 = min{1, 67" +wi} e (2.6)
O 1 = BT (2.7)

Passo 2. Fase de Restauracao.

Se C(s*) = 0, defina 2* = s*. Sendo, calcule (§,7,%) € ¥ x A, uma solugio inexata
do problema VIP(G(2*,.), D(z*)}) tal que z* = (2,3, z, 3} verifique
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ICE) < rlCsOI

glz®,7) >0, 3>0.

Passo 3. Dire¢do de Cauchy.

Calcule

dt = BulzF — nVL{z*, 25)] - 2*

tan

(2.9)

onde P;[z] é a projecdo ortogonal de z sobre mx = {s: C'(2%)(s—2*) = 0} N{(z, v, ,7) €

Qx A:glz,y) > 0,7 > 0}. Se C(s*) = C(zF) = 0 e dr, = 0, pare o algoritmo e retorne

(z*, 4%} como "solucao" para ¢ MPEC.

Se df =0, calcule A*™! tal que |\**1|| < M e defina

O = Ox,1
Aredy, = (1 — 8)[[|C(s®)]) — |C ¥

e termine a iteracao k.
Sendo, escotha i = 0, 0k 2 Omin € continue.
Passo 4. Fase de Minimizagdo.

Calcule v** € 7 tal que
[v5 — 2¥|| < Gk
L{v® 36 << L{s*, 0F),
k,i)‘ .

onde v®i = (g8, yEi i~
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Passo 5. Multiplicadores tentativos.
Calcule A¥* tal que [[AM|| < M .
Passo 6. Busca do 8 étimo.

Para todo 6 € [0, 1] defina

Predi(6) = O[L(s*,\¥) — L(o™, X¥) — (C(2*), AP" — \F))
+ (1 =a)lCEEI = N1CEM] (2.15)

Calcule 8y ; 0 maximo 6 & [0, 6y ;1] tal que
Pred;;(8) 2 05[|C(s")]| - |C ()] (2.16)
Defina P?"edk,i = P'.r'edk‘i(gk,z')
Passo 7. Comparacao entre a redugdo prevista e a efetiva.
Calcule
Aredy; = Oxa[L(s5, X°) — LM N + (1= 81O - O™ (217)
Se

Aredk,j Z O.IPTGdk,g (218)

defina s¥*1 = v*%, MHL = X8 00 = 644 6 = Ory, 1es(k) = i € termine a iteragho k.

Senao, escolha dp ;41 € [0.104,:,0.90%], i «— i + 1 € volte ao passo 4.

Para facilitar a leitura vamos descrever as idéias bésicas deste algoritmo.

O algoritmo é dividido em duas fases: restauragdo e minimizacdo. O objetivo da

fase de restauracio & obter um ponto mais viavel em relagio as restricdes de igualdade
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mantendo todas as outras vidveis, ji a fase de minimizagéo contribui diminuindo o valor
da fun¢do Lagrangeana no espaco definido pela linearizacio das restricoes (C(s) = 0), em
uma regiio de confianga centrada no ponto obtido na fase de restauracio. Uma funcdo
de mérito é responsavel pelo equilibrio entre a viabilidade e a otimalidade, e determina a
aceitagdo do préximo iterando da seqiiéncia gerada pelo algoritme. Nos passos 3-7 estd
descrita a fase de minimizagdo. No passo 3 uma diregao d¥,, é calculada. Esta diregéo
é chamada Gradiente Projetado Aproximado (AGP), e foi usada para definir em [54] as

condigbes de otimalidade AGP.

Um ponto z satisfaz as condigbes de otimalidade AGP se existe uma sequencia {z*}

que converge para x tal que df,, — 0.

Observacao 1: Para que o passo 3 esteja bem definido precisamos assumir que {(z, y, 4, 7) €
Qx A g(x,y) > 0,y > 0} é convexo, ou seja que as funcdes g(z, y) devem ser concavas
nas duas variaveis. Neste contexto, estamos assumindo que a viabilidade em relagéo a
g{z,y) 2 0,7 > 0 pode ser garantida. Isto na pratica pode ser impossivel a menos que

as restricGes sejam lineares.

Observacgao 2: No passo 2, o algoritmo interno para restaurar acha ¥, uma solugdo
aproximada do VIP. Uma forma de achar os multiplicadores e v > 0 em A, é estimando-

os através de quadrados minimos,

Observacgao 3: O seguinte sistema KKT também estd associado ao problema do se-

gundo nivel, se reescrevemos g(z,y) > 0 como g(z,y) —2=0, z € R, z > 0,

C(z,y,z,4,7) =0
z2>20vy>0

(2.19)
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Neste caso,

(Cloy) + XL, Vohilz, ) — ey Vaails, 97
h(xuy)
glz,y) -

Z
C(x:y? z:#‘? 7) = (220)
Y141

\ L )
L('T?y:z:p?’}!! )‘) = f(xay) +O($:y!z?u17)T)\’ (221)

Se aplicamos o algoritmo usando o sistema KKT (2.19), so é necessario assumir a

concavidade de g(z,y) na variavel y, para cada z fixo.

2.3 Hipoteses sobre o problema

As hipéteses que enunciamos a seguir sdo as mais fracas que permitem provar re-
sultados de convergéncia do algoritmo de restauragio inexata apresentado em [50]. Os

lemas enunciados nesta segio estdo provados no artigo citado [50].
H1l. X, Ve Asiao compactos.

H2. Existe L; > 0 tal que, para todo u,v € 2 X A,

[C"(u) = C' W)l < Lallu — ). (2.22)
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H3. Existe L, > @ tal que, para todo z,y € X x Y,

IVF() = VIl < Lallz - yl. (2.23)
Lema 2.1, Existem Ls, Ly > 0 tais que, sempre que ||| < M, u,v € 2 x A,
L
|C(w) = Clu) = C'(w)w ~ w)ll £ Sl — (2:24)
L
F(w) = F(0) = (VFu),v —w)| < Z v —ull”, (2.25)
IV L, A) — VL(u, VIl < Lsllv — uf], (2.26)
|L{w, A) — L{u, A\) = {VL(u, A),v —u)| < %Hv — ). (2.27)
Prova: Ver Lema 3.1 [50]. ]
Lema 2.2. S5e v € 7, entdo
L
IC@)I < HCEHH + S 112" — i (228)
Prova: Ver Lema 3.2 [50]. m

Lema 2.3. Existem c,, ¢z > 0 (independentes de &) tais que, se v™* ¢ calculado no passo

4 do algoritmo, temos que

L™ 0% < L(2%, 3% — min{7s, cal|dX 113 716k, call @510k - (2.29)

ian

Prova: Ver Lema 3.3 [50]. u
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2.4 Boa definicao do algoritmo

Nesta segao discutimos a boa defini¢do do Algoritmo 2.1. A primeira questdo &
se 0 passo 2 pode ser completado quando ¢ ponto corrente ndo é vidvel. Enfatizamos
que podemos escolher qualquer algoritmo globalmente convergente para resolucao do
VIP(G(z*,.), D(z*)), no sentido de que ou pira em um nimero finito de iteracées em
um ponto estaciondrio do problema reformulade ou gera uma seqiliéncia tal que todo

ponto de acumulagéo é estacionario deste problema.

Também é preciso mostrar que o passo 4 pode ser completado e que a iteragdo k
pode ser realizada em um niimero finito de execugdes do passo 4.
O passo 4 consiste em achar um ponto v** no espaco tangente aproximado que passa pelo
ponto z* que produz uma reducéo suficiente do Lagrangeano. Para isto temos liberdade
para usar qualquer algoritmo globalmente convergente apropriado para resolver proble-
mas de programacao nio linear nas regides definidas pelos conjuntos #% interceptados
com uma caixa de confian¢a. Se as fungdes g; sdo afins se trata de problemas com res-
trigdes lineares, ji que escolhemos que a regidio de confianca seja uma caixa para que o

problema da fase de minimizacdo so tenha restrigdes lineares neste caso.

Teorema 2.1. O Algoritmo 2.1 est4 bem definido.

Prova: Temos que

Ared;; — 0.1 Predy;

= 0.9 Predy; + (1 — 0. [|C(Z5)|| = [[C(@F)]] +0.10, . {C(2*) = C (o), AP — AF)y. (2.30)

Portanto, por (2.16},
Ared,; — 0.1 Predy;
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> 0.45(|C(s)|=|C (") ]1+1- 06 [ICE) |- [ C @M =010 C ()= C WP, X =NF)|.

Entdo, por (2.8),
Aredy; — 0.1 Predy;

> 0.45(1=r) [ O™}~ |||~ ICEH) [~ 0,16, {C ()~ CwH), A= X9 (2.31)

Se C(s*) # 0, o primeiro termo do lado direito de {2.31) é positivo e, pela continuidade
de C, os termos restantes tendem a zero quando 6r; — 0. Portanto, existe dx; > 0

tal que Aredy; — 0.1 Predy; > 0. Isto implica que o algoritmo estd bem definido se
C(sF) # 0.

Analisamos agora o caso em que §°

é vidvel. Como ¢ algoritmo nao fermina na
iteracdo k, d5,, # 0. Neste caso resulta do passo 2 que z* = s* e C(2%) = C(s*) = 0.
Entdo, (2.16) se reduz a

L{zF 0Fy — (v X5 > 0. (2.32)

Por (2.29)}, (2.32) vale independententemente de 8, portanto #; = 6,1 para todo ¢.
Logo, por (2.18) e (2.29),

Predy; = 05,1 [L(2", X¥) — L{5, 08)] > 0,y min{ry, eo||d |2, 716k, cslldb. 165}

a tan

e por (2.30),
Aredg; — 0.1 Predy;

> 0.96x -1 min{7z, ¢z | dfn |, 710k,5: €5l dfanliis} — HCE) | = ICEH)-

tan
0.1[(C (=) — C(wh), A — AF)|.

Entao,
Aredk,i —0.1 Pred;m-

Ss

[ HCEHN = IC@*H

; T
2 0.99;9,_1 mm{f, Ca 5]{: ] » T1s C3||dfan||} o 510
.3 i t
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011N = ORI = )

O primeiro termo do lado direito da desigualdade esta limitado inferiormente por um

ndmero positivo e por (2.28), os termos restantes tendem a zero. Portanto, Aredy; —

0.1 Predg; = 0 se dx; é suficientemente pequenc. u

O seguinte resultado mostra que a reducéo efetiva Aredy;,, ., obtida a cada iteragéo
tende a zero. Uma conseqiiéncia imediata é a viabilidade dos pontos de acumulagédo da

seqiiéncia gerada pelo algoritmo. Definimos ¢(s, &) = 6L(s, A) + (1 — 8)||C(s)||.

Teorema 2.2. Se o Algoritmo 2.1 gera uma seqiiéncia infinita, entdo

klim W(s®, ;) — (¥, 8;) = 0.

Prova: Suponhamos que existe um conjunto infinite de indices X; C IV e um nfimero
positivo p > @ tal que

P, 0k) < w(s*,0:) —p

para todo k € K. Denotamos 9, = ¥(s*,6;) para todo k € IV.
Entao, para todo k& € IN temos que
Yep1 = Oea L(S™H, X4 4 (1 — 0, )| C(s*H)]

= s F(S) + (1= i) [C(E ] = [BRL(s™, M)+
(1= 8CEHI + B (s*) + (1= 8IIC (5]
= (Bre1 = O L(s™, X5+ (0 = O DNC(S ) + [0 L5, A1)+ (1= 62) |C ()]

33



= (0x = Opy ) (O™ = L, A1) + [BeL(s™, 2%) + (1 = G C ()] - o
= (8% = B (IO = L™ A + e — g, (2.33)

onde pr > 0 para todo k£ € IV and p; > p > 0 para todo k& € K. Pela definicio de 8, _;
no Algoritmo 2.1, temos

9;; - 9k+1 + W _>_ a. (2.34)

para todo & € IN. Pela compacidade de 2 x A, existe um ¢ > 0 tal que
IC(O) = L{s*, M%) < ¢
para todo & € IN. Entédo, por (2.33) ¢ (2.34), temos que
i1 = (65— Oraa tes IC( |~ L(7 207 sy ==y ([C(7 )|~ L7 X170

< ({93 — 9;,:_;_1 —+ L:Jj)C “+ ’[,bj - 0y + Wit = (93 —_ 9j+1)C + ’qu — p;+ 2L:JjC

para j =0,1,...,k — 1. Somando estas k desigualdades, obtemos

k—1 k-1 k-1 k-1
Yr <to+ (Bo—Ox)e+ Y 20w — > pj<to+2e+ Y 2ew5— Y p; (2.35)
=0 =0 i—0

§=0
para todo & > 1. Como a série E;’io w; € convergente, e p; estd limitado inferiormente
por um nimero positivo, para k£ € K, (2.35) implica que ¥ ¢é ilimitado inferiormente,

contradizendo a compacidade de {2 x A, |

Uma conseqiiéncia do teorema anterior é que, se o Algoritmo 2.1 gera uma seqiién-
cia infinita, limg_e [|C{s*)[| = 0, significando que pontos arbitrariamente préximos &

regiao vidvel do problema reformulado sdo gerados.

Teorema 2.3. Se o Algoritmo 2.1 ndo péra em finitos passos , entdo

lim [|C(s%)| = 0.

k—oo

34



(Em particular, todo ponto limite s de {s*} satisfaz C(s) = 0.)

Prova: Por (2.8), (2.18) e (2.16) temos que

C ()| — |C(2F) 2 20
”C(Sk)“ < “ ]'- _L[' H < 1= rPred.k'igf(k) < i”j‘;ATedk,fef(k)
26
= 7[00, 6) — ¥(s*, 6]
Portanto, o resultado desejado segue do Teorema 2.1. |

2.5 Convergéncia do Algoritmo

Nesta se¢do daremos condicGes para que uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo admi-

ta uma subseqiiéncia tal que [|d5 || — 0. Na pratica, isto significa que dadas tolerancias

E4,Eopt > 0, para algum iterando s* teremos ||C(s*)]| < &, e [[d¥, | < cop-
Hipotese H4. Existe 5 > 0 tal que
125 — 5| < BJC(s*)] ¥k € IV, (2.36)

Asssumiremos na Hipétese C abaixo que nio existe subseqiiéncia de {d,} que

tende a zero, e veremos que esta suposicao nos leva a uma contradigio.

Hipétese C. Existe ¢ > 0 e ky € IV tal que that |dX_| > ¢ para todo &k > k.

tan

Lema 2.4. Suponhamos que a Hipotese C & verdadeira. Entdo, existe ¢4, ¢5 > 0 tal que

L{z*, X¥) — L(v™, AF) > min{ey, c56c,:} para todo & > ko, t =0,1,...,%.p(k).



Prova: Segue do Lema 2.3 e da Hipdtese C. n

Lema 2.5. Suponhamos que a Hipotese C é verdadeira. Entao, existe «,e; > 0 tal

que sempre que k > ko e |C(s*)| < min{e,, adx;} temos que 8y ; = O ;-

Prova: Por {2.8), (2.36), (3.3), Lema 2.4, a compacidade de X, Y A, a continuidade

da C e f e pela limitaciio dos A*, existe ¢,c’, ¢’ > 0 tal que

Pred (1) — %“C(Sk)l — 0]

trial ~

> [L{s*, XF) = L™ XF) = (C(29), Mt — X5) — %16‘(8’“)& >

> [L(25, N¥) = L A0 = |L(s", %) — L(z*, A%)| = &'|C(s%)] = 51C ()]

L
2
> min{eq, esdy;} — ¢|2F — s*| — (¢ + %)IG(S"N
> min{es, csdni} — CBIC(H)] — (¢ + %)|C(sk)|
= min{cs, cs6:} — ¢|C(s*)],
with c =G+ + % Portanto,

Predy (1) - %”C(Sk)l — (M)

c

> min{%, 6—655;;,@} —|C(s")].

Assim, se &; = ¢i/c, o = cs/c e |C(s*)] < min{ey, ady;}, temos que Pred;(1) —
HIC(s)| = |C(=%)]] = 0. Isto significa que (2.18) é verdadeira para § = 1. Como é
verdadeiro para § = 0, vale para todo 8 € [0,1]. Isto implica que 8;; = -1, como

desejamos provar. a

Lema 2.6. Suponhamos que a Hipétese C & verdadeira. Entéo existe § > © tal que

8, > 6 para todo k € IV.

36



Prova: Observe que

Aredy; — Predg; = 0,,(C(s") — C(o™), Mok, — X) + (1 = 6,)[IC()] - [C@ )],
Portanto, por (2.22) and (2.28), existe ¢ > 0 tal que
Aredy; > Predy; — ccﬂf‘z—

para todo k€ IV, i =0,1,...,i.,(k). A prova deste Lema segue como no Lema 4.3 de
[52] trocando ¢; por ¢ e C(.)T por C(.).

Teorema 2.4. A Hipotese C é falsa
Prova: Ver Teorema 4.4 [52]. =

Teorema 2.5. Suponhamos que as hipoteses HI, H2, H3 sfo satisfeitas e que a se-

qiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.1 verifica a hipdtese H4, entdo

L. []C(s®)f| — 0.

2. Todo ponto limite de {s*} & viavel.

3. Se s* & um ponto limite de {s*} e limgex, s* = s*, entdio limgeg, 2* = s*.
4. Existe um conjunto infinito Ky ¢ IV tal que limpex, df,, = 0.

5. Existe um conjunto infinito K3 C IV e $* € 2 X A tal que

lim s* = lim 2% = s, C(s*)=0 e lim dfm =0.
(33 ¢ ke K3 ke Ka

Prova: Os dois primeires itens seguem do Teorema 2.3. O terceiro e quarto itens
seguem do Teorema 2.4. Finalmente para o altimo item é suficiente tomar uma subse-

qiiéncia adequada de {s*}. x
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Observagao: Se na definicdo do conjunto D{z) no problema original n&o h4 restrigdes
de desigualdade, podemos dizer que se s* é um ponto regular, entdo ele satisfaz as
condicOes de otimalidade Karush-Kuhn-Tucker do problema reformulado. Neste caso o

sistema KKT néo apresenta restri¢coes de complementaridade.
Na préxima secfo daremos condicdes suficientes para que 2.36 seja valida.

2.5.1 Condigoes suficientes para convergéncia a pontos AGP

As seguintes hip6teses sobre 0 problema (2.1) garantem a existéncia de um limitante

3 que verifica (2.36):

Al. Para cada (z,y{z)) com z € X e y(z) solugdo do VIP(G(x, ), D(z)), temos que
(z,y(z)) é regular, no sentido de que o conjunto das restri¢des ativas em (x,y(z))

sa0 linearmente independentes.

A2, (z,y(z), u(z),y(z)) é a tnica solu¢do do sistema (2.4). Ou seja existe uma fungado

w:X — Y x A tal que w(z) = (y(z), u(z),y())T.

A3. O operador [V,G(z,y(z)) — iy V2g:i(z, y(z))y(x)i] & estritamente convexo em
Nu(hy(z, y(z)) N Nul(gr),(z, y(x))), onde I & o conjunto de indices das restrigdes

ativas em (z,y(z)).

A4. Para todo (z, y{z), u{z),v(z)) solucio do sistema (2.4) temos,

glz,ylz))i +v(z) > 0Vi e {1,...,m}. (2.37)

Com estas suposi¢Ges sobre o problema, podemos afirmar que,
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(i) A matriz C/

a2 (), ulz), v(z)) & nao singular para todo x € X.

(ii} A funcdo w(z) = (y(z), u{z),¥(z))? & continuamente diferencidvel em X. Resulta

que X X w(X) é compacto.

iii) Existe /4 independente de z que satisfaz ||s — (z, y(z), u(z), v(z)|| < B||C(s)] para
s € T, onde T é um conjunto aberto tal que X x w(X) C T e 5 depende de
limitantes de C’ e da matriz inversa de C, , (z, y(z}, u(z), ¥(z)).

As demostragdes das afirmacdes (i) e (iii) encontram-se no Apéndice desta tese

e foram baseadas no Teorema 3.2.2 e Lema 3.2.4 de [33], j& a afirmacdo (ii) é uma

consequéncia direta da aplicacdo do teorema da funcéo implicita enunciado no Apéndice.

Observagdo : A hip6tese A3 significa que w'T(z)w # 0V w # 0 € Nu(h,(z,y(z)) N
Nu((gr), (@ y(z))), onde T(x) = [V, G(2,u(®)) + Zi, Viai(z,y(x))(z)d, portanto no
caso particular em que as fungbes que definem o problema MPEC s&o afins, o resultado

também vale porque o conjunto de vetores w que satisfaz A3 é vazio.

O valor 83 obtido vale para s € T. Precisamos provar que existe um valor limitante
0 para todo © x A. Este resultado foi provado em [18] e o reproduzimos aqui. No

proximo lema, mostramos que existe um limitante global para o erro.

O resultado que segue é essencial para provar a boa defini¢ao do algoritmo que

vamos propor para resolver problemas de dois niveis com as hipdteses dadas.

Teorema 2.6. Seja z € X e (y(z), u(z),y(z)) € Y x A. Se {(z,y*, uF,¥*)} ¢ uma
seqiiéncia convergente ao ponto (z,v(z), u(z), v{z)) tal que C(z,y(z), u{z}, v(z)} = 0,

ent&o existe 3 que satisfaz a condigdo (2.36).
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Prova: Se Clx, 4y, 1t,7v) # 0, existe N tal que

Vn>N=||Clz,y" 4" v") — Cle,yle), wlz), vl < rllClz,y, m )

como C(z,y(xz), u(x), v(z)) = 0 temos que:
vn>N=|Clz,y" u* ") <rlIClx, v, g, M)

Temos que para cada z € X existe 8 > 0, independente de z, tal que,

Iz, ¥, 1, 7) — (z, y(2), wlz), YN < BIIC(=, g, 4, V)]

Utilizando a desigualdade triangular, temos que:

H(:‘E’yﬂlu':l ’Y) - (xayn:#n;’)/n)” §

{2, v, 11, 7) — (y(z), (=), (@D + Wy {z), wla), v(z) — " ™A™

< BNC(z, y, o YD 4 7% BIIC(z, v, 11 Y|

Se renomeamos (5 + r * 3), obtemos o resultado desejado. ' [ ]
Observacdo: E interessante notar que os resultados obtidos acima néo utilizam o fato
das funches h; serem afins. Esta observacio permite concluir que o algoritmo também

pode ser aplicado a um problema de otimizagdo cujas restrigdes sejam um sistema KK'T
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geral, ou seja um problema com restricbes de complementaridade (MPCC).

Nos préximos capitulos resolvemos problemas teste e uma aplicagdo, onde o prob-
lema de segundo nivel é sempre um VIP(G(z,), D(z)), portanto a regido vidvel D(z)

é convexa.
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Capitulo 3

Experimentos Numéricos e Aplicagoes

3.1 Experimentos Numéricos

O algoritmo de Restauracao Inexata para MPEC proposto neste trabatho foi im-
plementado utilizando um computador Pentium 4, 2.0 GHz e 512MB e a versdo 6.1 do

Matlab.

Conforme mencionrado no capitulo 2 este algoritmo é composto de duas fases:

Restauracio e Minimizagao.

A Fase de Restauracdo é dividida em dois passos, o primeiro encontra ¢ solugio
aproximada do VIP(G(z*,.), D{z¥)) , utilizando o algoritmo de proje¢Bes proposto por
Solodov e Svaiter [66] discutido no capitulo 1, o qual foi implementado em Matlab. No
segundo passo estamos interessados em atualizar os multiplicadores (g, ) de tal forma
que satisfacam a condigdo de restauragdo inexata. Nesta fase utilizamos uma estratégia

de Quadrados Minimos, ou seja, determinamos (&, %) solucéo inexata do problema
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Minimizar ||C(z*, 7, 1, )|
YA

que satisfaca & condigao

ICE" 3.8 < rllCE, o 15,7, (3.1)

Portanto este & o critério de parada utilizado no método para resolver (3.1).

Na fase de minimizagéo o objetivo é diminuir o valor da fungédo Lagrangeana resol-

vendo aproximadamente o problema

Minimizar L{z,y,1,7) s.a (3.2)
IV Y

1@,y 1, y) — (&5, 5, 5,9 < 6es € (2,4, 1,7) € Ty

onde &; é o raio da regifo de conflanca. A solugdo aproximada de (3.2) aceita é
(Tot1, Y1, Bet1, Yet1) que satisfaz o critério de decréscimo suficiente do passo 7 do

Algoritmo de Restauracdo Inexata para MPEC.

Os problemas de otimizagdo (3.1) e (3.2 ) foram resolvidos utilizando as rotinas de

otimizacdo fmincon e quadproj internas do Matlab.

3.1.1 Algoritmos Implementados

Implementamos o Algoritmo de Restauracdo Inexata proposto no capitulo 2.

Também testamos uma variante do Algoritmo 2.1, baseada no trabalho de Martinez
e Pilotta [52]. Este algoritmo utiliza a fungio objetivo do primeiro nivel como fungéo de
mérito em lugar do Lagrangeano. Vamos nos referir a este algoritmo como Algoritmo

2.1(b).

Seguem os passos do Algoritmo 2.1(b} que diferem do Algoritmo 2.1
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Passo 3: Direcio de Cauchy.

Calcule
d?an = P»’C[zk - va(xk:g)] - Zk

Passo 4: Fase de Minimizacéo.
Calcule v** € 7, tal que
[V — 2% <6 e

Fl® g™ << F(25,95).

Passo 6: Busca do # 6timo.

Para todo ¢ € [0, 1] defina

Predyi(6) = 0[f(z*, ) — f(z™, y™)]
+ A=OICEH = [CE))-

Passo 7: A definicfo da redugo efetiva é:

Aredy; = Bl f(2", 4%) = (&, 5]+ (1 - 8 ){IC () = IO

3.1.2 Problemas Teste

Para testar e validar os Algoritmos 2.1 e 2.1(b) utilizamos algumas classes de prob-
lemas teste da literatura. A primeira classe consiste em problemas classicos abordados
em [28, 30, 72, 71|, a segunda consiste em problemas de programacao quadratica em dois
niveis propostos por Vicente e Calamai em |14, 15]. Para finalizar utilizamos uma classe

de problemas de programacao em dois niveis relacionados com problemas de transporte

123).
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Problemas Classicos

Estes problemas foram propostos em [28, 30, 72, 71|. Para a resolugio utilizamos

0s seguintes critérios, pardmetros de entrada e notagdes.
Critério de Parada dos Algoritmos 2.1 e 2.1(b)} :
lldgznl| < 1072 [[C(s%)]] < 1074
Namero maximo de iteracdes externas = 250 ;
Constante de Restauragio r = 0.9;
Critério de Parada do Algoritmo de Projecdes : |R(y*)|| < 1074
n: dimensdo da varivel (z) ;
m: dimensio da varigvel (y);
q : nimeros de restricbes (diferentes de caixa) ;
Itgy @ iteragBes do Algoritmo de Restauracdo Inexata;

Itprin - Contador de iteracbes da Fase de Minimiza¢ao;

Pontos Iniciais : zp : ponto inicial x, yg : ponto inicial ¥, zp € wp 1 pontos iniciais

dos multiplicadores ref. as rest. de caixa, 7y : ponto inicial -;
N.C : Nao convergiu em um nimero maximo de iteragoes;

f : valor da fun¢do objetivo do primeiro nivel no ponto obtido pelo algoritmo de

Restauracio Inexata;
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f* : valor da funcfio objetivo do primeiro nivel no ponto obtido em [28, 30, 72, 71].
A variavel ¥ contempla as variaveis de folga do problema. A partir de agora vamos
descrever com detalhes os problemas resolvidos.

Descrigac dos Problemas:

Teste 1) [71].
Minimizar — 8z — 4x9 + 43y — 40y2 — 4y
x!y

sare€X={zxeR.z>0}

Yy =argmin z; + 222+ 11 + y2 + 2¥3
yeD{=x)

onde D(z) ={y € R :tp+ys—1 <1, 2z —a + 242 — 0.5y3 < 1, 225 + 29 —
y2 —0.5y3 <ley >0}

n=2 m=6eqg=23:

zo = (0,0.8)";

Yo = 20 = wp = (0,0,0,0,0,0)%;
vo = (0, 0,0}

Testes 2-6) [71].

Minimizar rz¥z — 3y, — 4y + 0.53%y
z,y

s.az € IR2

y = argmin 0.5y7 Hy — b(z)Ty
yel{z)

D(z)={y e R?: —0.333y; + v <2 e y1 —0.333y, < 2}
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onde

n=2 m=4eq=2

zp = (0,0)%

Yo = 20 = wy = (0,0,0,0)

7 = (0,0)".
2-7r=01 H=H eblz)=u=.
3-r=1,H=H eblz)==z.
4r=0,H=Heblz)=1z
5-r=0.1, H=Hye b(z) =z.
6-r=0.1 H=Hseblz) =z

Teste 7) [71].
Minir,{}izar 100z + 1000y, s.a

z€EX={z€eR:0<z<1}

y = argmin ¥ + 242
yeD(z)

onde D(z)={y e R z4+y1—p <1, p1+1y <1,
2Ty + 2y —yo — 0.5y3 <1 ey > 0}

n=1 m=4eqg=2
Tog = 1;

Yo = 20 = wp = {0,0,0,0);
~ = (0, D).
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Teste 8) [71].

Minimizar (z — 1)% + {y — 1)*
I,'y
sazxz € R

y = argmin 0.5y* + 500y — 50zy
yeD(z)

x5 = 0;
yo=20='wo=0.

Teste 9) [71].

Minimizar (z — 1)* + 2y; — 2z
T,y

sarc X={z€R:z>0}

y = argmin (2y; — 4)? + (2y2 — 1)2 + 2y,
yED(z)

onde D{z) = {y € R*: 4z + 5y, + 4y < 12, 4z — 4y + 5yp < 12,
—dx — 5y + 4y, < 4, —dg+ 5y, +4y <4dey >0}

n=2 m=86eqg=4

3;0:(0,0)‘:;

yo = 20 = wy = (0,0,0,0,0 Q)%

v = (0,0,0,0)%

Teste 10) [28].

Minimizar o — 22, + 25 — 223 + 4] + 43

sarzeX={zecR:z>0}

y = argmin (11 — 71)? + (T2 — 12)°
yeD(z)

onde D(z) = {y € R*: 0.5 <y < 1.5}.

n=2 m=2eq=0
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Lo = (U! O)t;
Yo=2pg=wy = (0, 0)z

Teste 11) [28].

Minimizar z% — 321 + 73 — 3z, + y? + v3
I!y
sarzEX={zecR x>0}

y = argmin (y; — z1)2 4 (22 — y2)?
yeD(z)

onde D(z)={y e R*: 05 <y <15}
n=2 m=2eq=0;
zo = (0, 0)5;
Yo = z0 = wo = (0,0)".
Teste 12) (30, 72].
Minixglizar Hz? + zy] — 952
saz€X ={z:0< 2 <200}

y = argmin 3[y? + xy] — 100y
yeD(x)

onde D{z)={y € R:y > 0}.

Teste 13) [30, 72].
Minimizar — 4zy -+ 3y + 2z + 1
.y
saz€ X ={zx:z2>0}

y =argmin —y+4zy
ye{z)

onde D{z) ={ye R*:0<y<i}.
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Yo = zg = wo = 0.

Teste 14) [30, 72].
Minimizar ${(zn — 2)* + (y2 — 2)?]
m?y
sazeX={z:z>0}

¥ = argmin y% + 42
yeD{z)

onde D{z)={y e R?: —z+y1 +y, =0ey > 0}.

Teste 15) [30, 72].
Minimizar (x — 5)% + (2y + 1)?
EX
sazeX={z:2>0}

y = argmin (y — 1)2 — 15zy
yeD(z)

onde HNz)={yec R?: -3z+y< -3, z—-05y<dez+y <7}
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Teste 16) [30, 72).
Minimizar (z — 3)2 + (y — 2)?
£
saz€X={z:22>20}
y = argmin (y — 5)°
veD(z)
onde D(z)={ye R*: 2z+y <1, v -2y <2ezx+2y < 14}.
n=1 m=4eqg=3;
5 = 1;
Yo = 2o = wo = (0,0,0,0)
Yo = (0,0,0).
Teste 17} [30, 72].
Minilélizar (.’L’l — yl)z + (3.3'2 - y2)2
sar€X={z:0<z<10}
(G(z,y),y—2) <0Vz € D(z)

onde D(z) ={y € R*:za+1y, < 15eyy + 1, < 15} €

8
Glzy) = (21 + 3y — 34, 1.25y + 2 — 14.25)",

n=2 m=4eqg=12
Zg = 0;
Yo = 2o = wo = (0,0,0,0}%;
Yo = (0,0}.
Teste 18) {30, 72].

Minoizrélizar 2xy + 2z2 — 3y1 — 3ys — 60 + Rjmax{0, z; + z2 + 11 — 22 — 40)}?
sazeX={z:0<z<50}

{G(z,y),y —2) < 0Vz € D(z)
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onde D{z)={y e R?: 2y — 2,4+ 10<0, o —22+10<0e —10<y <20} e

G(z,y) = (2y1 — 211 + 40, 2y9 — 235 + 40)".

rop— (20, 35)t,
Yo = Zp = Wy = (010: 0, U)t;

Yo = (0! O)

Observamos na Tabela 3.1 que o Algoritmo 2.1 obteve na maioria dos casos a mesma
solugdo obtida em [28, 30, 72, 71|, a menos dos problemas 9, 5 e 6 onde o nimero de
iteragoes maximo fol atingido e foram encontrados outros pontos estacionéarios. O mesmo
aconteceu com ¢ Algoritmo 2.1(b) segundo a tabela 3.2, mas ¢ interessante observar que
neste caso a viabilidade em relacio a C é pior que no algoritmo 2.1 devido & utilizagao
da fungio objetivo como funcgdo de mérito, resultado esperado quando comparado com

o desempenho da funcdo Lagrangeana.

Programacao Quadratica em Dois Niveis

Consideremos o seguinte problema de programacio em dois niveis:

Minimizar Q(zx, )
Ty
s.aaz >0 (BLG)

y = argmin ¢(z,y)
yeD(x)

onde ) e g sdo continuas, diferencidveis, quadraticas e convexas, D(x) = {y € R™:

Az 4+ Ay =blp) y>0}, pe R, l=min{m,n}ep > 1
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Definimos:

Mi={ke{1,2, .0} pp = 1}, my = #M;
My={ke{1,2,.0}: 1< pp <2}, ms = #My;
Ms={ke{1,2,..0} : pp = 2}, mg = #Mj;
My={ke{l,2, 0} :ps> 2}, my=#M, .

Esta técnica fol proposta em [14, 15] e consiste em gerar problemas de programacao
em dois niveis quadraticos € densos. Uma, caracteristica importante destes problemas é a
complexidade da resolucdo em funcdo do niitmero de minimizadores locais nao globais que
ndo dependem da estrutura de @ e ¢. Ver [14, 15]. Mas por outro lado, estes problemas
possuem valores de minimos globais conhecidos e a quantidade de minimizadores locais

ndo globais pode ser calculado. Mais precisamente temos os seguintes resultados.

R1- O Problema BLG possui 2™ solugées globais;

R2- O Problema BLG possui 2m2+m3+tm4 _ 273 golucies locais ndo globais;

R3- Q(z*,y*) = ZkeMz({p”’;l))z + (majm“), onde (z*,4*) € uma solucio global de BLG.
Critério de Parada do Algoritmo de Restauracdo Inexata, pardmetros de entrada e
Notacoes :
lldEanl] <1074, JIC(M)]] < 1074

Numero maximo de iteracOes externas: k=250 ;

Constante de restauragao: r = 0.9;
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Critério de Parada do Algoritmo de Projegdes : ||R(y*) < 1074,
Iigy  iteracOes do Algoritmo de Restauragdo Inexata;

Itarin © Contador de iteragdes da Fase de Minimizacéo;

Ny . dimensao de z;

my, : dimensdo de y;

{(Z,7) : Solugdo obtida pelo Algoritmo de Restauracdo Inexata;
{z*,y*): Solucéao 6tima do problema BLG;

N.5.G: Namero de solucgtes globais do BLG;

N.S.L: Namero de minimizadores Iocais ndo globais BLG.

As tabelas 3.3 e 3.4 mostram que o algoritmo 2.1 e 2.1(b) foram capazes de obter
um minimizador global em 60% dos testes sendo que no restante pelo menos um ponto

estacionario foi encontrado em todos os problemas.

3.1.3 Problemas de Estrutura de Redes

O Problema de Estrutura de Redes {23, 49, 55] pertence a uma classe de problemas
que consistem em alterar a infraestrutura de transportes de uma rede com o objetivo de
melhorar a qualidade de vida dos usuérios da rede e além disso minimizar os custos da

estrutura e manutengao.

Nos problemas que resolvemos nesta se¢do as demandas sdo fixas e possuem uma

origem e um destino, assim, consideramos a seguinte formulacgao:
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Minli;llizar > ical®iti{zi, z) + gi(z)]
s.az>—1
Mini:rcnizar Siea s tilu, z)du
;20 i€A
EjeP fi=d

Ti =) iepdiifij

Para ajudar na formulagio do problema definimos

P : conjunto de rotas da rede;

A : conjunto dos indices dos arcos pertencentes 4 rede;

z; - fluxo total sobre 0 arco ¢ € {1,2,...n};

t; - custo em tempo de uma unidade de fluxo v; sobre o arco %;
g; = l;2; : capacidade sobre o arco ;

fi : fluxo total sobre a rota ¢ € P;

z; : capacidade sobre o arco i;

[; : parametros fixos;

d : demanda da origem até o destino.

Testamos os problemas NPD1 e NPD2 propostos em [23]

Critérios de parada e pardmetros de entrada:
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lldfanl < 1074, [IC(s5)I] < 107%
Numero maximo de iteragbes externas (k=250);

Constante de Restauragio r = 0.9;

Critério de Parada do Algoritmo de Projecdes : [|R(%*)| < 1074

Itgr : iteragbes do Algoritmo de Restauragio Inexata;

Ityrin o Iteracoes da Fase de Minimizacao;

Lo =1Yp = Zp = Wy = (0503 U}O:O)t;

Y = (0,0,0).

f : valor da funcéo ohjetivo do primeiro nivel no ponto obtido pelo algoritmo de

Restauracdo Inexata.

f* : valor da fungdo objetivo do primeiro nivel no ponto obtido em [23].

Em todos 0s casos tanto os Algoritmos 2.1 quanto 2.1(b) obtiveram sucesso na

busca da solucdo, conforme tabelas 3.5 e 3.6.

3.1.4 Custo de Transporte

O problema de Custo de Transporte |23, 45] pertencem a outra classe que frequente-

mente é modelada como um problema MPEC. Este problema representa a situagao onde

o administrador de uma rede tem interesse ermn maximizar o lucro com a cobranga de
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taxas e os usudrios visam minimizar os custos de viagem sobre a rede. Segundo [45] este

problema pode ser formulado da seguinte maneira:

Maxtilrglizar >ica, LT
sat, >—li1€ A4
Mini;nizar Doica (G F )T+ D e, 6% Sa
S T = e a =1sei=k —lsei=1le0cc
Vie NV eOxD
T = Dk eOxD dbiah Vie A

£t >0vie AV (k)€ OxD

Definimos:

¢; : custo fixo para o arco i (n&o inclui taxas).

N : conjunto dos Nos da rede;

A : conjunto dos indices dos arcos pertencentes & rede;

A; : subconjunto de A referente aos arcos que podem estar sujeitos a taxas;
As = A\ Ay

i* . conjunto dos indices dos arcos partindo do né i;

i~ : conjunto dos indices dos arcos chegando no no i;

O : conjunto dos indices dos nds de origem;

D : conjunto dos indices dos nos de destino;
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zF : fluxo sobre 0 arco i € {1,2,...n} da origem k para o destino

d* . proporgio de demanda de fluxo entre a origem k e destino ! sobre o arco i €

{1,2,..n};
t, - Taxa cobrada sobre o arco i;

l; - Limite para a taxa cobrada sobre o arco i;

Testamos o algoritmo resolvendo os problemas Tolll, Toll2, Toll3, Tolld, Toll5

propostos em [23].
Critério de Parada do Algoritmo :
ol < 1074, IC(s5)|] £ 107

tan

Numero méximo de iteragdes externas (k=250);

Itp; : iteragbes do Algoritmo de Restauragio Inexata;

Itpsn © Contador da Fase de Minimizagao;

Constante de Restauragao r = 0.9;

Critério de Parada do Algoritmo de Projegdes : ||R(y*)|| < 10~%;

Como pontos iniciais utilizamos u = 0, v = 0 e para as varidveis primais = e ¥ 0s
pontos sugeridos em [23].

Uma vez que em [23] ndo fica claro quais parametros I; foram utilizados, para

efeito de teste supomos I; = —1 para todo 7.

Como néo & possivel comparar as solugdes obtidas pelos algoritmos propostos (2.1
€ 2.1(b)) com a solucio obtida em [23] porque os os parametros ; ndo estéo disponiveis,
podemos concluir que ambos algoritmos satisfizeram as condigdes de parada gerando
"pontos estacionarios”. Mas é importante ressaltar que no teste 1 os pontos estacionarios
foram diferentes, e o encontrado pelo algoritmo 2.1(b) fol melhor, conforme tabelas 3.7

e 3.8.



Tabela 3.1: Algoritmo 2.1 - Problemas Classicos
I

Teste | lldbunll | ICGO | Ttar | tas | £ | £ |
1 107° 1078 4 7 -29.2 | -29.2
2 10~° 108 8 35 | -8.92 | -8.92
3 1074 | 1074 6 31 | -7.58 | -7.58
4 1078 10-¢ 7 33 | -11.99 |-11.99
5 107* | 107° 8 35 |-000.92 | -3.6

6 | 107 | 107° 2 3 5.6 | -3.92
7 11078 | 107 3 5 1000 | 1000
8 10~4 104 2 3 81.32 | 81.32
9 NC NC

10 | 1078 | 1078 4 69 -1 -1

11 | 10°® 1078 4 69 2.2 -2.2

12 | 1071 10~ 4 4 -3266 | -3266
13 | 107% 7 107® 4 4 1.5 1.5

14 10| 100 | 3| 5 | 05 | 05

15 | 107% | 1077 4 17 17 17

16 | 107% | 10°% 4 17 9 9

17 | 1078 10~ 6 21 0 0

18 | 107® | 1075 2 3 5 5
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Tabela 3.2: Algoritmo 2.1(b) - Problemas Cléssicos

Teste | ||diall | 1C(S) | Ttrr | Ttssin f I
1 0 107° 4 7 -29.2 | -29.2
2 0 104 6 31 8.92 | 8.92
3 0% | 107 9 57 | -7.58 | -7.58
4 0 102 5 19 | -11.99 | -11.99
5 10-° 107° 2 3 |-000.92 | -3.6
6 0 10-¢ 2 3 5.6 | -3.92
7 0 106 3 15 1000 | 1000
8 1078 | 107 4 69 | 81.32 | 81.32
9 NC NC
10 | 107% | 1078 3 68 -1 -1
11 | 1078 1078 4 69 | -2.199 |-2.199
12 0 1074 4 4 -3266 | -3266
13 0 10-% 4 4 1.5 1.5
14 0 1078 3 15 0.5 0.5
15 0 106 5 29 17 17
16 0 1073 4 7 9 9
17 | 10°® | 10~* 6 21 0 0
18 0 10-5 2 3 5 5
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Tabela 3.3: (Problemas Bilevel) Algoritmo 2.1

» ne | my | Q29) | Q' y*) | NS.G | NSL | Ttay | Ttage |
153 4] 2] 080 | 0m | 1 3 | 88 | 175 |
3,3] 4|2 | 08804 | 05 1 3 1250 | 501
212 |42 | 002 | o002 1 3 21
1.3, 2] 14 |2 |oasr0 [ 02725 | 2 | 2 | 27| 63
| [213) 4| 2 | 003250 ] 0.0350 | 1 BERE
| [1.2,1.2,1.2,1.2) Gfﬂ 004 | 0.4 1| 15—[ 17 | 53
[1.2,1,1,1] 614! 5 001 | 1 | 1 250 550
121213 |73 |0045 | 004 | 1 | 7 [ 19| 59
1212121212 105 | 005 | 005 | 1 | 81 [ 27| s3
1212131312 |10] 5 | 0075 | 0075 | 1 | 81 | 91 | 201
Tabela 3.4: (Problemas Bilevel) Algoritmo 2.1(b)
j P I ne |my | Q&9 | Qy") | NS.G | NSL| Itar | Ttag
[ ns53 |42 os | 0325 | 1 3 |7 T T\
| i3,3] 142 |ossoa| 05 1 3 480
| 12,12 s 2] 002 | 00 1 3 |12 | 32
1.3, 2] 4| 2 | 04670 | 02725 {72 2 | 35 | s8
[1.2,1.3] 4{20003250] 003250 | 1 | 3 |15 35 |
12121212 |6 4| 004 | 004 1 151 16 54J
[1.2,1,1,1] 6|4, 5 | oo 1 1 | 250 | 540 |
1212,03] | 7|3 | 00425 | 00425 | 1 7 | 20| 48 |
r121212121ﬂrl 005 | 005 HNERERE:
12212131312 [10] 5 | 0075 | o075 | 1 | 81 | 87 | 177




Tabela 3.5: Problemas de Estruturas de Rede Algoritmo 2.1
Teste | bl [ICEN) [Tt [T | £ | 7 |

NDP1 | 1074 1078 19 T474 300.5 | 300.5 ’
l-NDPZ 1072 1078 23 } 543 | 142.89 142.89.

Tabela 3.6: Problemas de Estrutura de Rede Algoritmo 2.1(b)
Teste | |5, | IC™ | Ttar | Ttsn f f*

NDP1 | 1074 1074 15 478 | 300.5 | 300.5
NDP2 | 1074 1074 21 545 | 142.89 j 142,89

Tabela 3.7: Problema de Custo de Transporte Algoritmo 2.1
| Teste | 1l | 1G] Ztar | Ttarn | €

Tolll | 10-5 | 104 | 4 | 3 |3.24
Toll2 | 10 | 104 | & | 203 | 0
Toll3| 10 | 105 | 4 | 4 | o
Toll4 | 106 | 105 | 4 | 4 [ o
(Tolls [ 100 | 0t | 4 | 4 | o

Tabela 3.8: Problema de Custo de Transporte Algoritmo 2.1(b)

Teste | (dfll | 10 | Ttar | Ttan | 1]
Tolll | 105 | 10 | 12 | 207 | 7]
Toll2 | 10 | 105 | 5 | 70 |0
Tolid | 1074 | 10 | 4 | 4 |o
Toll4 | 1073 10-4 3 3 E
Tols | 10° | 10° [ 4 | 4 [o




Capitulo 4

Aplicacao ao Problema de Trafego

Urbano

4.1 Introducao

O trafego congestionado tem se fornado parte do dia-a-dia dos moradores das
grandes areas metropolitanas. Com o crescimento destas areas nem sempre é possivel a
construcio de novas ruas ou avenidas visando suprir o aumento do fluxo de veiculos. Do
ponto de vista econdmico, segundo pesquisas realizadas nos Estados Unidos [7], sio gas-
tos cerca de 48 bilhdes de dolares por ano com este tipo de problema e aproximadamente

65% dos motoristas das cidades americanas analisadas ja passaram por este problema.

No Brasil, o0 mesmo problema ocorre nas grandes cidades, em particular na maior
cidade do pafs. Estamos nos referindo a S&o Paulo. A figura 4.1 descreve um esbogo da

regido onde os problemas com congestionamento sao constantes.

Para minimizar os impactos deste problema é necessario que as autoridades respon-
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saveis tomem decisdes visando controla-lo. Uma alternativa seria incorporar impostos
ou pedagios (taxas) sobre alguns trajetos (ruas ou avenidas) tentando desviar o transito

durante alguns periodos do dia.

Na literatura, o problema de determinar pedégios com o objetivo de reduzir o con-
gestionamento é frequentemente chamado de Problema de Custo do Congestionamento,
que nesta secdo vamos nos referir como CPP, motivado pelo termo em inglés "Conges-

tion Pricing Problem™.

Em geral o problema CPP pode ser dividido em duas classes. A primeira, conhecida
como Primeiro Melhor Problema de Custo de Pedagios ([7], [38] e [39]) assume que todos
o0s arcos que compdem a rede estio sujeitos a pedagios. Neste trabalho vamos nos referir
a este problema como FBTPP, notacdo motivada pelo termo em inglés "First-Best Toll
Princing Problem". J4 a segunda é conhecida como Segundo Melhor Problema de Custo
de Pedagios ( [40] e [44] ), neste caso considera-se que existem arcos onde nao é feita
a cobranga de pedagios. Vamos nos referir a este problema como SBTPP, notagdo

motivada pelo termo em inglés "Second-Best Toll Pricing Problem".

O problema FBTPP pode ser considerado um caso particular do SBTPP se assum-

imos que o conjunto de arcos que nao estio sujeifos ao pedéagio é vazio.

Muitos pesquisadores durante anos tem desenvolvido modelos e algoritmos para a
resolucao do SBTPP ([13], [32],[40],145] e [59]} ). Em [40] a abordagem proposta explora
as propriedades do problema SBTPP ¢ apresenta uma reformulagio do problema baseada
na literatura do problema MPEC. Neste mesmo trabatho foi considerado um algoritmo

de resolugdo baseado na metodologia de Planos de Cortes [10].

Q principal objetivo desta secdo é usar a abordagem utilizada em [40] para o caso

onde a demanda do problema STBPP é fixa.
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Figura 4.1: Eshogo da Regido

4.2 Descricao do Problema

4.2.1 O Problema SBTPP com Demanda Elastica

Para facilitar a formulacio do problema definimos

i : indice dos arcos da rede;

I : conjunto de todos os indices dos arcos contidos na rede;
k : indice do par Origem/Destino;

K : conjunto de todos os indices dos pares Origem/Destino;

z* : fluxo do arco para o par Origem/Destino k ;
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tr : demanda para o par Origem/Destino k ;

Ey : Ey = e, — e,, onde ¢; & 0 vetor candnico;

v : vetor de fluxo agregado, neste caso v =), .o z*:

si(v) : custo em tempo de uma unidade de fluxo sobre o arco ;
wy(t) : fungdo de demanda inversa para o par Origem/Destino k;
A : matriz de restricdo de fluxo,

1} : pedagio cobrado sobre o arco i;

Y : conjunto de indices dos arcos que néo estio sujeitos a cobranca de pedagios{taxa).

As seguintes hipotese sobre o problema STBPP séo assumidas em [40].
Consideremos

V={(vt):v=3.xz" Az" = Eyty, 24, % > 0 Vk € K} e assumimos que V ¢

limitado;
5; é continua e diferenciavel Vi € 1
wy € continua vV k € K

Do ponto de vista pratico estas hipéteses nio comprometem a aplicacdo do problema

STBPP [40).

Por outrolado esta hipoteses estdo entre as pedidas para o resultado de convergéncia

do Algoritmo de Restauracdo Inexata.
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4.2.2 Formulacao MPEC

Podemos definir o problema STBPP como um problema MPEC, conforme [40]:

Minijmtizar (8(v),0) = D rex f;" wy(u)du
ved,

$.8
T,=0sei€Y
T, >20s8ei¢gY

(s{v) + T, u—v) — (w(t),d—t) >0V (u,d) € V,

onde V foi definido acima.

A fungfo objetivo {s(v),v) corresponde ao tempo total gasto pelo fluxo sobre a
rede ou custo em tempo associado a rede. O conjunto V' representa a regido viavel do
segundo nivel que requer fluxos vidveis positivos que satisfacam a restricdo de chegada e
saida de fluxo nos nos da rede. Ja o problema de inequagdes variacionais parametrizado

em 7" assegura que a rede se mantém em equilibrio para um T fixo [38].

Como o objetivo deste capitulo é explorar o problema SBTPP com demanda fixa
( SBTPPF ) deixamos para trabalhos futuros o estudo mais detalhado do problema

SBTPP com demanda elastica.

O Problema SBTPPF

Seguindo a mesma notacio usada para o problema SBTPP com demanda elastica,
podemos definir 0 SBTPP com demanda fixa (SBTPPF) como um problema MPEC da

seguinte forma:
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Formulagao MPEC do SBTPPF

Minimizar (s(v), v}
v, T

s.a
Ti=0seicY
T,>20seig¢yY

(s()+ T, u—vy>0VueV,

onde V= {ve R":v=73,  2%A2F = b, 7, > OVk € K} e s; satisfazem as

hipéteses usadas no problema anterior.

Para facilitar o entendimento do problema vamos reescrever o problema acima uti-
lizando a varidvel v; que representa o fluxo total agregado sobre o arco 7. Assim podemos

reescrever o problema acima da seguinte forma:

Minir?izar {s(v},v)

5.2
Ii=0sei€Y FD-MPEC
T.20sei¢Y

(s(v)+T,v—2y<0VzeV
onde V= {z € R*: Az =bez > 0}, s; : R" — IR sdo pelo menos duas vezes

diferenciaveis, separaveis e monétonas, para ¢ € {1,..,n}.

O exemplo abaixo deixa clara esta reformulacao:

Exemplo 4.1. Consideremos a rede abaixo estudada em [41]:
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Destine

Figura 4.2: Interpretacao Geométrica da Rede

Neste caso K = {A,B,C,D}, I ={1,2,3,4,5} e Y = 1.

Hipétese de demanda: O fluxo total que sai da origem A deve ser igual a 6 unidades,

e além disso o fluxo total que deve chegar ao destino C' € exatamente 6 unidades.

Restrices de saida: Na origem A existem dois arcos de saida de fluxo. Levando

em consideragdo a hipotese de demanda, gera-se a seguinte restrigaoc,
-V —v3= —6, (41)

ou seja, a quantidade total de fluxo que sai de A deve ser igual 6 unidades.

Restricbes dos noés intermediarios: Como hipétese supomos que nenhuma unidade
de fluxo pode ficar pelo caminho na rede, ou seja, a quantidade de fluxo que chega em
um nd diferente da origem ou destino deve ser igual & quantidade que sai deste mesmo

nd. Analisando o n6 B gera-se a seguinte restrigao:

vy = vs + g, (4.2)
Utilizando um raciocinio anélogo para o nd D, obtemos

vz +vs =y (4.3)
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Restricoes de chegada: O destino C esté conectado a dois arcos de chegada, levando

em consideracdo a hipotese de demanda, obtemos a seguinte restri¢ao:

Vs + Uy = 6 (44)

Utilizando (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), podemos definir o conjunto vidvel do segundo
nivel do problema MPEC: V = {2 € R*: Az =be v > 0}, onde

-1 ¢ -1 0 0O
1 -1 0 0 =1

Propriedades do SBTPPF

Consideremos os seguintes problemas e suas respectivas solugoes

v® = argmin {s{v),v)

s.a veEV S—-0PT
Encontrar v* € V tal que

(s(v) +T,v* —2) <0Vz eV, U—-0OFPT
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onde V={zeR":Az=bez2>0}.

Seja (v*, T*) uma solucdo do FD-MPEC, entdo pode-se estabelecer a seguinte re-

lagdo entre as solugdes dos trés problemas (FD-MPEC, S-OPT e U-OPT) [40]:

{s(v™),v*) 2 (s(v"),v") > {s(v°), ") (4.7)

Consideremos os seguintes subconjuntos

S* = {v* € R": v* = argmingev{s(v},v)};
Up={teR": (s(t)+T,u—7) 20Vue V}
r={TeR:0#U;C S}

W(z)={ve R":0¢ Uy}

Teorema 4.1. Se s; : IR" — IR sdo pelo menos duas vezes diferencidveis, estritamente
monétonas crescente, para i € {1,..,n}, {s(v), v} & estritamente convexa e ¥ é a tnica

solugdo do problema S-OPT. Entdo

I'=W(D) (4.8)

Prova: ver Teorema 3 [38] . ]

Teorema 4.2. Dado o seguinte problema

Minir%}izar {(s(v),v)
s.a {(s(v)+Tyv—2y<0V¥zeV
onde V = {z € R*": Az =bez >0} s : IR — R sio pelo menos duas vezes

diferenciaveis, estritamente monétonas, para i € {1,..,n} e {s(v),v} é estritamente

convexa. Entio o conjunto de solugbes do problema acima é exatamente YT = {(v*,T) :

T e}
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Prova: ver Teorema 7 [38]. ' n

Os Teoremas 4.1 e 4.2 valem quando consideramos T > 0. A relagéo (4.7) também

é valida para o problema SBTPP com demanda eldstica.

Por fim, é interessante ressaltar que em geral as unidades de T estdo em minutos,
mas este fato na pratica néo influencia muito, pois supondo que ¢ administrador da rede
cobre de um arco 4 a quantia de M; (R$) unidades monetarias e se B (£) é o valor
de uma unidade de fluxo por minuto, entao 7, = %i. Além disso se T} for negativo
significa que o administrador da rede pode estar sugerindo que seja dado um subsidio

aos usudarios da rede para que seja utilizado o arco i.

Na préxima se¢do vamos analisar qual é a influéncia da variavel T' na rede.

4.2.3 Sensibilidade ao Pedagio

O objetivo desta segfo é avaliar a influéncia do pedagio sobre os arcos da rede.
Vamos analisar diferentes casos, mas utilizaremos 0 mesmo exemplo de fluxo da figura

4.2.2 e as seguintes funcdes s;:

Fungdes de Fluxo [41]: $1(v1) = 1001, Sa(ve) = va + 50, s3{vs) = vs + 50, s4(va) =
10?)4 = S5('U5) = vs + 10.
Consideremos o problema VIP parametrizado em T+
(s(v)+Tyiv—2)<0Vz €YV,

Para resolver o problema acima utilizamos o algoritmo baseado em projecoes proposto

por Solodov e Svaiter [686].

Caso I: Se T = 0, resolvendo o problema (4.2.3) acima obtemos a solucdo vy =
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(4, 2, 2, 4, 2)t e (s(v}),v}) = 552;

Caso 1I: Se considerarmos 77 = I3 = ... = Ty = 0 e T5 = 10 temos como solucdo

vy = (3.23, 2.76, 2.76, 3.23, 0.47)% e {s(v};), v}) = 504;

Caso III: Se considerarmos 77 = 72 = ... = Ty = 0 e Ty = 13 temos como solucgio
vir = (3, 3, 3, 3, 0)t e (s(vl;;), vi;) = 498 ( Solucio Otima do Problema MPEC
)i

Caso IV: Se considerarmos Ty = Tp = ... = Ty = 0 e T} = 10° temos como solucio
U?V = (3! 3: 31 3: O)E;

Observe que conforme o valor de 75 aumenta, o fluxo no arco 5 diminui migrando
para, os outros arcos. Outro fato interessante é que a mesma, solugdo 6tima v pode

estar associada, a vetores T diferentes (casos III e I'V).
Continuando com a nossa analise, estamos agora interessados em desviar o fluxo

na rede em fungdo dos pedagios (7).

Caso V: Se T = (0, 0,105 0, 0,) temos a solugdo v}, = (6, 2.1666, 0, 3.84, 3.84)' e
{s(v}), vir) = 673.63;

Caso VI: Se T = (0, 10%, 0, 0, 0)* temos a solugdo v}, = (2.333,0, 3.666, 6, 2.333)! e
{s(vi;),vi ) = 945.55.

Observe que tanto no caso V como no VI quando o valor do pedagio é muito alto,

o fluxo é desviado para outros arcos.
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4.2.4 Modelagem do Problema SBTPPF

Consideremos o problema de Equilibrio com Fluxo Limitado [37]

Minimizar 37 | f% s;(t)de (4.9)
sa v;<¢ (capacidade) i=1,..,n (BFEP)
vEV={2€R": Az=bez >0}

Se ¢; fosse conhecido para cada arco 7 o problema SBTPPF se reduziria a resolver o
problema BFEP, mas em geral n&o é ficil estimar ¢;. Esta justificativa nao esta explicita

em [40] onde o problema SBTPP ¢é tratado como um problema MPEC.

Decidimos dar uma interpretagdo prépria da modelagem do problema SBTPPF

como um MPEC.

Consideremos as condi¢des de otimalidade do problema BFEP (C.O.T).

(s)+Tv—uw) <0 VYueV (4.10)
Tic;—v)=0 i=1,..,n (C.OT)
’U:‘;TiZU Z‘Z]-:"'?n
Observe que:
-se T; > 0 entdo ¢ = v
-se T; = 0 entdo ¢; = oo

De maneira intultiva podemos concluir que a varidvel 7; faz o papel do pedégio no

arco i, com o objetivo de aumentar ou diminuir o fluxo neste arco.

Como ¢; existe, mas € desconhecida e na pratica estamos interessados em encontrar
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o par (T, v) que resolva o problema C.0.T" ¢ a0 mesmo tempo minimize o custo total de

tempo (s(v), v}, a formulagdo matematica é:

Minirzr}izar(s(v), v)

8.4
T¢=USB€Y
T->0see?Y

(s(v)+Tw—u)L0Vz eV

4.3 Resolucao via Algoritmo de Restauracao Inexata

Para resolver os problemas testes relacionados com o problema SBTPPF utilizamos

os Algoritmo 2.1 e 2.1(b).

Mas com o objetivo de acelerar a convergéncia do algoritmo e além disso encontrar
uma solugdo que do ponto de vista econdmico privilegie os usudrios da rede, inicializamos
a fase de minimizacéo do Algoritmo 2.1 com um ponto inicial s = {7, vg, Ag, 20) definido

da seguinte forma:
vp = Ux ( pomto restaurado );

(T%, Ao, 20) solucdo do problema de programacado nio linear convexo:
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Minimizar T
Ty

s.a
T.=0seieYY
T;>0sei¢Y

s()+ T+ A'u—~v=0
viy =0
Y29

Para visualizar os impactos desta altera¢do consideremos o exemplo da figura 4.2.2.
Quando utilizamos sg conforme definido acima encontramos a solucao v* = (3, 3,3, 3, 0)°
eT* = (0, 0, 0, 0, 13)%, se so &€ exatamente o ponto obtido na fase de restauragio (
ponto restaurado 5,) obtemos como solucio ¥ = v* mas T = (4.46, 0, 0, 4.46, 8.58)".

Fica claro que {(v*, T*) < {(v*,T).

E importante ressaltar que a incorporacdo deste procedimento ndo muda os resul-

tados de convergéncia obtidos neste trabalho.

4.4 Resultados Numéricos

Critérios de parada e parimetros de entrada e notacoes:
|ldf,nll < 2074, |C(¥)]] < 1074

Nimero maximo de iteracdes externas (k=250);

Constante de Restauracio r = 0.9;
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Critério de Parada do Algoritmo de Projecdes : ||R(zy*)|| < 1074,
Itpr @ iteragOes do Algoritmo de Restauracao Inexata;
Itain - Contador de iteracao da Fase de Minimizacio,
Tys g, 20, Wo € Yo : vetores nulos com suas respectivas dimensdes.

Obs. zg € wp representam fig.

Descri¢gido dos Problemas Testes

Para testar € validar o algoritmo proposto neste trabalho resolvemos alguns testes

da literatura e além disso criamos novos testes baseados nos propostos na literatura.

Teste 1

O exemplo 4.2.2 e as fun¢des fluxo utilizadas na analise de sensibilidade da variavel

Teste I1

Neste teste propomos uma nova rede a ser estudada, apesar de néo estar na literatura

tanto a rede quanto as funcéo de fluxo podem ser utilizadas na vida real.

Neste caso definimos a fun¢do de custo da seguinte forma :
si{v;) = 0.5v; + i para todo i € A, (4.11)
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Figura 4.3: Ilustracdo para a Rede do Teste II

e a mesma tabela de demanda do Teste I11.

Testes I11-VI

O teste III foi considerado como FBTPPF em [38] e SBTPPF em [40].

J& os parametros dos demais testes foram extraidos de [37], mas nunca foram trata-

dos como FBTPPF ou SBTPPF.

A tabela abaixo descreve os parametros de entrada dos problemas associados & rede

4.4 e as demandas em cada origem e destino ver ([37]).
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Figura 4.4: Ilustragao para a Rede dos Testes [1I-VI
Neste caso definimos a funcdo de custo da seguinte forma :

Ui .
si(v;) = t(1 + 0.15(5:)4) para todo i € A (4.12)
As tabelas contendo os experimentos numéricos foram organizadas em duas classes,
os problemas First Best Toll Pricing Problem e Second Best Toll Pricing Problem. Além
disso resolvemos os experimentos utilizando o Algoritmo 2.1(b) proposto na secio de

experimentos numeéricos.

First Best Toll Pricing Problem

Comparando as solu¢bes obtidas em [41] e [37] nos testes I e III respectivamente,
podemos concluir que os valores da solucio na funcdo objetivo sio iguails aos obtidos

pelo Algoritmo 2.1 conforme a Tabela 4.2.

Nos demais testes, como sdo novos problemas gerados podemos sé destacar que

foram sastisfeitos os critérios de parada do algoritmo em um nGmero razoavel de iter-
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acoes.
O mesmo acontece com o Algoritmo 2.1(b), conforme Tabela 4.3.

Analisando a Tabela 4.4 podemos comparar somente a solugio obtida no teste III,
neste caso o valor da fungio objetivo obtido em [40] & 2455.06, j4 o nosso algoritmo

obteve 2521.8.

Em relacdo &s demais, mais uma vez encontramos uma solucde que satifez os

critérios de parada do algoritmo.

De novo o Algoritmo 2.1(b) teve um desempenho semelhante ao algoritmo 2.1,

conforme tabela 4.5

* O Arco 1 nio cobra pedégio;
** Nenhum arco cobra pedagio;

*** Somente os arcos 3 e 18 cobram pedagio.

Analise da solucao obtida

Para fins de andlise comparativa, vamos analisar a solu¢éo obtida pelo Algoritmo
2.1 com a solugéo obtida em [37] quando consideramos o problema FBTPPF, conforme

Tabela 4.6.

A solugdo v obtida neste caso é exatamente a solugéo obtida em [37]. J4 a solucdo
T & ligeiramente diferente mas T v & exatamente igual. E esperado que aconteca isso

poils para uma finica solugao v podemos ter virias solucoes 7'.

80



Parametros de Entrada da Rede [37]

A tabela 4.1 contém os parametros de entrada para os testes III, IV, V e VL

Tabela 4.1: Parametros de Entrada

| | Teste 111 | Teste IV | Teste V | Teste VI |
‘E;ink n.Link l o vt oo it oo (&G J
AE| 1 |5 125 10°]5 25 |5 25 |
AF| 7 |6 8|5 165 25 |5 25
BE| 8 |3 35 |3 35{5 25 |5 25 |
B-F l 4 9 3 19 18 |5 25 5 25
EF| 9 {9 20|9 2|5 25|5 25
EG| 2 |2 w2 nls 2|5 2 J
E1| 12 |8 2|8 2|5 255 2
FE| 10 |11 4 |11 20i5 25 |5 25
FH| 5 {6 83|11 2|5 25 |5 2
ril ou |7 os2l7 5205 255 25 |
cc| 3 (3 2513 2505 2505 25
GD| 18 |6 2a]6 2[5 255 2
cu| 15 |9 199 10905 255 o5
‘mc| 17 |8 9 (s 3905 255 25
'BD| 6 |6 4|6 43[5 255 25
H-G| 16 |4 36 |4 365 255 25
G| 13 |4 2.4 215 255 25
LH| 14 (8 30[8 30 |5 2505 25 |

Seguem abaixo as tabelas de demandas para os Testes III, IV, V, VL.

81



Tabelas de Demandas

Resultados Numeéricos

It | C | D IV, C | D
A |10 20 10 | 20
B 130140 B | 30|40
VviC|D VI|C|D
A 2525 A 10720
B |25]25 B | 30|40

Tabela 4.2: Resultados Numéricos FBTPPF-Algoritmo 2.1

| Teste | k| | HCGR) | Ztr 00 | Ttasn | £ | 1T

1 10°% | 10°° 5 5 498 13
II | 1078 | 1078 24 24 | 4108.83 1 3.53
I | 1075 1073 17 82 | 22530 | 143
IV | 1075 10-* 30 650 | 2160.9 | 14.233
Vv 103 10-° 5 70 | 2128.0 ] 5.6569
VI | 107% | 1078 6 71 | 1967.8 | 5.6569
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Tabela 4.3: Resultados Numéricos FBTPPF-Algoritmo 2.1({b)

Teste | (|df, |l | 1CG | Ttar () | Ttagen | F i
I 1075 | 1074 6 5 498 13
Ir | 167® | 10™* 22 22 | 4108.83 | 3.53
Im | -5 | 10°* 9 9 | 22539 | 14.3
IV | 1073 104 15 275 | 2160.9 | 14.233
v | 1078 | 107¢ 6 71 | 2128.0 | 5.6569
VI ) 107} 107 6 71 ] 1967.8 | 5.6569

Tabela 4.4: Resultados Numéricos SBTPPF-Algoritmo 2.1

Teste | b, )l | 1O | Ttar () | Btasn | £ | T |
I* 10-° | 10°° 5 5 498 | 13.8512
** 11070 10~ 3 3 552 0
[P | 10-° 104 6 6 | 2521.8 | 0.2453
[y#** | 10-° 104 8 138 | 2457.4 | 1.052
yEEk | 1073 161 3 3 | 2313.7 0
VI¥¥* | 107° | 1074 14 409 | 2153.3 0

Tabela 4.5: Resultados Numéricos SBTPPF-Algoritmo 2.1(b)

Teste | ldb Il | 1CGM) | Ttrr () | Fagin | £ | |7
I* 1073 1074 - 4 5 498 | 13.8512
** | 10 104 3 3 552 0
[IT** | 1075 10~ 5 5 | 2521.8 | 0.2453
Ve | 107° | 10™* 8 138 | 2457.4 | 1.052
yERx 1108 | 1074 3 3 | 23137 0
VIREs | 107% | 104 9 204 | 2153.3 0 |
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Tabela 4.6: Solugdo Teste 111 FBTPPFEF

Solucéo RI paper [37]

Link | n.Link v T v T;
A-E 1 9.41 0 9.41 0
A-F 7 20.6 0 20.6 0
B-E 8 38.34 4 38.34 4
B-F 4 31.67 0 31.67 0
E-F 9 0 0 0 0
E-G 2 21.3 10.34 21.3 11.2
E-I 12 26.44 0 26.44 0
F-E 10 ¢ 0 0 Q
F-H 5 39.47 7.2 39.47 7.2
F-1 11 12.78 0 12.78 0
G-C 3 29.6 4.86 29.6 4
G-D 18 20.76 0.86 20.76 0
G-H 15 0 0 0 0
H-C 17 19.39 0 19.39 0
H-D 6 39.24 0 39.24 0
H-G 16 0 0 0 0
I-G 13 29.06 2.34 29.06 3.2
I-H | 14 10.16 0 10.16 0
s(v)ty 2253.917 2253.917

Ty 887.57 887.57
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Tabela 4.7: Sclucao Teste II1 SBTPPFEF

Solucéao RI
Link | n.Link | o, T _]
AE | 1 |50 0
AF | 7 [299a4 0
BE | & | 498 0
BF | 4 |2015 0
EF | 9 0 0
BEG | 2 21.3 0
EI | 12 | 2716 0
FE | 10 0 0
PH | 5 | 4509 O
FI | 11 | 2716 0
aCc | 3 40 000018
GD | 18 | 149 0244
GH | 15 0 0
H-C | 17 0 0
HD | 6 | 4509 0
H-G | 16 0 0
e | 13 | 2006 0
g | 14 |11 o0
s{v)tv | 2521.74
Tty 3.66




Capitulo 5

Conclusoes e trabalho futuro

Mostramos nesta tese a viabilidade de resclver uma classe de problemas MPEC

utilizando a estratégia de restauragao inexata.

Os resultados tedricos se aplicam a uma classe bastante ampla, compreendendo os
problemas onde as fun¢des que definem a regido viavel devem ser duas vezes contin-
uamente diferenciaveis e as restrigdes parametrizadas dos problemas do segundo nivel
devem definir regides convexas. Também mostramos que a estratégia apresentada se
aplica a problemas MPCC, onde a convexidade da regiao definida pelas fun¢des nao é

necessaria.

Este trabalho é uma continua¢do natural da tese [18], onde o mesmo enfoque foi
usado na reselugdo de problemas de otimizac¢&o em dois niveis. Alguns resultados obtidos
nessa tese foram utilizados neste trabalho, e novas provas foram feitas para parte desses
resultados devido & melhor compreensdo de varias questoes ao aprofundar o estudo do

problema.

O objetivo fundamental para usar este enfoque é o de preservar a estrutura em
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dois niveis. O unico trabalho na literatura que conhecemos, que preserva esta estrutura
em algum sentido € o recente artigo de [24]. E interessante mencionar que ndo foi
obtido nenhum resultado teodrico de convergéncia para o algoritmo proposto em [24],

confirmando a dificuldade da anéslise tedrica deste tipo de problemas.

O primeiro resultado importante obtido nesta tese é que com hipéteses fracas sobre
o problema é garantida a viabilidade dos pontos de acumulagdo da seqiiéncia gerada
pelo algoritmo. Este resultado permite relaxar as exigéncias no passo de restauragio no

algoritmo apresentado em [50].

O teorema de convergéncia ¢ enunciado de forma diferente do feito nos trabalhos
anteriores. O enunciado novo pode dar a sensagio de que € imposta uma condicio ao
algoritmo, mas para suavizar esta sensacio, mostramos que existem hipoteses (fortes)

sobre o problema, que garantem a verificacao das propriedades exigidas ao algoritmo.

Em relacdo a4 otimalidade, o teorema provado da condigBes suficientes para que

exista um ponto de acumulacdo viavel e que verifique a condicdo AGP.

Este resultado € relevante no caso em que as solugdes dos problemas do segundo nivel
verificam a complementaridade estrita. Neste caso, como no ¢aso em que os problemas
do segundo nivel ndo possuem restricbes de desigualdade, o problema MPEC resulta
diferencidvel e neste caso existem pontos de acumulagdo vidveis e KKT do MPEC. Este
resultado também justifica teoricamente os algoritmos usados para resolver o MPEC,

onde 0s problemas do segundo nivel sdo resolvidos "exatamente"com precisio e.

No artigo [3] & mostrado que sob certas condigdes, das quais a mais importante &
a complementaridade estrita, as solugoes do MPEC s&o pontos KKT de uma variagio
do problema reformulado com o sistema KKT associado, que resulta da retirada das
restrigées de complementaridade e substituidas por g(z,y) + v > 0. Este resultado se

aplica ao nosso problema. Quando a trajetdria das solugdes do problema do segundo
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nivel é o grafico de uma funcio diferenciavel do paramétro (o caso mais favoravel para
o MPEC estudado), o MPEC pode ser pensado como um problema de um dnico nivel,
diferenciavel. Neste caso a regularidade do problema n&o esta afetada pelas restrighes
de complementaridade, e nos parece que ha alguma relagio entre este fato e o resultado
mencionado. Este € um assunto que nos interessa pesquisar, especialmente a relagdo

entre esta trajetéria e os sistemas KKT associados ao segundo nivel.

Nos artigos [73, 43| sdo introduzidas relaxagées ao sistema KKT associado ao MPEC
ou ao MPCC, e se define uma qualificagio para as restrigdes restantes denotada MPEC-
LICQ, que consiste na independéncia linear destas. Com base nesta qualifica¢ao se
definem condicdes de otimalidade para 0 MPEC e 0 MPCC. Queremos pesquisar futu-

ramente se & possivel adaptar o enfoque de restauragio inexata usando estas idéias.

Do ponto de vista da pratica e das aplica¢Ges, a estratégia usada para resolver os
problemas é original. Implementamos o algoritmo usando um algoritmo de proje¢oes
para a fase de restauracio. Este algoritmo requer a convexidade da regido de viabilidade
do segundo nivel e é eficiente quando esta regido & definida por fungdes afins. Os
experimentos numéricos apresentados mostram que ¢ método implementado é bom. De
qualquer forma, enfatizamos que ha liberdade total para escolher o algoritmo adequado
para a fase de restauragfo e é importante considerar o que é conveniente em cada caso

particular.

Nas aplicacdes ao problema de trafego também ohtivemos resultados alentadores.
Este problema é especialmente apto para ser tratado com o algoritmo de projecoes.

Combinar este algoritmo com programagao inteira sera assunto de trabalho futuro.

Os resultados de sensibilidade e estabilidade de problemas parametrizados sao essen-
ciais e devemos aprofundar o estudo destes topicos, que sdo cheios de detalhes e questdes

bastante dificeis. Ver {11].
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Para finalizar, ressalta,moslque este enfoque nos permitiu obter resultados de con-
vergéncia tanto para o problema bilevel em [18] como para 0 MPEC e 0 MPCC nesta

tese.
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Capitulo 6

Apéndice

6.1 Limitagoes para o Erro

Teorema 6.1. { Teorema da Fungdo Implicita ) Seja F : IRF x R™ — IR™ continuo e

diferencidvel (C'). Suponhamos que F(zo,70) =0 e

det[F;(Io}yo)] 74 0. (61)

Entdo eziste um aberto W C R* e w: W — R* continua e diferencidvel tais que

1. 20 €W e w{xg) = Yo;

2. Flz,u(z))=0VzeW.

Prova: Ver [61].

As demonstragdes dos lemas a seguir foram baseadas no Lema 3.2.4 e Teorema 3.2.2

de [33].
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Lema 6.1. C, , . (x,y(z), u(z), ¥(x)) € ndo singular para todo z € X, onde (z,y(z), ulz), ¥(x))

€ a solugdo do sistema (2.4).

Prova:

Pela definicdo de C(z,y, 1, y) conforme (2.2) temos:

H AT —BT
Coun (T 0 11, 7) = A 0 0
diag(y}« B 0 diaglg(z, y(z)))

onde H = [V,G(z,y) — zgzl Vigi(z,y)vl, A = hy(z,y)) é a matriz jacobiana das
restrigoes afins, B = g;(z,y)) é a matriz jacobiana das restrigdes de desigualdade e

diag(z)€ R™>*™ é uma matriz diagonal, com componentes z;.

Sejam u € R™, v € RY e w € IR tais que:

U
¢ @ y(@)u@),y@) [ v | =0
w
ou seja,
Au =0 (6.3)
7fv§9i(fﬁay(5«”))u + gz, y(z))w; =0 parai =1,..., 1. (6.4)

Suponhamos, sem perda de generalidade que g;(z,y(z)) = 0 para ¢ = 1,..p e

gi(z,y(z)) > 0 para i = p + 1,...0 e, portanto pela hipotese Ad4:

vi(z)=0parai=p-+1,..,1 {6.5)
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vi{z) > 0parai=1,..,p. (6.6)

Usando (6.5),(6.6) e (6.4) temos :
Vggi(z:,y(z))u =0parai=1,...,p. (6.7)

w; =0parat=p+1,..,1L (6.8)

Multiplicado a equagio (6.2) por u” temos:

wWITHu+uw AT — " BTw=0

Utilizando (6.3),(6.7) e (6.8} vem
uF Hu = 0.
Como (6.3) ¢ (6.7) implicam que u € Nu(h,(z,y(z)) N Nu({gr),(z,y(z))), onde I &
o conjunto de indices das restrices ativas em (w,y{z)) pela hipotese {A3) temos,

u=0.

Assim, reescrevendo o sistema temos:
ATy —BTw=0 (6.9)

dieg(g(z, y(z)))w =0 (6.10)

Podemos escrever (6.9) como:



ou ainda por (6.8)

v
(4" - B]) =0

Wp
onde B, € R™*? é uma parte da matriz B associada as restrigoes ativas e w, é o vetor

de dimensdo p que corresponde as varidveis ndo nulas de w.

Pela hipotese (Al) a matriz (47 — B,) tem posto completo e portanto

v=0 w,=0

Concluimos que (u,v,w) = (0,0,0) e portanto Cy , . (, y(z), u(z), v(x)) & ndo sin-

gular para todo x € X.

Lema 6.2. (Limitacdo local para o erro):

Seja z € X dado e (y{z), p{zx),v(z)) tal que C(z, y(z), u(z),v(x)) = 0. Se u(z) e

v{(z) sdo fungdes continuas, entdo existem B > 0 e € > 0 tais que

I, 1, 7) = (y(=), e}, Y@ < BNIC(=,y, 1,7

para todo (y, i, 7) € Viyuy((y(x), u(z),7(2)),€).

Prova:

Como C{z,y, it,7y) é continuamente diferenciavel e

Cl (@ y(@), ple), +(z))
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é néo singular, pelo teorema da fungo inversa [61] existe £; > 0 tal que

Clz,y, i, 7)

possui uma inversa diferenciavel G em V,, . ,((z, y(z), u(z), y(z)), &1). Entdo

G(Clz,y,1,7) = (=9, 1,7) (6.11)

G'(Cl,y, 7)) = Cp oy (@9, 1,7)) (6.12)
para (z, 4. i,7) € Vyuo((3,9(2), u(z),7()), £1).

Como X é compacto, y(z), u{x) e v(z) sdo uniformemente continuas entdo £; nao

depende de z.

Expandindo G em série de Taylor, em torno de C(z, y(z), u{z),v(z)), obtemos:

G (Clz,y, 7)) = G(Clz, ylz), plz), v(z))) +
G (Clz, y(z), p{z), v(2))) (Clz, y, 1, ) — Clz, ylz), ulz), v(2)))+
R(Clz,y, 1, ) — Cla, y(z), ulz), v(x)))

onde

R(Clz,y, u,7) — Clz,y(z), plx), v(x)))

lim =0
Clegum—Clry@u@a@)  ||Clz,y, g, v} — Clz, y(z), p(z), v(z)|
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Utilizando (6.11) e {6.12} e o fato de que C(z, y(z), u(z), y(z)) = 0, temos que

(z,y, 7)) = (z,y(@), ulz), ¥(z)) + C'{x, y(x), p(z), v(x)) 7' Cla,y, 1, 7)+

R(C(z,y, 1.7))

E portanto

(z,4,1.7) — (z,y(x), plz),+(z)) = Oz, y(@), u(z),7(x) " Cla, y, 1, 7)+

R(C(z,y,1,7))

onde
o By my)
Otz yum—0 NC(z, y, 1)

Calculando a norma temos:

Iy, 1, 7v) = =), (=), v(@) < 10 @, yla), wlz), (@) HIIC (@, y, 1 M+

{(6.13)
I1R(C(z, y, DI
Agora, dado a > 0, pela definicao de R, existe g5 > 0 tal que
enl<e = o] <
Como C & continua e C(z,y(z), u(z),v(z}) = 0, existe €53 > 0 tal que
IC(z, yy 17| < &2 (6.14)

para todo (y,1,7) € Vyua((y(z), u(®), v(2)),€3).
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Assim, dado o > O

|R(C(z vy, ) < al|Clz,y, 7))l

para todo

(@, 9, 1.7) € Vo (W) (), 7(2)), €3) NV, {(w(2), (), 7(2)), 1)

Utilizando (6.14), a equacio (6.13) pode ser escrita como:

“(y: JU’!P}{) - (y(:c),,u(:z:), ’}/(I))“ S
C' (y(@)(z,, w(z), v (@) WOy, 1, )| + 2l Clz, y, 1, 7))

para todo

(@, 9, 1,7) € Viyen ((0(), @), 7(2)), £3) N Vi puy (@), (), 7(2)), 1)

ou seja,
| Cy, . 7v) — (w(z), plz), ()l <
(IC'(z, y(@), plz), v(2)) 7| + @) |Clz, y, wy)]]

para todo

(.9, 1,7) € Vi ((y(z), (@), ¥{(z)), €3) N Vo nn (y(2), pl2), v(2)), £1)
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A continuidade uniforme das fungtes envolvidas garante que podemos escolher €5 e

g3 independentemente de z. Assim, tomando € = min{e;, 21} €

B 2 (|G (@ (), plm), v(2)) M + @) >0 (6-15)

temos o resultado desejado.
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