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Resumo

Neste trabalho seguimos, nos quatro primeiros capitulos, para a construcio
efetiva de extensdes quaternidnicas, apartir do acimulo de informagdes obtidas
nos capitulos iniciais 1 e 2, sobre a estrutura dos subcorpos intermedidrios a uma
extensdo deste tipo, conhecimentos quais sdao obtidos pela atuacao forte da Teoria
de Galois, uma vez que € muito bem conhecida a estrutura de subgrupos do gru-
pos dos Quatérnios. Finalmente, em posse dos resultados e caracterizagdes dos
capitulos precedentes, juntamente aos resultados que relacionam formas quadrati-
cas e algebras quaternionicas, no capitulo 6 demonstramos o Critério de Witt,
que acerta sobre a imersdo de extensdes biquadraticas em quaternidnicas. Deste
critério obtemos um importante resultado de interesse da Teoria dos Ndmeros,

uma nova caracteriza¢do dos nimeros racionais que sao somas de trés quadrados.
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Introducao

O resultado fundamental dessa monografia € referente a imersao de extensoes
biquadraticas em extensdes quarteniOnicas. Tal resultado é devido ao matematico
Ernst Witt (1911 — 1991) e foi tratado no seguinte artigo de 1936: Konstruktion
von galoisschen Korpern der Charakteristik p zu vorgegebenerGruppe der Ord-
nung p’, Journal Reine Angew. Math. 174 (1936), 237 — 245.

Esse teorema, que ficou conhecido por Critério de Witt, tem atual formulagado
em termos do grupo de Brauer do corpo k, Br(K'), mais precisamente sobre re-
lagdes entre elementos do grupo Br(K') denominadas obstrugoes.

No sentido da definicdo: L D k é quaternidnica se o seu grupo de galois for
o grupo dos Quatérnios de ordem 8. N6s investigamos corpos k£ que admitem tais
extensdes quaterniOnicas, € 0s caracterizamos segundo sua estrutura de subcorpos
e elementos geradores, assim como a acdo dos elementos do grupo de galois sobre
esses geradores. Como resultado veremos interessante relacOes aritméticas sobre
elementos no corpo k£ como somas de dois ou trés quadrados.

Nossa metodologia serd percorrer por caminhos construtivistas do problema
em questdo. Quero dizer, examinaremos a construcao a partir de particulares cor-
pos k de tais extensdes quaternidnicas seguindo artigos consultados que abor-
daram o problema por meio de técnicas elementares do ponto de vista da Teoria

dos Numeros.



Capitulo 1

Extensoes Quaternionicas

Diremos que uma extensdo de corpos L D k é quaternonica se ela for uma
extensdo galoisiana, isto é, normal e separével, e cujo grupo de Galois, Gal(L|k),
¢ isomorfo ao grupo de Quatérnios de ordem 8. Para nosso propdsito, vamos
supor que todo corpo base de uma extensao de corpos tem caracteristica distinta
de dois, e portanto toda extensdo finita de grau 2" é separavel, consequentemente

a condic¢ao de normalidade serd equivalente a de galoisiana.

Relembrando, o grupo de Quatérnios de ordem 8, que denotaremos por H, tem

a seguinte apresentacdo por geradores e relacoes:

H = (1,£), H é gerado por dois elementos,
7_4 = 1H7

2=£ e (r=713%¢

O nosso grupo nao abeliano tem apenas 4 subgrupos nao triviais, sendo todos

subgrupos normais:
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trés ciclicos de ordem 4

um de ordem 2

(r)
(€)
(r€)

(%)

A saber, o subgrupo (72) € igual a (£2).

A seguir apresentamos um diagrama que mostra exatamente a estrutura de

subgrupos do grupo dos Quatérnios:

{e}

1.1 Recordando o Teorema Fundamental da Teoria

de Galois

Dada uma extensao finita de corpos M D k definimos o seu grupo de Galois,

que denotaremos por Gal(M |k), como sendo o seguinte subgrupo do grupo de

automorfismo do corpo M, Aut(M):

Gal(M|k)={oc: M — M |o(r)=rVrek}
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Definicao 1.1. Diremos que uma extensao finita de corpos N D k, com grupo
de galois Gal(N|k) é uma extensdo normal se satisfaz algumas das condigdes

equivalentes no Teorema 1.1, como referéncia temos o livro de S. Lange [8].

Teorema 1.1. Fixado um fecho algébrico, k*, de um corpo k, sobre uma extensdo

finita de corpos N D k, com N C k, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. Toda imersdo € : N — k® induz um automorfismo de N, isto é, ¢(N) C
N.

2. Para todo v € N — k existe 0 € Gal(N|k) tal que o(x) # x;

3. Todo polinémio irredutivel p(X) € k[X]| se p(X) tem uma raiz em N

entdo todas as outras raizes estao em N;

4. N éum corpo de raizes para algum polinomio f(X) € k[X];

O Teorema Fundamental da Teoria de Galois, TFTG, apresenta uma corres-
pondéncia biunivoca, denominada correspondéncia galoisiana, entre os corpos S
intermedidrios a uma extensao galoisiana N D k e os subgrupos H do grupo de

Galois Gal(N |k), fazendo corresponder:
S +— Gal(N|S),
onde
Gal(N|S) = {0 € Gal(N|k) | o(s) = s,Vs € S } - 0 subgrupo que fixa S,

com inversa definida por
H+— N%,

onde
N® ={z € N|o(z)=2,Yo € H } - o corpo fixo por H.
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Representamos no diagrama a seguir o esquema de inclusdes reversas decor-

rentes da correspondéncia galoisiana:

Gal(N|k) k
T |
big — NH
T |

{e} N

A teoria de Galois acerta que a extensao N H — | é normal se, e s6 se, H
¢ subgrupo normal de Gal(N|k), e neste caso, o grupo de Galois de N > k,
Gal(N*#|k), é isomorfo ao quociente de grupos Gal(N|k)/H, e portanto o seu

grau de extensdo ¢ igual ao indice de H em Gal(N|k), ou seja:

[N k] = [Gal(N|k) : H]

Partindo do conhecimento da estrutura dos subgrupos do grupo H dos Quatérnios
e da facilidade de reconhecer o quociente de H por seus subgrupos, pela co-
rrespondéncia acima podemos reconhecer detalhes da estrutura dos corpos in-
termedidrios a uma extensdo quaternionica, detalhes que serdo investigados em
nosso proximo capitulo no qual trataremos das extensdes intermedidrias e seu res-

pectivos grupos, os quais tem ordens baixas iguais a 2 ou a 4.



Capitulo 2
Extensoes Intermediarias

Pela correspondéncia galoisiana uma extensao quaternidnica L O k apresenta

a seguinte estrutura de subcorpos intermedidrios:

Como todos os subgrupos de H sdo normais pela Teoria de Galois todos os
subcorpos intermedidrios a L D k sdo extensdes normais de k. A teoria de Galois
nos diz que o grupo de Galois de K D k, Gal(K|k), é isomorfo a H/(£?). Este,
que por sua vez, ¢ isomorfo a Vj, o 4-grupo de Klein. Portanto, a extensdo K D k
¢é dita uma V4 - extensao, ou extensao biquadrdtica.

Os grupos de Galois Gal(L|E) , Gal(L|F') e Gal(L|J) sao, respectivamente,

isomorfos a (1) , () e (7). Deste modo, ambas extensdes sdo ciclicas de grau

10
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4. Enquanto as extensdes £ D k, F' D ke J D k sdo quadraticas, visto que
seus grupos de Galois sdo, respectivamente, isomorfos a H/(7), H/(&), H/(7¢),
todos grupos de ordem 2.

Vamos agora fazer uma pausa, afim de trabalhar um pouco mais detalhes

destas extensdes intermedidrias a nossa extensao quaternionica.

2.1 Extensoes Quadraticas

Os resultados a seguir, consultados em [9], sobre extensdes quadraticas foram
incluidos pelo seu cardcter pragmadtico, da simplicidade que demonstra e pela

nossa necessidade de auferir proveitos do seus desdobramentos.

Um corpo quadrdtico é construido a partir de um corpo k ( caracteristica de
k distinta de 2 ) pela adjuncdo das raizes x; e x5 de um polindmio quadrético
irredutivel f € k[X]. Por isso, um corpo quadritico sobre k serd denotado por
K, onde o indice f faz referéncia ao polindmio irredutivel f € k[X].

Para determinar a irredutibilidade de um polindmio quadrético
f = aX? +bX + ¢, a # 0, basta verificar o discriminante D = b* — 4ac.
Este serd redutivel se, e somente se, D for um quadrado perfeito em k.

De qualquer forma sabemos, desde a época do colégio, que as raizes de f sdo
expressoes do tipo:

T = %, Ty = %, onde w? = D.

Para nosso propdsito, vamos supor daqui em diante que w ¢ k, ou seja, vamos
supor que f é irredutivel em k[X].

Assim, para obter K s, basta adjuntar ao corpo k o elemento w, ou seja, a raiz

quadrada do discriminante de f. Resumimos isto no seguinte lema.

Lema2.1. K; = K,, onde g(X) = X? — D € k[X].



2.1 Extensoes Quadraticas 12

Conseqilietemente, também podemos assumir que D € livre de fatores quadrati-
cos em k. Sim, pois se D = s2D;, s € k, é claro que K; = K, , onde
g(X)=X?-D,.

Portanto o corpo quadrético Ky € igual ao corpo k(w) = {a + bw | a,b € k}.
Essa tltima igualdade justifico apenas mencionando que € uma decorréncia direta
da existéncia de divisdo euclidiana no anel k[X]. Justifica-se agora também o
adjetivo quadrdtico, visto que 2 é a dimenséo de k(w) como k - espaco vetorial,

isto é, [k(w) : k] = 2.

Observacao 1. Por outro lado, dada uma extensdo de corpos E D k, quadrdtica,
isto é, [E : k] = 2, existe um polinémio irredutivel de segundo grau, € k[X],

tal que E é um corpo obtido pela adjungdo de suas raizes, ou seja, I/ = K.

Considerando um elemento = = a+ bw do corpo quadratico k(w), a aplicagao:

. k(lw) — k(w)
r = T
onde T = a — bw, é um k - automorfismo de k(w). De fato, podemos assumir

sem as detalhadas demonstracdes nosso proximo teorema.

Teorema 2.2. Se x e y sdo dois elementos quaisquer de k(w), entdo valem as

seguintes propriedades:

1. T+yY=T+7y

2 Ty =1y

3 T=ux

4. sex =a+ bw, entdox +T =2aexT =a

5. T = T se, e somente se, x € k
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De fato 0. é o tnico automorfismo de k(w), diferente de 1;, que fixa o sub-
corpo k.

7
Teorema 2.3. Gal(k(w)|k) = 27

Demonstracdo. Seja m um k - automorfismo ndo trivial de k(w). Assim,

m(w) =a+bw # w. Dew? = D € k, vem:
D =7(D) = n(w?) = n(w)® = (a + bw)? = a* + DV + 2abw,

logo D = a? 4+ Db? e ab = 0, consequentemente, a ou b deve ser nulo, mas
ndo ambos, pois m(w) # 0.

Deve se ter b # 0, pois caso contrério, de a?> = D, terfamos um absurdo pois
D ndo é um quadrado em k. Portanto Db? = D. Assim b = &1; como 7 # 14,

concluimos que b = —1, isto é, 7(w) = —w e daqui resulta que ™ = o... O

A fim de usar uma notagdo mais comumente habituada expressaremos
w = v/ D. Assim nossa extensdo quadritica ficard denotada do tipo k(v D) D k.
Citaremos nesse fim de sec¢do, sem a devida demonstracdo, porém seja sim-

ples, um lema que iremos utilizar posteriormente com frequéncia.

Lema 2.4. Se a,b ¢ k2, entdo k(\/a) = k(\/b) se, e somente se, % é um quadrado

em k.

Habitualmente trabalhamos com a formulag¢do equivalmente: se a,b ¢ k2
entio ab~' ¢ k? se, e somente se, k(v/a) # k(D).

2.2 Extensoes Ciclicas de grau 4

Vamos a seguir apresentar resultados, conforme leitura feita em [2], que caracte-
rizam as extensdes C' D k de grau 4 que sdo ciclicas, isto €, cujo grupo de Galois
Gal(C|k) é isomorfo a (Z,, ).
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Sobre o grupo abeliano Z,, de ordem 4, ele € caracterizado por ter apenas um

subgrupo de ordem 2.

Deste modo apresentamos a seguir, respectivamente, a estrutura de subgrupos

de Z, e de subcorpos intermedidrios a C' D k:

Zf k :iCZAL
Lo E=C%
{e} C =l

As extensdes C' O F e E D k s@o quadrdticas. Da secdo anterior, sobre

extensoes quadréticas, decorrem nossos dois seguintes teoremas:

Teorema 2.5. Seja C' uma extensdo ciclica de grau 4 sobre um corpo k. Entdo
existe um elemento d € k, tal que d ndo é um quadrado em k, e existem elementos
e, f € k tais que C = k (\/ e+ f\/&) e além disso d(e* — f?d) é um quadrado

em k.

Demonstracdo. De fato, como jd observamos, existem d, e, f € k, com d ¢ k2 e

e+ fVd¢ k(\/ﬁ)z, tais que:

E=k(\d) e C:E(\/e—kf\/E) = k(\/e—kf\/a)

Com isso, temos a primeira parte do teorema. Falta mostrar que d(e* — f2d) é
um quadrado em k.
Para isto, vamos mostrar que ¢?> — f2d nio é um quadrado em k, pois desta

forma o elemento \/e? — f2d geraria uma extensdo quadratica de k, e como
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C D k admite apenas um subcorpo intermedidrio, terfamos entdo que

k(Vd) = k(\/e2 — f2d)

Por sua vez, pelo Lema 1.4, isto implicaria que d(e? — f2d) é um quadrado
em k, conforme queremos.
Denotaremos 62 := e + f\/d e ¢* := e — f ++/d, entdo 6 e ¢ sdo raizes do

polindmio:

p(X) = (X? = 0*)(X? — ¢%) = X — 2eX? + (% — f2d) € k[X]

Eis um polindmio irredutivél sobre &, pois como [C' : k] = 4, p ndo tem fator
irredutivel de grau 3 em k[ X|. Como C' D k é normal, logo contém todas as raizes
que p(X), portanto ¢ € C.

Consideremos A?, o discriminante de p(X), temos:

A? = (20)*(20)*(0 — 9)*(0 + 0)* (=0 + ¢)* = 166%(e* — f*d) f'd*  (2.1)

Como Gal(C|k) é ciclico de ordem 4 , Gal(C|k) ndo é subgrupo de A4, o
grupo das permutacdes pares das permutagdes sobre 4 elementos. Portanto existe
o € Gal(C|k) tal que o(A) = —A, logo A ¢ k, e entdo e* — f?d, por 2.1, ndo é
um quadrado em k, conforme queriamos demonstrar.

[

Reciprocamente, provaremos o seguinte:

Teorema 2.6. Suponhamos que d € k ndo é um quadrado em k e existeme, f € k,

tais que d(e? — f%d) é um quadrado em k. Entdo C = k (\/ e+ f\/E) é uma
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extensdo ciclica de grau 4; e além disso, o polinomio p(X) = X* —2eX? + (e* —

f2d) é o polinomio minimal de \/ e + fV/d, isto é, o polindmio ménico irredutivel

o qual \/ e + f\/d é uma raiz.

Demonstragdo. Por hipotese d(e? — f2d) é um quadrado em k e d ndo é um
quadrado em k. Consequentemente e — f2d ndo pode ser um quadrado em k.
Vamos mostrar primeiro que e & f+/d ndo é um quadrado em k(v/d), afim de

podermos construir as extensdes quadraticas:

k(\/e+f\/c_l>3k(\/c_l)3k e k(\/e—f\/ﬁ)ak(\/ﬁ)Dk

De fato, se
et fVd=(r+sVd)?=r*+d+2rsVd
entdo e = 72 + s’d e f = +2rs. Logo,
e? — f2d = (r* + s%d)* — 4r*s*d = (r? — s*d)?,
um absurdo, contrariando nossas hipéteses.

Assim como na demonstracio do teorema anterior, 8 = 1/e + f/d é uma raiz

do polinémio, irredutivel em k[ X|:
P(X) = Xt = 2eX* + (¢ = f2d) = (X* = (e + [VA))(X* = (e = [Vd))

Desde que

e—fVd  (e— VA (e— fVAR(VA)

e+f\/c_l_ e2 — f2d - (62—f2d)d )

e— fvVd
e+ fVd

o () - (D

temos que ¢ um quadrado em k(\/a) Consequentemente:
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Portanto C' contém todas as raizes do polindmio p(.X ), ou seja, € um corpo de
raizes. Isto significa que C' D k é uma extensdo normal. Pela Teoria de Galois a

ordem de Gal(C|k) é igual ao grau da extensdo C' D k, isto é:
|Gal(C|k) = [C : k]

Este ultimos, como sabemos € igual a 4.

Assim o grupo de galois Gal(C|k) é ciclico de ordem 4 ou é isomorfo a Vj, o
4-grupo de Klein.

Devemos examinar o discriminante de p(X'), para concluir sobre a natureza de
G(C|k), uma vez que sabemos que o 4-grupo de Klein é um grupo de permutagdes
pares, isto €, V; € um subgrupo de A,.

Do teorema anterior:
A?* = 16(e* — f2d) f*d®

Mas como vimos inicialmente, e? — f2d nio € um quadrado em k, entdo A ¢ k.

Portanto Gal(C|k) é ciclico de ordem 4, conforme querfamos demonstrar.
]

Observacao 2. Nas condi¢oes acima, a extensdo k (\/ e+ f \/E) D k é uma

V,i-extensdo se, e somente se, e> — f 2d é um quadrado em k. Sobre tais extensoes

vamos tragar mais comentdrios se¢do seguinte 2.4.

A condigdo d(e? — f?d) é um quadrado em k é equivalente a d é uma soma
de dois quadrados em k.

De fato, se existe r € k tal que d(e* — f2d) = r?, entdo:

= () (¥)
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. . . 1
Reciprocamente, se existem z,y € k tais que d = 22 + 3%, tome ¢ = — e

x
f= Y , entao:
xd
1 y?
d (—2 ~an d) =1 , que é um quadrado em k, por outro lado,
2z

2

1 Y 1
2 — 2 e _— = — a S
e” — fd (x2 o d) g nao é um quadrado em k.

Desta forma mostramos que um corpo quadratico k;(\/a) pode ser imerso, estar
contido, em uma extensdo ciclica de grau 4 se, e somente se, d € soma de dois

quadrados em k.

2.3 Extensoes Ciclicas de grau 4 com raizes da unidade

Nesta se¢do vamos apenas enunciar um teorema, cuja demonstragdo pode ser
encontrada, entre outros, no livro de S. Lang [8]. Este resultado nos serd util para

quando formos trabalhar com corpos em que tais possuem raizes da unidade.

Teorema 2.7. Seja F' D k uma extensdo normal. Seja & uma raiz n- ésima
da unidade. Suponhamos que & € k. Nestas condicoes: F' DO k é uma ex-

tensdo ciclica se, e somente se, ' é um corpo de raizes para um polinomio
X" — a € k[X)], irrediitivel sobre k.

2.4 V- Extensoes

O 4-grupo de Klein, que denotaremos por V}, caracteriza-se por ter ordem 4 e
ter 3 subgrupos distintos nao trivias.
Pela teoria de Galois, uma Vj-extensdo K D k apresenta a estrutura de sub-

COrpos:
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Portanto existem elementos a, b, ¢ € k — k?, satisfazendo também

ab™', ac™!, beTt € k — K2,
tais que:

E=k(Va)  F=k(b)  J=k\/0)
Consideremos a seguinte torre:
k(va,Vb) D k(va) D'k
gr;fl 2
Temos que K = k(/a,v/b). De fato k(v/a,v/b) D k(y/a) é uma extensio
quadratica. Suponhamos que b € k(+/a)?, logo existem z,y € k tais que:

b= (z+yva)® = (2 +y*a)+2ryv/a = vy = 0 = b = 22 ou b = y*a , absurdo
Deste modo, em particular, uma V,-extensdo tem a seguinte estrutura de sub-

COrpos:



Capitulo 3

Uma Construcao elementar de

Extensoes Quaternionicas

A nota de R. A. Dean, [2], nos incita a curiosidade ao mencionar que 0 nosso
problema esta relacionado com soma de dois ou trés quadrados. De fato, ao in-
vestigarmos em [4], Genjiro Fujisaki nos apresenta uma elementar constru¢do
lancando mao de hipdteses sobre elementos que sdo somas de quadrados.

Veremos em detalhes a contribui¢do de Fujisaka.

Considere um corpo k, de caracteristica distinta de 2. Suponhamos a existén-
cia de um elemento m € k satisfazendo as seguintes condi¢des:

1. m¢k?

2. m=p*+¢@+r% pqgrek e pgr#0

3. n=p’+¢@¢k* e mngk’

Fixando k%, um fecho algébrio de k, seja

w =\ [VmvaG/m+ Va) (Vi +p) € K

20
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Teorema 3.1 (Fujisaki). k(w) é uma extensdo quaternionica de k .

Demonstragdo. Seja K = k(«, 3), onde o = m e 3> = n. Por nossa hipéteses,
esta é uma V- extensdo de k. Denotaremos Gal(K |k) = {0y = 1k, 01,092,035},

onde como sabemos cada k - automorfismo age, sobre {«, 3 } conforme quadro

abaixo:
a | p
oo | «@ 1]
o1 | —a| f
oy | a | =0
o3| —a| =0

Seja L = K (w). Vamos mostrar que L D k é normal e Gal(L|k) = H.

Conforme nossa defini¢do, a normalidade de L D k € equivalente a para toda
imersdo ¥ : L — k%, entdo X(L) C L.

Seja, entdo, X uma imersdo de L em k. A restri¢do X, € uma imersdo de K
em k% Como K D k é normal, ¥, € Gal(K|k), isto é, existe ¢ € {0,1,2,3}
tal que Y|, = o;. Portanto, daqui em diante, toda imersdo % : L — k“ vai ser
indexada por um indice i €, o qual € do automorfismo o;, 0 qual %, = 0;

Entdo, vamos verificar que ¥,(L) C L, onde ¥; : L — k® é uma imersdo.

Calculando
%i(w)? = 2i(w?), temos:
Para: = 1.

Su (VAT + AT+ 7)) =
= V() (VD) =
= Iy~ /) (Vi +p) =
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_\/_\/_(\/_‘i‘\/_)(\/_‘i‘p)\/m_'_\/ﬁ\/m_\/ﬁ
:wg(\/m_\/ﬁ)2

Portanto, > (w) = ele € K(w)=L,onde e; € {—1,1}.
T

Do mesmo modo,

EQ(W)Z = EQ(UJQ) =
= —my/a(in = /i) (—v/i + )

= \/M\/N m n n \/ﬁ—\/ﬁ\/_—p:
= V(A ) e e
(Vi = Vi)’ (Vi —p)’

2
Portanto, s(w) = egw(\/m_\/m (v =p) € K(w) = L, onde ey €
r q
{-1,1}.
Finalmente,

Sy(w)? = Vi~ — /) (i + p)

B —Jm = i—idp
= VimV(V V) (V) R
I S Ot O

Vn+p ¢

V= p)

Portanto, Y3(w) = egw( € K(w)=L,onde e3 € {—1,1}.

Pelos calculos acima, verificamos que >(w) estdo todos em L, para toda imer-
sao ¥ @ L — k% Uma vez que as imersdes >. estendem automorfismo de
Gal(K|k), podemos concluir (L) C L. Portanto L D k é galoisiana e ¥J; sdo
todos k - automorfismos de L, isto é, ¥; € Gal(L|k), paratodo i € {1, 2, 3}.

Parai = 1, 2, 3, calculando Z”ZK, a restricdo a K de 3,2, temos:
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EifK =0’=1x eque X (w)=-w

Portanto, w ¢ K. Assim, L. D K é uma extensdo quadritica, o que implica
[L:kl=[L:K|]K:kl=2-4=28.
Deste modo, o grupo de Galois de L D k, Gal(L|k), é de ordem igual a 8.

E facil verificar que

N # 1
Yol=1peVie {1,2,3}{ &, £%;

3
Ei|K =0

Vamos assumir, entdo, que e¢; = 1, Vi € {1,2,3}. Pois, caso contrario, pode-

mos trabalhar com ¥;® no lugar de ¥;, uma vez que:
2 (w) = By (W) = Bi(~w) = —Ei(w)

Denotaremos por = o automorfismo >y, que estende o, = 1;, definido por
Ew) = —w.

Entdo temos o conjunto abaixo, dos 8 distintos k& - automorfismo de L.

GCLZ(LV{?) - {1L7 Ev 217 2?7 227 237 237 Zg}

Com as seguintes relagdes abaixo, que verificam-se, mostramos que o grupo

de Galois Gal(L|k) é isomorfo ao grupo de Quatérnios.

vt=1, i=1,2,3

2=z i=1,2,3

YoXly = Y3, M3Xp = 3y, X ¥y = Xy
oY 5% = %°



3.1 Construcao de Exemplos 24

Falta mostrar que L = k(w) :

De fato, como
Y(w)#w, VE € Gal(Llk), Y #1g,

tem-se que Gal(L|k(w)) = 1., e portanto L = k(w). O

3.1 Construcao de Exemplos

Sejam Q e Z, respectivamente, o corpo dos niimeros racionais e o anel dos
inteiros. Dado m € Z, veremos no ultimo capitulo que se existe uma extensao
quaternionica F' de Q tal que Q C Q(y/m) C F, entdo m é soma de trés quadra-
dos em @, e logo Q(v/m) D Q é uma extensdo quadritica real.

Seja, entdo, m > 0 um inteiro positivo livre de quadrados. Vamos mostrar,
em decorréncia do Teorema de Fujisaki, que é suficiente m ser soma de trés
quadrados para que exista uma extensdo quaternionica F' O Q com Q(y/m) C F.

Uma outra famosa caracterizagdo sobre somas de quadrados devida a Gauss,

[S]e[11], afirma que m é soma de trés quadrados em Z se, € somente se,
m=1,2,3,5,6 mod(8)

E também conhecido que m € soma de dois quadrados em Z se, e s6 se, m nao

¢ divisivel por nenhum primo p = 3 mod(4). Além disso, conforme [11] , m é
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soma de trés quadrados ( ou dois quadrados ) em Z se, e somente se, m é soma de
trés quadrados ( ou dois quadrados ) em Q.
Consideremos entdo Q(1/m) uma extensdo quadrética real de Q, onde m é um

inteiro livre de quadrados e m # 4,7 mod(8).
1. Suponhamos que
2 2 2
m=p +q¢ +7r°, pqgr>0 emZ
e m ndo é soma de dois quadrados em Z.
Se nés definirmos n := p? + ¢* , n ndo é um quadrado e mn também ndo.
2 2
(mp)” , (ma)

2 2
J
de dois quadrados em Z, pois o é em Q.

De fato, se mn = j2, entdo m = que implica m uma soma

2. Suponha que
m=p*+q¢, pqg>0 emZ

Considere n :=m + 1 = p*> + ¢* + 1%, e entdo de m = 1,2,3,5,6 mod(8)
teremos que n = 1,2,3 mod(4). Claro que n = 1 mod(4) ndo pode ocor-
rer, pois implicaria em m = 0 mod(4), um absurdo supondo m livre de
quadrados. Portanto n» ndo € um quadrado em Z, pois verifica-se que o

tinico quadrado ndo nulo em Z, € a classe 1.

O inteiro mn também ndo é um quadrado. Por absurdo, suponhamos que
mn é uma quadrado. Logo existe um primo ¢ tal que ¢ | m e t? | mn. Como

m € livre de quadrados, entdo ¢ divide n, absurdo pois mdc(m, n) = 1.

De acordo com o caso 1 paraw = /v/m/n(y/m + /n)(y/n + p), pelo Teo-
rema de Fujisaki

K =Q(w) > Q(vm,vn) > Q(vm)
¢ uma extensao quaternionica de Q.

No segundo caso, com w' = +//m+/n(y/m + /n)(y/m + p) pelo mesmo

teorema Q(w’) O Q também é uma extensio quaternidnica que contém Q(/m).




Capitulo 4

Extensoes Quaternionicas com

raizes da unidade

Com observamos no capitulo anterior Q(v/—1) ndo pode estar contida numa
extensdo quaternionica de (. Mas como veremos a seguir, existe extensdo L,
galoisiana sobre Q(v/—1), tal que H = Gal(L|Q(v/—1)).

Entdo nesta secdo vamos obter uma caracterizacdo de extensdes quaternioni-
cas de corpos L D k assumindo que a caracteristica do corpo base k seja distinta
de 2, e que k contenha o conjunto 4 das raizes do polindmio X* — 1 € k[X], ou

seja, o conjunto das raizes quarticas da unidade.

Vamos considerar a apresentacdo de Gal(L|k) = H :

H = (1,£), H é gerado por dois elementos

74:1]1.]1

=€ e (r=7%

26
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4.1 Estrutura

Nessas condicdes, 114 C k, aextensdo ciclica L D E,onde E = L& éo corpo
fixo do subgrupo ciclico (), pelo Teorema 2.7 é da forma L = E(v) D E, onde
~ é raiz de um polindmio do tipo X* —u € E[X],comu € k—k? (k= k—{0}).
J4 as extensoes quadriticas £ O ke F' = L7 O k sdo da forma, respectivamente,
E=k(a)eF=k(3).coma?=ack—ke =beck—k*comaf" ¢k
Conclusao:

L =k(a,7)

Tendo descrito os geradores de L. D k, vamos proceder agora em determinar
a acdo de 7 e £ sobres esse geradores. Como veremos, obtendo essas informacdes
teremos, também, informacdes suficientes para proceder ao reverso, isto €, cons-
truir extensdes quaternidnicas a partir de corpos k que contenham 4.

Com as restri¢des dos automorfismos 7 e £ aos corpos F' e F, respectivamente,

obtemos os grupos de Galois das extensdes quadrdticas F = k(a) D k,a® € ke
F=k@B) Dk p*€k.

Gal(E|k) = (p), onde p=¢, : E — FE

Gal(F|k) = (o), onde o =7, : ' — F

Por conseguinte,

{(a) = pla) = —a

£(pB)=p, pois e F =LY

(o) =a, pois aecFE=LM
£B)=0(B)=—3, pois [eF =LY

Falta, entdo, determinar 7(y) e (7).
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As raizes de X* — u, formam o conjunto {+7,+iy}. Como 7 é um FE -
automorfismo, segue que 7(7y) é uma raiz de X* — u, isto é, 7(y) € {£~, +iy}.

7(7) ¢ {£7}, pois caso contrdrio, 72 fixaria k(a,y) = L, um absurdo pois
2 415,

Se 7(y) = —i7, entdo, como 73(a) = «, T*(3) = —B e T3(y) = 7, vamos as-
sumir, sem perda de generalidade, que 7(vy) = i. Pois caso contrario poderiamos

trabalhar com 73, uma vez que (1) = (73).

£(v)

Falta determinar £(vy). Para isto, verificamos que, T ¢ fixado por (7). De
oy

fato, como 76 = &7 e 72 = €%

T(@) _ ) _ 7€) _ €70)
iy

Car(B)r(y)  —ifiy By
_ i (y) _ —ig(y) _ €()

By By By
£(v)

Portanto, =~ = e € E = L{7),
i3y

A acdo de ¢ e 7, sobre «, 3 e v € sintetizado, finalmente, no seguinte quadro:

B g
T =B | iy
§|—a| B |ifey

Prosseguindo, temos a torre:
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Vamos olhar para a extensdo quadrética L O K. E claro que L = K(v), pois
Gal(L|K (7)) = 11. Sabemos também que Gal(L|K) = (£?), mas ndo € direto
que £2(y) = —~. Isso segue se mostramos que v> € K, pois implicaria que o
polindmio mininal de y sobre K, min(vy, K) é X* — 42, donde, por conseguinte,
£?(~y) também seria uma raiz, ou seja, £2(y) = —7.

Para mostrar que 42 € K = L), mostraremos que (£2) fixa v2. De fato,

Por outro lado, calculando £2(v), usando que £(7) = iBey, e € E = L7
temos:

£(y) = £(ifer) = iE(AE()E(y) =

= if¢(e)ifey = —F%ef(e)y = —bef(e).

Portanto,

1
—y = —bel(e)y = b= @, (e #0)

Lembre-se que

fp=p:E—E

Assim, b = ——, é uma norma em E = k(«a)
p
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Agora vamos determinar ¢ := 2.
§(e) =£(v%) = (£(7))* = —pe’c.
E(afp(c)) = —afe, pois  p? = 1p.

L epe) B ) 1
= aﬁeep(e) = —afe?p(e)?, pois [E=b= (o)’
Portanto,

c —3%e?c c c

_ _ LE=F.

¢ (aﬁp(e)) —aBRp()F  abple)  abple)
Também, como 7(c) = 7(7?) = —c, temos:

c - ¢ , o
() = e ey P A0 B

c
i W(e) e E.
Portanto, cENF=k=—c= kafp(e), paraalgum k € k.
apBp(e)

Podemos reunir nossos resultados, obtidos neste capitulo, no seguinte teo-

rema:
Teorema 4.1. Seja
H= (7] =18 =71%16=¢7)

e suponhamos que k é um corpo de caracteristica diferente de 2, que contenha
Wg. Suponha também que L O K é uma extensdo Galoisiana de grau 8 com
Gal(L|k) = H. Se K = L), E = L) ¢ F = L%, entdo temos a seguinte
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estrutura de corpos intermediarios a L D k.

L
K = L&)
/ \
E=L" F=F=L%
\ k

onde existem elementos o, 3,y € L, tais que E = k(«a), F' = k((), e L =
K (), e tais que £(a) = —a, 7(B) = =B e 7(y) = iv. Entdo o® = a, 5> = b, e
V2 =c ondeabekece K, ondeaf ™ ¢ k2ecd K%

Ainda mais, se p = &, entdo Gal(E|k) = (p), e existem k € k e e € E, tais

1
ep(e)

de L conforme o quadro seguinte:

que b = e ¢ = kafp(e) e finalmente, T e £, agem como k - automorfismos

By
T -0 | iy
| —a| B |ifey

4.2 Construcao

Suponha k um corpo de caracteristica diferente de 2 e 1y C k. Suponhamos

que existam elementos a, b € k — k2 satisfazendo:
1. ab™t ¢ k?

2. b € Im(Ng), onde Ngy, é a fungdo norma definida sobre £ = k(«),
a? = a € k, como sendo N(z) = zp(z), onde p € Gal(E|k) = (p).
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Seja F' D k, a extensdo quadratica onde F = k(3), e 4> = b. Digamos
que Gal(F|k) = (o). A extensio K = k(«a,3) D k, como sabemos, é uma
V, - extensdo galoisiana. Abusando da notag¢do, vamos denotar os elementos de
Gal(K k) por:

Gal(K|k) = {1k, p,0, po}

Tais elementos agem sobre «, 5 conforme abaixo:

p o po

a— —« a— « a— —«

o B | B=—B| =0

Finalmente, seja ¢ = ka/fp(e), onde k é supostamente escolhido de forma que
cé¢ K2
Entdo, L = K(v), onde 7 = ¢ € K, é uma extensdo quadrdtica de K.

Mostramos a seguir um diagrama de subcorpos intermedidrios a L D k.

L=K(y)
K = k(a, B)
//// \\\\
E = k(o) F = k(B)
\k/

Nestas hipéteses, para corpos onde as escolhas de "a” , 70" e ”¢” podem ser

feitas, provamos o seguinte

Teorema 4.2. A extensdo L D k, como acima, é uma extensdo quaternionica.
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Demonstracdo. L O k é normal. De fato, seja & : L — £k uma imersdo de L
num fecho algébrico de k. A restricdo {,, € Gal(K|k), pois K D k é normal.
Portanto §|,. € {1k, p, 0, po}.

Se €, = prentio (€(7))? = () = E(rafple)) = —rafe.

Como b € I'm(Ng;,) entdo b = L para algum e € E. Tem-se:

ep(e)

E(v?) = —rafefPep(e) = (ifey)?. Portanto () = +ifey.

Do mesmo modo, para os outros casos, temos que () € K () = L. Portanto
¢ € Gal(L|k), e entdo L D k € uma extensao normal.

Nesse caso, entdo, £ o k - automorfismo que extende p a L, pertence a Gal(L|F),
pois £(5) = . 2

Notemos que L = F(7). De fato, como % = rap(e) € E = k(a), segue-se
que E(y*) = E(B) = K. Portanto L = K (7) = E(v*)(7) = E(7).

Uma vez que iy C Fe L = E(v),onde v* € F e * ¢ E, o grupo de Galois
de L D FE é ciclico de ordem 4, digamos Gal(L|E) = (7). Devemos ter, entdo
T(a) = a e 7(8) = —f. De fato,

O =) =7 () = s =

Se 7(3) = B, entdo F C L'” = E, um absurdo. Pelo mesmo argumento da
se¢do anterior, assumimos que 7(7y) = 7.

Seja, como acima, ¢ € Gal(L|F). Portanto, £(y) = =+ifey. Calculando
E(y) = £((FiBey) = FiBE(e)é(y) = +iBple)(£ifey) = —Beple)y =
= —v = 7%(y). Como 72 e &2, coincidem seus valores também sobre a € (3, e
além disso, como L = k(«, 3, 7), entdo £2 = 72, Portanto, ¢ tem ordem 4, logo
implica que Gal(L|F) = (£). Se £() = —ifev, entdo £3(y) = ifey. Também,
como &(a) = —a , &(8) = B e (&) = (&%), vamos assumir, sem perda de

generalidade, que £(vy) = ifey.
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Assim, mostramos, no seguinte quadro, a acdo de £ e 7, sobre o, f e :

Gl v
T| a | =0 | iy
—a | [ |ifey

Para mostrar que que Gal(L|k) = H, basta verificar que ¢ = £37.

Por um lado, 7£(vy) = 7(iBey) = —ifeiy = Bey. Por outro lado, £37(y) =
E(iy) = i&%(ifey) = i€(iBp(e)ifey) = —i&(y) = —iiffey = Bey. Claramente,
mé(a) = &7(a) e TE(B) = £7(0).

Portanto, conforme queriamos demonstrar,

Gal(Llk) = {(&,7] & =L, & =7* 76 =)} = H

Observacao 3. De acordo com nossas contas temos que

£ _ . ) _
e (iBey)? e —E (i)?
Pode-se também ver que valem as relacoes:

ipse&(ipe) = —1, ir(i) = —1

iBe& (i) = —ir(ife)
Vamos mostrar a seguir, no uiltimo capitulo, que se tivermos uma V,— extensdo

M Dk, com Gal(M|k) = (0, 7) e existem x,y,w € M satisfazendo as relacdes:

vo(r) =—-1=yr(y) e xo(y) = —yr(z)

assim como
ow) o  71(w)

2
=Y
w w

entdo L = M(\/w) D k é uma extensdo quaternionica.
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4.3 Exemplo

Como mencionamos no inicio do capitulo, de fato existe uma extensdo de

1
i++2

entdo b = —3,

corpos L D Q(7) quaternidnica. Tomea =2,k = lee =

RN
L]

Pelo Capitulo 4 a extensdo L(v/c) D Q(i) é galosiana e Gal(L|Q(i)) = H:

1=

()

/ WZV_\
\ /

Como ja observamos, nao podemos imergir o corpo Q(y/—3) numa extensao

OJ

Q(i, v2 V=3)

C D Q ciclica de grau 4, justamente porqué -3 nao é soma de dois quadrados
racionais.

Mas no diagrama acima temos uma situ¢do diferente, pois a extensdo
L D Q(i,/2) é de fato ciclica de grau 4 e como podemos verificar -3 é de fato
soma de quadrados em k = Q(4,/2) :

3 = (iV2)? + 4

Logo ndo é surpresa a imersdo de k(1/—3) na extensdo ciclica L D k.



Capitulo 5

Algebras Quaternionicas e Formas

Quadraticas

A nossa algebra central simples (acs) de interesse € a dlgebra de Quatérnios.
Vamos entdo neste capitulo conhecer alguns resultados sobre acs, destacando que
o Teorema do Duplo Centralizador far-se-a4 muito util no demonstracdo do critério
de Witt. Utilizamos como referéncias os livros classicos do Scharlau, [10], do

Lam, [7], e as notas de Felzenszwalb [3].

5.1 Algebras Centrais Simples

Uma K— 4dlgebra nesta monografia serd entendida como uma K— dlgebra as-
sociativa e com unidade, ou seja, um espago vetorial de dimensao finita sobre um
corpo K, dotado de uma operagdo de multiplicacdo associativa e distributiva em

relacdo a soma e assumindo a existéncia da unidade multiplicativa 1.

Definicao 5.1. Sejam A uma K— algebra e S um subconjunto de A. Definimos
o centralizador de S em A, denotado por C'4(S) como sendo o subconjunto de A

caracterizado pela propriedade a € C4(S) < as =sa, Vs € 8S.

36



5.1 Algebras Centrais Simples 37

Definimos em particular o centro de A como sendo o subconjunto Cy(A),
simplificadamente denotado por C'(A).

Assim, entenderemos por uma K— dlgebra central simples uma K— dlgebra
cujo centro € o corpo dos escalares KK, visto imerso dentro de A como 1 - K. Mais
ainda os Unicos ideais bilaterais sao os triviais, ou seja, 0 e A.

Dizemos simplesmente que uma K— dlgebra é simples se ndo possui ideais
bilaterais além dos triviais. Podemos entdo enunciar o Teorema do Duplo Cen-

tralizador.

Teorema 5.1 (Duplo Centralizador). Sejam A uma K— dlgebra central simples
e B uma subdlgebra simples de A que contém K. Entdo valem as seguintes pro-

priedades:
1. C4(B) é uma K— subdlgebra simples de A

3. Ca(Ca(B)) =B

Definicdo 5.2. Dados a,b € K definimos a dlgebra de Quatérnios (a,b)x como
sendo a K— 4lgebra gerada por todas as combinagdes lineares formais dos simbo-

losi,jek:
(a, )k ={x+yi+zj+wk|z,y,z,w € K}

onde a multiplicacdo é distributivamente estendida para todos elementos via as

regras abaixo:

xi =1z, xj = jr, vk = kx, Vo € K
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Como haveria de ser, toda dlgebra de Quatérnios (a, b)k € central simples. De
fato, seja ¢ = = + yi + zj + wk no centro de (a, b)g. Como ¢ comuta com todos

os elementos de (a, b)k, obtemos que
qi =19 = vi + ya — zk — awj = xi + ya + zk + awj =

=z2k+awj=0=>2=w=0

qj =Jjq=>zjtyk=zj—yk=y=0

Portanto, ¢ € K.
Seja I um ideal bilateral néo nulo de (a,b)k e sejaq =z + yi + zj + wk € [
ndonulo. Sey = z = w = 0, entdo ¢ € Keentdo 1 = g * € I. Sem perda de

generalidade, suponhamos que y # 0.

iqi = (xi+ya+zk+waj)i = ratyai—azj—wak = a(r+yi—zj—wk) € [ =

= rtyi—zj—wk € [ = x+yi € [ = j(z+yi)j = xb—byi = b(x—yi) € I =
sr—yicl=>ycel=ycl=1=yy =1

E portanto I = (a, b)kx é uma dlgebra central simples.

A élgebra dos Quatérnios pode ser obtida como uma subélgebra da dlgebra de
matrizes My.4(K). Conforme veremos na demonstragdo do Critério de Witt esta
apresentagdo serd bastante util.

Para cada d € (a,b)x, a aplicagdo = +— dx é uma K— transformagao linear
sobre (a, b)k e entdo podemos representa-la por uma matriz A(d) relativa a base

{1,1, 7, k}. De fato esta aplicagdo é uma imerséo.
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Como:

—1

o O = O
o O O 2
_ o O O
o @ o O
o = O O
o O o o

Podemos identificar (a, b)x com a K— dlgebra gerada por [ e J em My, 4(K),
que denotaremos por K[7, J].

Agora vamos tratar alguns conceitos basicos sobre formas quadraticas e relaciona-
las com as dlgebras de Quatérnios.

Uma forma quadrética ¢ sobre um corpo K € um polinbmio homogéneo de

grau 2 a n varidveis em K, isto €,

P(X) = (X1, Xp) = Y a; XiX; €KX, ..., X,] = K[X].
ij=1
Como X;X; = X, X;, podemos reescrever ¢ da seguinte maneira:
n 1 n
QO(X) = Z §(aij + aji)Xin = Z bUXZX]

i,j=1 i,j=1

Desta forma, b;; = b;; e  determina uma tnica matriz n x n simétrica M, = (b;;),
tal que, ¢(X) = X'M,X, olhando X = (Xi,...,X,) como um vetor coluna.
Uma forma quadritica ¢ € dita regular se a matriz M/, € ndo singular. Além disso,
definimos o determinante det() como sendo o determinante da matriz simétrica
M, e o inteiro n como a dimensao da forma quadrética ¢, que denotamos por
dim(p). De agora em diante, vamos considerar apenas as formas quadraticas
regulares e se ¢ € uma forma quadratica de dimensao n, diremos apenas que ¢
¢ uma n—forma. Em particular, se n = 2 dizemos também que ¢ € uma forma
binaria.

Duas formas quadraticas ¢ e v sdo ditas isométricas se existe uma matriz in-
vertivel C' tal que ¢(X) = ¢(CX), ou ainda, M, = C*M,C. Esta é claramente
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uma relagdo de equivaléncia e escrevemos ¢ = 1. Note que dim(y) é um in-
variante dessa relagdo de equivaléncia e que det((), visto como um elemento de
K / K2, ¢ também um invariante da classe de equivaléncia de .

Assumindo que o corpo K tem sempre caracteristica diferente de dois, toda
forma quadrética pode ser diagonalizada. Sendo assim, dados ay,...,a, € K,

utilizaremos a notagdo cldssica (as, . .., a,) para denotar a forma quadratica:
PX) = e X7+t an X

Sejam ¢ = (ai,...,a,) e Y = (by,...,b,) duas formas quadrdticas so-
bre K. Definimos a soma ortogonal como sendo a (n+m)-forma ¢ 1 ¥ =
(a1,...,Gp,b1,...,by) e o produto tensorial como a (nm)-forma ¢ ® ¢ =
(arby, ..., a1by, ... apby, ..., ayb,,). Para todo a € KK, escreveremos ay para
denotar a forma (a) ® . Dado m € N escrevemos m X  para representar a soma
@ L ... L pdemcdpias de ¢. Se ¢, ¥, Q, 1; sdo formas quadréticas, segue das
propriedades de matrizes que ¢ L ¢ = 1) L ¢, det(p L o) = det(yp)det(y)) e se
v=dep=gentiop L =@ L.

Uma forma quadrdtica (ay, . .., a,) sobre K € dita isotrépica se existem
x1, ..., T, € K, ndo todos nulos, tais que alx%—l—. ) .—|—an:c$l = ( e dita anisotrépica
caso contrario. A 2—forma (1, —1) é a forma quadratica isotrépica de menor di-
mensdo e é chamada de plano hiperbdlico. Uma forma é dita hiperbélica se é
isométrica a uma soma de planos hiperbdlicos.

Se ¢, 1 e v sdo formas quadraticas sobre Ke ¢ 1 v = 1 L yentdo ¢ = 1
pela Lei do Cancelamento de Witt.

Uma forma ¢ = (ay, ...a,) representa um certo elemento a € K se, e so-
mente se, existem 1, . .., r, € K tais que a12? + ... + a,z2 = a se, e somente
se, ¢ = (a) L 1 para alguma forma ). Denotamos por Dx(y) o subconjunto

de K formado pelos elementos que s@o representados por ¢. Se ¢ = 1) entdo

Dg(¢) = Dx(1)).
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Seja (a, b)x uma K—algebra de quatérnios e o, 3 € (a,b)x. Seja a € (a,b)k:
a=x+yi+ z)+ wk
Entdo definimos o conjugado « por:
a=x—yi—zj —wk

Assumiremos sem as detalhadas demonstracdes que o + 3 = @ + 3,
aff = fa, a=aeld =M\ Além disso, @ = « se, e somente se, o € K. Se
a = yi + zj + wk entdo dizemos que o é um quatérnio puro.

Podemos também definir a norma de oo como N(a) = a@ = @a. Se escrever-
mos o = x + yi + zj + wk podemos ver que N(a) = 22 — ay® — bz? + abw?.
Portanto, a fungdo norma define uma forma quadrética (1, —a, —b, ab) em (a, b),

que serd chamada de forma norma.

A seguir apresentamos alguns resultados cldssicos, através dos quais as dlge-
bras de Quatérnios estdo relacionadas com sua forma norma, e além do mais, esses
resultados serdo muito tteis na demonstracdo do Critério de Witt. As demon-
stracOes conforme ja mencionado foram consultadas nos livro do Scharlau [10] e
do Lam [7].

Teorema 5.2. Para a,b,c,d € K as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
1. (1,—a,—b,ab) = (1, —c, —d, cd)
2. (—a,—=b,ab) = (—c, —d, cd)
3. (a,b)x = (¢,d)k

Teorema 5.3. Sejam q = (a,b) e ¢ = {(c,d) duas formas bindrias (regulares).
Entdo q = ¢ se, e somente se, det(q) = d(q')ymod(K?) e Dx(q) N Dx(¢') # 0.
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Teorema 5.4. Para todo a,b,c,d € K, temos que:
1. (a,b)x = (ac?, bd?)k .
2. (a,b)x = (b, a)x.
3. (L, D)k =(1,a)x = (b, =b)g = (¢,1 —c)g sec#0,1.
4. (a,a)x = (a,—1)k.
5. (a,b)x = (a, —ab)k.

6. [(ab,c)x] = [(a, )x][(b, ¢)k] no grupo de Brauer Br(K)

5.2 Grupo de Brauer

Cabe agora definir o grupo de Brauer de um corpo k. Como veremos no
capitulo final, as propriedades concerntes as dlgebras de Quatérnios que aparecem
no Teorema 5.4 nos permitem fazer uma formulacao equivalente, no que se refere
a imersdo de extensdes biquadraticas em quaternidnicas, a original proposta no
artigo de Witt [13].

O Teorema de Wedderburn afirma que toda dlgebra central simples A € iso-
morfa a uma dlgebra de matrizes com entradas num anel de divisdo, isto é, existem
n € Ne D, um anel de divisdo, tais que A = M,,(D), e além disso n é unicamente
determinado e D € unico a menos de isomorfismos.

Deste modo podemos definir uma relacdo de equivaléncia no conjuntos das

K— &lgebras centrais simples do seguinte modo:

Se A~ M,(D)e B = M,,(D’) entdo

A~B&e DD
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Se A e B sdo centrais simples entdo o resultado pelo produto tensorial também
é, isto é, A®k B € central simples.

Definimos o grupo de Brauer de K, que denotaremos Br(K), como sendo o
quociente do conjunto de todas as K— acs pela relacdo de equivaléncia definida
acima. O produto entre duas classes de acs é definido por: [A][B] = [A ®k B].

Esta € de fato uma operacgdo de grupo, bem definida nas classes de equivaléncias.



Capitulo 6

Critério de Witt

Vamos a principio obter uma nova caracterizagdo referente a imersdo de uma
Vy-extensdes em extensodes quaternidnicas. De fato vamos demonstrar o que ficou

evidenciado pela Observacao 4 do Capitulo 4.

Seja M D k uma V;— extensdo. Sejam o, 7 € Gal(M |k) dados por

o T

Va | —va| va
Vb | Vb [=vh

Suponhamos que exista uma extensao quaternionica F' D k tal que M C F),

conforme o diagrama abaixo temos a seguinte estrutura de subcorpos:

44
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Sejam X, ¥ € Gal(F|k), respectivamente, as extensdes de o, 7, ou seja,
YXuy=0 e ¥Yy=r1

Ambas extensdes tem ordem 4 em Gal(F'|k). De fato, caso contrdrio, suponhamos
que |X| = 2, terfamos necessariamente que F'*) = M pois M € a tinica extensio
de grau 4 sobre k contida em F'. Chegamos a um absurdo pois X(y/a) = o(y/a) =
—4/a. De forma anédlogo a ordem de ¥ em Gal(F'|k) também € 4.
E claro que M (2(y/w)) = S(M(y/w)) = M(\/w), e o mesmo vale para U.
Deste modo, pelo Lema 2.4, existem z,y € M tais que
Yw) _ Y(w) _ o

w w o
(E(yw))? = 3(w) = wz?, 0 que implica ¥(/w) = +x1/w € do mesmo modo
U(y/w) = +y/w.

Podemos supor sem perda de generalidade que

S(Ve) =2V e (V@) =y,
pois caso contrério, se por exemplo supormos que X(y/w) = —z+/w, tome entdo
2w
2’ = —z. Deste modo teremos ——~ = 1% = (—z)? = 2% e ©(w) = 2/ /.
w
Uma vez que ¥ e W sdo elementos distintos de ordem 4 e Gal(F'|k) é o grupo
dos Quatérnios, entdo satisfazem as relagdes:

=T e YU =0y

Sabendo disto, vamos calcular a a¢do dos elementos gerados por > e W sobre

os valores da k— base do espago F":

{1,V Vb, /i, v/aVh, v av/o, Vi, /oI } € F

Como Y* = U* = 1, conforme as Tabela 6.1 e 6.2 abaixo, concluinos que

(zo(z))* = (y7(y))? = 1. Como %% e U2 ndo sdo identidades, temos que
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Tabela 6.1: A acdode X¢, i=1,2,3.
5 2 3 0
1 1 1 1 1

Va —Va Va —Va Va

Vb Vb Vb Vo Vb

Vw Ty/w xo(v)y/w 2o (x)y/w (vo(2))*vw
Vavb —\/av'b Vav/b —v/av/b Vavb
Vayw | —ryayw | zo(e)Vayw | —2Po(z)Vayw | (vo(x))’Vayw
e 2Vby/w o (z)Vby/w 2?0 (2)Vby/w (zo(2))*Vby/w

Vavbyw | —z/avb/w | zo(z)avbyw | —a*o(x)y/avbyw | (zo(x))?avby/w
Tabela 6.2: A acdo de ¥¢, i =1,2,3.
U 2 e W
1 1 1 1 1

Va Va Va Va Va

Vb Vb Vb Vb Vb

Vw yvw y7(y)vw y*1(y)vw (y7(y))*Vw
Vavb —\avbh Vav/b —/av'b Vav/b
Vay/w yvay/w y7(y)o(r)v/ay/w y*7(y)v/avw (y7(¥))*Vayw
Vv | —yvbyw y7(y)Vby/w P’ T(yVhvw | (y7(y))’ Vv

Vavbyw | —y/avbyw | yr(y)o(z)Vavbvo | —yPr(y)vVavbve | (y7(y))*Vavbyo
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Tabela 6.3: A agdo de XV

7 U
1 1 1
Va Va —Va
Vb —Vb Vb
Vw yvw zo(y)v/w
Vav/b —vavb Vavb
Vayw yvayw | —zo(y)vayw
Vv | -y | —za(y)Vyw
Vavh/o | —yv/avhy/ | zo(y)Vavbyw

Tabela 6.4: A acdo de U3%

5 Uy u2y NS
1 1 1 1 1
Va —Va —Va —Va —Va
NG G Vb NG Vb
Vw T\/w y7(z)Vw zy7(y)vw —y7(2)Vw
Vav/b —vav/b Vavb —vavh Vavb
Vayw | —avayw | —yr(@)Vayw | —ayr(y)Vayw | yr(z)Vayw
Vv | eV | —yr(a)Vive | ayryVive | —yr(@)Vivo
Vavbyw | —a/avb/o | yr(z)Vavbyo | —ayr(y)Vavbyw | yr(x)yavbyw
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Como YU = ¥3Y, em conjunto as Tabelas 6.3 e 6.4 implicam que:

vo(y) = —yr(z)

Reciprocamente, dada uma V;— extensdo M D k com Gal(M|k) = (o, T)
igualmente descrito como no inicio desse capitulo, suponhamos que existam

T,Y,w € M satisfazendo

zo(z) =yr(y) = -1 e xo(y) = —y7(z)

e também

Construindo F' = M (y/w), podemos estender os k— automorfismos de M o
e T, respectivamente, a k— automorfismos de F’, digamos denotados por X, U,

definindo-os conforme a tabela abaixo:

by v
Vw o Ve gy
o= —a e
fr— B =0

Y} e U sdo de fato k— automorfismos de F', e de acordo com as relagdes e as

tabelas acima, satisfazem as relacgoes:
S2=0% Y2 =1p e XU =U%

E portanto (¥, ) = H, o grupo dos Quatérnios. Como [F' : k| = 8 temos que

Gal(F|k) = (X, V), e logo a extensdo F' D k é uma extensio quaternionica.
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6.1 Demonstracido do Critério de Witt

Finalmente, podemos agora enunciar o Critério de Witt.

Teorema 6.1 (Critério de Witt). Seja M D k uma V,— extensdo, isto é, M =
k(v/a, \/5) para algum par a,b € k. Entdo, existe uma extensdo quaternionica
F D k com M como subcorpo intermedidrio, ' O M D k, se, e somente se, as

formas quadrdticas aX? +bY? + abZ? e U? + V2 + W? sdo isométricas sobre k.

Demonstragdo.

Prova da condigdo necessdria:

Suponhamos que F' O k é uma extensdo quaternidnica e M C k. Logo,

existem z,y € M com:

zo(z) =yr(y) =—-1 e zo(y) = —y7(z)

Agora, para cadat € M, a aplicacdo = — tzx é uma k— transformacao linear
do espaco M. Entdo, fixada uma k—base de M, podemos representa-la por uma

matriz A(t) € My«4(k). Na verdade a aplicagido

o M — Myy(k)
t — At
€ um monomorfismo injetor, isto €, M € imerso como algebra dentro da alge-

bra de matrizes 4 x 4 com coeficiente em k.

Com respeito a k— base 3 = {1, /a, Vb, \/av/b} de M temos
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0 a 00 000bO
N 1 000 | Vi e 0000
0 00 a 1 000
0010 0100

Consideremos agora a representa¢do matricial de o, 7 € Gal(M |k) em relagdo

a base (3, denotados respectivamente por U e V:

1 0 0 0 10

U= [o]y = 0 -1 0 O 7 Ve r]y = 01 0
0 1 0 00 -1 O
0 0 0 -1 01 0 -1

E facil ver que U? = V2 = E, onde FE é a matriz identidade 4 x 4; UV = VU
além de Uyp(t) = p(o(t))U e Vip(t) = o(7(t))V, paratodo t € M.

De agora em diante, os cédlculos serdo decorrentes da suposi¢do da validade

das relacdes:

zo(z) =yr(y) = -1 e wzo(y) =—yr(x)
Definamos U =p@)U e V' :=pyV.
Consideremos as subélgebras de matrizes em My, 4(k):
Q= k[U', V'] e Qy, = k[U", V"],

onde
U”:w(\/E)V’ e V”IQO(\/E)U/
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Note que U? = o(z)Up(x)U = p(zo(x))U? = —E e de forma andloga
V> = —F, onde E é a matriz identidade 4 x 4.

Vamos ver que U'V’ = —V'U’. De fato multiplicando as matrizes temos:

UV = p(x)Up(y)V = p(zo(y))UV = —p(yr(z))VU =
=  —p)e(r(x)VU = —p(y)Ve(r)U = =V'U’

Deste modo podemos definir um isomorfismo de k— dlgebra de modo que:

Qi = (=1, —1)

E de forma inteiramente andloga podemos verificar que existe um isomorfismo

entre:

Q2 = (—Cl, _b>k

As contas abaixo indicam que os centralizadores de Q; e Q5 satisfazem:

Cris(@1) D Q2 e Cuyu(Q2) D

De fato:

U’U”=¢( Weo(va)e(y)V (w)w(a(ﬁ))Uw(y)Vz
p(—xv/ao(y))VU = sO(y\/_T( NVU
zw(yf) (7 (w))VUIw(\/_)w(y)Vso(x)U
= Ul

UV" = p(@)Up(Vb)p(2)U = p(2)p(0(V0) Up(2)U =
= p(Vb)p(@)Up(2)U =
=V,
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U'V' = p(Vb)p(@)Up(y)V = p(Vb)p(x)p(o(y))UV =

= 90(\/1_7:100@))‘/[] = @(—y\/l;T(:E))VU =
= (yr(Vox))VU = ¢(y)Ve(Vb)p(x)U

=V,

V'V = o(Vb)p(2)Up(y)V = o(Vb)p(x)p(a(y)) UV =
= o(Vbro(y))UV = o(—Vbyr (x))UV
oY) p(T(Vbz))VU = o(y)Ve(Vb)p(x)U
o

Mas o item 2 do Teorema do Duplo Centralizador implica que a k— dimen-

sdode Cyy,,,(9Q;), parai = 1,2, ¢éigual a 4. E portanto

Crpa(@1) = Q2 & Onyy(Q2) = Qs

Agora € a vez do Teorema do Duplo Centralizador, que no item 3 nos dird que
Q1=

Ora, entdo concluimos que  (—1,—1); = (—a, —b);. Logo, das equivalén-

cias do Teorema 5.2, temos o0 nosso resultado demonstrado:

(1,1,1) = (a, b, ab)

Prova da suficiéncia:

Suponhamos que
aX?+bY? 4 abz? A U+ VWP

Pbun P12 P13
Portando existe uma matriz 3 X 3, P = | pa1 paa paz | € Msxs(k) tal

P31 P32 D33
que:
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1 00 a 0 O
PAP=| 01 0|, onde A=] 0 b 0
0 0 1 0 0 ab

Decorrente desta equagcdo matricial temos as relagdes:

apii® + bpar? + abps? =1
apr2® + bpea® + abpsz® = 1
apr1s® + bpas® + abpss® =1

Das diagonais das equagdoes P~! = P!A e PP!'= A~!temos:

P11 = b(p22pss — Pasps2) p1i? + pa? + pis® = %
P22 = a(p11p3s — P13ps1) € pa1® + p22® + pas® = %
P33 = P11P22 — P12P21 P31l 4 pp’ 4 psi=21

Sejaentio  w =1+ piv/a+puvb+ppy/avb e

\/5_ _
I:\/ap?,l - Pls’ y:\/gp:;z\/; D23

Agora

wo(w) = (1 + pavb)? — a(pi + pssvb)?

(1 + bpae® — apn® — abpss?®) + 2(pas — apiipss) Vb
= (bp212 + abp312 + bpas — abp332) - 2ap13p31\/l_?

(1 — bpas? + abpsi® — abpss?) — 2apisps1 Vb

= a(pi3 — p31\/1—?)2 = r?w?
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E analogamente

Entdo segue que

Além disso

zo(y) _ Va(ps — Vb — P13)w71\/5(—p32\/_ — paz)o(w™)
yT(x) \/5(p32 - \/_ - p23)w_1\/5(—]931\/5 - 2913)T(W_1)
_ b(psar/a + pas) (ps2v/a — pas3)
a(p:n\/g + p13)(p31\/5 — P13)
_ abpsa® — bpas®
N abpz1? — api3?

(1 - abp132 - abp332) - (1 - ap132 - abp332)
abpsi? — ap3?

= 1.

E portanto M (y/w) D k é uma extensdo quaternidnica, conforme queriamos.

]

Podemos fazer uma formulagdo equivalente ao critério de Witt utilizando de
relagdes entre classes de algebras de Quatérnios no grupo de Brauer do corpo.

Pois de acordo com Teorema 5.4 temos que:

(1,1,1) = (a,b,ab) <= (a,b)r(a,a)x(b,b), =1 € Br(k)
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De fato:

(a,0)i(a, a)r(bb)r = (a,b)k(a, —=1)i(b, =1)x = (a, =b)i(b, —1)x =

0, —b)(b, —D)p(=1, —1)u(=1, = 1) = (@, —b)s(—b, —1)x(=1, — 1)y =
D=1~ e (—a,—b)k(—1,— 1) = 1 € Br(k) <=
s (—a, —b) = (=1, — 1) <= (1,1,1) = (a, b, ab)

=
=

Como vimos no Capitulo 3 , a condi¢cdo sobre soma de trés quadrados é de
fato necesséria no caso do problema da imersdo em extensdes quaternidnicas, con-
forme enuciaremos no proximo resultado, uma decorréncia imediata do teorema

precedente.

Corolario 6.1. Seja a € k — k% Se k(y/a) pode ser imersa em uma extensdo

quaternionica de k, entdo a é soma de trés quadrados em k.

Definiciio 6.1. O level de k, denotado por s(k), é o menor niimero natural n para

o qual —1 pode ser escrito como soma de n quadrados em k.

Corolario 6.2. Seja k um corpo onde —1 ¢ k2 e |k:/k?| > 2. Sdo equivalentes:

1. Olevel, s(k), de k é dois.

2. Toda extensdo quadratica de k pode ser imersa em uma extensdo quater-

nibnica.
3. k(v/—1) pode ser imersa numa extensdo quaternionica.

Demonstracdo. (1) = (2). Seja a ¢ F?. Pelo Teorema 5.3 , (1) implica que
(1,1) = (—1,—1). Pelo mesmo Teorema 5.3 (—1,1) = (a, —a). Entéo

(1,1,1) =2 (-1,-1,1) =2 (-1,a, —a)
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Portanto pelo critério de Witt k(y/—1,/a) estd contida numa extensdo quater-
nidnica.

(3) = (1) Pelo critério de Witt , existe a € k tal que (1,1,1) = (—1,a, —a).
Mas esta tltima forma € isotrépica e portanto, (1,1,1) é isotrépica, e como

—1 ¢ k?, temos entdo que s(k) = 2. O

J4 vimos que uma extensdo quadratica dos racionais Q(v/d), d ¢ Q2 pode ser
imersa numa extensdo quaternionica se, e somente se, d ¢ soma de trés quadra-
dos. O resultado a seguir, num contexto mais geral, trata dessa caracterizacao

introduzindo a nog¢ao ja cldssica de elementos rigidos de um corpo.

Definicio 6.2. Um elemento « € k é rigido se a ¢ k® U ak® e
Dy((1,a)) = F?UaF™

As formas bindrias (1,a) e (b,ab), onde a,b € Fk, sdo isométricas se
Dr((1,a)) N Dy((b,ab)) # 0. Portanto a ndo é rigido se, e s6 se, existe
b ¢ k* Uak? tal que (1,a) = (b, ab).

Corolario 6.3. Seja a € Dy, ((1,1)), a ¢ k> As seguintes condigdes sdo equiva-

lentes:
1. ando é rigido.
2. k(y/a) pode ser imerso numa extensdo quaternionica.

Demonstracdo. (1) = (2). Se a ndo € rigido, entdo existe um b ¢ k* U ak? tal
que (1,a) = (b,ab). Entdo (1,1,1) = (1,a,a) = (b, ab, a) portanto, pelo critério
de Witt vale (2)

(2) = (1) Pelo Capitulo 2 e o critério de Witt, existe b ¢ k* U ak? tal
que (a,b,ab) = (1,1,1) = (a,a,1) e do Teorema do Cancelamento de Witt
(b, ab) = (1, a). Portanto a ndo é rigido. O
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